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Resumen

LO LARGO DE este trabajo abordaremos algunos casos particulares de las conjeturas
de Weil. En primer lugar estudiaremos la definicién de funcién zeta de una variedad
y la formulacién de las conjeturas de Weil, con su respectiva motivacion.

Seguidamente, introduciremos toda la teoria de sumas de Gauss y de Jacobi, partiendo
de la base de la teoria de caracteres de un grupo abeliano, para obtener resultados
sobre el célculo del nimero de puntos de ciertas variedades sobre cuerpos de carac-
teristica positiva (y veremos por el camino otra aplicacién de las sumas de Gauss:
la demostracion de la ley de reciprocidad cuadrética). Finalmente probaremos la
relaciéon de Hasse-Davenport, que nos permite elevar sumas de un cuerpo base a sus
extensiones.

En el tercer capitulo, siguiendo la linea de Weil, utilizaremos sumas exponenciales
para hallar el nimero de puntos de una hipersuperficie diagonal afin, es decir, dada
por la ecuacion
alel + a2x§2 +eet anx,li" =a.

A partir de este resultado, mediante ciertas consideraciones sobre los exponentes,
estaremos en condiciones de escribir de manera explicita el niimero de puntos de
una hipersuperficie diagonal proyectiva, y comprobar que en efecto se cumplen las
conjeturas de Weil.

Finalmente, utilizaremos herramientas mds avanzadas de geometria algebraica para
esbozar la prueba de las conjeturas de Weil para curvas proyectivas, dando por cono-
cidos algunos resultados de mayor profundidad como el teorema de Riemann-Roch o
la dualidad de Serre.






English Abstract

the Weil conjectures. First we will study the definition of the zeta function of a variety

THROUGHOUT THIS DISSERTATION we will be addressing several particular instances of
and the formulation (and the motivation) of the Weil conjectures.

Afterwards, we introduce the theory Gauss and Jacobi sums, starting from the theory
of characters of an abelian group, to get results on the number of points of certain
varieties over fields of positive characteristic (developping on the way another appli-
cation of Gauss sums: the law of quadratic reciprocity). We also prove the celebrated
Hasse-Davenport relation, that allows us to lift sums from a base field to its extensions.

In the third chapter, following Weil's path, we use exponential sums to find the number
of affine points in a diagonal hypersurface defined by

alel + agxécz +eet anx,lg" =a.
From this result, by studying the behavior with respect to the exponents, we can
describe the number of projective points of the homogeneization of the variety, which

allows us to find the zeta function and check that the four conjectures by Weil are
indeed true.

Finally, we use some more advanced tools from algebraic geometry to sketch the proof
of the Weil conjectures for curves, without proving some results like the Riemann-—
Roch theorem or Serre duality.






Resernia historica

fundamental son las funciones zeta, en sus diferentes interpretaciones en ramas del
dlgebra o el andlisis. La historia de las funciones zeta podria remontarse al estudio de
la funcién zeta de Riemann, dada por

‘ ’EAMOS, EN PRIMER lugar, una pequeiia introduccion histérica del trabajo. La base

X1
C(s) = ng:l;y

iniciado por Euler para el caso de s real e impulsado con el estudio de Riemann de
la relacion de {(s) con 7 (x), que tiene como implicacion final una relacién entre los
ceros de ¢ y la distribucién de los numeros primos. La existencia de una factorizacion
de la funcién ¢ en funcién de los numeros primos, dada por

(=11

p primo

1
1-p=’

lleva a Richard Dedekind a generalizar la definicién de funcién
zeta (cf. [Dir99; Neu99]): partiendo de un cuerpo de niimeros K
con anillo de enteros Ok, podemos tomar como primos de K 1os
ideales primos p de Ok, y asociarles una nocién de tamafo (la
norma) dada por la dimensién del cociente

N(p) = ‘@K/p‘ =p’, pprimo,reZ.

Dedekind define entonces la funcién zeta asociada a K como

1

(x(s) = H T(m_s

pcOx

Es evidente que se trata de una extension de la funcién zeta tra-
dicional, que se obtendria tomando K = Q y Og = Z. Partiendo Richard Dedekind
de esta generalizacién aparece la teoria de funciones zeta que

estudiaremos en este trabajo, debida a Emil Artin.

5
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La tesis doctoral de Artin se compone de dos partes que desarrollan una idea co-
mun: la extension de la teoria de nimeros desarrollada sobre cuerpos de niimeros
a extensiones de cuerpos de funciones (i.e. K = F (x, VD), con Fp un cuerpo finito).
Considerando la clausura integral R de F,[x] en K obtiene, en la primera parte de su
tesis, resultados sobre descomposicion y ramificacion de ideales primos, nimero de
clase o reciprocidad.

La segunda parte de su tesis (cf. [Art24]) comienza con la introduccién de la funcion

zeta de Artin como )

(@)= ——

pl;L I-N(p)~*
que utiliza para estudiar el nimero de clase o la distribucién de los ideales primos, y
para la cual obtiene una ecuacién funcional (cf. [Roq02]).

A partir de entonces se logran avances en la comprension de ((s) gracias al trabajo de
varios matematicos: Friedrich Karl Schmidt con su definiciéon de funcion zeta, para la
que prueba la racionalidad y la ecuacién funcional, o el uso del nimero de puntos de
grado 1; Helmut Hasse obtiene una desigualdad de la forma

)

IN-(g+1)|=<2g4°, 02

N |~

posteriormente su trabajo con Harold Davenport les permite probar un andlogo de
la hipétesis de Riemann (los ceros de { tienen parte real 1/2) para el caso de cuerpos
de funciones de curvas elipticas, utilizando la teoria de sumas exponenciales. La
demostracion general de este hecho para cuerpos de funciones de curvas arbitrarias
tardard mads, y recibird aportaciones de otros matematicos como Ernst Witt o Max
Deuring (cf. [Roq04; Roq06; Roq12]). Finalmente, ya entrados los 40 André Weil publica
una respuesta positiva a la hip6tesis de Riemann para curvas (cf. [Wei48]).

Emil Artin Helmut Hasse André Weil



En 1949, Weil, que conocia de primera mano el trabajo realizado con la funcion zeta,
redefine en concepto para adaptarlo a una variedad X arbitraria, tomando como
funcién Z(X) una funcién generatriz del nimero de puntos de una variedad sobre
extensiones del cuerpo base en el que estd definida (cf. [Wei49]). Sobre esa definicién
indica cuatro conjeturas:

1. Racionalidad.

2. Ecuacion funcional.

3. Hip6étesis de Riemann.

4. Relacion con la homologia de X.

Como ejemplo, desarrolla la teoria de la funcién zeta de hipersuperficies de Fermat, y
comprueba que las cuatro conjeturas son validas expresando Z en funcién de sumas
de Gauss.

La demostracion de estas cuatro conjeturas (que pasarian a ser llamadas conjeturas de
Weil) requeriria de grandes avances en geometria algebraica durante los siguientes 25
afios. En el ICM de Amsterdam en 1954, Weil explicé que la demostracién podia venir
de un nuevo tipo de homologia. Esencialmente, los puntos de la variedad son los que
quedan fijos por el automorfismo de Frobenius (adecuadamente particularizado en
funcién de la extension), con el teorema del punto fijo de Lefschetz se obtendria

){puntos de X}‘ =) (—l)ktr(Frob | Hi.(X)),
k=0

donde quedaria por determinar la homologia H con la que trabajar.

Bernard Dwork Alexander Grothendieck Pierre Deligne

En 1960, Bernard Dwork demostré la racionalidad de la funcién zeta con métodos rela-
tivamente elementales de andlisis p-adico (cf. [Dwo60; Kob84]), aunque la prueba no
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abri6 paso a mads estudios y no se realizaron mds avances hacia las demds conjeturas
por este camino.

- f I b /[ A
Grothendieck impartiendo uno de sus seminarios en
Bois Marie (IHES)

Durante la segunda mitad de los 60, Alexander
Grothendieck y otros (incluyendo a Michael Ar-
tin, hijo de Emil Artin, o a Jean-Pierre Serre, me-
dallista Fields y Abel) realizaron importantes
avances utilizando la cohomologia étale a tra-
vés del Seminario de Geometria Algebraica de
Bois Marie (cf. [Mil16; Gro95]). Con ella logran
probar tanto la racionalidad como la ecuacién
funcional, pero la hipétesis de Riemann sigue
pareciendo inaccesible.

Grothendieck sugiere una nueva linea de ataque
basada en una serie de conjeturas mds generales

de las cuales se deducirian las conjeturas de Weil, pero su propuesta no logra traccién.

Finalmente, en 1973, Pierre Deligne, que tenia tan s6lo 5 afios cuando Weil formul6
sus conjeturas, concluy6 la demostracion de la hipétesis de Riemann, aunque ale-
jandose de las conjeturas propuestas por Grothendieck (cf. [Gro88, § 111.18.5.2.2.]),
convirtiendo las conjeturas en teorema (cf. [Del74]).

A pesar de haber sido demostradas con total generalidad a dia de hoy, las conjeturas
de Weil mantienen su numbre inicial. Una exposicion mds extensa de la historia de
las demostraciones puede leerse en los articulos de Milne ([Mil16]) y Oort ([Oor14]), o

en [Har77, § C.2].



E

Funciones zeta y conjeturas de Weil

If there is one thing in mathematics that fascinates me more than anything
else (and doubtless always has), it is neither “number” nor “size’, but always
form. And among the thousand-and-one faces whereby form chooses to reveal
itself to us, the one that fascinates me more than any other and continues to
fascinate me, is the structure hidden in mathematical things.

— Alexander Grothendieck

N ESTE CAPITULO introduciremos las nociones fundamentales para el trabajo: el con-
cepto de variedad algebraica proyectiva, las particularidades que puede presentar
al estar definida sobre un cuerpo finito, su funcién zeta (interpretada de diferentes
maneras) y finalmente las conjeturas de Weil.

Como notacién, tomaremos p un nimero primo, y g = p’, con r un entero positivo.
Llamaremos [, al inico cuerpo (salvo isomorfismo) con g elementos, y F;s a una
extension de [, de grado s.

1.1. Variedades proyectivas

Empezamos recordando el concepto de variedades proyectivas. En el espacio afin es
inmediato definir el valor de un polinomio f en un punto (ay,...,a,) € A"*! como
f(ay,...,a,). En el caso proyectivo esta identificacién no puede hacerse, porque a un
mismo punto le corresponden varios representantes multiplicando por un escalar.

Pese a ello, si f es homogéneo, es posible definir el cero de un polinomio, porque si
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[ag:---:ay] € P" es un representante de un punto proyectivo que anula a f, entonces
fAlag:---:an)) = f(Aag, ..., Aay) = A48/ f(ay,...,a,) =0.
Por lo tanto, si para un polinomio f homogéneo, el conjunto algebraico proyectivo
V(f)={aeP"|f(a)=0}cP"

estd bien definido. Si en lugar de tomar un tinico polinomio tomamos un ideal I c
k[xo,...,x,] homogéneo (es decir, tal que sus generadores, de los cuales hay una
cantidad finita por ser el anillo noetheriano, sean todos homogéneos), tiene también
asociado un conjunto algebraico proyectivo

V() ={acP"|f(a)=0Vfel}cP".

Si I es ademads primo, entonces decimos que X = 7 (I) es una variedad algebraica.
Esta condicién hace que X sea en cierto sentido irreducible, es decir, que no podamos
descomponer

X=U,ul,,

con U; y U, conjuntos algebraicos tales que no estdn contenidos uno no esta conteni-
do en el otro. Esta definicién de irreducibilidad es anédloga a la que se formularia en
términos de espacios topoldgicos.

1.1.1. Dimension de una variedad

A cada variedad podemos asignarle un entero que codifique el concepto de dimension.
Lo haremos a través de la topologia de Zariski, que tiene como cerrados a los conjuntos
algebraicos.

DEFINICION 1.1.1 (Dimensién de una variedad). — Sea X c P" (k) una variedad pro-
yectiva. Definimos la dimension de X, que escribimos como dim X, como la longitud
de la mayor cadena de cerrados irreducibles contenidos en X, es decir, el mayor entero
n tal que existen cerrados Xj, ..., X;; que cumplen

PFXC X1 & C X=X,

OBSERVACION 1.1.2. — Es posible también dar una nocién de dimensién basada en
dlgebra conmutativa. Hacemos esto utilizando la correspondencia biunivoca entre
variedades e ideales primos.

DEFINICION 1.1.3. — Sea A un anillo. La altura de un ideal primo p es el mayor entero
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n tal que existe una cadena de ideales primos

PoCP1 & Chn=p.

Llamamos dimensién de Krull de A al supremo (no necesariamente finito) de las
alturas de los ideales primos de A.

PROPOSICION 1.1.4. — Sea X < P"*(k) una variedad proyectiva, y sea I = .#(X) c
klxo, ..., xn] suideal primo correspondiente en el anillo de polinomios. Entonces dim X
se corresponde con la dimensién de Krull del anillo cociente k|xy, ..., x,]/ I menos 1.

Intuitivamente, cada subvariedad X; se corresponde con unideal .# (X;) c k[xo, ..., Xzl
que contiene a I, por lo tanto una cadena de cerrados equivale a una cadena de ideales.
Noétese que restamos uno para descartar el ideal irrelevante dado por (xg, X1,..., Xn),
cuya variedad proyectiva es el vacio, pero que admitimos en el calculo de la dimensién
de Krull.

La definicion anterior es consistente con algunas propiedades que le pedimos a la
dimensién, como por ejemplo que la dimensién de A” y de P” sea exactamente n.
Ademas,

PROPOSICION 1.1.5. — Una variedad proyectiva X en un espacio de dimension n tiene
dimensién n—1 siy solo si X =V (f), con f € k[xy,...,x,] homogéneo e irreducible.

Demostracién. La demostracion requiere de herramientas alejadas del objetivo de
este trabajo, por lo que la omitimos y referimos a [Har77, § 1.2]. O

Esta proposicion nos permite establecer la dimension de variedades generadas por
un tnico polinomio, que conforman el ntcleo del trabajo.

1.1.2. Variedades no singulares

Una variedad no singular (o lisa) es, como uno podria esperar, una variedad sin puntos
singulares, es decir, que en cierto sentido puede ser vista como un equivalente de las
variedades diferenciables en C".

DEFINICION 1.1.6. — Sea X =¥ ((f1,..., fi)) una variedad algebraica. Se dice que es
no singular si, para cada P € X, la matriz jacobiana

ax (P)
J

i,j

(5 )

tiene rango n —dim X.
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En el caso de una hipersupericie (por ejemplo, una curva en el plano), ser no singular
es equivalente a que no todas las derivadas parciales se anulen simultdneamente.

1.1.3. Cuerpos finitos

En general, es comun definir las variedades algebraicas sobre cuerpos algebraica-
mente cerrados (donde tenemos resultados muy fuertes como el Nullstellensatz).
No obstante, vamos a trabajar con cuerpos finitos, que nunca son algebraicamente
cerrados (de manera trivial, basta tomar un polinomio de grado mayor que el nimero
de elementos y sin raices multiples). A pesar de esto, es posible obtener resultados
interesantes en cuerpos finitos.

PROPOSICION 1.1.7. — Sea F, > ), un cuerpo finito con p" elementos. Llamamos
automorfismo de Frobenius a

x — xP.

Se cumple que ¢ genera Gal(F,/F,) = Z/rZ. Ademds, siT 45 es una extension de grado s
del;, entonces ¢" genera el correspondiente grupo Gal(F 4s/F ;) = Z/sZ.

Demostracion. Parala primera parte, es claro que ¢ es un homomorfismo, y ademas
es inyectivo, porque

alP =b? = aP -bP=(@a-b)P =0 = a-b=0 = a=h.

Por tratarse de un homomorfismo inyectivo entre cuerpos finitos sabemos que sera
también isomorfismo. Y por el teorema de Euler, sabemos también que acttia como la
identidad en [, luego ¢ € Gal(F;/F ).

Como [ es el cuerpo de descomposicion de xP" —1=0sobre Fp, es claro que ¢ es
trivial. Y, por otra parte, si una potencia menor de ¢ (por ejemplo ¢*) fuera trivial
entonces se tendria que

k
al’ -1=0 VacF,

lo cual es imposible porque un polinomio de grado p* no puede tener p” > p* raices.
Entonces ¢, ¢?,...,¢" son diferentes, y como |Gal(F;/Fp)| = [Fg:Fpl =1 se tiene el
resultado.

Para la segunda, la inclusién de cuerpos [, c F; < F4s genera una inclusion de grupos
Gal(F 45/F4) = Gal(F4s/F ), y como sabemos que ¢ tiene orden r - s en Gal(F 4 /[ ), es
evidente que ¢" genera un subgrupo de orden s. Como Gal(F,s/F,;) tiene también
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orden s, y en un grupo ciclico no puede haber mdas de un subgrupo de un orden dado,
se deduce que Gal(F4s/F,) = (") = Z/sZ. O

A partir de ahora, si trabajamos en el cuerpo base [ ;, llamaremos ¢ al automorfismo
de Frobenius en [y, ¢ : x — x9. Ademds de la del grupo de Galois, es posible dar una
caracterizacion sencilla de la clausura algebraica de [ ,.

PROPOSICION 1.1.8. — SeaF; un cuerpo con q elementos. Entonces, su clausura alge-
braica es
_ o0
F=JFg.
s=1
Ademdis, [qu cFgs siysolosid]s.

Demostracion. Para la segunda parte, es evidente que si d | s, entonces Fa es el
subcuerpo de F4s que queda fijo por (p%).Y en la otra direccion,

[FqC":qu[Fqs N s:[[Fqs:qu]d = d]s.

Para la primera, es evidente que F es un cuerpo. Consideremos el polinomio
fx) =anx"+an1x" '+ +ayx+ ag e Flx].

Si cada a; estd en la extension F s;, escribiendo s = sp- 57+ Sn, se tendrd que todos
los coeficientes estdn en [ s, y por lo tanto todas las raices de f estardn en un cuerpo
F,v, con s| N, luego en efecto F es algebraicamente cerrado, y que es lo mas pequeno
posible es evidente porque debe contener al menos a todos los [ s. O

Supongamos entonces que tenemos un ideal homogéneo primo I < Fy[xp,..., Xx].

Este ideal define una variedad algebraica proyectiva X c P"(F) que podemos expresar
como
o0
X=UXEq),
s=1

donde entendemos por X(F4s) el conjunto de puntos de X cuyas coordenadas perte-
necen todas a Fgs. Consideremos un punto a = [dg : --- : an] € X(Fa), tal que Fa
es la menor extensién de F s que contiene a todas sus coordenadas. Llamamos

@la)= [ag Teenl aZ]. Entonces se tiene que

deg f

flo@)=fag,....amn = f@?
=98/ (f(a)=0 Vfel = ale X(F ga),
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porque ¢ no afecta a los coeficientes de f que estdn en F,, y (x + )9 = x9 + y9.
Aplicando ¢ sucesivamente para hallar la 6rbita de a obtenemos el divisor primo

D ={a,p(a),p*(a),...,0%a) = a},

donde obtenemos la ﬁltima_ igualdad utilizando que, al estar todas las coordenadas
en [ gq, el automorfismo de F dado por ¢ restringido a F 4¢ coincide con la identidad.
Llamamos grado del divisor primo %, deg®, al nimero de puntos (diferentes) de ®.

PROPOSICION 1.1.9. — Se cumple que deg® = d.

Demostracion. Es evidente por construccion que hay como mucho d puntos diferen-
tes. Tomemos 0 < i < j, entonces

Pl (a)=¢/(a) = ¢'(a-¢@' (@)=0 = ¢/ (a)=a =
= d|j-i= j=i+kd=d.

Por lo tanto, como no puede haber dos iguales entre los d primeros, concluimos que
deg® =d. O

OBSERVACION 1.1.10. — Podemos identificar el conjunto de divisores primos © con
las 6rbitas de X por la accién de ¢. Como cada elemento en X (F) pertenecerd a una
Unica orbita, se tiene que
X=|]®.
DeX

1.1.4. Reduccion desde un cuerpo de niimeros

Sea X una variedad definida sobre un cuerpo de nimeros K = Q(a;,..., @), con
ai,...,am € Q c C. Si denotamos por Ok a su anillo de enteros, es evidente que los
elementos de K se pueden escribir como un cociente a/b, con a, b € Ok (es decir, K
es el cuerpo de fracciones de O).

OBSERVACION 1.1.11. — Partiendo de una variedad definida X < P"*(K), podemos
considerar la inclusién natural X < P"*(K) — P"(C). Aunque vista en los complejos no
es una variedad, lo que si que se tiene es que, definiendo X de manera natural como

X—X=V(F(X)<P"©),
entonces X es una variedad algebraica proyectiva compleja que extiendea X.

Sea I unideal en K|[xy, ..., x,]. Por tratarse de un anillo Noetheriano I estard generado
por unos polinomios fj,..., f;. Escojamos un primo p € Ok tal que no divida a ninguno
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de los denominadores de los coeficientes de los polinomios que generan el ideal
I. Entonces Ok /p es un cuerpo con N(p) = p” = g elementos, y podemos escribir
los f; como polinomios en Ok/p = F, ya que los denominadores son invertibles —
denotamos g; al polinomio f; reducido en F.

Si X cP"(K) es una variedad tal que I = .#(I), entonces los g; definen su reduccion a
[F4. Por lo tanto, hemos pasado de una variedad X a otra X, = ¥ ({(g1,...,81)) IP”([Fq).
Llamamos a este proceso reduccion modulo p.

1.2. Funcion zeta de una variedad

Laidea de funcion zeta es la de agrupar en una tnica funcién informacién sobre la
variedad de la que proviene, mediante el nimero de puntos N de la variedad en una
extension de grado s del cuerpo base. Uno podria plantearse entonces definir

[e.°]
Z(X,u) =) Nsu’,
i=1

pero la definicion real es ligeramente diferente.

DEFINICION 1.2.1. — Sea X una variedad proyectiva no singular en P"(F,), y sea N
el numero de puntos de la variedad en una extension de grado s de F,. Entonces se
define la funcion zeta de X como

Por comodidad daremos por entendida la variedad cuando no cause confusion, y
escribiremos simplemente Z(u). Aunque esta definicién parezca artificial, esta fuerte-
mente relacionada con la que imaginamos previamente.

o0 N S
Z(X,u):exp(z ke
s=1 S

d o0
PROPOSICION 1.2.2. — u—1log Z(u) = )_ Nsu’.
du s=1
N,u’ N,u’

[e.0]
5 =Y Nl O

S d
_ZE

Demostracion d log Z(u) = d i
“du 8 dug s &

En algunos casos es posible encontrar la funcion zeta definida a partir de la formula
anterior (por ejemplo, [Wei49]). Aunque la definicién con la exponencial parezca més
complicada, en realidad simplifica notablemente los cdlculos en la gran mayoria de
casos.
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EJEMPLO 1.2.3. — Si X es una variedad tal que, para toda extension del cuerpo base,
N(X) = a(s)+ B(s) = Ng(A) + Ng(B), entonces

Z(X,u):exp(z M):@‘P(Z Bs)u L5 is)us)
s=1

s=1

X a(s)u’ X B(s)u
:exp(z S )-exp(zﬁs

s=1 s=1

s=1

=Z(Au)-Z(B,u).

EJEMPLO 1.2.4. — Supongamos ahora que tenemos X tal que N = a®. Entonces

o0 S
Z(u) = exp (Z (au) ) .
s=1 S
Utilizando que la serie formal del logaritmo es
o0 n
—log(l-2) = Z Z—,
n=1 N

llegamos a

Z(u) =exp(-log(l—auw) = -

EJEMPLO 1.2.5. — Expandiendo el ejemplo anterior, supongamos que N; =} a; —
> ﬁj.. Entonces es facil ver que

zy < LA APt o
A—aiw)(1-anw

imitando el cdlculo anterior en base a la serie formal del logaritmo. Lo verdaderamente
interesante (y sorprendente) es que el reciproco también es cierto.

PROPOSICION 1.2.6. — Si Z(u) € C(u), entonces N5 = Zal? —Z,Bj..

Demostracion. Para probarlo, supongamos que tenemos Z(u) = P(u)/Q(u), con Py
Q polinomios. Como Z(0) = 1 (basta ver la definicién para llegar a Z(0) = €°), tenemos
que P(0) = Q(0), luego podemos suponer que P(0) = Q(0) = 1 — en caso contrario,
bastaria dividir ambos polinomios por el término independiente y Z se mantendria
invariante. Podemos entonces escribir Py Q como

degP degQ
Pw=Jla-gjw vy Quw=[] a-auw,
j=1

i=1

es decir, como producto de sus respectivas raices inversas. Si denotamos los grados
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como m =degPy n=degQ, con la derivada logaritmica llegamos a

n

. m .
u%]ogZ(u):Z aiu _ZM_

o l-aiu jzll—ﬁju_
n [e.e] m o0
=) | 2 (@w’| =3 [ X Bw’.
i=1\s=1 j=1\s=1
Agrupando términos en u® y por la proposicién 1.2.2 llegamos a
d o0 n m [e )
u—2w =)y a;-> plu'=) Nju® = N;=) ai-) p. O
du s=1|i=1 j=1 s=1 /

El nombre de funcion zeta no es casual. Recordemos que podemos escribir la funcién
¢ de Riemann como el producto sobre todos los primos

X1 1
((S):Z—S:H
n=1M1 p

1-p=s

Si llamamos X, a la variedad dada por xo = 0 en P(F,), es inmediato que Z(u) =
(1-u)~!. Haciendo el cambio de variable

_s 1
{(Xp,S):Z(Xp;q ): l_p_sy
se obtiene )
(=11 — =[]¢{(Xp,9).
p 1-p p

Es posible de hecho dar un resultado mas general que ponga de manifiesto la relacién
entre ambas funciones. Recordemos que en la seccién anterior vimos coémo dividir
los puntos de una variedad en una serie de divisores primos ® disjuntos. Podemos
entonces enunciar la siguiente

1

PROPOSICION 1.2.7. — Z(u) = Hng@.
—Uu

D

Demostracién. Agrupando todos los términos del producto con el mismo grado obte-

nemos X o 1
l;ll—udegg =11 (l—u”) ’

n=1

donde a; es el nimero de divisores de grado n. Si tomamos la derivada logaritmica
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del producto tendremos

an o0 na n
logn(l—u”) Z_" -

1

= % OZ:: (nanu" i uk).

Expandiendo la tltima expresion como serie en u obtenemos que el término corres-
pondiente a u” serd }_ 4, dag, que por la proposicién 1.1.8 coincide con Ny, llegando

i Zdad u —ZNS ,

n=1\dln

NI

que es precisamente la expresion de Z(u) como funcion generatriz de N;. O

Para apreciar mejor la analogia podemos utilizar de nuevo el cambio de variable u =
g~%. Si, dado un divisor primo, definimos su norma como N(®) = g9¢8%, el nimero
de elementos del menor cuerpo en el que esta contenidp. Entonces la funcién zeta
queda escrita como

1 1
ZX,gH=(X,9)=|| ——=||——.
(X,q79) ={(X,s) 1;[ g 1;[ ToN@
OBSERVACION 1.2.8. — Al principio de la seccion veiamos que la definicién de funcién
zeta no es la natural a partir de la funciéon generatriz de N, pero lo cierto es que la
verdadera funcién zeta natural es la dada por

1 1
=1l =L e

donde p recorre los ideales primos de un cuerpo de ntimeros, y a todos los ideales de
ese mismo cuerpo (cf. [Neu99, § VIL.5]). Lo sorprendente por lo tanto es la conexion
entre la funcion zeta y la funciéon generatriz de N;.

EJEMPLO 1.2.9. — Calculemos la funcién zeta del espacio proyectivo P"(F,). Sabemos

que en una extension de grado s de F el espacio proyectivo tiene N; = g™ + g~ Vs +
.-+ 1 puntos (g™ en el afin, g~V en el afin del hiperplano del infinito, y siguiendo

hasta llegar al punto en el infinito). Podemos escribir la funcién zeta de P como

co n k.S n
ZP", u) :exp( (4 su) ) :exp(z —log(l—qku))
=1k= k=0
B 1
T (A-wl-qu---(1-qg"w’
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1.3. Conjeturas de Weil

En el ejemplo anterior podemos ver que la funcion zeta de P" es de hecho una funcién
racional. Esto no es casualidad: se trata de una de las propiedades que estudiaremos
de las funciones zeta.

TEOREMA 1.3.1 (Conjeturas de Weil). — Sea X una variedad proyectiva no singular
n-dimensional definida enF 4. La funcion zeta de X satisface

1. Racionalidad: Z(u) es una funcién racional de u, con coeficientes enteros.

2. Ecuacion funcional: si E es la caracteristica de Euler de la variedad que define X,
entonces

1
Z(qnu) = +q"F2ut Z(u).

3. Hipotesis de Riemann: es posible escribir

Z(w) = Pl(u)"’PZn—l(u),
Po(w) -+ Pay (1)

con Py(u) =1-u, Pop,(u) =1-q"u, y para cada 1 < i < 2n podemos escribir

degP,-
Piw =[] 0-a;;wezlul,
j=1

con los a;j enteros algebraicos que cumplen |a; ;| = g’

4. Numeros de Betti: con la notacion del punto anterior, escribimos B;(X) = degP;.
Entonces E =Y (—1)'B;, y si X es la reduccion médulo p de una variedad definida
sobre un cuerpo de niimeros Y < Q(ay,..., am)k c Ck, entonces B; se corresponde
con el i -ésimo niimero de Betti de la variedad V (¥ (Y)) c CF.

Las conjeturas de Weil permiten, por lo tanto, obtener informacién sobre la variedad
a partir de su funcion zeta, y enlazan propiedades aritméticas (nimero de soluciones
de una ecuacion) con propiedades geométricas (ntimeros de Betti de una variedad).

Veamos una serie de detalles que podemos deducir de las conjeturas.

OBSERVACION 1.3.2. — Si Z(u) es una funcion racional en u, debe tenerse necesaria-
mente que



20 CAPITULO 1. FUNCIONES ZETA' Y CONJETURAS DE WEIL

Para s = 1, teniendo en cuenta que a; = 1, ay = g”, se cumple que

2n-1

k-1 ¢
IN-(q"+D|< Y lail+ Y. 1Bjl< Y. B,g™"?
=2 ]:1 r=1

es decir, conociendo la homologia de X podemos aproximar el nimero de puntos de
la variedad como N = g" + 1 y estudiar el error cometido.

Este enfoque puede no parecer demasiado interesante, pero su particularizacién para
curvas (cuyos niumeros de Betti son 1,2g,1) tiene una serie de profundas consecuen-
cias, que estudiaremos en el ultimo capitulo.

OBSERVACION 1.3.3. — La hip6tesis de Riemann cldsica establece que los ceros no
triviales de la funcién ¢ de Riemann se encuentran todos en la recta Re(z) = 1/2. Enla
tercera conjetura de Weil, tenemos que |a;;| = g"'? (aqui i es un indice, no la unidad
imaginaria), luego

—i/2

((X,9)=0 = l—aijq_S:O = |q—s| =q — Re(s) = %

Con respecto a la ecuacion funcional, de nuevo con el cambio de variable se tiene que

VA

) — ((ﬂ— S) — ian/Zq_SE((S) — qE(”/Z_S)C(S) —

q'u

— ((n_ S)q—(n—s)E/Z — ((S)q_SE/Z,

luego hay una simetria en el cambio s — n—s de manera similar a la simetria alrededor
de Re(z) =1/2 de la { de Riemann con

(9T (g) a2 =1 -sT (?) g (1=9/2

Veamos finalmente con el ejemplo anterior que, en efecto, las conjeturas de Weil se
cumplen para el proyectivo.

EJEMPLO 1.3.4. — Recordamos que la funcion zeta del espacio proyectivo de dimen-

sién n es )

A-wQ-qu--1-qg"u)’

Entonces se cumple que
1. Z(u) es una funcion racional con coeficientes enteros.

2. Como la caracteristica de Euler del espacio proyectivo complejo es E=n+1, se
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puede verificar que Z(u) cumple la ecuacion funcional haciendo

PR ) _ 1 _
(q”u (1_ q’%u)(l_qqiu)"'(l_qnq’llu)
B (qnu)n+l ~
C(qu-Dg"u—-@) (g u—-q")
(_1)n+1 (qnu)”+1
T U-q"wq(-q"w-q"0-w)
(=1)"+1 (qnu)”H 1
= qn(n+1)/2 (1- qnu)(l _ qn—l w---(1-u) -

3. Enefecto, Pyj,1(u) =1y Pyi(u) =1—-q'u, con |q'| = g' = g*''2.
4. Se cumple que E =) degP; = n+ 1, y ademads los nimeros de Betti del espacio

proyectivo (complejo) son

1 si0<i<2n,i=0 mod?2,

0 en otro caso,

B;(P"(C) = {

luego se tiene que B; (P"*(C)) = deg P; (u).
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Sumas de Gauss y Jacobi

Algebra is the offer made by the devil to the mathematician. The devil says: “T
will give you this powerful machine, it will answer any question you like. All
you need to do is give me your soul: give up geometry and you will have this
marvellous machine.”

— Michael Atiyah

I NUESTRO OBJETIVO es hallar la funcién zeta de una variedad X mediante el célculo
del niimero de puntos de la variedad en una extension [ 4s, necesitaremos herramien-
tas que nos ayuden a calcular las soluciones de una ecuacién sobre un cuerpo.

Por ello introducimos primero la teoria de caracteres, y después las sumas de Gauss
y Jacobi, que nos permiten expresar las soluciones de ciertos polinomios. Ademas,
podremos elevarlas a las extensiones del cuerpo base gracias a la relacion de Hasse—
Davenport.

2.1. Caracteres, normay traza

Para la teoria de sumas exponenciales es fundamental la nocion de los caracteres. Un
cardcter en un grupo abeliano finito G con m elementos es una funcién

x:G—C*,

que cumple que y(ab) = y(a) y(b) para cualesquiera ay b en G. Utilizaremos de ahora
en adelante para G de notacién multiplicativa.

23



24 CAPITULO 2. SUMAS DE GAUSS Y JACOBI

EJEMPLO 2.1.1. — Consideremos ¢ la funcion tal que, para todo a € G, hace e(a) = 1.
Es evidente que € es un cardcter, que llamaremos carécter trivial.

La importancia de la nocién de cardacter multiplicativo viene a partir del siguiente
teorema, que demostraremos mas adelante, y que nos ayudara calcular el nimero de
puntos de algunas variedades en cuerpos finitos (es decir, los coeficientes Ny de la
funcion zeta de la variedad).

TEOREMA 2.1.2.— Sea a € F, y n| p— 1. Entonces el nimero de soluciones de x" = a es

Nx"=a)= ) x(a),

x'=¢

donde la suma se extiende sobre todos los caracteres deF , tales que x" = €. Para extender
la definicion de x a todoF; definimos €(0) = 1, y x(0) = 0 para cualquier otro x # &.

Se tienen las siguentes propiedades.

PROPOSICION 2.1.3. — Sea y un cardctery a € G. Se cumplirdn:
1. y() =1.
2. x(a) es una raiz de la unidad m-ésima.
3. x(aY = x(a)~! = x(a), dondeZ denota el complejo conjugado de z.

4. Lasuma} ;x(t), donde t recorre todos los valores de G, vale m si y =€,y 0 en
cualquier otro caso.

Demostracion. L. (1) = x(1-1) = y(1)x(1), y como y(1) # 0, debe tenerse que
x(1)=1.

2. G esun grupo con m elementos, luego a” =1y se cumple que y(a™) = y(a)™ =
x(1)=1.

3. La primera igualdad se obtiene haciendo 1 = y(1) = y(a 'a) = y(a™') y(a). Para
la segunda, basta tener en cuenta que si z es un nimero complejo de modulo 1,
entonces zz = e/’e7%" = 0 = 1, es decir, z7! = Z.

4. El caso de ¢ es trivial. Supongamos por lo tanto que y # €, y denotemos S =
Y.+ x(#). Como podemos escoger al menos un a tal que y(a) # 1 (porque no
estamos en el caracter trivial) hacemos

X@T=) y@y@®=) xan=>» x(nN=T= T=0. O
teG teG reG
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Aunque en la definicion de caracteres admitiamos que tomaran cualquier valor com-
plejo, la proposicion anterior nos limita el rango de valores que puede tomar. Podemos
mejorar el estudio de los caracteres dandoles estructura de grupo abeliano. Definimos
las operaciones entre caracteres

y1oxz2(a) = yix2(a) = y1(@y2(a), y '@ =y@™' VaedG.

Es trivial ver que con las dos operaciones el conjunto de los caracteres en G es un
grupo, cuyo elemento neutro es el cardcter trivial €, y que es abeliano por serlo C*.
Denotamos este grupo como G.

Veamos algunas de las propiedades del grupo de caracteres. En primer lugar, su
tamano.

PROPOSICION 2.1.4. — El niimero de caracteres de un grupo G es igual al orden del
grupo.

Demostracion. Necesitaremos un lema previo.

LEMA 2.1.5 (Extension de caracteres). — Si H es un subgrupo de G y y € H, entonces
existe un j € G tal que
¥(h)=x(h) VheH,

es decir, podemos extender y a un cardcter de G.

Demostracion. Sea x € G\ H, y sea d el minimo entero con x% € H. Este entero existe
siempre porque 1 € H. Tomamos y € C* tal que yd = )((xd), yen K = (H, x) definimos

¥x"h) = y"x(h).
Es evidente que ¥ € K, ya que est4 bien definido porque

X"h=x"W = Wh'=x""eH = d|n-m=rd

=y =y = yxH" = (yH" = y"" = j(x"h) = (x"K).

Por lo tanto, extendemos y a un subgrupo estrictamente mayor. Repitiendo este
proceso llegamos a la demostracion del lema. O

Vayamos ahora a la demostracién de la proposicién, que haremos por induccion.
Recordemos que, dado G, podemos construir una cadena de subgrupos

=G C GG S CG6Gr =G,
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con G;4+1 = (G, x;+1). Evidentemente Gy tiene inicamente un caracter: el trivial. Su-
pongamos que G; tiene exactamente n = |G;| caracteres, y analicemos como se extien-
den a G4, (que cuenta con n-d elementos. Si y € G; es un caracter, su extensioén a
G estard dada por
T8 = 1@ x(xie).
Si xﬁrl = gi+1 € G;, entonces )Z(xiﬂ)d = x(gi+1), luego hay d elecciones para y(x;+1),
y cada una determinara un carécter ¥ diferente, luego en G;, habra n-d caracteres
provenientes de G;. Y por otra parte, cualquier cardcter A de G;; la restriccion A lG;
es un caracter de G;, luego debe ser la extension de un carécter, con lo que llegamos a
que
Gistl =1Ginl,

lo que completa la demostracion. O

Uno podria plantearse que la anterior proposicién da mucha informacién sobre los
caracteres de un grupo, pero lo cierto es que podemos afinar el estudio bastante mas.

TEOREMA 2.1.6. — G = G.

Demostracion. Por el teorema fundamental de grupos abelianos finitamente genera-
dos, podemos escribir

GZZIp\ZeZlp,Ze--oZIpiZ=Z,

con los p; primos no necesariamente diferentes. Probaremos que Z = Z, construyen-
do el isomorfismo

—_—

Z VA
Xﬂ : G e Q:X
ay...,a — .
“ . { (X1, X)) — (lexl,,,cgzxk }

{1/

Es decir, y lleva un punto (ay,..., ax) en el caracter que lleva cada punto a

Xalx Xj) = exp 2mi
1.y Ak = -_—
‘ b1 Pk

(“1x1P2"'Pk+"'+dkxkpl'“Pk—1))-

Es evidente que se trata de un cardcter, puesto que al expandir y(x + y) acabamos con
dos sumandos que, por la exponencial, se convierten en producto de exponenciales,
de donde llegamos a y (x) ¥ (3).

Para comprobar que ¥ es un isomorfismo basta ver que es inyectiva (puesto que va
entre dos grupos finitos con la misma cantidad de elementos). Y en efecto, si y, = x»,
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entonces

2mi 2mi
Xa(1,0,...,0) = exp (p—al) = exp(p—bl) =x»(1,0,...,0). = a; =by
1 1

2mi 27i
Ya(0,...,0,1) =exp (p_ak) = exp(p—bk) =11(0,...,0,1). = ar=by =
k k

= a=(a,...,ar)=(by,...,br) =b.
Finalmente, si ¢ es un isomorfismo entre Gy H, se tiene que

p : G — H
X — xop

es un isomorfismo entre Gy H, luego

Gzzzz=z=6. O

Veamos como se traduce esto en el caso de caracteres multiplicativos de F.
COROLARIO 2.1.7. —F} = Z/(q - 1)Z.

COROLARIO 2.1.8. — Para todo a € [FZI \ {1} existe un cardcter y del; tal que y(a) # 1.

Demostracién. Bastatomar y: g% — ¢ Z—l para un generador g de Fy. O

COROLARIO 2.1.9. — Para todo a € F; \ {1}, se tiene}_, x(a) = 0, donde la suma recorre
todos los caracteres de' ;.

Demostracién. Sea S =}, x(a). Escojamos un cardcter A tal que A(a) # 1. Entonces

AMa)S=)Y May(@ =) Ax@=) x'(@=8 = S=0. O
X X x'

Hasta ahora hemos estudiado numerosas propiedades de los caracteres en un cuerpo
fijo 4. Pero, a partir de la definicion de funcion zeta, cabe preguntarse: ;como pode-
mos relacionar los caracteres de [, con los de F4s, un cuerpo que contenga a 4 con
q° elementos? Para analizar la relacién entre los caracteres introducimos dos nuevas
funciones: la normay la traza.
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DEFINICION 2.1.10. — Sea k un cuerpo, y sea K/ k una extension de Galois. Se definen
la traza yla norma de K a k como

trg/e(@) =) o(@) y Ngp=[]o@),

respectivamente, donde la sumay el producto recorren los automorfismos o € Gal(K/ k).

En ocasiones denotaremos trg,x y Ng/ para evitar posibles confusiones sobre a qué
cuerpos nos referimos, pero en general escribiremos tr y N, dando por entendidos los
cuerpos.

OBSERVACION 2.1.11. — Si k es un cuerpo finito con g elementos, y [K : k] = s enton-
ces, a partir de la proposicion 1.1.7, es inmediato ver que

-1
tr@=a+af+-+a? y Na@=a-a----- al

De ahora en adelante utilizaremos con frecuencia esta caracterizaciéon.
PROPOSICION 2.1.12. — Sean a,f € K y a € k. Entonces,

1. tr(a) € k.

2. tr(a + P) = tr(a) +tr(P).

3. tr(aa) = atr(a).

4. tr(K) =k.
Demostracion. 1. tr@)9=a9+ a4+ val =a9+a® +--+a= tr(a), es decir,

tr(a) anula el polinomio x7 — x, y por lo tanto debe suceder que tr(a) € k.

2. Como (a+ B)9 = a?+ B9, por estar en un cuerpo de caracteristica divisora de g,
tr(@+p) = (a+ﬁ)+(a+ﬁ)‘7+---+(a+,6)‘7s_1 =
—a+B+al+pl++a? + BT =tr(a) +tx(B).
3. Como a € k, se cumple que a? = a, y por lo tanto

s—1
tr(aa) =aa+aa?+---+aa? =atr(a).

4. Bastaria hallar y tal que tr(y) = ¢ # 0, porque en ese caso para todo a € k podria-
mos hacer tr(ya/c) = atr(y)/c = a. La existencia de este y la tenemos porque

s—1

f)=x+x9+---+x9
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es un polinomio de grado g*~!, y por lo tanto todos los g° elementos de K no
pueden ser simultdneamente raices. O

PROPOSICION 2.1.13. — Sean a, f € K y a € k. Entonces,
1. N(a) € k.
2. N(ap) =N(a)N(B).
3. N(aa) = a*N(a).

4. N(K*) = k*.

Demostracién. Los apartados 1y 2 son iguales a la demostracion anterior.

s—1

-1
3. Naao)=aa-aad----- aa?d =a*-a-a9----- a? = a’N(a).

4. Consideremos el homomorfismo N* : K* — k*. El ntiicleo de la aplicacién son
los elementos @ de K* tales que

a°-1
N*(@)=1= a7 =1.

Como K* es ciclico, habré exactamente ¢(d) elementos de orden d para cada
divisor de |[K*|, y por lo tanto el nimero de soluciones para a serda

S_l 8_1
o= porque T iqt 1=K,

a°-1
14

luego K*/kerN* tiene exactamente g — 1 elementos. Y como N establece un
isomorfismo canénico entre K*/kerN* y su imagen, debe suceder que

IIm(N*)| = g— 1y Im(N*) € k* = Im(N*) = k*. 0

Tanto la norma como la traza se comportan bien con respecto a la composicion
de extensiones de cuerpos. Supongamos que tenemos los cuerpos K > k' o k, con
[K:k'N=syl[k':k]l=1.

PROPOSICION 2.1.14. — trgyp = tryrxotrg/i, ¥ Nisk = Ny oNgyper -

Demostracién. La proposicion se basa en

fkeZ:1<k<l-s}={i-s+j:1<i<s1<j<l}
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ya que partiendo del automorfismo ¢ que genera Gal(K/ k), podemos descomponer
cualquier otro como
(pk — (pil+j’
haciendo i
fra—al =a®" = (a"j)q =¢'ogl(a),

donde ¢ = ¢, que es la composicién de un automorfismo de Gal(k'/ k) con otro de

Gal(K/k"). O

Estos resultados estdn enunciados en general para cualesquiera tres cuerpos finitos
K > k' > k. En nuestro caso, nos serd especialmente ttil para estudiar el caso Fys >
F4; > Fp con p primo.

Volvamos ahora al motivo por el que empezamos a estudiar la traza y la norma: la
relacion entre los caracteres de un cuerpo y los de una extensiéon suya. Consideremos
los cuerpos K o k, con [K : k] = s. Supongamos que tenemos y un caracter de k,
definimos entonces y’ = y o Ng,x. Como la norma es una funcién multiplicativa, es
evidente que y’ es un caracter de K.

PROPOSICION 2.1.15. — Con la notacién anterior,
L y1#x2 = X\ # 15
2. y"=e = y'M==¢.

3. ¥'(a) = y(a)° para todo ac k.

Demostracion. En primer lugar, notese que N(a) = a® para a € k.

. . , _ , .

1. Supongamos que x1 # x2. Si se diera que y; = x,, como N es sobreyectiva en
k*, se tendria que y; coincide con y, en k*, y por lo tanto en todo k (porque o
bien ambas son cero en el cero si no son iguales a €, o bien son 1), con lo que
llegamos a una contradiccion.

2. ¥'™@) = y(N(@)™=e(N(a)) =1 = x'™ =¢, porque N(a) € k.
3. (@) = y(N(a)) = x(a®) = x(@)°. O
Volvamos ahora al teorema que enunciamos al principio del capitulo.

TEOREMA 2.1.16. — Sea a € F4, y n | q — 1. Entonces, el niimero de soluciones de la
ecuacion x" = a es
Nx"=a)= ) x(a),
x'=¢

donde la suma recorre todos los caracteres de orden divisor de n.
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Demostracion. En primer lugar, es claro que hay exactamente n sumandos (por el
mismo argumento utilizado en el tltimo apartado de la proposicién 2.1.13).Sia =0, la
Unica solucién es x = 0 (porque no puede haber elementos nilpotentes en un cuerpo),
y

Y x0=e@+) x0)=1+0=1.

xt=¢ X#€
Si a # 0y existe al menos una solucion, es decir, un b € [, tal que b" = a, entonces
habré exactamente n soluciones (hay n numeros cy, ..., ¢, € F; de grado divisor de
n, luego (c¢;b)"* = a, y no puede haber més soluciones por el grado del polinomio).
Ademaés, y(a) = x(b™) = x(b)" = &(b) =1, luego

Y x@=) 1=n.
x'=¢

x'=e

Finalmente, supongamos que a # 0 y la ecuacion no tiene solucién. Sean y A ge-
neradores del grupo multiplicativo y del grupo de caracteres respectivamente, que
cumplan A(B%) = e?**/(@-1 'y definimos j = A(4~V/", Si escribimos a = B!, con nt1
(porque x” — a no tiene soluciones), vemos que j(a) = A(BH9=1/7" = g2milln £,

Como y" = ¢, podemos hacer

a) Y y@= 3 ya@= ({a-1) ) x@=0=

x'=¢ x'=¢e x'=¢
= ) x(a)=0. O

x'=¢

EJEMPLO 2.1.17. — Volvamos al teorema 2.1.2. Supongamos que queremos encontrar
la funcién zeta de la variedad definida por la ecuacién x” = a en Fgoconn|g-1,
hallando para ello el niimero de puntos de la variedad en una extension de grado s.
Sabemos que

N =) xa.
x'=e
Por otra parte, el nimero en una extension de dimension s sera

Ny= Y ¥,

(xrn=e
donde los y'® son caracteres en F4s, porque claramente
nlg-1= nlg*-1=(q-0(G" +---+1).

Cada uno de los y define un y® a partir de la definicién de y'. Ademas, el nimero de
caracteres de un determinado orden es fijo al ser el grupo de caracteres ciclico, con lo
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que llegamos a que cada y® se corresponde con un y’. Por lo tanto podemos escribir

Ny= ) Y@= ) x@°
=€

x'=e

es decir, logramos el objetivo de expresar N en funcion de los caracteres de 4, y no
los de sus extensiones.

Veamos ahora una version més general del teorema anterior.

TEOREMA 2.1.18. — Sea a € Fy, y sea d = gcd(n, g — 1). Tomemos un cardcter x de
orden d en'F (existe por la proposicion 2.1.4). Entonces el ntimero de soluciones de la
ecuacion x" = a es

d-1
Nx"=a)=) x'(a).
i=0

Demostracion. Suponemos en primer lugar que a = 0. Entonces la tnica solucién

serd x =0, y en efecto
d-1
Y X'(0)=0+--+0+£(0) = 1.
i=0

Si a # 0y la ecuacion no tiene solucion, debe tenerse que y(a) # 1, y por lo tanto

a-l 1-y% @ 1-1
;)X(a)_ 1-x(@ 1-x@

Si tiene al menos una, debe tener exactamente d, entonces y(a) = y(x%) = y(x)% =

e(x) =1, luego
d-1

_ d-1
Y Y@=> 1=d. O
i=0

i=0

2.2. Sumas de Gauss

Acabamos de ver que la teoria de caracteres da informacion sobre ecuaciones del tipo
x""—a =0, pero para tratar ecuaciones mas complejas necesitamos una maquinaria
mads avanzada: en este caso, las sumas de Gauss y de Jacobi. Empezamos la seccién
describiendo las sumas de Gauss en cuerpos [,.

DEFINICION 2.2.1. — Sea y un cardcter en [, y a € Fj,. Definimos

8alY) = Z x (04,

tefy,
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con { = e?™'P_Decimos que g,(x) es una suma de Gauss en [, del caracter y.

Si queremos generalizar la definicién a cualquier cuerpo finito, el problema no estard
en y (en el capitulo anterior vimos que la norma nos permite relacionar caracteres en
F, conlos deFg) sino en ¢ at Veamos cOmo solventar este problema.

DEFINICION 2.2.2. — SeaF, > F,. Se define y : F; — C como /() = (",

DEFINICION 2.2.3. — Definimos la suma de Gauss del cardcter y en F,; como

ga) = ). x(Dw(ar).

tefq

Veamos algunas de las propiedades de g,:

PROPOSICION 2.2.4. — Sia #0, g,(6) =0y ga(x) = x(a g1 (x). Si no, gole) = q y
go(x) =0.

Demostracion. Los dos asertos sobre € son triviales, utilizando que la suma de raices
de la unidad es cero al tenerse e/ ((P=D+D/p _1 =,

Por otra parte, y(a)g.(x) = X x(abw(at) = g1(x), luego g.(x) = x(a 1 g1 (). Final-
mente, go(y) = x(£) =0. O

A partir de ahora escribiremos g(y) para referirnos a g (y).

PROPOSICION 2.2.5. — Si y no es trivial, entonces |g(y)| = q*'?.

Demostraciéon. Vamos a calcular una suma de dos maneras diferentes.

Y gaga) =Y xtahHy@gngn =Y Ig*=(g-Digp

aely acky, aclky
Y 8aga =Y Y x@xylatx—y)=
acly xelF4 yely
=Y Y x@x ek yq=(g-1)qg =
xelF4 yely

= lgWi*=q = lgI=q""%
donde utilizamos que ¥ zef, ¥ (a(x — ¥)) = g6,y ([IR90, § 10.3]). O

Esta ultima proposicion tiene una gran importancia: nos dice que podemos siempre
hallar el valor absoluto de una suma de Gauss, con independencia del caracter con el
que estemos tratando. Notese también su relacion con la hip6tesis de Riemann dentro
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de las conjeturas de Weil: si expresamos el numero de puntos de una variedad en
funcién de sumas de Gauss podemos esperar que los ceros de la funcién zeta tengan
moédulo g'/?, tal y como podriamos predecir.

2.2.1. Reciprocidad cuadrdtica

Uno de los problemas mads antiguos en la teoria de ntiimeros algebraica es el de la

resolucién de la congruencia

x*=a mod p,

con p primo.

DEFINICION 2.2.6. — Definimos el simbolo de Legendre como

0 sipla,
a
(alp) = (—) =<{1 six*=a mébd p tiene solucién,

—1 en otro caso.

Es claro entonces que el niumero de soluciones de X% =a méd pes 1+ (alp). Esto
estd en perfecta sintonia con el teorema 2.1.18, puesto que el simbolo de Legendre es
de hecho un caracter de orden 2.

Utilizando propiedades de las sumas de Gauss es posible dar una demostracion del
que el propio Gauss consideraba Theorema Aureum: la ley de reciprocidad cuadratica.

TEOREMA 2.2.7 (Ley de reciprocidad cuadrdtica). — Sean p y q primos distintos, y
supongamos que q > 2. Entonces

e
qaj\p

Demostracion. Seguiremos en lineas generales la demostracion de [Ste09]. Empeza-
mos definiendo g, = g4((-/p)) y g = &1, las sumas de Gauss del simbolo de Legendre
en [F,. Evidentemente, g, = (a/p)g. Escribimos p* = (-1)P=D2p,

LEMA 2.2.8. — a9 V"2 = (a/g) méd q.

Demostracion. Sea b tal que b? = a, con b € F. Entonces, que a sea un cuadrado en
F, es equivalente a que b1 = 1, es decir, a'97V/2 = 1. En caso contrario, b9~} =
a'9=Y/2 £ 1 implica que a'9~Y/2 = —1 y que a no es un cuadrado en Fg. O

LEMA 2.2.9. — g% = p*.
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Demostracion. De nuevo evaluamos una suma de dos maneras. Por una parte

p-1 P~ a\(-a , p-1 a 2
= —_ = — (_1)(19—1)/2 (_) 2 _
a;ogtg ‘ Z( )( ) aZ:O 5| 8

a=0\P p
=D 2 p-1gt
Por la otra,

p-1 p-1p-1p-1 b c
Yogigi=2 Y Y |=||=|vab-cn=
a=0 p p

a=0 p=0 c=0

£

b=0c=0 \ P p
p-l(p 2
=p 2 (—) =(p-Dp.
b=0\P
Comparando los dos resultados se obtiene el lema. O

q-1)/2

Haciendo (p*)( = g‘7_1 obtenemos

*

g?= g(%) mod q.

Podemos calcular explicitamente la parte izquierda a partir de la definicion de gy
obtenemos

ST =Tr
g= Z(;)Ct EZ(;)thqu mod q.
t=0 t=0

A partir de las dos ecuaciones anteriores llegamos a

q p* ) q p* )
—|lg=|— moédg = | — — | mobdgq,
(P)g (q)g I (P) (q) I

porque podemos cancelar g a ambos lados al ser coprimo con g. Por el lema anterior,

8q

(%) = (—1)(P-DW@-D/4 (@-D/2 2 (_1y(p-Dig-1)/4 (g) méd g,

y como los simbolos de Legendre toman valores en {0,1,—-1} y g = 3, si son iguales
moédulo g serdn también iguales en Z. Por lo tanto (q/p) = (p/q)(—=1)P~D@-D/4 de
donde se deduce el teorema. O
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2.3. Sumas de Jacobi

EJEMPLO 2.3.1. — Supongamos que queremos hallar el nimero de soluciones de
x"+y"=0

enF,, con m,n|q—-1.Podemos hallar el nimero fijando ay b con a+ b =0y viendo
las soluciones a todas las posibilidades de combinaciones de x™ =0 e y" =0, es decir,
haciendo
Nx™+y"=0)= ) N@&"=a) -N(y"=b).
a+b=0
A partir del teorema 2.1.18 sabemos que N(x™" = a) = Zl’.'ial x'(a), con y un cardcter
de orden m. Si tomamos A de orden n, se tendra que

n—-1

Y x(@A (b).

m—1n—
N +y"=0)= )
i=0 j=0a+b=0

Nos interesa, por lo tanto, hallar el valor de las sumas de la forma

Y. x(@A(b).

a+b=0

Introducimos para ello el concepto de suma de Jacobi (cf. [BEW98]).

DEFINICION 2.3.2. — Sean (1, ..., X caracteres de F. Se define la sumas de Jacobi de
los caracteres como

JX,-ox) =Y. xle)-xlcr)

c1+-+cp=1

JoQXu,--ox0 =Y. xe)-x(ck),

C1+~-~+Ck=0

conlos c; en .

OBSERVACION 2.3.3. — La suma contiene g*~! términos, porque podemos dar a los
k — 1 primeros c; los valores que queramos y despejar el tltimo.

Para k =1, se tiene que J(y) = x(1). Con k =2, J(x1, x2) = J(x2, x1).- En general,
T x160) =T XKo@y Xotk)

para cualquier permutacion o € Sg. Lo mismo se cumple para la suma Jj.
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OBSERVACION 2.3.4. — En las sumas de Gauss veiamos que solo era importante
considerar gy y g, las demds las podiamos transformar en estas. Aqui, de la misma
manera,

Y. ne)-xele) = Y xilacy)--- xilack) =
Yci=a Yci=1

=1 x)@J (X1, xi)-

El célculo de las sumas de Jacobi no es en general trivial, pero si es sencillo cuando
hay caracteres triviales.

PROPOSICION 2.3.5. —

qk—l

0 sidiZjixi=e#yxj.

siVi:y;=¢,
Tt XE) = xi

Demostracion. Sitodos los caracteres son triviales es claro que

J(g,..,e)= Y 1=g""
Yci=1

Si solo algunos son triviales, podemos suponer simplemente que y; # €,y Y, = €. Se
tiene

T Xk-1,8) = Y x1(c)) -+ Xk-1(ck-1) =

ZCiII
=q Z xi(c1) - Yx-1(Ck-1) =
ci€fq
=q ) xn)- Y xe-1(ck-1) =0. O
c€ly cr-1€F4

Como no podia ser de otra manera, existen relaciones entre las dos sumas.

PROPOSICION 2.3.6. — Sean y1,..., xx caracteres de[ ;. Se cumple que

gc! siVi:yi=¢,
Joxi, -0 xik) =8 —(@—=DJ(X1,..,xk) SIVI:XiZ&E YY1 Xk =6

0 en otro caso.
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Demostraciéon. Calculamos la suma

YooY xlenxler) =

aeﬂ:q C1++Cr=a

= Y xle)-xle+ Y. Y xle)xlep) =

c1+-+ck=0 acF; cit-+cp=a
=Jos o X+ T X)) Y X1 xk(@) =
aeF;

T, ox)+@=DJ(x1,-- k) Six1- Xk =6
](Xl)---’xk) si no.

Y por otra parte,

YooY xlenxler =) xe) ) xiler) =
4] Cr

ae[Fq C1t+-+cCcr=a

3 gk sivi:yi=e¢,
0 sino.

Por lo tanto,

» si todos los caracteres son triviales,
JoQn, - X+ (@@= DI, xi) = 4° =
= Jo(x1,-- X0 =g+ Q- q)g" ' = q*;
= sitodos son no triviales pero su producto si,

]O(Xl)---)Xk)+(q_1)](%17---)%/{7) =0 =
:]O(Xlw-')Xk) = —(Cl—l)]()(l;»)(k)»

= ysise da cualquier otra circunstancia,

]O(Xlw--;%k):()- O

Veamos ahora otras propiedades interesantes de las sumas de Jacobi: las formulas de
reduccion, que nos permiten pasar de una suma en k caracteres a otra con k — 1.

PROPOSICION 2.3.7. — Si x1,..., Xk Son caracteres no trivialesy x1 -+ X = €, entonces

Joxt,--oxi) =xc(=D(@-DJ(x1,--» Xk-1)-
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Demostracion. A partir de la definicién de J,

JoQxn,--oxe) =Y, xi(cr)-xilcr) =
> ci=0

Z Z xi(c1) - xr—1(crk=1) | xr(c) =

cke[FZ Y ci=—c

Y k=D ()T K1 Xk-D Xk (Ck) =

CkEU:Z]
:le(_l)](Xl’---ka—l) Z (Xl-..xk)(ck):
ckefF;
= xc=DJ (X1 X k-1 (@ = 1), u

COROLARIO 2.3.8. — En las condiciones anteriores, con i # € pero 1+ X = &,

](X]_;---)Xk) = _Xk(_l)](x]_)---yxk—l)-

Demostracion. Basta utilizar las dos proposiciones anteriores, y se tendra que

Xe(=D@—-DJ(x1,-- 0 xk-1) =—(@—=DJ(x1,.--, Xi)»

de donde se deduce el resultado. O

PROPOSICION 2.3.9. — Si x1,..., Xk Son caracteres no triviales, entonces

_q](XI)--ka—l) Si%l"‘Xk_IZé',

T, X6 = )
A Ak {](Xl"')(kI’Xk)]()(l,---»)(kl) SIY1°" " Xk-17E.

Demostraciéon. Calculamos

J,ox) =Y. xi(en) - xrler) =

ZC,‘ZI
=Yyl xrler)+ Y. xale) - xrler) =
=1 cr#1
=Jon o xi-D+ Y, xeler) Y, xie) -1 (ce-1) =
cr#1 Y ci=1-ck
=Jon o XD+ ), (e Xe=D) A= e Xk (e T (X 1se s 1) =
cr#1

=JoOX1r o Xk—1) T QX100 Xie=1) (U1 Xk=10 X0 — (X1 -+ X k=1)(0)) .

Separemos ahora los dos casos posibles.
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= Si X1 Xk-1=6&, ]O(le---!Xk—l) = _(q_ 1)](X1y"'!Xk—l)) Y](E,Xk) = 0) por lo
tanto

T, ox)=—(@-DJ(x1,-- o xk=1) + (X1, Xk-1)(0—=1) =
= _q](Xlw-')Xk—]_)-

» En caso contrario, Jo(Y1,..., ¥x-1) =0, y como 1 ---yx_1 # € debe tenerse que
(X1°-*X%-1)(0) =0, por lo que

T o) =T xe=J 0 Xke-1, X&) - O

Finalmente, veamos la relacion entre las sumas de Gauss y las de Jacobi.
TEOREMA 2.3.10. — Sean y1,..., Xk caracteres no triviales. Entonces

g(x1) - glxi)

Si #g,
g(x1--- xx) AL

](Xl)---)Xk):

Demostracion. Lo haremos por induccion en k. El caso k =1 es trivial. Para k = 2,
tenemos dos casos posibles.

= Si y1x2 # €, entonces

gxglr2) =D nilexa(cylcr+c) =

1 C2
=Y we) Y xledxe)=
Cc C1+C2=cC
= Y xe)ree)+ Y v xnle)ylc——c)=
c1+c2=0 c#0 1
=x2(=DY_xixz(c)+ Y w(©)) xi(cio)xz(c—cic).
C1 c#£0 C1

Como y1 )2 no es trivial, el sumando de la izquierda se anula. Ademas, en el
sumando de la derecha aparece una suma de Jacobi con ) c; = ¢, por lo que
normalizando llegamos a

gX82) =T, x2) Y xix2(Ow(e) = J(x1, x2)8(X1x2),
c#0

de donde llegamos al resultado.
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= Si y1x2 =€, entonces y2 = )(Il y

TG x2) =~ (-1) = - EHDEW)

Veamos ahora qué sucede con k = 3. Tenemos tres situaciones posibles:

1. Siyp---xk-1=¢, entonces

09 ---g(xk_l)) _
q
g8xr) _ 8(x1)---8(xi)
gxr) g xK)

](Xl;---;Xk):_qj(le---;Xk—l):_Q(

=gx1) - g(xk-1)

2. Si}(l"‘)(k—l # € pero X1 Xk =€, entonces Y1 Xk-1 :Xil y

T x0) =T Xe-u X T (X X)) =
gx1) - &(Xk-1) gx1)---g(xk)
=—xr(=1) =—x(-)————=
M e T e g
g 8w _
xx(=Dgq

1
=—xk(=1) _Eg(ﬂ(l)"'g(Xk)-

3. Finalmente, si y1: - Xk-1 Z€# X1 Xk

T oxe) =J X0 X)Xy Xk-1) =
_ g xe-18W0k) . g(x1) - g(xr-1) _

801 xi) gx1- xk-1)
_ 8- 8(xk) -
gxixn)

De la proposicion anterior deducimos inmediatamente un corolario que nos permite
hallar el valor absoluto de una suma de Jacobi.

COROLARIO 2.3.11. — Si g, ..., Xk Son caracteres no triviales, entonces

(X1,

o)l = g V"2 siyixe#e,
’ gt iy xe=e
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2.4. Larelacion de Hasse—-Davenport

En la secci6n 1 vimos que, mediante la traza y la norma, se pueden relacionar los
caracteres en un cuerpo finito con los de sus extensiones. Para el caso de sumas de
Gauss es posible también enlazar las sumas asociadas a caracteres del cuerpo base y
a caracteres de la extension, mediante la relacién de Hasse-Davenport (cf. [DH35] o
[TR90, § 11.4]).

Consideremos como base el cuerpo k con p” elementos, y sea K una extension suya
de grado s.

TEOREMA 2.4.1 (Relacién de Hasse-Davenport). — Sea y un cardcter dek,y y' = yo
Nk k. Entonces

(-8 =-g(x".
Demostracion. Necesitamos en primer lugar una serie de lemas.

LEMA 2.4.2. — Seaa € K, k' = k[al], y f(x) € k[x] el polinomio minimo de a sobre k.

Escribimos

d-1

f(x):xd—clx +oo 4 (1%,

Entonces,

1. f(X) = (x—a{)(x—aq)...(x_aqdil).

s
2. trg/(la) = Ecl'

3. Ngsla) =c/?.

Demostracion. Parala primera parte, basta aplicar la proposicion 1.1.7: como ¢ lleva
; . i . .
raices en raices, ylos a9 son diferentes, deben ser entonces las raices de f.

Para los siguientes apartados notese que, por las relaciones de Cardano-Vieta, try/ ;. =
c1 Y Ny k = cq. Por otra parte, como «a € k’, sabemos que trg,x = [K: k'la y Ng/p =

'Kk Y como s
s=[K:kl=[K:K1[k': k] = [K: k] = L
y

utilizando la proposicién 2.1.14, son inmediatos los puntos 2 y 3. O
Ahora, para un polinomio ménico arbitrario

f)=x"—cx" 4 (=1, € klx],

definimos A(f) =y (c1) x(cp).
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LEMA 2.4.3. — A(fg) = A(HHA(g).

Demostracién. Como f(x)g(x) = x"™" —(by +c))x"" 1 +... 4+ (=1)"""b,, c,, se tiene
que
Afg) =y (b1 +c)x(bmcen) =w(b)w(c) x(bm)x(cn) = A(fIA(G). O

Escribimos ahora ¢'(a) = wotrg, i (a).

LEMA 2.4.4. — Sia € K y f € k[x] es su polinomio minimo, A(f)*'981) = ¥/ (a)y/' (a).

Demostracién. Utilizando los apartados 2 y 3 del lema 2.4.2, y que u/(a)k =yk-a)y
x(@k = y(a"),

=yotrgr(a@)- yoNgr(@) =y (@) (). O

LEMA 2.4.5. — g(x) =) _degf- A(f)S'4e8) | donde sumamos los polinomios ménicos
irreducibles tales que deg f | s.

Demostracién. Por el lema anterior, los sumandos de la parte derecha son de la forma

degf'/l(f)sld = ﬂ(f)‘g/d + ...+/1(f)s/d _

=y (@)Y @)+ + ¥ (Adeg )V (Qdeg f) =
degf
=) x(a)y'(ay,
i=1
donde los a; son las diferentes raices del polinomio. Por la definicién de g(y’) basta
demostrar que los polinomios minimos de todos los elementos de K tienen grado
divisor de s, y que todos los polinomios moénicos irreducibles de grado divisor de s
tienen todas sus raices en K.

Para la primera parte, si a tiene a f como polinomio minimo, entonces K > Fla] o k,
y por la transitividad del grado de las extensiones, s = [K/k'] -deg f = degf | s. Para
la segunda, si a es raiz de un polinomio moénico irreducible de grado d = s/1, entonces

aqu _ aqdl _ ((aqd)...)qd —a,

——
[ veces

d
porque a9 = g/l = ¢, O
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Llamamos ahora .# al conjunto de polinomios ménicos de k[x], y .4 * alos elementos
irreducibles de .. Es claro que cada elemento de .4 se descompone de manera tinica
como producto de elementos de ./ *.

LEMA 2.4.6. — Y A(f)e%8 = T (1-A(pedesn)™!
fel feu*

Demostracion.
-1 oo P
[T O-apets)" =TT Y apTeieces.
fed fe* i=0
Si escribimos f € .4 como f = p{*----- pzk , conlos p; € /" necesariamente distintos,

entonces, aplicando el lema 2.4.3,
k
A(f) tdegf — A(pfl ..... pzk) tel degp1+--~+€kdegpk — H /I(P])e] tej degpj,
j=1

por lo tanto todos los términos de la suma a la izquierda en el enunciado aparecen
en el producto tomando los sumandos correspondientes a su factorizacion, y todos
los productos de la derecha dan lugar claramente a un polinomio de .#/, de donde se
obtiene la igualdad. O

Analicemos ahora la parte izquierda de la igualdad que acabamos de probar. Agrupan-
do los polinomios de .# en funcion de su grado obtenemos

S A S = i( Y A

fet d=0 degf=d

Tomaremos A(1) =1, luego el término d =0 es 1. Parad =1,

Y AN=) AMx-a)=) x@y(a =gy.

deg f=1 aek ack

Sid > 1, entonces

Y A= Y At -ax? 4+ (=De).
deg f=d Cl,-Cq€k

Como los coeficientes intermedios cs,..., c;_1 son irrelevantes, basta tener en cuenta
en el calculo de A los coeficientes c; y ¢4 y multiplicarlo por las g%~2 elecciones de
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otros coeficientes, obteniendo

Y AMP=q" ¥ xeayen=q"?( L xtea)( X vien) =0,

deg f=d c1,cq€k cqek ciek

porque la suma de los ¥(c;) se anula. Tenemos entonces que

[T (-Apetes)™ = Y A8 =1+g(pe.
feu fel

Tomando la derivada logaritmica llegamos a

d _ A(f) rdesf-1 gy
—1 1—A(f)rdesN)™! = d = .
di ngelj[w( (Ne) fgﬂ* egfl—?t(f)tdegf 1+g(pt

Si multiplicamos por ¢ y volvemos a expandir u/(1 — u) como serie geométrica e
invirtiendo el orden de suma con k- deg f = n obtenemos

Y degf(

fel* k

[e.°]

Mf)ktkdegf) _
=1

18

(X degf-apmesn)em =

n=1 degflin

I
18

tenl
I
—

Basta igualar los coeficientes de t* a cada lado y utilizar el lema 2.4.5 para llegar a

Y degf A48 = g(y) = (-1 g()* = —g(¥) = (~g()*. 0
deg fls

De la misma manera que al principio del capitulo veiamos como relacionar los ca-
racteres en [ con los de F s, la relacion de Hasse-Davenport nos dice que también
puede establecerse una analogia similar con sumas de Gauss.

La generalizacion para sumas de Jacobi es inmediata.

Demostracién. Para cualquier a € K,

(11 xx) (@ = (1 -+ x2) (N(@) = y1(N(@) -+ e (N(@)) =

Extendiendo el lema anterior a productos arbitrariamente largos llegamos a
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PROPOSICION 2.4.8. — Sean x,..., X caracteres enF, y sean también )(’1,...,)(’16 sus
. 4 I _
equivalentes enF s a través de x; = xi o Nf /f,. Entonces

T ¥ = (DEDED g v )®

Demostracion. Siguiendo la linea del teorema 2.3.10, tenemos dos opciones:

= Siyi-xe# 6

g(}(’l)g(x;c) _ (—1)(S+1)k8()(1)s'"g()(k)s _

T X)) =

g()(’l-'-x’k) (D g1 xp)°
_ Loy [£a0-g0)
g xi)

= (-D)EDED ot

L} Si%l...xk:g’
W10 Vhiag 161N G D e {0 AVMLLY (073000
kK’ qs = qS —

= —(—1)(3+1>k(_1)8(_w)

Ty

N

= (1) ED 7t O



Hipersuperficies diagonales

Don't just read it; fight it! Ask your own question, look for your own examples,
dicover your own proofs. Is the hypothesis necessary? Is the converse true? What
happens in the classical special case? What about the degenerate cases? Where
does the proof use the hypothesis?

— Paul Halmos

UANDO EN 1949 Weil introducia sus conjeturas sobre variedades proyectivas (cf. [Wei49]),
lo hacia sobre el ejemplo de ciertas hipersuperficies de Fermat, mediante el uso de
sumas de Gauss y Jacobi. En este capitulo estudiaremos en general las funciones zeta
de hipersuperficies diagonales, que contienen a las hipersuperficies de Fermat, sobre

la base de las sumas de Jacobi.

3.1. Definicion

Fijemos un cuerpo [, a lo largo de todo el capitulo.

DEFINICION 3.1.1.—Sean a;,...,a, € [FZ, a € [, coeficientes en el cuerpo, y ki, ..., ky €
Z* enteros positivos. Llamamos hipersuperficie diagonal a la variedad en A" (F ;) defi-
nida por el polinomio

flx1,...,x,) = alel + agxécz oot anxl,i" —-a.

La restriccion de que los a; sean no nulos no es realmente necesaria, ya que reduce al
caso de la ecuacion con una variable menos, pero por simplificar descartamos esta
opcion.

47
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EJEMPLO 3.1.2. — La variedad definida en el ejemplo anterior, dada por la ecuacion
x™+y" =0 en [, es una hipersuperficie diagonal.

Nuestro primer problema surge del hecho de que estamos analizando variedades
proyectivas, y el polinomio f no es homogéneo. La solucion, por lo tanto, es homoge-
neizar el polinomio.

DEFINICION 3.1.3. — Sea P € k[xy,...,Xs] un polinomio en s variables. Llamamos
homogeneinizacion de P al polinomio

degP [ X1 Xs
P*(Xg, ..., Xs) = Xy ¢ P(—,...,—).
X0 X0

Evidentemente la homogeneinizacion de un polinomio devuelve un polinomio homo-
géneo del mismo grado, ya que consiste tinicamente en afiadir una variable extra a los
monomios que no sean de grado méximo para aumentar su grado.

EJEMPLO 3.1.4. — De nuevo con el mismo ejemplo, si m > n, la homogeneizacién de
Px,y)=x"+y"es

n_m-n

P*(x,y,2)=x""+y"z

Podemos por lo tanto considerar la variedad generada por la homogeneizacion de f.
Si deg f = m, obtenemos

[, xp) =x3" f(x1/ X0, ..., Xn! X0) =

ki _m—k ky _m—k kn _m—k
=ax Xy Xy Xy A ApXy Xy "

—axy'.
;Pero como podemos enlazar el nimero de soluciones afines con las proyectivas? Es
claro que todas las soluciones afines son también soluciones proyectivas haciendo
Xxo = 1. Si por el otro lado hacemos xy = 0, tendremos varias posibilidades. Por una
parte tendremos que hallar el nimero de puntos de una nueva variedad
kl'o kil l

{a,-oxl.o +"'+“i1xi, =0, cP’,
donde aparecen todas las coordenadas que tenian grado maximo en f (supongamos
que son de hecho las que van entre 1y [ + 1). Llamaremos N al niimero de puntos

proyectivos de esta variedad — como quedan n — [ — 1 coordenadas libres, cada punto
de la nueva variedad genera g ~'~! en la original.

Por otra parte, silas [ + 1 variables de la nueva hipersuperficie se anulan, nos quedan
tantos puntos como el proyectivo de dimensién n — [ — 2, al no haber restricciones
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sobre las variables que restan (lo tinico a tener en cuenta es que el origen no es un
punto proyectivo). Tendremos entonces que

NP =N+ g INH g2 p g+ 1.

Naturalmente, el problema estard entonces en el calculo de N A (del cual deberiamos
ser capaces de deducir el valor de N*).

3.2. Contando puntos afines

Busquemos primero hallar el niimero de soluciones afines de la ecuacién

alel + azxécz 4ot apxin =0,

que llamaremos N. Si escribimos d; = gcd(q — 1, k;), se tiene que

N= ) N(alx{Cl =c1)- N(apxkn = ¢,) =

C1+-+Cp=0

ki_ -1 -1
= Y NGy =a'e)- NG =ay'co).
c1+-+cp=0

Expresando ahora los términos del producto como suma de caracteres llegamos a

d-1 dp-1 .
N= ) (Z xil(aflcn)---( > xma;lcn)):
Jn=0

2.¢i=0\j1=0
di—-1 d,-1 . ) . i . .

= Z Z X{l(al_ )...Xil"(a; ) Z X{l(cl)"'X#(Cn)-
j1=0 Jn=0 Y ¢i=0

Tenemos a la izquierda una suma de Jacobi, Jy( )({1, ..., XM . Distinguimos tres casos:

» Sij; =---=j, =0, entonces todos los caracteres son triviales, y podemos simpli-
ficarlasumaa Jy(c,...,€) = q”_l.

= Sisolamente algunos de los j; son triviales, o ninguno es trivial y su producto
tampoco, entonces J se anula.

= En otro caso (es decir, caracteres no triviales con producto trivial), tenemos que

oo i) = =g = DI 0.
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Llegamos por tanto a

dl 1 dn_l , . . .
N=q""'+@-D )Y - Y x@h-x@hHixl.... xm.

J1=1 Jn=1

Ayl =e

Si tomamos a # 0, el mismo procedimiento nos hace llegar a

dl 1 dn_l . . .
N=Y - Z ey xdr@h Y xl e adren =
1=0  jn= Y ci=a
dl_l dn_l . . . .
=Y Y @t xirata) Y xlt e xiten).
= Jn=0 Yci=1

Y por las mismas consideraciones de la suma de Jacobi, simplificamos como

di—-1 d,—1 . .
N=g"'+ Y Y di@ta) i@ asql... 0.
J1=1 Jn=1

3.3. Elcaso homogéneo

Consideremos, de manera més especifica, el caso
apxy' + a1 x]" + axxy’' +---+ apx, =0,

conocido también como hipersuperficies de Fermat. Es fcil ver que, si N es el ntimero
de puntos afines, y N* el niimero de puntos proyectivos, se cumple la relacion

N*=1+(g-1)N",

porque cada representante en la variedad proyectiva generara (g — 1) multiplos en la
afin, y hay que anadir el origen que no es un punto proyectivo.

OBSERVACION 3.3.1. — El N” que calculamos ahora coincide de hecho con el N de
la primera seccion, haciendo n = [.

OBSERVACION 3.3.2. — La funcioén zeta de una variedad depende tinicamente del
numero de puntos, y el nimero de puntos de la variedad depende tinicamente de
gcd(m, g — 1). Para simplificar los cdlculos, supondremos que m | g — 1, lo que se
traduce en que gcd(m, g° — 1) no varia en funcién de s. Ademads, se tiene entonces que
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la hipersuperficie no contiene puntos singulares: como cada derivada parcial serd de
la forma

0 _
_f:mal-xlm 1:0 = x; =0,
0x;
se tiene que el unico candidato a punto singular es [0 : --- : 0], que no es un punto

proyectivo. En cualquier caso, si se tuviera que p | m, utilizando que x — xP actta
como la identidad en X se tiene que el nimero de puntos de la variedad es el mismo
que tomando como exponentes m/ p (y, en general, m/p’, con el mayor r posible),
luego podemos atajar el problema.

A partir de los resultados de la seccion anterior se tendrd entonces que

m—1 . . .
(g-DN=q"-1+(q-1) ) - Z% (@) xn @Iy xl) =
Jo=1 Jn=1
x{1'~-x£":£
N=1+g+---+q" +Z Z)( (agh -X{;”(a,gl)]()(éo,...,)({;").
Jo=1 Jn=1

0 =e
Veamos ahora qué forma tiene la funcion zeta. En un cuerpo Fg4s > F4, con los mismos
célculos llegamos a

Ny=1+(g)+--+(g>)" 1+

m—1 . ) ) ]
+ 3 Y () agh - ) @Y T, - (),
j0=.1 ‘jnzl
X{I...Xﬁnzg

y gracias a la relacion de Hasse-Davenport simplificamos como

Ns:1+(qs)+---+(qs)”‘1

(I)S”Z Z( @I =

Jo=1 Jjn=1
X{l...xglnzg
6] ._'_(qn—l)s_
m— - . . . \s
- Z (D g xd @ Tl i)
Jo=1 Jn=1

J1,. . dn_
X1 v Xn =€
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Llamamos «; a cada uno de los valores posibles de la suma. Nos podemos entonces
preguntar, ;cuantos sumandos hay, es decir, cuantos valores de a; habra?

PROPOSICION 3.3.3. — El ntimero de sumandos es
S(n,m) = ((m-1"" - (=D""(m-1)/m.
Demostracién. Tenemos que buscar ji,..., j,talesquel < j; <my
ji+-+jn=0 moédm.

Lo haremos por induccién sobre n. Sea S(k, m) el nimero de sumandos en la hipersu-
perficie con variables hasta xi. Es claro que S(0, m) =0,y S(1,m) = m—1. Paraun k
arbitrario, tenemos que se debe cumplir la congruencia

0#—jk=Jjo+- -+ jk-1 modm,

porque ji # 0, luego el numero de opciones es todas las combinaciones de j, hasta
Jjk—-1 menos las que sumen cero, que son de hecho S(k, m). Por lo tanto

(m-DF-(=DFm-1) _

Stk,m)=(m-1)*-8;_, = (m-1*-

m
_mm-DF-(m-DF- (D" (m-1)
= — =
~ (m—l)k+1—(—1)k+1(m—1) .
m
Podemos escribir
R(u)(—l)"

Z(u) =

A-uw(d-qu)---1-g" 1w
con R(u) =[](1 — a;u) un polinomio de grado S(n, m). Veamos que en efecto se verifi-
can las conjeturas de Weil.

1. Racionalidad: Z(u) es evidentemente una funcién racional en u. Como los
coeficientes se obtienen a partir de sumas y productos de caracteres, y los
valores de los caracteres son necesariamente raices de la unidad, aprovechando
que los enteros algebraicos forman un anillo obtenemos que los coeficientes de
Z(u) son en efecto enteros algebraicos.
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2. Ecuacién funcional: tenemos que probar en primer lugar que z— ¢"~!/z manda
raices de R en raices de R. Basta ver que si @; es raiz, entonces q”_l /a; también.
Como

;@ =i’ =q"",

serd suficiente con ver que a; es también una de las raices.

LEMA 3.3.4. — Six1--- Xk =€, entonces 1+ Yk = €.

Demostracion. Basta ver que

11 xc@=x1xr@=01xr)(@=1

para cualquier a € [,. O

LEMA 3.3.5. — J(X1,-- - XK) =T (X1, XK)-

Demostracion.

JQ,--oX0 =Y, 1) xeer) = Y. xi(e) - xrler) =

Y ci=1 Yci=1
= > e xeler) =T, Xk 0
Yci=1

Supongamos que a; = (—1)”)(60(661) . X{{’ (a;l)]()(éo, .. .,)({;[’) para unos deter-
minados jj,..., j,. Entonces

m—jo . m=ju _ o in _
Xo Xn n—Xo"'Xnn—g»

por lo que podemos expresar el conjugado de «; de la forma
@i==D"xy Plagh) - xn @Iy P xn M,
o lo que es lo mismo, a; se corresponde con algin otro « j. Vemos entonces que

- Rata)

g Tu) A-1w-(1-1/(q"w)

R (D"
= (—1)LgDnizy -1 (q”‘lu)
A-w--A-g"'w
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Analizando mejor el término de R, llegamos a

(-D"
1 -1 a;
R( — ) _ VS m) H (u— nil):
q u S(n,m) q

n—1 ].
— (_1)S(n,m)u(—1) S(n,m) H (u_ :) —
S(n,m) a;

_1\n-1 S
= (~SemyCVTSem TT o TT (aju—1) =
S(n,m)  S(n,m)
-1
— (_1)S(n,m)u(—1)" S(n,m) qS(n,m)(n—l)/ZR(u),

porque en el producto aparecen cada a; con su conjugado, y su producto da
g"!. Juntando los resultados obtenemos

( 1 ):iq(n—l)(n+(—1)”_18(n,m))/2un+(—1)"_lS(n,m)Z(u)’
qn—lu

que es en efecto la ecuacion funcional buscada.

3. Hipdtesis de Riemann: tenemos ya escrita Z de la forma pedida. Se cumple
que Pr=1-uyPrgimx=1- qdimxu, ya que en este caso se tiene que dim X =
dimP"(F,4) — 1= n—1. Con respecto a la hipétesis de Riemann, el denominador
cumple lo esperado. Por otra parte, en el numerador,

il = (—1)")(60(6151)---X{;"(agl)](xéfi,__”x{ln) = g2,
es decir, podemos identificar R(«) como parte de P;,_;.

4. Numeros de Betti:1os nimeros de Betti de la variedad en C"**! son

0 si0<i<2(n-1), i#n-1impar,
B, = 1 si0<i=<2(n-1),i#n-1par,
T S(n, m) sii=n-1impar,

1+S(n,m) sii=n-1par,

(véase [GY95, § 2]), lo cual se corresponde con los grados de los polinomios de
Z(u). Se tiene entonces que E = n+ (-1)"71S,,.

Por lo tanto, tal y como cabia esperar, la funcién zeta de la hipersuperficie dada por

apxy' + a1 x]" + apxy' + -+ apx, = 0.
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cumple en efecto todas las conjeturas de Weil.

OBSERVACION 3.3.6. — Dado el polinomio
fX1,.0,x0) = a1 x]" + apx)' + -+ apx, —a,

con a # 0, se tiene que su homogeinizacién, que define una hipersuperficie en P" (F;),
es de la forma que acabamos de analizar. Si, por el contrario, tuviéramos

fxn,.o,xp) = arx{" + apxy" +-- -+ apx,,,
se tiene entonces que f define una hipersuperficie en P"~! (F4). En ambos casos, la
funcion zeta de la hipersuperficie correspondiente cumple todas las conjeturas de
Weil.

OBSERVACION 3.3.7. — La férmula obtenida para los niumeros de Betti B; es valida
para cualquier hipersuperficie lisa en C**! de grado m.

3.4. Elcaso general

Supongamos ahora que partimos de una variedad no homogénea, es decir, que debe-
mos homogeneizar un polinomio para llegar a X =7 (f*). Uno podria pensar, visto
lo anterior, que el generalizar supone una gran complicacion, pero lo cierto es que
vamos a ver como la mayoria de hipersuperficies con las que trabajaremos son de
hecho singulares, luego no podemos esperar de ellas que cumplan las conjeturas de
Weil.

Veamos una serie de lemas para hallar qué hipersuperficies son singulares.

LEMA 3.4.1. — Sea X la variedad proyectiva generada por un determinado polinomio
f*eklxg,...,xnl. Si
maxk; —mink; =2,

entonces X contiene al menos un punto singular.

Demostracién. Nos basta suponer que k; — k;,, = 2. Tenemos entonces que f* se escri-
be como

k ko _ki—k kn _ki—k k
ff=ax" +apxy?xy" "+t apx," xy' " - axy',

y por lo tanto P = [0:---: 0: 1] € X. Ademads, calculando las derivadas parciales
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llegamos a
of* o )
_di (P) = xo (+ (an(ky — k'n))xnnx(l)cl kn—2 klax(l)cl 2) o
0
of* ~
o5 (P) = klalel -9
0x,
of* B )
f (P) = kn—lan_lxsri_ll lx(l)cl k}’l—l — 0
axn—l
of* ~ B
f (P) = knanxﬁn 1x(])cl kn _ 0.
0x,
es decir, P es un punto singular de X. -

Nétese que, en el lema, utilizamos la hip6tesis para poder sacar factor comun y escribir
key—kp—2 . i

x,' " “ asegurdndonos de que el grado de xq no es negativo. El caso k, = k; —1no

serd, por desgracia, tan sencillo.

LEMA 3.4.2. — En las condiciones anteriores, si k = k-1 = k, = k1 — 1, X es singular.

Demostracion. Tomaremos el punto P=1[0:---:0: y,_1 : y»], aunque no diremos de
momento quiénes son y,_; e y,. El mismo calculo que hicimos antes nos confirma
que P estd en X, y que al menos las derivadas con respecto a xi, ..., x; se anulan.
Veamos qué ocurre con respecto a xy. Operando obtenemos
£
of k k

— =Aay-1X,_yt+arx
axo n—1 n’

que es una hipersuperficie de Fermat. Por la seccion anterior, sabemos que la ecuacién
debe tener soluciones (si no su funcion zeta seria constante e igual a 1, algo que
sabemos que no sucede). Por lo tanto, tomando y,_1, ¥, soluciones de la ecuacion
(quizés en [ 45, pero no nos importaria), obtenemos que P € X es un punto singular. [J

Hemos eliminado ya bastantes casos, reduciendo el estudio a la ecuacion
ale +oee 4 an_lx’,i_l + anx’,i_l =0.
Todavia podemos afinar algo més.

LEMA 3.4.3. — Para una variedad X definida por la ecuacién anterior, se tiene que X
serd singular si k = 3.
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Demostracion. Basta ver que, si tuviéramos k=3, elpunto P=[1:0:---:0] € X es
singular. Las tinica derivada para las cuales esto no es trivial son x, (que se cumple
porque k—1 = 2, luego x,, aparece en el término de la derivada) y xo (que solamente
aparece en el tltimo término, luego se anula por se x, = 0). O

Notese que el caso k =1 se reduce a una hipersuperficie de Fermat al homogeneizar,
caso que ya hemos visto. Por lo tanto, nos queda un dltimo obstdculo por superar.

PROPOSICION 3.4.4. — Si X viene dada por la ecuacion
2 2
alxl + e+ an_lxn_l + aan,

definida enF, con21 q, entonces X define una variedad no singular.

Demostracién. Supongamos que P = [y, y1,-.., Yn] € X es un punto singular. Enton-
ces, obligando a que se anulen las derivadas, obtenemos yy, ..., y,—1 = 0. En el tltimo
término, la derivada con respecto a xj obliga a tener x, = 0, mientras que la derivada
con respecto a x, fuerza que xy = 0. Por lo tanto P = [0: ---: 0], que no es un punto de
X por no ser un punto proyectivo. O

Toca entonces calcular el nimero de puntos de la variedad
2 2 2

Si xo = 1, la variedad resultante serd isomorfa a A”~1, haciendo
— 1 2 2 2 n-1
Xp=—\mx]{+axx; +---+ap1x,_1| YV(x1,...,X,-1) EAT .

n

Si x9 = 0, nos queda la hipersuperficie de Fermat

X5+ Ay x5+ + Ay X,

que tiene g" 3 +---+ g+ 1+ Y a; soluciones (donde la suma recorre los productos de
caracteres y sumas de Jacobi correspondientes), por las g opciones disponibles para
Xp, mas el punto [0:---:0:1]. Entonces

+(q"‘2)s+---+qs+1+Z(qa,~)sz
+(q”‘2)s+---+qs+1+2ﬁf~,
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con | ﬁil2 = q”_l. Se tiene entonces que la funcion zeta serda

(-D"
(Mm(1-piu)
A-wd-qu---A-g" 1w’

Z(u) =

La comprobacién de que la funcién Z(u) satisface las conjeturas de Weil es completa-
mente andloga a lo visto en la seccion anterior: los denominadores se comportan bien,
y el numerador también por cumplir por los célculos realizados para hipersuperficies
de Fermat (con la excepcién de que hemos pasado de a; a ;, que corrige el médulo
para que se adectie a lo esperado y se cumpla que | 3;| = g"*~V’2).

Aunque hemos visto que la mayoria de hipersuperficies diagonales no son lisas (y por
lo tanto no tienen por qué cumplir las conjeturas de Weil), merece la pena observar
que sus funciones zeta (que estdn perfectamente definidas a pesar de ser variedades
singulares) cumplen propiedades similares a las esperadas. Recordemos que en la
primera seccién vimos que para la hipersuperficie X dada por

f(xl)-.-;xn) = alx{Cl + azxécz EEN anxlr;n —a.
podemos escribir
S s
Nf=N§+(q""‘1) NsH+(qn—1—z) Feet g 1,

Si, recordando que H es una hipersuperficie de Fermat, escribimos su ntimero de
puntos como
H_ _(I-Ds (I-2)s s
N,'=¢q +q +eo+ 1+ ) al,

simplificaremos la ecuacién anterior llegando a
N N
NE’ :NS/-\+(qn—l—l) (q(l—l)s+q(l—2)s+.“+1_’_2“?)4_ (qn—l—z) +.“+qs+1 —
N N
=N +Y (q”‘l‘lai) + (q”‘z) ot qt+1l=

:N§\+Zﬁf+(q”‘2)s+---+qs+l.

Definimos Ry (u) =[]1 - B;u, y llegamos a

Ry (w)D"
A-wd-qu)---1-qg"2u)

Z(X,u) = Z(X™ w.

Falta entonces calcular N2. Si a # 0 (es decir, si el polinomio tiene término indepen-



3.4. EL CASO GENERAL 59

diente), habiamos calculado que

di -1 dp,—-1 . . . .
N =g+ Y Y Y@ ey i a gl i,
h=1 Jn=1

por lo que mediante la relacion de Hasse-Davenport obtenemos

NA = (qn—l)s iy ((—1)n+17’i)s,

y por lo tanto

n+1
Ra(w)™V
Z(XM ) =——"—,
( ) g Tn

con Ra(u) =] (1 -7 u), de donde deducimos que

Ra(w) V""" Ry(w)V"

Z(X,u)= .
A-wd-qu--1-qg" 1w

Podemos destacar ciertas propiedades de la funcion zeta:
= Se trata de una funcién racional con coeficientes enteros.

= Podemos escribirla como productos y cocientes de polinomios alternados, tales
que Pp=1-uyPgimx=1-q"'u.

= Ademas, todas las raices de los polinomios cumplen que su médulo es una
potencia entera de g'/2. Para las de los denominadores de manera trivial, y para
el numerador,

~1-1 -1-1 1/2\2n-1-3
1Bil=1g"""ail=q"""la;l = (g™

’

(g""?)""! para el producto de y; no trivial,

lyil =
(g""*)"2 en otro caso.

El estudio de a # 0 es idéntico, cambiando Ginicamente Ra, por lo que lo omitimos
sefialando simplemente que cumple las mismas propiedades.

A partir de todo el estudio anterior, podemos ver que a pesar de tratarse de superficies
con puntos singulares sus funciones zeta presentan ciertas caracteristicas similares a
las predichas por Weil. Finalmente, enunciamos el siguiente

TEOREMA 3.4.5. — La funcion zeta de una hipersuperficie diagonal no singular cual-
quiera satisface las conjeturas de Weil.
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Curvas

Pure mathematics is on the whole distinctly more useful than applied. For
what is useful above all is technique, and mathematical technique is taught
mainly through pure mathematics.

— Godfrey Harold Hardy

ASAMOS AHORA DE hipersuperficies en espacios de dimensién arbitraria a curvas pro-
yectivas, que para nosotros serdn variedades proyectivas de dimensién 1 sobre P2.
Para calcular la funcién zeta utilizaremos la teoria de divisores, asi como ciertas
herramientas més avanzadas de geometria algebraica.

Con el objetivo de tratar el tema de la manera mds introductoria posible, evitaremos
ser generales y trataremos Unicamente con las herramientas que nos resulten im-
prescindibles, sin preocuparnos por los casos mas generales (por ejemplo, divisores
generados por subvariedades de codimension 1).

4.1. Divisoresy formas tangentes

Al comienzo del trabajo, antes incluso de introducir la funcién zeta, menciondbamos
los divisores primos ®, que definiamos simplemente como la érbita de un punto
bajo la accién del automorfismo de Frobenius ¢. Veamos ahora una nocién algo mas
general.

DEFINICION 4.1.1. — Sea X una curva. Un divisor D sobre X es una suma formal

D= ) D(P)P,
PeX

61
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donde tinicamente para una cantidad finita de puntos se tiene que D(P) # 0. Se define
el grado del divisor D como

degD= ) D(P).
PeX

En cierto sentido, pasamos de considerar un conjunto de puntos a una suma formal
de los puntos (con coeficientes enteros). Esto presenta algunas ventajas.

OBSERVACION 4.1.2. — Podemos ver el conjunto de divisores sobre una curva como
el Z-maédulo libre generado por los puntos P € X. Podemos por lo tanto considerar

Dy+Dy= ) (Di(P)+D,(P))P.
PeX

También podemos definir
D=0« D(P)=0 VPeX,
y de manera natural considerar las comparaciones entre divisores

Dy=Dy<—= D;—-D»=0.

Veamos entonces qué es el andlogo de ® en nuestra nueva definicion de divisores.
DEFINICION 4.1.3. — Decimos que un divisor es primo si
D=Pi+Py+---+Pg,

y se tiene que @(P;) = Pj41.

A partir de la definicion anterior, es evidente que el grado de un divisor primo es
deg D = d. Si 2 es el conjunto de todos los divisores primos, definimos Div(X) = Z7, el
Z-moédulo libre generado por los divisores primos, y de manera andloga Div(X)* = N?
(esto ya no es un moédulo, porque N solamente es un semianillo).

Podemos ahora asociar determinados divisores a las funciones sobre la curva.

DEFINICION 4.1.4. — Dada una funcién racional f € K(X), definimos su divisor como

div(f)= Y vp(f)P

PeX

donde vp(f) denota el residuo de f en P. En divisor de la forma D = div(f) se deno-
mina divisor principal, o en algunas ocasiones divisor de polos y ceros de f.
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Es decir, pasamos de una suma arbitraria de puntos a una basada en funciones de
K(X). Los divisores de funciones racionales nos permiten establecer la siguiente
relacion de equivalencia.

DEFINICION 4.1.5. — Sean D, D, € Div(X). Decimos que
D) ~ Dy < Dy — D, =div(f), feK(X).
Llamamos grupo de Picard de X al cociente
Div(X) /_ = pic(X).
Es decir, las clases de equivalencia que forman el grupo de Picard son los conjuntos

de divisores tales que la diferencia de dos de ellos es un divisor principal. Sigamos
ahora el estudio de los divisores con el comportamiento del grado de un divisor.

PROPOSICION 4.1.6. — La aplicacion deg : Div(X) — Z es sobreyectiva.

Demostraciéon. Supondremos como cierta la desigualdad de Hasse-Weil (que aparece
como el teorema 4.4.1), para cuya demostracion ni esta proposicion ni nada que
derivemos de ella es necesario. La desigualdad dice que

N, = qr+@’(q”2).

En concreto, para valores grandes de r sabemos que siempre podremos hallar solucién.
Sean py, p, primos suficientemente grandes. Como N, = 1, se tendra que existe al
menos un divisor D; de grado p; (y por el mismo argumento, D, de grado p»). Pero
entonces

ap1+Pp2=1= degD=deg(aD;+fD;)=1 = deg(nD)=n VneZ O

Llamamos ahora Div"*(X) = deg'1 (n), ylo mismo para Div"*(X)* y Pic(X). Tenemos
el siguiente

_ Div(X) /. ~
COROLARIO 4.1.7. /DIVO(X) =Z.
Demostracion. Basta aplicar el primer teorema de isomorfia. O

La consecuencia inmediata de este corolario es el siguiente

COROLARIO 4.1.8. — El isomorfismo anterior induce Div’*(X) = Div(X), y este a su vez
induce Pic"(X) = Pic®(X).
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Demostracién. Tomamos D, € Div"(X) arbitrario pero fijo. Entonces, la aplicaciéon

g : Div'(X) — Div'(X)
D — D-D,

es de manera trivial un isomorfismo, y al cocientar por los divisores principales induce
un isomorfismo p’: Pic*(X) — Pic®(X). O

Cambiamos ahora de tema e introducimos muy brevemente el concepto de 1-formas.

1

DEFINICION 4.1.9. — Una 1-forma racional w es un elemento de QK(X),

funcién de la forma fdg con f, g € K(X).

es decir, una

Uno podria pensar en w como una funcién que sale del espacio tangente. Es posible
demostrar que, localmente (en el entorno de un punto P), cualquier forma se puede
escribirse como gdz, y en esas condiciones definimos vp(w) = vp(g).

DEFINICION 4.1.10. — Definimos el divisor de w como

Y vp(w)P.

PeX

Si w # 0, se dice que es un divisor canénico.

Hallegado la hora de ver para qué sirve toda la maquinaria que hemos estado desa-
rrollando.

DEFINICION 4.1.11. — Para cualquier D € Div(X), definimos los espacios vectoriales

Ho(X,D)={f e K(X)" | div(f) + D=0} u{0},
Ho(X, ' (=D) = {0 # w € Q) | diviw) - D=0} u{0}.

Definimos el género de X como g = dim Hy(X, Q).
TEOREMA 4.1.12 (Riemann—Roch). — Se tiene que

dim H°(X, D) + dim H°(X, Q' (-D)) = deg(D) + 1 — g.

No demostraremos este teorema, aunque veremos una consecuencia importante.

LEMA 4.1.13. — Sea wg # 0 una forma de tal manera que div(wg) sea un divisor cano-
nico. Entonces la aplicacién f — f - wq establece un isomorfismo

H°(X,Q'(-D)) — H(X, div(wg) — D).
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Demostracion.

f-woe H'(X,Q(-D)) < div(f-wo) —D =0
< div(f) + (div(we) - D) = 0
— fe H(X,div(wy) — D). O

DEFINICION 4.1.14. — Llamamos hy(D) a la dimensién de H°(X, D) como espacio
vectorial.

COROLARIO 4.1.15. — hy(D) + ho(div(wg) — D) =deg(D) +1 - g.

Hemos acumulado ya suficientes herramientas como para ser capaces de tratar la
funcion zeta de X. Notese que el tratamiento que hemos hecho de la teoria de divisores
ha sido muy elemental: un estudio més general pasa por considerar variedades de
codimension 1 en lugar de puntos, y estudiar la dualidad de Serre para demostrar el
teorema de Riemann-Roch tal y como lo hemos enunciado aqui (con H° y no con H').
Algunas referencias para un andlisis mds exhaustivo son [Sha94, § II] o [Mil09, § 12].

4.2. Funcion zeta de una curva

Veamos ahora coémo expresar la funcion zeta de una curva en funcion de sus divi-
sores, de manera similar a como trabajamos en la proposicién 1.2.7. Comenzamos
definiendo

dn = |Div*(X)*|.

[&°]
PROPOSICION 4.2.1. — Z(u) = )_ dpu”.
n=0

Demostraciéon. Recordemos que, por lo que vimos en el capitulo 1, podemos escribir
Zw =[] +
pep 1 — 198D
Trabajando ahora con los divisores de X llegamos a

00 00
H Z tndegP — Z tdegD — Z dntn. 0
n=0

DeP n=0 DeDiv(X)+

1 —_—

pep 1 — tde8P

Vemos por tanto que el cdlculo de Z se reduce al de d,,. Veremos como hallar este
nuamero a través de una serie de lemas.
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LEMA 4.2.2. — Sea D € Div(X)*, y D su proyeccién en Pic(X). Entonces podemos
establecer una biyeccion

'l// . HO(X, D) \ {0}/":2 _ 7[_1(5)
f — div(f)+D.
Demostracion. En primer lugar, vemos que
feHy(X,D) = div(f)+ D=0 = w(f) e Div(X)™,

y la aplicacion esta bien definida. Para probar la inyectividad, observamos que dados
0 # f1, f» € Hy(X, D), se tiene que

div(fi) + D =div(fy) + D = div(f)) = div(fy) = fi=Afp, AeF; = fi=fo.
Y para probar la sobreyectividad, es evidente que
D'en (D) = D=D' = D' =D+div(f) = D' =y(f). O

Este lema tiene una serie de consecuencias inmediatas.

ho(D) _ 1
LEMA 4.2.3. —d, = i
pepicny 41

Demostracion. Basta reescribir d; como

|Ho(X, D)\ {0}| gho® 1

D0t = Y |ro)]= ¥

DePic™(X) DePic™(X) q-1 pepicn(x) d~1

n—(g-1_
LEMA 4.2.4. — Paran = 2g — 1 se tiene que d,, = ‘PiCO(X)‘ = qg—l 1

Demostracion. Aplicando el resultado anterior, teniendo en cuenta que hy(D) =
n+1-gsidegD=n=2g -2, yrecordando que Pic"(X) = Pic’(X), obtenemos inme-
diatamente el resultado. O

Estamos ya en condiciones de calcular Z(u).

TEOREMA 4.2.5. — Podemos escribir la funcién zeta de X como

Py (w)

Z(y)y=—
1-w(l1-qu)

, PreZlu]l<g.
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Demostracion. Utilizamos que
o0
Zw) =) dyu",
n=0

y dividimos la suma para d,, menor o mayor que 2g — 2, con lo que resulta

2g-2 o) qn—(g—l) -1
Zw= Y du"+|pic’c0)| Y T———u
n=0 n=2g-1 q-1

Si analizamos la segunda suma, vemos que

o qn—(g—l) -1 - ng_l i qn_(g_l) _ 1) un—2g+1 —
n=2g-1 qg-1 q-1 n=2g-1

u?8t i( n+g ) n

— q -1)u”|=
q_ 1 n=1
u28-1[ i

_ qé(qu)" - u”) =
q-— 1 n=1 n=1

_ us=l( g8 1 _ f(w)
g-1\l1-qu 1-u| (A-wl-quw’

con f un polinomio que cumple deg f < 2g. Entonces podemos escribir

(- - qu T’ duu+ [Pic®(0| F P
Z(u) = = R
1-wd-qu 1-wd-qu
tal y como queriamos, con un P; (1) que cumple deg P; < 2g. O

4.3. Laecuacion funcional

Probemos ahora que la funcién zeta de una curva satisface la ecuaciéon funcional
prevista por las conjeturas de Weil. Para ello, explotaremos el hecho de que la dualidad
de Serre establece una simetria n— 2(g — 1) — n ttil para manipular d,,, y utilizaremos
el teorema de Riemann—-Roch para hallar una relacion explicita entre Z(u) y Z(1/qu).
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A partir de ahora viviremos en el Q[u, u~11-médulo
M:{Z au” | aneQ},
ne”Z

que uno podria entender como las series de Laurent con coeficientes racionales.
Necesitaremos en primer lugar un lema.

LEMA 4.3.1. — Para todo 0 < n < 2g se tiene que

n—(g-1) _

dn—q" 8 Vdyg_1)-pn =
n—4q 2(g-1)-n q-1

]. . O
[pic’(x)].
Demostracién. Tomemos un divisor D € Div"(X) cualquiera. Se tiene que
ho(D) _ 1

D] =T

)

y consideremos el divisor div(w) — D. Para un w arbitrario pero fijo esta involucién
induce una biyecciéon
Div"(X) — Div?8~ D" (x),

que a su vez establece otra
Pic"(X) — Pic*?® V" (X).
Ademas, por la dualidad de Serre podemos relacionar D y div(w) — D como
h°(D) - h°(diviw)-D)=n+1-g,
por lo que operando calculamos

ho(div(w)-D) _ ho(D)-(n+1-g) _1
‘ﬂ_l(div(w) —D)( =4 =4
qg-1 qg-1

Entonces se tendra que

— - n-(g-1 _q
|71 D)| - ¢8| divie) - D)| = q o
Si sumamos para todas las clases, tenemos que
Y |'®)|=|{pepiviny| =d,,

DePic(X)
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y como sumar en Pic”(X) es equivalente a sumar en Pic?(8~D=" se cumple que
I’l—(g—l) -1
d qn (g_l)dz(g_l)_n = 1 ‘PiCO(X)‘ . O]

Estamos ya en condiciones de demostrar la ecuacion funcional que cumple Z(u).
TEOREMA 4.3.2. — La funcion zeta satisface la ecuacion funcional, es decir,
Z(1/qu) = +q""*u* Z(w),

recordando que una curva tiene dimension 1.

Demostraciéon. Tomando que d,, =0 para n <0, se tiene que Z(u) e My

qu

z =Y dy(qu) "= d_,q"u".

nez nez

Deducimos entonces que

-1, 2g-2 -1,2g-2 1-
qg u 4 V4 = qg u 4 Z d—}’lqnun — Z ng—Z—nqn+ gul’l,

nez nez

qu

y restdndolo a Z(u) llegamos a

Z(u) - g8 w2 Z(u) = Z (dn - ng—Z—nan_g) u,

nez

que podemos escribir por el lema anterior como

1

qu

)PicO(X)‘
Zw) - q8 w8 =—

Z (qn+1—g _ 1) ul.

q_l nez

Analicemos la suma del término a la derecha. Expandimos y multiplicamos por 1 - qu,
y llegamos a que en el primer sumando se tiene

(1- qu) (ql—g) n%“zqnun — (ql—g) (n%"zqnun _ ’;’an-klun-kl) =0.

Si multiplicamos también por 1 — u quedard en el segundo sumando

A-w Y u"=Y u"-) u"'=o.

nez nez nez
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Entonces se tiene que

1-w(l-qu|Z(w-qg8 u*s?%z =0.

qu

Reescribimos lo anterior para llegar a

1

QI-wl-quwZw=0-wl-qu|q¥ u*$ 2z ”

Una primera observacion es darse cuenta de que la parte izquierda estd en Q[[u]],
mientras que la derecha estd en u?$~2Q[[u1]], luego debe cumplirse que estén ambas
mitades en Q[u]<2g. Por lo tanto

P (u)

Zuw=———,
1-uw)(1-quw

con P;(u) un polinomio de coeficientes racionales de grado alo més 2g. Como nuestro
objetivo es relacionar Z(u) y Z(1/qu), y sabemos que en 1y en g~ ! tiene polos ambas,
podemos asumir que u # 1, q_l, y obtenemos

1

| —
qu

tal y como cabria esperar si recordemos que la caracteristica de Euler de una curva de
género g es exactamente E=2-2g. O

Veamos ahora algunas consecuencias particulares de la ecuacion funcional, que nos
permitirdn arrojar luz sobre la funcion zeta, que escribimos como
_ Py (w) _ P

I1-w)(d—-qu) Po(u)P2(u)

Z(u)

COROLARIO 4.3.3. — deg Py =2g.
Demostracion. Particularizando la ecuacion funcional para P(u) es facil ver que
g,2¢p, | L
Pi(w)=q°u>Py|—|,
qu

y como sabemos que P es un polinomio de grado menor o igual que 2g, podemos
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escribirlo como
2
Pi(u) =po+pru+---+ prgu8,

y sustituyendo en la ecuacion funcional llegamos a

ng—n = qg_npn-
Como sabemos que Z(0) = 1 (basta ver la definicién con la exponencial) se tendra
que P1(0) = po = 1, y por lo tanto p.gz = g%, es decir, P; es un polinomio de grado
exactamente 2g. 0

COROLARIO 4.3.4. — Los grados de los P;(u) en la funcion zeta coinciden con los
niimeros de Betti B; de la curva.

Demostracién. En efecto, los niimeros de Betti asociados a una curva proyectiva son
By=1, B, =2g, B, =1, de donde se deduce también que E =2 —-2g. O

Recopilando todos los resultados probados en esta seccion, tenemos que la funcién
zeta de una curva cumple casi fodas las conjeturas de Weil. Nos falta inicamente una:
el andlogo de la hipo6tesis de Riemann.

4.4. Desigualdad de Hasse-Weil

Para hallar la norma de las raices de P; (u), veremos primero la desigualdad de Hasse—
Weil, que acota Ny, y la utilizaremos para controlar el valor de la suma de los inversos
de las raices. Hecho esto, explotaremos la simetria de la ecuacién funcional para ver
que podemos encajar las raices en una serie de desigualdades para llegar al valor
deseado. Escribiremos

28
Pi(w =[]0 -a;w.
i=1

TEOREMA 4.4.1. — Dada una curva proyectiva no singular X de género g definida sobre
un cuerpo [, se tiene que
|IN-(g+1)|=<2gq">

El orden para probar esta desigualdad suele ser el contrario (partiendo de la hipotesis
de Riemann), aunque es posible demostrarla considerando tinicamente el nimero de
interseccion de varias subvariedades de la diagonal A = X x X (cf. [EHT16, § 14]). Por
simplicidad (y por compacidad) omitimos la demostracion.
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OBSERVACION 4.4.2. — Esta desigualdad es la generalizacion de la desigualdad de
Hasse para curvas elipticas (con género g = 1), conjeturada por Artin en [Art24] y
demostrada por Hasse (cf. [Has36]) en 1936. Lejos de ser un mero lema auxiliar, la
desigualdad de Hasse—Weil juega un papel importante en dreas tan poco esperadas
como la teoria de codigos (cf. [Mor91]).

Notese que, si trabajamos en un cuerpo base [, para hallar N basta aplicar el teorema
directamente en [ s para obtener

|N;— (g +1)| =2gq""%.

TEOREMA 4.4.3. — En las condiciones anteriores, se tiene que |a;| = q"'?.

Demostracion. Por la expresion de la funcion zeta sabemos que

2g
Ny=q’+1-) a;.

i=1

Entonces se tiene que
2g
IN;=(g°+ 1| =) al| <2gq"".
i=1

Definimos
28 oo 2g a;t
0=y Y apim=y U
l—a;t

i=1m=1 i=1
Resulta entonces que ¢(f) tiene polos en cada uno de los 1/a;, pero por otra parte
1/2| tl

oo |28 0o 9
co]< Y |y ol <2g Y (q"2n)" = B2
M|l m=1 1-g"2[1]

para || < q‘”z. Entonces, como vemos que ¢ no tiene ceros en B(0, q‘”z), deducimos

1 g2

1/2
> = lai|l=qg'".
lail

Si se cumple la ecuaciéon funcional, debe tenerse que

=q'" 8u* 8 Z(w) = 0=Z(;) =2

%)
.|



4.4. DESIGUALDAD DE HASSE-WEIL 73

Para que la funcién Z ala derecha se anule, necesariamente sucederd que «a;/q sera
otra raiz, es decir,

a;
—=a;' = aiaj=q = ¢"* = —=lail=q"* = la;| = q"~ O

qg |
OBSERVACION 4.4.4. — En esta seccion hemos partido de la desigualdad de Hasse—

Weil para calcular la norma de los a;, pero es posible recorrer el camino en la otra
direccion, haciendo

|N—(q+1)| = ’a1+...+a2g 5|“1|+'“+|a2g|:2gq1/2.

Hemos visto entonces como describir la funcion zeta en funcion de los divisores de la
curva (que no es mds que otra manera de contar puntos). Juntando los resultados de
las secciones anteriores, podemos finalizar el capitulo con el siguiente teorema, cuya
demostracion acabamos de terminar.

TEOREMA 4.4.5. — La funcion zeta de una curva proyectiva sin puntos singulares satis-
face las conjeturas de Weil.
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