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Abstract

The objective of this work is to study the definition and main properties of L,
Lyapunov constants, 1 < p < oo, for scalar ordinary differential equations with different
boundary conditions, although we deal with more details Neumann boundary conditions.

We will focus on the study of the characterization of such constant as a minimum of
some special minimization problem.

It includes linear resonant problems, but at the end of this work, we use the linear re-
sults to study nonlinear resonant problems, specific with Neumann boundary conditions.

To study all these problems, we have used differents techniques of Functional
Analysis.






Capitulo 1

Introduccion

Las desigualdades de Lyapunov que estudiamos en esta memoria tienen diversas aplica-
ciones. Comentaremos solo algunas de ellas.
Considérese la ecuacién de Hill:

u"(t) +a(t)u(t) =0,t e R (1.1)

donde la funcién a € Lp(R,R), es decir, el conjunto de funciones T-periddicas a(-) tal
que
a) o € L'(0,T).

Dos problemas importantes en el estudio de la ecuacién (1.1) son:

(P1) Estabilidad de (1.1); Cada vez que la solucién de (1.1) esté acotada diremos
que (1.1) es estable; en otro caso diremos que es inestable.

(P2) El estudio de la existencia de soluciones no triviales del problema de valor en
la frontera de Neumann:

{ u”(t) + a(t)u(t) =0, t € [t1,t]
u’(tl) = ul(tg) =0

los cuales estan fuertemente conectados.

Exponemos a continuacion resultados conocidos para (P1) y (P2).

Si a € Ly(R,R) y para algin n € INU {0} se verifica:

n2m? (n+1)%x2
e

(1.2)

entonces (1.1) es estable.
Sea c,d € L'(0,T), escribiremos ¢ < d si ¢(t) < d(t) c.p.d en (0,T) y c(t) < d(t) en un
conjunto de medida positiva.
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A principios del siglo XX, Lyapunov probé que si:

T 4
0 < a,/ a(t)dt < —, (1.3)
0 T
entonces (1.1) es estable (ver [3],[4]).

Claramente, (1.2) y (1.3) no estan relacionadas en general, en el sentido que ninguna de
ellas implica la otra.
Mas tarde, Borg (ver [5]) dio un resultado mds general: si

a € Lr(R,R)\{0}, tal que:
r e 4 (1.4)
[ a0 [Claa < .

entonces (1.1) es estable.

El resultado de Lyapunov es éptimo en el sentido siguiente (ver [3],[4]):
Para cada € € R, existen ecuaciones diferenciales intestables (1.1) para las cuales:

Las hipétesis (1.2) y (1.3) pueden ser vistas como un caso particular de un resultado
mas general. Para ver esto, introducimos la ecuaciéon paramétrica:

u'(t)+ (n+at)u(t) =0; peR. (1.5)

Entonces si N
M(a):neNU{0}y \n(a):neN

denotan, respectivamente, los autovalores de (1.5) para las condiciones de frontera
» periédicas (u(0) — u(T) =« (0) —u/(T) =0) y
» antiperiédicas (u(0) + u(T) = «'(0) +«/(T) = 0).

Lyapunov y Haupt prueban (ver [1],[2],[4]) que:

Ao(a) <1 (@) <hs (@) < A(a) < Aa(a) <As (@) <ia (@) < As(a) < ... (1.6)

Y que la ecuacién (1.5) es estable si:
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1€ (Aon(@) Azurt (@) U (Rznrz (@), Aania (@) (1.7)

Para algin n € INU {0}.
Como consecuencia, si para algin n € IN U {0}, se verifica:

Aan(@) < 0 <Agni1 (a) (1.8)
(0]
N2 (@) < 0 < Agnii(a), (1.9)

entonces (1.1) es estable. En este caso, decimos que u = 0 pertenece a la n-ésima zona
de estabilidad de (1.5).

En particular, (1.2) implica (1.8) o (1.9) y la condicién de Lyapunov (1.3) implica
)\o(a) <0<\ (a)

Excepto en casos muy especiales, no es facil obtener informacién del signo de los auto-
valores anteriores, y es en este punto donde la llamada desigualdad de Lyapunov puede
jugar un papel importante (ver [6]).

En este trabajo nos dedicamos principalmente al estudio del segundo problema. Estudia-
mos la definicién y principales propiedades de la constante L, de Lyapunov, 1 < p < oo,
para ecuaciones diferenciales ordinarias escalares, con diferentes condiciones de frontera,
en un intervalo dado (0, L).

Incluye problemas resonantes lineales y también problemas resonantes no lineales,
centrandonos principalmente en las condiciones de frontera de Neumann.

Un punto principal es la caracterizacién variacional de una constante como minimo de
algun problema especial de minimizacién, definidas en subconjuntos apropiados X, del
espacio de Sobolev H!(0, L). Esta caracterizacién variacional es un hecho fundamental,
ya que permite obtener una expresién explicita para la constante L, de Lyapunov, en
funcién de p y L.

En el Capitulo 2 estudiaremos la existencia de soluciones no triviales de un problema
lineal resonante con condiciones de frontera de tipo Neumann.

{ u’(z) + a(z)u(x) =0, z € (0, L), (1.10)

W(0) = /(L) = 0.
)

Si a(+) es una funcién constante A € R, (2.1) tiene soluciones no triviales si y sélo si A
pertenece al conjunto {\, = n?7?/L?* n € NU{0}}, es decir, el conjunto de autovalores
del problema de autovalor:

{ u”"(x) + Au(z) =0, z € (0, L), (1.11)

v (0) =u/(L) = 0.
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Por tanto, suponemos que a(-) es una funcién no constante y ademas pertenece al con-
junto

L
A= {a e LY(0,L)\{0} : / a(x)dx > 0y (1.10) tiene soluciones no triviales } .
0

Para la definicién de la mejor constante L, de Lyapunov, con 1 < p < oo, se define
previamente el funcional I, : AN LP(0, L) — R dado por:

L 1/p
@mw:MHu=<A mwmwm) WaeAnIP(0,L),1<p< oo,

Io(a) = ||at||oo = sup essa™, Va € ANL®(0,L).

Y por tanto, definimos la mejor constante L, de Lyapunov como:

= inf I 1 <»p<oo. 1.12
Bp aeAmHLlp(o,L) p(a); 1<p=oo (1.12)

Comenzamos nuestro estudio por el caso mds simple: el caso p = oco. Donde la cons-
tante S viene dada por el primer autovalor positivo del problema de autovalor (1.11).
Ademss, la constante B, se caracteriza por ser solucién del siguiente problema de mini-
mo (Teorema 2.4)

L

o0 (1.13)

fer
Xoo—{veHl(O,L):/oLv—O}.

Y se alcanza en una funcién

© = min
vEX 6 \{0}

(v')?
0

(
donde

2
™
P = T3

Seguidamente, en este mismo capitulo, estudiamos el caso p = 1, tnico caso donde el
infimo (), definido en (1.2) no es alcanzado. Pero cuya caracterizacién variacional viene

dada por (Teorema 2.6)
Lu/2
Br= min 0! 1.14)
weXa\{oy [full3 (

donde

X = {u € H'(0,L) : max u(z) + min u(z) = 0} )
z€[0,L] z€[0,L]
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Y ademas,
4

ﬂlZZ‘

En cuya prueba hemos usado la inyeccién compacta de H'(0, L) C C[0, L] y la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz.

Como ultimo caso, tratamos la caracterizacién variacional de 3, para 1 < p < oo

(Teorema 2.11), la cual viene dada por:
L
/ u/2
Bp = min_J,(u) in 0 —, (1.15)

= m
X0 T X\ (0 < /L’ )
u|p—1
0

L
X, = {ueHl(O,L) :/ \u!ﬂzlu:()}
0

Y se alcanza en la funcion
B == -1y > ( / (sinz)~/Pdw
L 75p(2p—1)1/p 0

En cuya prueba, juega un papel importante el Teorema de Multiplicadores de Lagrange
y la constante

donde

2

= inf
"= oy

que probaremos que es igual a 8, 1 < p < c0.

Ademaés para dicha prueba usamos dos resultados importantes:

1. El conjunto de problemas frontera

v (x) +B|v(w)|ﬁv($) =0,z€(0,L), BER" (1.16)
V'(0) = o/(L) =0 '
proporciona
= inf inf J 1.17
bp=nf inf Jp(v), (1.17)
donde
L
/ 1)/2
JP(U> - . p—1
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y para B € RT dado, Sp denota el conjunto de todas las soluciones no triviales de
(1.16).

2. Si v es una solucién no trivial de (1.16) para algin B € R™, entonces:

An’I%p
Jp(v) = ——7 — : (1.18)
L™ (p—1)"#(2p— 1P
donde
-1 /2
I= pT (sen )~ /Pda (1.19)
0

y m es el tnico nimero natural (dependiendo de v) satisfaciendo las propiedades:

xq es el primer cero de v en (0, L), L = 2nzg
V'(0) = v/ (2x9) = - = V' (2nx0) = 0,

w(@o) = - - = v((2n — D) = 0, (1.20)

v(x) # 0,0 (x) # 0, Va € (jzo, (j +1)20), 0 < j < 2n— 1.

Resumimos los resultados obtenidos en el Capitulo 2 en el siguiente Teorema:

Teorema 1.1 1. La constante 3, viene dada por:

(4
7’ sip=1,
1 2
A(p — 1 I+ w/2
Bp = ({p ) / (senz) " VYPdx | | sil<p< oo,

L2_5p(2p— 1)1/10 0

2 .

o Sip =00

2. Bp es alcanzado si y solo si 1 < p < oco. En este caso, 3, es alcanzado en un tinico
elemento a, € A, que no es constante si 1 < p < oo.

3. Bp es una funcidn continua como funcion de p € [1,400].

4. Si L es un numero positivo arbitrario, la aplicacion (1,00) — R,p — L_l/pﬁp es
estrictamente creciente.

Y por tultimo, tratamos un resultado de unicidad del problema

{ u'(x) + a(z)u(z) = f(x), z € (0, L),

)
W(0) = /(L) = 0, (1.21)

que viene dada por el siguiente corolario, el cual establece una relacion natural de la
constante 3, para los casos p =1y p = oco.
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Corolario 1.2 Sea a € L*\{0}, 0 < /La(:r;), satisfaciendo una de las siguientes con-
diciones: ’

1. la*|h < B1.

2. Existe algin p € (1,00) tal que ||a™||, < Bp.

3. Nla™ oo < Bo 0 [la™[[oc = Boo ¥ @ # aco.

Entonces para cada f € L>(0,L), el problema de frontera (1.21) tiene una unica solu-
cion.

En el Capitulo 3, estudiamos el problema lineal con condiciones de frontera de tipo
Dirichlet, dado por

u'(2) + a(z)u(z) = 0, = € (0, L),
{ u(0) = u(L) = 0. (1.22)

Usando las mismas ideas que para el problema de Neumann obtenemos
B =B, 1<p<oo, (1.23)

con ,BIJ)V la constante (3, obtenida en el Capitulo 2 y donde debemos sustituir los espa-
cios X, anteriores por el espacio de Sobolev H& (0, L), si necesidad de imponer ninguna
restriccién adicional.

También, en este capitulo, estudiamos de forma breve el caso peridédico, dado por el

problema
W"(t) + a(tyu(t) = 0, ¢ € (0,T),
{ u(0) — u(T ):u( W' (T) =0 (1.24)
y el caso antiperédico, dado por el problema
W'(t) + a(t)u(t) =0, t € (0,7),
{ w(0) + u(T) = u/(0) + u/(T) = 0. (1.25)

En el Capitulo 4, nos centramos en el uso de las desigualdades de Lyapunov para el
estudio de problemas resonantes no lineales. Para conseguir ésto, los resultados lineales
son combinados con el Teorema del punto fijo de Schauder.

Estudiamos un problema resonante no lineal con condiciones de frontera de tipo Neu-
mann, dado por

{ u'(x) + f(z,u(x)) =0, z € (0, L), (1.26)
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donde f:[0,L] x R — R, (x,u) = f(z,u) es continua.
El problema lineal asociado

{ W'(z) =0, z € (0,L),

W(0) = /(L) = 0, (1.27)

tiene soluciones no triviales (cualquier funcién constante) y ésta es la razén porque
llamamos a (1.26) un problema resonante.

A lo largo del capitulo estudiamos algunas hipdtesis que implican la existencia de solu-
ciones del problema (1.26).

Por tltimo, tratamos un resultado de unicidad de solucién del problema (1.26), en el
cual damos condiciones suplementarias en términos de ||5]],,1 < p < oo.

Teorema 1.3 Consideramos (1.26) donde se cumplen las siguientes condiciones:
1. f y fu son continuas en [0, L] x R.

2. 0 < fu(z,u) en [0, L] x R. Ademds, para cada u € C|0, L] se tiene f,(x,u(x)) # 0,
c.p.ten(0,L] y

L
/ f(x,0)dx = 0.
0

3. Para alguna funcién € L*(0,L), tenemos fu(z,u) < B(z) en [0,L] x R y B
verifica alguna de las condiciones dadas en el Corolario 2.15.

Entonces, el problema (1.26) tiene una unica solucion.

La prueba consta de dos parte: existencia y unicidad de solucién de (1.26):
= Para la unicidad de solucion usamos el Teorema del valor medio y el Corolario 1.2.

» Para la existencia de soluciones, reescribimos el problema (1.26) de una forma
equivalente, tal que las soluciones de (1.26) sean los puntos fijos de un cierto ope-
rador completamente continuo, y entonces, aplicamos el Teorema de Punto fijo de
Schauder.

Por dltimo, hemos incluido un Anexo, Capitulo 5, donde introducimos algunos resultados
utilizados a lo largo de la memoria.
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Condiciones de frontera de
Neumann, como un ejemplo de
problemas lineales resonantes.

Este capitulo se ocupard de la existencia de soluciones no triviales del problema lineal
homogéneo con condiciones de frontera de tipo Neumann:

{ u’(z) + a(z)u(x) =0, z € (0, L), (2.1)

W(0) = /(L) = 0.

Aqui w € H(0, L), el usual espacio de Sobolev (ver anexo), y la solucién es entendida
en sentido débil, es decir,

L L
—/ u’v'—i—/ a(x)uv =0, Yve HY0,L).
0 0

Si a(-) es una funcién constante A € R, (2.1) tiene soluciones no triviales si y sélo si A
pertenece al conjunto {)\n =n?n?/L2necNU {0}}, es decir, el conjunto de autovalores
del problema de autovalor:

(2.2)

{ u’(x) + Mu(x) =0, z € (0,L)
w'(0) =4 (L)=0

En efecto, calculamos los autovalores del problema (2.2): su polinomio caracteristico es
PHA=0=r==+v-X\
y por tanto, la solucién general de la ecuacién sera diferente segin el signo de A.

= Si A\ <0, la solucién general es

u(z) = CreP* + Cae P?,

14
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conp=+v—-X>0y Ci,Cy € R. Imponiendo condiciones tenemos:
u'(0) = p(Cy — Co) =0 = C = Oy,
(L) = CipePt — Cope Pl = C’lp(epL + e_pL) =0=C1=Cy=0=u=0.
Por tanto, ningiin A < 0 es autovalor del problema (2.2).
= Si A =0, la solucién general es
u(x) = Cy + Cox, C1,Cy € R.

Por tanto,

w'(0)=Cy=0
UI(L) = CQ =0
Entonces A = 0 es autovalor con autofunciéon ug = C1.
= Si A >0, la solucién general es

u(z) = Cj cos Bz + Cysen Sz,
con B=vVA>0yCy,Cy € R.
Aplicamos las condiciones y tenemos:
uW'(0) =Ce8=0 = Cy =0,
W'(L) = —C1BsenBL = 0.
Para tener solucién no trivial debe ser C; # 0. Por tanto, para ello
BL =nm

y obtenemos

n?n?

Ap = 2 conn=12 ...

Lema 2.1 Los primeros autovalores del problema (2.2) vienen dados por el cociente de

Rayleich:
L

(u')?

M= min 22— =0,

we H\ {0} /L ,
u
0

L
e .
A =min 20— conVlz{ueHl(O,L);/ uzO}.
0

Vi L L2
u
0
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Por supuesto, el problema (2.1) es mas complicado si a(-) no es una funcién constante.

Para continuar con la definicién de la constante de Lyapunov, suponemos a lo largo del
capitulo que a € A, donde el conjunto A estd definido como:

L
A= {a € LY(0, L)\{0} : / a(x)dxz > 0y (2.1) tiene soluciones no triviales } . (2.3)
0

Por otro lado, para cada p con 1 < p < oo, podemos definir el funcional
I, : AN LP(0,L) — R dado por:

L 1/p
Iy(a) = ||la™]|, = </ ]a*(a:)|pda;) ,Vae ANLP(0,L), 1 <p< 0.
0
Y para p = 0o, definimos
Io(a) = ||la¥||oc =sup essa™, Va € AN L¥(0, L), (2.4)

donde a’ es la parte positiva de la funcién a (es decir, a™(z) = méx{0,a(x)}), vy
sup essa™ es el supremo esencial de la funcién at (ver anexo).

Dado que los autovalores positivos del problema de autovalor (2.2), pertenecen al con-
junto AN LP(0, L), la constante no negativa:

= inf I 1<p< 2.5
B aEAr%?P(O,L) p(a), 1<p<oo (2.5)

esta bien definida. Debido al trabajo de Lyapunov para condiciones de frontera de
Dirichlet y p = 1 (ver [7],[3],[4]), lamaremos a la constante 3,, definida en (2.5), la
mejor constante L, de Lyapunov.

Observacién 2.2 Necesitamos la positividad de

/OL a(x)dz

para probar que la constante 3, es estrictamente positiva. De hecho, si el conjunto A en
(2.3) es sustituido por

T = {a € L'(0,L)\{0} : (2.1) tiene soluciones no triviales},

entonces la constante
= inf Iya); 1 <p<o0
T a€YNLP(0,L) p( ilsps
es cero, para cada p, 1 < p < oo. Recordar que 0 es el primer autovalor de (2.2)
(Lema 2.1).
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Observacién 2.3 El estudio de la constante (3, puede ser visto como un problema
de control éptimo: el conjunto de control admisible es A N LP(0, L) y el funcional que
queremos minimizar es I,. De manera que, advertimos que la condicién

(2.1) tiene soluciones no triviales, (2.6)

es dificil de manejar desde un punto de vista matematico y ésta es la principal difi-
cultad del problema. Debido a esto, uno de los principales propdsitos es conseguir una
caracterizacion variacional de la mejor constante de Lyapunov (3.

2.1. Caso p = .

Comenzamos con el caso mas simple: p = co. En este caso, la constante 5., no es nada
mas que el primer autovalor positivo de (2.2). La prueba usa dos ideas bésicas:

1. La desigualdad de Hélder (ver anexo).

2. La caracterizacién variacional de los autovalores de (2.2) (Lema 2.1).

Teorema 2.4 .

(U/)Z 2

. 0 ™
o= min —=———=—
vE€X o0 \{0} L, L2
v
0

Xoo:{veHl(O,L):/OLv:O}.

Demostracion: Sea a € Ay u € H*(0, L) una solucién no trivial de (2.1). Multiplicando
(2.1) por v € H'(0, L) obtenemos:

donde

—u"(z)v(z) = a(z)u(x)v(z) VYve HYO,L).

Integrando:
L L
—/ u"v:/ aw Yv e HY0,L),
0 0

de donde aplicando integracién por partes obtenemos:

ya que v'(0) = /(L) = 0.



Capitulo 2

18

Por tanto, tenemos:
L L
/ u’v':/ auwv Yo € HY(0,L).
0 0

Por otro lado, integrando en (2.1):

donde volvemos a integrar por partes:

/OL u//(x)d:L‘:—/OL u//(x)-ld:z::—/oL () - 1dz =
:_<“'(L)'1—U(0) 1—/Lu’-1’d:c>:o
[ e

En particular, tomando v = u en (2.8) tenemos:

L L L
/ u? = / au2; / au = 0.
0 0 0

Por lo tanto, para cada k € R, tenemos:

L L L L L
/ (u+k)’2:/ u’2:/ au2§/ au2+k2/ a=
0 0 0 0 0
L L L L L
:/ au2—|—k2/ a+2k‘/ au:/ a(u+l<:)2§/ a™(u+ k)2
0 0 0 0 0

Aplicamos la desigualdad de Hélder:

L L
|t w2 <l e [ b?
0 0
y por tanto:

L L
u 12 CL+ u 2.
LA( B2 HmA (u+ k)

(2.9)

También, como la funcién a pertenece a A, u es una solucién no constante de (2.1).

Por consiguiente:

/L
u—l—k
o™ ||oo > 07

Z L
/ u—l—k‘
0
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Ahora elegimos kg € R tal que:

L
/ (u+ ko) = 0. (2.10)
0

Entonces,

la™ oo =

L L
JACEE o
O > iof O —__ VYgeA

L 0 - L LQ’ )
0 0

J

primer autovalor de (2.2), dado por el cociente de Rayleich (Lema 2.1). Ademas, sabemos
que el anterior infimo es, de hecho, un minimo y que el valor de ese minimo es Z—z
(Ver [9]). La desigualdad anterior implica

2

m
foo 2 T
Ya que la funcién constante
2
T
a(x) = 7

es un elemento de A, entonces por definicién de 3, tenemos

2

T
o < 7.
Y por tanto, deducimos que
2
O
Observacidén 2.5 La constante S fue definida en (2.5) como un infimo, pero podemos
2
T
observar que este infimo es alcanzado en un tnico elemento a., € A, dado por ae = Iz

2.2. Casop=1.

Ahora estudiamos el caso p = 1. Este es s6lo el caso donde el infimo Bp, definido en (2.5)
no es alcanzado. La prueba es inspirada por Borg (Ver [5]), pero el siguiente teorema
ademas aporta una caracterizacién variacional de (.

Teorema 2.6

12
4
0
= min = — 2.11
weitioy ol ~ T (2.11)
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donde

X, = {u € HY(0,L) : zren[g?](:]u(a:) + ngéﬁ]u(x) = 0} )

Demostracion: Primero observar que la existencia de miny rju y maxjg ) u se debe a
la inyeccién compacta de H'(0, L) C C[0, L]. Por tanto, cualquier funcién de H'(0, L)
tiene un representante en C[0, L], teniendo por tanto méximo y minimo (Teorema 5.8).
Probamos en primer lugar que

min o = —. 2.12

weXi\o} lullZe L (212)

Para hacer esto, siu € X1\{0} y z1, 22 € [0, L] son tal que u(z1) = I[nz}j( u, u(xg) = I[IIILI]IU,
0, 0,

entonces ||u||co = maxu = —min u.
[0,L] [0,L]

Claramente, no es restrictivo asumir 7 < x».

Denotemos I = [z, z2]. Por lo tanto, tenemos:

L
/ UIQZ/UIZ.
0 I

Entonces, si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

() = () = (/) <¢ 12>:</lua>.m_m

ST —a1
Por tanto, tenemos:

s [ (/ 1)’ ( [) s

Ty —x1 X221 T2 — X1
9 (2.13)
<minu — méx u> (2méax u)? 9
oL forl /) _ b " _ A5 o 42
o — X1 To — X1 ro—x1 L oo

Por lo tanto,

L
/u/Q
inf 0

in 5 >
ueX:\{0} [|ul|Z

h\yp
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Por otra parte, si

v(x) = — g, Vo e X1\{0}.

Donde v'(z) =1, ||v||oo = méxv(z) = L/2 y I[(I)qu]w(x) =-—L/2.

[0,L]
Por tanto,
Lo
/
/0 oL 4
ol (52 L
Esto prueba (2.12).
Ahora, veamos que
8 = 4
1= 7

Para ver esto, si a € A y u € H'(0,L) es una solucién no trivial de (2.1), entonces
usando la desigualdad de Holder, obtenemos para cada k € R

/OL(u+k)'2§/OL a(u+k)2§/OL atut k) <

< [la*[[ll(u + k)| [3-

L
/ (u + k)l2
la™ |l >
I[(u+ KI5

Veamos que podemos elegir kg € R tal que v + kg € X;. En efecto, tomando

Y entonces:

)+ )

2 )

ko =
tenemos

méax (u+ ko) + min (u+ ko) = méx w+ min u+ 2kg = 0.
z€[0,L] xz€[0,L] z€[0,L] xz€([0,L]

Y por tanto u + kg € X;.

Por tanto, si elegimos kg € R tal que u + kg € X1, entonces:

L
/ (U + ko)lQ
JO >

4
la™(lr > > =
(u+ko)llZ — L

VaeA. (2.14)

Por lo tanto,

p1 >

SIES
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También, podemos definir una sucesion minimizante de la siguiente forma. Sea
{u,} C C?[0, L] una sucesion tal que

n () = <x - 5) Vae (:LL _ 1) Ll (0) = o (L) = 0;

1
ur(x) >0,Voe0,1/n); ul(z)<0,Vxe (L - ,L] .
n
Luego, si definimos la sucesién de funciones continuas a,, : [0, L] = R como
an(z) =0,Vx € [1/n,L —1/n]

an(z) = ;“;ég) Vo e[0,1/n]U[L - 1/n, L]

tenemos que a, € L>(0,L), a,, > 0 c.p.d en (0, L), ay, es no trivial y ademds u, y an

verifican
{ ul (z) 4+ an(z)un(z) =0, en (0, L)
ul,(0) = u, (L) = 0.

n

Por lo tanto, a, € A, Vn € IN. Ademas:

[la= [t [ g [ [T e

min
[0,1/7] [L—1/n,L]
1 1/n 1 L ul,(1/n) /(L —1/n) 1 1
L 1/ (@) + 7 1/ —u ()= 1T+~ =g Ttz T
37w /o T T nJL-1/n T T ITn 2w

Donde hemos usado

p L 1 ) 1
min (—u,) = = — —; min  (u,) = = — —.
[0,1/n] 2 n [L-1/n,L] 2 n

Tomando limite con n — oo, tenemos ||a™*||; =4/L y por tanto 8, = 4/L.

Observacién 2.7 El infimo (1, definido en (2.5), no se alcanza, es decir,
n 4
la*[[i> 7, VaeA (2.15)

Para demostrarlo, sea a € A tal que ||at|[; = 7.
Sea u una solucién no trivial de (2.1) y ko € R tal que u + ko € X, obtenemos:

L
/(U+k0)'2§ 1w + ko) |2
0

o~
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Por otra parte, dado que u + kg € X1, deducimos de (2.12)

L
/<u+ko>'2> 1+ ko)l .
0

Ik

Por lo tanto,
L 4
| ko) = i+ ko)
0 L

Entonces, para cada funcién u + kg, todas las desigualdades de (2.13) se tranforman en
igualdades.
En particular, zo = L,2z1 =0y

</OL(u+ ko)’>

De nuevo, la desigualdad de Cauchy-Schwarz (en este caso igualdad) implica que la
funcién (u + ko) es constante en [0, L]. Teniendo en cuenta que u + kg € X;\{0},
entonces

2

L
= L/ (U =+ k‘o)/2.
0

%iﬁi(u(x) + ko) + l[ré{fLr]l(u(x) + ko) = 0.

Ademsds, sea K € R una constante no trivial, tenemos
(u+ko) =K yu(x)+ky=Kz+C.

Por tanto: %07

Entonces, u(x) + ko = K (x — L/2),Vz € [0, L], y para alguna constante K no trivial.
Entonces de (2.1), deducimos que a = 0, lo cual es una contradiccién.

Como una aplicacion de los Teoremas 2.4 y 2.6 para el problema lineal

u'(x) + a(z)u(x) = f(x), z € (0, L),
{ w'(0) = u'(L) =0, (2.16)

tenemos el siguiente corolario.

L
Corolario 2.8 Sea a € L*\{0}, 0 < / a(x), satisfaciendo una de las siguientes con-
0

diciones:
4
L flat|lh < fr =7

2
m
2. lat|oo < Boo = 2 Y a™ no es idéntica a la constante Boo.
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Entonces para cada f € L>(0,L), el problema de frontera (2.16) tiene una unica solu-
cion.

Demostracion: Para la prueba usamos el siguiente corolario.

Corolario.[Consecuencia del Teorema de alternativa de Fredholm]
Consideramos el problema

W'(z) + a(@)u(z) = ()
(Nm{um%=

Si el problema homogéneo

tiene como solucién unica la solucion trivial, entonces existe una tinica solucién del pro-

blema (NH).

Por tanto, el corolario es probado si el problema homogéneo

u"(z) +a(x)u(z) =0, z € (0, L),
{ W(0) = /(L) = 0, (2.17)

tiene solo la solucién trivial. En efecto, supongamos que se verifica

4
ot < By = 7,

lo cual es una contradicién con el Teorema 2.6 y Observaciéon 2.7, ya que se debe cumplir
L4
||CL H1>EVQGA'

Por otro lado, si se verifica

2

2

y a® no es idéntica a la constante (.. Entonces tenemos una contradiccién con el
Teorema 2.4 y Observacién 2.5.

Por tanto, el problema homogéneo anterior tiene sélo la solucién trivial y en consecuencia,
el problema de frontera (2.16) tiene una tnica solucién.

"a+"oo < foo =

O

Observacién 2.9 En el corolario anterior, las condiciones en la funcién a(-):

la* |1 < A1

2.18
l|at]]oo < Boo = Z—z y at no es idéntica a la constante Sy (2.18)
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son dadas, respectivamente, en términos de la norma en L', ||a*||; y la norma en L,
[la™||so- Recordar que

L
Ha*HLuQL>::j€ la*] < Llla*||z=o.0).

Claramente, no estan relacionadas en general, en el sentido que ninguna de ellas implica
la otra.

En el siguiente teorema consideramos el caso 1 < p < oo, y establecemos otras condicio-
nes diferentes dadas en términos de la norma de LP, |[a™||,, 1 < p < co. Mostraremos

una relacién entre los casos p = 1y p = oo en (2.18) y estudiamos qué ocurre para
p— 1Ty p— oo

2.3. Casol<p<oo.

Con el fin de motivar la caracterizaciéon variacional de la constate 8,, 1 < p < 00, que se
discute en el siguiente teorema, teniendo en cuenta que sia € ANLP(0,L) y u € H'(0, L)
es una solucién no trivial de (2.1) entonces:

L L
/ u'v':/ auwv, Yove HY(0,L).
0 0

En particular, tomando v = u y v = 1, tenemos respectivamente

L L L
/ u? = / au?, / au = 0. (2.19)
0 0 0
Por lo tanto, para cada k € R, tenemos (recordamos que fOL a> 0)
L L L L L
/(u+k)’2:/ u’2:/ au2§/ auz—i-kQ/ a=
0 0 0 0 0
L L L L L
:/ au2—|—/ k2a+2kz/ au:/ a(u+k)2§/ a™(u+k)>.
0 0 0 0 0

Por la desigualdad de Hélder se deduce que:

L
A<u+maswﬁmmu+mmg,

Teniendo en cuenta la desigualdad anterior, ya que u es una soluciéon no constante de
(2.1), u + k no es idénticamente la funcién cero, tenemos el siguiente lema:
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Lema 2.10 Se verifica la siguiente desigualdad

L
/ (u+ k)2
~o__ Va e A.

™|, > (2.20)
P+ Ry

Este razonamiento sugiere la minimizacién de un funcional como el anterior sobre algunos
subconjuntos apropiados de H'(0, L). Motivado por el caso p = oo (Teorema 2.4), este
subconjunto apropiado podria ser del tipo:

L
{u € H'(0,L) : / luMP)y = 0} ,
0

2
donde A(oco) = 0. Aqui elegimos A(p) = 1 Para entender porqué esta eleccién es

adecuada, debemos ver en detalle la prueba del siguiente teorema, especialmente la parte
donde el Teorema de Multiplicadores de Lagrange es aplicado (ver anexo).

Teorema 2.11 Sil <p< oo

L
/ u/2
7 0

min =
P

Bp = min_ J,(u)

oy P T X =

MO} /oL N
(/ IUIP1> (2.21)
0

N /2 2
— 24(117 ) </ (sinx)_l/pdx>
L 75p(2p — 1)1/17 0

L
X, = {uGHl(O,L) :/ |u|1031u:0}
0

donde

Demostracion: La prueba se llevard a cabo en tres etapas:

1. El problema de minimizacién en (2.21) tiene solucién.

La prueba de este hecho es estandar: primero demostramos que cualquier sucesién
minimizante es acotada en el espacio de Hilbert H'(0, L). Luego usaremos que el
funcional considerado es débilmente semicontinuo inferiormente para concluir que
el infimo es alcanzado.
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Denotemos:
m, = inf J,. 2.22
p= b (2.22)

Si {un} C Xp\{0} es una sucesién minimizante, entonces {k,u,} donde {k,}
es una sucesion arbitraria de ndmeros reales no nulos, es también una sucesién
minimizante, ya que

Ip(un) = Jp(kntin).

Por tanto, podemos asumir sin pérdida de generalidad que

L 2%
/ |un|P—1 =1.
0

Debido a la inyeccién compacta de H(0, L) en C[0, L](Teorema 5.8), tenemos que

Jp(uy) es acotada, y por tanto
L
{[ e
0

es también acotada. Ademds, ya que u, € X,\{0} se tiene que

L 2
/ |un‘ﬁun =0,
0

y por tanto para cada u, existe x, € (0, L) tal que u,(z,) = 0. Ahora,
x
U () :/ u'(s)ds, Vxe(0,L)
Tn

y la desigualdad de Holder implica que {u,} es acotada en H'(0, L). Asi, podemos
deducir, que para una subsucesién, u, — ug en H'(0,L) (convergencia débil) y
un, — ug en C[0, L], con la norma uniforme. La convergencia en C0, L] nos da

L g L 5
/|uo|p—1=1,/ ol 7T = 0,
0 0

y entonces ug € X,\{0}. Como el funcional J, es débilmente semicontinuo infe-
riormente (Ver [10]), la convergencia débil en H'(0, L) implica

Jp(uo) < liminf J,(uy,) = myp.

Entonces ug es un minimo. Definimos,

L 2%
X, = {ue H'(0,L) : p(u) = 0}, p(u) = /0 ul7 T,
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y por otro lado, definimos H : H*(0, L) — R como:

—1

L L =
H(u):/o u'Q—mp</O \u|z’2p1>

Entonces si ug € X,\{0} es cualquier minimo de Jp,, veamos que podemos aplicar
el Teorema de multiplicadores de Lagrange (ver anexo). A continuacién vamos
a usar la derivada de cierto funcional en espacio de Banach. No describiremos
formalmente la forma de calcular dicha derivada (ver [16]), pero si usamos su
expresion. En efecto,

L
, p+1 2
@ (uo)v="—= [ |ug|?~Tv.
p—1Jo
Y por tanto,
L
/ o ptl1 1+2p+1/ 2 p+1
puo)ug = —— ; |uol =1 [uolP=1 =—— #

Y deducimos ¢'(ugp) # 0. Por tanto, el Teorema de Multiplicadores de Lagrange
implica que existe A € R tal que

H' (ug) + M/ (ug) = 0 < H' (ug)v + A’ (up)v =0, Vv € HY(0, L).

Por otro lado, veamos que se verifica:

a) H'(up)(1) = 0.
b) H'(up)(v) =0, Vv e HY(0,L) tal que ¢ (ug)(v) = 0.

¢) Existe v € H'(0, L) que podemos escribir de la forma v = a +w,a € Ry w
satisfaciendo ¢'(ug)(w) = 0. Y por tanto, H'(ug)v = 0.

En efecto,

a) Tenemos

) =2 [ “Wh) —m (/ ’ |u|f—”1>1/p2_p1 OL =

p p
Entonces,
L L -1/p L
—1 2p_ 2 2
=2 [ a)-m L ([Tal) 2 e o
0 P 0 p—1Jp
ya que

L 2
/ |U/O‘ﬁu0 =0.
0
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b) Sea v € H(0,L) tal que ¢'(ug)(v) = 0, entonces, ya que
H'(ug)v + A¢' (ug)v = 0

tenemos H'(ug)(v) = 0.

¢) Seav € H(0, L), suponemos que I € Ry Jw tal que ¢’ (up)w = 0, entonces
podemos escribir v como v = « + w.

Sea a € R a elegir, tomamos w = v — « e imponemos ¢’ (ug)w = 0, por tanto,
tenemos

?(10) (v)

¢ o) = ¢! (uo) (v) — g/ (uo) = 0 45 0 = £ 70

Por tanto, concluimos que
H'(ug)(v) = H'(uo) (e +w) = H'(uo)(a) + H'(up)(w) =
= aH'(uo)(1) + H'(uo)(w) = 0.

Lo cual implica que ug satisface el problema

N )
V' (z) +my </0 ]v|ﬁl> lv(z)|P~Tv(x) = 0; v'(0) = (L) = 0. (2.23)

2. La constante 3, es igual a la constante m,,.

Previamente al teorema, hemos probado que si a € ANLP(0,L) y u € H*(0, L) es
una solucién no trivial de (2.1), entonces (2.20) es valida para cualquier
k € R. Luego, si para cada a € AN LP(0,L) y cada u, solucién no trivial de
(2.1), podemos elegir ky € R tal que u + ko € X, deducimos

Bp > my.

Reciprocamente, si u, € X,\{0} es un minimo de J,, entonces u,, satisface (2.23).
Por lo tanto, si denotamos

Ay =my ([ rv\fﬂ)_l/p, (2.21)

tenemos que Ap(up)]up\% e ANLPO,L)y

2 L 2p 1/p
||Ap<up>|up|p—1||p=< / Ap<up>p|up|p_1> o,

Luego
Bp < myp.

Y por tanto 8, = my.
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3. Integracién de la ecuacién de Euler (2.23) para obtener m,,.

El célculo explicito de m,, es un asunto muy delicado y técnico, pero las mismas
ideas pueden ser usadas en muchas otras situaciones. De hecho, el método que usa-
remos a continuacion puede ser usado cuando tenemos un detallado conocimiento
sobre el nimero y distribucién de ceros de soluciones no triviales v de la ecuacién
(2.25) siguiente y su primera derivada v'.

Comenzamos con el método: si u, € X,\{0} es un minimo de .J,, hemos probado
que u, satisface un problema del tipo:

{ o (z) + Bw(@‘%q)(x) =0,2€(0,L), (2.25)
’UI(O) = 'U/(L) = 07

donde B es una constante real positiva. Adema&s, podemos observar que si v es una
solucién no trivial de (2.25), entonces integrando en (2.25)

/OL "(z)dz + B /OL lo(2)| 7 To(z) = 0,

L 2
=v'(L) —'(0) + B/o |v(z)|P~Tv(z) = 0.

Por tanto, ya que v'(L) = v'(0) = 0, se sigue que

L 2
| 1@ —o.
0
Por lo tanto, v pertenece a X,,\{0} y entonces si para cada B € R dada, denota-
mos Sp el conjunto de todas las soluciones no triviales de (2.25), se verifican:

» Simy, = Jy(up), entonces u, € Sp y por tanto

myp = Jp(up) = %1Bf Jp(v) = i%f vl/e%fg Ip(v).

» Siv e Sp, entonces v € X, y Sp C X, por tanto

inf J, <infJ,= inf J,<inf inf J .
ik, Jp sy = qf gy < tof i Jp(v)

Por lo tanto, tenemos

inf inf J,(v) =m,.
BeR+veSp T (v) P
Ahora, sea B € R' un ndmero fijo y v solucién no trivial de (2.25). Primero,
nuestro principal objetivo es calcular v en el intervalo [0, L] y luego, calcular J,(v).
Estda claro que podemos asumir sin pérdida de generalidad que
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v(0) > 0. Observar que si v(0) = 0 entonces v = 0. Ademds, ya que v € X,,\{0}, v
debe cambiar de signo en (0, L). Sea xq el primer cero de v en (0, L).

a. La funcién v en [0, xo).

La funcion v satisface el problema de valor inicial

w”(z) + B|w(:n)|p%1w(x) —0,
{ w(0) = v(0); w'(0) = 0, (2.26)

y este problema tiene una tunica solucién definida en R (resultado de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias).

Si z € (0,z0) es fijo, multiplicando ambos términos de (2.25) por v’ e integrando
en el intervalo [0, x], obtenemos:

o (@) (2) + Blo(@)| 7 To(@) () = 0

:>/ Blv(z)|?- 11) () (x)dx = /Oxv”(x)v’(x)dx.

B/ ]v(x)\%v x)dx =B /\v |P 11) (x)dx
0

=B(p2;”(|v< I~ o))

Donde

Y por otro lado,

Por tanto, tenemos

()2 _ 2p 2p
_(’U (2 ) _ B(p-1) (’v(x)‘ﬁ _ |U(0)|ﬁ) ) (2.27)

En el intervalo (0,x¢) la funcién v satisface v(z) > 0y v'(z) < 0 (ver (2.25)) y

entonces:
Vi) = - [ Pl - i), (2.28)

Por lo tanto,

t
para cualquier z € (0,x0). Haciendo el cambio de variables s = U((O)) obtenemos
v
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— ! dS —
-/ e

[o(O)|7 [1 - s

B 1 ds n ¢ ds
- 0 27,,]1/2 0 gpr/z'

[0(0)[7T [1 _ o [0(0)[7T [1 _ T

Y podemos escribir la relacién anterior como:

(1) + <ZE§;) —= [B(pp_l)] Wx, VY € (0,z0),

donde ¢ : [0,1] — R es una funcién estrictamente creciente definida por:

o= [ —%
")

1—sp-1

Si ¢[0,1] = [0, I], entonces (¢(1) = I):

v(x 1 _ 1/2
UE0§ =g [[ —v(0)71 <B(ppl)> x] , Va € (0,z0). (2.29)

Ademas, como v(zg) = 0, obtenemos:

. B 1/2
I —v(0)r1 (B(pl)) zo = 0.
I » 1/2\ P—1
v(0) = <330 <B(p—1)> ) ) (2.30)
Finalmente,

v(z) = (I <p>1/2>p_1 oL <I - Ix) Va € [0, o). (2.31)
20 \B(p — 1) xo )’ ’

b. Ahora, podemos calcular v en [xq, 2x¢], [2z¢, 3z¢], . . . .

Por tanto,
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Para hacer esto, el problema de valor inicial

2
w”(z) + Blw(z)|7~Tw(x) = 0, (2.32)
w(zg) = v(zg) = 0,w'(z0) = v'(x0).
tiene una unica solucién definida en R.
Sea z(x) = —v(2z9 — x), © € (x0, 220), la cual verifica
2(x) = (2m9 — )

y por tanto,

2(wo) = —v(wo) = 0y 2'(0) = v'(20).

Ademas,

"
z

)+ Bl2(2)|7T 2(z) = —v" (220 — z) + Blo|7-1v = 0.
Por lo tanto, z(z) = —v(2x9 — ),z € (x0,2x0) es una solucién de (2.32) y nos
proporciona v(z) = —v(2zxg — x), V& € (2o, 2x0).

De una forma analoga, el problema de valor inicial

w”(x) + B\w(x)|p%1w(x) =0,
{ w(21’0) = Q}(on)’ w/(Q.CC()) _ v/(2$0) —0. (233)

tiene una  Unica solucién definida en R. Ya que la funcién
v(dxg — x),x € (2x0,3x0), es una solucién de (2.33), nos proporciona
v(x) = v(dxo — ), Vo € (220, 320).

Ahora, podemos repetir este procedimiento en los intervalos [nzg,(n + 1)xg],

Vn € IN, obteniendo:

v(z) = —v(2zx0 — x), Vo € [x0, 220]
v(z) = v(dwo — x), Vo € [220, 3x0]

v(z) = —v(6z — ), Yz € [3z0, 410 (2.34)

La conclusién es que si v es una solucién no trivial de (2.25) para algiin B € R*
y xg es el primer cero de v en (0, L), entonces L = 2nx( para algun n € IN.

A continuacién calculamos J,(v).

Se deduce de los razonamientos anteriores que

Jp(v) = T = . (2.35)
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De (2.27) obtenemos

/Oxo V' (z)|*dz = B(pp—l) [_ /01’0 lo(2)|7 T dz + m0|v(0)|,,2_”1] (2.36)

y de (2.31) obtenemos:

[ (G ) ) ()] o e

Haciendo el cambio de variables s = ¢! (I (1 — %)) , tenemos

2p
o 2p I P 1/2 o [1 2o 2p \ —1/2
-1 = _ - —1 _ 1
/0 lv(z)|» (a:()( (p—l)) I/o sP (1 5P ) ds. (2.38)

Integrando por partes la expresion anterior con

p+1

f(s) = S,gl(s) = gp-1 (1 _ 8%>_1/27

2p
Jo e —(xo () ) THe W

Si sustituimos esta expresion en (2.36) y, ademds, tenemos en cuenta (2.30), obte-

deducimos:

nemos (recordar que L = 2nz)

0 Bo-1) (1( » A" »
o (x)Pde = ——a0 | — <> . 2.40
| W) . 0<x0 e S (2d0)
Ahora podemos sustituir (2.39) y (2.40) en (2.35). Y tenemos

Blo_1 1/2\ 2P
2020y (ai) <7B(§fl)) ) 7T
Jp(v) = p—1
r
I)

1/2\ 2P
I x —1
<2” <zo = ) T o
op, Bp—1) pa p 12\ # p
n=p %0\ 2 \BOp-D 2p—1

P
2p\ 2p—1 P P
e (o (p %1 (p=1) 7T
(20) 7 ((‘TO (B(P*1)> 0
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1 2
(2n)1/px0/pi—gp B Ll/p[2p

@)1 - 1)1

Y por tanto, tenemos

T(v) = an’I%p
P LA e(p — 1)V e(2p — 1)U

(2.41)

En este punto, debemos observar dos cosas:

a) Jp(v) no depende de B.
b) Todos los valores de n € IN son posibles en (2.41).

De hecho si g = L/2n, la férmula (2.31) define una solucién no trivial de (2.25).
Por lo tanto, el infimo m, es alcanzado si n = 1. Finalmente, haciendo el cambio

p
de variables sr—1 = sent, obtenemos:

1 —spr-1

1 1 w/2
I= ds =P K, donde K = (sent)~/Pdt.
0 ( 2—”>1/2 p 0

Esto da:

B L2=Y/pp(2p — 1

1)t /2 ?
mp Hp—1) G (/0 (senx)_l/pd:c> . (2.42)

O

Observacién 2.12 Para estudiar otra condicién de frontera, parece esencial destacar
los hechos basicos del procedimiento anterior.

Enfatizamos que si v es una solucién no trivial de (2.25) y ¢ es el primer cero de v en
(0, L), entonces L = 2nx para algiin nimero natural n > 1y, en adicién,

v'(0) = (2x0) = -+ =V (2nx) = 0,

v(zg) = =v((2n — 1)zp) = 0, (2.43)

yvu(x) # 0,0 (x) #0,Va € (jzo, (j + 1)zp), 0 < j < 2n—1. Estas propiedades permiten
calcular, en una forma explicita, las funciones v y v’ en [0, L] y por consiguiente, encontrar
el valor de J, dado en (2.41).

Lema 2.13 (3, es una funcidn continua como funcion de p € [1,4o00]. Donde
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4 ) 1
T stp=1,
L A(p—1)"* /2 2 ’
— P
Bp = 5 lp ) / (senz) YPdx |, sil<p<oo,
L vp(2p —1)1/p \Jo
2
T y —
L ﬁ’ ST p = OQ.
Demostracion: Primero tenemos que probar
lim 8, = Bu.
p—o0

Donde

2
_ 4(p — 1)1+1/p /2 —1/p
Bp = T 1rp(2p — 1177 /0 (senz) “Pdx | .

w/2 2 2
lim (/ (sen x)l/pdx> =T
pP—© 0 4

I _ 4
pggo L2/  [2°

Es trivial, que

Por otro lado,

(p—1)*r L p-l (p—1>1/p_1

p—oo p(2p — 1)1/17 o plﬁnolo P 2p—1

Por tanto, tenemos lim 3, = Bu.
p—o0
Para terminar la demostracion tenemos que probar que

lfm S, = Bi.

p—1t

Al — 1) /2 2
Bp = (lp ) (/ (senz) VPdx | =
L* vp(2p—1)/r \Jo

1 2
CAp—1) (- 1)? [ “1p
= L27%p(2p o /0 (senz)” Pdx

En efecto, ya que

y ademas,

1
P:l.

4 4 _
lim ==, lim(p—1)"'7F

p—1t L2_%p(2p _ 1)1/p L’ p—1t
Basta con probar

w/2
lim (p — 1)/ (sint)~YPdt = 1. (2.44)
0

p—1t
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Para ver esto, ya que
sent <t, Vte (0,7/2),

tenemos que

(sent)"VP > (£)7YP vie (0,7/2).

Por lo tanto:

/2 /2 —ytl
(p—UK;(%nﬂl”ﬁzﬂp_mll(wlmﬁ:%p_mgl+1:

(/)5 ()

= (p - 1) p—1 9
p
Asi que,
/2
lim inf(p — 1)/ (sent)~YPdt > 1. (2.45)
p—1t 0
Por otro lado, como
., sent
lim =1,
t—0 t

tenemos para cada ¢ € (0, 1), existe ¢ty € (0,7/2) tal que

sent

>1—¢,Vte(0,t).

Por lo tanto,

w/2 to /2
(p— 1)/0 (sent)"VPdt = (p — 1)/0 (sent) " /Pdt + (p — 1)/ (sent)~V/Pd

to
to w/2
<(p— 1)/O (1—e)~ VP 1Pdt 4+ (p — 1)/0 (sento) ~Y/Pdt

= (1= (1) 5 + (p— Disento) # (T — ).
Por tanto:

p—1+

/2
lim sup(p — 1)/ (sent)~V/Pdt < %, Ve e (0,1).
0

Y consecuentemente

w/2
lim sup(p — 1)/ (sent)~YPdt < 1. (2.46)
0

p—1t

Finalmente, con (2.44) y (2.45) hemos probado

lim = P1.
p—1t 61) IB
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O

Lema 2.14 Si L =1y 1 < p < q < oo, entonces 8, < B4. Como una consecuencia
trivial, si L es un nimero positivo arbitrario, la aplicacion (1,00) = R, p — L_l/pﬁp €s
estrictamente creciente.

Demostracion: Ya que 3, es una funcién continua de p, es suficiente probar que 8, < f,
cuando 1 < p < ¢ < co. Ahora, si ay,a, son elementos de A tal que

Bp = ||ap||puﬁq = Haqua

entonces, usando la desigualdad de Holder (ver anexo), tenemos

[wraz( /OL<ag>q/p>p/q ([v) " ( /0L<aq>q>p“.
foalh = ([ ) " (/ L(aqrf)l/q = Jlaglly

Bp < Bq-

Por tanto,

y obtenemos

Si B, = B4, entonces
B < llagllp < llaglly = llapllp = Bp-

Por tanto ||aq|l, = |laqllq- Ya que p < ¢, deducimos que |a,| debe ser una constante
positiva. Pero se deduce facilmente que |a,| no puede ser constante.
Ahora si L es un nimero positivo arbitrario, entonces es trivial de la expresion explicita
de B3, que la aplicacién LY P, es también estrictamente creciente.

O

El siguiente resultado establece una relaciéon natural de la constante 3, para los casos
p=1y p= o0,y completa el Corolario 2.8.

L
Corolario 2.15 Sea a € L>*\{0}, 0 < / a(x), satisfaciendo una de las siguientes
0

condiciones:
1. la* ]l < B
2. Existe algin p € (1,00) tal que ||a™||, < Bp.
3. lla*lloe < Boo 0 l16*lloo = fio 3 6+ # oo.

Entonces para cada f € L>=(0,L), el problema de frontera (2.16) tiene una inica solu-
cion.
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Otras condiciones de frontera:
Caso Dirichlet.

El método variacional que hemos usado en el Capitulo 2 (Teorema 2.11), para obtener
el valor explicito de la constante 3,, 1 < p < oo, es valido para otras condiciones de

frontera.
Recordamos los dos puntos claves del problema de Neumann (2.1).

1. El conjunto de problemas frontera

V"(2) + Blo(z)|7 Tv(z) = 0, z € (0,L), B € R*
v'(0) =v'(L) =0
proporciona
= inf inf J
& BeR+ veSy P ),
donde
L
/ 1)/2
JP(U> = 0 -1

L 2p pP
/ o] P
0

y para B € R* dado, Sp denota el conjunto de todas las soluciones no triviales de

(3.1).
2. Si v es una solucién no trivial de (3.1) para algin B € R, entonces:
4an2I%p
L (p— 1) 2p - 1)Ur

Jp(v) =

donde

40
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-1 /2
=== (sen z) Y /Pdx
P Jo

(3.4)

y m es el tnico nimero natural (dependiendo de v) satisfaciendo las propiedades:

xq es el primer cero de v en (0, L), L = 2nzg
V'(0) = (23:0) == nxo) 0,
v(zg) = - = U(( n—1)zg) =
v(z) # 0,0 (z) #0, Vme(jxo,( + 1)z )0<]<2n—1

(3.5)

Enfatizamos que el valor de J,(v) en (3.3) no depende, explicitamente, de la constante
positiva B y que para obtener 3, debemos encontrar el minimo valor de n en la expresién
(3.3). Por ejemplo, para las condiciones de frontera de Neumann este valor minimo es

n =1 (ver la ultima parte del Teorema 2.11).

Nota 3.1 En el resto del capitulo denotaremos como 51]3\7 la constante 3, obtenida en el

capitulo anterior para las condiciones de frontera de Neumann.

Nos centraremos en estudiar las condiciones de frontera de tipo Dirichlet, este caso es

muy similar al de Neumann. Si consideramos el problema lineal

{ u'(x) + a(z)u(z) = 0, z € (0, L),
u(0) = u(L) =0,

donde a € AP y AP esta definido por:
AP = {a € L'(0, L) tal que (3.6) tiene soluciones no triviales},
entonces, para cada p con 1 < p < oo, podemos definir el funcional
IL,: AP NLP0,L) - R

dado por
I,(a) = ||a*]||, (misma expresién que (2.4)) .

Y de una forma similar, podemos definir la constante

D __ /
= inf Iy(a); 1<p<oo.
5p a€APNLP(0,L) p( ) =P=

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Teniendo en cuenta las mismas ideas que para el problema de Neumann, puede ser

facilmente probado que

B =pl; 1<p<o

(3.9)
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En la prueba, debemos sustituir los espacios X, de los Teoremas 2.4, 2.6 y 2.11 por el
espacio de Sobolev H{ (0, L) y (3.5) por

v(0) = v(2x0) = =v(2nxg) =0,
V' (zg) =+ =0 ((2n — 1)zg) =0, (3.10)
v(z) #0,v'(z) #0, VxE(]iL’o,(j—l— 1)), 0 < j <2n— 1.

Observaciéon 3.2 Observamos que, al contrario que ocurre para problemas de Neu-
mann, en los problemas de minimizaciéon asociados con condiciones de frontera de tipo
Dirichlet, no necesitamos imponer ninguna restriccién adicional en el espacio H& (0,L)
(ver [14]).

Esto es debido a que la parte lineal homogénea de (3.6)

() =0,z € (0,L), u(0) =u(L) =0 (3.11)
tiene sélo la solucién trivial v = 0.

Nota 3.3 FEstd probado en [8] el valor de B, con otras condiciones de frontera:

1. Condiciones de frontera periddicas. En este caso, tenemos el siguiente pro-
blema
{ u”(t) +a(t)u(t) =0, t € (0,T), (3.12)
u(0) — u(T) = u/'(0) —u/(T) =0, ’
donde a € L7(R,R), el conjunto de funciones T-periddicas a : R — R tal que
€ LY(0,T). Si definimos el conjunto

0,19

AP = {a € Lr(R,R)\{0} : / t)dt > 0 y (3.12) tiene soluciones no triviales},
(3.13)
los autovalores positivos del problema de autovalor

(1) + Mu(t) = 0, t € (0,7)
{u<0>—u<> W (0) —/(T) = 0 (3.14)

pertenecen a AP". Por lo tanto, para cada p con 1 < p < 0o, podemos definir la
constante L, de Lyapunov para el problema periddico, 85", como el nimero real

per — inf . 3.15
BT = pell, o el (3.15)

Como en el caso de Neumann, podemos obtener una caracterizacion de B ¢
mo un minimo de un problema de minimizacion conveniente, donde sélo algunos
subconjuntos apropiados de minimizacion de H*(0,T) son usados (ver [15]).

0_

Ya que (3.14) es como, (2.1), un problema resonante, para obtener una caracteri-

., . . er ’ . . ., . . .
zacién variacional de S5 sélo mecesitamos una restriccion adicional del espacio
H(0,T). Esto se muestra en el siguiente teorema.
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Teorema 3.4 Si 1 < p < oo es un nimero dado, definimos los conjuntos X5 y
los funcionales I5" : X5 \{0} = R como

XPer — HY0,T) : v(0) —v(T) = 0, t t)=0
1 {ve H(0,T) : v(0) — v(T) trerfgg]v()ﬂggg]v() 1

T
X2 = {v e HY(0,T) : (0)—U(T):o7/ |7 To =0}, sil<p< oo,
0

T
XPer = {v € HY0,T) : v(0) — v(T) = o,/ v =0},
0

T T
/ vl? / Ul?
= 20 Iper('U) = 0 p—1 sil <p<oo, Igoer(v) =

[[v]] i T = e
oo (/ ’/U|p2p> P / v
0 0

Entonces, la constante L, de Lyapunov 85" definida en (3.15) satisface

= min 1P, 1< p<oo. (3.16)
S AN (U

pET

Y por tanto, se define la mejor constante de Lyapunov B, ,1 < p < oo como:

16
? ) p = 1,
[P = 1617 s11 <p<oo
P T271/p(p_ 1)171/p(2p_ 1)1/1) ?
472 .
7T2 ST p = OQ.

2. Condiciones de frontera antiperiodicas. En este caso, tenemos el siguiente

problema
u’(t) + a(t)u(t) =0, t € (0,7T), (3.17)
u(0) + u(T) = u/(0) + /' (T) = 0, ’
donde a € L7(R,R).
Si definimos el conjunto
A ={a € Ly(R,R) : (8.17) tiene soluciones no triviales}, (3.18)
los autovalores positivo del problema de autovalor
(t) + du(t) = 0, t € (0,T),
3.19
L)y =y 5 i)~ (3:19)
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pertenecen a A, Por lo tanto, para cada p con 1 < p < oo, podemos definir la
constante L, de Lyapunov para el problema antiperiddico, Bg”t, como el numero

real

ant s +
= f . 3.20
B = jeinf o) la™[lp (3.20)

Una expresion explicita para la constante ﬁ;,mt depende de la funcion Beta de Fuler
(ver [17]). Como en el caso de Neumann, Dirichlet o condiciones de frontera pe-
riodicas, es posible probar una caracterizacion de B;”t como un minimo de un pro-
blema de minimizacion conveniente, donde sélo algunos subconjuntos apropiados
de HY(0,T) son usados. Ya que (3.17) es, como (3.6), un problema no resonante,
es decir, la parte lineal

u'(t)=0,t€(0,7T),
{ u(0) + uw(T) = u'(0) + ' (T) =0, (3.21)

tiene solo la solucion trivial, para obtener una caracterizacion de ﬁg”t no necesi-
tamos ninguna restriccion adicional del espacio H(0,T), excepto

u(0) +u(T) = 0.
FEsto se muestra en el siguiente teorema:

Teorema 3.5 Si 1 < p < oo es un numero dado, definimos los conjuntos Xg”t Y
el funcional I$™ : X3™M\{0} — R, como

X;,mt = {ve H(0,T): v(0)+v(T) =0}, 1 < p < .

T
[
B wp=t
v
T
/U/Q
0 .
ant =T st 1l < p< oo,
15t = AN
|v[ =T
0
T
/vl2
OT St p = 00.
\ Jo

Entonces, la constante L, de Lyapunov, Bgm definida en (3.20) satisface

ant ‘ ant
= min IJ)™; 1<p<oo.
P an p ==
Xpr\{0}
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Problemas de Neumann no
lineales.

Las desigualdades de Lyapunov pueden ser usadas en el estudio de problemas resonantes
no lineales. Para conseguir esto, los resultados lineales son combinados con el Teorema
de punto fijo de Schauder.

Nos centraremos en un problema resonante no lineal con condiciones de frontera de tipo
Neumann, pero las mismas ideas y métodos pueden ser usados en otras situaciones.
Maés precisamente, consideramos el problema:

u'(z) + f(z,u(z)) =0, z € (0, L),
L =D b

donde f:[0,L] x R — R, (z,u) — f(z,u) es continua.
El problema lineal asociado

(4.2)

{ u'(x) =0,z € (0,L),
u'(0) =4/(L) =0,

tiene soluciones no triviales (cualquier funcién constante) y ésta es la razén porque
llamamos a (4.1) un problema resonante.
Si (4.1) es lineal, es decir, es del tipo

u'(z) + a(x)u(z) =0, z € (0, L), (4.3)
W' (0) =4 (L) =0 '
y para algtin entero n > 0 existe un nimero positivo § tal que
A+ 0 <a(z) < Apy1—den [0, L], (4.4)

donde A, es un autovalor del problema de autovalores (2.2), entonces (4.3) tiene sélo la
solucién trivial w = 0 (Ver [11]). En particular, para el primer autovalor Ay = 0, (4.4) se

convierte en: )

0 <a(x) < % — 4, en [0, L]. (4.5)

46
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Debemos observar que (4.4) no permite que la funcién a(-) alcance ningiin autovalor de
(2.2). Usando las desigualdades de Lyapunov, es posible que f,(x,u) en (4.1) alcance los
autovalores A\, (f, es la derivada parcial de la funcién f(z,u) respecto de la variable u)
y es posible aportar alguna extension del Corolario 2.15 para situaciones no lineales.
A este respecto, asumiremos a lo largo de este capitulo que se cumple la siguiente hipéte-
sis

(H) f, fu son continuas en [0, L] x Ry 0 < f,(x,u) en [0, L] x R.
Entonces, la existencia de una solucién de u de (4.1) implica

L
/0 f(z,u(z))dz = 0. (4.6)

Ahora, la hipétesis anterior (H) implica que f(x,u) es creciente con respecto u.
Por lo tanto,

/OLf(a:,m)dx < /DLf(a:,u(:c))d:c < /OL F(w, M)da,

donde m = I[nlr]lu y M = I[néufu y entonces teniendo en cuenta (4.6) tenemos
0L 0,L

L
/0 f(z,z)dz =0, (4.7)

para algin z € R. Sin embargo, condiciones (H) y (4.7) no son sufuciente para la
existencia de soluciones de (4.1). En efecto, si n € IN es cualquier nimero natural,
consideramos el problema

{ u”(2) + n*r?u(x) + cos(nrz) = 0, x € (0,1), (4.8)

W/(0) = /(1) =0,

La funcién f(z,u) = n?mu(x) + cos(nwx), con f,(r,u) = n?x? > 0, satisface (H) y

(4.7), es decir, 3z € R tal que
1
/ (7?2 4 cos(nmz))dx = 0,

0

en efecto,
1 1
/ (7?2 + cos(nmx))dr = 0 < n?n’z + / cos(nmz)dr =0 &<
0 0

sn’rlz=0s2=0.

Entonces aplicamos el Teorema de la alternativa de Fredholm para el problema

u"(x) + n’n?u(z) = — cos(nwz), x € (0,1),
(NH) { W(0) = /(1) = 0.
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Cuyo problema homogeneo asociado es

u”(z) + n?m?u(z) =0, z € (0,1),
(NH) { W(0) = /(1) = 0,

cuya solucién viene dada por (ver Capitulo 2)
U, = cos(nmx).

Por tanto el problema (NH) tendrd solucién si y sélo si
1
/ cos(nmz) cos(nmz) dx = 0,
0

es decir, si
1
/ cos®(nmz) dx = 0,
0

lo cual no es posible, ya que cos?(nrz) > 0.
Por tanto, por el Teorema de la alternativa de Fredholm no hay solucién de (4.8).

Si (H) y (4.7) son supuestas, y por ejemplo, L = 1 por simplicidad, se pueden dar
diferentes supuestos complementarios que implican la existencia de una solucién de (4.1).
Por ejemplo,

(hl) fu(z,u) < B(x) en [0,1] x R con 8 € L*°(0,1), B(z) < 72 en [0,1] y B(x) < 72
en un subconjunto de (0,1) de medida positiva.

Condiciones de este tipo se denominan condiciones no resonantes no uniformes con res-
pecto al primer autovalor positivo del problema homogeneo lineal asociado. Usando
métodos variacionales, estd probado en [12] que (H), (4.7) y (h1) implica la existen-
cia de soluciones de (4.1). La restriccién (hl) estd relacionada con las desigualdades
de tipo Lyapunov: el nimero 72 es la mejor constante de Lyapunov, S, para L = 1
(Teorema 2.4).

Por otra parte, en [13] se supone:
(h2) fu(z,u) < B(z) en [0,1] x R con B € L(0,L) y

/Olﬂ(:c)dx < 4.

Los autores usan métodos de la teorfa de Control Optimo para probar que (H), (4.7)
y (h2) implican la existencia y unicidad de soluciones de (4.1). La restriccién (h2)
estd también relacionada con las desigualdades de tipo Lyapunov: el ntimero 4 es la
mejor constante de Lyapunov, (1, para L =1 (Teorema 2.6).

Observamos que las condiciones suplementarias (h1l) y (h2) se dan respectivamente en
términos de ||8|]oo ¥ ||8]]1, 1a norma usual en los espacios L°°(0,1) y L'(0,1). También,
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es trivial que bajo las hipétesis (H) y (4.7), (h1) y (h2) no estan relacionadas (es decir,
ninguna de estas hipdtesis implica la otra).

En el siguiente teorema damos condiciones suplementarias en términos de |[|3||p,
1 < p < 0. Como consecuencia, una relacién natural entre (hl) y (h2) surge si se
tiene en cuenta el Lema 2.13 y estudios del limite de ||3||, para p — 1T y p — 0.

Teorema 4.1 Consideramos (4.1) donde se cumplen las siguientes condiciones:
1. f y fu son continuas en [0, L] x R.

2. 0 < fu(x,u) en [0, L] x R. Ademds, para cada u € C[0, L] se tiene fy(x,u(x)) # 0,
c.p.ten[0,L] y

L
/ f(z,0)dx = 0.
0
3. Para alguna funcion € L*(0,L), tenemos fu(z,u) < B(z) en [0,L] x R y 3
verifica alguna de las condiciones dadas en el Corolario 2.15.

Entonces, el problema (4.1) tiene una unica solucion.

Demostracion: La prueba consta de dos partes: existencia y unicidad de solucién de
(4.1). Comenzamos con la segunda parte.

Unicidad de solucién: Suponemos que (4.1) tiene dos soluciones. Entonces el
Teorema del valor medio y el Corolario 2.15 son usados para probar que son la misma.
Sean u; y ug dos soluciones de (4.1). Entonces,

—(u1 = ug)"(z) = f(w,ur(x)) — f (2, uz()) =

1
- /0 [ unl) + 0(us () — ua()] 6 =

{/0 fulz,ue(z) + 0(ur(x) — ug(:c))dﬁ] (u1(z) — ua(x)), = € [0, L]. (4.9)

Por lo tanto, la funcién v = uq — ug es una solucién de un problema homogeneo de tipo
(2.16)
{ u'(z) + a(z)u(z) =0,

donde .
a(x) = /0 fulz, ua(x) + Ou(x))db.

Ahora teniendo en cuenta que at(z) = a(x) y aplicando las hipétesis del teorema tene-
mMos:

1 1 1
/0 a(x) dl':/o fu(z,ua(z) + OQu(x)) dx S/o B(z)dx < B.
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Por tanto, se verifica la primera condicién del Corolario 2.15 y obtenemos u = 0.

Existencia de soluciones: La principal idea es reescribir (4.1) de una forma equi-
valente, tal que las soluciones de (4.1) sean los puntos fijos de un cierto operador com-
pletamente continuo, y entonces, aplicamos el Teorema de punto fijo de Schauder. Para
ver esto, usamos la misma idea que en (4.8), reescribimos (4.1) como:

0=u"(z) + f(z,u(r) =" () + f(z,u(z)) — f(2,0) + f(x,0) =
n ! d
=u"(x) —i—/o 0 [f(z,0u(x))]dO + f(z,0) =

1
=u"(z) + [/ fu(x,Gu(:c))dH} u(z) + f(x,0). (4.10)
0
Por lo tanto, u es solucién de (4.1) si y sélo si u satisface

u’(z) + b(z, u(r))u(z) = — f(=,0), x € [0, L],
{ W(0) = u (L) 0, (4.11)

donde la funcién continua b : [0, L] x R — R es definida por:

1
b(a:,z):/o ful(z,02)do

Por las hipétesis del teorema, se deduce que para cada funcién y € C([0, L], R), la

ecuacion lineal
W(2) + b, y(a) ula) = —f(2,0), € [0, L],
{ () = (L) — ¢ (4.12)

satisface todas las hipétesis del Corolario 2.15 y consecuentemente, (4.12) tiene una tnica
uy. Entonces, si X = C*([0, L], R) con la norma usual, es decir,

llyllx = m[ng]ly( )| + ren[gﬁly( z)|, Vy € X.

Podemos definir el operador T : X — X, por

Ty = uy.
Claramente, u es solucién de (4.1) si y sélo si y es un punto fijo de 7.
Por tanto, veamos que se verifica:

» T es completamente continuo (7" es continuo y si B C X es acotado, entonces T'(B)
es relativamente compacto).

» T(X) es acotado.
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Entonces, el Teorema del punto fijo de Schauder asegura que T tiene un punto fijo que
proporciona una solucién de (4.1).

1. Veamos que T'(X) es acotado.
Si T(X) no es acotado, existirfa una sucesién {y,} C X tal que ||uy,||x — 0.

Ademas, de las hipétesis del teorema, se tiene

/OLbQ(:c,yn(w))dx:/ (/ fuxeyn)de) dm</ </ Bl d@) dr —

L
:A B2() do < Ll|Bl2m (o) < C.

Por tanto, por el Teorema 5.15 se verifica que para una subsucesion:

/ b(x, yn(x god:v—>/ Bo(x)e(x)dr V¢ € L*(0,L),
es decir, {b(-, y,(-))} converge débilmente en L?(0, L) a la funcién Sy satisfaciendo
0 < Bo(z) < B(z),c.p.d en [0, L].

Ademaés, cada u,, satisface

Uy, () + b(:c yn(2))uy, () = —f(,0), z € [0, L],
{ uinm) =y, (L) =0. (4.13)

Ya que la inyeccion H'(0,L) C C[0, L] es compacta (en C[0, L] tomamos la norma
uniforme), si

Uyn
| ’uyn | ’X 7

Zn —

tenemos ||z,||x = 1, y por tanto, 2, acotada en C'[0, L]. Y debido a la inyeccién
compacta de C1[0, L] C C[0, L] tenemos que 2, — zp uniformemente en C[0, L],
donde zj satisface ||z0||x = 1.

Por otro lado, usando (4.13), V¢ € H'(0, L) se verifica

L L L
- [+ [ = [ s

L ro f(z,0)
- 20 + b(z, yn(x))2np = — ©

Y por tanto:
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Y si tomamos limite tenemos:

L L
—/ zo¢’ +/ Bozop = 0,
0 0

{ 24 + Bo(z)zo0(z)
4(0) = =5(1) =

es decir, zy satisface

=0,z €0, L],
N (4.14)

Y tenemos z = 0, lo cual es una contradiccién ya que ||zo||x = 1.

2. Veamos que T es completamente continuo.

Para ello, veamos primero que T' es continuo. Tenemos que probar que si y, — 4o
entonces T'(yn) — T'(yo). Para ver esto, si {yn} — yo en el espacio X y u,, no
converge a 1uy,, pasando a una subsucesion si es necesario, existe una constante
d > 0 tal que uy, ¢ Bx(uy,;0), Vn € N, donde Bx(uy,;d) denota la bola abierta
en X de centro uy, y radio d.

Ademsds, teniendo en cuenta (4.12) tenemos que uy, es acotada en C2[0,L]. Y
debido a la inyeccién compacta de C2[0, L] ¢ Ct[0,L] C CV[0, L], tenemos que
Uy, — ug en C[0, L].

Pero por el problema (4.12) tenemos:

_ /0 g /0 b, () = — /0 w0y,

donde tomando limite tenemos
L L L
- [Cue+ [ raan@e == [ o

Y por tanto, se verifica
ug + bz, yo(2))uo = — f(2,0).
Y tendriamos, por unicidad del problema (4.12)
Uy = Uy,

lo cual es una contradiccion.

Finalmente, veamos que si B C X es acotado, entonces T'(B) es relativamente
compacto en X. Tenemos que probar que si {y,} acotado entonces T'(y,,) es rela-
tivamente compacto. Pero si T'(X) es acotado, entonces y,, es acotado y por tanto,
T(yn) = uy, también es acotado.
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Por otro lado, teniendo en cuenta (4.13), tenemos que uZn es acotado. Y por tan-
to, debido a la inyeccién compacta de C2[0, L] C C'[0, L], tenemos que {uy, } es
relativamente compacto en X.

(]

Observacion 4.2 Si f(x,u) = a(x)u, la segunda hipétesis en el teorema anterior llega
aser 0 <a(z)ya(zx)#0, cpden [0,L]

Observacién 4.3 Ya que el cambio de variables u(x) = v(z) + 2z, z € R, transforma
(4.1) en el problema

{ v"(z) + f(x,v(x) +2) =0,z € (0,L),
¥(0) = () =0,

la condicién .
/ f(z,0)dz =0
0

en el teorema anterior puede ser sustituida por

L
/ f(z,z)dx =0, para algun z € R.
0
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Anexo

5.1. Espacios L”.

Sea © un subconjunto medible de RV.

Definicion 5.1 Para 1 < p < oo, se define
LP(Q) = {u : Q — R medible : / |ulPdx < oo}.
Q

Este espacio es de Banach con la norma
1/p
lulloy = ( [ fuae)

L>(Q) ={u:Q — R medible : 3C > 0 tal que |u(x)| < C e.c.t Q}.

Definicion 5.2 Se define

Y su norma asociada
l[u]|poo (@) = min{C > 0 : [u(x)| < C e.c.t Q}.
Observacién 5.3 En realidad los elementos de LP(2) no son funciones sino clases de

funciones, ya que funciones que son iguales salvo en un conjunto de medida nula se
consideran la misma.

Definicién 5.4 (Desigualdad de Hoélder) Sean f, g funciones integrables en [a, b], se

verifica
[ i< ([ If(w)lpdw)l/p (/ toyoar) "

Donde p y q son dos niumeros reales positivos que verifican
1 1

S4-=1.
P q

54
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Proposicién 5.5 Supongamos Q0 de medida finita. Si f € LP(S2), entonces f € LI(Q)
para todo q < p y se cumple

11
Al La@) < If Lo

Definicién 5.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean f,g funciones integrables
en [a,b]. La desigualdad establece que

(Leﬂ@mw¢ﬁ2§(ﬁﬁﬂm%M)(Zfﬂ@%M>-

5.2. Espacio de Sobolev W',

Definicién 5.7 Sea I = (a,b) un intervalo acotado o no y sea p € R con
1<p< oo
El espacio de Sobolev WYP(I) estd definido por

whe(r) = {u € LP(I); g € LP(I) tal que /u«p’ = —/g(p Vye Cl(I)}.
I I
Denotamos HY(I) = WH2(I).
Teorema 5.8 Existe una constante C(dependiendo solo de |I| < oo) tal que
[ul[zoo(ry < Cllullwrey Vu € WhP(I), V1 < p < oc.

Dicho de otro modo W1P C L>(I) con inyeccién continua para todo 1 < p < 0o.
Ademdas cuando I estd acotado:

1. La inyeccion WHP(I) C C(I) es compacta para 1 < p < oc.
2. La inyeccion WHY(I) C LI(I) es compacta para 1 < q < o0o.
Definicién 5.9 Dado Q C RY abierto, se define el espacio de Sobolev H'(Q) por

H'(Q) ={ueL*(Q):0uecL*(N),1<i< N},

donde las derivadas parciales de u estin tomadas en el sentido de las distribuciones. El
espacio H'(Q) se dota del producto escalar

N
(u, v) 1 () :/uvdJ:—I—Z/@iu@wdx:/uvdaz—}—/Vu-Vvdm,Vu,vEHl(Q),
Q = Jo Q Q

y por tanto de la norma correspondiente

1/2
2 2
lullicor = ([ 1oPao+ [ (9uael) " = [Tl + 96l
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5.3. Resultados de Analisis Funcional.

Definicién 5.10 (Integracién por partes) Sea §2 un abierto acotado de clase Ccly
u,v € CH(Q). Se tiene:

/&u’udw:/ uvl/ids(:c)—/ué?wdx,
Q [o9) Q

donde v; denota la componente i-ésima de v.

Definicién 5.11 Sea Q un subconjunto medible de RN con medida positiva. Decimos
que una funcion f : Q — K estd esencialmente acotada cuando existe una constante
M >0 tal que |f(t)] < M para casi todo t € Q.

|| flloo = esssup|f| = min{M >0:|f| <M cpd }.

Definicion 5.12 Una funcion ¢ : Q@ — R se dice semicontinua inferiormente si¥ x € €,

se tiene:
Iim inf p(y) > ¢(z).

Yy—x

Definicién 5.13 Sea X e.n, una sucesion {x,} C X se dice que converge débilmente a
un punto x € X y se escribe x,, — x st y solo si

(@', 2y) — (2, x), V2’ € X',
Definicion 5.14 Sea I : Q2 — R se dice débilmente inferior semicontinua en € si

lim inf I(uy,) > I(u) cuando u, — u en
VvV—00

Teorema 5.15 Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea (zy) una sucesion acotada
en E. Entonces existe una subsucesion (xy,) que converge débilmente.

Teorema 5.16 (Multiplicadores de Lagrange) Sean X espacio de Banach, J, F €
CHX,R) y z0 € X un extremo relativo de J restringido al conjunto:

M={zxe X:F(x)=F(x)}.
Entonces si F'(xg) #0, AN € R tal que
J (zo)v + AF'(z0)v =0, Vv € X.
A es llamado multiplicador de Lagrange.

Teorema 5.17 (Punto fijo de Schauder) Sea X espacio de Banach y T : X — X
un operador completamente continuo y acotado, entonces existe un unico punto fijo del
operador T'.
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