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Abstract

Pfaff equations are a type of differential equations that appear in some Physical and Geo-
metric problems.

In the present project a detailed study of the Pfaff equations is carried out with the aim of
describing and solving these equations whenever possible. Therefore, the conditions both
necessary and sufficient, for the existence of solution are obtained, as well as the explana-
tion of different resolution methods. On the other hand, it shows some of its applications
and analyzes the relation that it keeps with the differential 1-forms.

Moreover, in order to provide a better understanding of the content several specific exam-
ples are also provided.






Introduccion

En 1909 Constantin Carathéodory, un habil matematico de origen griego, publicé un
trascendental trabajo en el que daba un enfoque axioméatico de la Termodinamica y que
practicamente sustentaba dicho campo sobre una nueva base. Su método permitié una
rigurosa formulacién matemadtica de las consecuencias de la segunda ley (o postulado)
de la termodinamica. Para Carathéodory, la termodinamica se construye como una espe-
cie de extension de las matematicas. De hecho, los argumentos en la axiomatizacién de
Carathéodory derivan del comportamiento geométrico de una cierta ecuacion diferencial,
conocida como Pfaffiana, y sus soluciones. Estas ecuaciones fueron estudiadas por prime-
ra vez por el matematico alemén J.F. Pfaff (1765-1825) quien expuso el primer método
general para integrar ecuaciones en derivadas parciales de primer orden entre los anos
1814 y 1815.

Las relaciones entre las variables termodinamicas suelen presentarse como formas di-
ferenciales lineales del tipo

df = z": Fidx;,
i=1

llamadas 1-formas, donde el subindice 7 va desde 1 hasta n, y las F; son funciones de las
variables independientes x;. Cuando df = 0 tenemos las llamadas ecuaciones diferenciales
de Pfaff.

El objetivo del presente trabajo es llevar a cabo un estudio exhaustivo de las ecuaciones
de Pfaff.

0.1. Estructura de la memoria

La finalidad de los Capitulos 1 y 2 es describir y resolver las ecuaciones de Pfaff,
siempre que sea posible. En el Capitulo 1 veremos que dichas ecuaciones se dividen en
dos casos:

1. Ecuaciones de Pfaff en dos variables, siempre son integrables.
2. Ecuaciones de Pfaff en tres o mas variables.

Para el ultimo caso se obtendra la condicién tanto necesaria como suficiente de integra-
bilidad y se expondran sus diversos métodos de resolucion en el Capitulo 2.



8 0.1. Estructura de la memoria

Posteriormente, hemos considerado conveniente dedicar el Capitulo 3 a analizar la
relacién que existe entre las formas diferenciales Pfaffianas y las 1-formas diferenciales,
dado que una gran parte de la bibliografia consultada para el desarrollo de este trabajo
hace referencia a dichas expresiones.

En el Capitulo 4 nos centraremos en la axiomatizacién de Carathéodory. El objetivo
de este capitulo es, sin entrar en muchos detalles, mostrar la importancia de las ecuaciones
de Pfaff en dicho tema, asi como la repercusion que tuvo en el mundo de la termodinamica.

Por otro lado, las ecuaciones de Pfaff también aparecen en varios problemas de la Geo-
metria, por ello, en el Capitulo 5, estudiaremos algunas de sus aplicaciones geométricas.

Finalmente, en el Capitulo 6, se explicara el método de Lagrange-Charpit para la reso-
lucion de una Ecuacién en Derivadas Parciales de Primer Orden. Aunque nuestro trabajo
no se basa en dichas ecuaciones hemos considerado necesario introducir este resultado
debido al papel fundamental que desempenan las ecuaciones de Pfaff en dicho método.

Todo el estudio ird acompanado de varios ejemplos especificos para facilitar una mejor
compresion del contenido.

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



Capitulo 1

Ecuaciones de Pfaftf

Se denomina ecuacién de Pfaff (o ecuacién en diferenciales totales), a la expresién

Zﬂ(l‘th)“' ,./L'n>dl'z :07 (11)
i=1

siendo Fj, para 1 < i < n entero, n funciones dadas, definidas en un conjunto 2 C R", con
valores en R. Estas funciones dependen de algunas o de todas las variables independientes
L1, Lo, ,Tnp.

Existe una gran diferencia entre las ecuaciones de Pfaff en dos variables y las de un
mayor nimero de variables, asi pues debemos considerarlas como dos tipos de ecuaciones
diferentes y realizar su estudio por separado.

1.1. Ecuacion de Pfaff en dos variables

Antes de comenzar con la explicacién de la ecuacién de Pfaff en dos variables es necesa-
rio recordar dos tipos de ecuaciones estudiadas en la asignatura Fcuaciones Diferenciales
Ordinarias que se imparte en el segundo cuatrimestre del segundo curso del Grado en
Matemaéticas. Puede verse en [3].

Nota 1.1.1 En algunos casos, usaremos la expresion EDO como sinonimo de Ecuacion
Diferencial Ordinaria.

1.1.1. Ecuacién Diferencial Ordinaria exacta

Consideremos una Ecuacién Diferencial Ordinaria de primer orden en la forma explici-

ta de la forma
, _dy  M(x,y)

Cdr N(zy)

con M y N funciones continuas definidas en un abierto Q C R?, y N(x,y) # 0, para todo
(z,y) C Q.
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Dicha ecuacion pueder ser escrita de manera equivalente, como
M(z,y) + N(z,y)y' = 0. (1.2)
Se dice que la EDO (1.2) es exacta si existe una funcién ® € C'(Q) tal que
Ou(2,y) = M(z,y), v Py(z,y) = N(z,y), V(z,y) € (1.3)
Si (1.2) es exacta, e y(x) es una solucién de esta ecuacién en un intervalo I, entonces

D b, y()) = Bl y(2)) + By (2, y(2))y' (2)

dx
= M(x,y) + N(z,y)y' (z) =0, Vzel,
y por tanto la expresién ®(z, y(x)) se mantiene constante en todo I. Es decir, la expresién
O(z,y(x)) =C, Vrel,

con C constante, es la integral general de (1.2).

Las dos cuestiones que se plantean son, en primer lugar, cémo reconocer si (1.2) es
exacta, y en segundo lugar, en el supuesto de que (1.2) lo sea, como hallar ®(x,y) = 0
satisfaciendo (1.3).

Supongamos que M y N son funciones en C*(Q). El teorema de Schwarz (Teorema
A.1.1 del Apéndice A.1) establece que si las derivadas parciales cruzadas existen y son
continuas, entonces son iguales, de modo que ®,, = ®,,. Asi pues, se deduce que una
condicién necesaria para la existencia de ® es que se sastifaga la relaciéon

OM(z,y)  ON(z,y)
oy  oxr

V(z,y) € Q. (1.4)

De hecho, y con la condicién de regularidad de M y N antes supuesta, si ademas €2 es
un abierto simplemente conexo, entonces la condicién (1.4) es también suficiente para la
exitencia de ®(z,y) satisfaciendo (1.3). Nosotros nos vamos a contentar con comprobar
esta ultima afirmacion en el caso en que €2 es un “rectangulo”de la forma

Q= (a,b) x (¢,d), —oo<a<b<+4oo, —oo<c<d<+oo, VY(z,y)eQ. (L.5)

En tal caso, la existencia de ® puede ser demostrada mediante integracién por caminos
paralelos a los ejes de coordenadas. En concreto, supongamos ) definido por (1.5), M y
N en C'(Q) satisfaciendo (1.4). Fijemos un punto (zg,%o) € 2, y definamos

x Y
Bay) = [ Mlswlds+ [ Niws)ds, o) € (16)
Zo Yo
considerando como primer camino a

{xzs,sE [z, ]

Y = Yo,

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



Capitulo 1. Ecuaciones de Pfaff 11

y como segundo

r =
y=35,5€ [yo,yl

Es inmediato que ® estd bien definida y pertenece a C?(f2). Ademads, es inmediato
que ¢, (z,y) = N(z,y) en todo punto (z,y) € Q. Finalmente, derivando respecto de x en
(1.6), y teniendo en cuenta (1.4),

S, (z,y) = M(x,yo) /Nxsds— (x,y0) /MSCS
= M(z,y0) + M(x,y) — M(x,y0) = M(z,y),
en todo punto (zg, yo) € Q. En consecuencia, la funcién definida por (1.6) satisface (1.3).

En la practica, para hallar ®, supuesta satisfecha la condicién (1.4), se puede proce-
der como sigue. En primer lugar, como queremos que se satisfaga ®,(z,y) = M(z,y),
tomaremos

D(a,y) = / M(z, y)dz + oly),

con ¢(y) funcién de la variable y por determinar. Para hallar dicha funcién, imponemos
la condicién @, (x,y) = N(z,y), obteniendo

(% / M(z,y)dz + ¢'(y) = N(z,y),

ecuaciéon de la que hallar ¢(y).
Naturalmente, para hallar ®, también se puede proceder como precedentemente, pero

intercambiando los papeles de x e y, es decir imponiendo primero la condicién ®,(z,y) =
N(zx,y), y después la condiciéon &, (z,y) = M(z,y).

Ejemplo 1.1.1 Resolver
3y + " + (3z + cosy)y = 0. (1.7)

Resolucion:

Si ponemos la ecuacién en la forma Pdr + Qdy = 0 con P(z,y) = 3y +¢€" y
Q(z,y) = 3z + cosy, es claro que Py (z,y) = 3 = Q.(x,y), luego la EDO (1.7) es exacta.

Para hallar ®(z,y) imponemos ®,(x,y) = 3y + €*, lo que nos lleva a

D(z,y) = /(3y +e")dr + (y) = 3yz + " + »(y).
Ahora, para determinar ¢(y), imponemos ®,(z,y) = 3z + cosy, y obtenemos

3z + ¢ (y) = 3z + cosy,

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



12 1.1. Ecuacién de Pfaff en dos variables

es decir, ¢'(y) = cosy, con lo que

o(y) = seny + c;.
En consecuencia, la integral general de (1.7) viene dada por
O(x,y) =3xy +e* + seny = C,

con C constante arbitraria. [ |

1.1.2. Ecuaciéon Diferencial Ordinaria reducible a exacta

Consideremos, ahora, que la ecuacién
M(z,y) + N(z,y)y’ = 0. (1.8)
no es exacta.

Definicién 1.1.1 (Factor Integrante) Se dice que p = p(z,y) es un factor integrante
en Q de (1.8), si p € C* u(z,y) # 0 en todo punto (x,y) € Q, y la EDO

p(x, y) M (z,y) + p(z, y)N(z,y)y" =0, (1.9)
es exacta.

Obsérvese que, gracias a la condicién pu(z,y) # 0, (1.8) y (1.9) poseen las mismas
soluciones. En consecuencia, si conocemos un factor integrante p(z,y), y hallamos ®(z, y)
tal que

Dp(2,y) = plx, y)M(z,y), v Py(x,y) = plx,y)N(z,y),

entonces ®(x,y) = C es la integral general de (1.8). Por ello, si existe un factor integrante
para (1.8), diremos que ésta es una EDO reducible a exacta.

De las consideraciones del caso de una EDO exacta, sabemos que la condicién necesaria
y suficiente para que exista un factor integrante u(z,y), es que se sastifaga

0

S )M () = 5 ()N ), Vo) € 9, (1.10)

es decir,

N(x7y)lu’:r($>y) - M(a:,y),uy(x,y) + [Nx(xvy) - My(%y)]ﬂ(%y) = O,

para todo (x,y) € €, que es una ecuacién en Derivadas Parciales de Primer Orden en la
incégnita p(z,y).

Asi pues, para la buisqueda de un factor integrante, hay que encontrar u € C'(Q)
satisfaciendo (1.10). Este problema, en determinados casos particulares, puede ser llevado
a resolver una EDO.

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



Capitulo 1. Ecuaciones de Pfaff 13

Ejemplo 1.1.2 Resolver la EDO
(22% + y)dz + (2°y — x)dy = 0. (1.11)

Resolucion:

En este caso, P(x,y) = 222 +y y Q(z,y) = x°y — x. Esta ecuacién no es exacta ya
que Py(z,y) =1y Qu(z,y) = 2zy — L.

(a) Busqueda del factor integrante.

Supongamos que nos planteamos encontrar un factor integrante que dependa séla-
mente de z, es decir, u = u(x), de tal manera que se satisfaga la ecuacién

S @22 4 ) = 5 o)y ), (112)

para a continuacién resolver (1.11).

Si denotamos por p/(z) a la derivada de pu(x) respecto de z, de (1.12) obtenemos

() = g (2)(@y — ) + p(z)(2zy — 1),
es decir,
p(x)(2 = 2zy) = ' (2)(2%y — ).
Simplificando, obtenemos
ap (z) = —2p(z),
que es una EDO que ha de satisfacer p(z). Evidentemente, como solucién a esta

tiltima EDO se tiene u(z) = x72, y por consiguiente , dicha solucién es un factor
integrante para (1.11).

(b) Resolucién de la EDO con factor integrante.

Ahora para resolver (1.11), hemos de hallar una funcién ®(x,y) tal que

_ Y - 1
Ou(x,y) =7 2(220° +y) =2+ Y ®,(z,y) = 3(22%y —2) = 2y — =

Integrando la primera de las ecuaciones, obtenemos
Y
®(z,y) = 20— — +@(y),

con lo que de la segunda igualdad se tiene

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



14 1.1. Ecuacién de Pfaff en dos variables

Por consiguiente, podemos tomar ¢(y) = y? + ¢;, y escribir
_ vy, .2 _
Oz, y) =22 —=+y =C,
x

con C' constante arbitraria, como integral general de (1.11). |

Observacion 1.1.1 De manera andloga se pueden buscar factores integrantes de la forma

u(y), ple £ y), plae? £ y%), pley), p(2) ete

1.1.3. Ecuaciéon de Pfaff 2-dimensional

Llamamos ecuacién de Pfaff en dos variables a la ecuacién
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0,

la cual puede ser escrita como una EDO en forma explicita

dy
= = 1.1
P
si tomamos f(x,y) = —Qéi’ z; Ahora P(z,y) y Q(z,y) son funciones conocidas de x e v,

y asi f(z,y) se definida inicamente en cada punto del plano XY, en el cual las funciones
P(z,y) vy Q(x,y) estan definidas.

Supongamos que Py @ son funciones en C*(Q), y Q(x,y) # 0 para todo (z,y) € €,
verificando la condicién (1.4) para M = P, N = (). Entonces, en tal caso (1.13) puede ser
interpretada como una Ecuacién Diferencial Ordinaria exacta con solucién

O(z,y) = C,
donde C es una constante arbitraria.

Por otro lado, si (1.13) no es exacta, siempre es posible derivar su solucién reduciendo
ésta a una EDO exacta :

Teorema 1.1.1 Una ecuacion de Pfaff en dos variables posee siempre un factor integran-
te.

Demostracién. Se trata de probar que siempre es posible econtrar un factor escalar
p(x,y, z) tal que se satisfaga la relacién

Qx, y)pe(2,y) — Pz, y)py(z,y) = pu(x, y)[Py(x,y) — Qu(z,y)]. (1.14)

Para ello, haremos uso del Teorema de existencia y unicidad del Problema de Cauchy
para EDPs de primer orden (ver Teorema A.2.1 del Apéndice A.2). Nuestro objetivo es

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



Capitulo 1. Ecuaciones de Pfaff 15

demostrar que las hipétesis de dicho teorema se satisfacen para el caso donde

4
1 =T

T2 =Y

u(zy, w2) = plx,y)

fi(zr, 29,u) = Q(7,y)

folzr, 22, u) = —P(z,y)

[ f(21, 22, u) = p(z,y)[Py(z,y) — Qu(z, )],

En primer lugar, observamos que es necesario que P, Q € C*(2) y ademds, considera-
mos f € C'. Por otro lado, es evidente que |P| + |Q| > 0 para cada (x,y) € €, pues en
caso contrario la ecuacion (1.14) no existirfa. Luego, las hipdtesis (I) del Teorema A.2.1
se satisfacen.

Con respecto a las hipotesis sobre la curva dato, como en un principio la existencia
del factor integrante no es tnica, buscariamos una curva en C! no idénticamente nula que
verificase las hipétesis (II) del Teorema A.2.1. De este modo, quedaria probado que la
ecuacién (1.14) tiene tnica solucién local u, y con ello se concluye la prueba. |

1.2. Ecuacion de Pfaff en tres variables

En el caso de tres variables, la ecuacién (1.1) adquiere la forma
P(z,y, 2)dx + Q(x,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz = 0. (1.15)

Observacion 1.2.1 Si consideramos los vectores X = (P,Q, R) y dr = (dx,dy,dz), la
ecuacion (1.15) puede ser escrita en notacion vectorial como

X-dr=0.

Observaciéon 1.2.2 La ecuacion (1.15) admite una interpretacion geométrica sencilla.
Dado un campo vectorial F = (P,Q, R) y t= (dz,dy, dz) una direccion del plano tangente
a la superficie z = z(x,y) en un punto cualquiera, la ecuacion de Pfaff F-t= 0 establece
que el campo tiene la direccion del vector normal a la superficie en dicho punto, por tanto
la solucion de la ecuacion serdan superficies ortogonales al campo vectorial dado.

La siguiente cuestion que trataremos serd la integrabilidad de la ecuacién (1.15). No
es cierto que todas las ecuaciones de esta forma poseen primitivas. Sin embargo, al igual
que en el caso de la ecuacién de Pfaff en dos variables, si existe una funcién p(z,y, 2)
de manera que pu(Pdxr + Qdy + Rdz) es una diferencial exacta d¢, entonces se dice que
p(z,y, z) es un factor integrante de (1.15) y, por tanto, (1.15) es integrable con primitiva
¢. No obstante, daremos un criterio que nos permita determinar si dicha ecuacién es o no
integrable. Previamente, hemos de introducir los siguientes resultados:

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



16 1.2. Ecuacién de Pfaff en tres variables

Teorema 1.2.1 Una condicion necesaria y suficiente para que entre dos funciones, u(z,y)
yv(x,y), exista una relacion F(u,v) =0, no involucrando ni a x ni a y explicitamente,
es que

ou Ou
A(u,v) or By
Dy det @ @ =0
or Jy
Demostracion. La hacemos en dos etapas.
(a) Condicién necesaria.
Dado que la relacién
F(u,v) =0 (1.16)
es una identidad en z e y, pues u = u(x,y) y v = v(z,y), podemos considerar
OF Ou  OF Ov
i e
Ou dx  Ov Ox
como resultado de diferenciar con respecto x, y
OF Ou  OF Ov
— 4+ —— =0
ou dy  Ov dy

como resultado de diferenciar con respecto .

o OF .
Eliminando S0 de estas ecuaciones, obtenemos que
v

OF (3u8v 6u8v) 0

ou \ Oz Jdy Oyox
es decir,
OF (9(u,v)\ _
Ou \d(z,y))
Puesto que la relacién (1.16) depende tanto de u como v, se deduce que Em no es
u
idénticamente nula, y por tanto
0(u,v)
=0. 1.17
(. y) —
(b) Condicién suficiente.
Podemos eliminar la variable y de la ecuaciones
u=u(z,y), v=uv(zy) (1.18)

para obtener la relacion
F(u,v,z) =0.

De esta relacién se sigue:

ar_oF orou orov
de  Ox Oudxr Ovdxr

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN
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y
dF_8F8u+8F8v_
dy Oudy Ovdy
Eliminando — de estas ecuaciones, llegamos a que

v

OF 0 u,0) OF _
oxr dy  O(x,y) Ou

Si la condicién (1.17) se satisface, observamos que la ecuacién anterior queda

OF ov
ox dy
y > v o
Como la funcién v es una funcién de x e y, entonces EW no es idénticamente nula.
Y
Por consiguiente,
oF
— =0,
ox

lo cual demuestra que la funciéon F' no contiene a la variable x explicitamente.

Naturalmente, para demostrar este resultado, también se puede proceder como el ra-
zonamiento anterior, pero ahora eliminando la variable x de las ecuaciones (1.18). En

. oF . ., ) .
tal caso, se obtiene que — = 0, es decir, la funcién F' no contiene a la variable y

dy

explicitamente.

Teorema 1.2.2 Si X es un vector tal que X -rot X = 0, y p una funcion arbitraria de

T,Y,z, entonces
uX - rot (pX) =0.

Demostracion. Consideremos el vector X = (P,@Q, R) y p una funcién arbitraria de

x,1, z. Por definicion de rotacional

4X - rot (1X) = (1P) (aWR) _ 8(“@) Q) (0(uP> ~ 0(uR>>

dy 0z 0z ox
) (252 - 20,

donde la parte derecha de la igualdad puede ser escrita en la forma

oR 0Q o ol oP OR ol o
(nP) {M(Fy_$> +Ra—y— E] + (1Q) [,u(———) +P——R—}

0z Oz 0z Ox
oQ OP o o
+ (k) {M (336 5@/) Y0 Pay}
OR 0Q OP OR 0Q 0P
p— 2 « | — —  ——— —_—— — —_—
= 1(PQ.R) <3y 0z’ 0z Oz’ Ox 8y>‘
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18 1.2. Ecuacién de Pfaff en tres variables

Por tanto,
pX - rot (uX) = p*(X - rot X).

Finalmente, teniendo en cuenta la hipdtesis X - rot X = 0, se concluye

X - X) = 0.
pX - rot (pX) =0 -

Observacion 1.2.3 La implicacion contraria de este teorema es también cierta. Basta
aplicar el factor 1/p al vector nX.

Podemos ya enunciar la condicién de integracion de la ecuacién de Pfaft Pdx + Qdy +
Rdz = 0. Se tiene:

Teorema 1.2.3 Una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion de Pfaff X -
dr = 0 sea integrable es que

X -rot X=0. (1.19)
Demostracion.
(a) Condicién necesaria.
Si la ecuacion

es integrable, entonces existe una relacion entre las variables x, y, z del tipo
F(z,y,2) =C,

donde C es una constante. Escribiendo esto en la forma diferencial

oF oF or
%dx + 8_ydy + gdz =0,

observamos que debe existir una funcién u(zx,y, z) de tal manera que

oF oF oF
P = — = - R - =
:u ax ? MQ 83] ? /’1/ ay Y
es decir, tal que
uX = grad F,
siendo X = (P, @, R). Evidentemente,
rot(uX) =0,

asi pues
uX - rot(uX) = 0.

Como consecuencia del Teorema 1.2.2 podemos concluir que

X-rotX =0.
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Capitulo 1. Ecuaciones de Pfaff 19

(b) Condicién suficiente.

Consideramos a la variable z como una constante. En tal caso, la ecuacién (1.20)
resulta

P(z,y,z)dz 4+ Q(z,y, z)dy = 0,

la cual, por el Teorema 1.1.1, posee una solucion de la forma
U(z,y,2) = ¢,

donde la “constante” ¢; puede involucrar a z. También debe existir una funcién p de
manera que

o
oz’

L ou

P = —.
H By

pe (1.21)

Llevando estas ultimas igualdades a la ecuacién (1.20), deducimos que ésta puede ser
escrita como

ou ou ou ou
gdx + ﬁ_ydy + adz + (uR — E) dz =0,

la cual es equivalente a

dU + Kdz = 0, (1.22)
con au

K=uR— —. 1.23

plt = = (1.23)

A contiuacion, tomemos que X - rot X = 0, y del Teorema 1.2.2 se sigue que

uX -rot uX = 0.
Ahora bien,

oU oU oU
X=|—,— —+K|= dU + (0,0, K
/“’l’ (ax7ay7az+ ) gra’ +(7 Y )7

entonces,

ou oU oU K) <8K 0K )_8U8K oU OK

X .rot uX = | 22, &2 on _on Zon
pA T TORH (8x’8y’82+ oy’ Ox’ or dy Oy Ox

De este modo la condiciéon X - rot X = 0 es equivalente a la relacion

ou oU
U K) _ or oy | _
owy) | ok ok |70
or 0Oy

y, de acuerdo al Teorema 1.2.1, podemos afirmar que existe una relacion entre U y
K, independiente de x e y, pero no necesariamente de z. En otras palabras, K puede
ser expresado como una funcién sélo de U y z, es decir, K = K (U, z). Asi pues, la
ecuacién (1.22) es de la forma

dU
LKW, ) =
P + K(U,z) =0,
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20 1.2. Ecuacién de Pfaff en tres variables

que, por el Teorema 1.1.1, sabemos que tiene como solucién
(U, 2)=c

donde ¢ es una constante arbitraria. Al sustituir U por su expresion en términos de
x,y y 2, la soluciéon queda
F(z,y,2) =c¢,

demostrando que la ecuacién original (1.20) es integrable. |

Una vez que se ha establecido que la ecuacion es integrable, s6lo queda determinar
un factor integrante apropiado u(z,y, z). Antes de pasar a la discusién de los métodos de
soluciones de la ecuacién de Pfaff en tres variables (se estudiara en el capitulo siguiente),
primero debemos demostrar un teorema sobre el factor de integracion de las ecuaciones
diferenciales pfaffianas, que es de cierta importancia en la termodindamica. Ya que la
prueba es elemental, se indicara el resultado para una ecuacién en n variables.

Teorema 1.2.4 Dado un factor integrante de la ecuacion de Pfaff

podemos encontrar una infinidad de ellos .
Demostracion. Si j(xy, xo,- - -, x,) es un factor integrante de la ecuacién dada, entonces
existe una funcién ¢(xy, zo, - -« , z,) satisfaciendo la propiedad
d¢
X; = , 1=1,2,--- ,n. 1.25
p o n (1.25)

Por otro lado, si ®(¢) es una funcién arbitraria de ¢, encontramos que la ecuacién
(1.24) puede ser escrita en la forma

dd
ud—¢(X1dx1 + Xodzy + -+ - + Xpdz,) =0,
la cual, en virtud de las relaciones (1.25), es equivalente a
d® (¢ d¢ 0¢
— | =—d d dzr, | =0,
do <8$1 z1t ox; Tatoo ox; .
es decir, a
dd
—dp=dd =0
d¢ ¢ )
con solucién
®(¢) = ¢,

¢ constante arbitraria.

Por consiguiente, si 1 es un factor integrante que genera una solucion ¢ = C' y ¢ una
funcién arbitraria de ¢, entonces pu(d®/d¢) es también un factor integrante de la ecuacién
(1.24). Dado que ® es una funcién arbitraria, hay infinitos factores de integracién de este
tipo. |

A continuacién, vamos a mostrar como el resultado tedrico de la prueba del Teorema
1.2.3 puede ser utilizado para obtener la soluciéon de una ecuacién de Pfaff:
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Capitulo 1. Ecuaciones de Pfaff 21

Ejemplo 1.2.1 Verificar que la ecuacion diferencial
(y* +yz)dr + (vz + 28)dy + (y* — zy)dz =0 (1.26)
es integrable y encontrar su primitiva.

Resolucion:

En primer lugar, para verificar la integrabilidad de la ecuacién dada, notemos que en
este caso

X = (4 + yz, 2+ 22,17 — ay)
rot X = 2(_3j + y—zY, _y)a

y facilmente se comprueba que X - rot X = 0. Asi pues, podemos pasar al célculo de la
primitiva de (1.26).

Si tratamos a z como una constante y dividimos por (y? + yz)(zz + 2?) , la ecuacién

considerada se reduce a
dx dy

z(x+z)+y(y+z) N

Ahora, multiplicando por z, la diferencial anterior se simplifica a

d d d
x+_y_ Yy

=0.
T+ z Y y+z
la cual tiene solucién
T+ z
U($7y, Z) = M = (1.
y+=z

Por tanto, podemos considerar la existencia de una funcion pu, tal que uP = U,. En tal
caso,

10U 1 Yy 1

~“Por yy+2)y+z  (y+2)?%

y, en la notacién de la ecuacién (1.23),

i

1 y y(x+2)

=) g Ty

Dado que K = 0, la ecuacién (1.22) se reduce a la forma simple dU = 0 con solucién
U = ¢; es decir la solucién general de (1.26) es

y(z +2) = c(y + 2),
con ¢ constante arbitraria. [ |

Finalizaremos esta seccién mostrando el significado geométrico de la integrabilidad,
que es considerado de gran interés.
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22 1.2. Ecuacién de Pfaff en tres variables

1.2.1. Interpretacion geométrica de la integrabilidad

Las funciones y = y(x), z = z(z) constituyen una solucién de la ecuacién
Pdx + Qdy + Rdz = 0 (1.27)

si éstas reducen la ecuacién a una identidad en x. Geométricamente tal solucién es una
curva cuya direccién tangencial 7 en un punto X (z,y, z) es perpendicular a la recta A,
cuyo vector director es proporcional a (P, @, R), y por lo tanto la tangente a una curva
integral se encuentra en el disco o que es perpendicular a A y cuyo centro es (x,y, z). En
otras palabras, una curva a través del punto X es una curva integral de la ecuacion si su
tangente en X reside en o.

Figura 1.1: Este dibujo estd tomado del libro de Ian N. Sneddon, [13].

Cuando la ecuacion es integrable, las curvas integrales se encuentran en la familia
uniparamétrica de superficies

d(z,y,2) = C.

Cualquier curva en una de estas superficies serd automaticamente una curva integral de
la ecuacion (1.27). Por lo tanto, la condicién de integrabilidad puede considerarse como
la condicién que el disco o debe encajar para formar una familia uniparamétrica de su-
perficies.

Cuando la ecuacién no es integrable, podemos decir que tiene solucién en el siguiente
sentido. Tal caso determina un sistema de curvas uniparamétricas en una superficie S
dada con ecuacién

Uz,y,z)=C. (1.28)

Si tomamos las ecuaciones (1.27) y (1.28) y eliminamos las variable z de éstas, obte-
nemos el siguiente sistema

0¢(m,y)dx+ 0¢(:v,y)dy

ox oy =0

P(x,y, ¢(x,y))dx + Q(z,y, ¢(x,y))dy + R(z,y, p(z,y))
z = gZS(JZ,y)
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dando lugar a una Ecuacién Diferencial Ordinaria de Primer Orden cuya solucion

1?(% Y, C) =0
es un sistema uniparamétrico de cilindros C4, Cs, - -+ con generadores paralelos a 0z, cor-
tando a la superficie S en curvas integrales I';,I's,---. Es decir, dicha solucién es la

proyeccion en XY,

X

Figura 1.2: Este dibujo estd tomado del libro de Ian N. Sneddon, [13].

1.3. Comentarios bibliograficos

En la redaccién de este capitulo hemos seguido principalmente la referencia [13], pero
también, como dijimos anteriormente, los resultados enunciados en la Seccion 1.1.1 y en
la Seccién 1.1.2 pueden ser consultados en [3].

Por otro lado, para la prueba del Teorema 1.1.1 hemos introducido el Teorema de
existencia y unicidad de Problema de Cauchy para EDPs de primer orden que cuyo
enunciado, como precedentemente comentamos, se puede encontrar en el Teorema A.2.1
del Apéndice A.2. Pero ademas, para el lector interesado, puede verse con més detalles
en [12], o bien en [7].
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Capitulo 2

Métodos de resolucion de las
ecuaciones de Pfaff en tres variables

En el capitulo anterior hemos considerado que si la ecuaciéon diferencial Pfaffiana
P($7y, Z)dl‘—’-Q(.T?y,Z)dy—l-R((L’,y, Z)dZ = 0. (21)

cumple la condicién de integrabilidad X - rot X = 0, entonces dicha ecuacién admite co-
mo solucién general una familia uniparamétrica de superficies de la forma F(z,y, z) = ¢,
donce ¢ es un parametro. Ademads, mostramos como dicho resultado nos daba un método
de resolucién basado, en parte, en la bisqueda de un factor integrante, u(z,y,z). Sin
embargo, también es posible derivar dicha solucién sin la necesidad de encontrar el factor
escalar u(x,y, z).

Dedicaremos esta seccién a exponer los diversos métodos mediante los cuales podemos
resolver la ecuacion de Pfaff (2.1).

En este capitulo hemos vuelto a seguir el libro de Ian N. Sneddon [13].

2.1. Por inspeccion
En ocasiones, es posible obtener la solucién por una simple inspeccién de la ecuacion.
Ejemplo 2.1.1 Resolver la ecuacion
(%2 — y*)dx + 3zy’dy + 2°dz = 0 (2.2)
demostrando primero que es integrable.

Resolucion:

La condicién de integrabilidad, X - rot X = 0, donde

X = (222 — y*, 3wy, 2%)
rot X = (0, —222%, 62),

25



26 2.1. Por inspeccion

se cumple; por consiguiente, la ecuacion considerada es integrable.

Observamos, que (2.2) puede ser escrita en la forma

1*(zdx + xdz) — y*dx + 3xy*dy = 0,

es decir,
3 3 2
zdr + wdz — Lde + Ldy =0,
x x

la cual es equivalente a

3

d(zz)+d <y_) =0
x

y en consecuencia, la integral general de la ecuacién (2.3) viene dada por
2z + y3 =cx

donde ¢ es una constante arbitraria. [ |

En particular, si la ecuaciéon es tal que rot X = 0, entonces X debe ser el gradiente
de una funcién escalar v, X = Vv, y la ecuacion X - dr = 0 es equivalente a

con primitiva
v(x,y,2) =C.

Ejemplo 2.1.2 Resolver la ecuacion
yzdr + xzdy + zydz = 0 (2.3)

demostrando primero que es integrable.

Resolucion:

Para probar la integrabilidad observamos que X = (yz,zz, zy), de modo que rot X =
0, y entonces X - rot X = 0.

Ahora bien, como rot X = 0, entonces X = gradv. Es decir,

ov
ov
ov

Integrando respecto a x la primera igualdad (2.4), resulta

v(z,y, 2) = zyz + g(y, 2). (2.7)
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Derivamos este resultado respecto a y y lo igualamos con (2.5)

@ =zz=xz+ %9, 2)

oy Jy

=0.

Esto implica que d,g(y, 2) = 0; por tanto, g sélo depende de z, g(y, z) = h(z). Sustituyendo
esta expresion en (2.7) y derivando con respecto a z, obtenemos

a—z = xy + h'(2).
Al igualar este resultado con (2.6), se deduce que h'(z) = 0, por tanto h(z) = C.

En definitiva
v(z,y, z) = xyz + C,

la cual es la solucién buscada. [ |

2.2. Variables Separables

Este es el caso en que la ecuacion de Pfaff puede se escrita en la forma
P(x)dz + Q(y)dy + R(z)dz = 0.

De esta forma, las superficies integrales de la ecuacion son dadas por

[ Pais+ [ Qi+ [ Rz =c

donde C' es una constante.
Ejemplo 2.2.1 Resolver la ecuacion

a’y?de + V220 dy + AayPdz = 0.
Resolucion:

Si dividimos ambas partes de la ecuacién por z%y%z2, obtenemos

a2 2 2
de + Edy + ;dz =0.
Luego, las superficies integrales son

2 2 2
—dx+/—dy+/—dz——(a—+—+c—>:k:,
y oz

siendo k una constante. |
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2.3. Una variable separable

2.3. Una variable separable

En ocasiones, puede suceder que una de las tres variables sea separable. Supongamos,
por ejemplo, que z lo es, entonces la ecuacion es de la forma

P(z,y)dz + Q(x,y)dy + R(z)dz = 0. (2.8)
Para esta ecuacion

X = (P(x,y),Q(x,y),R(z))

y un simple calculo demuestra que

rot X = (0,0,@ — 8P) .

ox a_y
Asi, la condicion de integrabilidad, X - rot X = 0, implica que
0oQ 0P
or Oy

En otras palabras, si Pdz + Qdy es una diferencial exacta, du, la ecuacién (2.8) se reduce
a

du+ R(z)dz =0
con primitiva
u(z,y) + / R(z)dz = 0.

Ejemplo 2.3.1 Verificar que la ecuacion

z(y? — a®)dx + y(a* — 22)dy — 2(y* — a*)dz = 0 (2.9)
es integrable y resolverla.

Resolucion:

Si dividimos (2.9) por (y* — a?)(z* — 2?), ésta resulta
Y z

dz + y2_a2dy— PR

donde la variable y queda separable. En este caso,

oP OR
re (O’ 0z Ox ’O) ’

xr2 — 22

dz =0, (2.10)

y por el argumento explicado anteriormente, la ecuacion considerada es integrable si
oP OR
0z Oz’
Comprobemos si dicha condicién se verifica:
or  2xz
0z (a2 — 22)2
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oR 2z
Or (22— 22)2

Ambas parciales coinciden, por tanto, queda demostrado que la ecuacién (2.10), y en con-
secuencia (2.9), es integrable.

A continuacion, pasemos a determinar la solucion. Para ello, tomemos la ecuacion

(2.10) de la forma
xdr — zdz Y

=0
22 — 2 Y2 — a2 ’

la cual es equivalente a
1 1
§d (log(z* — 2%)) + §d (log(y* — a®)) =0,
y por tanto, integrando, obtenemos
(a2 = )y —a?) =

con ¢ constante arbitraria. [ |

2.4. Ecuaciones homogéneas

Definicién 2.4.1 (Funcién Homogénea) Se dice que una funcién f : D C R® — R
es homogénea de grado n si verifica

fAz, Ay, X z)=XN"f(z,y,2), VAER V(x,y,2) € D.

La ecuacién

P(x,y,2)dx + Q(z,y,2)dy + R(x,y,2)dz =0 (2.11)

se dice homogéna si P, (), R son funciones homogéneas del mismo grado n.
Si una ecuacion es homogenéa, podemos hacer el cambio
Yy =ur, 2z=7I. (2.12)
Sustituyendo (2.12) en (2.11), vemos que (2.11) se convierte en
P(z,ux,vr)dr + Q(z, ux,vz)(udr + xdu) + R(z, ux, ve)(rdv + vdz) = 0
es decir,
P(1,u,v)dx + Q(1,u,v)(udx + zdu) + R(1,u,v)(zdv 4+ vdzx) = 0, (2.13)
o lo que es lo mismo:

(P(1,u,v) + uQ(1l,u,v) + vR(1,u,v))dr + xQ(1,u,v)du + zR(1,u,v)dv = 0.
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30 2.4. Ecuaciones homogéneas

Si ahora escribimos

) QL0

A ) = B ) T QL u,v) § oR(L0,0)
B R(1,u,0)

Blu, ) P(1,u,v) +uQ(1,u,v) + vR(1,u,v)’

deducimos que la ecuacién (2.13) se reduce a

d
=4 A(u,v)du + B(u,v) =0,
xZ

la cual puede ser resuelta por el método de una variable separable.

Ejemplo 2.4.1 Verificar que la ecuacion
yz(y + z)dr + zz(x + 2)dy + zy(x + y)dz = 0 (2.14)
es integrable y encontrar su solucion.

Resolucion:

En primer lugar, comprobemos que se satisface la condiciéon de integrabilidad.
X rot X = (yz(y + 2), wz(x + 2), zy(z + y)) - (vy — 23, 2y — vy, 32 — yz) =0,
luego la ecuaciéon dada es integrable.

Es inmediato comprobar que (2.14) es homogénea. Haciendo el cambio y = ux, z = vz,
obtenemos

wo(u + v)de + v(1 + v)(udr + xdu) + u(l + u)(vdx + xdv) = 0. (2.15)

Si ahora tomamos,

B (1 +v)
M) = R T T
Blu,v) = uw(l+u)

wo(u+v) + uv(l +v) + vu(l +u)’

la ecuacién (2.15) se reduce a

dx v(1 +v)du + u(l + u)dv _0
v wv(u+v) Fuv(l+o)fFou(l+u)
es decir,
dx N v(1+v)du + u(l + u)dv o, (2.16)

x 2uv(l +u+v)
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y observamos que dicha ecuacién estd escrita en una variable separable. Descomponiendo
los factores de du y dv en fracciones simples , vemos que (2.16) es equivalente a

d 1 1 1 1
2_x+ - —)du+ | —-— —— ) dv =0,
T v l+u—+wv v l4+u+tw

dx du+dv dl+u+v)
x U v l+utv
Ahora bien, integrando, se obtiene facilmente que

22uv = (1 +u +v),

con ¢ constante arbitraria.

Finalmente, deshaciendo el cambio inicial, la solucién general de (2.14) viene dada por

ryz = c(v+y+ 2). ]

2.5. Meétodo de Natani

Consideremos la ecuacién de Pfaff
P(x,y,2)dx + Q(z,y, 2)dy + R(x,y, z)dz = 0. (2.17)

En primer lugar, suponemos que una de las tres variable es constante, por ejemplo
suponemos que z lo es, entonces dz = 0 y la ecuacién anterior queda

P(z,y,2)dx + Q(x,y, z)dy = 0,

Resolvemos esta ecuacién como ecuacion diferencial de primer orden y encontramos una
solucién de la forma

o(z,y,2) = ¥(2),
donde 9(z) es una funcién que sélo depende de z, ya que dicha variable al suponerla
constante la hemos arrastrado en todo el proceso de integracion y la constante indefinida
de integracion deberd depender de ella.

Para determinar la funcién ¢(z) observamos que si le damos a = un valor fijo, x = a,
entonces

¢y, 2) = ¥(2). (2.18)
Si sustituimos ahora x = « en (2.17), obtenemos
Q(a,y, z)dy + R(a,y, z)dz = 0, (2.19)

y utilizando los métodos de la teoria de ecuaciones diferenciales de primer orden (métodos
estudiados en la asignatura de EDO), encontramos una solucién de (2.19) en la forma

k(y,z) = c. (2.20)

Elimimando la variable y entre las ecuaciones (2.18) y (2.20), obtenemos una expresién

para la funcién ¢ (z). Sustituyendo esta expresion en (2.18) obtenemos la solucién general
de la ecuacion de Pfaff (2.17).
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32 2.5. Método de Natani

Observacion 2.5.1 A menudo, una buena eleccion del valor o, como 0 ¢ 1, hace que la
solucion sea obtenida de manera mas facil, simplificando asi el método.

Ejemplo 2.5.1 Demostrar que la ecuacion
2(z + y?)dr + 2(z + 2*)dy — zy(r +y)dz =0 (2.21)
es integrable y encontrar su primitiva.

Resolucion:

La integrabilidad de esta ecuacion de Pfaff es clara pues X - rot X = 0, donde
X = (2(z +¢7), 2(2 + 2%), 2y(z + )
rotX = 2(—a2* — a2y — z,y* + 2y + 2, 22 — 2y).
Para la obtencién de la solucién, consideremos y = cte y resolvamos la ecuacion
2(z 4+ y?)dx — xy(z + y)dz = 0. (2.22)
Para ello, dividimos (2.22) por zz(z + v*)(z + y) quedando

dx ydz
— =0.
x(z+y) z(z+y?)

Entonces, descomponiendo en fracciones simples y multiplicando por la constante y, ob-

tenemos
1 1 1 1
<—— )da:—(—— >dZ:0,
x T4y z oz y?

mostrando que tiene la solucién

2(y® + 2)
— = . 2.23
=) (223)
Ahora consideramos x = 1 en (2.21) y resolvamos la ecuacién

z2(z+ Ddy — y(1 +y)dz = 0.

Divididiendo por yz(z + 1)(1 + y) y descomponiendo en fracciones simples, la ecuacién

anterior se convierte en
1 1 1 1
————|dy— (- — —— ) dz=0,
y 1+vy z z+1

y(z+1)
2(y+1)

donde donde ¢ es una constante arbitraria. Esta soluciéon debe ser equivalente a (2.23)
para el caso x = 1, es decir

la cual tiene solucion
=c, (2.24)

(y* +2)

= 1w, (225)
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Despejando z de (2.24) y sustituyendo esta en (2.25) se obtiene que

fly) =1+ylc-1),
y en consecuencia, la solucion general de (2.21) es

r(y® + z)

P =14y(c—1). |

2.6. Reduccidon a una Ecuacion Diferencial Ordinaria

En este método, reducimos el problema de encontrar la solucion de la ecuacién de Pfaff
(2.17), a integrar una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Primer Orden en dos variables.

Si la ecuacién (2.17) es integrable, entonces tiene una solucién de la forma

flx,y,2) =c, (2.26)

la cual representa una familia uniparamétrica de superficies en el espacio. Estas superficies
seran intersectadas en una infinidad de curvas por el plano

z=u1x+ky, (2.27)

donde k es una constante. Las curvas formadas seran las soluciones de la EDO
p(z,y, k)dz + q(z,y, k)dy =0, (2.28)

ecuacion resultante de la eliminacién de z entre las ecuaciones (2.17) y (2.27).
Por tanto, si encontramos la solucién de la ecuacién diferencial (2.28), podemos obte-

ner facilmente la familia de superficies (2.26), ya que conocemos sus curvas de interseccién
con el plano (2.27).

Supongamos que la solucién general de la ecuacion (2.28) es

¢(x,y,k) = a, (2.29)

con a constante arbitraria. Entonces, dado que un punto sobre el eje del plano (2.27)
estd determinado por y = 0,z = ¢ (¢ constante), debemos tener

o(z,y, k) = ¢(c,0, k) (2.30)

para que las curvas (2.29) pasen por dicho punto. Cuando k varfa, (2.30) representa la
familia de curvas a través del punto y = 0,2 = c. Si ¢ también varia, obtenemos, sucesi-
vamente, la familia de curvas sobre cada punto del eje de (2.27). Es decir, si eliminamos
k entre las ecuaciones (2.30) y (2.27), obtenemos las superficies integrales buscadas en la

forma
¢<x7yvz_x>:¢(cvovz_x)'
Yy Yy

En definitiva, la solucién de la ecuacién de Pfaff (2.17) se determina una vez que
conocemos la solucién de la solucion de la ecuacién diferencial de primer orden (2.28).
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Observacion 2.6.1 Si sucede que la constante k es un factor de la ecuacion (2.28),
entonces debemos utilizar otra familia de planos en lugar de (2.27).

Observacion 2.6.2 Teoricamente, este método es superior al método de Natani, ya que
implica la solucion de una unica diferencial ordinaria en lugar de dos. Sin embargo, esta
ecuacion es a menudo mas dificil de integrar que cualquiera de las dos ecuaciones del
método de Natani.

Ejemplo 2.6.1 Integrar la equacion
(y + 2)dz + (z + x)dy + (z + y)dz = 0. (2.31)
Resolucion:
Si tomamos z = x + yk, con k constante, la ecuacién (2.31) es escrita de la forma
(2x + 2y + ky)dx + (22 + 2ky + kx)dy = 0, (2.32)
y diviendo por dz(2z + 2ky + kx) obtenemos

dy  2x4+y(2+k)
=0 2.33
de Dyt k) (2:33)

resultando ser una Ecuacion Diferencial Ordinaria homogénea de primer orden en z y y.
Haciendo el cambio y = vz, (2.33) queda

Qd_x (2kv+ (K +2))dv
r  kvP4+1+v(k+2)

Y

con lo que integrando, se tiene
(1 + kv’ +0(2+k)) = a,

con a constante. Por lo tanto, deshaciendo el cambio, la solucién de (2.32) viene dada por
la expresion
P(x,y, k) = 2* + ky* + 2y(2 + k).

Inmediatamente, se sigue que

zZ—
¢<$7?Ja7> =rytyzt+zr

gzﬁ(c,(),z_x) =2
Y

Y en consecuencia, la solucién general de (2.31) es

xy+yz+zx=C,

con C constante arbitraria. [ |
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Capitulo 3

Relacion con las 1-formas

En geometria diferencial, una forma diferencial de grado 1 en un abierto 2 C R" es
un campo de formas lineales, es decir, una aplicacién w : Q@ — L(R" R), donde L(R",R)
es el espacio vectorial de las aplicaciones lineales L. : R® — R. Si el espacio vectorial
L(R™ R) se considera la base dual de la base canénica de R", formada por las proyecciones
dz; : (21,9, x,) — x;, entonces la forma diferencial w se escribe en la forma candnica

w(x) = Z Fj(x)dz; (3.1)

donde Fj son las funciones, definidas en 2, que dan las coordendadas de w(x) respecto a
esta base. Si F); son funciones continuas en 2 se dice que w es continua. Esta definicién
es intrinseca, es decir, no depende de la base considerada en £(R", R).

Cuando w(x) = 0 observamos que la 1-forma diferencial (3.1) es formalmente una
ecuacion de Pfaff en n variables. No vamos a entrar en muchos detalles, pero si vamos a
ver en este capitulo que ambos conceptos estan relacionados.

Los siguientes resultados no se demostraran, ya que se prueban en la asignatura In-
tegracion de Funciones de Varias Variables impartida en el segundo cuatrimestre del
segundo curso del Grado en Matematicas.

3.1. Integral curvilinea. Independencia del camino

Definicién 3.1.1 (Forma diferencial exacta) Si w es una forma diferencial en un
abierto 2 € R"™ y emiste una funcion diferenciable f : Q — R, tal que w = df se di-
ce que la forma diferencial w es exacta y que f es una primitiva de w. Si para cada
a € Q) existe una bola abierta B(a,r) tal que w|pa,) €s exacta se dice que w es una forma
diferencial cerrada.

Por las aplicaciones fisicas conviene introducir también la terminologia alternativa que
corresponde al lenguaje de los campos de vectores: Si la forma diferencial w asociada a
campo de vectores F es exacta y w = df entonces el campo es un gradiente, F = Vf, y
se dice que f es una funcion potencial del campo F. Cuando €2 es conexo, la funcion
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36 3.1. Integral curvilinea. Independencia del camino

potencial de un campo de vectores, si existe, no es unica, pero dos funciones potenciales
del mismo campo difieren en una constante, de modo que una funcion potencial concreta
se determina especificando su valor en un punto.

Observacion 3.1.1 En relacion con las ecuaciones de Pfaff, cuando una I1-forma es
exacta estamos diciendo que podemos hallar su solucion como en el sequndo caso explicado
en el método de inspeccion (ver en Seccion 2.1).

La integral curvilinea que se estudia a continuaciéon es la herramienta que permite
obtener primitivas de formas diferenciales y caracterizar las formas diferenciales exactas.

Definicién 3.1.2 (Integral curvilinea) Sea w(x) = > 7| Fj(x)dx; una forma dife-
rencial de grado 1 definida y continua en un abierto Q@ C R". Si v : [a,b] — Q,
¥ = (71,72, V), €S un camino regqular a trozos, la integral curvilinea de w a lo lar-
go de ~y se define como la integral curvilinea del campo de vectores asociados:

b b n n b
[o= [ wtrori= [ S Baomei=3 [ Bawmod

donde v;,1 < j <mn, son las componentes de ~y.

Desde el punto de vista fisico, la integral curvilinea de un campo de vectores F a
lo largo de un camino regular a trozos v se puede interpretar como la integral respecto
al arco de las componentes de F segun la direccién de la tangente al camino. Por ello
importantes conceptos fisicos, como el trabajo realizado por una fuerza al mover una
particula material a lo largo de una curva o la circulacién de un campo de velocidades
a lo largo de una trayectoria se expresan mediante integrales curvilineas de campo de
vectores. Esta interpretacon fisica es la que motiva el nombre de trabajo elemental del
campo F que se suele utilizar para designar la forma diferencial Z?Zl F;(x)dz;, o lo que
es lo mismo, a una ecuacién de Pfaff en n variables.

Definicién 3.1.3 (Independencia del camino) Siw es una forma diferencial de gra-
do 1 definida y continua en un abierto 2 C R", se dice que la integral curvilinea f,yw no
depende del camino en ) si para cada par de caminos requlares a trozos v,,7, en 2, con
el mismo origen y el mismo extremo, se verifica

/w:/ o
Y1 Y2

Proposicion 3.1.1 Si w es una forma diferencial de grado 1 definida continua en un
abierto 2 C R™ son equivalentes

(a) La integral curvilinea f_yw no depende del camino 2.

(b) fww = 0 para cada camino v en ), cerrado y reqular a trozos.
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Capitulo 3. Relacion con las 1-formas 37

La siguiente proposicién, que da una condicién suficiente para que la integral de linea
f,y w sea independiente de camino en {2, proporciona el procedimiento estandar para cons-
guir una primitiva de una forma diferencial exacta.

Proposicién 3.1.2 Sea w una forma diferencial de grado 1 definida continua en un abier-
to Q@ C R". Siw es exacta y f es una primitiva de w entonces para todo camino regular
a trozos vy en ) de origen X y extremo 'y, se verifica

/7 w = fly) - f(x).

Esta utima proposicién pone de manifiesto que cuando se sabe que una forma diferen-
cial w es exacta, w = df, la integral curvilinea es la herramienta adecuada para determinar
(salvo una constante) la primitiva f: Si {2 es conexo, se obtiene una primitiva f de w fijan-
do un punto a € Q y definiendo f(x) = f%( w donde -y, es cualquier camino en €2, regular
a trozos, con origen fijo en a y extremo variable x € €. (Si 2 no es conexo se obtiene la
primitiva procediendo como se acaba de indicar en cada una de las componentes conexas).

En el lenguaje de los campos de vectores, e interpretando la integral curvilinea como
trabajo, la proposicion anterior es el principio fisico que dice si un campo de fuerzas F
admite funcién potencial f, entonces el trabajo realizado cuando una particula recorre la
trayectorial v sometida al campo de fuerzas F es igual a la diferencia de potencial del
campo entre los extremos de la trayectoria. En este caso el trabajo realizado no depende
de la trayectoria que ha seguido la particula; sélo depende de la posicién final y posicion
inicial de la misma. Por esta razén se llaman conservativos a los campo de fuerzas cuya
integral curvilinea no depende del camino, dependiendo sélo de los extremos del camino.
En particular, no se realiza trabajo cuando la particula recorre una trayectoria cerrada.

Con los siguientes resultados quedan caracterizados los campos conservativos como
aquellos que tienen funcion potencial.

Teorema 3.1.1 Siw es una forma diferencial, de grado 1, definida en un abierto {2 C R™
son equivalentes

(a) w es cerrada.

(b) f,yw = 0 para cada camino cerrado y reqular a trozos ~y en €.

"0
Si w(x) =df(x) = g(x) dz; es una forma diferencial exacta de clase C', sus fun-
=1 O
. _0f(x) 1 - 2
ciones coordenadas F}j(x) = “or. son de clase C*, lo que significa que f es de clase C'
Zj

y aplicando el teorema de Young (Teorema A.3.1 del Apéndice A.3) se obtiene que para
todo i,7 € {1,2---n} y todo x € €2 se cumple

OF(x) _Of(x) _Of(x) _OF(x)

&m N (9:)02(990] B 8m]8x, 0xj
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38 3.2. Teorema de Stokes. Teorema de Green

Se deduce, por tanto, que una condicién necesaria, (3.2), para que una forma w de clase
O sea exacta es que w sea una forma cerrada. El reciproco se cumple cuando el abierto
Q) es estrellado :

Definicién 3.1.4 (Abierto estrellado) Un abierto Q2 de R" se dice que es estrellado si
hay un punto a € Q) tal que para cada x € Q) el segmento [a, x| estd contenido en 2.

Teorema 3.1.2 Si w(x) = > Fj(x)dz; es una forma diferencial de clase C' definida
en un abierto estrellado 2 C R™, son equivalentes:

(a) w es ezacta.
(b) Para cada i,j € {1,2---n} y cada x € Q

0F;(x) _ 0Fi(x)
8:131- N 82:]-

. (3.2)

Como las bolas son conjuntos estrellados, aplicando el teorema anterior sobre cada bola
B(a,r) C Q se caracterizan las formas diferenciales cerradas de clase C:

Corolario 3.1.1 Siw(x) = >, Fj(x)dz; es una forma diferencial de clase C' definida
en un abierto 0 C R™, son equivalentes:

(a) w es cerrada.
(b) Para cada i,j € {1,2---n} y cada x € Q se cumple (3.2).

De este 1ulimo resultado, observamos que para el caso 2-dimensional, la condicién ob-
tenida (3.2) es la misma condicién de integrabilidad que (1.4).

En el caso 3-dimensional, la condicién (3.2) es equivalente a rot F = 0. Dicha condi-
ci6én es un caso particular de la condicién necesaria y suficiente de integrabilidad (1.19).

En el caso en que el campo F sea conservativo, es decir, F es un gradiente, F = V f
con f una funcién potencial, se cumple que

rotF =rot(Vf)=0.

Por tanto, el Corolario 3.1.1 nos dice que en este caso w es una 1-forma diferencial cerrada,
y por tanto integrable. Es decir, la condicién (3.2) caracteriza las 1-formas que provienen
de campos conservativos.

3.2. Teorema de Stokes. Teorema de Green
Los teoremas de Stokes y Green permiten calcular integrales curvilineas de un campo

F, con
F(x,y,2) = (P(x,y,2),Q(x,y,2), R(x,y,2)) en 3D

F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) en 2D,
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Capitulo 3. Relacion con las 1-formas 39

indirectamente a través de una integral de superficie (que definiremos més adelante).
Observemos que la integral curvilinea se puede definir como

/w:/FdS
v v

donde w es una 1-forma diferencial 6 ecuacién de Pfaff.

Definicién 3.2.1 (Integral de Superficie) Se define la integral de superficie de dicho
campo a la integral de superficie de la funcion escalar que se obtiene al multiplicar el
campo F por el vector unitario normal exterior a la superficie.

Una redaccion de dichos teoremas seria la siguiente:

Teorema 3.2.1 (Stokes) Dado un campo F = (P,Q, R), una superficie S y su frontera
v orientadas en sentido positivo. Entonces,

/[qrot(F)-da:AF-dS:lw.

Observacién 3.2.1 La igualdad del Teorema de Stokes puede escribirse como

_ 0Q(z,y,2) OP(x,y,z)
[yP(w,y,z)dw+Q(m,y, 2)dy + R(x,y,2)dz = //s ( pe — 9 ) dxdy +

OR(z,y,z) 0Q(z,y,z) dyd + OP(z,y,2) OR(z,y,2)\ . .
Jy 0z 0z ox

Si w es una 1-forma exacta, entonces f,yw =0, y el Teorema 3.1.1 tmplica que rot F = 0,

entonces [[,rot(F) - do =0, comprobindose el teorema de Stokes.
Como caso particular del Teorema de Stokes se obtiene el Teorema de Green-Riemann:

Teorema 3.2.2 (Green-Riemann) Si S es una superficie plana, de frontera y y -y des-
crita siguiendo el sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces,

//S(Qx — P))dxdy = A(de + Qdy) = lw.

Observacion 3.2.2 Al integrar la sequnda parte de la igualdad a lo largo de la curva
cerrada vy, en realidad estamos calculando la ecuacion de Pfaff 2-dimensional

Pdx 4+ Qdy = 0.
Si dicha ecuacion es integrable, entonces

Q. — P, =0, esdeir Q,=P,

y, por tanto, la integral //(Qz — P,)dzdy = 0. Y segin el Teorema 3.1.1 si w es cerrada,
s

entonces su integral a través de una curva cerrada y es cero, fv w = 0. Luego se comprueba
el teorema de Green-Riemann.

Si w es una forma diferencial exacta en un abierto estrellado, los Teoremas 3.1.1 y
3.1.2 son ciertos. El primero implicaria f7 w = 0 al ser 7 una curva cerrada, y el segundo
implicaria rot F = 0. Por tanto, en el caso en que F fuese un campo conservativo, se
verificaria Teorema de Stokes y Teorema de Green.

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN



40 3.3. Comentarios bibliograficos

3.3. Comentarios bibliograficos

El contenido del Capitulo 3 esta basado en la referencias [14] y [10], aunque una visién
méas amplia y completa se puede obtener consultando la bibliografia [9].
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Capitulo 4

Aplicacion a la Termodinamica: El
Teorema de Carathéodory

4.1. Introduccion

El andlisis de los Capitulos 1 y 2 muestra que, en general, no podemos encontrar
factores integrantes para las formas diferenciales Pfaffianas de mas de dos variables inde-
pendentes. Ademas, en el Capitulo 1 hemos visto que las formas diferenciales Pfaffianas
se dividen en dos casos, las que son integrables y las que no lo son. Esta diferencia es
demasiado abstracta para ser de uso inmediato en la teoria de la termodinamica, por lo
que es necesario buscar una caracterizacion mas geométrica de la diferencia entre las dos
clases de formas Pfaffianas.

Antes de considerar el caso de tres variables, consideremos el caso de una forma di-
ferencial Pfaffiana en dos variables. Como un primer ejemplo, tomemos la ecuaciéon de

Pfaff
de —dy =0 (4.1)

que obviamente tiene la solucién
rT—y=c (4.2)

donde c es una constante. Geométricamente, esta solucién representa una familia de lineas
rectas que forman un angulo 7/4 con la direccién positiva de eje OX. Ahora consideremos
el punto (0,0). La tnica recta de la familia (4.2) que pasa por el punto (0,0) es z = y.
Esta recta intersecta a la circuferencia 2% 4 y? = 2 en dos puntos

A( £ € ) B < 5 5 )
vz ve) V2 V2

Ahora bien, no es posible ir de A a ningun otro punto de la circuferencia, aparte de
B, si el movimiento se restringe a pasar siempre por las rectas de la familia (4.2). Por
tanto, dado que € puede hacerse tan pequeno como queramos, se deduce que arbitrariam-

nete cerca del punto (0,0) hay una infinidad de puntos que no pueden ser alcanzados a
través de las rectas que sean soluciones de la ecuacién diferencial Pfaffiana dada por (4.1).
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Este mismo resultado ocurre para cualquier ecuacion diferencial general Pfaffiana en
dos variables. Por el Teorema 1.1.1, existe una funcién ¢(z,y) y una funcién p(z,y) tal
que

w(z,y) [Pz, y)de + Q(x, y)dy] = do(z,y).

De este modo, la ecuacién
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

debe poseer una integral de la forma

o(z,y) =c, (4.3)

siendo ¢ una constante. Por lo tanto, a través de cada punto del plano OXY pasa una
sola curva del sistema uniparamétrico (4.3). Luego, dado un punto cualquiera en el plano
0XY, no es posible acceder desde él a cualquier otro punto “vecino”por medio de curvas
que satisfagan a la ecuacién diferencial dada.

Un resultado similar se aplica para las ecuaciones diferenciales Pfaffianas en tres varia-
bles independientes. Si la ecuacién posee un factor integrante, la situacién es exactamente
la misma que en el caso bidimensional. Todas las soluciones se encuentran en alguna de
las superficies pertenecientes al sistema uniparamétrico

o(2,y,2) = ¢,

por lo que no podemos alcanzar a todos los puntos del entorno de un punto dado, sino
solamente aquellos puntos que se encuentran en la superficie de la familia que pasa por el
punto que estamos considerando.

Extendiendo la idea de puntos inaccesibles al espacio n-dimensional, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 Si la ecuacion diferencial Pfaffiana
AX = Xidry + Xoday + -+ - + X, dx,, = 0

es integrable, entonces en cualquier entorno, por pequeno que sea, de un punto G, dado,

existen puntos que no son accesibles desde Gy a lo largo de cualquier camino que satisfaga
AX =0.

Lo que interesa en la termodinamica no es el teorema directo, sino el inverso. Es
decir, consideramos si la inaccesibilidad de puntos en el entorno de un punto dado nos
proporciona un criterio para la integrabilidad. Si conocemos que en un entorno de un
punto dado hay puntos que son arbitrariamente cercanos pero inaccesibles por medio de
las curvas para las cuales AX = 0, ;podemos, entonces, afirmar que la ecuacion diferencial
Pfaffiana AX = 0 posee un factor integrante? Carathéodory demostré que la respuesta a
esta pregunta es afirmativa.
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4.2. Teorema de Carathéodory

Teorema 4.2.1 (Carathéodory) Si una forma diferencial Pfaffiana
AX = del‘l + XQd!L’Q + -+ XndZL’n

tiene la propiedad de que en cada entorno, abitrariamente cercano de un punto dado Gy,
existen puntos que son inaccesibles desde Gg por medio de las curvas para las cuales
AX =0, entonces la correspondiente ecuacion diferencial Pfaffiana es integrable.

Demostracion. Consideremos la prueba de este teorema para el caso n = 3.

En primer lugar, notemos que por medio de las transformaciones (1.21) y (1.23) de la
Seccién 1.2, la ecuacién

Pdr + Qdy + Rdz =0 (4.4)
puede ser escrita en la forma equivalente
aUu
-t K(U,y,z)=0. (4.5)

En esta ecuacion se observa que la funcién K puede ser expresada como una funcion de
tres variables, U,y y z. Si tomamos y fija, podemos escribir (4.5) como

dU + K(U,y,z)dz =0,
que por el Teorema 1.1.1 tiene una solucion de la forma
U= ¢(zy). (4.6)

En la Seccién 1.2 demostramos que la ecuacion (4.4) era integrable si ésta se podia poner
como

dU
— + KU, 2)=0 4.7
dZ ( 72:) ? ( )
es decir, si y solo si
0¢
=0 4.8
dy (48)

en una cierta region del plano OY Z.

Supongamos que el punto Go(xg, Yo, z0) estd contenido en un dominio D del espacio
xyz. Entonces, si P,Q), R y p son tales que Y y K son funciones continuas de z,y y 2
con valor unico y finito, existe una correspondencia de uno a uno entre los puntos de D y
los de un dominio D’ del espacio Uyz. Sea Hy(Up, Yo, 20) €l punto de D’ correspondiente
al punto GGy de D. Ahora consideremos como en realidad se puede efectuar el paso desde
Hy a un punto cercano H, a lo largo de una curva solucién de la ecuacién (4.7):

(a) Primero pasamos del punto Hy al punto H; en el plano y = yo; entonces en virtud
a (4.6), las coordenadas de H; serd {¢(zo + (', 40), %o, 20 + ('}, donde ¢’ denota el
desplazamiento en la coordenada z. Ademas, dado que Hj se encuentra en la misma
curva integral que Hi, se deduce que

Uo = ¢(20, %o)-
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44 4.2. Teorema de Carathéodory

(b) El siguiente paso es de H; al punto Hy en el plano Uy = ¢(z0 + (', 40). Dado que z es
constante, se sigue que las coordenadas de Hs son {¢(z0+ (', y0), 90+ 1 —1',20 + ('},
donde n — 1’ denota al desplazamiento Hy H,.

(c) El siguiente paso es en el plano y = yo +n — 1’ al punto Hs; por tanto dicho punto
tiene las coordenadas {¢(z0+C, 0 +n—7"),y0 + 1 —1', 20 + ¢}, denotando con ¢ — ¢’
al cambio en la coordenada z.

rU-‘f_‘{’ [-ﬁ;"‘{rl.}'c. ]

1".‘_'__

Figura 4.1: Este dibujo estd tomado del libro de Tan N. Sneddon, [13]

(d) Finalmente llegamos al punto H pasando por el plano U = ¢(20 + (, 50 +n—17') y a
través de un desplazamiento 1/, luego H tiene como coordenadas {¢(zg + (,yo + 1 —

n'),yo + 1,20+ (}.

Si el punto (Up+e1,yo+€2, 20 +€3), €l cual es arbitrariamente cercano a Hy(Uy, yo, 20),
es accesible desde Hy mediante soluciones de la ecuacién (4.5), entonces es posible elegir
los desplazamientos 1,7, ( de tal modo que

o(z0+Cyo+n—n") — d(20,90) =1, n=¢e2, (=es. (4.9)

Ahora si todos los puntos en el entorno de Hy son accesible desde Hy, se deduce que los
puntos (Up + €, yo, 20) que se encuentran en la recta, z = zg,y = yo son accesibles desde
Hy. Por tanto, deberia ser posible elegir un desplazamiento 1’ tal que

¢(Zo7 Yo — 77/) - ¢(207 ?Jo) =g, (4-10)

9¢

y esto es sélo si 3 no es idénticamente cero, en cuyo caso, como anteriormente comen-
)

tamos, la ecuacién no es integrable.

Por otro lado, si hay puntos que son inaccesibles desde Hy, se concluye que existe

valores de €1, €5 y €3, para los cuales las ecuaciones (4.9), o lo que es lo mismo, la ecuacién
(4.10), no tiene solucién. Para un desarrollo de primer orden, podemos escribir la ecuacion

(4.9) en la forma
(2 — 1)) 99 =g —c 99
2— 1 By - =& 3 G . .
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Si esto no da un valor para 7', sélo puede ser porque

I B
<a—y)m -0

es decir, sélo si la ecuacién es integrable.

Una prueba més geométrica del Teorema de Carathéodory fue dada por Born (ver refe-
rencia [4]). En esta prueba consideramos las soluciones de la ecuacién diferencial Pfaffiana
(4.4) que se encuentran en una superficie S dada por las ecuaciones paramétricas

r=z(u,v), y=yluv), z==z(u,v).

Estas curvas satisfacen la ecuacién diferencial Pfafliana bidimensional

Fdu+ Jdv =0, (4.11)
donde or Oy 0 or oy 0
_ pYt 9y oz _ p9* 9% i
F_P8U+Q8U+R8u’ J P80+Q8U+R81}'

Por el Teorema 1.1.1, la ecuacién (4.11) tiene una solucién de la forma

¢(uv v) =C,

representando un sistema uniparamétrico de curvas que cubre la superficie S. Supongamos
ahora que arbitrariamente cerca del punto GGy dado, existen puntos inaccesibles, y, ademas,
supongamos que G es uno de esos puntos. A través de GGy se dibuja una recta A que no
es solucion de la ecuacién (4.4) y que no pasa por G. Sea 7 el plano definido por la linea
Ay el punto G.

Figura 4.2: Este dibujo estd tomado del libro de Tan N. Sneddon, [13]

Si tomamos el plano 7 como la superficie S, la cual hemos introducido anteriormente,
vemos que s6lo hay una curva que se encuentra en el plano 7, pasa por el punto G y es
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solucién de la ecuacién (4.4). Supongamos que esta curva intersecta a la recta A en el
punto H; entonces dado que G es inaccesible desde G, se concluye que H es también
inaccesible desde Gy. Ademas, como podemos elegir un punto G arbitrariamente cercano
a Gy, el punto H puede ser arbitrariamente cercano a Gy.

Supongamos ahora que la recta A se mueve paralelamente sobre si misma, generando
un cilindro cerrado ¢. Entonces sobre la superficie ¢ existe una curva ¢ que es solucién de
(4.4) y pasa por Gy. Si la recta A corta a la curva ¢ en un punto I, entonces desformando
continuamente el cilindro o, podemos hacer que el punto I se mueva a lo largo de un
segmento de la recta A que a rodee GGy. De esta manera, es posible construir una franja de
puntos accesibles en los alrededores de GGy. Sin embargo, esto contradice a la suposiciéon de
que, arbitrariamente cerca a Gy, existen puntos en la recta A (como H) que son inaccesibles
desde Gy; por consiguiente, concluimos que para cada forma de o, el punto I coincide con

Go.

S

Figura 4.3: Este dibujo estd tomado del libro de Ian N. Sneddon, [13]

A medida que el cilindro ¢ es continuamente deformado, la curva cerrada c traza una
superficie conteniendo a todas las soluciones de la ecuacién (4.4) que pasan por el punto
Gy. Dado que esta superficie tendra una ecuacion de la forma

Qb(l', Y, Z) = QS(CCOa Yo, ZO)
se deduce que existen funciones p y ¢ tales que
p(Pdx + Qdy + Rdz) = do,

y con ello finaliza la prueba del Teorema. [ |

4.3. Aplicacién a la Termodinamica

La mayoria de los libros de textos elementales sobre termodinamica se rigen bajo el
desarrollo histérico de la materia y, por tanto, discuten los principios bésicos en términos
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del comportamiento de varios tipos de motores térmicos “perfectos”. Esto es sin duda
ventajoso en la formacion de ingenieros, pero matemaéticos y fisicos sentian la necesidad
de un enfoque més formal. Una formulacién mas elegante, y al mismo tiempo mas racio-
nal, de los fundamentos de la termodinamica fue desarrollada por Carathéodory en base
al Teorema 4.2.1.

La primera ley de la termodindmica es esencialmente una generalizacion de ley
experimental de Joule de que siempre que el calor es generado por fuerzas mecanicas,
dicho calor desarrollado esta siempre en constante relacion con la cantidad de trabajo
realizado por las fuerzas. A tal generalizacién, Carathéodory favorecié:

Con el fin de llevar un sistema termodindamico desde un prescrito estado inicial a
otro estado final prescrito adiabdticamente, es necesario realizar una cantidad de trabajo
mecdnico que sea independiente a la manera en la que se realiza el cambio, y que dependa
solamente del estado inicial y final prescritos del sistema.

Matematicamente, esta primera ley es equivalente a decir que en tal proceso adiabatico

el trabajo realizado W es una funcién de la variables termodindmicas (x1,xo, - ,x,) ¥
(x(lo),xéo), e ,x&o)), definiendo el estado final e inicial del sistema y no de los valores

intermedios de estas variables. Por tanto, podemos escribir
W = W(x17$27 sy Ty xg )a xé())v o 7'r'£10))a

y si consideramos el simple experimento en el que las sustancias van desde el estado
inicial (ajgo),xgo), e ,.CE%O)) a un estado intermedio (xgl),azg), e ,xff)) y luego al estado

final (x1, 29, ,x,), obtenemos la ecuacién funcional

Wi(xy, xe, -, xn,mg),xg),- ,a:ff))—l—W(asgiwg), . x() xg),xéo), --,xo))
:W<331,x2,"' xnvxg)axé())y o axO))

para la determinacién de la funcién W. Esto demuestra que existe una funcion U (z1, xa, - - -
x,), lamada energia interna del sistema, con la propiedad

W($17$2a"' 7$n;$§0)7$§0)"" 7x(0)) - U($17$27"' 7'1771) U<x§0)7xg)7 71‘7(10))' (412)

Si ahora consideramos el caso en el que el estado del sistema es cambiado de (:Ego), x(20)7

,x%o)) a (xr1,xq, - ,x,) aplicando una cantidad de trabajo W, pero no asegurando
que el estado sea adiabaticamente cerrado, encontramos que el cambio de energia interna
Uz, 29, ,x,) — U (3:50), xgo), e ,3:510)), que puede ser determinado experimentalemen-
te midiendo la cantidad de trabajo necesario para conseguir esto cuando el sistema es
adiabdticamente cerrado, no sera igual al trabajo mecénico W. La diferencia entre las dos
cantidades se define como la cantidad de calor () absorbida por el sistema en el transcurso
del proceso no adiabatico. Asi, la primera ley de la termodindmica esti contenida
en la ecuacion

Q=U-Uy—W. (4.13)

En la teoria de Carathéodory, la idea de la cantidad de calor es una derivada que no tiene
otro significado aparte de la primera ley de la termodindmica.
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Un gas definido por su presién p y su volumen especifico v, es un tipo simple del
sistema termodinamico que hemos considerado. Féacilmente se demuestra que si el gas se
expande por una cantidad infinitesimal dv, el trabajo realizado por ella es —p, y esto no
es una ecuacion diferencial exacta. Por tanto, deberiamos denotar por AW al trabajo
realizado en un cambio infinitesimal del sistema. Por otra parte, de la definiciéon de U, es
obvio que el cambio en la enegia interna en un cambio infinitesimal del sistema es una
diferencial exacta, que denotamos por dU. Por consiguiente, podemos escribir (4.13) en
la forma infinitesimal

AQ =dU — AW. (4.14)
Si tomamos p y v como variables termodinamicas y ponemos AW = —p dv, entonces para
un gas
AQ = Pdp + Vdv, (4.15)
donde U7 9
P=— V=— .
ap’ go P

Ahora por el Teorema 1.1.1 tenemos inmediatamente que, cualesquiera que sean las formas
de las funciones P y V, existen funciones u(p,v) y ¢(p,v) tales que

HAQ = do, (4.16)

mostrando que, aunque A(Q) no es en si una diferencial exacta, siempre es posible encontrar
una funcién p de las variables termodinamicas tal que pAQ sea una diferencial exacta.
Este resultado es una consecuencia puramente matematica del hecho de que dos variables
termodinamicas son suficientes para la especificacién tnica del sistema.

Es logico preguntarse si este resultado es véalido para el caso en el que el sistema requiere
méas de dos variables termodindmicas para su completa especificacién. Si el sistema es
descrito por las n variables termodindmicas 1, xs, - - - , x,, entonces la ecuacién (4.15) es
reemplazada por una forma Pfaffiana del tipo

AQ =) Xdu;, (4.17)
i=1
donde X; son funciones de x1, zo, - - - , z,,. Sabemos que para este caso, en general, las fun-

ciones i1 v ¢ con la propiedad pAQ no existen. Si queremos establecer que todo sistema
termodinamico que ocurre en la naturaleza tiene esta propiedad, entonces debe agregarse
un nuevo axioma de caracter fisico. Esta nueva suposicion fisica es la segunda ley de la
termodindamica.

En la teoria clasica, la base fisica de la segunda ley de la termodindmica es la com-
presién de que ciertos cambios de estados no son fisicamente realizables; por ejemplo,
obtenemos declaraciones del tipo “que el calor no puede fluir de un cuerpo frio a otro mas
caliente sin un control externo”. En la formulacion de la segunda ley, Carathéodory gene-
raliza tales afirmaciones y hace uso del Teorema 4.2.1 para darle un caracter matematico.
El axioma de Carathéodory es :
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Arbitrariamente cerca de cualquier estado incial prescrito, existen estados que no pue-
den ser alcanzados desde el estado inicial como resultado del proceso adiabdtico.

Si la primera ley de la termodindmica conduce a una ecuacién del tipo (4.17), entonces
la segunda ley en la base de Carathéodory afirma que cerca del punto (xgo), :Ego), cee x%o))
existen puntos que no son accesibles desde el punto inicial por medio de los caminos para
los cuales AQ = 0. Del Teorema 4.2.1, se deduce inmediatamente que existen funciones

p(wy, T2, -+, 1,) Y G(21, 29, ,3,) con la propiedad

UAQ = do. (4.18)

La funcion ¢ que aparece en esta expresion es llamada la entropia del sistema termo-
dindmaico. Se puede demostrar que la funcién p, aparte de una constante multiplicatica,
es una funcién que depende sélo de la temperantura empirica del sistema. Se podria es-
cribir p = 1/T, donde T es la temperatura total del sistema. Ademads, se puede demostrar
que la escala de un termémetro de gas basado en la ecuacion de estado de un gas per-
fecto define una temperatura que es directamente proporcional a 7. Con esta notacion,
podemos escribir la ecuacién (4.18) en la forma

e _

= = do.

El Teorema 4.2.1 muestra que tal ecuacién es valida sélo si introducimos la conjetura
fisica que aparece en la segunda ley de la termodinamica.

4.4. Comentarios bibliograficos

En la redaccién de este capitulo hemos consultado la referencia [13], aunque se puede
encontrar informacién més detallada en [4].

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN






Capitulo 5

Aplicaciones geométricas

Las ecuaciones de Pfaff aparecen para resolver diversos problemas geométricos que
senalaremos a continuacion, planteados en el plano 2-dimensional o en el espacio 3-
dimensional.

5.1. Trayectorias ortogonales de un sistema de curvas
en el plano

Suponemos que
f(z,y,¢) =0, g(z,y.k) =0,

son las ecuaciones de dos familias de curvas cada una dependiendo de un solo parametro.
Cuando cada miembro de la k-familia corta a cada miembro de la c-familia, cualquier
curva de cualquiera de las dos familias se dice que es una trayectoria de la otra familia.

Cuando una curva interseca a todos los miembros de una familia en dngulos rectos, se
dice que es una trayectoria ortogonal de esa familia. Por consiguiente, cualquier circufe-
rencia con centro en el origen es la trayectoria ortogonal de la familia de lineas rectas que
irradian desde el origen, e inversamente cualquier linea a través del origen es la trayectoria

ortogonal de todos las circuferencias con centro (0,0). En otras palabras, las familias
?4+yi=73 y=kx

son mutuamente ortogonales.

Suponemos que, en coordenadas cartesianas, la ecuacion diferencial lineal

P(z,y)+Qz,y)y' =0 (5.1)
describe una familia de curvas. Cuando se escribe en la forma
,_ Plz,y)
T Qlay)
estas ecuaciones expresan el hecho de que si una integrz;g (de cilrva pasa a través del punto
T,y

(x,y), su tangente en ese punto tendra gradiente — . El gradiente de la curva

Q(x,y)
51
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ortogonal a través de ese punto serd el reciproco negativo, es decir, la tangente en (z,y)
a la curva ortogonal tendra gradiente

,_ Qz,y)
P(z,y)
En otras palabras, una trayectoria ortogonal del sistema de curvas descrito por la
ecuacién (5.1) serd la curva integral de la ecuacion diferencial lineal

P(z,y)y — Qz,y) =0 (5.2)

que escrita en la forma
P(z,y)dy — Q(z,y)dz = 0
observamos que se trata de una ecuacién de Pfaff en dos variables.

De manera inversa, siempre que una curva integral de la ecuacién diferencial (5.2) cor-
te a una curva integral de la ecuacién diferencial (5.1) (la cual es también una ecuacién
de Pfaff 2-dimensional), la cortard en angulos rectos.

De este modo la ecuacién diferencial de una familia es obtenida a partir de la otra,
reemplazando y' por —1/y" y concluimos el siguiente resultado:

Corolario 5.1.1 Sila ecuacion diferencial de la familia uniparamétrica de curvas f(x,y) =
ces F(x,y,y') =0, entonces la ecuacion diferencial que describe la familia de trayectorias
ortogonales es F(x,y,—1/y") = 0, y su integral general g(x,y,k) = 0 serd la ecuacion de
la familia de trayectorias ortogonales.

Ejemplo 5.1.1 La ecuacién 2% + y?> = 2cx representa el sistema de circuferencias que
tocan al eje OY en el origen, siendo (c,0) el centro de cualquiera de las circuferencias.
La ecuacion diferencial de la familia es

? —y? + 2zyy’ = 0. (5.3)

Encontrar sus trayectorias ortogonales.

Resolucion:

Para encontrar la ecuacion de las trayectorias ortogonales reemplazamos 3’ por —1/y/

para obtener

=)y — 22y = 0.

Se trata de una ecuacién homogénea que podria resolverse por el cambio de variable
independiente v = y/z; sin embargo, si escribimos la ecuacién en la forma

dz
v — 2% + 2ay— =0,
dy
observamos que es equivalente a la original ecuacién diferencial (5.3) con las variables «
e y intercambiadas. Por tanto, su integral general es

(x

2 +y° = 2ky,

asi que las trayectorias ortogonales son todas las circuferencias que tocan al eje OX en el
origen. [ |
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5.2. Trayectorias ortogonales de un sistema de curvas
en una superficie

Dada una superficie
F(z,y,z) =0 (5.4)

y una familia de curvas sobre ella, nos planteamos el problema de encontrar un sistema
de curvas de tal manera que cada una de ellas estén en la superficie (5.4) y corte a todas
las curvas del sistema dado en dngulos rectos. Este nuevo sistema de curvas se denomina
sitema de trayectorias ortogonales sobre el sistema de curvas dado.

Consideramos como sistema original de curvas a las intersecciones de la superficie (5.4)
con una familia uniparamétrica de superficies de la forma

G(z,y,2) =, (5.5)

donde ¢; es un parametro. Por tanto, la direccién tangencial (dz, dy, dz) a la curva dada
a través del punto (x,y, z) en (5.4) satisface las ecuaciones

oF oF oF
%da: + 8_ydy + %dz =0

oG oG oG
—dr + —dy + —dz = 0.
ox T dy y+ 92" 0

Entonces, la triada (dz,dy,dz) debe ser tal que

dm_dy_%
donde
p_OFOG P0G | OPOG OFOG . 0FIG OFOC
0y 0z 0z Oy’ 0z 0xr Oz 02’ Oz 0y Oy Ox’

En otras palabras, el vector t = (P, @, R) es el resultado del producto vectorial de los vec-
tores normales a cada superficie dada, es decir, t = Ng X N¢ , siendo Np = (F,, F,, F})
y NG’ = (Gza Gya Gz)

Por otro lado, la curva que pasa por el punto (z,y, z) del sistema ortogonal que bus-
camos, tiene direccién tangencial (dz’, dy’, dz’), la cual estd en la superficie (5.4), asi pues

—dt' + —dy + —dz' =0 (5.7)
y es perpendicular al original sistema de curvas dado.

Por lo tanto, de la ecuacién (5.6) tenemos

Pdz' + Qdy' + Rdz' = 0, (5.8)
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(de',dy’ dz")

[ dx,dy,dz)

Figura 5.1: Este dibujo estd tomado del libro de Ian N. Sneddon, [13].

Las ecuaciones (5.7) y (5.8) ceden el paso a las ecuaciones

dz’ B d_y' B dz'

I 59)
donde OF _OF OF  OF OF OF
Pl — - i / — P_ _ i / — - P_
a oy 0z’ ¢ 0z o ox’ s Ox oy’

es decir, (P',Q’, R') es el vector tangente de la interseccién de las ecuaciones (5.7) y (5.8).

Finalmente, la solucién de las ecuaciones (5.9) con la relacién (5.4) da el sistema de
trayectorias ortoganles que buscamos.

Para ilustrar el método que acabamos de explicar, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.2.1 Encontrar las trayectorias ortogonales en el cono x? + y* = 22 tan? o de
su interseccion con la familia de planos paralelos a z = 0.

Resolucion:

La interseccién del cono considerado con la familia de planos paralelos a z = 0 forma
un sistema de circulos sobre dicho cono (mostrado por lineas completas en la Figura 5.2).
Es evidente, que este sistema esta caracterizado por el par de ecuaciones

zdr + ydy = ztan adz, dz =0,

y, por tanto, son equivalentes a

dr dy dz

YT a0
con (dz,dy,dz) las tangentes al sistema de circulos en el cono y (y,—z,0) el producto
vectorial de los vectores normales de las dos superficies consideradas.

Sea, ahora, (dx’,dy’,dz") las tangentes al sistema ortogonal que queremos encontrar.
Siguiendo el procedimiento dado tenemos que

(z,y, —ztan®a) - (dz’, dy’,dz') = 0
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(yu -, 0) : (dxlu dy,7 dZ/) = 0.

Por consiguiente, el sistema de trayectorias ortogonales que buscamos esta determinado
por las ecuaciones

xzdr' +ydy' — ztan®’a =0, ydr' — xdy’ =0,
las cuales tienen soluciones
r? + y2 = 2% tan? o, T =Y,

donde ¢; es un parametro. Por lo tanto, las trayectorias ortogonales son los generadores
de el cono formado por la interseccién de su superficie con la familia de planos x = ¢y
pasando a través del eje z (mostrado por lineas discontinuas en Figura 5.2).

Figura 5.2: Este dibujo estd tomado del libro de Tan N. Sneddon, [13] [

5.3. Superficies ortogonales a una familia de curvas
en el espacio

Dada una familia de curvas

F(Iv%z):aa G(x,y,z):/é’,

se pueden pedir las superficies ortogonales a dicha familia.

Las superficies ortogonales a una familia de curvas son evidentemente ortogonales a
los vectores tangentes de las mismas por lo que hallar dichas superficies es lo mismo que
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resolver una ecuacion de Pfaff, la que tiene como vector de coeficientes el tangente a las
curvas. Es decir, la ecuacion de Pfaff que se plantea es

tc‘tszov

siendo t. el vector tangente a la familia de curvas dada que se obtiene mediante el pro-
ducto vectorial de los vectores normales a cada superficie dada, es decir, t. = Np x Ng ,
siendo Ny = (F,, F,, F,) y Ng¢ = (G4, Gy, G.), v el vector ts = (dz, dy, dz).

Obviamente las superficies pedidas no siempre existiran: el campo tangente tiene que
ser integrable.

Ejemplo 5.3.1 Calcular las superficies ortogonales a la familia de curvas de ecuaciones
2?4y =a, 3224+22=05.

Resolucion:

En primer lugar calculemos el vector tangente a la familia de curvas dada:

1. El vector normal de la superficie z* + y? = a es (2z, 2y, 0).
2. El vector normal de la superficie 322 + 2% = 3 es (6,0, 2z).

3. El producto vectorial de los dos vectores anteriores vale (4yz, —4xz, —12zy) que es
paralelo al vector (yz, —xz, —3xy).

Esto quiere decir que la ecuacién de Pfaff que dara las superficies ortogonales pedidas es
yzdr — xzdy — 3xydz = 0. (5.10)

Comprobemos que la ecuacién (5.10) es integrable. El campo asociado F = (yz, —xz, —3zy)
cumple
rotF = (—2x,4y, —22),

y por lo tanto
F.rotF = (yz, —zz, —3xy) - (—2z,4y,—22) =0

y la ecuacion de Pfaff es integrable.

Pasemos ahora a calcular su solucién general. Para ello vamos a utilizar el método de
Natani:

(a) En primer lugar hacemos z = « y como entonces dz = 0 la ecuacién se convierte en
yzdr — xzdy = 0,

que es equivalente a

dy dx
vy
y cuya soluciéon viene dada por
% = h(z). (5.11)

De acuerdo con esto la solucién de la ecuaciéon de Pfaff tiene la forma de (5.11).
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(b) Para determinar la funcién h(z), tomamos y = 1 en (5.10) y obtenemos
zdx — 3xdz = 0,

la cual tiene como solucién

T = cz,

siendo ¢ una constante arbitraria. Sustituyendo esta tltima expresién en (5.11), con-

siderando y = 1, se tiene que h(z) = tz73.

Las superficies ortogonales buscadas tienen, resumiendo todo lo anterior, la ecuacion

donce C es una constante arbitraria. [ |

5.4. Superficies ortogonales a las lineas vectoriales

La resolucién de las ecuaciones de Pfaff permite determinar la familia de superficies
S(z,y, z) = ¢, ortogonales a las lineas vectoriales del campo vectorial continuo

F = P(z,y,2)i+ Q(x,y, 2)j + R(x,y, 2)k. (5.12)

Recordemos que las lineas vectoriales (6 lineas de campo) del campo F son las curvas
que en cada punto son tangentes al valor del campo en dicho punto. Asi pues, la ecuacion
de las superficies S tiene la forma F -t = 0, siendo t un vector contenido en el plano
tangente a las superficies buscadas:

t = idr + jdy + kdz,
o, en forma desarrollada,
P(z,y,z)dx + Q(x,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz.
Si el campo (5.12) es potencial:

08 0S 08

F =grad$s, es decir, P=—,Q=—, R=—,

g ox ¢ Jy 0z

las superficies buscadas son superficies de nivel S(z,y,z) = ¢ de la funcién potencial S.
En este caso, la determinacion de éstas no representa dificultad, puesto que

(z,9,2)
S = / Pdzx 4+ Qdy + Rdz,
(

Z0,40,70)

donde la integral curvilinea se toma por cualquier camino entre el punto fijo escogido
(%0, Y0, 20) v el punto con coordenadas variables (x,y, z), por ejemplo, por la linea que-
brada compuesta por segmentos de rectas paralelos a los ejes de coordenadas.
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Ejemplo 5.4.1 Sea dada la ecuacion de Pfaff
(6x 4+ yz)dx + (xz — 2y)dy + (zy + 2z)dz = 0.

Determinar la familia de superficies ortogonales a las lineas vectoriales del campo asocia-
do.

Resolucion:

El campo vectorial asociado es
F = (62 +y2)i+ (zz — 2y)j + (zy + 22)k,

luego rot F = 0 y, por tanto, la condicién de integrabilidad (1.19) es satisfecha. En tal
caso, F = grad S siendo

(z,y,2) (2,y,2)
S = / Pdxr + Qdy + Rdz = / (6x 4+ yz)dx + (xz — 2y)dy + (zy + 2z)dz.
(

*0,40,20) (0,0,0)

Tomemos como camino de integracién una linea quebrada con segmentos paralelos a
los ejes de coordenadas. Integrando obtenemos

S =32% —y? + 2% + ayz.
Por tanto la integral buscada serd S = ¢, es decir
32—y  + 22+ xyz =c. ]

Si, en cambio, el campo F no es potencial, en ciertos casos se puede escoger un factor
escalar u(x,y, z), tal que uF = grad S sea potencial.

Ejemplo 5.4.2 Sea dada la ecuacion de Pfaff
dr +e *dy=0

Determinar la familia de superficies ortogonales a las lineas vectoriales del campo asocia-

do.

El campo vectorial asociado es
F=i+e"j=(1,e7%0).
Calculando su rotacional se tiene
rotF = (0,0,e™7),

luego la condicién de integrabilidad F - rot F = 0 se cumple.

Dado que rot F # 0, el campo F no deriva de un potencial. Sin embargo, si multipli-
camos el campo por la funcién escalar pu(x,y, z) = e* se tiene el campo

G=puF=¢€"1+j=(e"1,0)
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con rot F = 0, luego
G=uF =grad$

es potencial, siendo

(z,y,2) (2,y,2)
S = / Pdx + Qdy + Rdz :/ e’dx + dy.
(z0,90,20) (0,0,0)
Integrando se obtiene
S=e"+y.
Por tanto la integral buscada serd S = ¢, es decir
e +y=c [

Observacion 5.4.1 Observamos que la lineas vectoriales del campo F = (1,e",0) son
exactamentes iguales a las lineas vectoriales del campo G = (e*,1,0) puesto que verifican
la misma ecuacion caracteristica:

de  dy

1 et

5.5. Comentarios bibliograficos

Para el contenido de la primera Seccién 5.1 hemos consultado la referencia [11]. En
cambio la Seccién 5.2 estd basada, de nuevo, en la referencia [13].

Por otro lado, hemos seguido la referencia [1] en lo concerniente a la seccién 5.3.

Finalmente, en la redaccion de la seccién 5.4 nos hemos centrado en la referencia [8],
pero también de manera importante hemos consultado la referencia [5].
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Capitulo 6

Aplicacion a la resolucién de una
EDP: Método de Lagrange-Charpit

En este capitulo explicaremos el método de Lagrange-Charpit para la resolucion de la
Ecuacion en Derivadas Parciales de Primer Orden

f(x,y,2,p,q) =0, (6.1)

0z 0z

7’ q= 30 con el objetivo de mostrar que las ecuaciones de Pfaff son herra-
z Y

mientas necesarias para el desarrollo de dicho método.

donde p =

La idea fundamental en el método de Lagrange-Charpit es la introduccién de una
segunda Ecuacion en Derivadas Parciales

9(z,y, 2,p,q,a) =0, (6.2)
que contenga una contante arbitraria a y sea tal que:
(a) las ecuaciones (6.1) y (6.2) pueden ser resueltas para dar

p=p(,y,2,a), q=q(x,v,z2a).

(b) la ecuacién
dz = p(z,y, 2, a)dx + q(,y, z,a)dy (6.3)

sea integrable.
Cuando tal funcién g ha sido encontrada, la solucién de la ecuacion (6.3)
d(x,y,2,a,b) =0, (6.4)
que contiene a dos constantes arbitrarias a y b, serd una solucién de la ecuacién (6.1).

En el analisis de dicho método usaremos algunos conceptos y resultados previos que
exponemos a continuacién.
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Definicién 6.0.1 (Integral Completa) Una integral completa es una familia biparamétri-
ca ®(z,y,z,a,b) con ® € C*(U x A), U C R?, A C R? ambos abiertos tal que

éa ®xa éya ®Za o
rg =2 (6.5)
O, Dy Dy Dy

y tal que para todo (a,b) € A la expresion
O(x,y,2,a,0) =0

determina una o varias superficies integrales z = p(x,y) de (6.1).

De acuerdo a la Definicién 6.0.1, la ecuacién (6.4) es una integral completa de la ecua-
ci6én (6.1), siempre y cuando (6.5) se satisfaga.

Ahora bien, el principal problema del método de Lagrange-Charpit es la determinacion
de la segunda ecuacién (6.2) compatible con la ecuaciéon dada (6.1). La condicién que debe
cumplirse para que ambas ecuaciones sean compatibles es

of,9) . 9(f,g9)  9(fg9) 9(f9)
[f. q] +

o) Poep) ) g O (6:6)

a(f,9)
(p,q) 70

Luego, expandiendo la ecuacién (6.6), observamos que es equivalente a la Ecuacién Lineal
en Derivadas Parciales

99 9y dg 9y 9y

=+ form + 0fp+ af) 5 — (fotpf) - — (fy+afs) = =0 6.7
fpax fq@y (pfp qu)az (f pf)@p (fy Qf)gq (6.7)
que se usara para la determinacion de g. Entonces, nuestro problema ahora es encontrar
una solucion de esta ecuacion, la mas sencilla posible, que involucre a una constante
arbitraria a. De acuerdo con el Teorema A.4.1 del Apéndice A.4, la solucién requerida se
consigue hallando una integral del sistema de ecuaciones

der dy dz dp dq

f fi phhtafy —(ftpf) —(fytaf) 6.8)

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuactones de Charpit.

con

Una vez que una integral del tipo g(z, v, 2z, p, ¢, a) ha sido encontrada, el problema se
reduce a buscar las expresiones de p y ¢ y que nos permitan construir una ecuacién de
Pfaff integrable del tipo (6.3). Para ello usaremos el siguiente teorema:

Teorema 6.0.1 Sea (o, Yo, 20) € U, (po,q) €V, ap € A C R abierto tal que f(xo, Yo, 20, Po, o) =
0, yseag:UxV xA— R una funcion C?. Supongamos que

ANf g
(p,q)

Entonces erxiste un entorno abierto A de (zq, Yo, 20, ao) € R* y dos inicas funciones p,q :
A € R* = R definidas en A que satisfacen

~—

3Py = (w0, Yo, 20, Po, Go; @) € U x V X A tal que (Fo) # 0. (6.9)
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(a)
7 ) 7 ) ) ) Y ) ) Y - 0
fapmpey o gy na)) =0 o
9(@,y,2,p(,y,2,0),q(z,y,2,a),a) =0
(b) V(z,y,z,a) € A,
o(f, 0 dq O 0
o), op 00 Op_ 04 (6.11)
d(p,q) | 0z 0z Oy Ox
dg dg 9y 9y 9y
- a0 a0 a xX z) z) - O‘
En resumen, el método de Lagrange-Charpit consiste en:
(1) Encontrar una integral de primer orden de (6.8) que satisfaga (6.9)
9(x,y,2,p,q,a) =0
(11) Obtener p y ¢ del sistema
f(@,y,2,p,q4) =0
9(@,y,2,p,q,a) =0
(111) Resolver la ecuacién de Pfaff
p(z,y, 2, a)dz + q(z,y, z,a)dy — dz = 0, (6.12)
utilizando los métodos descritos en el Capitulo 2. Previamente tenemos que asegurar
0
que (6.12) es integrable. Gracias a (6.9) sabemos que 8<(f’ g; (Fy) #0 y (6.11) es
P, q

cierto. Combinando ambas condiciones con (6.7), obtenemos que

dp dqg  Op Oq

__p_ [ —

T, dz Oy Ox

es decir,
rot (p7 q, _1) ’ (p> g, _1) =0
luego la ecuacién (6.12) es integrable.

(1v) La expresién ®(x,y, z,a) = b, solucién de (6.12), es una integral completa de (6.1).
Justifiquemos este resultado:

La definicién de integrabilidad implica que existe p : A — R, C! tal que u(x) #
0 Vx € A y una funcién ® : A — R tal que

(0D
a_(x7y7z7a) :M(Iay7zaa>p(x7yaz7a)u
xXr
0P
a_(x7yazaa> = M(xayvzua)q(x7y7 Z,(l),
Yy
0P
L 5(%%27@) = _:u(xvy7z7a)'
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Como sabemos, la solucién general de (6.12) es la expresion
O(x,y,2,a) =b.

Y dado que %—f(x, y,z,a) # 0, el teorema de la funcién implicita (ver Teorema A.5.1
del Apéndice A.5) nos permite definir una funcién ¢ : Biy((xo, Yo, a0, bo), 1) —
BQ(’ZOa 52)7 Z = 90<x?y7 a, b) tal que

®(x7 y? (p(x7 y? a” b>7a/> = b v(x7 y? a7 b) e Bl'
Entonces

od 0P 0y
9r "o ar
Op _

ox 0

= u(z,y, ¢(z,y,a,b),a)p(z,y, ¢(z,y,a,b),a) — p(z,y, ¢(z,y,a,b),a)

19)
= a—i(%y,a, b) =p(z,y, (x,y,a,b),a).

Anélogamente
I
3y (x,y,a,b) = q(z,y, o(z,y,a,b),a).

Y asi de (6.10) se sigue que

0 0
7 (o0, e 00). S ) ) =0 Vo) € B

luego z = p(z,y,a,b) es solucién de (6.1).

Por otro lado, la condicién (6.5) es

(I)a (I)xa cI)ya (I)za
rg =2
-1 0 0 0

y es claramente verdadera (pues en caso contrario ® no determinaria una familia
biparamétrica). [ |

Observacion 6.0.1 Debe tenerse en cuenta que para la obtencion de la funcion g no
es necesario utilizar todas las ecuaciones de Charpit (6.8), pero p 6 q debe ocurrir en la
solucion obtenida.

Finalizaremos el capitulo con un ejemplo:
Ejemplo 6.0.1 Encontrar una integral completa de la ecuacion

Pr+qy =z (6.13)
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Resolucion:

Las ecuaciones auxiliares son

dr ﬂ B dz dp dq

2pr  2qy 20 +q%y) p—p* q—q*

De estas ecuaciones se sigue que

p*dz + 2px dp B q*dy + 2qy dq
p*x a ?y

y por consiguiente

p’r = aq’y, (6.14)

donde a es una constante. Resolviendo las ecuaciones (6.13) y (6.14) para p y g, obtenemos

Luego, en este caso, la ecuacién de Pfaff (6.3) se convierte en
1+a\? a\ z 1\
( ) dz = <—>2dx—|— (—) dy
z x y

{(1+a)z}? = (azx)? +y2 +b,

=

con solucién

y la cual es, por tanto, la integral completa de (6.13). [ |

6.1. Comentarios bibliograficos

Nos hemos basado en el libro de Tan N. Sneddon [13] y en la bibliografia [6] para el
desarrollo de este capitulo.

Noétese que este método es también conocido como el método de Charpit.

Andrea Antén Diaz Dpto. EDAN






Apéndice A
Resultados basicos

En esta seccion se expondré resultados auxiliares que hemos utilizado a lo largo del
trabajo.

A.1. Teorema de Schwarz

Teorema A.1.1 (Schwarz) Sea f: A C R" — R™ con A abierto, y sea a € A. Si f
en A existen las derivadas parciales

of(x)  9f(x) 0°f(x)
8xi ’ 8xj ’ 81’]'8.7}1'7

2 2

. . . 0° f(x) .
es continua en a, entonces existe la derivada , Y se verifica

ijﬁmi 8x,8x]

f(z) _ *f(x)
8@-8% N axzﬁxj

y la derivada

que

Nota A.1.1 Para el lector interesado, mdas detalles se pueden encontrar en la referencia

[2].
A.2. Teorema de existencia y unicidad del Problema

de Cauchy para EDPs de primer orden

Teorema A.2.1 Consideremos el problema de Cauchy

(A.1)

fi(zr, xo, w)ug, + fo(xr, To, W)Uy, = f(21, 22, u)
. { u(as(s), aals)) = B(s)

donde
v(s) = (au(s), az(s), B(s))

es la curva dato y cuyo problema verifica las siguientes hipotesis:
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(I) Hipdtesis sobre la ecuacion:
(1) fi, f2, f € CH(Q) siendo Q2 € R3 un dominio abierto, es decir, subconjunto abierto
y conexo de R3.
(2) |f1|l + | f2] > 0 para cada (z1,z2,u) € .

La condicion (1) da la condicion suficiente de reqularidad, y la condicion (2) asegura
la existencia de una ecuacion en deriwadas parciales en todo Q (no degenerada).

(II) Hipdtesis sobre la curva dato:

(1) v € CYI) donde I C R es un intervalo y v(s) € Q para cada s € I, es decir, v
es una aplicacion definida de la forma:

v:ICR=>QCR?

(2) | (s)] + |ah(s)] > 0 sobre el intervalo I. Esta condicidn establece que en ningin
punto la curva tiene tangente paralela al eje Ou. (Entendemos que nuestra solu-
cion se podrd representar en los ejes de coordenados (x,y,u)).

(8) La condicion de transversalidad se postula sobre las dos primeras coordenadas, o
sea,
(s)

! 0
ik

B Ji(au(s), as(s), B(s)) «

J—
falai(s), aa(s), B(s)) «

para cada s € 1

Entonces, el problema (A.1) tiene dnica solucion local u, con derivadas primeras conti-
nuas.

Nota A.2.1 FEl enunciado de este teorema se ha tomado del libro de I. Peral, [12].

A.3. Teorema de Young

Teorema A.3.1 (Young) Sea f : Q — F definida en un abierto Q C R™. Se supone

af o
ity

que a posee un entorno V, C ) donde existen las derivadas parciales
ambas son diferenciables en a. Entonces se verifica

0*f(a) _ *f(a)
8@-8% n 8.73]81’@

En particular , si f es diferenciable dos veces en a, para cada par de indices1 < i < j < n,
0*f(a) _ *f(a)
ékvﬁxj N 8%8@

se cumple

Nota A.3.1 FEste teorema puede ser consultado en la referencia [14], o bien en [2].
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A.4. Solucion general de una Ecuacion Lineal en De-
rivadas Parciales
En esta seccién se ha introducido un resultado necesario en la explicacién de la reso-

luciéon de una Ecuacion Lineal en Derivadas Parciales de Primer Orden por el Método de
Charpit, el cual ha sido descrito en el Capitulo 6.

Teorema A.4.1 Si u;j(xy, 29, - ,2p,2) = ¢ (i = 1,2,---,n) son soluciones indepen-
dientes de las ecuaciones

dry  dry _dx,  dz

p B B R
entonces la relacion ®(uy,us, -+ ,u,) = 0, en la cual la funcion ® es arbitraria, es una
solucion general de la Ecuacion Lineal en Derivadas Parciales de Primer Orden

0z 0z 0z

P—+P—+---+P,— =R
16371 28372 8xn

Demostracion. Consideremos la prueba de este teorema para el caso n = 2. Sean

,
r1 =
T2 =Y
Uy =1Uu
U2 =V
P =P

(| P> =@Q

Si las ecuaciones
u(x,y,z) = (1, U(ZL‘,y,Z) = C2

satisfacen las ecuaciones

de dy dz
_— — = A.2
P Q R (4.2)
entonces las ecuaciones p 5 5
u u u
—dr+ —dy+ —dz=0
T R M
y (A.2) deben ser compatibles. En otras palabras debemos tener
au ou
— — +R—=0.
Por ™ Q + 9-
De manera similar debemos tener
82; ov
— R— =0.
Por ™ Q + 9-
Resolviendo estas ecuaciones para P, (), y R encontramos que
P R
= ¢ = (A.3)

d(u,v)  I(u,v)  I(u,v)
oy,z)  Izx)  Izy)
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d(u,v)

donde denota el Jacobiano
d(z,y)
ou Ou
or 0Oy
o o
or 0Oy
Consideramos ahora la relacién
O (u,v) =0. (A.4)

Diferencidndola con respecto a = e y, obtenemos las ecuaciones

0% (0u 0udz\ 00 (0v 0vdz\
Ou \Ox 0z 0x ov \ox  0z0x)
0% (0u  Dud:\ 00 (ov  0v0:
Oou \dy 0z 0y ov \0y 0z0y

y si ahora eliminamos 0®/0u y 0P /0v de estas ecuaciones, obtenemos la ecuacién

0z 9(u,v) 0z I(u,v) _ O(u,v)
or 0(y,z) Oy Jd(z,x) Ox,y)

(A.5)
la cual es una Ecuacién en Derivadas Parciales de Primer Orden. Sustituyendo las ecua-
ciones (A.3) en la ecuacién (A.5), observamos que (A.4) es una solucién de la ecuacién
0z 0z
— +Q0—=R
ox dy
como deseamos mostrar. [ |

Nota A.4.1 Consultar referencia [13] para mds informacion. En dicha referencia se pue-
de encontrar la prueba para el caso general.

A.5. Teorema de la funcién implicita

Teorema A.5.1 (de la funcién implicita) Sea F' : A C R" x R — R. Supongamos
que:

(]) F(Q?,y) = F(x17x27 e ,l’n,y) € CP(A)’ p > 1;

(2) F(xo,y0) := F(2o1, To2," - , Ton, Y0) = 0,

(3) Fy(x()’yo) — 8 (m017l‘0267y ,mon,yo) 7é 0

Entonces existe un abierto I = I, x I, = (vo — h,xo + h) X (yo — k, yo + k) alrededor del
punto (xo, o), I C A, y una funcion f: I, CR" = I, C R tal que:

(1) F(z,y) =0 en I siy sdlo si f(z) =1y,

70



(2) f(x) € CP(L).

(3) Para todo x € I, las derivadas parciales de f(z) se calculan por la formula

Of(x) _ Of(xr,---  an)

Nota A.5.1 El enunciado de este teorema se ha tomado de la referencia [2].
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