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✸✳✹ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ❢♦. 0❤❡ ✇❡❛❦❧②✲

❜♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛1❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✺ ❊❧❛10✐❝✱ 0.❛♥1❢❡.✱ ❛♥❞ ❜.❡❛❦✉♣ ♣.♦❜❛❜✐❧✐0✐❡1 ❛1 ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢

0❤❡ ❞✐10❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦1❡10 ❛♣♣.♦❛❝❤ x0 ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ 0✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣

✇❡❧❧1✱ ❢♦. ✇❡❧❧ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 1②10❡♠1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✻ ❊❧❛10✐❝✱ 0.❛♥1❢❡.✱ ❛♥❞ ❜.❡❛❦✉♣ ♣.♦❜❛❜✐❧✐0✐❡1 ❛1 ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢

0❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ❢♦. 0❤❡ 0.❛♥1❢❡. ♣.♦❝❡11 ❢♦. 0❤❡ ✇❡❧❧ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞
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✸✳✶✸ ❇.❡❛❦✉♣ ♣.♦❜❛❜✐❧✐0✐❡1 ❛1 ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ ❡♥❡.❣②
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✐♥❣ ❜♦✉♥❞ 4*❛*❡4 ❢♦. *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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✹✳✶ ❚✇♦✲❜♦❞② ❜❛4✐4 ❞✐♠❡♥4✐♦♥ ❛4 ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❜❛4✐4
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✹✳✸ ❚✇♦✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ❡♥❡.❣✐❡4 ❛♥❞ ❣.♦✉♥❞ 4*❛*❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲

*✐♦♥ *❛✐❧ Ψ(x, x) ❛4 ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ ♦❢ *❤❡ *.✉♥✲
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✹✳✹ ❈♦♥*♦✉. ♣❧♦*4 ♦❢ *❤❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐*② ❞❡♥4✐*② ❢♦. *❤❡ *✇♦✲❜♦❞②

❜♦✉♥❞ 4*❛*❡ ❝♦♥4*.✉❝*❡❞ ✇✐*❤ ❞✐✛❡.❡♥* ❜❛4❡4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✺ ❈♦♥*♦✉. ♣❧♦*4 ♦❢ *❤❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐*② ❞❡♥4✐*② ❢♦. *❤❡ *✇♦✲❜♦❞②
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❧❛*❡❞ ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ✭③❡.♦ .❡4✐❞✉❛❧ ✐♥*❡.❛❝*✐♦♥✮✱ ✇✐*❤ *❤❡ 4❛♠❡
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✹✳✶✷ E.♦❜❛❜✐❧✐*② ❢♦. *❤❡ ✉♥❝♦..❡❧❛*❡❞ ❝❛4❡ ❛4 ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣.♦✲

❥❡❝*✐❧❡ *✇♦✲❜♦❞② ❡♥❡.❣② 4*❛*❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣ *❤❡ *❛.❣❡* ❡♥❡.❣② ✜①❡❞

❛* −0.34 ▼❡❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹



①✐✈ ▲✐"# ♦❢ ❢✐❣✉(❡"
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❛- −4.13 ▼❡❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
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✶❉ ♦♥❡✲❜♦❞② ♣(♦❜❧❡♠ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ✇✐-❤ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❜❛4✐4

✉4✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥- ♣❛(❛♠❡-❡(4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
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♠❡-❤♦❞4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
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❣❡♥❝❡ ❢♦( ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡-❤♦❞4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❇✳✶ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦( ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✇✐-❤ -❤(❡❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

❇✳✷ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦( ♣♦-❡♥-✐❛❧✿ 4-❛❜✐❧✐③❛-✐♦♥ ♣❧♦- ❛♥❞ (❡4♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝-✐♦♥ ✇✐-❤ ❍❖ ♠❡-❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❇✳✸ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦( ♣♦-❡♥-✐❛❧✿ 4-❛❜✐❧✐③❛-✐♦♥ ♣❧♦- ❢♦( -❤❡ ❇❖❳ ♠❡-❤♦❞ ✶✸✹

❇✳✹ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦( ♣♦-❡♥-✐❛❧✿ 4-❛❜✐❧✐③❛-✐♦♥ ♣❧♦-4 ✇✐-❤ -❤❡ ❚❍❖

♠❡-❤♦❞✱ ✉4✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥- γ/b ♣❛(❛♠❡-❡(4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

❇✳✺ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦( ♣♦-❡♥-✐❛❧✿ (❡4♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ✇✐-❤ -❤❡ ❚❍❖

♠❡-❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

❇✳✻ ●✐♥♦❝❝❤✐♦ ♣♦-❡♥-✐❛❧✿ 4-❛❜✐❧✐③❛-✐♦♥ ♣❧♦- ✇✐-❤ ❍❖ ♠❡-❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❇✳✼ ●✐♥♦❝❝❤✐♦ ♣♦-❡♥-✐❛❧✿ 4-❛❜✐❧✐③❛-✐♦♥ ♣❧♦-4 ✇✐-❤ ❚❍❖ ♠❡-❤♦❞ ✳ ✳ ✶✸✻

❇✳✽ ❲♦♦❞4✲❙❛①♦♥ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✇✐-❤ ❜❛((✐❡(4✿ 4-❛❜✐❧✐③❛-✐♦♥ ♣❧♦-4 ✇✐-❤

❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡-❤♦❞4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

❇✳✾ ❲♦♦❞4✲❙❛①♦♥ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✇✐-❤ ❜❛((✐❡(4 ✇✐-❤ ✜(4- ✇❛✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥4 ✶✸✽

❇✳✶✵ ❱✐(-✉❛❧ 4-❛-❡ ❡♥❡(❣② ❞❡-❡(♠✐♥❛-✐♦♥ ❢♦( ❝❛4❡ ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

❉✳✶ ❚❤❡ ❲♦♦❞4✲❙❛①♦♥ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✇✐-❤ -❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥4 ❛♥❞ -❤❡

❞✐✛❡(❡♥- -(✐❡4 ❢♦( -❤❡ ❜❛4✐4 ❤❛(♠♦♥✐❝ ♦4❝✐❧❧❛-♦(✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
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✷✳✶ ❖♥❡✲❜♦❞② ❇1(O = x) ✭❛✮ ❛♥❞ ❇2(O = x2) /✉♠ 2✉❧❡/ ❢♦2 ❍❖

❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡7❤♦❞/✱ ❝♦♠♣❛2❡❞ 7♦ ❡①♣❡❝7❡❞ 2❡/✉❧7/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷ ❖♥❡✲❜♦❞② ❇1(O = x) ✭❛✮ ❛♥❞ ❇2(O = x2) /✉♠ 2✉❧❡/ ❢♦2 ❇❖❳

♠❡7❤♦❞✱ ❝♦♠♣❛2❡❞ 7♦ ✏❡①❛❝7✑ 2❡/✉❧7/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✶ ▲✐/7 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡/ ♣2❡/❡♥7❡❞ ✐♥ /❡❝7✐♦♥ ✸✳✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✷ ❋✐♥❛❧ ♣2♦❜❛❜✐❧✐7✐❡/ ❢♦2 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡ ❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸ ❋✐♥❛❧ ♣2♦❜❛❜✐❧✐7✐❡/ ❢♦2 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡ ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✹ J2♦❜❛❜✐❧✐7✐❡/ ♦❢ 7❤❡ ❜2❡❛❦✉♣ ❞✐/72✐❜✉7✐♦♥/ ♣2❡/❡♥7❡❞ ✐♥ ✜❣✉2❡

✸✳✶✸ ❢♦2 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡ ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✺ ❋✐♥❛❧ ♣2♦❜❛❜✐❧✐7✐❡/ ❢♦2 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡ ❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✻ ❋✐♥❛❧ ♣2♦❜❛❜✐❧✐7✐❡/ ❢♦2 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡ ❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✼ ❋✐♥❛❧ ♣2♦❜❛❜✐❧✐7✐❡/ ❢♦2 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡ ❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

❆✳✶ ❖♥❡ ❜♦❞② ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ◆ ❛♥❞ ✐♥7❡❣2❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7 2❡S✉✐2❡❞ 7♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡2❣❡❞ ❡♥❡2❣✐❡/ ❢♦2 7❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡7❤♦❞/ ✳ ✳ ✶✷✻

❆✳✷ ❖♥❡✲❜♦❞② ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ◆ ❛♥❞ ✐♥7❡❣2❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7❤ xmax 2❡S✉✐2❡❞

7♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡2❣❡❞ 7✇♦✲❜♦❞② ❡♥❡2❣② ❢♦2 ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡7❤♦❞/✶✷✽
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♦( ❞②♥❛♠✐❝- ✐- ♠♦(❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦( ♠♦(❡ )❤❛♥ )✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛()✐❝❧❡-✮✱

❡✈❡♥ ❝♦♥-✐❞❡(✐♥❣ ✐♥❡() ❝♦(❡-✳

✶✳✶ ◆✉❝❧❡❛( (❡❛❝)✐♦♥-

▼♦-) ♦❢ ♦✉( ♣(❡-❡♥) ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ -)❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①♦)✐❝ ♥✉❝❧❡✐ -)❡♠- ❢(♦♠ )❤❡

❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ♥✉❝❧❡❛( (❡❛❝)✐♦♥-✳ ❆- -❝❤❡♠❛)✐❝❛❧❧② -❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✶✳✹✱ )❤❡-❡

♣(♦❝❡--❡- ❛(❡ )(❛❞✐)✐♦♥❛❧❧② -❡♣❛(❛)❡❞ ✐♥)♦ )✇♦ ❣(♦✉♣-✿ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✉-

❛♥❞ ❞✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥- ❬✶✵❪✳

❈♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✉- (❡❛❝)✐♦♥- ❛(❡ )❤♦-❡ ♣(♦❝❡--❡- ✐♥ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣

❡❧❡♠❡♥)- ❢✉-❡ )♦ ❢♦(♠ ❛♥ ✐♥)❡(♠❡❞✐❛)❡ -②-)❡♠✱ )❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✉-✱ ✇❤✐❝❤

-✉❝❝❡--✐✈❡❧② ❞❡❝❛②- ❜② ❡✈❛♣♦(❛)✐♥❣ ♥✉❝❧❡♦♥- ♦( γ✲(❛②- )♦ ❞✐✛❡(❡♥) ✜♥❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳

■♥ )❤✐- ❝❛-❡ )❤❡ ✜♥❛❧ -②-)❡♠- ❞♦ ♥♦) ❤❛✈❡ ❛♥② ✏♠❡♠♦(②✑ ♦❢ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ (❡❛❝)✐♥❣

♥✉❝❧❡✐ ✭❛ + ❆ → ❈ → ❜ + ❇✮✳ ❖♥ )❤❡ ♦)❤❡( ❤❛♥❞✱ ❞✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥- (❡❢❡(

)♦ ❝♦❧❧✐-✐♦♥- ✐♥ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♠❛❦❡ ✏❣❧❛♥❝✐♥❣✑ ❝♦♥)❛❝) ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛)❡❧②





✶✳✶✳ ◆✉❝❧❡❛( (❡❛❝)✐♦♥- ✼

-❡♣❛(❛)❡✱ )❤❡② ❛(❡ -❛✐❞ )♦ ❜❡ ♣❡(✐♣❤❡(❛❧ ♦( -✉(❢❛❝❡ ♣(♦❝❡--❡-✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣

♥✉❝❧❡✐ ♣(❡-❡(✈❡ )❤❡✐( ✏✐❞❡♥)✐)②✑ ✭❛ + ❆ → ❛

∗ + ❆

∗
✮✳ ❉✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥- ❛(❡

❝❤❛(❛❝)❡(✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡(❡♥) ❝❤❛♥♥❡❧-✿ ❡❧❛-)✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛-)✐❝ -❝❛))❡(✐♥❣✱ )(❛♥-❢❡(

♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥- ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✱ ❜(❡❛❦✉♣ ✭✐✳❡✳ ❡①❝✐)❛)✐♦♥ )♦ ♣♦-✐)✐✈❡

❡♥❡(❣② -)❛)❡-✮✳

■) ✐- ♣♦--✐❜❧❡ )♦ ❤❛✈❡ ❞✐(❡❝) ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞✲♥✉❝❧❡✉- ♣(♦❝❡--❡- ❜♦)❤ ❝♦♥)(✐❜✉)❡

)♦ ❛ ❣✐✈❡♥ (❡❛❝)✐♦♥✱ ❜✉) ✉-✉❛❧❧② ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦((❡-♣♦♥❞- )♦ ❛ ♣(❡❝✐-❡ (❡❣✐♠❡✳

❋♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐(❡❝) ♣(♦❝❡--❡- ♦❝❝✉( ✈❡(② (❛♣✐❞❧② ✐♥ ❛ )✐♠❡ ♦❢ )❤❡ ♦(❞❡( ♦❢

10−10
♣-✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♣(♦❝❡-- )✐♣✐❝❛❧❧② )❛❦❡- ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡(✱ ♣❡(❤❛♣-

10−4
)♦ 10−6

♣-✳ ❆♥♦)❤❡( )❤(❡❛-❤♦❧❞ ✐- )❤❡ ❞❡ ❇(♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ λ =

2π~c/E ❬✶✶❪✿ ❛- )❤❡ ❡♥❡(❣② ♦❢ )❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥) ♣❛()✐❝❧❡ ✐- ✐♥❝(❡❛-❡❞✱ ✐)- ❞❡ ❇(♦❣❧✐❡

✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ❞❡❝(❡❛-❡-✱ ✉♥)✐❧ ✐) ❜❡❝♦♠❡- ♠♦(❡ ❧✐❦❡❧② )♦ ✐♥)❡(❛❝) ✇✐)❤ ❛ ♥✉❝❧❡♦♥✲

-✐③❡❞ ♦❜❥❡❝) )❤❛♥ ✇✐)❤ ❛ ♥✉❝❧❡✉-✲-✐③❡❞ ♦❜❥❡❝)✳ ❙♦ ❛ 1 ▼❡❱ ✐♥❝✐❞❡♥) ♥✉❝❧❡♦♥

❤❛- ❛ ❞❡ ❇(♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ♦❢ ❛❜♦✉) λ = 4 ❢♠✱ ❛♥❞ )❤✉- ❞♦❡- ♥♦) ✏-❡❡✑

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥✉❝❧❡♦♥-❀ ✐) ✐- ♠♦(❡ ❧✐❦❡❧② )♦ ✐♥)❡(❛❝) )❤(♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞✲♥✉❝❧❡✉-

(❡❛❝)✐♦♥✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❛ 20 ▼❡❱ ♥✉❝❧❡♦♥ ❤❛- ❛ ❞❡ ❇(♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ♦❢ ❛❜♦✉)

λ = 1 ❢♠ ❛♥❞ )❤❡(❡❢♦(❡ ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ )♦ ♣❛()❡❝✐♣❛)❡ ✐♥ ❞✐(❡❝) ♣(♦❝❡--❡-✳ ❉✐(❡❝)

♣(♦❝❡--❡- ❛(❡ ♠♦-) ❧✐❦❡❧② )♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ♦( ✈❡(② ❢❡✇ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥✉❝❧❡♦♥-

♥❡❛( )❤❡ -✉(❢❛❝❡ ♦❢ )❤❡ ♣(♦❥❡❝)✐❧❡ ♦( )❛(❣❡) ♥✉❝❧❡✐✱ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲-)❡♣ ♣(♦❝❡--✳ ❚❤❡

❡♠♣❤❛-✐- ♦♥ ❛ -✐♠♣❧❡✱ ♦♥❡✲-)❡♣ ♣(♦❝❡-- ♠❡❛♥- ❛ )❡♥❞❡♥❝② ❢♦( ♦♥❧② -♠❛❧❧

❛♠♦✉♥)- ♦❢ ♠♦♠❡♥)✉♠ )♦ ❜❡ )(❛♥-❢❡((❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥ ❬✶✵❪✱ ❤❡♥❝❡

)❤❡ ❛♥❣✉❧❛( ❞✐-)(✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ (❡❛❝)✐♦♥ ♣(♦❞✉❝)- )❡♥❞- )♦ ❜❡ ❛-②♠♠❡)(✐❝

❛❜♦✉) 90o ❛♥❞ )♦ ❜❡ ♣❡❛❦❡❞ ❛) ❢♦(✇❛(❞ ❛♥❣❧❡-✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛( ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛

❞✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥ ✐- ❢♦(✇❛(❞ ♣❡❛❦❡❞✱ -✐♥❝❡ )❤❡ ✐♥)❡(❛❝)✐♦♥ ✐- (❡-)(✐❝)❡❞ ♠❛✐♥❧②

)♦ ♣❡(✐♣❤❡(❛❧ ❝♦❧❧✐-✐♦♥- ❢(♦♠ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ♦✉)❣♦✐♥❣ ♣❛()✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ❝❛((② ♠♦-) ♦❢

)❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥) ❡♥❡(❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥)✉♠ ♦❢ )❤❡ ♣(♦❥❡❝)✐❧❡✱ ❛♥❞ )❤✐- ❛❧❧♦✇- )❤❡

❛♥❣✉❧❛( ❞✐-)(✐❜✉)✐♦♥ ♣❡❛❦ )♦ ❜❡ ♥❛((♦✇ ✭❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ -❝❛))❡(✐♥❣ ❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡

❝❤❛(❛❝)❡(✐-)✐❝ ❛♥❣✉❧❛( ❞✐-)(✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ ♣❛()✐❝❧❡- ❡✈❛♣♦(❛)❡❞ ❢(♦♠ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞

♥✉❝❧❡✉- ✐- ❣❡♥❡(❛❧❧② ♠♦(❡ ✐-♦)(♦♣✐❝ ❛♥❞ -②♠♠❡)(✐❝ ❛(♦✉♥❞ 90o✳ ❋✉()❤❡(♠♦(❡✱

❞✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥- ❛(❡ ❡①♣❡❝)❡❞ )♦ ✈❛(② -❧♦✇❧② ❛- )❤❡ ❜♦♠❜❛(❞✐♥❣ ❡♥❡(❣② ✐-

❝❤❛♥❣❡❞✳

❆- ✇❡ ♠❡♥)✐♦♥❡❞✱ ❞✐(❡❝) ♥✉❝❧❡❛( (❡❛❝)✐♦♥- ❛(❡ ✉-❡❢✉❧ )♦♦❧- )♦ ✐♥✈❡-)✐❣❛)❡

♥✉❝❧❡❛( -)(✉❝)✉(❡✱ ❜❡❝❛✉-❡ ❛ ❞✐(❡❝) (❡❛❝)✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢❡❡❞ ❛ ♣❛()✐❝✉❧❛( ❝❤❛♥♥❡❧

✐♥ ❛ ✇❛② )❤❛) ❞❡♣❡♥❞- -❡♥-✐)✐✈❡❧② ♦♥ ✐)- ❝❤❛(❛❝)❡(✳ ■♥ ♣❛()✐❝✉❧❛(✱ ✐♥❡❧❛-)✐❝

-❝❛))❡(✐♥❣ ❡①❝✐)❡- ❝♦❧❧❡❝)✐✈❡ -)❛)❡- -)(♦♥❣❧②❀ ♦♥❡✲♥❡✉)(♦♥ )(❛♥-❢❡( ♣(♦❜❡- )❤❡

-✐♥❣❧❡✲♣❛()✐❝❧❡ ❝❤❛(❛❝)❡( ♦❢ -)❛)❡-❀ )✇♦✲♥✉❝❧❡♦♥ )(❛♥-❢❡( ❣♦❡- ♣(❡❢❡(❡♥)✐❛❧❧② )♦
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❛♣♣$♦♣$✐❛#❡ ♠♦❞❡❧* #♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛$❡ #❤❡ ♠❡❛*✉$❡❞ ♦❜*❡$✈❛❜❧❡*✱ ✇✐#❤ #❤❡

❛✐♠ ♦❢ ❡①#$❛❝#✐♥❣ ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ *#$✉❝#✉$❡ ♦❢ #❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐ ❛* ✇❡❧❧

❛* ✉♥❞❡$*#❛♥❞✐♥❣ #❤❡ ❞②♥❛♠✐❝* ❣♦✈❡$♥✐♥❣ #❤❡*❡ ♣$♦❝❡**❡*✳ ❚❤❡ ♠❡❛*✉$❡❞

B✉❛♥#✐#✐❡* ❛$❡ #②♣✐❝❛❧❧② #♦#❛❧ ♦$ ♣❛$#✐❛❧ ❝$♦** *❡❝#✐♦♥* ✇✐#❤ $❡*♣❡❝# #♦ ❛♥❣❧❡

❛♥❞✴♦$ ❡♥❡$❣② ♦❢ #❤❡ ♦✉#❣♦✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ #❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ $❡❛❝#✐♦♥

#❤❡♦$② ✐* #♦ ♦❜#❛✐♥ #❤❡*❡ ❝$♦** *❡❝#✐♦♥* ❜② *♦❧✈✐♥❣ #❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡B✉❛#✐♦♥*

♦❢ #❤❡ *②*#❡♠ ✭❛# ♥♦♥✲$❡❧❛#✐✈✐*#✐❝ ❡♥❡$❣✐❡*✱ #❤❡ ❙❝❤♦$♦❡❞✐♥❣❡$ ❡B✉❛#✐♦♥✮ ✇✐#❤

❛ $❡❛❧✐*#✐❝ ❜✉# ❛♠❡♥❛❜❧❡ *#$✉❝#✉$❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ #❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✳ ❇② *♦❧✈✐♥❣

#❤❡ ❙❤$♦❡❞✐♥❣❡$ ❡B✉❛#✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜#❛✐♥* #❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ *②*#❡♠✳ ❚❤✐*

✇❛✈❡❢✉♥❝#✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❞❡❣$❡❡* ♦❢ ❢$❡❡❞♦♠ ✭❡✳❣✳ ✐♥#❡$♥❛❧ ❝♦✲

♦$❞✐♥❛#❡*✮ ♦❢ #❤❡ ♣$♦❥❡❝#✐❧❡ ❛♥❞ #❛$❣❡#✱ ❞❡♥♦#❡❞ ❣❡♥❡$✐❝❛❧❧② ❛* ξP ❛♥❞ ξT ✱ ❛*

✇❡❧❧ ❛* ♦❢ #❤❡ $❡❧❛#✐✈❡ ❝♦♦$❞✐♥❛#❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡♠ ✭❘✮✳ ❚❤✉* ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣$❡**

#❤❡ #♦#❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝#✐♦♥ ❛* Ψ(❘, ξP , ξT )✳ ❚❤❡ *②*#❡♠ ❍❛♠✐❧#♦♥✐❛♥ ✐*

H = T̂
❘

+HP (ξP ) +HT (ξT ) + V (❘, ξP , ξT ), ✭✶✳✶✮

✇❤❡$❡ T̂
❘

= − ~2

2µ∇2
❘

✱ HP (ξP ) ✭HT (ξT )✮ ❞❡♥♦#❡* #❤❡ ♣$♦❥❡❝#✐❧❡ ✭#❛$❣❡#✮ ✐♥#❡$✲

♥❛❧ ❍❛♠✐❧#♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞ V (❘, ξP , ξT ) ✐* #❤❡ ♣$♦❥❡❝#✐❧❡✲#❛$❣❡# ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥✳ ❆❢#❡$

#❤❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✱ #❤❡ ♣$♦❥❡❝#✐❧❡ ❛♥❞ #❤❡ #❛$❣❡# ♠❛② ❡①❝❛♥❣❡ *♦♠❡ ♥✉❝❧❡♦♥*✱ ♦$

❡✈❡♥ ❜$❡❛❦ ✉♣✱ *♦ #❤❡ ❍❛♠✐❧#♦♥✐❛♥ ✭✶✳✶✮ ❝♦$$❡*♣♦♥❞* ❛❝#✉❛❧❧② #♦ #❤❡ ❡♥#$❛♥❝❡

❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚♦ ❞❡♥♦#❡ #❤❡ ♣♦**✐❜❧❡ ♠❛** ♣❛$#✐#✐♦♥* #❤❛# ♠❛② ❛$✐*❡ ✐♥ ❛ $❡❛❝#✐♦♥✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦#❡ α ❛* #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ♣❛$#✐#✐♦♥ ❛♥❞ β ❛* #❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡✳ ❙♦ #❤❡

♣$❡✈✐♦✉* ❍❛♠✐❧#♦♥✐❛♥ ✐* $❡✇$✐##❡♥ ❛*

H = T̂α +Hα(ξα) + Vα(❘α, ξα), ✭✶✳✷✮



✶✳✷✳ ❉✐%❡❝( %❡❛❝(✐♦♥, ♠♦❞❡❧, ✾

✇❤❡%❡ ξα ❞❡♥♦(❡, (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ ❛♥❞ (❛%❣❡( ✐♥(❡%♥❛❧ ❝♦♦%❞✐♥❛(❡, ✐♥ ♣❛%(✐(✐♦♥

α✳ ❚❤❡ (♦(❛❧ ❡♥❡%❣② ♦❢ (❤❡ ,②,(❡♠ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ ,✉♠ ♦❢ (❤❡ ❦✐♥❡(✐❝ ❡♥❡%❣②

✭Eα✮ ❛♥❞ (❤❡ ✐♥(❡%♥❛❧ ❡♥❡%❣② ♦❢ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ ❛♥❞ (❛%❣❡( ✭ǫα✮

E = Eα + ǫα =
~
2k2α
2µα

+ ǫα ✭✶✳✸✮

✇❤❡%❡ ~❦α ✐, (❤❡ ❧✐♥❡❛% ♠♦♠❡♥(✉♠✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝(✐♦♥ Ψ(❘, ξ) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛

,♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ (✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥( ❙❝❤%♦❡❞✐♥❣❡% ❡A✉❛(✐♦♥

[H− E] Ψ
❦

= 0. ✭✶✳✹✮

❚❤✐, ✐, ❛ ,❡❝♦♥❞ ♦%❞❡% ❞✐✛❡%❡♥(✐❛❧ ❡A✉❛(✐♦♥ (❤❛( ♠✉,( ❜❡ ,♦❧✈❡❞ ,✉❜❥❡❝( (♦

(❤❡ ❛♣♣%♦♣%✐❛(❡ ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐(✐♦♥,✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉,( %❡✢❡❝( (❤❡ ♥❛(✉%❡ ♦❢ ❛

,❝❛((❡%✐♥❣ ♣%♦❝❡,,✳

■♥ ❛ (✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ♣✐❝(✉%❡✱ (②♣✐❝❛❧ ♦❢ (❤❡ A✉❛♥(✉♠ ❛♣♣%♦❛❝❤✱ (❤❡

✐♥❝✐❞❡♥( ❜❡❛♠ ✐, %❡♣%❡,❡♥(❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡

✸

✳ ❆❢(❡% (❤❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡

(❛%❣❡(✱ ❛ ,❡( ♦❢ ♦✉(❣♦✐♥❣ ,♣❤❡%✐❝❛❧ ✇❛✈❡, ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦%♠❡❞✳ ❚❤❡ ,✐(✉❛(✐♦♥ ✐,

,❝❤❡♠❛(✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝(❡❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✶✳✺✳

❋✐❣✉%❡ ✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛(✐❝ %❡♣%❡,❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ ,❝❛((❡%✐♥❣ ♣%♦❝❡,,✳

✸

❚❤✐# ✐# $%✉❡ ♦♥❧② ❢♦% $❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ #❤♦%$✲%❛♥❣❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧#❀ ✐♥ ♣%❡#❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦$❡♥✲

$✐❛❧ $❤❡ ✐♥❝✐❡♥$ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ✐# %❡♣%❡#❡♥$❡❞ ❜② ❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ✇❛✈❡✳



✶✵ ✶✳ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❙♦✱ ❛.②♠♣$♦$✐❝❛❧❧②

Ψ
(+)
❦0

(❘, ξ) → Φ0(ξ)e
i❦0·❘ + ♦✉$❣♦✐♥❣ .♣❤❡%✐❝❛❧ ✇❛✈❡., ✭✶✳✺✮

✇✐$❤ Φ0(ξ) ≡ Φ0
P (ξP )Φ

0
T (ξT )✱ ❛♥❞ ✇❤❡%❡ $❤❡ .✉♣❡%.❝%✐♣$ ✏+✑ ✐♥❞✐❝❛$❡. $❤❛$

$❤✐. ❝♦%%❡.♣♦♥❞. $♦ $❤❡ .♦❧✉$✐♦♥ ✇✐$❤ ♦✉$❣♦✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐$✐♦♥. ✭♠❛$❤✲

❡♠❛$✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥.$%✉❝$ ❛❧.♦ $❤❡ .♦❧✉$✐♦♥ ✇✐$❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛%②

❝♦♥❞✐$✐♦♥.✮✳

❉✉%✐♥❣ $❤❡ ❝♦❧❧✐.✐♦♥✱ $❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥$ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐.$♦%$❡❞ ❜② $❤❡

♣%♦❥❡❝$✐❧❡✲$❛%❣❡$ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ ❜✉$✱ ❛❢$❡% $❤❡ ❝♦❧❧✐.✐♦♥✱ ❛$ .✉✣❝✐❡♥$❧② ❧❛%❣❡

❞✐.$❛♥❝❡. ✭$❤❛$ ✐.✱ ✇❤❡♥ V ❜❡❝♦♠❡. ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮✱ $❤❡ ♣%♦❥❡❝$✐❧❡ ❛♥❞ $❛%❣❡$

✇✐❧❧ ♠❛♥✐❢❡.$ ❛♥② ♦❢ $❤❡ ❦✐♥❡♠❛$✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ❡✐❣❡♥.$❛$❡. ♦❢ $❤❡ .②.$❡♠✳ ❙♦✱

❛.②♠♣$♦$✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛② ✇%✐$❡

✹

Ψ
(+)
❦α

Rα≫−−−→Φα(ξα)e
i❦α·❘α +Φα(ξα)fα,α(θ)

eikαRα

Rα

+
∑

α′ 6=α

Φα′(ξα)fα′,α(θ)
eikα′Rα

Rα

Ψ
(+)
❦α

Rβ≫−−−→
∑

β

Φβ(ξβ)fβ,α(θ)
eikβRβ

Rβ
.

✭✶✳✻✮

❋✐%.$✱ .❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ $❤✐%❞ ❧✐♥❡. ❝♦%%❡.♣♦♥❞ $♦ ❡❧❛.$✐❝✱ ✐♥❡❧❛.$✐❝✱ ❛♥❞ $%❛♥.✲

❢❡% ❝❤❛♥♥❡❧.✱ %❡.♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ✐. $❤❡ ❈▼ .❝❛$$❡%✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞

❝♦%%❡.♣♦♥❞. $♦ $❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♠♦♠❡♥$❛ ✭❦α ❛♥❞

❦β✮✳ ◆♦$❡ $❤❛$ ❦β ❛♥❞ ❘β ❛%❡ ♣❛%❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥

e
ikβRβ

Rβ
✐. ❛ .♣❤❡%✐❝❛❧

♦✉$❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♠✉❧$✐♣❧②✐♥❣ $❤✐. ♦✉$❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐. $❤❡ .❝❛$$❡%✐♥❣

❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❢♦% ❝❤❛♥♥❡❧ β✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$✐❛❧ ❝%♦.. .❡❝$✐♦♥ ❢♦% ♣❛%$✐❝❧❡. .❝❛$$❡%✐♥❣

✐♥ $❤❡ ❞✐%❡❝$✐♦♥ θ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ β ✐. ❞❡✜♥❡❞ ❛. $❤❡ ✢✉① ♦❢ .❝❛$$❡%❡❞ ♣❛%$✐❝❧❡.

$❤%♦✉❣❤ $❤❡ ❛%❡❛ dA = r2dΩ✱ ♣❡% ✉♥✐$ ✐♥❝✐❞❡♥$ ✢✉①✳ ❚❤✐. O✉❛♥$✐$② ✐. ❞✐%❡❝$❧②

%❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ .❝❛$$❡%✐♥❣ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❛.

(

dσ

dΩ

)

α→β

=
µα
µβ

∣

∣

∣

∣

kβ
kα
fβ,α(θ)

∣

∣

∣

∣

2. ✭✶✳✼✮

✹

◆♦"❡ "❤❛" ✇❡ ❞✐)"✐♥❣✉✐)❤ ❜❡"✇❡❡♥ Rα ❛♥❞ Rβ )✐♥❝❡✱ ❢♦1 ❛ 1✐❛11❛♥❣❡♠❡♥" ♣1♦❝❡))✱ "❤❡

❝♦♦1❞✐♥❛"❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡1❡♥"✳



✶✳✷✳ ❉✐%❡❝( %❡❛❝(✐♦♥, ♠♦❞❡❧, ✶✶

✶✳✷✳✶ ❙❡♠✐❝❧❛**✐❝❛❧ *♦❧✉-✐♦♥ -♦ -❤❡ *❝❛--❡0✐♥❣ ♣0♦❜❧❡♠

❲❤❡♥ (❤❡ ❞❡ ❇%♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣(❤ ❛,,♦❝✐❛(❡❞ (♦ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ ♠♦(✐♦♥ ✐,

,♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛%❡❞ (♦ (❤❡ ,✐③❡ ♦❢ (❤❡ ,❝❛((❡%❡%✱ ♦♥❡ ♠❛② ,♦❧✈❡ (❤❡ ,❝❛((❡%✐♥❣

♣%♦❜❧❡♠ ♠❛❦✐♥❣ ✉,❡ ♦❢ ❛ ,❡♠✐❝❧❛,,✐❝❛❧ ♣✐❝(✉%❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡✲

(❛%❣❡( %❡❧❛(✐✈❡ ❞✐,(❛♥❝❡ ✐, ❞❡,❝%✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥, ♦❢ ❛ ❝❧❛,,✐❝❛❧ (%❛❥❡❝(♦%②✱ ❜✉(

❦❡❡♣✐♥❣ (❤❡ @✉❛♥(✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡,❝%✐♣(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ ❛♥❞ (❛%❣❡(

✐♥(❡%♥❛❧ ♠♦(✐♦♥✳ ❚❤✐, ❛♣♣%♦❛❝❤ ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ ✇❤❡♥ (❤❡ ❝%♦,, ,❡❝(✐♦♥, ♦❢ (❤❡

%❡❛❝(✐♦♥, ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ❞♦❡, ♥♦( ♣%❡,❡♥( (❤❡ (②♣✐❝❛❧ ♦,❝✐❧❧❛(✐♦♥,

♦❢ (❤❡ ✐♥(❡%❢❡%❡♥❝❡ ♣❛((❡%♥, ♦❢ ❛ @✉❛♥(✉♠ ✐♥(❡%❛❝(✐♦♥✳ ❆♥ ❛♥❞✈❛♥(❛❣❡ ♦❢

,❡♠✐❝❧❛,,✐❝❛❧ ♠❡(❤♦❞, ✐, (❤❛(✱ ❢%♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇✱ (❤❡② ❛%❡

❧❡,, ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛, ❝♦♠♣❛%❡❞ (♦ ❢✉❧❧② @✉❛♥(✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡(❤♦❞,✳

■♥ (❤❡ ,❡♠✐❝❧❛,,✐❝❛❧ (❤❡♦%② (❤❡ (❛%❣❡(✲♣%♦❥❡❝(✐❧❡ ✐♥(❡%❛❝(✐♦♥ ✐, (✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥(✱

❜❡❝❛✉,❡ (❤❡ ❞✐,(❛♥❝❡ ❘ ❜❡(✇❡❡♥ (❛%❣❡( ❛♥❞ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ ✐, ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐(❤ (✐♠❡❀

❢♦% ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠♣❛❝( ♣❛%❛♠❡(❡% b (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡✲(❛%❣❡( %❡❧❛(✐✈❡ ♠♦(✐♦♥ ✐,

❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝❧❛,,✐❝❛❧ (%❛❥❡❝(♦%② ❘(t)✱ ❛♥❞ (❤❡ ✐♥(%✐♥,✐❝ ❞②♥❛♠✐❝, ✐, (%❡❛(❡❞

❛, ❛ (✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥( @✉❛♥(✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝, ♣%♦❜❧❡♠ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡ ❢♦%

(❤❡ ,❡♠✐❝❧❛,,✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥✱ (❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥(❡%❛❝(✐♦♥ ✐, (✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥(

V (❘, ξP , ξT ) ≡ V (❘(t), ξP , ξT )✳ ❚❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✐, (%❛❞✐(✐♦♥❛❧❧② ,♦❧✈❡❞ ✐♥ (❤❡

,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧, ❛♣♣%♦❛❝❤ ✭♦% ✐♥ ✐(, ❧♦✇❡% ♦%❞❡% ❛♣♣%♦①✐♠❛(✐♦♥, ✐♥

♣%❡,❡♥❝❡ ♦❢ ,(%♦♥❣ (%❛♥,✐(✐♦♥,✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ,②,(❡♠ ✐,

❡①♣%❡,,❡❞ ❛, ❛♥ ❡①♣❛♥,✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜❛,✐, ♦❢ ✐♥(❡%♥❛❧ ,(❛(❡, ♦❢ (❤❡ ,②,(❡♠✱ ✇✐(❤

,♦♠❡ (✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥( ❝♦❡✣❝✐❡♥(,

|Ψ(t)〉 =
N
∑

j=1

cj(b, t)|Φj〉eiEjt/~ + |ΨC(t)〉, ✭✶✳✽✮

✇❤❡%❡ |ΨC(t)〉 ✐, (❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ♦❢ (❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝(✐♦♥ ✐♥ (❤❡ ❝♦♥(✐♥✉✉♠✱ ❛♥❞

N ✐, (❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❜♦✉♥❞ ,(❛(❡, |Φj〉 ♦❢ (❤❡ ,②,(❡♠✳ ❚❤❡ ,♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡

♣%♦❜❧❡♠ ♠♦✈❡, (♦ (❤❡ ,(✉❞② ♦❢ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ✐♥ (✐♠❡ ♦❢ (❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(, ci(b, t)

❝♦%%❡,♣♦♥❞✐♥❣ (♦ ❡❛❝❤ %❡❛❝(✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ i ❣✐✈❡♥ (❤❡ ✐♠♣❛❝( ♣❛%❛♠❡(❡% b✳

❚❤❡ (✐♠❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡,❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(, ✐, ♦❜(❛✐♥❡❞ ❢%♦♠ (❤❡ (✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥(

❙❝❤%♦❡❞✐♥❣❡% ❡@✉❛(✐♦♥ ✇✐(❤ ❍❛♠✐❧(♦♥✐❛♥

H = T̂
❘

+HP (ξP ) +HT (ξT ) + V (❘(t), ξP , ξT ). ✭✶✳✾✮



✶✷ ✶✳ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❆, $❤❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ♣%♦❝❡❡❞, $❤❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡, ci(b, t) ❡✈♦❧✈❡✱ ❛♥❞ $❤❡✐% ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡,

❝♦♥$❛✐♥ $❤❡ %❡❧❡✈❛♥$ ✐♥❢♦%♠❛$✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ❝♦%%❡,♣♦♥❞✐♥❣

❝❤❛♥♥❡❧,✱ ❡✳❣✳ $❤❡ ✜♥❛❧ ♣%♦❜❛❜✐❧✐$② $♦ ❡①❝✐$❡ $❤❡ i✲$❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦% ❛♥ ✐♠♣❛❝$

♣❛%❛♠❡♥$❡% b ✐, Pi = |ci(b, tf )|2✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ,❝❛$$❡%✐♥❣ $❤❡♦%② $♦ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ,②,$❡♠, ❤❛, ❧❡❛❞

$♦ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ❛♥❞ ❡①$❡♥,✐♦♥ ♦❢ %❡❛❝$✐♦♥, ❢♦%♠❛❧✐,♠, $♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦%

$❤❡ ❡✛❡❝$, ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $♦ ❜%❡❛❦✉♣ ❝❤❛♥♥❡❧, ♦♥ %❡❛❝$✐♦♥ ♦❜,❡%✈❛❜❧❡,✳

❚❤❡,❡ ♠❡$❤♦❞, ♠✉,$ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ♥❡✇ ❢❡❛$✉%❡, ♦❢ ❡①♦$✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳

■♥ ♣❛%$✐❝✉❧❛% ♦♥❡ ❤❛, $♦ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✱ ❛♥❞ $❤✐, ✉,✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡, ❛

♣%♦❝❡❞✉%❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣✱ ❞✐,❝%❡$✐③✐♥❣ ❛♥❞ $%✉♥❝❛$✐♥❣ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ,$❛$❡,✳ ▼❛♥②

❛♣♣%♦❛❝❤❡, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✲❞✐,❝%❡$✐③❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧,

✭❈❉❈❈✮ ♠❡$❤♦❞ ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ $❤❡ ❛❞✐❛❜❛$✐❝ ❛♣♣%♦①✐♠❛$✐♦♥ ❬✶✺✱ ✶✻❪✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛%✐❡$②

♦❢ ,❡♠✐❝❧❛,,✐❝❛❧ ❛♣♣%♦①✐♠❛$✐♦♥, ❬✶✷✱ ✶✼✕✶✾❪✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ $❤❡,❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡, ♠❛❦❡ ✉,❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇✲❜♦❞② ❞❡,❝%✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✇❡❛❦❧②✲

❜♦✉♥❞ ,②,$❡♠,✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✐✱ ❝♦♥,✐,$, ♦❢ ❛ ❝♦%❡ ♣❧✉, ♦♥❡

♦% $✇♦ ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛%$✐❝❧❡,✳

❊①$❡♥,✐♦♥, ♦❢ ❡①✐,$✐♥❣ ❢♦%♠❛❧✐,♠, $♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①❝✐$❛$✐♦♥, ♦❢ $❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞

❝❧✉,$❡%, ✐, ❛❧,♦ ❛♥ ✐♥$❡♥,❡ $♦♣✐❝ ❜❡✐♥❣ ❝✉%%❡♥$❧② ❛❞❞%❡,,❡❞ ❜② ,❡✈❡%❛❧ ❣%♦✉♣,

❬✷✵✕✷✺❪✳

✶✳✸ ❲❤② ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧❄

❆, ✇❡ ❤❛✈❡ ,❡❡♥ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧, $♦ ❞❡,❝%✐❜❡ $❤❡,❡ ♣%♦❝❡,,❡, ❛%❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞

✉,✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛%❡❞ $♦ ❡①♣❡%✐♠❡♥$❛❧ ❞❛$❛✳ ❇✉$ ,✐♥❝❡ $❤❡,❡ ♠♦❞❡❧, ❛%❡ ❜❛,❡❞

♦♥ ❛♣♣%♦①✐♠❛$✐♦♥,✱ ♥♦$ ❛❧✇❛②, $❤❡ ❡①❛❝$ ,♦❧✉$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞✱ ❡✳❣✳ ❢♦%

♣%♦❜❧❡♠, %❡❧❛$❡❞ $♦ ❜❛,✐, ❝❤♦✐❝❡✱ ✉♥✐T✉❡♥❡,, ♦% ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$

❛♣♣%♦①✐♠❛$✐♦♥, ❛♥❞ ,✉❜,❡T✉❡♥$ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥, ,❤♦✉❧❞ ❜❡ $❡,$❡❞✳ ■♥ ♣❛%$✐❝✉❧❛%✱

✐♥ $❤✐, $❤❡,✐, ✇❡ ❛%❡ ✐♥$❡%❡,$❡❞ ✐♥ ✉♥❞❡%,$❛♥❞✐♥❣ $❤❡ %♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ✐♥

❞✐%❡❝$ %❡❛❝$✐♦♥, ♠❡❝❤❛♥✐,♠ ❛♥❞ ❤♦✇ $♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐$ ♣%♦♣❡%❧② ✐♥ ❛ ❈❉❈❈ ❝❛❧✲

❝✉❧❛$✐♦♥✳ ❆, ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡$ ✉, ❝♦♥,✐❞❡% $❤❡

11Be+ p→ n+ p+10 Be ❜%❡❛❦✉♣

%❡❛❝$✐♦♥✳ ■♥ ❈❉❈❈✱ $❤✐, ♣%♦❝❡,, ✇♦✉❧❞ ❜❡ $%❡❛$❡❞ ❛, ❛♥ ✐♥❡❧❛,$✐❝ ❡①❝✐$❛$✐♦♥ ♦❢

11
❇❡ $♦ ✐$, $✇♦✲❜♦❞② ❝♦♥$✐♥✉✉♠✱ ✐✳❡✳

11Be+p→ (10Be+n)+p✳ ❚❤✐, ❛♣♣%♦❛❝❤

✇✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞ $♦ ❞❡,❝%✐❜❡ ✜♥❛❧ ,✐$✉❛$✐♦♥, ✐♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ♦✉$❣♦✐♥❣ n ❛♥❞

10
❇❡

❢%❛❣♠❡♥$, ❛%❡ ❞❡$❡❝$❡❞ ✇✐$❤ ❛ ,♠❛❧❧ %❡❧❛$✐✈❡ ❡♥❡%❣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛% ♠♦♠❡♥$✉♠✱

$❤✉, ♣♦♣✉❧❛$✐♥❣ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ,$❛$❡, ♦❢ $❤❡

11
❇❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✳ ❋♦% ❧❛%❣❡ ❡♥❡%❣②



✶✳✸✳ ❲❤② ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧❄ ✶✸

❛♥❞✴♦1 ❛♥❣✉❧❛1✲♠♦♠❡♥5✉♠ 51❛♥-❢❡1✱ 5❤❡ ❈❉❈❈ ❡①♣❛♥-✐♦♥ ♠❛② 1❡<✉✐1❡ ❛ ✈❡1②

❧❛1❣❡ ♠♦❞❡❧ -♣❛❝❡✱ ❛♥❞ 5❤❡ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ 1❡❛❝5✐♦♥ ♦❜-❡1✈❛❜❧❡- ❛- 5❤❡

♠♦❞❡❧ -♣❛❝❡ ✐♥❝1❡❛-❡- ❝❛♥ ❜❡ ✈❡1② -❧♦✇✳ ■♥ 5❤✐- ❝❛-❡✱ ❛♥ ❡①♣❛♥-✐♦♥ ✐♥ 5❡1♠- ♦❢

p− n -5❛5❡- ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡✉5❡1♦♥ ❝♦♥5✐♥✉✉♠✮ ♠❛② ❜❡ ♠♦1❡ ❛♣1♦♣1✐❛5❡✳ ❊❛❝❤

❜❛-✐- -❡❧❡❝5✐♦♥ 5❡♥❞- 5♦ ❡♠♣❤❛-✐③❡ 5❤❡ ♣1♦♣❡15✐❡- ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♥❛1② -②-5❡♠✱

♣❛15✐❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝5✐♥❣ ❝♦11❡❧❛5✐♦♥- ♦♥ 5❤❡ ♦5❤❡1 ❜✐♥❛1② -②-5❡♠-✳ ❚❤✐- ✇✐❧❧ ❣✐✈❡

1✐-❡ 5♦ -♦♠❡ ❧✐♠✐5❛5✐♦♥- ♦❢ 5❤❡ ❈❉❈❈ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦1 ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❜♦5❤ 51❛♥-❢❡1

❛♥❞ ❜1❡❛❦✉♣ ❛1❡ ✐♠♣♦15❛♥5 ❬✷✻✕✷✽❪✳

❆ ♠♦1❡ ❝♦♠♣❧❡5❡ 1❡❛❝5✐♦♥ 5❤❡♦1② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦1♣♦1❛5❡- ♦♥ ❡<✉❛❧ ❢♦♦5✐♥❣ 5❤❡

❝♦11❡❧❛5✐♦♥- ❜❡5✇❡❡♥ 5❤❡ ❞✐✛❡1❡♥5 ❜✐♥❛1② -✉❜✲-②-5❡♠- ✐- ♣1♦✈✐❞❡❞ ❜② 5❤❡

❋❛❞❞❡❡✈ ❢♦1♠❛❧✐-♠✳ ❘❡❝❡♥5❧②✱ ✐5 ❤❛- ❜❡❝♦♠❡ ♣♦--✐❜❧❡ 5♦ -♦❧✈❡ 5❤❡ ❋❛❞❞❡❡✈

❡<✉❛5✐♦♥- ❢♦1 ♥✉❝❧❡❛1 1❡❛❝5✐♦♥- ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧✐❣❤5 -②-5❡♠-✱ 5❤✉- ♣1♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈❡1②

✉-❡❢✉❧ ❜❡♥❝❤♠❛1❦ ❢♦1 ♠♦1❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛5❡ 5❤❡♦1✐❡-✱ ❧✐❦❡ ❈❉❈❈ ❬✷✾✱ ✸✵❪✳ ❍♦✇✲

❡✈❡1✱ 5❤❡-❡ ❝❛❧❝✉❧❛5✐♦♥- ❛1❡ -♦♠❡5✐♠❡- ❜✐❛- ❜② ♥✉♠❡1✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡

❞✐✣❝✉❧5✐❡-✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ 5❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐5② ♦❢ 5❤❡ ❋❛❞❞❡❡✈ ♠❡5❤♦❞ ❧✐♠✐5- -♦ ❢❛1

✐5- ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐5② 5♦ 1❡❧❛5✐✈❡❧② ❧✐❣❤5 -②-5❡♠-✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ 5♦ ❢❛❝❡ 5❤❡ ♣1♦❜❧❡♠ ✐♥ 5❤❡ -✐♠♣❧❡-5 ❢1❛♠❡✇♦1❦ ♣♦--✐❜❧❡✱

✇❡ ♠♦✈❡ 5♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✭✶❉✮ ✇❤❡1❡✱ ❞❡-♣✐5❡ 5❤❡ ❞1❛-5✐❝ ❛--✉♠♣5✐♦♥✱ 5❤❡

♠♦❞❡❧ ❡♥❝♦♠♣❛--❡- ♠❛♥② ❢❡❛5✉1❡- ❢♦✉♥❞ ✐♥ 5❤❡ 5❤1❡❡✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❝❛-❡✳ ■♥

♣❛15✐❝✉❧❛1✱ 5❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ ♣♦-✐5✐✈❡ ❡♥❡1❣② -5❛5❡- ♦♥ 5❤❡ -❝❛55❡1✐♥❣ ♦❜✲

-❡1✈❛❜❧❡- ❝❛♥ ❜❡ -5✉❞✐❡❞ ✐♥ 5❤✐- ❢1❛♠❡✇♦1❦✳

❲✐5❤✐♥ 5❤✐- ❛--✉♠♣5✐♦♥✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ 5❤❡ 1❡❛❝5✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5❤❡ 5✐♠❡ ❡✈♦❧✉5✐♦♥

♦❢ 5❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ -②-5❡♠

Ψ(x, t) =

N
∑

j=1

cj(t)Φj(x)e
iEjt/~, ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡1❡ ◆ ✐- 5❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❜❛-✐- -5❛5❡- ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❞✐-❝1❡5✐③❡❞

❝♦♥5✐♥✉✉♠ -5❛5❡-✳ ■♥ 5❤❡ ❢1❛♠❡ ♦❢ ❛ -❡♠✐❝❧❛--✐❝❛❧ ❛♣♣1♦❛❝❤✱ ✇❡ -5❛15 ❢1♦♠

❛♥ ✐♥✐5✐❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝5✐♦♥ Ψ(x, ti) ❞❡-❝1✐❜✐♥❣ -②-5❡♠ ❛5 ti = −∞✱ ✇❡ ❧❡5 5❤❡

-②-5❡♠ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ 5✐♠❡ ❜② -♦❧✈✐♥❣ 5❤❡ 5✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥5 ❙❝❤1♦❡❞✐♥❣❡1 ❡<✉❛5✐♦♥

5♦ ♦❜5❛✐♥ ❛5 tf = +∞ 5❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝5✐♦♥ Ψ(x, tf )✳ ■♥ 5❤✐- -✐♠♣❧✐✜❡❞

❝❛-❡ ✐5 ✐- ♣♦--✐❜❧❡ 5♦ ❢♦❧❧♦✇ ❡❛-✐❧② 5❤❡ 5✐♠❡ ❡✈♦❧✉5✐♦♥ ❢♦1 ❜♦5❤ 5❤❡ ❡①❛❝5 5♦5❛❧

✇❛✈❡❢✉♥❝5✐♦♥ Ψ(x, t) ❛♥❞ 5❤❡ -❡5 ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥5- ci(t)✿ 5❤❡ ❡①❛❝5 -♦❧✉5✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❛1❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ 1❡-✉❧5- ♦❜5❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ 5❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝5✐♦♥ ✐♥ ❛

❜❛-✐- 5❤❛5 ✐♥❝❧✉❞❡- ❞✐-❝1❡5✐③❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ♣♦-✐5✐✈❡ ❡♥❡1❣② ♣❛15 ♦❢ 5❤❡ -♣❡❝51✉♠



✶✹ ✶✳ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❛, ✐♥ $❤❡ ❈❉❈❈ ❛♣♣%♦❛❝❤✳ ❲❡ ❝❛♥ $❤✉, ❝❤❡❝❦ $❤❡ ✈❛❧✐❞✐$② ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$

❛♣♣%♦①✐♠❛$✐♦♥, ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ $❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$ ❞✐,❝%❡$✐③❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞,✳

❆❧$❤♦✉❣❤ $❤❡ ,✐♠♣❧✐✜❝❛$✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞❡✈✐,✐♥❣ ♦✉% ✶❉ ♠♦❞❡❧ ♣%❡❝❧✉❞❡, ✉,

❢%♦♠ ❝♦♠♣❛%✐♥❣ ❞✐%❡❝$❧② $♦ %❡❛❧ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❡ ❡①♣❡❝$ $❤❛$ $❤❡ ♣%❡,❡♥$ ♠♦❞❡❧✱

♥♦$✇✐$❤,$❛♥❞✐♥❣ ✐$, ,✐♠♣❧✐❝✐$②✱ ❝♦♥$❛✐♥, $❤❡ ❜❛,✐❝ ♣❤②,✐❝❛❧ ✐♥❣%❡❞✐❡♥$, ❢♦% ❛

❝♦%%❡❝$ ❞❡,❝%✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡% ,$✉❞②✳ ❆ ,♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❛ ,✐♠♣❧✐✜❡❞

♠♦❞❡❧ ❢%❡C✉❡♥$❧② ,❤❡❞, ❧✐❣❤$ ✉♣♦♥ ❛ ♣❤②,✐❝❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ ✇❤♦,❡ ❢✉❧❧ ,♦❧✉$✐♦♥ ✐,

❤✐♥❞❡%❡❞ ❜② ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐$✐❡, ♦% ✐, ,✐♠♣❧② ♥♦$ ♣♦,,✐❜❧❡✳

❉✐✛❡%❡♥$ ❛,♣❡❝$, ♦❢ $❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧%❡❛❞② ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❞✐,❝✉,,❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣❛♣❡%,✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐$② ♠♦❞❡❧, ♦❢

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛% ♣❤②,✐❝, ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✳ ❣✳ ✐♥ ❬✸✶✕✸✸❪✳ ■♥ ❬✸✹❪ $❤❡

❛✉$❤♦%, ❞✐,❝✉,, $❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ $❤❡ ❡①❝✐$❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ✭❜%❡❛❦✉♣✮

♦❢ ❛ ♣❛%$✐❝❧❡✱ ✐♥✐$✐❛❧❧② ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ,✐♥❣❧❡✲♣❛%$✐❝❧❡ ♦%❜✐$ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧

✇❡❧❧✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①$❡%♥❛❧ ♣❡%$✉%❜❛$✐♦♥ ✭,✐♠✉❧❛$✐♥❣ $❤❡ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥

✇✐$❤ ❛ %❡❛❝$✐♦♥ ♣❛%$♥❡%✮✳ ■♥ ❬✸✺❪ $❤❡ ❡①❛❝$ ,♦❧✉$✐♦♥ ❢♦% $❤❡ ,❛♠❡ ,❝❛$$❡%✐♥❣

♣%♦❜❧❡♠ ✇❡ ♣%♦♣♦,❡❞ ❤❡%❡ ✐, ❝♦♠♣❛%❡❞ $♦ $❤❡ %❡,✉❧$, ♦❢ ❛ ❈❉❈❈ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉$

✇✐$❤♦✉$ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✳ ■♥ ❬✸✻✕✸✽❪ $❤❡ ,$%✉❝$✉%❡ ♦❢ ❛ $✇♦✲♣❛%$✐❝❧❡

❇♦%%♦♠❡❛♥ ,②,$❡♠✱ ❜♦✉♥❞ $♦ $❤❡ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ %❡,✐❞✉❛❧ ♣❛✐%✐♥❣ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥✱ ✐,

✐♥✈❡,$✐❣❛$❡❞✳ ■♥ ❬✸✾❪ $❤❡ ❛✉$♦%, ✐♥✈❡,$✐❣❛$❡ $❤❡ ❜%❡❛❦✲✉♣ ♦❢ ,✉❝❤ ❇♦%%♦♠❡❛♥

,②,$❡♠, ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①$❡%♥❛❧ ♦♥❡✲❜♦❞② ✜❡❧❞✱ ♣♦✐♥$✐♥❣ ♦✉$ $❤❡ %♦❧❡

♦❢ $❤❡ %❡,✐❞✉❛❧ ♣❛✐%✐♥❣ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ $❤❡ ❝♦%%❡❧❛$❡❞ $✇♦✲♣❛%$✐❝❧❡

❜%❡❛❦✉♣ ✐♥ ❝♦♠♣❛%✐,♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ,✐♥❣❧❡✲♣❛%$✐❝❧❡ ❜%❡❛❦✉♣✳ ■♥ ♣❛%$✐❝✉❧❛%✱ ,♦♠❡

%❡,✉❧$, ❢♦% $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈❡,$✐❣❛$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣%❡,❡♥$ $❤❡,✐, ❝❛♥ ❛❧%❡❛❞② ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬✹✵❪ ✇✐$❤ %❡❣❛%❞ $♦ $❤❡ ,$%✉❝$✉%❡ ❛,♣❡❝$,✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✹✶✕✹✸❪ ❛♥❞ ❬✹✹❪ ❢♦% $❤❡

♦♥❡✲ ❛♥❞ $✇♦✲♥❡✉$%♦♥ ,②,$❡♠, ❞②♥❛♠✐❝,✳

✶✳✹ ❙✉♠♠❛'②

■♥ ❛❝❝♦%❞❛♥❝❡ ✇✐$❤ $❤✐, ♣✐❝$✉%❡ ✇❡ ♣%❡,❡♥$ ✐♥ $❤✐, ❞✐,,❡%$❛$✐♦♥ %❡,✉❧$, ❢♦% ❛

♦♥❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ $✇♦ ♣❛%$✐❝✉❧❛% ❦✐♥❞, ♦❢ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✐✿ $❤❡ ♦♥❡✲

♥❡✉$%♦♥ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ $❤❡ ,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇♦%%♦♠❡❛♥ $✇♦✲♥❡✉$%♦♥ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✐✳

❋✐%,$ ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ♣%❡,❡♥$ ❛ ❞❡,❝%✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ,$%✉❝$✉%❡ ♦❢ ♦♥❡✲♥❡✉$%♦♥ ,②,$❡♠,

✐♥ ❝❤❛♣$❡% ✷✱ ❛♥❞ $❤❡♥ ✇❡ ✉,❡ $❤♦,❡ %❡,✉❧$, ❢♦% $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❞❡,❝%✐♣$✐♦♥ ✐♥

❝❤❛♣$❡%, ✸✳ ■♥ $❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉$%♦♥✱ $❤❡ ,$%✉❝$✉%❡ ✐, ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❜② ❛

❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✶❉ ❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥ ♣♦$❡♥$✐❛❧✱ ✇❤❡%❡ $❤❡ ❝♦%❡ ♦❝❝✉♣✐❡, $❤❡ ❧♦✇❡,$



✶✳✹✳ ❙✉♠♠❛'② ✶✺

✇❡❧❧✲❜♦✉♥❞ 23❛3❡2 ❛♥❞ 3❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❤❛❧♦ ✐2 ✐❞❡♥3✐✜❡❞ ✇✐3❤ ❛ ❧❛23 ✇❡❛❦❧②✲

❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳

■3 ✐2 ❝❧❡❛' 3❤❛3 3❤❡ ❞❡2❝'✐♣3✐♦♥ ♦❢ 2✉❝❤ 2②23❡♠2 '❡=✉✐'❡2 ❛♥ ❛❞❡=✉❛3❡ ❝♦♥2✐❞✲

❡'❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ '♦❧❡ ♦❢ 3❤❡ ❝♦♥3✐♥✉✉♠✳ ■♥ ♦'❞❡' 3♦ ❞♦ 2♦ ✇❡ 23✉❞② ❞✐✛❡'❡♥3

♠❡3❤♦❞2 3♦ ❞❡❛❧ ✇✐3❤ ❝♦♥3✐♥✉✉♠ ✐♥ 2❡❝3✐♦♥2 ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✿ ✇❡ 2❡❧❡❝3 ❛ 2❡3

♦❢ ❲♦♦❞2✲❙❛①♦♥ ♣♦3❡♥3✐❛❧ ♣❛'❛♠❡3❡' ✈❛❧✉❡2 3❤❛3 =✉❛❧✐3❛3✐✈❡❧② ♠♦❞❡❧ ❛ ♥✉✲

❝❧❡❛' 23'✉❝3✉'❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞✐2❝'❡3✐③❡ 3❤❡ 2②23❡♠ ❝♦♥3✐♥✉✉♠✱ ✉2✐♥❣ ❛ ✜♥✐3❡

2❡3 ♦❢ ♥♦'♠❛❧✐③❛❜❧❡ ✭2=✉❛'❡✲✐♥3❡❣'❛❜❧❡✮ ❢✉♥❝3✐♦♥2 ✭❦♥♦✇♥ ❛2 ♣2❡✉❞♦23❛3❡2✮❀

3❤'❡❡ ❞✐✛❡'❡♥3 ❛♣♣'♦❛❝❤❡2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ✜'23 ♦♥❡ ❝♦♥2✐232 ✐♥

❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ 3❤❡ ❲♦♦❞2✲❙❛①♦♥ ♣♦3❡♥3✐❛❧ ❍❛♠✐❧3♦♥✐❛♥ ♠❛3'✐① ✐♥ ❛ 3'✉♥❝❛3❡❞

❍❛'♠♦♥✐❝ ❖2❝✐❧❧❛3♦' ✭❍❖✱ 2❡❝3✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❜❛2✐2❀ 3❤❡ 2❡❝♦♥❞ ♠❛❦❡2 ✉2❡ ♦❢ ❛

❧♦❝❛❧ 2❝❛❧❡ 3'❛♥2❢♦'♠❛3✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❡❞ 3♦ 3❤❡ ❍❖ ❜❛2✐2✱ 3♦ ❝♦♥23'✉❝3 ❛ 3'✉♥❝❛3❡❞

❚'❛♥2❢♦'♠❡❞ ❍❛'♠♦♥✐❝ ❖2❝✐❧❧❛3♦' ✭❚❍❖✱ 2❡❝3✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ ❜❛2✐2❀ 3❤❡ 3❤✐'❞ ♦♥❡

✉2❡2 ❛ '✐❣✐❞ ✇❛❧❧ ❜♦① ✭❇❖❳✱ 2❡❝3✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮ 3♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥3✐♥✉✉♠ ❞✐2❝'❡3✐③❛✲

3✐♦♥✳ ❆♥♦3❤❡' ✇❛② 3♦ 3'❡❛3 ❝♦♥3✐♥✉✉♠✱ 2✐♠♣❧❡ ✐♥ 3❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛2❡✱ ✐2 3❤❡

❞❡3❡'♠✐♥❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✏❡①❛❝3✑ ❝♦♥3✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡❢✉♥❝3✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✜♥✐3❡

❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♠❡3❤♦❞ ✭✇❡ ✉2❡❞ 3❤❡ ◆✉♠❡'♦✈ ♠❡3❤♦❞✮❀ 3❤✐2 '❡2✉❧32 ❛'❡ ♣'❡2❡♥3❡❞

✐♥ 2❡❝3✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳

❲❡ ♣'❡2❡♥3 ✐♥ 2❡❝3✐♦♥2 ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ '❡2✉❧32 ♦❜3❛✐♥❡❞ ❢♦' 3❤❡ ♦♥❡✲♥❡✉3'♦♥

2②23❡♠✿ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡2✱ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝3✐♦♥2✱ ❛♥❞ ♦3❤❡' =✉❛♥3✐3✐❡2 ♦❢ ✐♥3❡'❡23 ✭2✐♥❣❧❡✲

♣❛'3✐❝❧❡ 3'❛♥2✐3✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ x2 ♦♣❡'❛3♦'2✱ 3♦3❛❧ 23'❡♥❣3❤✱ ❛♥❞ 2✉♠ '✉❧❡2✮✱

23✉❞②✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛'✐♥❣ 3❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♣'♦♣❡'3✐❡2 ♦❢ 3❤❡ ❞✐✛❡'❡♥3 ❛♣✲

♣'♦❛❝❤❡2✳ ❖♥❝❡ 3❤❡ ♣2❡✉❞♦23❛3❡ ❞❡2❝'✐♣3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♠♦❞❡❧ ❲♦♦❞2✲❙❛①♦♥

♣♦3❡♥3✐❛❧ ❢♦' 3❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② 2②23❡♠2 ❤❛2 ❜❡❡♥ 2❡3 ✉♣✱ ✇❡ ♣'♦❝❡❡❞ 3♦ 3❤❡

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❛'3✳

❲❡ ♣'❡2❡♥3 3❤❡ ❡①❛❝3 ✭2❡❝3✐♦♥ ✸✳✶✮ ❛♥❞ 3❤❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛3❡ ✭2❡❝3✐♦♥2 ✸✳✷ ❛♥❞

✸✳✸✮ 2♦❧✉3✐♦♥2 ❢♦' 3❤❡ 2❝❛33❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'3✐❝❧❡ ✐♥ 3❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ 3✇♦ ♣♦3❡♥3✐❛❧

✇❡❧❧2✳ ❲❡ 23✉❞② 3❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ 3❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ❛♥❞ 3❤❡ ❞✐23❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦2❡23

❛♣♣'♦❛❝❤ ♦♥ 3❤❡ ❡①❛❝3 2♦❧✉3✐♦♥2 ✐♥ 2❡❝3✐♦♥ ✸✳✹✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣'❡2❡♥3 '❡2✉❧32 ❢♦'

❞✐✛❡'❡♥3 ♠♦❞❡❧ ❝❛2❡2 ✐♥ 2❡❝3✐♦♥ ✸✳✺✳

■♥ ❝❤❛♣3❡' ✹ ✇❡ ❞❡2❝'✐❜❡ ❜♦3❤ 3❤❡ 23'✉❝3✉'❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝2 ♦❢ 3❤❡ ❇♦'✲

'♦♠❡❛♥ 2②23❡♠2✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣'❡❞✐❡♥32 ♦❢ 3❤❡ ❇♦''♦♠❡❛♥ 2②23❡♠ ❛'❡ 3❤❡

♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✶❉ ❲♦♦❞2✲❙❛①♦♥ ♣♦3❡♥3✐❛❧✱ ✇✐3❤ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧2 2✉♣♣♦2❡❞ 3♦ ❜❡

3♦3❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ❜② ✐♥❡'3 ❝♦'❡✱ ♣❧✉2 3✇♦ ❡①3'❛ ♥❡✉3'♦♥2✳ ❚❤❡ '❡2✉❧3✐♥❣ 2②23❡♠✱

✉♥❜♦✉♥❞ ❛3 3❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✱ ✐2 ❜♦✉♥❞ ❞✉❡ 3❤❡ ❛❝3✐♦♥ ♦❢ ❛ '❡2✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥3

❝♦♥3❛❝3 ❞❡♥2✐3②✲❞❡♣❡♥❞❡♥3 ✐♥3❡'❛❝3✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧2 3❤❡ ♣❛✐'✐♥❣ ✐♥3❡'❛❝3✐♦♥✳



✶✻ ✶✳ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❚♦ ,♣❡❝✐❢② $❤❡ $✇♦✲❜♦❞② ♣%♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ,❡❝$✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ✐♥$%♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛♣♣%♦✲

♣%✐❛$❡ ❜❛,✐, ❛♥❞ ❝♦♥,$%✉❝$ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐$❡❞ ,$❛$❡, ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ $❤❡

,②,$❡♠ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ❞✐,❝%❡$✐③❛$✐♦♥ ♣%♦❝❡❞✉%❡,

❞❡,❝%✐❜❡❞ ♣%❡✈✐♦✉,❧② ✐♥ ❝❤❛♣$❡% ✷✳ ❇❡,✐❞❡, $❤❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡

♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝$✐♦♥, ✭,❡❝$✐♦♥ ✹✳✶✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉$❡ ♦$❤❡% E✉❛♥$✐✲

$✐❡, ♦❢ ✐♥$❡%❡,$ ❛, ❛♥♦♠❛❧♦✉, ❞❡♥,✐$② ❛♥❞ $%❛♥,✐$✐♦♥ ✐♥$❡♥,✐$✐❡, ♦❢ x ❛♥❞ x2

♦♣❡%❛$♦%, ✐♥ ,❡❝$✐♦♥, ✹✳✶✳✷ ❛♥❞ ✹✳✶✳✸✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡,❡ %❡,✉❧$, ❛%❡ ❝♦♠♣❛%❡❞ ✇✐$❤

$❤♦,❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❞❡,❝%✐❜✐♥❣ $❤❡ ,❛♠❡ ,②,$❡♠ ✭❝♦%❡ ♣❧✉, $✇♦ ♥❡✉$%♦♥,✮ ✇✐$❤✐♥

$❤❡ ✏♣♦♣✉❧❛%✑ ❞✐✲♥❡✉$%♦♥ ❝❧✉,$❡% ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ $❤❡ ❞❡,❝%✐♣$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ,$%✉❝$✉%❡ ♦❢ ❇♦%%♦♠❡❛♥ ♥✉❝❧❡✐✱ ✐♥ ,❡❝$✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ $❤❡ ,❝❛$$❡%✐♥❣

♣%♦❝❡,, ♦❢ $❤❡ $✇♦✲❜♦❞② ,②,$❡♠ ✐♥ $❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ $✇♦ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇❡❧❧,✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ ,$✉❞② $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡%❣② ❛♥❞ ♣❛✐%✐♥❣ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ ✐♥ $❤❡

%❡❛❝$✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐,♠ ✭✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥✱ ✇❡ ,✉♠♠❛%✐③❡ $❤❡ ♠❛✐♥ %❡,✉❧$, ♦❢ $❤✐, ✇♦%❦ ✐♥ ❝❤❛♣$❡%

✺✱ ✇❤❡%❡ ✇❡ ♣%❡,❡♥$ ,♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ %❡♠❛%❦, ❛♥❞ ,✉❣❣❡,$✐♦♥, ♦❢ ❢✉$✉%❡

✐♥✈❡,$✐❣❛$✐♦♥, ❛❧♦♥❣ $❤❡ ♣%❡,❡♥$ ❧✐♥❡ ♦❢ %❡,❡❛%❝❤✳

❚❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥$ ❡♥❞, ✇✐$❤ ,♦♠❡ ❛♣♣❡♥❞✐①❡, ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡$❡ $❤❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥✳

❲❡ ❞❡❡♣❡♥ $❤❡ ,$✉❞② ♦❢ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ,$%✉❝$✉%❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠♦%❡ ❞❡$❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛%✲

✐,♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❞✐,❝%❡$✐③❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞, ✭❆✮✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡,$✐❣❛$✐♥❣

%❡,♦♥❛♥❝❡, ❛♥❞ ✈✐%$✉❛❧ ,$❛$❡, ✭❇✮✳ ❲❡ ❛❧,♦ ❣✐✈❡ ,♦♠❡ ❤✐♥$, ♦♥ $❤❡ ♥♦♥✲

❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♦❢ ❙❝❤%♦❡❞✐♥❣❡% ❡E✉❛$✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❡%$✐❛❧ ❢%❛♠❡ ♦❢ %❡❢❡%❡♥❝❡ ✭❈✮✱

❛, ✇❡❧❧ ❛, ,♦♠❡ ❞❡♠♦♥,$%❛$✐♦♥, ,✉♣♣♦%$✐♥❣ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥, ♣%❡,❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡

$❤❡,✐, ✭❉✮✳

❆, ❛ ❧❛,$ %❡♠❛%❦ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ ♠❡♥$✐♦♥ $❤❛$ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥, ♣%❡,❡♥$❡❞

✐♥ $❤✐, $❤❡,✐, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛%%✐❡❞ ♦✉$ ✉,✐♥❣ ❢♦$%$❛♥✾✵✱ ❣♥✉✲❖❝$❛✈❡✱ ❛♥❞

♣❡$❧ ❝♦❞❡,

✺ ✻

✳

✺

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧&♦ ♠❛❞❡ ✉&❡ ♦❢ ♥❛❣✱ ❛#❧❛%✱ ❧❛♣❛❝❦✾✺✱ ❛♥❞ ❧❛♣❛❝❦ ❧✐❜0❛0✐❡&✳

✻

■♥ 3❤❡&❡ ♣0♦❣0❛♠& 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡& ♦❢ 3❤❡ 0❡❧❡✈❛♥3 ♣❤②&✐❝❛❧ ❝♦♥&3❛♥3& ❛0❡ ✉&❡❞✿

~c = 197.32858 ▼❡❱·❢♠✱ amu = 938.92635 ▼❡❱✴❝2✱ ~2/amu = 41.4713768 ▼❡❱2
❢♠

2
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❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ '(❛(❡' ♦❢ ❛

♣❛,(✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ✇❡❧❧

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ✇❡ %"❛*" ❝♦♥%✐❞❡*✐♥❣ "❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♣❛*"✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛

♣♦"❡♥"✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ❚❤✐% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡*❡❞ ❛% ❛ "♦② ♠♦❞❡❧ ❢♦* "❤❡ ♠♦*❡ *❡❛❧✐%"✐❝

♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ "✇♦✲❜♦❞② ♥✉❝❧❡✉% ❝♦♥%✐%"✐♥❣ ♦❢ ❛ "✐❣❤❧② ❜♦✉♥❞ ❝♦*❡ ♣❧✉% ♦♥❡

✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡♦♥✱ %✉❝❤ ❛% ❛ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✉%✳ ❲❡ ❞✐%❝✉%% %❡✈❡*❛❧ ♥✉♠❡*✐❝❛❧

❛♥❞ ❛♣♣*♦①✐♠❛"❡ ♠❡"❤♦❞% "♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ %"❛"❡% ♦❢ "❤✐% %②%"❡♠ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦**❡✲

%♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥% ✐♥ %❡❝"✐♦♥% ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷❀ ✇❡ "❤❡♥ ❝♦♠♣❛*❡ "❤❡♠ ✐♥

%❡❝"✐♦♥ ✷✳✸✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ "❤❡ B✉❛❧✐"② ♦❢ "❤❡ ❞❡%❝*✐♣"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❡①❝✐"❡❞ %"❛"❡% ✐%

✐♥✈❡%"✐❣❛"❡❞ ❜② ♠❡❛♥% ♦❢ "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ %❡✈❡*❛❧ %✉♠ *✉❧❡%✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡

✐♥"*♦❞✉❝❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✷✳✹✳
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❚♦ $%✉❞② %❤❡ $%+✉❝%✉+❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛+%✐❝❧❡

✶

❜♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧✱ ✇❡

❤❛✈❡ %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡ $✐♥❣❧❡✲♣❛+%✐❝❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡$ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦++❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝%✐♦♥$✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡ ✉$❡ ✐$ %❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ ❲♦♦❞$✲❙❛①♦♥

♣♦%❡♥%✐❛❧

✷ VWS(x)✱

VWS(x) =
V0

1 + e
|x|−R

α

✭✷✳✶✮

✇✐%❤ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ♣❛+❛♠❡%❡+$ ❝❤♦$❡♥ ❢♦+ %❤❡ %❡$%$ ♣+❡$❡♥%❡❞ ✐♥ ♥❡①% $❡❝%✐♦♥$✿

V0 = −50.00 ▼❡❱✱ R = 2.00 ❢♠✱ α = 0.40 ❢♠✱ ❛♥❞ µ = 0.975 ❛♠✉✳ ❚❤✐$

♣❛+%✐❝✉❧❛+ $❡% ♦❢ ♣❛+❛♠❡%❡+$ ❤❛$ ❜❡❡♥ ❝❤♦$❡♥ %♦ $❡% ✉♣ ❛ ✶❉ %♦② ♠♦❞❡❧

+❡♣+❡$❡♥%❛%✐✈❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤%✲♠❛$$ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✉$✳ ❲✐%❤ %❤✐$ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

♣❛+❛♠❡%❡+$ %❤❡ $②$%❡♠ ❤❛$ ✐♥ ❢❛❝% %❤+❡❡ $✐♥❣❧❡✲♣❛+%✐❝❧❡ ❜♦✉♥❞ $%❛%❡$ ✇❤♦$❡

❡♥❡+❣✐❡$ ❛+❡ ♣+❡$❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉+❡ ✷✳✶✱ ✇✐%❤ ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ %❤✐+❞ ❡♥❡+❣② ❧❡✈❡❧

✭✲✵✳✺✶ ▼❡❱ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡+❣②✮✳ ❆ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❧✐❦❡ %❤❡ ❲♦♦❞$✲❙❛①♦♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞

❡♥❡+❣②✳♣❞❢
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❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❲♦♦❞$✲❙❛①♦♥ ✶❉ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇✐%❤ %❤❡ ❜♦✉♥❞ $%❛%❡$✳ ❚❤❡②

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ %❤❡ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ✐♥ ❛ ❍❖ ❜❛$✐$ ✇✐%❤ ◆❂✺✵

❢✉♥❝%✐♦♥$✳

♦❢ ❡P✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ %✇♦ ❦✐♥❞$ ♦❢ +❡$✉❧%$✿ ❛ $❡% ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧$ ✇✐%❤

♥❡❣❛%✐✈❡ ❡♥❡+❣② ❛♥❞ ❛ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ❛$$♦❝✐❡%❡❞ %♦ %❤❡ ♣♦$✐%✐✈❡ ♣❛+% ♦❢ %❤❡ $♣❡❝✲

%+✉♠✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ $%❛%❡$ ❛+❡ $P✉❛+❡✲✐♥%❡❣+❛❜❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥$✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❛②

✶

◆♦"❡ "❤❛"✱ '✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦" '✐♠✉❧❛"❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❜❛22✐❡2'✱ ✇❡ ❛''✉♠❡ "❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛2"✐❝❧❡

"♦ ❜❡ ❛ ♥❡✉"2♦♥✳

✷

■♥ "❤✐' "❤❡'✐' ♦♥❧② "❤❡ 2❡'✉❧"' ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❲♦♦❞'✲❙❛①♦♥ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ❛2❡ ♣2❡'❡♥"❡❞✱

❜✉" ♦"❤❡2 ♣♦"❡♥"✐❛❧' ❤❛✈❡ ❛❧'♦ ❜❡❡♥ "❡'"❡❞ ✐♥ ♦2❞❡2 "♦ ❝❤❡❝❦ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧
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♥♦❞❡) ❛♥❞ ✐) ❛ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡ ❡①❝✐*❡❞ )*❛*❡) ♣.❡)❡♥* ❛♥ ✐♥❝.❡❛)✐♥❣

♥✉♠❜❡. ♦❢ ♥♦❞❡) ✭❡✳❣✳ *❤❡ ✜.)* ❡①❝✐*❡❞ )*❛*❡ ❤❛) ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐) ❛♥ ♦❞❞

❢✉♥❝*✐♦♥✱ *❤❡ )❡❝♦♥❞ ❡①❝✐*❡❞ )*❛*❡ ❤❛) *✇♦ ♥♦❞❡) ❛♥❞ ✐) ❡✈❡♥ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ❡*❝✳✮✳

❚❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ❢✉♥❝*✐♦♥) ❛.❡ ❛)②♠♣*❤♦*✐❝❛❧❧② ♦)❝✐❧❧❛*✐♥❣ *♦ ✐♥✜♥✐*②✱ ❛♥❞ ❢♦.

❡❛❝❤ ♣♦)✐*✐✈❡ ❡♥❡.❣②✱ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥✱ *❤❡.❡ ❛.❡ *✇♦ ❛))♦❝✐❛*❡❞ ❢✉♥❝*✐♦♥)✿

♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢.♦♠ *❤❡ ❧❡❢* ❛♥❞ ♦♥❡ ❢.♦♠ *❤❡ .✐❣❤*✳ ❚♦ ♣.♦♣❡.❧② ❞❡)❝.✐❜❡ *❤❡

❝❛)❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ )②)*❡♠ ❝❧♦)❡ *♦ ♥❡✉*.♦♥ ❞.✐♣✲❧✐♥❡✱ ✐* ✐) ♠❛♥❞❛*♦.② *♦
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❢✉♥❝*✐♦♥)✱ )✉❝❤ ❛) ❍❛.♠♦♥✐❝ ❖)❝✐❧❧❛*♦. ✭❍❖✱ )❡❝*✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ❚.❛♥)❢♦.♠❡❞

❍❛.♠♦♥✐❝ ❖)❝✐❧❧❛*♦. ✭❚❍❖✱ )❡❝*✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ ❜❛)❡)✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ )✐♥❝❡ ✇❡ ✉)❡
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❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥) ❛♥❞ ✉)❡ *❤❡✐. ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ *♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❛)✐) ♦❢ ♥♦.✲

♠❛❧✐③❡❞ ❜✐♥ ❢✉♥❝*✐♦♥)✱ ❛) ♣.❡)❡♥*❡❞ ✐♥ )❡❝*✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳

✷✳✶ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ 0,❛,✐♦♥❛'② 0,❛,❡0

❚❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♥❡✉*.♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ✶❉ ❲♦♦❞)✲❙❛①♦♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡

)♦❧✈❡❞ ❡①❛❝*❧②✱ ❜② ❞✐.❡❝* ✐♥*❡❣.❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✶❉ *✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❙❝❤.♦❡❞✐♥❣❡.

❡E✉❛*✐♦♥ ✭❚■❙❊✮

Ĥ1bψ(x) = Eψ(x) →
[

− ~
2

2µ

d2

dx2
+ VWS(x)

]

ψ(x) = Eψ(x). ✭✷✳✷✮

▲❡* ✉) )❤♦✇ ✐♥ *❤❡ ♥❡①* )❡❝*✐♦♥) ❞✐✛❡.❡♥* ✇❛②) *♦ ♦❜*❛✐♥ ♥✉♠❡.✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞

❛♥❞ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ )*❛*❡)✳



✷✳✶✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ 0,❛,✐♦♥❛'② 0,❛,❡0 ✷✶

✷✳✶✳✶ ❇♦✉♥❞ ()❛)❡(✿ )❤❡ ◆✉♠❡0♦✈ ♠❡)❤♦❞

■♥ ,❤✐0 0❡❝,✐♦♥ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ,❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣'♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡9✉❛,✐♦♥

✭✷✳✷✮ ❢♦' ,❤❡ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧0 ♦❢ ❲♦♦❞0✲❙❛①♦♥ ♣♦,❡♥,✐❛❧✱ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ◆✉✲

♠❡'♦✈ ♠❡,❤♦❞ ♣'❡0❡♥,❡❞ ✐♥ ❬✹✺❪✳

❆♥ ❛❝❝❡♣,❛❜❧❡ 0♦❧✉,✐♦♥ ΨE(x) ♦❢ ,❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣'♦❜❧❡♠ ♠✉0, ❜❡ ❛ ❝♦♥,✐♥✉✲

♦✉0 ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝,✐♦♥0 ♦❢ x✱ ❝♦♥❞✐,✐♦♥0 ,❤❛, ❣❡♥❡'❛❧❧② ♦❝❝✉' ♦♥❧② ❢♦' 0♣❡❝✐❛❧

✈❛❧✉❡0 ♦❢ ,❤❡ ♣❛',✐❝❧❡ ❡♥❡'❣② E✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡0 ❛'❡ ,❤❡0❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❡♥❡'❣✐❡0 ❊✳

❋♦' 0✐♠♣❧✐❝✐,②✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ y(x) = ΨE(x) ❛♥❞ g(x) = 2m [E − VWS(x)] /~
2
✱

✇❡ ❝❛♥ '❡❝❛0, ,❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❛0

d2y

dx2
+ g(x)y(x) = 0. ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❞✐0❝'❡,❡ ✈❡'0✐♦♥ ♦❢ ,❤✐0 ❡9✉❛,✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇0 ❜② ✇'✐,✐♥❣ x → xn ≡ nh ❛♥❞

f(x) → f(xn) ≡ fn ❢♦' ❛♥② ❢✉♥❝,✐♦♥ f(x)✱ ✇❤❡'❡ n ✐0 ❛♥ ✐♥,❡❣❡' ❛♥❞ h ✐0 ,❤❡

0✐③❡ ♦❢ ,❤❡ 0♣❛,✐❛❧ ❣'✐❞✳ ❚❤❡ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 0,'❛✐❣❤,❢♦'✇❛'❞ ❡①❝❡♣, ❢♦'

,❤❡ 0❡❝♦♥❞ ❞❡'✐✈❛,✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ '❡9✉✐'❡0 0♦♠❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛,✐♦♥0✳ ■❢ ✇❡ 0,❛', ✇✐,❤

,❤❡ 0✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ 0❡❝♦♥❞ ❞❡'✐✈❛,✐✈❡

∆2fn−1 = f(xn + h) + f(xn − h)− 2f(xn), ✭✷✳✹✮

❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ ,❤❡ ✜'0, ,✇♦ ,❡'♠0 ♦♥ ,❤❡ '✐❣❤, ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦' 0❡'✐❡0✱ ✇❡ ♦❜,❛✐♥

∆2fn−1 = h2f ′′(xn) +
h4

12
f (iv)(xn) +O(h6). ✭✷✳✺✮

❚❤❡ 0✐♠♣❧❡0, ❛♣♣'♦①✐♠❛,✐♦♥ ∆2fn−1 ≈ h2f ′′(xn) ❣✐✈❡0 ,❤❡ ❝❡♥,'❛❧ ❞✐✛❡'✲

❡♥❝❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ 0❡❝♦♥❞ ❞❡'✐✈❛,✐✈❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞0 ❛ ❞✐0❝'❡,❡ ✈❡'0✐♦♥ ♦❢

❡9✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ,❤❛, ✐0 ❛❝❝✉'❛,❡ ,♦ O(h3)✿

∆2yn−1 + h2gnyn = 0. ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ◆✉♠❡'♦✈ ♠❡,❤♦❞ ✐♠♣'♦✈❡0 ♦♥ ,❤✐0 ❜② ✉0✐♥❣ ,❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ❞✐✛❡'❡♥,✐❛❧

❡9✉❛,✐♦♥ ❢♦' y(x) ,♦ ✇'✐,❡ h2f (iv)(xn) = −h2(gy)′′ ≈ −∆2(gn−1yn−1)✳ ❚❤✐0

❣✐✈❡0 ,❤❡ ◆✉♠❡'♦✈ ❞✐0❝'❡,✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ❡9✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✸✮

∆2

[(

1 +
h2

12
gn−1

)

yn−1

]

+ h2gnyn = 0, ✭✷✳✼✮



✷✷ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ ()❛)❡( ♦❢ ❛ ♣❛-)✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ✇❡❧❧

✇❤✐❝❤ ✐( ❛❝❝✉-❛)❡ )♦ O(h5)✳

■♥)❡-❡()✐♥❣❧②✱ )❤❡ ◆✉♠❡-♦✈ ✈❡-(✐♦♥ ✐( ✐❞❡♥)✐❝❛❧ )♦ ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱ ✇✐)❤ )❤❡

-❡♣❧❛❝❡♠❡♥)(

yn →
(

1 +
h2

12
gn

)

yn, gn → gn

1 + h2

12gn
, ✭✷✳✽✮

(♦ )❤❡ ◆✉♠❡-♦✈ ♠❡)❤♦❞ ✐♠♣-♦✈❡❞ ❛❝❝✉-❛❝② ❝♦♠❡( ❛) ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉)❛✲

)✐♦♥❛❧ ❝♦()✳ ■♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣) ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❛( )❤❡ ❞✐(❝-❡)❡

❡;✉❛)✐♦♥ ♦❢ ✐♥)❡-❡()✱ ✇✐)❤ )❤❡ ❛((✉-❛♥❝❡ )❤❛) )❤❡ -❡(✉❧)( ❛♣♣❧② ❡;✉❛❧❧② ✇❡❧❧

)♦ )❤❡ ◆✉♠❡-♦✈ ✈❡-(✐♦♥ ❛❢)❡- (✉✐)❛❜❧② -❡❞❡✜♥✐♥❣ )❤❡ )❡-♠(✳

■❢ )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦--❡(♣♦♥❞( )♦ N1 ≤ n ≤ N2✱ )❤❡♥ −∞ < n <

N1 ❛♥❞ N2 < n <∞ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❡①)❡-✐♦- -❡❣✐♦♥(✳ ❖✉- )❛(❦ ✐( )♦ ✜♥❞ (✉✐)❛❜❧❡

❛♥❛❧②)✐❝ (♦❧✉)✐♦♥( )♦ ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ✐♥ )❤❡(❡ ❡①)❡-✐♦- -❡❣✐♦♥(✱ ❢-♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡

✇✐❧❧ ✐♥❢❡- )❤❡ ♣-♦♣❡- ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐)✐♦♥( )♦ ❜❡ ✐♠♣♦(❡❞ ❛) )❤❡ ❧✐♠✐)( ♦❢ )❤❡

❛❝)✉❛❧ ✭✜♥✐)❡✮ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ ✐♥)❡-✈❛❧✳ ❇❡❝❛✉(❡ )❤❡ ❡①)❡-✐♦- -❡❣✐♦♥( ✐♥❝❧✉❞❡

)❤❡ ❛(②♠♣)♦)✐❝ -❡❛❧♠ n → ±∞✱ (♦❧✉)✐♦♥( ❤❡-❡ ❝❛♥ ♥♦) ❞✐✈❡-❣❡ ❢♦- ❧❛-❣❡ |n|
✐❢ )❤❡②✬-❡ )♦ ❜❡ ♣❤②(✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡♣)❛❜❧❡✳

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ µn ≡ ∆yn/yn+1 )❤❡ ❧♦❣❛-✐)❤♠✐❝ ❞❡-✐✈❛)✐✈❡ ♦❢ y(x)✱ ✇❤♦(❡ ❞❡-✐✈❛✲

)✐✈❡ ✐( ∆µn−1 = µn − µn−1✱ ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❜❡❝♦♠❡(

µ2n +
(

h2gn +∆µn−1

)

(1− µn) = 0. ✭✷✳✾✮

❚❤-♦✉❣❤♦✉) ❡❛❝❤ ❡①)❡-✐♦- -❡❣✐♦♥✱ ❛❝❝♦-❞✐♥❣ )♦ ♦✉- ❞❡✜♥✐)✐♦♥✱ gn ✐( ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

❢-♦♠ ✐)( ✈❛❧✉❡ ❛) )❤❡ ✐♥♥❡- ❜♦✉♥❞❛-②✱ gN1 ♦- gN2 ✳ ❇✉) ✐❢ gn ❞♦❡( ♥♦) ❝❤❛♥❣❡✱

)❤❡♥ ♥❡✐)❤❡- ❞♦❡( µn✱ (♦ ∆µn−1 ✈❛♥✐(❤❡( ✐❞❡♥)✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✾✮

-❡❞✉❝❡( )♦ ❛ ;✉❛❞-❛)✐❝ ❢♦-♠ )❤❛) ✇❡ ❝❛♥ (♦❧✈❡ )♦ ❣✐✈❡ )❤❡ -♦♦) ♣❛✐-

µ±n =
1

2

(

h2gn ±
√

h4g2n − 4h2gn

)

✭✷✳✶✵✮

✇✐)❤ )❤❡ ♣-♦♣❡-)②

(

1− µ+n
) (

1− µ−n
)

= 1. ✭✷✳✶✶✮

❋♦- gn < 0 ✭♦- h2gn > 4✮✱ ❜♦)❤ -♦♦)( ♦❢ ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❛-❡ -❡❛❧✳ ❇❡❝❛✉(❡

(1 − µn)yn+1 = yn✱ ✇❡ ♠✉() (❡❧❡❝) )❤❡ -♦♦) )❤❛) ♠❛❦❡( |yn+1| > |yn| ♦✈❡-
)❤❡ ❧❡❢) ❡①)❡-✐♦- -❡❣✐♦♥ (−∞ < n < N1) ❛♥❞ |yn+1| < |yn| ♦♥ )❤❡ -✐❣❤)

(N2 < n < ∞) )♦ ❣❡♥❡-❛)❡ (♦❧✉)✐♦♥( )❤❛) ❛♣♣-♦❛❝❤ ③❡-♦ ❛( n → ±∞✱ ✐✳❡✳

)❤❡ ❜♦✉♥❞ ()❛)❡( ♦❢ )❤❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧✳ ■❢ 0 < h2gn < 4✱ )❤❡♥ µ±n ❛-❡ ❝♦♠♣❧❡①

❝♦♥❥✉❣❛)❡(✱ ❛♥❞ ❡;✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ✐♠♣❧✐❡( |1 − µ±n | = 1✳ ■) ❢♦❧❧♦✇( )❤❛) )❤❡



✷✳✶✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ 0,❛,✐♦♥❛'② 0,❛,❡0 ✷✸

❡①,❡'✐♦' 0♦❧✉,✐♦♥0 ❤❛✈❡ ❝♦♥0,❛♥, ♠♦❞✉❧✉0✱ |yn+1| = |yn|✱ ❛♥❞ ❛'❡ ♦0❝✐❧❧❛,♦'②❀

,❤❡0❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ❝♦''❡0♣♦♥❞ ,♦ ,❤❡ ❝♦♥,✐♥✉✉♠✳

◆♦✇✱ ✇❡ 0❡❧❡❝,

✸

❞✐✛❡'❡♥, ✈❛❧✉❡0 ♦❢ ♥❡❣❛,✐✈❡ ❡♥❡'❣② E ❛♥❞ ❝♦♥0,'✉❝, ,❤❡

❝♦''❡0♣♦♥❞✐♥❣ 0,❛,✐♦♥❛'② 0,❛,❡ y(x) = ΨE(x)✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤✐0 ❛❧❣♦'✐,❤♠✿

• ■❢ gN1 < 0✱ ,❛❦❡ yN1+1 = (1−µN1)
−1yN1 ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ yN1+2✱ yN1+3✱ ✳✳✳

'❡❝✉'0✐✈❡❧② ❢'♦♠ ❡@✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✻✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛,❡ µN1 ❛0 ,❤❡ '♦♦, ♦❢ ❡@✉❛,✐♦♥

✭✷✳✶✵✮ ❢♦' ✇❤✐❝❤ |1− µN1 | < 1✳

• ■❢ gN2 < 0✱ ,❛❦❡ yN2−1 = (1 − µN2−1)yN2 ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ yN2−2✱ yN2−3✱

✳✳✳ '❡❝✉'0✐✈❡❧② ❢'♦♠ ❡@✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✻✮✳ ❲✐,❤ g ❛00✉♠❡❞ ❝♦♥0,❛♥, ✐♥ ,❤❡

'✐❣❤, ❡①,❡'✐♦' '❡❣✐♦♥✱ µN2−1 ✐0 ✐♥❞✐0,✐♥❣✉✐0❤❛❜❧❡ ❢'♦♠ µN2 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ❢'♦♠ ❡@✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❛0 ,❤❡ '♦♦, ❢♦' ✇❤✐❝❤ |1− µN2 | > 1✳

■❢ gN2 > 0✱ ,❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥ ❝♦''❡0♣♦♥❞0 ,♦ ❛ ❝♦♥,✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❛♥❞ ✇❡ 0❤♦✉❧❞

❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐✛❡'❡♥, ♣'❡0❝'✐♣,✐♦♥ ✭0❡❡ 0❡❝,✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳

■♥ ❛❧❧ ❝❛0❡0✱ ,❤❡ ✈❛❧✉❡0 ❢♦' yN1 ❛♥❞ yN2 ❛'❡ ❛'❜✐,'❛'②✱ '❡✢❡❝,✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡'❛❧❧

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦'♠❛❧✐③❛,✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ 0❡, ,❤❡♠ ❡@✉❛❧ ,♦ ✉♥✐,②✳ ■❢ ,❤❡ ,✇♦

0,❡♣0 ❜♦,❤ ❛♣♣❧②✱ ,❤❡ '❡❝✉'0✐✈❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ✇❡ ♦❜,❛✐♥ ♠✉0, ❜❡ ❥♦✐♥❡❞ ❛, 0♦♠❡

✐♥,❡'♠❡❞✐❛,❡ ♣♦✐♥,

✹

✱ 0❛②✱ n = M ✳ ❲❡ ✜'0, ♠❛,❝❤ ,❤❡ 0❧♦♣❡0 ❛, yM ❜②

❛❞❥✉0,✐♥❣ ,❤❡ 0,❛', ✈❛❧✉❡ yN2 ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡' ,❤❡ ❝♦''❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡'❣②

E ♦❢ ,❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥ ✉♥❞❡' 0,✉❞② ✐0 ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ❜♦,❤ '❡❝✉'0✐♦♥0 ✇✐❧❧ ❛❧0♦

❣✐✈❡ ✐❞❡♥,✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡0 ❢♦' yM ✳ ❖,❤❡'✇✐0❡✱ ,❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥ ✐0 ❞✐0❝♦♥,✐♥✉♦✉0 ❛, yM

❛♥❞ ♣❤②0✐❝❛❧❧② ✉♥❛❝❝❡♣,❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ 0❧♦♣❡0 ❛, yM ❛❝❝✉'❛,❡ ,♦ O(h3)

✉0✐♥❣ ,❤❡ ❝❡♥,❡'❡❞ ❞✐✛❡'❡♥❝❡

y(xM + h)− y(xM − h) = 2hy′(xM ) +O(h3). ✭✷✳✶✷✮

❍♦✇❡✈❡'✱ ,❤❡ ◆✉♠❡'♦✈ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ✐0 ♠♦'❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ '❡@✉✐'❡0 ,✇♦

0,❡♣0 ,♦ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ,❤❡ 0❧♦♣❡0 y′(xM ) ,♦ ,❤❡ ❞❡0✐'❡❞ ❛❝❝✉'❛❝②✿

y(xM +h)− y(xM −h)− 1

8
y(xM +2h)+

1

8
y(xM − 2h) =

3

2
hy′(xM )+O(h5).

✭✷✳✶✸✮

❆, ,❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ,❤✐0 ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ✇❡ ♦❜,❛✐♥ ❛ 0❡, ♦❢ ❜♦✉♥❞ 0,❛,❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥0

ΨE(x) ✇✐,❤ ,❤❡ ❝♦''❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡'❣✐❡0 E✳

✸

❚♦ ❝❤♦♦$❡ &❤❡ ❡♥❡(❣② ✈❛❧✉❡$ ✇❡ $❤♦✉❧❞ ❝❛(❡ &♦ ✜① ❛ $♠❛❧❧ ❡♥❡(❣② ✐♥&❡(✈❛❧ ♥♦& &♦ ❧♦♦$❡

♣(❡❝✐$✐♦♥✳ ❋♦( ♦✉( ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥$ ✇❡ ✉$❡❞ ❛ ∆E = 0.4MeV ✳
✹

❚❤❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥& xM $❤♦✉❧❞ ♥♦& ❜❡ ❝❧♦$❡ &♦ &❤❡ ♣♦$$✐❜❧❡ ♥♦❞❡$ ♦❢ &❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥$✱

❜✉& ♦♥ &❤❡✐( &❛✐❧$✳



✷✹ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧

✷✳✶✳✷ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ *+❛+❡*✿ ❲♦♦❞*✲❙❛①♦♥ ✐♥ ❛ ❇❖❳

✇ ❆ ♣.♦❝❡❞✉.❡ *♦ ❛✉*❤♦♠❛*✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛*❡ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ )7✉❛.❡✲

✐♥*❡❣.❛❜❧❡ ❞✐)❝.❡*✐③❡❞ )*❛*❡) ✐) *❤❡ )♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇❖❳ ♠❡*❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥)✐)*) ✐♥

❝♦♥✜♥✐♥❣ *❤❡ )②)*❡♠ ✐♥ ❛ ❜♦① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ .❛❞✐✉) xb

Vb(x) =

{

VWS if |x| < xb,

∞ if |x| ≥ xb.
✭✷✳✶✹✮

❲✐*❤ xb ❝❤♦)❡♥ ❧❛.❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛.❡❞ *♦ *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧ .❛♥❣❡✳ ❚❤✐) ♣.♦❜❧❡♠

❝❛♥ ❜❡ )♦❧✈❡❞ ✉)✐♥❣ )*❛♥❞❛.❞ ♥✉♠❡.✐❝❛❧ *❡❝❤♥✐7✉❡) ❢♦. *❤❡ )♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡.✲

❡♥*✐❛❧ ❡7✉❛*✐♦♥)✱ ❛) ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡ *❤❡ ◆✉♠❡.♦✈ ❛♣♣.♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉)* )❤♦✇♥ ✐♥

)❡❝*✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❖♥❝❡ *❤❡ ✶❉ ❚■❙❊ ❢♦. *❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❲♦♦❞)✲❙❛①♦♥ ♣♦*❡♥*✐❛❧

✭✷✳✶✮ ✐) )♦❧✈❡❞✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ❡✐❣❡♥❡♥❡.❣✐❡) EBOX
i ❛♥❞ *❤❡ ❝♦..❡)♣♦♥❞✐♥❣

❡✐❣❡♥❢✉♥❝*✐♦♥) ψBOX
i (x)✳

✷✳✶✳✸ ❯♥❜♦✉♥❞ *+❛+❡*✿ +❤❡ ✏❡①❛❝+✑ ❝♦♥+✐♥✉✉♠

■♥ ❛ ♦♥❡✲❜♦❞② ♣.♦❜❧❡♠ ✐* ✐) .❛*❤❡. ❡❛)② *♦ ❝♦♥)*.✉❝* ✏❡①❛❝*✑ ❝♦♥*✐♥✉✉♠

)*❛*❡)✳ ▲❡* ✉) ❝♦♥)✐❞❡.✱ *❤❡.❡❢♦.❡✱ *❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ♦❢ *❤❡ )❝❛**❡.✐♥❣ ✐♥ ❛ ❲♦♦❞)✲

❙❛①♦♥ )②♠♠❡*.✐❝ ✶❉ ♣♦*❡♥*✐❛❧ V (X) ✭✷✳✶✮✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ *❤❡ .❡❛❧ ❛①❡) ✐♥ *✇♦

❛)②♠♣*♦*✐❝ .❡❣✐♦♥) ❧❛❜❡❧❡❞ ✭■✮ ❛♥❞ ✭■■■✮ ❛♥❞ *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧ .❡❣✐♦♥ ✭■■✮✱ ❛)

)❤♦✇♥ )❝❤❡♠❛*✐❝❛❧❧② ✐♥ ✜❣✉.❡ ✷✳✷✳

❚❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥) ❛.❡ *❤♦)❡ )♦❧✉*✐♦♥) ♦❢ *❤❡ ❙❝❤.♦❡❞✐♥❣❡.

❋✐❣✉.❡ ✷✳✷✿ ❆ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ❱✭①✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ *❤.❡❡ .❡❣✐♦♥)✱ *❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡ *❤❡

♣♦*❡♥*✐❛❧ ✭■■✮ ❛♥❞ *❤❡ ❛)②♠♣*♦*✐❝ .❡❣✐♦♥) ✭■ ❛♥❞ ■■■✮✳



✷✳✶✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ 0,❛,✐♦♥❛'② 0,❛,❡0 ✷✺

❡3✉❛,✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ✇✐,❤ ♣♦0✐,✐✈❡ ❡♥❡'❣② ✭E > 0✮✳ ■♥ ,❤✐0 ❝❛0❡ ❛❧❧ ❡♥❡'❣✐❡0 ❛'❡

❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧0 ❛'❡ ❞♦✉❜❧② ❞❡❣❡♥❡'❛,❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡ ✏❡①❛❝,✑ ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝,✐♦♥ ❢♦' ❛ ❝❤♦0❡♥ ♠❡0❤ ♦❢ ❝♦♥,✐♥✉✉♠ ❡♥❡'❣✐❡0✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦''❡0♣♦♥❞✐♥❣

,♦ ,✇♦ ❞❡❣❡♥❡'❛,❡ 0♦❧✉,✐♦♥0✳ ❆ ♣♦00✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦' ,❤❡0❡ ❞❡❣❡♥❡'❛,❡ 0♦❧✉,✐♦♥0

❛'❡ ,❤❡ 0❝❛,,❡'✐♥❣ 0,❛,❡0 ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❛0 ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥, ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❝♦♠✐♥❣ ❡✐,❤❡'

❢'♦♠ ,❤❡ '✐❣❤, ✭'❡❣✐♦♥ ■✮ ♦' ❢'♦♠ ,❤❡ ❧❡❢, ✭'❡❣✐♦♥ ■■■✮ ♦❢ ,❤❡ ✇❡❧❧✳ ■♥ ,❤❡

❛0②♠♣,♦,✐❝ '❡❣✐♦♥ ,❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ❛'❡

φ±k(x) =
e±ikx

√
2π

. ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡0❡ ❝♦♥,✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡0 φk(x) ❛'❡ ♠♦♠❡♥,✉♠✕♥♦'♠❛❧✐③❡❞✱ ,❤✉0

〈φk|φk′〉 =
1

2π

∫ +∞

−∞
eix(k−k′)dx = δ(k − k′). ✭✷✳✶✻✮

❙✐♥❝❡ p = ~k ❛♥❞ E =
~
2k2

2µ
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛❧0♦ ❡♥❡'❣② ♥♦'♠❛❧✐③❡❞ 0,❛,❡0

〈φk(E)|φk′(E′)〉 = δ(E − E′) ✭✷✳✶✼✮

❛♥❞

φ±k(E) =

(

m

2π~2|k|

)1/2

e±ikx. ✭✷✳✶✽✮

❚❤❡ ❧❡❢, ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ,❤❡ ❛0②♠♣,♦,✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦'0

φIk(x) =
1√
2π

(

eikx + re−ikx
)

→ incident + reflected ✭✷✳✶✾❛✮

φIIIk (x) =
1√
2π
teikx → transmitted ✭✷✳✶✾❜✮

✇❤❡'❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡'❛❧✱ t, r ∈ C ❛♥❞ |t|2 + |r|2 = 1✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ αk ❛0 ,❤❡ ❧♦❣❛'✐,❤♠✐❝ ❞❡'✐✈❛,✐✈❡ ♦❢ ,❤❡ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ 0♦❧✉,✐♦♥ φk(x)

✇✐,❤ ✐♥✐,✐❛❧ ❝♦♥❞✐,✐♦♥0 ✭✷✳✶✾✮

α =
φ′(xm)

φ(xm)
✭✷✳✷✵✮

❛♥❞ A ❛0 ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦'♠❛❧✐③❛,✐♦♥ ❝♦♥0,❛♥,

Aφk(xm) =
1√
2π

(

eikxm + re−ikxm

)

and Aφ(xM ) =
1√
2π
teikxM

✭✷✳✷✶✮



✷✻ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧

✇❤❡.❡ xm ❛♥❞ xM ❛.❡ *❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ x ✈❛❧✉❡)✳ ❯)✐♥❣ ❡:✉❛*✐♦♥)

✭✷✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✶✮ ✇❡ ♦❜*❛✐♥

r =
1 + iαk
1− iαk

e2ikxm , ✭✷✳✷✷❛✮

A =
1√
2π

1

φ(xm)

(

eikxm + re−ikxm

)

, ✭✷✳✷✷❜✮

t =
√
2πAφ(xM )e−ikxM . ✭✷✳✷✷❝✮

❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡.❛*❡ ♣❛.*♥❡. ✐) ♦❜*❛✐♥❡❞ ✐♠♣♦)✐♥❣ *❤❡ ❛)②♠♣*♦*✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦.

φI−k(x) =
1√
2π
te−ikx, ✭✷✳✷✸❛✮

φIII−k (x) =
1√
2π

(

e−ikx + reikx
)

, ✭✷✳✷✸❜✮

❛♥❞ ✐♥ *❤✐) ❝❛)❡

r =
1− iαk
1 + iαk

e−2ikxm , ✭✷✳✷✹❛✮

A =
1√
2π

1

φ(xM )

(

e−ikxM + reikxM

)

, ✭✷✳✷✹❜✮

t =
√
2πAφ(xm)eikxm . ✭✷✳✷✹❝✮

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡. ❛) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❞❡❣❡♥❡.❛*❡ )♦❧✉*✐♦♥) ❛* ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦♠❡♥*✉♠

*❤❡ )②♠♠❡*.✐❝ ❛♥❞ ❛♥*✐)②♠♠❡*.✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥)

φs±k(x) =
1√
2π

[φ+k(x) + φ−k(x)] ✭✷✳✷✺❛✮

φa±k(x) =
1√
2π

[φ+k(x)− φ−k(x)] ✭✷✳✷✺❜✮

)✉❝❤ *❤❛*

〈φΓk |φΓ
′

k′ 〉 = δΓΓ′δ(k − k′), ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡.❡ Γ = s, a✱ ❛♥❞ *❤❡ )♦❧✉*✐♦♥) ❛.❡ )*✐❧❧ ♠♦♠❡♥*✉♠✲♥♦.♠❛❧✐③❡❞✳ ❙♦✱ ❢♦.

❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥*✉♠ k =
√

2µ|E|
~2

✇❡ ♦❜*❛✐♥ ❛ )❡* ♦❢ ❡①❛❝* ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥) ❢♦. *❤❡

❝♦♥*✐♥✉✉♠

ϕ(k, x) = φs±k(x) + φa±k(x). ✭✷✳✷✼✮



✷✳✷✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ❞❡-❝$✐♣*✐♦♥ ♦❢ -*❛*✐♦♥❛$② -*❛*❡- ✷✼

✷✳✷ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ❞❡-❝$✐♣*✐♦♥ ♦❢ -*❛*✐♦♥❛$② -*❛*❡-

❆- ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ❛* *❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ *❤✐- ❝❤❛♣*❡$✱ *♦ ❞❡❛❧ ✇✐*❤ ✇❡❛❦❧②✲

❜♦✉♥❞ -②-*❡♠- ✐* ✐- ♠❛♥❞❛*♦$② *♦ ✐♥❝❧✉❞❡ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡ ♣♦-✐*✐✈❡

♣❛$* ♦❢ *❤❡ -♣❡❝*$✉♠ ✐- $❡♣$❡-❡♥*❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥*✐♥✉♦✉- ♦❢ -♦❧✉*✐♦♥-✱ ✇❤♦-❡

❛--♦❝✐❛*❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥- ❛$❡ ♦-❝✐❧❧❛*♦$② ❛* ❧❛$❣❡ ❞✐-*❛♥❝❡-✱ $❡✢❡❝*✐♥❣ *❤❡

✉♥❜♦✉♥❞ ❝❤❛$❛❝*❡$ ♦❢ *❤❡-❡ -*❛*❡-✳ ❈♦♥-❡@✉❡♥*❧②✱ *❤❡-❡ ❢✉♥❝*✐♦♥- ❛$❡ ♥♦*

-@✉❛$❡✲✐♥*❡❣$❛❜❧❡✳ ❚❤❡-❡ ♣$♦♣❡$*✐❡- ♠❛❦❡ *❤❡-❡ ❢✉♥❝*✐♦♥- ✉♥-✉✐*❛❜❧❡ ❢♦$

-♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥-✱ -✉❝❤ ❛- *❤❡ -*✉❞② ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝- ✇✐*❤ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧-

❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥✳ ■♥ *❤❡-❡ -✐*✉❛*✐♦♥-✱ ✐* ✐- ❝♦♥✈❡♥✐❡♥* *♦ $❡-♦$* *♦ ❛♥ ❛♣♣$♦①✐♠❛*❡

❞❡-❝$✐♣*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✐♥ *❡$♠- ♦❢ ❛ ✜♥✐*❡ -❡* ♦❢ -@✉❛$❡✲✐♥*❡❣$❛❜❧❡

❢✉♥❝*✐♦♥-✱ ✉-✉❛❧❧② $❡❢❡$$❡❞ *♦ ❛- ♣-❡✉❞♦-*❛*❡- ✭D❙✮✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥-*$✉❝* ❛ -❡* ♦❢ D❙ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ *❤❡ ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥

H1b =

[

− ~
2

2µ

d2

dx2
+ VWS(x)

]

✭✷✳✷✽✮

✐♥ ❛ ❝❤♦-❡♥ ❜❛-✐- ♦❢ ♥♦$♠❛❧✐③❛❜❧❡ ❢✉♥❝*✐♦♥-✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛*✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡-

♦❜*❛✐♥❡❞ ✉♣♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛*✐♦♥ $❡♣$❡-❡♥* *❤❡ ❜♦✉♥❞ -*❛*❡- ♦❢ *❤❡ -②-*❡♠-✱

✇❤❡$❡❛- *❤❡ ♣♦-✐*✐✈❡ ♦♥❡- ❝❛♥ ❜❡ $❡❣❛$❞❡❞ ❛- ❛ ❞✐-❝$❡*❡ $❡♣$❡-❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢

*❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ -♣❡❝*$✉♠✳ ❚❤❡ ♣-❡✉❞♦-*❛*❡- ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦-❝✐❧❧❛*♦$② *$❡♥❞

✉♣ *♦ ❛ ❝❡$*❛✐♥ -♣❛*✐❛❧ $❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡② ❛-②♠♣*❤♦*✐❝❛❧❧② ❞❡❝❛② ❛* ③❡$♦✳

❚❤❡② ✇✐❧❧ ❛❧-♦ ❜❡ ❛--♦❝✐❛*❡❞ *♦ ❝❡$*❛✐♥ ♣♦-✐*✐✈❡ ❡♥❡$❣✐❡-✱ *❤❡$❡❢♦$❡ ✇❡ ✇✐❧❧

♥♦* *$❡❛* ❛♥②♠♦$❡ ✇✐*❤ ❛ ❝♦♥*✐♥✉✉♠✱ ❜✉* ✇✐*❤ ❛ ❞✐-❝$❡*❡ -❡* ♦❢ ❢✉♥❝*✐♦♥-✳

❆- *❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❜❛-✐- ❢✉♥❝*✐♦♥- ❣$♦✇-✱ *❤❡ ❞❡♥-✐*② ♦❢ D❙✬- ✐♥❝$❡❛-❡- ❛♥❞

*❤❡✐$ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥- ❡①*❡♥❞ *♦ ❧❛$❣❡$ ❞✐-*❛♥❝❡-✱ *❤✉- $❡❝♦✈❡$✐♥❣

*❤❡ -*$✉❝*✉$❡ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠✳ ❙♦✱ ❢$♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥* ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡

-❤♦✉❧❞ *❛❦❡ ❝❛$❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣$♦♣❡$ -♣❛*✐❛❧ $❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡- *❤❡ ✇❤♦❧❡

♣♦*❡♥*✐❛❧ $❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡@✉❛*❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❜❛-✐- -*❛*❡- ✐♥

♦$❞❡$ *♦ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛*✉$❡ ♦❢ *❤❡ -②-*❡♠ ✭-✉❝❤ ❛-

❡♥❡$❣② ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧- ❛♥❞ -✉♠ $✉❧❡- ❢♦$ ❡❧❡❝*$✐❝ *$❛♥-✐*✐♦♥- ❜❡*✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞

❛♥❞ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ -*❛*❡-✮✳

■♥ *❤❡ ♥❡①* -❡❝*✐♦♥- ✇❡ ♣$❡-❡♥* *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥* ❜❛-❡- ❝♦♥-✐❞❡$❡❞ ❤❡$❡ ❢♦$

❝♦♥*✐♥✉✉♠ ❞✐-❝$❡*✐③❛*✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛$❡ *❤❡ $❡-✉❧*- ♦❢ *❤❡-❡ ♠❡*❤♦❞-✱ ❛❧-♦ ✇✐*❤ *❤❡ ♦*❤❡$ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥

♣$❡✈✐♦✉-❧② ♣$❡-❡♥*❡❞✱ ✐♥ -❡❝*✐♦♥- ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡

-*✉❞② ❛ ♠♦$❡ ❞❡*❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛$✐-♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ *✇♦ ♣-❡✉❞♦-*❛*❡- ❛♣♣$♦❛❝❤❡-✳



✷✽ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣'❡✉❞♦'+❛+❡' ♠❡+❤♦❞ ✇✐+❤ ❛ ❍❛1♠♦♥✐❝ ❖'❝✐❧❧❛+♦1

❜❛'✐'

❚❤❡ ♠♦)* ♣♦♣✉❧❛. ❛♣♣.♦❛❝❤ ✐♥ ◗✉❛♥*✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝) *♦ ❝♦♥)*.✉❝* ❛ ❜❛)✐) ♦❢

♣)❡✉❞♦)*❛*❡) ✐) ♣.♦✈✐❞❡❞ ❜② *❤❡ ❍❛.♠♦♥✐❝ ❖)❝✐❧❧❛*♦. ❬✹✻❪✳ ❚♦ )♦❧✈❡ *❤❡ ❚■❙❊

✭✷✳✷✮ ✐♥ ❛ ✶❉ ❍❖ ❜❛)✐)✱ *❤❡ )*❛.*✐♥❣ ♣♦✐♥* ✐) *♦ ❣❡♥❡.❛*❡ ❛ *.✉♥❝❛*❡❞ N

❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❜❛)✐) )❡* ♦❢ ✶❉ ❍❖ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥)

φHO
i (x) =Mi

√
aHi(ax)e

−a2x2/2; i = 0, . . . , N − 1. ✭✷✳✷✾✮

❚❤❡ ♣❛.❛♠❡*❡.

a =
4

√

µK

~2
✭✷✳✸✵✮

✐) *❤❡ ✐♥✈❡.)❡ ♦❢ *❤❡ ♦)❝✐❧❧❛*♦. ❧❡♥❣*❤✱ ✇✐*❤ K ❡M✉❛❧ *♦ *❤❡ ❢♦.❝❡ ❝♦♥)*❛♥*

♦❢ *❤❡ ❍❛.♠♦♥✐❝ ❖)❝✐❧❧❛*♦.✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡.)❡ ♦)❝✐❧❧❛*♦. ❧❡♥❣*❤ ❞❡*❡.♠✐♥❛*✐♦♥ ✐)

❞❡)❝.✐❜❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳ Hi(ax) ✐) *❤❡ i✲*❤ ❍❡.♠✐*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ Mi

✐) ❛ ♥♦.♠❛❧✐③❛*✐♦♥ ❝♦♥)*❛♥*

Mi =
1

√

2ii!
√
π
. ✭✷✳✸✶✮

❚❤❡ ❍❖ ❜❛)✐) ❝❛♥ ❜❡ ❡❛)✐❧② ❝♦♥)*.✉❝*❡❞ ❛♥❞ *❤❡ ♥❡❝❡))❛.② ✐♥*❡❣.❛❧ ❝❛❧✲

❝✉❧❛*✐♦♥) ❛.❡ )✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉)❡ ♦❢ *❤❡ ❍❡.♠✐*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ .❡❝✉..❡♥❝❡

.❡❧❛*✐♦♥ ❬✹✼❪✳

d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x) ,

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) , ✭✷✳✸✷✮

xHj(x) =
1

2
Hj+1(x) + jHj−1(x) ,

x2Hj(x) =
1

4
Hj+2(x) +

2j + 1

2
Hj(x) + j(j − 1)Hj−2(x).



✷✳✷✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ❞❡-❝$✐♣*✐♦♥ ♦❢ -*❛*✐♦♥❛$② -*❛*❡- ✷✾

❚❤❡ $❡-✉❧*✐♥❣ ❜❛-✐- ✐-

φHO
0 (x) =

√

a√
π
e(−a2x2/2) ,

φHO
1 (x) =

√

a

2
√
π
(2ax)e(−a2x2/2) ,

. . .

φHO
n (x) =

√

a

2nn!
√
π

1√
2
Hn(ax)e

(−a2x2/2) ,

φHO
n+1(x) =

√

a

2n+1(n+ 1)!
√
π
[2axHn(ax)− 2nHn−1(ax)]e

(−a2x2/2) ,

. . .

φHO
k (x) =

√

2

k
a xφHO

k−1(ax)−
√

k − 1

k
φHO
k−2(ax). ✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ ✶❉ ❚■❙❊ ❢♦$ ❍❛$♠♦♥✐❝ ❖-❝✐❧❧❛*♦$ -*❛*❡- ✐-

[

− ~
2

2µ

d

dx2
+ VHO(x)

]

φHO
n (x) = ℏω(n+

1

2
)φHO

n (x), ✭✷✳✸✹✮

✇❤❡$❡ a ✐- *❤❡ ✐♥✈❡$-❡ ♦-❝✐❧❧❛*♦$ ❧❡♥❣*❤ ✭✷✳✸✵✮ ❛♥❞

VHO(x) =
1

2
Kx2, ✭✷✳✸✺✮

~ω = ~

√

K

µ
=

~
2a2

µ
. ✭✷✳✸✻✮

■♥ ♦$❞❡$ *♦ ♦❜*❛✐♥ -♦❧✉*✐♦♥- ♦❢ ❡I✉❛*✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ❢♦$ VWS ✭✷✳✶✮ *❤❡ ✜$-* -*❡♣

✐- *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ♠❛*$✐① ❡❧❡♠❡♥*- ♦❢ *❤❡ ❦✐♥❡*✐❝ ❡♥❡$❣② ✐♥ *❤❡ ❍❖ ❜❛-✐-✳ ❚❤✐-

♣❛$* ✐- ❝♦♠♠♦♥ *♦ ❛♥② ♣♦*❡♥*✐❛❧✳

〈φHO
i |T̂ |φHO

j 〉 = − ~
2

2µ
aNiNj

∫ +∞

−∞
dx e(−a2x2/2)Hi(ax)

d2

dx2
Hj(ax)e

(−a2x2/2)

= − ~
2

2µ
a2NiNj

∫ +∞

−∞
dy e(−y2/2)Hi(y)

d2

dy2
Hj(y)e

(−y2/2),

✇✐*❤ y = ax✳

▼❛❦✐♥❣ ✉-❡ ♦❢ *❤❡ $❡❧❛*✐♦♥- ✭✷✳✸✷✮

d2

dy2
Hj(y)e

(−y2/2) =

[

1

4
Hj+2(y) + j(j − 1)Hj−2(y)−

2j + 1

2
Hj(y)

]

e(−y2/2).
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■♥)❡.*✐♥❣ *❤✐) ❡①♣.❡))✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ✐♥*❡❣.❛❧ ❛♥❞ *❛❦✐♥❣ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* *❤❡

♦.*❤♦❣♦♥❛❧✐*② ♣.♦♣❡.*✐❡) ♦❢ *❤❡ ❍❡.♠✐*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧)✱ ♦♥❡ ❣❡*)✿

〈φHO
i |T̂ |φHO

j 〉 =− ~
2

2µ
a2

√

(j + 1)(j + 2)

2
δi,j+2

− ~
2

2µ
a2

√

j(j − 1)

2
δi,j−2

+
~
2

2µ
a2

2j + 1

2
δi,j .

◆♦*❡ *❤❛* ❛♥ ✐❞❡♥*✐❝❛❧ .❡)✉❧* ✐) ♦❜*❛✐♥❡❞ *❛❦✐♥❣ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* *❤❛* T̂ =

Ĥ − V̂HO ❛♥❞ *❤✉) 〈φHO
i |T̂ |φHO

j 〉 =
(

j + 1
2

)

~2a2

µ δi,j − K
2 〈i|x2|j〉✳

❚❤❡ )❡❝♦♥❞ )*❡♣ ✐) *❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ♠❛*.✐① ❡❧❡♠❡♥*) ✐♥ *❤❡

❍❖ ❜❛)✐)

〈φHO
i |V̂ |φHO

j 〉 =
∫ +∞

−∞
dx φ

(HO)∗
i VWS φ

(HO)
j . ✭✷✳✸✼✮

❉✉❡ *♦ )②♠♠❡*.② .❡❛)♦♥) 〈φHO
i |V̂ |φHO

j 〉 = 0 ✐❢ *❤❡ ❜❛)✐) ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥) ❤❛✈❡

♦♣♣♦)✐*❡ ♣❛.✐*② ✭)②♠♠❡*.✐❝ ♦. ❛♥*✐)②♠♠❡*.✐❝✮✳

❖♥❝❡ *❤❡ ♠❛*.✐① ✐) ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥ ❛ )❡* ♦❢ ♦♥❡✲❜♦❞② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡)✱

EHO
i ✱ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝*✐♦♥)✱ ψHO

i (x)✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥)*❛*❡) ❛.❡ ❧✐♥❡❛. ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥)

♦❢ *❤❡ ❜❛)✐) ❡❧❡♠❡♥*)

ψHO
i (x) =

N−1
∑

k=0

αHO
ik φHO

k (x); i = 0, . . . , N − 1. ✭✷✳✸✽✮

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣&❡✉❞♦&*❛*❡& ♠❡*❤♦❞ ✇✐*❤ ❛ ❚/❛♥&❢♦/♠❡❞ ❍❛/✲

♠♦♥✐❝ ❖&❝✐❧❧❛*♦/ ❜❛&✐&

❆ ❞✐)❛❞✈❛♥*❛❣❡ ♦❢ *❤❡ ❍❖ ❜❛)✐) ✇❤❡♥ ✉)❡❞ ❛) ❛ ❜❛)✐) ✐♥ ✈❛.✐❛*✐♦♥❛❧ ♠❡*❤♦❞)

*♦ ♠♦❞❡❧ ❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ✐) *❤❡ ●❛✉))✐❛♥ ❛)②♠♣*♦*✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦.✱ ❝♦♠♣❛.❡❞ *♦

*❤❡ ❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦. ♦❢ *❤❡ ❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ✜♥✐*❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧✳ ❚❤✐) ❝❛♥

❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ♦♥❧② ✉)✐♥❣ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❜❛)✐) )*❛*❡)✱ *❤✉) ✐♥❝.❡❛)✐♥❣ *❤❡

❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡. .❡M✉✐.❡❞✳ ❚❤✐) ❢❛❝* ❡①♣❧❛✐♥) *❤❡ )✉❝❝❡)) ♦❢ *❤❡ ❚❍❖

❜❛)✐)✳

❆ ❚.❛♥)❢♦.♠❡❞ ❍❖ ✭❚❍❖✮ ❜❛)✐) ❝♦♥)✐)*) ♦❢ ❛ ❍❖ ❜❛)✐) *♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ )❝❛❧❡

*.❛♥)❢♦.♠❛*✐♦♥ ✭▲❙❚✮ s(x) ❤❛) ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ *❤✐) *.❛♥)❢♦.♠❛*✐♦♥

✐) *♦ ❝♦..❡❝* *❤❡ ❍❖ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥) ❛)②♠♣*♦*✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦.✳ ❙❡❡✱ ❡✳ ❣✳✱ .❡❢❡.❡♥❝❡)



✷✳✷✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ❞❡-❝$✐♣*✐♦♥ ♦❢ -*❛*✐♦♥❛$② -*❛*❡- ✸✶

❬✹✽✕✺✵❪✳

❚♦ -♦❧✈❡ *❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✶❉ ❚❍❖ ❜❛-✐- *❤❡ -*❛$*✐♥❣ ♣♦✐♥* ✐- ❛ *$✉♥❝❛*❡❞ N

❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❜❛-✐- -❡* φHO
i (x) ♦❢ ✶❉ ❍❖ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥- ✭-❡❡ -❡❝*✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✱

✇❤✐❝❤ ❤❛- *♦ ❜❡ *$❛♥-❢♦$♠❡❞ ✐♥*♦ *❤❡ ♥❡✇ ❜❛-✐- ❛- ❢♦❧❧♦✇-

φTHO
i (x) =

√

ds(x)

dx
φHO
i (s(x)) i = 0, . . . , N − 1 , ✭✷✳✸✾✮

❛❝❝♦$❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ❛♥❛❧②*✐❝❛❧ ▲❙❚ ❢✉♥❝*✐♦♥ ✭-❡❡ ❬✺✵✱ ✺✶❪✮

s(x) = (x−m + (γ
√
x)−m)−

1
m

✭✷✳✹✵✮

*❤❛* ✐- ✈❛❧✐❞ ❢♦$ x > 0❀ ❢♦$ ♥❡❣❛*✐✈❡ x ✈❛❧✉❡- ✇❡ ✐♠♣♦-❡ *❤❛* s(x) ✐- ❛♥ ♦❞❞

❢✉♥❝*✐♦♥✿ s(−x) = −s(x)✳ ❚❤❡ N✉❛♥*✐*② γ ✐- ❛♥ ❛❞❥✉-*❛❜❧❡ ♣❛$❛♠❡*❡$ ♦❢ *❤❡

▲❙❚✱ b ✐- *❤❡ ♦-❝✐❧❧❛*♦$ ❧❡♥❣*❤ ❞❡*❡$♠✐♥❡❞ ✉-✐♥❣ *❤❡ ❛❧❣♦$✐*❤♠ ♣$❡-❡♥*❡❞ ✐♥

❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✱ ❛♥❞ *❤❡ ♣♦✇❡$ m✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ *♦ ❬✹✾❪✱ ✐- -❡* *♦ m = 4✱ ❛❧*❤♦✉❣❤

*❤❡ $❡-✉❧*- ❞❡♣❡♥❞ ✈❡$② ✇❡❛❦❧② ♦♥ *❤✐- ♣❛$❛♠❡*❡$✳

❚❤❡ ♠❛*$✐① ❡❧❡♠❡♥*- ♦❢ *❤❡ ❦✐♥❡*✐❝ ❡♥❡$❣② ♦♣❡$❛*♦$ ✐♥ *❤✐- ❚❍❖ ❜❛-✐-

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉*❡❞ ❛-

〈φTHO
i |T̂ |φTHO

j 〉 = − ℏ
2

2µ

∫ +∞

−∞
dx

√

s′(x) φHO
i [s(x)]

d2

dx2

√

s′(x) φHO
j [s(x)].

✭✷✳✹✶✮

▼❛❦✐♥❣ ✉-❡ ♦❢ *❤❡ $❡❧❛*✐♦♥-

s′(x) =
ds(x)

dx
=
s(x)

2x

[

1 +

(

s(x)

x

)m]

, ✭✷✳✹✷✮

❛♥❞

s′′(x) =
d2s(x)

dx2
= −s(x)

4x

x
m
2
−1

γm + x
m
2

[

1 + (m+ 1)

(

s(x)

x

)m]

, ✭✷✳✹✸✮



✸✷ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧

✐* ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ❛)

〈φTHO
i |T̂ |φTHO

j 〉 =
1

4

ℏ
2

2µ

∫ +∞

−∞
dx s′′(x)2

(

s′(x)
)−1

φHO
i (s(x))φHO

j (s(x))

+
1

2

ℏ
2

2µ
a

∫ +∞

−∞
dx s′′(x) s′(x) φHO

i (s(x))

[

√

j

2
φHO
j−1(s(x))−

√

j + 1

2
φHO
j+1(s(x))

]

+
1

2

ℏ
2

2µ
a

∫ +∞

−∞
dx s′′(x) s′(x) φHO

j (s(x))

[

√

i

2
φHO
i−1(s(x))−

√

i+ 1

2
φHO
i+1(s(x))

]

+
ℏ
2

2µ
a2

∫ +∞

−∞
dx s′(x)3

[

√

i

2
φHO
i−1(s(x))−

√

i+ 1

2
φHO
i+1(s(x))

]

+
ℏ
2

2µ
a2

∫ +∞

−∞
dx s′(x)3

[

√

j

2
φHO
j−1(s(x))−

√

j + 1

2
φHO
j+1(s(x))

]

,

✇❤❡.❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ ♥♦*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣.❡✈✐♦✉) )✉❜)❡❝*✐♦♥✱ a = b−1
✐) *❤❡

✐♥✈❡.)❡ ♦)❝✐❧❧❛*♦. ❧❡♥❣*❤✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ )*❡♣ ✐) *❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧

♠❛*.✐① ❡❧❡♠❡♥*) 〈φTHO
i |V̂ |φTHO

j 〉✳
❖♥❝❡ *❤❡ ❚■❙❊ ❢♦. *❤❡ ✶❉ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❲♦♦❞)✕❙❛①♦♥ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✭✷✳✶✮ ✐) )♦❧✈❡❞

✉)✐♥❣ *❤❡ ❜❛)✐) ✭✷✳✸✾✮✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥ ❛ )❡* ♦❢ ❞✐)❝.❡*❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡) E
(THO)
i ❛♥❞

❡✐❣❡♥❢✉♥❝*✐♦♥) ψ
(THO)
i (x) *❤❛* ❝❛♥ ❜❡ ✇.✐**❡♥ ❛) ❛ ❧✐♥❡❛. ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥) ♦❢ *❤❡

❚❍❖ ❜❛)✐) )*❛*❡)

ψTHO
i (x) =

N−1
∑

k=0

αTHO
ik φTHO

k (x); i = 0, . . . , N − 1. ✭✷✳✹✹✮

✷✳✸ ❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡0 ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝2✐♦♥0

❲❡ ♥♦✇ )❤♦✇ *❤❡ .❡)✉❧*) ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ *❤❡ ♠❡*❤♦❞) ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ *❤❡

♣.❡✈✐♦✉) )❡❝*✐♦♥)✳ ■♥ ♣❛.*✐❝✉❧❛. ✇❡ )*✉❞② *❤❡ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞ )*❛*❡)

❡♥❡.❣✐❡) ❛♥❞ *❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉. ♦❢ *❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥)✳

❚❤❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ .❡)✉❧*) ♦❢ *❤❡ ❞✐✛❡.❡.♥* ♠❡*❤♦❞) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ *❤❡ ❜❛)✐) ❞✐♠❡♥)✐♦♥

❢♦. ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡*❤♦❞)✱ ❛♥❞ ♦♥ *❤❡ ❜♦① .❛❞✐✉) xb ❢♦. *❤❡ ❇❖❳ ♠❡*❤♦❞✳

❲❡ ♣.♦❝❡❡❞ *♦ )*✉❞② *❤❡ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡) ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝*✐♦♥) ✇❤❡♥

*❤❡)❡ ♣❛.❛♠❡*❡.) ❛.❡ ✈❛.✐❡❞✳ ❲❡ ❢♦❝✉) ♥♦* ♦♥❧② ♦♥ *❤❡ ❡♥❡.❣✐❡)✱ ❜✉* ❛❧)♦ ♦♥

*❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥)✱ ♣❛②✐♥❣ ♣❛.*✐❝✉❧❛. ❛**❡♥*✐♦♥ *♦ *❤❡✐. ❛)②♠♣*♦*✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦.✳



✷✳✸✳ ❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡0 ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝2✐♦♥0 ✸✸

❆ ♣(♦♣❡( ❞❡0❝(✐♣2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝2✐♦♥0 ❛2 ❧❛(❣❡ ❞✐02❛♥❝❡0✱ ✇❡❧❧ ❜❡②♦♥❞

2❤❡ (❛♥❣❡ ♦❢ 2❤❡ ♣♦2❡♥2✐❛❧✱ ✐0✱ ✐♥ ❢❛❝2✱ ❝(✉❝✐❛❧ 2♦ (❡❛0♦♥❛❜❧② ❞❡0❝(✐❜❡ 2❤❡

(❡❛❝2✐♦♥ ♣(♦♣❡(2✐❡0 ♦❢ ♦✉( 0②02❡♠✳ ❚❤✐0 ✐0 ❡✈❡♥ ♠♦(❡ ✐♠♣♦(2❛♥2 ✇❤❡♥✱ ❛0

✐♥ ♦✉( ❝❤♦0❡♥ 0♣❡❝✐✜❝ ❝❛0❡✱ 2❤❡ ❲♦♦❞0✲❙❛①♦♥ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ❤❛0 ❛ ✈❡(② ✇❡❛❦❧②✲

❜♦✉♥❞ 02❛2❡ ✭E2 = −0.51 ▼❡❱✮✱ ❛0 0❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✷✳✸✳ ■♥ 2❤❡ ❍❖ ❝❛0❡ 2❤❡
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❋✐❣✉(❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ❲♦♦❞0✲❙❛①♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ✭2❤✐♥ ❜❧✉❡✮✱ 2❤❡ 0K✉❛(❡ ♦❢

2❤❡ ❧❡❛02 ❜♦✉♥❞ 02❛2❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭2❤✐❝❦ (❡❞✮ ❛♥❞ 2❤❡ ✜(02 0K✉❛(❡❞ ❝♦♥2✐♥✲

✉✉♠ L❙0 ✭❣(❡❡♥✮ ♦❜2❛✐♥❡❞ ✇✐2❤ 2❤❡ ❍❛♠✐❧2♦♥✐❛♥ ♠❛2(✐① ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛2✐♦♥ ✭✐♥

♣❛(2✐❝✉❧❛( ❇❖❳ ✇✐2❤ xb = 100 ❢♠✮✳

❦❡② ♣❛(❛♠❡2❡( ✐0 2❤❡ ❜❛0✐0 ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ◆❀ 0♦ ✇❡ ❝❤❡❝❦ 2❤❡ (❡0✉❧20 ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡

✇✐2❤ ❛ ✈❛(②✐♥❣ ❜❛0✐0 0✐③❡✳ ■♥ ❛❞❞✐2✐♦♥ 2♦ 2❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆✱ ❛ 0❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧

♣❛(❛♠❡2❡( ✐0 2❤❡ ✐♥✈❡(0❡ ♦0❝✐❧❧❛2♦( ❧❡♥❣2❤ a✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡(0❡ ♦0❝✐❧❧❛2♦( ❧❡♥❣2❤

❞❡2❡(♠✐♥❡0 2❤❡ ❝✉(✈❛2✉(❡ ♦❢ 2❤❡ ❍❖ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ❛2 2❤❡ ♦(✐❣✐♥ ❛♥❞ 2❤✉0 ❤♦✇

✇✐❞❡ 2❤❡ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ✐0 ✭0❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✮✳

■♥ 2❤❡ ❚❍❖ ❝❛0❡ 2❤❡ (❡0✉❧20 ❞❡♣❡♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ 2❤❡ ❜❛0✐0 ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ◆ ❛♥❞ 2❤❡
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✿ ▲❡❢, ♣❛♥❡❧1✿ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡1 ♦❢ ,❤❡ ❲♦♦❞1✲❙❛①♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ❛1

❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❜❛1✐1 1,❛,❡1 ✭✐♥ ,❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❝❛1❡✮ ❛♥❞ ❛1

❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❜♦① $❛❞✐✉1 ✭✐♥ ,❤❡ ❇❖❳ ❝❛1❡✮✳ ❘✐❣❤, ♣❛♥❡❧1✿ ❛1②♠♣,♦,✐❝

1♣❛,✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 1,❛,❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✭✐♥ ❧♦❣❛$✐,❤♠✐❝

1❝❛❧❡✮ ❛1 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ x ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥, ♣❛$❛♠❡,❡$1 ✈❛❧✉❡1✳
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)*❛*❡ ♦❢ ♦✉. ❲♦♦❞)✲❙❛①♦♥ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡)❡ ❛.❡ *❤❡ ✶❉ ❡M✉✐✈❛❧❡♥* ♦❢ *❤❡ ❞✐♣♦❧❡

❛♥❞ M✉❛❞.✉♣♦❧❡ *.❛♥)✐*✐♦♥ )*.❡♥❣*❤) *♦ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✐♥ ✸❉✳ ❆) ✐* ✐) ✇❡❧❧

❦♥♦✇♥✱ *❤❡ ❧♦✇ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡.❣② ♦❢ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ )②)*❡♠) )*.♦♥❣❧② ❛✛❡❝*) *❤❡

.❡)♣♦♥)❡ *♦ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ❛♥❞✱ *❤❡.❡❢♦.❡✱ *❤❡ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡)❡ ♠❛*.✐①

❡❧❡♠❡♥*) ✐) ❛ ❝.✉❝✐❛❧ *❡)* ❢♦. *❤❡ ❞✐)❝.❡*✐③❛*✐♦♥ ♣.♦❝❡❞✉.❡)✳

❚❤❡ *.❛♥)✐*✐♦♥ ♣.♦❜❛❜✐❧✐*② ❜❡*✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦. ❜❡*✇❡❡♥ ❛ ❜♦✉♥❞

)*❛*❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ♣)❡✉❞♦)*❛*❡ ✭)❡❡ *❤❡ ❞✐)❝✉))✐♦♥ ✐♥ ❬✺✷❪✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇.✐**❡♥

❛)

Bn(b→ i) = |〈Ψb|On(x)|Ψi〉|2. ✭✷✳✹✺✮

✇✐*❤ On(x) = x ❛♥❞ x2 ❢♦. ♥❂ ✶ ❛♥❞ ✷✱ .❡)♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡ ✇❡ ♥❡❡❞ *♦



✷✳✹✳ ▼❛%&✐① ❡❧❡♠❡♥%- ❜❡%✇❡❡♥ ❣&♦✉♥❞ -%❛%❡ ❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ -%❛%❡- ✸✼

❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ✐♥%❡❣&❛❧-

〈Ψb|On(x)|Ψi〉 =
∫ +∞

−∞
dxΨ∗

b(x)On(x)Ψi(x). ✭✷✳✹✻✮

❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ %❤❡ ♣❛&❛♠❡%❡&- ◆ ♦& xb ✇❡ ❡①♣❡❝% ❛ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ %❤❡ ❞❡♥-✐%②

♦❢ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ❧❡✈❡❧- ✭❛- ♣&❡✈✐♦✉-❧② -❤♦✇♥ ✐♥ %❤❡ ❧❡❢% ♣❛♥❡❧- ♦❢ ✜❣✉&❡ ✷✳✹✮✳ ❋♦&

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉&❡ ✷✳✻ ✇❡ ♣&❡-❡♥% %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥% ❞✐-%&✐❜✉%✐♦♥- ♦❢ ❇1 ✐♥%❡♥-✐%✐❡-

♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❚❍❖ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❢♦& ◆ ❂ ✸✺ ❛♥❞ ◆ ❂ ✽✺✱ ✇❤❡&❡ %❤✐- ❡✛❡❝%

❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛&❧② ❛♣♣&❡❝✐❛%❡❞✳
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✿ ❇1 %&❛♥-✐%✐♦♥ ✐♥%❡♥-✐%✐❡- ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❢♦& %❤❡ ✜&-% ❡①❝✐%❡❞ ✭b = 2✮
♦❢ %❤❡ ❲♦♦❞-✲❙❛①♦♥ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ♦❢ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✱ ✉-✐♥❣ ❛ ❚❍❖ ❜❛-✐- ✇✐%❤ ◆❂✸✺

✭❞❛&❦ ❜❛&-✮ ❛♥❞ ◆ ❂ ✽✺ ✭&❡❞ ❧✐❣❤% ❜❛&-✮✳

❚❤❡ ❇1 ❛♥❞ ❇2 ❞✐-%&✐❜✉%✐♦♥- ❢♦& ❍❖✱ ❚❍❖✱ ❛♥❞ ❇❖❳ ❝❛-❡- ❛&❡ -❤♦✇♥

✐♥ ✜❣✉&❡ ✷✳✼ ❢♦& %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥- -%❛&%✐♥❣ ❢&♦♠ %❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ -❡❝♦♥❞

❡①❝✐%❡❞ -%❛%❡ Ψ2(x)✳ ❋♦& ❛ ❜❡%%❡& ❝♦♠♣❛&✐-♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♣&♦♣❡&✲

%✐❡-✱ ✐♥ %❤❡ ❧❛-% &♦✇ ♦❢ ♣❛♥❡❧- ♦❢ ✜❣✉&❡ ✷✳✼ ✇❡ ❛❧-♦ ❞✐-♣❧❛② %❤❡ -✉♠♠❡❞

Tot(B1)2→i =
∑N

i=1 | 〈Ψ2|x|Ψi〉 |2 ❛♥❞ Tot(B2)2→i =
∑N

i=1 | 〈Ψ2|x2|Ψi〉 |2
%&❛♥-✐%✐♦♥ ✐♥%❡♥-✐%✐❡- ❛- ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡①❝✐%❛%✐♦♥ ❡♥❡&❣②✳ ❚❤❡-❡ -❤♦✉❧❞ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ %❤❡ {Ψi} -❡% ♦♥❧② %❤♦-❡ -%❛%❡- ❛❜♦✈❡ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ -%❛%❡

Ψ2✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ -%❛%❡- ✐♥ ♦✉& ❝❛-❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐♥ %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥

♦❢ %❤❡ -✉♠♠❡❞ -%&❡♥❣%❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧-♦ %❤❡ %&❛♥-✐%✐♦♥ %♦ ❧♦✇❡& ❡♥❡&❣②

❜♦✉♥❞ -%❛%❡-✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ❛&❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② %❤❡ ❝♦&❡ ♣❛&%✐❝❧❡- ❛♥❞ %❤✉-

R❛✉❧✐ ❢♦&❜✐❞❞❡♥✳ ■♥ %❤✐- ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛&❡ %❤❡ &❡-✉❧%- ✇✐%❤ %❤❡ -✉♠ &✉❧❡-✱

%❤❛% ❡♥❝♦♠♣❛-- ❛❧❧ %❤❡ -%❛%❡-✳



✸✽ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧
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✭❜✮ ❇✷

❋✐❣✉.❡ ✷✳✼✿ ❇1 ✭✉♣♣❡. ❢♦✉. ♣❛♥❡❧)✮ ❛♥❞ ❇2 ✭❧♦✇❡. ❢♦✉. ♣❛♥❡❧)✮ ❡♥❡.❣② ❞✐)*.✐✲

❜✉*✐♦♥) ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ )*❛.*✐♥❣ ❢.♦♠ *❤❡ *❤✐.❞ ❜♦✉♥❞ )*❛*❡ ✇✐*❤ *❤❡ ❍❖✱ ❚❍❖

❛♥❞ ❇❖❳ ♠❡*❤♦❞) ✭✉)✐♥❣ ◆HO = 250✱ ◆THO = 85✱ ❛♥❞ xb = 100 ❢♠✮✳ ■♥

*❤❡ ❧❛)* .♦✇) *❤❡ ❝✉♠✉❧❛*✐✈❡ )*.❡♥❣*❤) ✭Tot(B1) ❛♥❞ Tot(B2)✮ ❢♦. ❡❛❝❤ ❝❛)❡

❛.❡ )❤♦✇♥ ❛) ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ ❡♥❡.❣② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛.❡❞ *♦ *❤❡ )✉♠

.✉❧❡ ❡①♣❡❝*❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭❣.❡❡♥ ❞♦**❡❞ ❧✐♥❡)✮✳



✷✳✹✳ ▼❛%&✐① ❡❧❡♠❡♥%- ❜❡%✇❡❡♥ ❣&♦✉♥❞ -%❛%❡ ❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ -%❛%❡- ✸✾

❋♦& ♦✉& ♦♥❡✲❜♦❞② ♣&♦❜❧❡♠✱ %❤❡ ❚♦%❛❧ ❙%&❡♥❣%❤ ❙✉♠ ❘✉❧❡ ✭❚❙❙❘✮ ❢♦& ❛

♦♣❡&❛%♦& O ✐-

S(b)
T (O, N) =

N−1
∑

i=0

| 〈Ψb|O(x)|Ψi〉 |2, ✭✷✳✹✼✮

✇❤❡&❡ |Ψb〉 ✐- %❤❡ ❜♦✉♥❞ -%❛%❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✭|Ψ2〉 ✐♥ ♦✉& ❝❛-❡✮ ❛♥❞ {|Ψi〉}Ni=1

✐- %❤❡ -❡% ♦❢ ❜♦✉♥❞ -%❛%❡- ♣❧✉- ♣-❡✉❞♦-%❛%❡-✳ ❚❤✐- E✉❛♥%✐%② ❝❛♥ ❜❡ ✇&✐%%❡♥

✐♥ ❝❧♦-❡❞✲❢♦&♠✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉-❡ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡%❡♥❡-- ♦❢ %❤❡ ❜❛-✐-✳ ❚❤✐- ②✐❡❧❞-

lim
N→∞

S(b)
T (O, N) = 〈Ψb|O2(x)|Ψb〉 ✭✷✳✹✽✮

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛-✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ❢&♦♠ %❤❡ ❜♦✉♥❞ -%❛%❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲

%✐♦♥-✳ ❚❤❡-❡ ✈❛❧✉❡- ❛&❡ ❞❡♣✐❝%❡❞ ✐♥ ✜❣✉&❡ ✷✳✼ ❛- ❣&❡❡♥ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ❞♦%%❡❞

❧✐♥❡- ❛♥❞✱ ❛- ♦♥❡ ❝❛♥ -❡❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥% ❢♦& ❛❧❧ ❞✐-❝&❡%✐③❛%✐♦♥

♣&♦❝❡❞✉&❡-✳

❆♥♦%❤❡& ✉-❡❢✉❧ E✉❛♥%✐%② %♦ ❛--❡-- %❤❡ ❣♦♦❞♥❡-- ♦❢ ❛ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ❞✐-❝&❡%✐③❛✲

%✐♦♥ ✐- %❤❡ ❊♥❡&❣② ❲❡✐❣❤%❡❞ ❙✉♠ ❘✉❧❡ ✭❊❲❙❘✮

E(b)
W (O, N) =

N−1
∑

i=0

(Ei − Eb) | 〈Ψb|O(x)|Ψi〉 |2, ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡&❡✱ ❛❣❛✐♥✱ |Ψb〉 ✐- %❤❡ ❜♦✉♥❞ -%❛%❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❛♥❞ {|Ψi〉}Ni=1 ✐- %❤❡ -❡%

♦❢ ❜♦✉♥❞ -%❛%❡- ♣❧✉- ♣-❡✉❞♦-%❛%❡-✳ ❚❤❡ ❊❲❙❘ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧-♦ ✇&✐%%❡♥ ✐♥ ❝❧♦-❡❞✲

❢♦&♠✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉-❡ ❛❣❛✐♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡%❡♥❡-- ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡&♠❡❞✐❛%❡ -%❛%❡-✳ ❚❤✐-

❣✐✈❡-

lim
N→∞

E(b)
W (On, N) =

1

2

~
2

µ
〈Ψb|

(

dOn(x)

dx

)2

|Ψb〉. ✭✷✳✺✵✮

❚❤✉- ✐♥ %❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ O1 = x✱ ❛- ❞❡♠♦♥-%&❛%❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✷✱ ✐% &❡-✉❧%-

E(b)
W (x,N → ∞) =

1

2

~
2

µ
, ✭✷✳✺✶✮

✇❤✐❧❡ ❢♦& O2 = x2

E(b)
W (x2, N → ∞) = 2

~
2

µ
〈Ψb|x2|Ψb〉. ✭✷✳✺✷✮

❚❤❡-❡ ✈❛❧✉❡- ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ ✐♥ %❛❜❧❡ ✷✳✶ ✇✐%❤ %❤♦-❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥%

✈❛❧✉❡- ♦❢ ◆ ❢♦& %❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❞✐-❝&❡%✐③❛%✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡- ❛♥❞ ✐♥ %❛❜❧❡ ✷✳✷

❢♦& ❞✐✛❡&❡♥% ✈❛❧✉❡- ♦❢ xb ❢♦& %❤❡ ❇❖❳ ♣&♦❝❡❞✉&❡✱ -✉♠♠✐♥❣ %❤❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥-



✹✵ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧

♦❢ *❤❡ ❞✐✛❡.❡♥* ♣)❡✉❞♦)*❛*❡)✳ ❆) ♦♥❡ ❝❛♥ )❡❡ ❢.♦♠ *❤❡ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡

❞✐✛❡.❡♥* )✉♠ .✉❧❡)✱ )♠❛❧❧❡. ◆ ✈❛❧✉❡) ❛.❡ .❡<✉✐.❡❞ ✐♥ *❤❡ ❚❍❖ *❤❛♥ ✐♥ *❤❡

❍❖ ❝❛)❡✳ ■♥ *❤❡ ❇❖❳ ❝❛)❡ ❛ .❛*❤❡. ❧❛.❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xb ✐) ♥❡❝❡))❛.②✳

❍❖ ❚❍❖

◆ ❚❙❙❘ ❊❲❙❘ ◆ ❚❙❙❘ ❊❲❙❘

✭❢♠

2
✮ ✭

~2

µ ✮ ✭❢♠

2
✮ ✭

~2

µ ✮

✶✺ ✶✻✳✷✻ ✵✳✺✵✵ ✽ ✶✺✳✸✹ ✵✳✺✵✽

✶✵✵ ✸✹✳✸✽ ✵✳✺✵✵ ✷✵ ✸✸✳✹✸ ✵✳✺✵✵

✶✺✵ ✸✹✳✹✹ ✵✳✹✾✾ ✸✺ ✸✹✳✹✷ ✵✳✺✵✵

✷✵✵ ✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵ ✺✺ ✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵

✷✺✵ ✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵ ✽✺ ✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵

✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵ ✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵

✭❛✮ ❇1

❍❖ ❚❍❖

◆ ❚❙❙❘ ❊❲❙❘ ◆ ❚❙❙❘ ❊❲❙❘

✭❢♠

4
✮ ✭

~2

µ ✮ ✭❢♠

4
✮ ✭

~2

µ ✮

✶✺ ✷✹✷✳✼ ✸✶✳✺✾ ✽ ✷✵✵✳✸ ✲✶✳✺✾✷

✶✵✵ ✸✶✸✼ ✻✽✳✽✵ ✷✵ ✷✺✼✻ ✼✷✳✶✶

✶✺✵ ✸✷✵✺ ✻✽✳✽✾ ✸✺ ✸✶✽✼ ✻✽✳✽✺

✷✵✵ ✸✷✶✷ ✻✽✳✾✵ ✺✺ ✸✷✶✷ ✻✽✳✾✺

✷✺✵ ✸✷✶✸ ✻✽✳✾✶ ✽✺ ✸✷✶✷ ✻✽✳✾✶

✸✷✶✸ ✻✽✳✾✶ ✸✷✶✸ ✻✽✳✾✶

✭❜✮ ❇2

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❇1(O = x) ✭❛✮ ❛♥❞ ❇2(O = x2) ✭❜✮ ❡①♣❡❝*❡❞ )✉♠ .✉❧❡) ✈❛❧✉❡)

✐♥ ❜♦❧❞ ❛.❡ ❝♦♠♣❛.❡❞ ✇✐*❤ *❤♦)❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ❢♦. ❞✐✛❡.❡♥* ✈❛❧✉❡) ♦❢ ◆ ❢♦. *❤❡

❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❜❛)❡) )✉♠♠✐♥❣ *❤❡ ❝♦♥*.✐❜✉*✐♦♥) ♦❢ *❤❡ ❞✐✛❡.❡♥* ♣)❡✉❞♦)*❛*❡)✳

❆) ✐* ✐) ❛♣♣❛.❡♥* ❢.♦♠ ✜❣✉.❡ ✷✳✼ *❤❡ ❞✐)*.✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *.❛♥)✐*✐♦♥ ♠❛*.✐①

❡❧❡♠❡♥*) *♦ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ )*❛*❡) ❢♦❧❧♦✇) *❤❡ ❡①♣❡❝*❡❞ *❤.❡)❤♦❧❞ )❤❛♣❡ ♦❢ *❤❡

♠✉❧*✐♣♦❧❡ )*.❡♥❣*❤ ❢♦. ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ )②)*❡♠)✳

❲❡ ❝❛♥ ♣.♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛.✐)♦♥ ♦❢ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ ♠❛*.✐① ❡❧❡♠❡♥*) .❡)✉❧*) ♣.❡✲

)❡♥*❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❛ ♦❢ ✜❣✉.❡ ✷✳✼ ✇✐*❤ ❛♥ ✏❡①❛❝*✑ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥✳

❆) ✇❡ ❤❛✈❡ )❡❡♥ ✐♥ *❤❡ ♣.❡✈✐♦✉) )❡❝*✐♦♥✱ ❢♦. ❡❛❝❤ ♣♦)✐*✐✈❡ ❡♥❡.❣② *❤❡.❡ ❛.❡

*✇♦ ❞❡❣❡♥❡.❛*❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥) ✇✐*❤ ♠♦♠❡♥*✉♠ k = ±
√

2µE
~2

✱ ♦♥❡

♦❢ *❤❡♠ ❝♦..❡)♣♦♥❞✐♥❣ *♦ ❛ ✇❛✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥* ❢.♦♠ *❤❡ ❧❡❢*✱ ❛♥❞ *❤❡ ♦*❤❡. *♦ ❛



✷✳✹✳ ▼❛%&✐① ❡❧❡♠❡♥%- ❜❡%✇❡❡♥ ❣&♦✉♥❞ -%❛%❡ ❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ -%❛%❡- ✹✶

❇✶ ❇✷

xb ❚❙❙❘ ❊❲❙❘ ❚❙❙❘ ❊❲❙❘

✭❢♠✮ ✭❢♠

2
✮ ✭

~2

µ ✮ ✭❢♠

4
✮ ✭

~2

µ ✮

✶✺✳✵✵ ✷✸✳✻✶ ✵✳✹✾✾ ✼✸✸✳✸ ✻✼✳✷✸

✸✺✳✵✵ ✸✹✳✶✽ ✵✳✺✵✵ ✷✾✾✵ ✻✽✳✸✼

✺✺✳✵✵ ✸✹✳✹✺ ✵✳✺✵✵ ✸✷✶✶ ✻✽✳✾✶

✽✺✳✵✵ ✸✹✳✹✺ ✵✳✹✾✾ ✸✷✶✹ ✻✽✳✾✵

✶✵✵✳✵ ✸✹✳✹✹ ✵✳✹✾✾ ✸✷✶✸ ✻✽✳✾✵

✸✹✳✹✹ ✵✳✺✵✵ ✸✷✶✸ ✻✽✳✾✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❇1(O = x) ✭❧❡❢%✮ ❛♥❞ ❇2(O = x2) ✭&✐❣❤%✮ ✏❡①❛❝%✑ -✉♠ &✉❧❡-

✈❛❧✉❡- ✐♥ ❜♦❧❞ ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ ✇✐%❤ %❤♦-❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥% ✈❛❧✉❡- ♦❢ xb ❢♦&
%❤❡ ❇❖❳ ♣&♦❝❡❞✉&❡✱ -✉♠♠✐♥❣ %❤❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥- ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥% ♣-❡✉❞♦-%❛%❡-✳

✇❛✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥% ❢&♦♠ %❤❡ &✐❣❤%✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ❡♥❡&❣② ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ %❛❦❡ %❤❡ -②♠♠❡%&✐❝

❛♥❞ ❛♥%②-✐♠♠❡%&✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥- ♦❢ %❤❡ ♠♦♠❡♥%✉♠ ♥♦&♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♥%✐♥✉✉♠

✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥-

Ψs
±k =

1√
2
[Ψ+k(x) + Ψ−k(x)] ,

Ψa
±k =

1√
2
[Ψ+k(x)−Ψ−k(x)] , ✭✷✳✺✸✮

〈Ψρ
k|Ψ

ρ′

k′〉 = δρρ′δ(k − k′),

✇❤❡&❡ ρ = s, a✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉& ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ -%❛%❡ ✐- -②♠♠❡%&✐❝✱ ♦♥❧② ❛♥%✐-②♠✲

♠❡%&✐❝ -%❛%❡- ❛&❡ ❝♦♥♥❡❝%❡❞ ❜② %❤❡ x ♦♣❡&❛%♦&✳ ❙♦ %❤❡ B1 ❞✐-%&✐❜✉%✐♦♥ ❢♦&

%❤❡ ✏❡①❛❝%✑ ❝❛-❡ ✐- ❣✐✈❡♥ ❜②

dB1

dk
∝

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
dx Ψ∗

b(x) x Ψa
±k(x)

∣

∣

∣

∣

2

. ✭✷✳✺✹✮

❚♦ ❡♠♣❤❛-✐③❡ %❤✐- ♣♦✐♥% ✐% ✐- ✐♥%❡&❡-%✐♥❣ %♦ ❝♦♠♣❛&❡ %❤❡ &❡-✉❧% ♦❜%❛✐♥❡❞

✉-✐♥❣ %❤❡ ❞✐-❝&❡%✐③❡❞ ♣-❡✉❞♦-%❛%❡- ❛♥❞ ❡①❛❝% ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ✇✐%❤ ❛♥ ❛♥❛❧②%✐❝

❡①♣&❡--✐♦♥✳ ❚❤✐- ❢♦&♠✉❧❛ ✐- ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♥❣ %❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞

✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❜② ❛ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ -%❛%❡ ❜② ❛ ❢&❡❡

♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ■♥ %❤✐- ❝❛-❡✱ ✐♥ ❢❛❝%✱ ❛-✐❞❡ ❢&♦♠ ❛ ♥♦&♠❛❧✐③❛%✐♦♥ ❢❛❝%♦& ❛♥❞ ❛- ❛



✹✷ ✷✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ )*❛*❡) ♦❢ ❛ ♣❛.*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧

❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♠♦♠❡♥*✉♠ k✱ *❤❡ .❡)✉❧* ✐)

dB1

dk
∝

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
dx e−kb|x| x eikx

∣

∣

∣

∣

2

∝ k2bk
2

(k2 + k2b )
4
, ✭✷✳✺✺✮

✇❤❡.❡ k ✐) *❤❡ ♠♦♠❡♥*✉♠ ✐♥ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ❛♥❞ kb =
√

2µ|Eb|
~2

✐) *❤❡ ♠♦✲

♠❡♥*✉♠ ❛))♦❝✐❛*❡❞ *♦ *❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ )❡❝♦♥❞ )*❛*❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛.✐)♦♥ ✭✐♥ *❤❡ ❇❖❳ ❝❛)❡✮ ❜❡*✇❡❡♥ ❛♥❛❧②*✐❝❛❧✱ ❡①❛❝*✱ ❛♥❞ ♣)❡✉✲

❞♦)*❛*❡) .❡)✉❧*) ❢♦. dB1/dk ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉.❡ ✭✷✳✽✮✳ ■♥ ♣❛.*✐❝✉❧❛.✱ ❢♦. *❤❡

♣)❡✉❞♦)*❛*❡) ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥

dB1

dk
|i =

B1(ki)

ki+1 − ki−1
. ✭✷✳✺✻✮

❚❤❡ ❛❧*❡.♥❛*✐✈❡ ♠❡*❤♦❞) ❛.❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣.❡❡♠❡♥*✳
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Exact result
Analytical approximation

BOX pseudostates

❋✐❣✉.❡ ✷✳✽✿

dB1
dk ✱ ❛) ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥*✉♠✱ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ✐♥ *❤❡ ❇❖❳ ❝❛)❡

✭✇✐*❤ xb = 120 ❢♠✱ ❣.❡❡♥ ❜❛.)✮ ❝♦♠♣❛.❡❞ ✇✐*❤ ❛♥❛❧②*✐❝❛❧ ✭❞❛)❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮

❛♥❞ ✏❡①❛❝*✑ .❡)✉❧*) ✭)♦❧✐❞ .❡❞ ❧✐♥❡✮✳
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✷ ❜② ❛♥♦"❤❡* ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ *❡❣❛*❞❡❞ ❛% ❛ "♦② ♠♦❞❡❧ ❢♦* "❤❡ ♣*♦❜❧❡♠

♦❢ "❤❡ %❝❛""❡*✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✉% ❜② ❛♥♦"❤❡* ♥✉❝❧❡✉%✳ ❚❤✐% ❝♦♥%"✐"✉"❡% ❛♥

❡✛❡❝"✐✈❡ "❤*❡❡✲❜♦❞② ♣*♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦%❡ %♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ "❤*❡❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ✐% ❡①"*❡♠❡❧②

❝♦♠♣❧✐❝❛"❡❞✱ ♣❛*"✐❝✉❧❛*❧② ✇❤❡♥ ❜*❡❛❦✉♣ ❛♥❞ *❡❛**❛♥❣❡♠❡♥" ❝❤❛♥♥❡❧% ❛*❡ "♦

❜❡ ❝♦♥%✐❞❡*❡❞✳ ❖✉* ♦♥❡✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣*♦✈✐❞❡% "❤❡ ❡%%❡♥"✐❛❧ "❤*❡❡✲❜♦❞②

♥❛"✉*❡ ♦❢ "❤✐% ♣*♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇% ❢♦* ❛ ♠✉❝❤ %✐♠♣❧❡* ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛%%❡%%✲

♠❡♥" ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥" ♠❡"❤♦❞% ♦❢ %♦❧✉"✐♦♥✳ ❚♦ %✐♠♣❧✐❢② ❢✉*"❤❡* "❤❡ ♣*♦❜❧❡♠✱ ✇❡

❛%%✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✇❡❧❧ *❡♣*❡%❡♥"✐♥❣ "❤❡ ♣*♦❥❡❝"✐❧❡ ♠♦✈❡% ❛❝❝♦*❞✐♥❣

"♦ ❛ ♣*❡❞❡"❡*♠✐♥❡❞ ❝❧❛%%✐❝❛❧ "*❛❥❡❝"♦*②✱ ❛❧"❤♦✉❣❤ "❤❡ ✐♥"❡*♥❛❧ ♠♦"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

✏✈❛❧❡♥❝❡✑ ♣❛*"✐❝❧❡ ✐% "*❡❛"❡❞ ❢✉❧❧② B✉❛♥"✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐% ❝♦**❡%♣♦♥❞%

"♦ ❛ %❡♠✐❝❧❛%%✐❝❛❧ ❛♣♣*♦❛❝❤ ♦❢ "❤❡ %❝❛""❡*✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠✳

❉✐✛❡*❡♥" ❛♣♣*♦❛❝❤❡% ❛*❡ ✐♥✈❡%"✐❣❛"❡❞ ❢♦* "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡✲❜♦❞②

%②%"❡♠%✿ "❤❡ ✏❡①❛❝"✑ "✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥" %♦❧✉"✐♦♥ ✐% ♣*❡%❡♥"❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✸✳✶✱

✇❤✐❧❡ "✇♦ ❛♣*♦①✐♠❛"❡ %♦❧✉"✐♦♥% ✭"❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧% ♠❡"❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ♣❡*"✉*✲

❜❛"✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥✮ ❛*❡ ♣*❡%❡♥"❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥% ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳ ❲❡ "❤❡♥ %"✉❞②

"❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉* *❡%✉❧"% ♦♥ "❤❡ ❞✐%"❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦%❡%" ❛♣♣*♦❛❝❤ ❛♥❞ "❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✸✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✸✳✺ ✇❡ ❝♦♠♣❛*❡

❡①❛❝" ❛♥❞ ❛♣♣*♦①✐♠❛"❡ ♠❡"❤♦❞% ♣*❡%❡♥"✐♥❣ ✈❛*✐♦✉% ♠♦❞❡❧ ❝❛%❡% ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❞✐✛❡*❡♥" *❡❛❝"✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧%✳ ❚❤❡ *♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥"✐♥✉✉♠ ✐% ❛❧%♦ ❞✐%❝✉%%❡❞✳

✹✸





✹✺

❲❡ ❝♦♥'✐❞❡* +❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛*+✐❝❧❡

✶

✱ ✐♥✐+✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲

❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭+❤❡ ✏+❛*❣❡+✑✮✱ '✉❜❥❡❝+ +♦ ❛♥ ❡①+❡*♥❛❧ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤

✐' ❛❧'♦ *❡♣*❡'❡♥+❡❞ ❜② ❛ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭+❤❡ ✏♣*♦❥❡❝+✐❧❡✑✮✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡' ✐♥

♦♥❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ +♦ ❛ ♣*❡❞❡+❡*♠✐♥❡❞ ❝❧❛''✐❝❛❧ ❡A✉❛+✐♦♥' ♦❢ ♠♦+✐♦♥✳

❚❤✐' '✐+✉❛+✐♦♥ ❞❡'❝*✐❜❡' '❝❤❡♠❛+✐❝❛❧❧② +❤❡ ❝♦❧❧✐'✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +✇♦ ♥✉❝❧❡✐✱

❡❛❝❤ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ✐+ ♣❡*♠✐+' +♦ ✉♥❞❡*'+❛♥❞ +❤❡

♠❡❝❤❛♥✐'♠' ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡*♥ ❛ ♥✉❝❧❡❛* *❡❛❝+✐♦♥ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢

+❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝+✐♦♥ ❛''♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ♣❛*+✐❝❧❡✳ ■♥ ♣❛*+✐❝✉❧❛*✱ ✇❡ ✐♥+❡♥❞ +♦

'✐♠✉❧❛+❡ ❞✐*❡❝+ *❡❛❝+✐♦♥'✱ ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ❝❤❛*❛❝+❡*✐③❡❞ ❜② ❣*❛③✐♥❣ ❝♦❧❧✐'✐♦♥' ✇✐+❤

❛ '♠❛❧❧ ♦✈❡*❧❛♣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♣*♦❥❡❝+✐❧❡ ❛♥❞ +❛*❣❡+✳ ❚♦ '✐♠✉❧❛+❡ +❤✐' '✐+✉❛+✐♦♥

✐♥ ♦✉* ♦♥❡✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ +❤❡ ❞✐'+❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦'❡'+ ❛♣♣*♦❛❝❤ ✐' ❝❤♦'❡♥

✐♥ '✉❝❤ ❛ ✇❛② +❤❛+ +❤❡ +✇♦ ✇❡❧❧ ♦♥❧② ❜❛*❡❧② ♦✈❡*❧❛♣✳ ■♥✐+✐❛❧❧②✱ '✐♥❝❡ ✇❡

❛''✉♠❡ +❤❡ ♣❛*+✐❝❧❡ +♦ ❜❡ ❛ +❛*❣❡+ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥✉❝❧❡♦♥✱ ✐+ ❝♦✐♥❝✐❞❡' ✇✐+❤ ❛♥

❡✐❣❡♥'+❛+❡ ♦❢ +❤❡ +❛*❣❡+ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ❉✉*✐♥❣ +❤❡ *❡❛❝+✐♦♥ +❤❡ ♣❛*+✐❝❧❡ ✇✐❧❧

❢❡❡❧ +❤❡ ✐♥+❡*❛❝+✐♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉'✱ ✐✳❡✳ +❤❡ ♣*♦❥❡❝+✐❧❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧

✇❡❧❧✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡ ✐♥✐+✐❛❧ ♣❛*❛♠❡+❡*' ♦❢ +❤❡ *❡❛❝+✐♦♥✱ +❤❡ ♣❛*+✐❝❧❡ ✇✐❧❧

♠♦*❡ ❧✐❦❡❧② *❡♠❛✐♥ ✐♥ ✐+' ✐♥✐+✐❛❧ '+❛+❡ ✭❡❧❛'+✐❝ '❝❛++❡*✐♥❣✮✱ ❥✉♠♣ +♦ ❛♥ ❡①❝✐+❡❞

❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ +❤❡ +❛*❣❡+ ✭✐♥❡❧❛'+✐❝ '❝❛++❡*✐♥❣✮✱ +*❛♥'❢❡* +♦ ❛ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧

♦❢ +❤❡ ♦+❤❡* ♥✉❝❧❡✉'✱ ♦* ✐+ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ +❤❡ ✐♥✐+✐❛❧ ♥✉❝❧❡✉' ❛♥❞ ❡'❝❛♣❡ +♦

+❤❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ✭❜*❡❛❦✉♣✮✳ ❆' ❛ ❝♦♥'❡A✉❡♥❝❡✱ +❤❡ ♣❛*+✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝+✐♦♥ ✇✐❧❧

❝❤❛♥❣❡✱ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐+② +♦ ❡①❝✐+❡ +❤❡ ❞✐✛❡*❡♥+ *❡❛❝+✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧'✳

▲❡+ ✉' '+❛*+ +❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡'❝*✐♣+✐♦♥ ❜② '♣❡❝✐❢②✐♥❣ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ❛♥❞ +❤❡

✐♥✐+✐❛❧ ❝♦♥❞✐+✐♦♥'✳ ❚❤❡ '②'+❡♠ ✐' ❞❡'❝*✐❜❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥

H(x, t) = − ~
2

2µ

∂2

∂x2
+ VT (x) + VP (x− xp(t), t), ✭✸✳✶✮

✇❤❡*❡ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ +✇♦ ♣♦+❡♥+✐❛❧' VT ❛♥❞ VP ✱ ❝❤♦'❡♥ ✇✐+❤ ❛ ❲♦♦❞'✲❙❛①♦♥'

'❤❛♣❡ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ❛''♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❛*❣❡+ ❛♥❞ +♦ ♣*♦❥❡❝+✐❧❡ *❡'♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦✉*

✏'❡♠✐❝❧❛''✐❝❛❧✑ ♠♦❞❡❧ +❤❡ +❛*❣❡+ ✐' ❛+ *❡'+ ❛♥❞ ♦♥❧② +❤❡ ♣*♦❥❡❝+✐❧❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧

♠♦✈❡' ❛❝❝♦*❞✐♥❣ +♦ ❛ ❝❧❛''✐❝❛❧ +*❛❥❡❝+♦*②✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉'❡ +❤❡ ❝❧❛''✐❝❛❧ ✉♥✐❢♦*♠❧②

❛❝❝❡❧❡*❛+❡❞ ♠♦+✐♦♥

xp(t) = x0 + vt+
1

2
at2, ✭✸✳✷✮

✇❤❡*❡ xp(t) ✐' +❤❡ ♣♦'✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝❡♥+❡* ♦❢ +❤❡ ♣*♦❥❡❝+✐❧❡ ✇❡❧❧ ❛+ ❡❛❝❤ ✐♥'+❛♥+

✶

◆♦"❡ "❤❛"✱ '✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦" '✐♠✉❧❛"❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❜❛22✐❡2'✱ ✇❡ ❛''✉♠❡ "❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛2"✐❝❧❡

"♦ ❜❡ ❛ ♥❡✉"2♦♥✳



✹✻ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

t✱ x0 ✐4 %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣♦4✐%✐♦♥ ❛% t = 0 ♣4 ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡4♣♦♥❞4 %♦ %❤❡ ♠♦♠❡♥%

♦❢ ❞✐4%❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦4❡4% ❛♣♣'♦❛❝❤✱ v ✐4 %❤❡ ❛4②♠♣%♦%✐❝ ✈❡❧♦❝✐%② ♦❢ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡✱

❛44✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ❝♦♥4%❛♥% ✉♥%✐❧ t = tinitial ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐% 4%❛'%4 %♦ ❢❡❡❧ %❤❡ ✐♥%❡'✲

❛❝%✐♦♥ ✇✐%❤ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡'❛%❡4 ✇✐%❤ ❝♦♥4%❛♥% ❛❝❝❡❧❡'❛%✐♦♥ a✳ ■♥ %❤✐4

❝❛4❡ ✇❡ ❝❤♦♦4❡ %❤❡ 4♣❛%✐❛❧ ❣'✐❞ ✐♥%❡'✈❛❧ dx = 0.2 ❢♠ ❛♥❞ %❤❡ %✐♠❡ ✐♥%❡'✈❛❧

dt✱ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✉4❡ %❤❡ %'❛❥❡❝%♦'② ♣'♦♣♦4❡❞ ✐♥ ❬✸✺❪

xp(t) = x0 +
√

ρ2 + (vt)2 − ρ, ✭✸✳✸✮

%❤❛% ❛❝❝♦✉♥%4 ❢♦' %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♠♦%✐♦♥ ✇✐%❤ ✜①❡❞ ❛4②♠♣%♦%✐❝ ✈❡❧♦❝✐%② v ❛%

❧❛'❣❡ ❞✐4%❛♥❝❡✱ ❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ❛♥ ❛4②♠♣%♦%✐❝ ❡♥❡'❣② EP = 1/2mv2✱ ✇❤✐❝❤

'❡❣✉❧❛%❡4 %❤❡ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❞✉'❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '❡❛❝%✐♦♥ ✭%❤❡ ❤✐❣❤❡' %❤❡ ❛4②♠♣%♦%✐❝

❡♥❡'❣②✱ %❤❡ ❢❛4%❡' ✐4 %❤❡ '❡❛❝%✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐4%❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦4❡4% ❛♣♣'♦❛❝❤ x0

❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✇♦ ❝❡♥%❡'4 ♦❢ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧4✳ ❚❤✐4 %'❛❥❡❝%♦'② ❞✐✛❡'4 ❢'♦♠ %❤❡

♣'❡✈✐♦✉4 ♦♥❡ ✐♥ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✐4 ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐%4 ❛❝❝❡❧❡'❛%✐♦♥ ♦✈❡'

%❤❡ ❞✐4%❛♥❝❡ ρ✱ %❤✉4 4✐♠✉❧❛%✐♥❣ %❤❡ ♥✉❝❧❡❛' ✐♥%❡'❛❝%✐♦♥ ✇✐%❤ %❤❡ %❛'❣❡%❀ ✐♥ ❢❛❝%

❛% t = ±∞ %❤❡ %'❛❥❡❝%♦'② %❡♥❞4 %♦ ❛ ✉♥✐❢♦'♠ ♠♦%✐♦♥ ✇✐%❤ ③❡'♦ ❛❝❝❡❧❡'❛%✐♦♥✳

■% ✐4 ❛❧4♦ ♠♦'❡ ✐♥%✉✐%✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉4❡ ✐% ❛❧❧♦✇4 %❤❡ ✉4❡ ♦❢ 4%❛♥❞❛'❞ ♣❛'❛♠❡%❡'4

♦❢ %❤❡ 4❝❛%%❡'✐♥❣ %❤❡♦'②✳ ❋✐①✐♥❣ ❛ ❣'✐❞ 4✐③❡ ❡K✉❛❧ %♦ %❤❛% ✐♥ ♣'❡✈✐♦✉4 ❝❛4❡✱

❤❡'❡ ✇❡ ❞❡%❡'♠✐♥❡ %❤❡ %✐♠❡ ✐♥%❡'✈❛❧ ❛4 dt = dx/4v✳ ❚❤❡ %✉'♥✐♥❣ ♣♦✐♥% ♦❢ %❤❡

❝♦❧❧✐4✐♦♥ ❝♦''❡4♣♦♥❞4 %♦ t = 0 ♣4✱ ❛4 ✇❡❧❧✳

❯♣♦♥ ✈❛'✐❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡4❡ ♣❛'❛♠❡%❡'4✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 4✐♠✉❧❛%❡ ❞✐✛❡'❡♥% ❦✐♥❡♠❛%✐✲

❝❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥4 ❞✉❡ %♦ ❞✐✛❡'❡♥% ❜♦♠❜❛'❞✐♥❣ ❡♥❡'❣✐❡4 ❛♥❞ ✐♠♣❛❝% ♣❛'❛♠❡%❡'4

✭❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ♣❛'%✐❛❧ ✇❛✈❡4 ✐♥ ❛ K✉❛♥%✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡4❝'✐♣%✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡

%❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ♣❛'❛♠❡%❡'4 ♦❢ %❤❡ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧4 ❛❝❝♦✉♥%4 ❢♦' %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥%

♠❛44❡4 ♦❢ %❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✱ %❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡4 ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥% ✜♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧4 ❛4

✇❡❧❧ ❛4 %❤❡ ♣♦44✐❜✐❧✐%② ♦❢ 4✐♠✉❧❛%✐♥❣ ✇❡❛❦ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐%✐♦♥4✳

❇② 4♦❧✈✐♥❣ 4❡♣❛'❛%❡❧② %❤❡ %✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❙❝❤'♦❡❞✐♥❣❡' ❡K✉❛%✐♦♥ ❢♦' ❡❛❝❤

✇❡❧❧

HJΦJ(x) = EJΦJ(x), ✭✸✳✹✮

✇✐%❤ %❤❡ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥

HJ =

[

− ~
2

2µ

d2

dx2
+ VJ(x)

]

, ✭✸✳✺✮

✇❡ ♦❜%❛✐♥ %✇♦ 4❡%4 ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧4 ΦJ(x)❀ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ '❡❛❝%✐♦♥

✉♥❞❡' 4%✉❞② ✇❡ ✇✐❧❧ 4❡❧❡❝% ♦♥❡ ♦❢ %❤❡4❡ ❧❡✈❡❧4 ❛4 %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ 4%❛%❡ ♦❢ ♦✉' 4✐♥❣❧❡✲



✸✳✶✳ ❊①❛❝' '✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥' /♦❧✉'✐♦♥ ✹✼

♣❛5'✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❋♦5 ❡①❛♠♣❧❡✱ '♦ ❞❡/❝5✐❜❡ ❛ ♣✐❝❦✲✉♣ 5❡❛❝'✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧

❝❤♦♦/❡ ❛/ ✐♥✐'✐❛❧ /'❛'❡ ❛ /✐♥❣❧❡✲♣❛5'✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ '❤❡ '❛5❣❡'✳ ■♥ '❤❡ /✐♠✉❧❛'✐♦♥/

♣5❡/❡♥'❡❞ ❤❡5❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②/ ❝❤♦♦/❡ ❛ '❛5❣❡' ✇❛✈❡❢✉♥❝'✐♦♥ ❛/ ✐♥✐'✐❛❧ ♦♥❡✳

■♥ ✜❣✉5❡ ✸✳✶ ✇❡ ♣5❡/❡♥' '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ /✐'✉❛'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ '❛5❣❡' ❛♥❞ ♣5♦❥❡❝'✐❧❡

♣♦'❡♥'✐❛❧/ ✐♥ '❤❡✐5 ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦/✐'✐♦♥/ ♦♥ '❤❡ /♣❛'✐❛❧ ❣5✐❞✳

❋✐❣✉5❡ ✸✳✶✿ ❚❛5❣❡' ❛♥❞ ♣5♦❥❡❝'✐❧❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧/ ✐♥ '❤❡✐5 ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦/✐'✐♦♥/ ♦♥ '❤❡

/♣❛'✐❛❧ ❣5✐❞✳ ❚❤❡ ❛55♦✇/ /❝❤❡♠❛'✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛'❡ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ♠♦'✐♦♥✳

❚❤❡ ♣5♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ /♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡5❡♥' ✇❛②/✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥

❣❡' '❤❡ ❡①❛❝' /♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣5♦❜❧❡♠ ❜② ♥✉♠❡5✐❝❛❧❧② /♦❧✈✐♥❣ '❤❡ ❝♦55❡/♣♦♥❞✲

✐♥❣ '✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥' ❙❝❤5♦❡❞✐♥❣❡5 ❡H✉❛'✐♦♥ ✭/❡❝'✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❖♥ '❤❡ ♦'❤❡5 ❤❛♥❞✱

✇❡ ❝❛♥ ♦❜'❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣5♦①✐♠❛'❡ /♦❧✉'✐♦♥ ✉/✐♥❣ '❤❡ ♠❡'❤♦❞/ ✉/✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥

/♦❧✈✐♥❣ '❤5❡❡✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ /❝❛''❡5✐♥❣ ♣5♦❜❧❡♠/ ✭/❡❝'✐♦♥/ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✷✮✳

✸✳✶ ❊①❛❝' '✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥' /♦❧✉'✐♦♥

■♥ '❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ✏❡①❛❝'✑ /♦❧✉'✐♦♥✱ ✇❡ ♣5♦❝❡❡❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ '✐♠❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉'5♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝'✐♦♥ Ψ(x, t) ❜② ♥✉♠❡5✐❝❛❧❧② /♦❧✈✐♥❣ '❤❡ '✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥' ❙❝❤5♦❡❞✐♥❣❡5 ❡H✉❛'✐♦♥

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = H(x, t)Ψ(x, t), ✭✸✳✻✮



✹✽ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✇✐%❤ %❤❡ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ✭✸✳✶✮✳

❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥Ψ ✐4 ❝♦♥✜♥❡❞ ✇✐%❤✐♥ ❛♥ ✐♥%❡'✈❛❧ ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ %✇♦ ✇❡❧❧4✳ ■%

✐4 ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❛% ✜①❡❞ ♣♦✐♥%4 ✇✐%❤ ❝♦♦'❞✐♥❛%❡4 xµ 4❡♣❛'❛%❡❞ ❜② dx✳ ❆❝❝♦'❞✐♥❣

%♦ ❬✺✸❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 4♦❧✈❡ %❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❜② '❡♣'❡4❡♥%✐♥❣ %❤❡ 4②4%❡♠ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥

❜② ❛ %'✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛%'✐①

Hµν = − ~
2

2mdx2
(δµν+1 + δµν−1 − 2δµν) + δµν [VT (xµ) + VP (xµ − xp(t))] ,

✭✸✳✼✮

❛♥❞ %❤❡ %✐♠❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ✐4 ❣♦✈❡'♥❡❞ ❜② %❤❡ 4♦✲❝❛❧❧❡❞ I❛❞J

❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦♣❡'❛%♦'✿

Ψ(t+ dt) =

(

1 +
idt

2~
H
)−1(

1− idt

2~
H
)

Ψ(t), ✭✸✳✽✮

✇❤❡'❡ dt ✐4 ❛ ✜♥✐%❡ %✐♠❡ 4%❡♣✱ ❛♥❞ H ✐4 %❤❡ ♠❛%'✐① ✐♥ ❡L✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❛% %❤❡

✐♥%❡'♠❡❞✐❛%❡ %✐♠❡ t+ dt/2✳ ◆♦%❡ %❤❛% %❤✐4 ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦♣❡'❛%♦' ✐4 ✉♥✐%❛'②✳

❆♥ ❛❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✐4 %♦ ✐♥%❡❣'❛%❡ %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥%✐❛❧ ❡L✉❛%✐♦♥ ✉4✐♥❣ ❛ ✜♥✐%❡✲

❞✐❢❡'❡♥❝❡ ♠❡%❤♦❞✱ 4✉❝❤ ❛4 %❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉%%❛ ♠❡%❤♦❞✳ ❋♦' %❤❛%✱ ✐♥ %❤✐4 ✇♦'❦

✇❡ ♠❛❦❡ ✉4❡ ♦❢ %❤❡ '♦✉%✐♥❡4 ❉✵✷#❱❋ ❛♥❞ ❉✵✷#❈❋ ♦❢ %❤❡ ♥❛❣ ❧✐❜'❛'②

✷

✳

❆❧%❤♦✉❣❤ %❤✐4 4♦❧✉%✐♦♥ ♣'❡✈❡♥%4 ✉4 ❢'♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡%❡ ❝♦♥%'♦❧ ♦❢ %❤❡ ❝♦❞❡✱ ✐%

✇❛4 ❢♦✉♥❞ %♦ ❜❡ ❢❛4%❡' %❤❛♥ %❤❡ I❛❞J ♠❡%❤♦❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧4♦ ✈❡'✐✜❡❞ %❤❛%

❜♦%❤ ♠❡%❤♦❞4 ❧❡❛❞ %♦ ✐❞❡♥%✐❝❛❧ '❡4✉❧%4✳

❆% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ %✐♠❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ✜♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ❢♦'

❡❛❝❤ '❡❛❝%✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜② ♣'♦❥❡❝%✐♥❣ %❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ |Ψ(x, tf )〉 ♦♥%♦ %❤❡
❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥4%❛%❡4 ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❡❧❧ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② 4♦❧✈✐♥❣ ❡L✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❢♦'

❡❛❝❤ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✭%❛'❣❡% ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ΦT
i (x) ❢♦' ❡❧❛4%✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛4%✐❝✱ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡

❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ΦP
i (x) ❢♦' %'❛♥4❢❡' ❝❤❛♥♥❡❧4✮

Pelastic = |〈ΦT
g.s.(x)|Ψ(x, tf )〉|2, ✭✸✳✾✮

Pinelastic = |〈ΦT
i 6=g.s.(x)|Ψ(x, tf )〉|2, ✭✸✳✶✵✮

Ptransfer = |〈ΦP
i (x)|Ψ(x, tf )〉|2. ✭✸✳✶✶✮

❲❡ ❝❛♥ ❛❧4♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ❡✐%❤❡' ❜② ❞✐'❡❝% 4✉❜%'❛❝%✐♦♥

Pbreakup = 1− Pelastic − Pinelastic − Ptransfer, ✭✸✳✶✷✮

✷

❲❡ ❛#❡ ❛❧%♦ ✐♠♣♦%✐♥❣ ✈❛♥✐%❤✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛#② ❝♦♥❞✐3✐♦♥%✳



✸✳✷✳ #❡%&✉%❜❛&✐✈❡ ,♦❧✉&✐♦♥✿ ✜%,& ♦%❞❡% ❛♣♣%♦①✐♠❛&✐♦♥ ✹✾

♦% ❜② ♦✈❡%❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐&❤ &❤❡ ❛♣%♦♣%✐❛&❡ ❝♦♥&✐♥✉✉♠ ,&❛&❡,

Pbreakup =

∣

∣

∣

∣

∫

dǫ〈Φ(x, ǫ)|Ψ(x, tf )〉
∣

∣

∣

∣

2

, ✭✸✳✶✸✮

❛, ✇❡ ✇✐❧❧ ,❤♦✇ ❧❛&❡% ✐♥ ,❡❝&✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

✸✳✷ #❡%&✉%❜❛&✐✈❡ ,♦❧✉&✐♦♥✿ ✜%,& ♦%❞❡% ❛♣♣%♦①✐♠❛✲

&✐♦♥

❚❤❡ ♠❛❣♥✐&✉❞❡ ♦❢ &❤❡ &%❛♥,✐&✐♦♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐&② ❢%♦♠ |Φi〉 &♦ |Φf 〉 ❞❡♣❡♥❞, ♦♥

&❤❡ ,&%❡♥❣&❤ ♦❢ &❤❡ ✐♥&❡%❛❝&✐♦♥ V (x − xP (t))✳ ❆ ♠❡❛,✉%❡ ♦❢ &❤✐, ,&%❡❣&❤ ✐,

❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ❢♦%♠ ❢❛❝&♦% ❬✺✹❪

Finelastic(xp(t)) = 〈ΦT
i (x)|VP (x− xP (t))|ΦT

f (x)〉,
Ftransfer(xp(t)) = 〈ΦT

i (x)|VP (x− xP (t))|ΦP
f (x− xP (t))〉. ✭✸✳✶✹✮

❆, ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ,❤♦✇ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✸✳✷ &❤❡ ❢♦%♠ ❢❛❝&♦% ❢♦% &%❛♥,❢❡% ❛♥❞ ✐♥❡❧❛,&✐❝

♣%♦❝❡,,❡,✳ ❲❡ ,✐♠✉❧❛&❡ ❛ &%❛♥,✐&✐♦♥ ❢%♦♠ &❤❡ &❛%❣❡& ❣%♦✉♥❞ ,&❛&❡ &♦ &❤❡ ✜%,&

❛♥❞ ,❡❝♦♥❞ ❡①❝✐&❡❞ ,&❛&❡, ♦❢ &❤❡ ,❛♠❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭❜❧✉❡ ❞♦&&❡❞ ■♥❡❧❛,&✐❝ ✶

❛♥❞ ❞♦&&❡❞✴❞❛,❤❡❞ ✈✐♦❧❡& ■♥❡❧❛,&✐❝ ✷✮✱ ❛♥❞ &❤❡ &%❛,❢❡% &♦ &❤❡ ♣%♦❥❡❝&✐❧❡ ❣%♦✉♥❞

❛♥❞ ✜%,& ❡①❝✐&❡❞ ,&❛&❡, ✭%❡❞ ❞❛❤❡❞ ❚%❛♥,❢❡% ❣✳,✳ ❛♥❞ ,♦❧✐❞ ♦%❛♥❣❡ ❚%❛♥,❢❡%

✶✮✳ ◆♦&❡ &❤❛& &❤❡ &%❛♥,❢❡% ❢♦%♠ ❢❛❝&♦% ❤❛, ❛ ❧♦♥❣❡% &❛✐❧ ❛, ❝♦♠♣❛%❡❞ &♦ &❤❡

❢♦%♠ ❢❛❝&♦% ♦❢ ❛♥ ✐♥❡❧❛,&✐❝ ,❝❛&&❡%✐♥❣✳ ❚❤✐, ✐, ❞✉❡ &♦ &❤❡ ♦✈❡%❧❛♣ ❜❡&✇❡❡♥

&❤❡ ♣%♦❥❡❝&✐❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ &❤❡ &%❛♥,✐&✐♦♥ &♦

,&❛&❡, ✇✐&❤ &❤❡ ,❛♠❡ ♣❛%✐&② ❛, &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ,&❛&❡ ❛%❡ ❢❛✈♦✉%❡❞ ✭■♥❡❧❛,&✐❝ ✷ ✇✐&❤

%❡,♣❡❝& &♦ ■♥❡❧❛,&✐❝ ✶ ❛♥❞ ❚%❛♥,❢❡% ❣✳,✳ ✇✐&❤ %❡,♣❡❝& &♦ ❚%❛♥,❢❡% ✶✮✳

❚❤❡ ❢♦%♠ ❢❛❝&♦% ♠❡❛,✉%❡, &❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ M✉❛♥&❛ ✇❤✐❝❤ ❛%❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉%✐♥❣

&❤❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ✐♥ &❤❡ &%❛♥,✐&✐♦♥ &♦ &❤❡ ,&❛&❡ |Φf 〉✳ ■❢ ✐& ✐, ❛ ,♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡% &❤❡%❡

✐, ♦♥❧② ❛ ,♠❛❧❧ ❝❤❛♥❝❡ &❤❛& ❛ M✉❛♥&✉♠ ✐, ❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② &%❡❛& &❤❡

❡①❝✐&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ,&❛&❡ ❜② ✜%,& ♦%❞❡% ♣❡%&✉%❜❛&✐♦♥ &❤❡♦%② ❬✸✺✱ ✺✺❪✳ ❚❤✐, ♠❡❛♥,

❛,,✉♠✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛%&✐❝❧❡ ❡✈♦❧✈❡, ❢%♦♠ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ &♦ ✜♥❛❧ ,&❛&❡ ✐♥

❛ ,✐♥❣❧❡ ,&❡♣✳ ❚❤✐, ,♦❧✉&✐♦♥ ✐, %❡❧✐❛❜❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ &❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ &❤❡

%❡❛❝&✐♦♥ ✐, &❤❡ ❡❧❛,&✐❝ ,❝❛&&❡%✐♥❣ ✭✐❢ &❤✐, ✐, ♥♦& &❤❡ ❝❛,❡✱ ❛, ✇❡ ✇✐❧❧ ,❡❡ ❧❛&❡%

✐♥ ,❡❝&✐♦♥ ✸✳✺✱ &❤❡ %❡,✉❧&, ♠✐❣❤& ❛❧,♦ ❡①❝❡❡❞ 100%✮✳

■♥ ✜%,& ♦%❞❡%✱ &❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐&② P I
j (tfinal) ❢♦% &❤❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❥✲&❤ ,&❛&❡



✺✵ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✭✇✐%❤ ❡♥❡'❣② Ej✮ ♦❢ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ I = T, P ✐4 ❣✐✈❡♥ ❜②

P T
j (tf ) =

∣

∣

∣

∣

1

i~

∫ tf

ti

dt〈ΦT
i (x)|VP (x− xp(t))|ΦT

j (x)〉e
i(Ej−Ei)t

~

∣

∣

∣

∣

2

,

PP
j (tf ) =

∣

∣

∣

∣

1

i~

∫ tf

ti

dt〈ΦT
i (x)|VP (x− xp(t))|ΦP

j (x− xp(t))〉e
i(Ej−Ei)t

~

∣

∣

∣

∣

2

.✭✸✳✶✺✮

❋✐❣✉'❡ ✸✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢♦'♠ ❢❛❝%♦' ❢♦' %'❛♥4❢❡' ✭'❡❞ ❞❛❤❡❞ ❛♥❞ 4♦❧✐❞

♦'❛♥❣❡ ❧✐♥❡4✮ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛4%✐❝ ✭✭❜❧✉❡ ❞♦%%❡❞ ❛♥❞ ❞♦%%❡❞✴❞❛4❤❡❞ ✈✐♦❧❡% ❧✐♥❡4✮

♣'♦❝❡44❡4 ❛4 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡E✉❛%✐♦♥4 ✭✸✳✶✹✮✱ ❛4 ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '❡❧❛%✐✈❡ ❞✐4%❛♥❝❡

❜❡%✇❡❡♥ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❞✉'✐♥❣ %❤❡ ❝♦❧❧✐4✐♦♥✳

✸✳✸ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ,♦❧✉*✐♦♥ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧,

♠❡*❤♦❞

❚❤❡ 4❛♠❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ 4♦❧✈❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ 4♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ♠❡%❤♦❞✱

✇❤✐❝❤ ✐4 ❛ ♣♦♣✉❧❛' ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✉4❡❞ %♦ ❞❡4❝'✐❜❡ E✉❛♥%✉♠ ❝♦❧❧✐4✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠4

✐♥ ❛%♦♠✐❝✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛' ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛' ♣❤②4✐❝4✳ ❋♦' %❤✐4 ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇

%❤❡ ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❬✸✺❪✱ ❛♥❞ ✇❡ %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% %✇♦ ✜♥✐%❡ 4❡%4

♦❢ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥4✱ '❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧4✿ ΦT
j (x)

❛♥❞ ΦP
j (x)✱ ♦❢ NT ❛♥❞ NP 4%❛%❡4 '❡4♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❋♦' ❝♦❧❧✐4✐♦♥4 ❛♠♦♥❣ %✐❣❤❧②✲

❜♦✉♥❞ 4②4%❡♠4✱ %❤❡ ❜❛4✐4 ❡①♣❛♥4✐♦♥ ✐4 ✉4✉❛❧❧② '❡4%'✐❝%❡❞ %♦ ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ♦❢

%❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❛♥❞ %❛'❣❡% 4②4%❡♠4✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡♠ ✐4 ✇❡❛❦❧②✲



✸✳✸✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ,♦❧✉*✐♦♥ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧, ♠❡*❤♦❞ ✺✶

❜♦✉♥❞✱ ✐* ✐, ✐♠♣♦$*❛♥* *♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧,♦ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ,*❛*❡,✳ ❋♦$ *❤❛*✱ ✐* ✐,

❝♦♥✈❡♥✐❡♥* *♦ ✉,❡ ❛ ❞✐,❝$❡*❡ $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ ,<✉❛$❡✲✐♥*❡❣$❛❜❧❡ ❢✉♥❝*✐♦♥,✱ ❛,

*❤♦,❡ ❞✐,❝✉,,❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣*❡$ ✷ ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐,❝✉,, ✐♥ ♠♦$❡ ❞❡*❛✐❧ *❤❡ ✐♥❝❧✉,✐♦♥ ♦❢

❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧, ♠❡*❤♦❞ ✐♥ ,❡❝*✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ *❤❡② ❛$❡

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,♣❛*✐❛❧ ❣$✐❞✱ ✇❤♦,❡ ♦$✐❣✐♥ ❝♦$$❡,♣♦♥❞, *♦ *❤❡

❝❡♥*❡$ ♦❢ *❤❡ *❛$❣❡* ♣♦*❡♥*✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧,♦ ❝♦$$❡,♣♦♥❞, *♦ *❤❡ ❧❛❜♦$❛*♦$② ❢$❛♠❡✳

❆ ❞✐✛❡$❡♥* ❝❤♦✐❝❡✱ ❧✐❦❡ *❤❡ ❝❡♥*❡$ ♦❢ ♠❛,, ❢$❛♠❡ ♦❢ $❡❢❡$❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡ *✇♦

♣♦*❡♥*✐❛❧, ❛$❡ ♠♦✈✐♥❣✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❛ ❝❛$❡❢✉❧ *$❡❛*♠❡♥* ♦❢ *❛$❣❡* ❛♥❞

♣$♦❥❡❝*✐❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥, ❞✉❡ *♦ *❤❡ ♥♦♥✲❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢ ❙❝❤♦❡❞✐♥❣❡$ ❡<✉❛*✐♦♥

✭,❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ *❤❡,❡ *✇♦ ❜❛,❡, ❛$❡ ♥♦♥✲♦$*❤♦❣♦♥❛❧ ,♦ ✇❡ ✇✐❧❧

,♦❧✈❡ *❤✐, ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥*$♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✉❛❧ ❜❛,✐,✱ ❛, ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ ❞❡,❝$✐❜✐♥❣ *❤❡ ❡♥*✐$❡ ,②,*❡♠ ✐, ❡①♣$❡,,❡❞ ❛, ❛ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥

♦❢ *❛$❣❡* ❛♥❞ ♣$♦❥❡❝*✐❧❡ ,*❛*❡,

Ψ(x, t) =

NT
∑

j=1

cTj (t)Φ
T
j (x) +

NP
∑

j=1

cPj (t)Φ
P
j (x), ✭✸✳✶✻✮

❛♥❞ *❤❡ ,♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐, $❡❞✉❝❡❞ *♦ *❤❡ ❞❡*❡$♠✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ *✐♠❡

❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*, c
(T,P )
j (t) ❢$♦♠ *❤❡ ✜♥✐*❡ ,❡* ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐✛❡$❡♥*✐❛❧

❡<✉❛*✐♦♥,

i~
∂cTj
∂t

=
∑

cTk 〈ωT
j |V P |ΦT

k 〉+
∑

cPk 〈ωT
j |V T |ΦP

k 〉,

i~
∂cPj
∂t

=
∑

cTk 〈ωP
j |V P |ΦT

k 〉+
∑

cPk 〈ωP
j |V T |ΦP

k 〉. ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡,❡ ❡<✉❛*✐♦♥, ❛$❡ ,♦❧✈❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ❝♦♥❞✐*✐♦♥, cPj (t = −∞) = 0 ❛♥❞

cTj (t = −∞) = δi,j ✱ ✇❤❡$❡ i ✐♥❞✐❝❛*❡, ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ❜♦✉♥❞ ,*❛*❡, ✐♥ *❤❡ *❛$❣❡*

♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧✳

❚♦ ❞❡$✐✈❡ ❡<✉❛*✐♦♥, ✭✸✳✶✼✮✱ ✇❡ ✜$,* ✐♥,❡$* *❤❡ ❡<✉❛*✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ♦❢ *❤❡ ,②,*❡♠

✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ Ψ(x, t) ✐♥*♦ *❤❡ *✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥* ❙❝❤$♦❡❞✐♥❣❡$ ❡<✉❛*✐♦♥ ✭✸✳✻✮✱

*❤✉, ♦❜*❛✐♥✐♥❣

∑

j

i~
∂cTj
∂t

ΦT
j +

∑

j

i~
∂cPj
∂t

ΦP
j =

∑

j

cTj (H−HT )Φ
T
j +

∑

j

cPj (H−HP )Φ
P
j

✭✸✳✶✽✮

✇❤❡$❡ HJ ✐, *❤❡ ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧ J = T, P

♦❢ ❡<✉❛*✐♦♥ ✭✸✳✺✮✱ ❛♥❞ H ✐, *❤❡ ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ♦❢ *❤❡ ❢✉❧❧ ,②,*❡♠ ♣$❡,❡♥*❡❞ ✐♥



✺✷ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

❡5✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳

■♥ ♦'❞❡' %♦ ✐4♦❧❛%❡ %❤❡ %✐♠❡ ❞❡'✐✈❛%✐✈❡4 ❛♥❞ %♦ 4♦❧✈❡ %❤❡ ♥♦♥✲♦'%❤♦♥♦'♠❛❧

♣'♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥%'♦❞✉❝❡ ❛ ❞✉❛❧ ❜❛4✐4 ❛44♦❝✐❛%❡❞ %♦ ❡❛❝❤ ✇❡❧❧ ω
(T,P )
j (x, t)✱ ❝♦♥✲

❥✉❣❛%❡ %♦ %❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥4 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦%❡♥%✐❛❧✱ %❤'♦✉❣❤ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥

〈ΨI
m|ωJ

n〉 = δI,Jδn,m, ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡'❡ I, J = T, P ❛♥❞ n,m = 1, 2, ...N(T,P )✳ ❆ ♣'♦❥❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❡5✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮

♦♥ %❤❡ ❞✉❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥4 ②✐❡❧❞4 %❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡5✉❛%✐♦♥4 ✭✸✳✶✼✮✳

❆❝❝♦'❞✐♥❣ %♦ ❬✺✻✕✺✽❪✱ %❤❡ ❞✉❛❧ ❜❛4✐4 ✐4 %✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥% ❛♥❞ ✐4 ❛ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥

♦❢ %❤❡ ♦✈❡'❧❛♣4 ❜❡%✇❡❡♥ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❜❛4❡4 4%❛%❡4✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥4%'✉❝%

%❤❡ ❞✉❛❧ ❜❛4✐4 ✇✐%❤✐♥ %❤❡ 4♣❛❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥4 ❛4 ❢♦❧❧♦✇4

|ωT
n 〉 = (1− PP )

NT
∑

k=1

|ΦT
k 〉βTkn, ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡'❡ PP ✐4 %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐♦♥ ♦♣❡'❛%♦'

PP =

NP
∑

q=1

|ΦP
q 〉〈ΦP

q |, ✭✸✳✷✶✮

❛♥❞ 4✐♠✐❧❛'❧② ❢♦' ωP
n ✳ ❋'♦♠ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ ✇❡ 4❡❡ %❤❛% ❡5✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮

✐4 ❛✉%♦♠❛%✐❝❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦' I = T ❛♥❞ J = P ✳ ■♥4❡'%✐♥❣ ❡5✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮

✐♥%♦ ✭✸✳✶✾✮ ❢♦' I = J = T ✇❡ ❣❡%

βTmn −
NP
∑

q=1

NT
∑

k=1

〈ΦT
m|ΦP

q 〉〈ΦP
q |ΦT

k 〉βTkn = δmn, ✭✸✳✷✷✮

%❤✉4✱ βT ✐4 %❤❡ ✐♥✈❡'4❡ ♦❢ %❤❡ ♠❛%'✐①

MT
mn = δmn −

NP
∑

q=1

〈ΦT
n |ΦP

q 〉〈ΦP
q |ΦT

m〉. ✭✸✳✷✸✮

❙✐♥❝❡ MT
✐4 ❛♥ ❍❡'♠✐%✐❛♥ ♠❛%'✐①✱ βT ✐4 ❛❧4♦ ❍❡'♠✐%✐❛♥✳ ❆♥ ❛❧%❡'♥❛%✐✈❡

❞❡'✐✈❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞✉❛❧ ❜❛4✐4 ✐4 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸✺❪✳

■♥ ♣'♦❜❧❡♠4 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡'❡♥% ♠❛44 ♣❛'%✐%✐♦♥4✱ ♦♥❡ ♠❛② ✉4❡ %❤❡ 4♦✲❝❛❧❧❡❞

♣'✐♦' ❛♥❞ ♣♦4% '❡♣'❡4❡♥%❛%✐♦♥4 ♦❢ %❤❡ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡%❤❡' ♦♥❡



✸✳✸✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ,♦❧✉*✐♦♥ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧, ♠❡*❤♦❞ ✺✸

❝♦♥,✐❞❡$, *❤❡ ♣$♦❥❡❝*✐❧❡✲*❛$❣❡* ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ♦$ ✜♥❛❧ ,*❛*❡,❀ ❜②

❞❡✜♥✐*✐♦♥ *❤❡② ❤❛✈❡ *♦ ❣✐✈❡ *❤❡ ,❛♠❡ $❡,✉❧*,✳ ❊?✉❛*✐♦♥, ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮ ❛$❡

❝♦♥,*$✉❝*❡❞ ✐♥ ♣$✐♦$ $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥✳ ■♥ ♣♦,* $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞

*❤❡ ,②,*❡♠ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ❞✉❛❧ ❜❛,✐,

Ψ(x, t) =
∑

n

c̃Tnω
T
n +

∑

n

c̃Pnω
P
n , ✭✸✳✷✹✮

❛♥❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡$✐✈❛*✐♦♥ ,✐♠✐❧❛$ *♦ *❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦$ *❤❡ ♣$✐♦$ $❡♣$❡,❡♥*❛✲

*✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ,❡* ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞✲❡?✉❛*✐♦♥,

i~
∂c̃Tn
∂t

=
∑

c̃Tm〈ΦT
n |V P |ωT

m〉+
∑

c̃Pm〈ΦT
n |V P |ωP

m〉,

i~
∂c̃Pn
∂t

=
∑

c̃Tm〈ΦP
n |V T |ωT

m〉+
∑

c̃Pm〈ΦP
n |V T |ωP

m〉. ✭✸✳✷✺✮

❋$♦♠ *❤❡ ,②,*❡♠ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ Ψ(x, t)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧,♦ ❡①*$❛❝* ❛♠♣❧✐*✉❞❡, ❢♦$

❡①❝✐*❛*✐♦♥ ❛♥❞ *$❛♥,❢❡$ ✐♥ ♣♦,* ❛♥❞ ♣$✐♦$ $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥, *❤$♦✉❣❤ *❤❡ ❡①♣$❡,✲

,✐♦♥,

c̃In = 〈ωI
n|Ψ〉,

cIn = 〈ΦI
n|Ψ〉. ✭✸✳✷✻✮

❉✉❡ *♦ ♣♦,*✲♣$✐♦$ ,②♠♠❡*$②✱ *❤❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡, ✐♥ *❤❡ *✇♦ $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥, ❛$❡

$❡❧❛*❡❞ ❜②

c̃Tn = cTn +
∑

m

〈ΦT
n |ΦP

m〉cPm,

c̃Pn = cPn +
∑

m

〈ΦP
n |ΦT

m〉cTm. ✭✸✳✷✼✮

❚❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*✐❡, *♦ ♣♦♣✉❧❛*❡ *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥* ✜♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧, ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛,

P
(T,P )
j = |c(T,P )

j |2 ✭✸✳✷✽✮

✐♥ *❤❡ ♣$✐♦$ $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥✱ ♦$ ❛,

P̃
(T,P )
j = |c̃(T,P )

j |2 ✭✸✳✷✾✮

✐♥ *❤❡ ♣♦,* $❡♣$❡,❡♥*❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ j ❞❡♥♦*❡, *❤❡ ?✉❛♥*✉♠ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ *❤❡

✜♥❛❧ ,*❛*❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ *✇♦ ✇❡❧❧,✳



✺✹ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

❇❡❝❛✉4❡ ♦❢ %❤❡ ♥♦♥✲♦'%❤♦❣♦♥❛❧✐%② ♦❢ %❤❡ ❜❛4✐4 4%❛%❡4✱ %❤❡ 4✉♠ ♦❢ %❤❡4❡ ✏♣'♦❜✲

❛❜✐❧✐%✐❡4✑ ✐4 ♥♦% ❝♦♥4❡'✈❡❞ ❞✉'✐♥❣ %❤❡ ❝♦❧❧✐4✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ✐♥4%❡❛❞ ❞❡✜♥❡ %❤❡

✏♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4✑ ❜②

P(T,P )
j = Re

[

(c
(T,P )
j )∗c̃

(T,P )
j

]

, ✭✸✳✸✵✮

❝♦♥4❡'✈❛%✐♦♥ ♦❢ %♦%❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ✐4 ❛❧✇❛②4 ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧

❢♦'♠❛❧✐4♠✳ ❚❤✐4 ❢♦❧❧♦✇4 ❢'♦♠ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ♠❛%'✐① ❣♦✈❡'♥✐♥❣ %❤❡ %✐♠❡

❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡4 ✐♥ %❤❡ ♣♦4% '❡♣'❡4❡♥%❛%✐♦♥ ✐4 ♠✐♥✉4 %❤❡ ❤❡'♠✐%✐❛♥

❝♦♥❥✉❣❛%❡ ♦❢ %❤❡ ♠❛%'✐① %❤❛% ❞❡%❡'♠✐♥❡4 %❤❡ %✐♠❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡4

✐♥ %❤❡ ♣'✐♦' '❡♣'❡4❡♥%❛%✐♦♥✳ ❲❡ 4❤❛❧❧ %❤❡'❡❢♦'❡ ❝❛❧❧ ❡H✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✵✮ %❤❡ ✉♥✐#❛%②

%❡♣%❡)❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦% ❜❡ 4✉'❡ %❤❛% %❤❡4❡

H✉❛♥%✐%✐❡4 ❛'❡ ❛❧✇❛②4 ♥♦♥✲♥❡❣❛%✐✈❡ ❞✉'✐♥❣ %❤❡ ❝♦❧❧✐4✐♦♥✳

❆❢%❡' %❤❡ ❝♦❧❧✐4✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♦✈❡'❧❛♣4 ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❜❛4✐4 4%❛%❡4 ✐♥ %❤❡ %✇♦

✇❡❧❧4 ✈❛♥✐4❤✱ %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡4 ❢♦' ❛ ❣✐✈❡♥ %'❛♥4✐%✐♦♥ ❛'❡ %❤❡ 4❛♠❡ ✐♥ %❤❡ ♣♦4%

❛♥❞ ♣'✐♦' '❡♣'❡4❡♥%❛%✐♦♥✱ ❛4 ❡✈✐❞❡♥% ❢'♦♠ ❡H✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✼✮✳ ❚❤✐4 4♦✲❝❛❧❧❡❞

♣♦4%✲♣'✐♦' 4②♠♠❡%'② ✐♠♣❧✐❡4 %❤❛% %❤❡ %♦%❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ✐4 ❝♦♥4❡'✈❡❞ ♦♥❝❡ %❤❡

❝♦❧❧✐4✐♦♥ ✐4 ♦✈❡'✱ ❛❧4♦ ✐♥ ❛ %'✉♥❝❛%❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧ %'❡❛%♠❡♥%✳

✸✳✸✳✶ ■♥❝❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥,✐♥✉✉♠ ✐♥ ,❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧( ♠❡,❤♦❞

■♥ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❬✸✺❪ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ✇❡'❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ %❤❡ ❜❛4❡4 ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱

❜'❡❛❦✉♣ ❝❤❛♥♥❡❧4 ✇❡'❡ ♦♠✐%%❡❞✳ ❚❤✐4 ✐4 ♣♦44✐❜❧② ❥✉4%✐✜❡❞ ❢♦' %✐❣❤❧② ❜♦✉♥❞

4②4%❡♠4✱ ❜✉% ♥♦% ❢♦' ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ♦♥❡4✱ ❢♦' ✇❤✐❝❤ %❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ %♦ %❤❡4❡

❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛♥ ❜❡ ✈❡'② ✐♠♣♦'%❛♥%✳

■♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 4❝❤❡♠❡✱ ❛4 ✇❡ ✉4❡ ❤❡'❡✱ ❜✉% ❛❧4♦ ❢♦' %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥

♦❢ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ♣'❡4❡♥%❡❞ ❢♦' %❤❡ ❡①❛❝% ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡H✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✱

♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦% ✐♥❝❧✉❞❡ %❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ 4♣❡❝%'✉♠✱ 4✐♥❝❡ %❤❡4❡ 4%❛%❡4 ❢♦'♠ ❛

❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♦❢ ❡♥❡'❣✐❡4✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡4❡ 4%❛%❡4 ❛'❡ ♥♦% 4H✉❛'❡✲

✐♥%❡❣'❛❜❧❡ ♣♦4❡4 ♥✉♠❡'✐❝❛❧ ♣'♦❜❧❡♠4 4✐♥❝❡ %❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦%❡♥%✐❛❧4 ❜❡❝♦♠❡ ♦❢

✐♥✜♥✐%② '❛♥❣❡✳ ❚♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ %❤❡4❡ ❞✐✣❝✉❧%✐❡4✱ ✐% ✐4 ❝✉4%♦♠❛'② %♦ '❡4♦'% %♦ ❛♥

❛♣♣'♦①✐♠❛%❡✱ ❞✐4❝'❡%❡ ❞❡4❝'✐♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠✳ ❋♦' %❤❛%✱ ✇❡ ♠❛② ✉4❡

%❤❡ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 ✐♥%'♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡' ✷✳ ❲❡ '❡♠✐♥❞ ❤❡'❡ %❤❛% ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4

❛'❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② 4♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ✜♥✐%❡✲❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♠❡%❤♦❞ ♦♥ %❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣'✐❞ ❬✹✺❪✱

❛4 ♣'❡4❡♥%❡❞ ✐♥ 4❡❝%✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳

■♥ %❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❛♥❞ ✜'4% ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞4✱

✇❡ 4❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛'❡❢✉❧ %❤❛% ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ %✐♠❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ %❤❡'❡ ✐4 ♥♦

♦✈❡'❧❛♣ ❜❡%✇❡❡♥ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❜❛4❡4✳ ❚❤✐4 ✐4 ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡



✸✳✸✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*❡ ,♦❧✉*✐♦♥ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧, ♠❡*❤♦❞ ✺✺

*✇♦ ❜❛,❡, ❛$❡ ♥♦* ♠✉*✉❛❧❧② ♦$*❤♦❣♦♥❛❧✱ ,♦ ✇❤✐❧❡ *❤❡② ♦✈❡$❧❛♣ *❤❡ ♣$♦❜❧❡♠

❧♦,❡, ✉♥✐*❛$✐*②✱ ❛, ✇❡ ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✐♥ ,❡❝*✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆❢*❡$ *❤❡ $❡❛❝*✐♦♥✱ ✇❤❡♥

*❤❡ ♣$♦❥❡❝*✐❧❡ ✐, ❢❛$ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦$ *❤❡,❡ ♦✈❡$❧❛♣, *♦ ✈❛♥✐,❤✱ *❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❤❛,

$❡,*♦$❡❞ ✐*, ✉♥✐*❛$✐*② ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛*❡ *❤❡ ✜♥❛❧ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*✐❡,✳ ❚❤✉,✱ ✐❢

✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✇❡ ♥❡❡❞ *♦ $❡,*$✐❝* ✐* *♦ ❛ ,♠❛❧❧ $❛♥❣❡ [−xJb ,+xJb ]
❝❡♥*❡$❡❞ ✐♥ *❤❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦*❡♥*✐❛❧ J = target, projectile✱ ✐♥ ♦$❞❡$

*❤❛* xTb + xPb > xP (tmax)✳ ❆ ❧✐♠✐*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤✐, ♠❡*❤♦❞ ✐, *❤❛* *❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ xJb ✐, ❞♦♥❡ ❛ ♣♦#$❡&✐♦&✐ *♦ ✐♥❝❧✉❞❡ *❤❡ ❜$❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥* ✐♥*♦ *❤❡

❝♦♥*✐♥✉✉♠ ✐♥*❡$✈❛❧✳ ■♥ ,✐*✉❛*✐♦♥, ✐♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡ ❜$❡❛❦✉♣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐, ❞♦♠✐♥❛♥*✱

*❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥* $❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ *♦ *❤❡ ❝♦♥*✐♥✉✉♠

❡,❝❛♣❡, ❢❛$ ❛✇❛② ❢$♦♠ *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧,✱ ❛♥❞ ✐* ❜❡❝♦♠❡, ✐♠♣♦,,✐❜❧❡ *♦ ❛♣♣❧② *❤❡

♠❡*❤♦❞ ❥✉,* ❞❡,❝$✐❜❡❞✳ ❲❤❛* ✇❡ ,✉❣❣❡,* ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐♥ *❤❡ ❝❛,❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧

*❤❡ $❡❛❝*✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧, ❛$❡ $❡❧❡✈❛♥* ✐, *♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ *❤❡ ❜❛,❡, ❢❡✇ ❝♦♥*✐♥✉✉♠

♣,❡✉❞♦,*❛*❡, ❞❡✜♥❡❞ ❛❧♦♥❣ *❤❡ ❡♥*✐$❡ ,♣❛*✐❛❧ ❣$✐❞✳ ■♥ *❤✐, ✇❛② *❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥

❞♦❡, ♥♦* ❞✐✈❡$❣❡ ❛♥❞ *❤❡ *♦*❛❧ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② ❡①❝❡❡❞❡, ❜② ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❡$❝❡♥*

*❤❡ ✉♥✐*② ❧✐♠✐*✱ ❜✉* ✇❡ ❛$❡ ❛❜❧❡ *♦ $❡♣$♦❞✉❝❡ B✉✐*❡ ✇❡❧❧ *❤❡ ❡①❛❝* $❡,✉❧*,✳

■♥ *❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛$*✐❝❧❡ ,②,*❡♠,✱ ❛, ✇❡ ❤❛✈❡ ,❡❡♥ ✐♥ ,❡❝*✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱

✇❡ ❝❛♥ ❛❧,♦ ❝♦♥,*$✉❝* *❤❡ ✏❡①❛❝*✑ ♣♦,✐*✐✈❡ ❡♥❡$❣✐❡, ,*❛*❡,✳ ■♥ *❤✐, ❝❛,❡ ✇❡

❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❜$❡❛❦✉♣ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② ❛, ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥*✉♠ k

P(k) = |〈ϕ(k, x)|Ψ(x, tf )〉|2, ✭✸✳✸✶✮

✇❤❡$❡ Ψ(x, tf ) $❡♣$❡,❡♥*, *❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ,♦❧✈✐♥❣ *❤❡

♣$♦❜❧❡♠ ✇✐*❤ ❡✐*❤❡$ *❤❡ ❡①❛❝* ♠❡*❤♦❞ ✭✸✳✻✮ ♦$ ❝♦♥,*$✉❝*❡❞ ❛❢*❡$ ❛♣♣❧②✐♥❣

*❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧,✲♠❡*❤♦❞ ✭✸✳✶✻✮✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡, ❛♥❞ ✐♥*$♦❞✉❝✐♥❣

*❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢❛❝*♦$✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣$❡,, *❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② ❛, ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡

❡♥❡$❣② E =
~
2k2

2µ

P(E) =
dk

dE
P(k) =

√

µ

2E~2
P(k). ✭✸✳✸✷✮

❖❢ ❝♦✉$,❡✱ *❤❡ *♦*❛❧ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② ✐, ❝♦♥,❡$✈❡❞

∫ +∞

0
P(E)dE = 1−

NT
b

∑

i=1

P(Ei)−
NP

b
∑

j=1

P(Ej). ✭✸✳✸✸✮



✺✻ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✸✳✹ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-,✿ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡

♦❢ ❝❧♦,❡,- ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦♥ -❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡

■♥ %❤✐4 4❡❝%✐♦♥✱ ✇❡ %❡4% %❤❡ ❡①❛❝% ♠❡%❤♦❞ '❡4✉❧%4 %♦ ✉♥❞❡'4%❛♥❞ %❤❡✐' ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ♦♥ %❤❡ ❞✐4%❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦4❡4% ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦♥ %❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡✳ ❋♦' 4✐♠♣❧✐❝✐%②✱

✐♥ %❤✐4 ❡①❛♠♣❧❡✱ %❤❡ ♠♦%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✇❡❧❧ ✐4 ❛44✉♠❡❞ %♦ ❢♦❧❧♦✇ %❤❡

✉♥✐❢♦'♠❧② ❛❝❝❡❧❡'❛%❡❞ ♠♦%✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ❞❡♣%❤4 ♦❢ %❤❡ %✇♦

✇❡❧❧4✱ ❛4 ✇❡❧❧ ❛4 %❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ 4✐♥❣❧❡✲♣❛'%✐❝❧❡ 4%❛%❡✱ ❞❡%❡'♠✐♥❡ %❤❡

❝❤❛'❛❝%❡'✐4%✐❝4 ♦❢ %❤❡ %✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝%4✱ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡ %❤❡ 4✐%✉❛%✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦

❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤❛❧♦✲❧✐❦❡ 4②4%❡♠✳ ■♥ ♣❛'%✐❝✉❧❛'✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦4❡♥ %✇♦ ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡4

%♦ 4❤♦✇ %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥% ❜❡❤❛✈✐♦✉' ♦❢ ✇❡❧❧✲❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 4②4%❡♠4✳

■♥ %❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ %❤❡ ❜♦✉♥❞ 4②4%❡♠✱ ✇❤♦4❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧% ✐4 ❞❡♣✐❝%❡❞ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✸✱

%❤❡ ✜①❡❞ ✇❡❧❧ ✐4 ❝❤♦4❡♥ ✐♥ 4✉❝❤ ❛ ✇❛② %❤❛% %❤❡ 4✐♥❣❧❡ ♣❛'%✐❝❧❡ ✐4 ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ %❤❡

♦♥❧② ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡ ✭✇✐%❤ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡'❣② Eb = −3.10 ▼❡❱✮✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ ♠♦✈✐♥❣

✇❡❧❧ ❛❞♠✐%4 %✇♦ ✭✐♥✐%✐❛❧❧② ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞✮ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧4✳ ■♥ %❤✐4 ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ %❤❡

♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✐4 ♠♦✈✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❝❧❛44✐❝❛❧ %'❛❥❡❝%♦'②✱ ❧✐❦❡ %❤❛% ♣'❡4❡♥%❡❞

✐♥ ❡J✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣❛'❛♠❡%❡'4 ❝❤♦4❡♥ %♦ ❞❡✜♥❡ %❤❡ %'❛❥❡❝%♦'②

✸

♦❢ %❤❡

❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✸ ❛'❡ x0 = 10 ❢♠ ❛♥❞ a = 0.3/~2 ❢♠✴♣4

2
✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥%

❢'❛♠❡4 '❡❢❡' %♦ ❞✐✛❡'❡♥% %✐♠❡4 ✭%❤❡ %♦%❛❧ ❝♦❧❧✐4✐♦♥ %✐♠❡ ✐4 ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✷✶✵ 4%❡♣4

❛♥❞ %❤❡ ❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ %✐♠❡ ✐4 J✉♦%❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢'❛♠❡✮ ❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢'❛♠❡ %❤❡

✉♣♣❡' ♣❛'% ❣✐✈❡4 %❤❡ 4J✉❛'❡ ♦❢ %❤❡ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✇❤✐❧❡ %❤❡ ❧♦✇❡'

❢'❛♠❡ ❣✐✈❡4 %❤❡ ❛❝%✉❛❧ ♣♦4✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧4 ❛% %❤❡ 4❛♠❡ %✐♠❡✳ ❆4

❛♣♣❛'❡♥% ❢'♦♠ %❤❡ ✜❣✉'❡✱ ✇❤❡♥ %❤❡ %❛✐❧ ♦❢ %❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇❡❧❧ 4%❛'%4 %♦ ♦✈❡'❧❛♣

✇✐%❤ %❤❡ ✜①❡❞ ✇❡❧❧ ✭❢'❛♠❡ ❝✮ ♣❛'% ♦❢ %❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❡♥%❡'4 ✐♥ %❤❡ ♠♦✈✐♥❣

✇❡❧❧ ❛♥❞ %❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇4 ✐%4 ♠♦%✐♦♥ ✭❢'❛♠❡4 ❞✲❢✮✳ ❆% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ♣'♦❝❡44✱ ❜②

♣'♦❥❡❝%✐♥❣ %❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦♥%♦ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❡✐❣❡♥4%❛%❡4

♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡%❡'♠✐♥❡ %❤❡ ❡❧❛4%✐❝ ❛♥❞ %'❛♥4❢❡' ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4✱ '❡4♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

✜♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ❢♦' %❤✐4 ❝❛4❡ ❛'❡ 60% ❢♦' ❡❧❛4%✐❝ 4❝❛%%❡'✐♥❣✱ ❛♥❞ 40% ❢♦'

%'❛♥4❢❡'✳ ❚❤❡ ♣'❡4❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ %❤❡ ♣❛'% ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐♥4✐❞❡ %❤❡

♠♦✈✐♥❣ ✇❡❧❧ ❝❧❡❛'❧② ✐♥❞✐❝❛%❡4 %❤❛% %❤❡ %'❛♥4❢❡' %❛❦❡4 ♣❧❛❝❡ ♠♦4%❧② %♦ %❤❡

4❡❝♦♥❞ 4✐♥❣❧❡ ♣❛'%✐❝❧❡ 4%❛%❡✳ ◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ✐4 ♣'❛❝%✐❝❛❜❧②

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ %❤✐4 ❝❛4❡✳

✸

❋♦" #❤✐& ❝❛&❡ #❤❡ #✐♠❡ ✐& ❡①♣"❡&&❡❞ ✐♥ ✉♥✐# ♦❢ ~✳



✸✳✹✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-,✿ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,- ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛♥❞

♦♥ -❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ✺✼

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉'❡ ✸✳✸✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡①❛❝- ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ❢♦' -❤❡ ✇❡❧❧ ❜♦✉♥❞

♠♦❞❡❧ ❝❛,❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❢'❛♠❡,✱ ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣ -♦ ❞✐✛❡'❡♥- -✐♠❡,✱ -❤❡ ✉♣♣❡' ♣❛'-

❣✐✈❡, -❤❡ ,C✉❛'❡ ♦❢ -❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ❛- -❤❛- -✐♠❡ ❛♥❞ -❤❡ ❧♦✇❡' ♣❛'- -❤❡

❛❝-✉❛❧ ♣♦,✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ -✇♦ ♣♦-❡♥-✐❛❧, ❛- -❤❡ ,❛♠❡ -✐♠❡✳



✺✽ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❡①❛❝/ ✇❛✈❡❢✉♥❝/✐♦♥ ❢♦$ /❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞

♠♦❞❡❧ ❝❛<❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❢$❛♠❡<✱ ❝♦$$❡<♣♦♥❞✐♥❣ /♦ ❞✐✛❡$❡♥/ /✐♠❡<✱ /❤❡ ✉♣♣❡$ ♣❛$/

❣✐✈❡< /❤❡ <A✉❛$❡ ♦❢ /❤❡ ♦♥❡✲♣❛$/✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ❛/ /❤❛/ /✐♠❡ ❛♥❞ /❤❡ ❧♦✇❡$

♣❛$/ /❤❡ ❛❝/✉❛❧ ♣♦<✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ /✇♦ ♣♦/❡♥/✐❛❧< ❛/ /❤❡ <❛♠❡ /✐♠❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝/✐♦♥ ✐< ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ /❤❡ ✐♥<❡/<✱ /♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤/ /❤❡ ❝♦♥/✐♥✉✉♠ ✭❜$❡❛❦✉♣✮ ♣❛$/

♦❢ /❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥✳



✸✳✹✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-,✿ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,- ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛♥❞

♦♥ -❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ✺✾

❚♦ ,✐♠✉❧❛-❡ -❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ,②,-❡♠,✱ ,❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✹✱ ✇❡

♠♦❞✐❢② -❤❡ ❞❡♣-❤ ♦❢ -❤❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧, ✐♥ ♦'❞❡' -♦ ♦❜-❛✐♥ ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ❡✐❣❡♥✲

,-❛-❡ ♦❢ -❤❡ -❛'❣❡- ✭Eg.s. = −0.91 ▼❡❱✮ ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝-✐❧❡ ✭Eg.s. = −0.89 ❛♥❞

E1 = −10.0 ▼❡❱✮ ♣♦-❡♥-✐❛❧,✳ ❆, ✐♥ -❤❡ ♣'❡✈✐♦✉, ❝❛,❡✱ -❤❡ ♣'♦❥❡❝-✐❧❡ ✐,

❛,,✉♠❡❞ -♦ ♠♦✈❡ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ -♦ -❤❡ -'❛❥❡❝-♦'②

✹

✭✸✳✷✮ ✇✐-❤ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,-

❛♣♣'♦❛❝❤ x0 = 10 ❢♠ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡'❛-✐♦♥ a = 0.3/~2 ❢♠✴♣,

2
✳ ❆, ❛ ❝♦♥,❡J✉❡♥❝❡

♦❢ -❤❡ ✇❡❛❦ ❜✐♥❞✐♥❣ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❞✐,♣❧❛②, ❛ ❧♦♥❣❡' -❛✐❧✱ ✇❤✐❝❤

'❡,✉❧-, ♦♥ ❛ ❧❛'❣❡' ♦✈❡'❧❛♣, ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ -✇♦ ✇❡❧❧,✳ ❚❤❡ ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣ -✐♠❡

❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐, ,❤♦✇♥✱ ❛- ❞✐✛❡'❡♥- ,-❛❣❡, ♦❢ -❤❡ '❡❛❝-✐♦♥✱ ✐♥

✜❣✉'❡ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-✐❡, ❢♦' -❤✐, ❝❛,❡ ❛'❡ 16% ❢♦' ❡❧❛,-✐❝ ,❝❛--❡'✐♥❣✱

36% ❢♦' -'❛♥,❢❡'✱ ❛♥❞ 48% ❢♦' ❜'❡❛❦✉♣✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❜✐♥❞✐♥❣ ,✐-✉❛-✐♦♥ ✐, ❛❧,♦

'❡,♣♦♥,✐❜❧❡ ❢♦' ❧❛'❣❡' ❜'❡❛❦✲✉♣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-✐❡,✳ ❚♦ ❡♠♣❤❛,✐③❡ -❤❡ ❝♦♥-✐♥✉✉♠

♣❛'- ♦❢ -❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❞✐,-'✐❜✉-❡❞ ♦✈❡' ❛ ❧❛'❣❡ ✐♥-❡'✈❛❧✱ ✇❡ ❛❧,♦

,❤♦✇ ✐♥ -❤❡ ✐♥,❡-, ❛ ③♦♦♠ ♦❢ -❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥ ❛ '❡❣✐♦♥ ❢❛' ❢'♦♠ -❤❡ -✇♦

✇❡❧❧,✳

❇② ✈❛'②✐♥❣ -❤❡ ❦✐♥❡♠❛-✐❝❛❧ ❛♥❞✴♦' ♣♦-❡♥-✐❛❧ ♣❛'❛♠❡-❡',✱ -❤❡ ♣'❡,❡♥-

♠♦❞❡❧, ♣❡'♠✐-, -♦ ,✐♠✉❧❛-❡ ❞✐✛❡'❡♥- ♣❤②,✐❝❛❧ ,✐-✉❛-✐♦♥,✳ ❆, ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱

✇❡ ❞✐,❝✉,, ✐♥ -❤❡ ♥❡①- ,✉❜,❡❝-✐♦♥, -❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,-

❛♣♣'♦❛❝❤ ❛♥❞ -❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡✳

✸✳✹✳✶ ❉✐&'❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦&❡&' ❛♣♣0♦❛❝❤

❲❡ ,-✉❞② ❤❡'❡ -❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-✐❡, ♦❢ -❤❡ ✈❛'✐❛-✐♦♥

♦❢ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,- ❛♣♣'♦❛❝❤✳ ■♥ ♦✉' ♠♦❞❡❧ -❤✐, ✈❛'✐❛❜❧❡ ✐, ❞❡✜♥❡❞

❛, -❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐,-❛♥❝❡ '❡❛❝❤❡❞ ❜② -❤❡ ❝❡♥-❡' ♦❢ -❤❡ ♣'♦❥❡❝-✐❧❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧

✇✐-❤ '❡,♣❡❝- -♦ -❤❡ ❝❡♥-❡' ♦❢ -❤❡ -❛'❣❡- ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ -♦ ♦✉'

-✐♠❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥✱ -❤✐, ♣♦,✐-✐♦♥ ❝♦''❡,♣♦♥❞, -♦ t = 0✳ ■♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✺ ✇❡ ,❤♦✇

-❤❡ '❡,✉❧- ♦❢ -'❛♥,❢❡' ✭❜❧✉❡✮✱ ❜'❡❛❦✉♣ ✭'❡❞✮ ❛♥❞ ❡❧❛,-✐❝✴✐♥❡❧❛,-✐❝ ✭♦'❛♥❣❡✮

❝❤❛♥♥❡❧, ♣'♦❜❛❜✐❧✐-❡, ❛, ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,- ❛♣♣'♦❛❝❤✳ ❚❤❡

❧♦✇❡' ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉'❡ ✸✳✺ ❝♦''❡,♣♦♥❞, -♦ ❛ ❜♦✉♥❞ ,②,-❡♠✱ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ✉♣♣❡'

♣❛♥❡❧ '❡❢❡', -♦ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ,②,-❡♠ '❡,✉❧-,✳

❆, ✇❡ ❝❛♥ ,❡❡ ❢'♦♠ ✜❣✉'❡ ✸✳✺✱ -❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-✐❡, ❞✐,♣❧❛② -❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞

❡①♣♦♥❡♥-✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦' ❛'✐,✐♥❣ ❢'♦♠ -❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ -❛✐❧

♣'♦♣❡'-✐❡, ♦❢ -❤❡ -✇♦ ✇❡❧❧, ❛♥❞ ♦❢ -❤❡✐' ❡✐❣❡♥❢✉♥❝-✐♦♥✳ ❚❤✐, -'❡♥❞ ✐, ♦❜,❡'✈❡❞

❛❧,♦ ❡①♣❡'✐♠❡♥-❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♥✜'♠, -❤❛-✱ ❞❡,♣✐-❡ -❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ '❡,-'✐❝✲

✹

❋♦" #❤✐& ❝❛&❡ #❤❡ #✐♠❡ ✐& ❡①♣"❡&&❡❞ ✐♥ ✉♥✐# ♦❢ ~✳



✻✵ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

%✐♦♥✱ ♦✉' ♠♦❞❡❧ ❡♥❝♦♠♣❛44❡4 ♣❤②4✐❝❛❧ ❢❡❛%✉'❡4 ❢♦✉♥❞ ✐♥ %❤'❡❡✲❞✐♠❡♥4✐♦♥4✳

■% ✐4 %❤❡'❡❢♦'❡ ♥♦% 4✉'♣'✐4✐♥❣ %❤❛%✱ ✐♥ %❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞

4②4%❡♠ ❝❤❛'❛❝%❡'✐③❡❞ ❜② %❤❡ ❧♦♥❣ %❛✐❧✱ %❤❡ %'❛♥4❢❡' ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② 4✉'✈✐✈❡4 %♦

❧❛'❣❡' ❞✐4%❛♥❝❡4 ✇✐%❤ ❛ ❧♦✇❡' ❞❡❝❛②✐♥❣ '❛%❡✳ ◆♦%❡ ❛❧4♦ %❤❛% ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡'%❛✐♥

❝'✐%✐❝❛❧ ❞✐4%❛♥❝❡ ✭❛♣♣'♦①✐♠❛%❡❧② ❜❡❧♦✇ 10 ❢♠ ❢♦' %❤❡ ✇❡❧❧✲❜♦✉♥❞ ❝❛4❡ ❛♥❞

12 ❢♠ ❢♦' %❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ♦♥❡✮ %❤❡ %'❛♥4❢❡' ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ❜❡❝♦♠❡4 4♦ ❧❛'❣❡

%❤❛% ✐♥ ❛ ♣❡'%✉'❜❛%✐✈❡ ♣✐❝%✉'❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦'%❤ %'❛♥4❢❡'✱ ✇✐%❤

'❡4✉❧%✐♥❣ ♦4❝✐❧❧❛%♦'② ❜❡❤❛✈✐♦'✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧4♦ ♦❜4❡'✈❡ %❤❛%✱ ✐♥ %❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ❝❛4❡✱ %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❜❛✲

❜✐❧✐%② ✐4 ❤✐❣❤❡' %❤❛♥ ✐♥ %❤❡ ✇❡❧❧✲❜♦✉♥❞ ❝❛4❡✳ ❚❤✐4 ✐4✱ ♦❢ ❝♦✉'4❡✱ ❝♦♥4❡E✉❡♥❝❡

♦❢ %❤❡ 4♠❛❧❧❡' ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡'❣② ♦❢ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ 4%❛%❡✳

❋✐❣✉'❡ ✸✳✺✿ ❊❧❛4%✐❝✱ %'❛♥4❢❡' ❛♥❞ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ❛4 ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❞✐4%❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦4❡4% ❛♣♣'♦❛❝❤ x0 ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇❡❧❧4✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡'

❢'❛♠❡ '❡❢❡'4 %♦ %❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❜♦✉♥❞ ✐♥✐%✐❛❧ 4✐♥❣❧❡✲♣❛'%✐❝❧❡ 4%❛%❡✱ ✇❤❡'❡❛4

%❤❡ ✉♣♣❡' ❢'❛♠❡ ❝♦''❡4♣♦♥❞4 %♦ %❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 4%❛%❡✳ ❙❡❡ %❡①%

❢♦' ❞❡%❛✐❧4✳



✸✳✹✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-,✿ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦,❡,- ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛♥❞

♦♥ -❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ✻✶

✸✳✹✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡

❆♥♦-❤❡' ✐♥-❡'❡,-✐♥❣ -❡,- ✐, -❤❡ ♦♣-✐♠✉♠ ◗✲✈❛❧✉❡ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ❢♦' ❛

'❡❛❝-✐♦♥ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛, -❤❡ ❛♠♦✉♥- ♦❢ ❡♥❡'❣② '❡❧❡❛,❡❞ ❜② -❤❛- '❡❛❝-✐♦♥❀ -❤❡

♦♣-✐♠✉♠ ◗✲✈❛❧✉❡✱ Qopt✱ ✐, -❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛- ✇❤✐❝❤ -❤❡ '❡❛❝-✐♦♥ ♦❝❝✉', ✇✐-❤

♠❛①✐♠✉♠ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-②✳ ❚❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡, ❛ ✇✐♥❞♦✇✱ ❞❡,❝'✐❜❡❞ ❜② -❤❡

❛❞✐❛❜❛-✐❝ ❝✉-✲♦✛ ❢✉♥❝-✐♦♥ g(Q)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ -❤❡ -'❛♥,✐-✐♦♥ ❤❛, ♠♦'❡ ❝❤❛♥❝❡,

-♦ ♦❝❝✉'✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ -❤❡ ❛❞✐❛❜❛-✐❝ ❝✉-✲♦✛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❞❡✜♥❡, -❤❡ ❛❝-✉❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ -❤❡ -'❛♥,✐-✐♦♥ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-② ❢♦' -❤❡ '❡❛❝-✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ i✱ ❣✐✈❡♥ -❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-②

❡①♣❡❝-❡❞ ❜② -❤❡ ♠♦❞❡❧ Pi

Pi = Pig(Qi). ✭✸✳✸✹✮

❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ g(Q) ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛,

g(Q) = e
−

(Q−Qopt)
2

~2a0 , ✭✸✳✸✺✮

✇❤❡'❡ a0 ✐, -❤❡ ♣'♦❥❡❝-✐❧❡ ❛❝❝❡❧❡'❛-✐♦♥ ❛- -❤❡ -✉'♥✐♥❣ ♣♦✐♥-✳ ■♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥

-❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ✐, ,✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛, -❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ ✐♥✐-✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❧❡✈❡❧,

❡♥❡'❣②✱ ❛♥❞ ✐- ✐, ♦♣-✐♠✉♠ ✇❤❡♥ ✐- ❛♣♣'♦❛❝❤❡, ③❡'♦

Qopt = Ef − Ei = 0. ✭✸✳✸✻✮

❚❤✉,✱ ❥✉,- ✈❛'②✐♥❣ -❤❡ ❡♥❡'❣✐❡, ♦❢ -❤❡ ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ,-❛-❡,✱ ✐✳❡✳ -❤❡

♣♦-❡♥-✐❛❧ ❞❡♣-❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ,-✉❞② -❤❡ -'❛♥,❢❡' ♣'♦❝❡,, ❛, ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ◗✲

✈❛❧✉❡ ❛,,♦❝✐❛-❡❞ -♦ -❤❡ -'❛♥,❢❡' ♣'♦❝❡,,✳ ■♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✻ ✇❡ ❝❛♥ ,❡❡ -❤❡ '❡,✉❧-,

♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦' ❛ ✇❡❧❧ ❜♦✉♥❞ ✭♣❛♥❡❧ ❛✮ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ✭♣❛♥❡❧ ❜✮ ,②,-❡♠✳

❆, ✇❡ ❝❛♥ ,❡❡ ❢'♦♠ ✜❣✉'❡ ✸✳✻✱ -❤❡ ♠♦❞❡❧ '❡♣'♦❞✉❝❡, -❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞ ❣❛✉,,✐❛♥

❜❡❤❛✈✐♦' ❡①♣❡❝-❡❞ ❢♦' -❤❡ ❝✉-✲♦✛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ ❛♥❞ ✐- ✐, ♣❡❛❦❡❞ ❛'♦✉♥❞ -❤❡

✏♦♣-✐♠❛❧ ◗✲✈❛❧✉❡✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉' ,♣❡❝✐✜❝ ❝❛,❡ ♦❢ -'❛♥,❢❡' ♦❢ ❛ ♥❡✉-'❛❧ ♣❛'-✐❝❧❡

✐, ❝❧♦,❡ -♦ ③❡'♦✳ ❚❤❡ ✇✐❞-❤ ♦❢ -❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-② ❞✐,-'✐❜✉-✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞, ♦♥ -❤❡ ♣'♦✲

❥❡❝-✐❧❡ ❛❝❝❡❧❡'❛-✐♦♥✳ ❆, ✇❛, ❛❧'❡❛❞② ♥♦-❡❞ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✺✱ ✐♥ -❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞

❝❛,❡ -❤❡'❡ ✐, ❛ ❧❛'❣❡ ❝♦♥-'✐❜✉-✐♦♥ ❢'♦♠ ❜'❡❛❦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ,-'♦♥❣❧② ❢❛✈♦'❡❞

❜② -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ✇❡❛❦ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ♣❛'-✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ,❤♦✇, ❛ ,♠♦♦-❤❡'

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ ,✐♥❣❧❡✲♣❛'-✐❝❧❡ ❡♥❡'❣✐❡, ✐♥ -❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇❡❧❧✳
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❜♦✉♥❞ ✭❜✮ 4②4%❡♠4✳
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❝✉❧❛0✐♦♥*✱ ❛✐♠❡❞ ❛0 ❡①♣❧♦(✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥0 ❦✐♥❡♠❛0✐❝❛❧ *✐0✉❛0✐♦♥*✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛*❡✱

✇❡ ♣(❡*❡♥0 0❤❡ ❡①❛❝0 0✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥0 *♦❧✉0✐♦♥ ✭*❡❝0✐♦♥ ✸✳✶✮ ❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡(

♣♦**✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛(❡ 0❤✐* (❡*✉❧0 ✇✐0❤ 0❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ *♦❧✉0✐♦♥* ♦❜0❛✐♥❡❞

✇✐0❤ 0❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❛♥❞ ✜(*0 ♦(❞❡( ♣❡(0✉(❜❛0✐✈❡ 0❤❡♦(② ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥

*❡❝0✐♦♥* ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤♦*❡♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ *❡❧❡❝0❡❞ 0♦ ✐❧❧✉*0(❛0❡

*❡✈❡(❛❧ ♣❤②*✐❝❛❧ *✐0✉❛0✐♦♥* ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡(❡♥0 (❡❛❝0✐♦♥* ❝❤❛♥♥❡❧* ❛(❡ ❢❛✈♦✉(❡❞❀

0❤❡② ❛(❡ *✉♠♠❛(✐③❡❞ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✸✳✶✳

▼♦❞❡❧ ❝❛'❡ ❉♦♠✐♥❛♥, ❝❤❛♥♥❡❧' '❡❝,✐♦♥

❈❛*❡ ❆ ❊❧❛*0✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ✸✳✺✳✶

❈❛*❡ ❇ ❊❧❛*0✐❝ ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣ ✸✳✺✳✷

❈❛*❡ ❈ ❊❧❛*0✐❝✱ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣ ✸✳✺✳✸

❈❛*❡ ❉ ❊❧❛*0✐❝✱ 0(❛♥*❢❡( ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣ ✸✳✺✳✹

❈❛*❡ ❊ ❊❧❛*0✐❝✱ ✐♥❡❧❛*0✐❝✱ 0(❛♥*❢❡( ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣ ✸✳✺✳✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼♦❞❡❧ ❝❛*❡* ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥ *❡❝0✐♦♥ ✸✳✺ ❛♥❞ 0❤❡ (❡*♣❡❝0✐✈❡ ❞♦♠✐♥❛♥0

❝❤❛♥♥❡❧*✳

✸✳✺✳✶ ❈❛&❡ ❆

❲❡ *0❛(0 ✇✐0❤ 0❤❡ *✐♠♣❧❡*0 ❝❛*❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜*❡(✈❡ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❛*0✐❝

❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧*✳

❚❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧* ❛(❡ ❞❡♣✐❝0❡❞ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✼ ✇✐0❤ 0❤❡✐(

(❡*♣❡❝0✐✈❡ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥*✱ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❣(♦✉♥❞ *0❛0❡ ✐* 0❤❡ ✐♥✐0✐❛❧

*0❛0❡ ❢♦( 0❤✐* (❡❛❝0✐♦♥ ❛♥❞ ✐0 ❝♦((❡*♣♦♥❞* 0♦ 0❤❡ ❞❛*❤❡❞ (❡❞ ❝✉(✈❡ ✐♥ ✜❣✉(❡

✸✳✼✳ ❚❤✐* ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇* 0❤❡ 0(❛❥❡❝0♦(② ✭✸✳✸✮ ✇✐0❤ ❛♥ ❛*②♠0♦0✐❝ ✈❡❧♦❝✐0② ♦❢

0.1× c✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦((❡*♣♦♥❞* 0♦ ❛♥ ❛*②♠♣0♦0✐❝ ❡♥❡(❣② ♦❢ 5.0 ▼❡❱✳ ❚❤❡ (❡❞✉❝❡❞

♠❛** ❢♦( 0❤✐* *②*0❡♠* ✐* 1.001 ❛♠✉✳
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✭❢✮

❋✐❣✉(❡ ✸✳✽✿ ❘❡*✉❧0* ❢♦( 0❤❡ 0❡*0 ❝❛*❡ ❆ ✭*❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❯♣♣❡( ♣❛♥❡❧✿

0❤❡ *B✉❛(❡❞ 0♦0❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ❛0 ❞✐✛❡(❡♥0 0✐♠❡* ❝♦♠♣✉0❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❡①❛❝0

♠❡0❤♦❞✳ ▲♦✇❡( ♣❛♥❡❧✿ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✇❡❧❧*✳ ■♥ 0❤❡

❧❡❣❡♥❞* 0❤❡ ❡❧❛♣*❡❞ 0✐♠❡ ✐* ✐♥❞✐❝❛0❡❞ ❢♦( ❡❛❝❤ ❢(❛♠❡✳



✻✻ ✸✳ ❙❝❛$$❡&✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛&$✐❝❧❡ ✐♥ $❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ $✇♦ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇❡❧❧3

■♥ $❛❜❧❡ ✸✳✷ ✇❡ ♣&❡3❡♥$ $❤❡ &❡3✉❧$3 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② 3♦❧✈✐♥❣ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✉3✐♥❣

❞✐✛❡&❡♥$ ❛♣♣&♦❛❝❤❡3 ❛♥❞ ❞✐✛❡&❡♥$ ❜❛3❡3✳

❊①❛❝$ 1st ♦✳❛✳ ❈❈

(1)
❈❈

(2)
❈❈

(3)
❈❈

(4)
❈❈

(5)(6)

❊❧❛3$✐❝ ✾✶ % ✶✵✵ % ✾✸ % ✾✷✳✽ % ✾✶ % ✾✶ % ✾✶ %
■♥✳ ✶ ✼ % ✺✳✻ % ✼ % ✼✳✵ % ✽✳✼ % ✽✳✼ % ✼ %

❚&✳ ❣✳3✳ ✵✳✼ % ✸ % ✲ ✲ ✵✳✸ % ✵✳✸ % ✵✳✷ %
❚&✳ ✶ ✵✳✺ % ✵✳✸ % ✲ ✲ ✵✳✵✽ % ✵✳✵✽ % ✵✳✽ %

❇&❡❛❦✉♣ ✵✳✼ % ✵✳✵✷ % ✲ ✵✳✷ % ✲ ✶✵

−6% ✶ %

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❋✐♥❛❧ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$✐❡3 ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛3❡ ❆ ✇✐$❤ ❡①❛❝$ ♠♦❞❡❧✱

❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧3 ♠❡$❤♦❞ ♦& ✜&3$ ♦&❞❡& ❛♣♣&♦①✐♠❛$✐♦♥✱ ✇✐$❤ ❞✐✛❡&❡♥$ ❜❛3❡3

❝❤♦✐❝❡3✳

■♥ ♣❛&$✐❝✉❧❛&✱ $❤❡② ❝♦&&❡3♣♦♥❞ $♦✿

• ❊①❛❝$ ❈❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② 3♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② $❤❡ $✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥$

❙❝❤&♦❡❞✐♥❣❡& ❡N✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✻✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ &❡3✉❧$3 &❡♣&❡3❡♥$ $❤❡ ♣&♦❜❛✲

❜✐❧✐$② ❢♦& $❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉$&♦♥ $♦ &❡♠❛✐♥ ✐♥ $❤❡ ❣&♦✉♥❞ 3$❛$❡ ✭❊❧❛3$✐❝✮ ♦&

$♦ ❞✐&❡❝$❧② ❡①❝✐$❡ $❤❡ ❝♦&&❡3♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ 3$❛$❡3 ♦❢ $❤❡ $✇♦ ♣♦$❡♥$✐❛❧

✇❡❧❧3 ✭■♥✳ ❛♥❞ ❚&✳✮ ♦& $♦ ❡①❝✐$❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ 3$❛$❡3 ✭❇&❡❛❦✉♣✮✳

• ✶st ♦✳❛✳ ❈❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ ✜&3$ ♦&❞❡& ❛♣♣&♦①✐♠❛$✐♦♥

✐♥ ❛ ♣❡&$✉&❜❛✐✈❡ ❛♣♣&♦❛❝❤✳ ■♥ $❤✐3 ❝❛3❡ ❇&❡❛❦✉♣ ❝♦&&❡3♣♦♥❞3 $♦ $❤❡

3✉♠ ♦❢ $❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐$② $♦ ❡①❝✐$❡ $❤❡ ✜&3$ 10 ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ♣3❡✉❞♦3$❛$❡3

♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❇❖❳ ♠❡$❤♦❞ ✉3✐♥❣ ❛ &❛❞✐✉3 ❡N✉❛❧ $♦ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

&❛❞✐✉3 ♦❢ $❤❡ ❣&✐❞✳

• ❈❈(1)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧3 ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② $❤❡ $✇♦ $❛&❣❡$

❜♦✉♥❞ 3$❛$❡3 ❛&❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

• ❈❈(2)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧3 ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ✉3✐♥❣ $❛&❣❡$ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧3 ♣❧✉3 $❤❡

✜&3$ ✶✵ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ♣3❡✉❞♦3$❛$❡3 ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❇❖❳ ♠❡$❤♦❞ ✇✐$❤

❛ &❛❞✐✉3 ❡N✉❛❧ $♦ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ &❛❞✐✉3 ♦❢ $❤❡ ❣&✐❞✳

• ❈❈(3)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧3 ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② $❛&❣❡$ ❛♥❞ ♣&♦❥❡❝✲

$✐❧❡ ❜♦✉♥❞ 3$❛$❡3✳

• ❈❈(4)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧3 ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ✉3✐♥❣ $❤❡ $❛&❣❡$ ❛♥❞ ♣&♦❥❡❝$✐❧❡

❜♦✉♥❞ 3$❛$❡3 ♣❧✉3 $❤❡ ✜&3$ ✺ ♣3❡✉❞♦3$❛$❡3 ♦❢ $❤❡ ♣&♦❥❡❝$✐❧❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✻✼

♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✇✐0❤ ❛ (❛❞✐✉* ♦❢ 20 ❢♠✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞*

0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❢ 4 ▼❡❱✳

• ❈❈(5)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✉*✐♥❣ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ♣❧✉* 0❤❡ ✜(*0 ✺ ♣*❡✉❞♦*0❛0❡* ♦❢ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❝♦♥0✐♥✉✉♠

♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✇✐0❤ ❛ (❛❞✐✉* ♦❢ 20 ❢♠✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞*

0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ❛♥❛❧♦❣✉❡ 0♦ 0❤❛0 ♦❢ ❈❈

(4)
✳

• ❈❈(6)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

❜❛*❡* ❝♦♠♣♦*❡❞ ❜② ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✺ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♣*❡✉❞♦*0❛0❡* ❝❛❧❝✉❧❛0❡❞

✇✐0❤ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✐♥ ❛ [−20; 20] ❢♠ (❛♥❣❡ ❝❡♥0❡(❡❞ ✐♥ 0❤❡ (❡*♣❡❝0✐✈❡

♣♦0❡♥0✐❛❧✳ ❚❤✐* (❡*✉❧0 ✐* ❡G✉❛❧ 0♦ 0❤❡ ♣(❡✈✐♦✉* ♦♥❡ ❈❈

(5)
✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞*

0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ❛♥❛❧♦❣✉❡ 0♦ 0❤❛0 ♦❢ ❈❈

(4)
✳

❇② ❝♦♠♣❛(✐♥❣ 0❤❡ (❡*✉❧0* ♦❢ 0❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ✇❡ ♥♦0❡ 0❤❛0 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡( ❛♣✲

♣(♦①✐♠❛0✐♦♥ ✇♦(❦* (❡❛*♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❜❡❝❛✉*❡ 0❤❡ *②*0❡♠* ✐* ✐♥ 0❤❡ ♣❡(0✉(❜❛0✐✈❡

(❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦*0 ♦❢ 0❤❡ ✢✉① (❡♠❛✐♥* ✐♥ 0❤❡ ❡❧❛*0✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❛0✐♦♥ ✇✐0❤♦✉0 0(❛♥*❢❡( ❛♥❞ ❝♦♥0✐♥✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧*✱

✐✳❡✳ ❈❈

(1)
✱ (❡♣(♦❞✉❝❡* (❛0❤❡( ✇❡❧❧ 0❤❡ ❡❧❛*0✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0✐❡*✳ ❚❤✐*

✐* ❛ ❝♦♥*❡G✉❡♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❡❧❛*0✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞✱ 0♦ ❛ ❧❡**❡(

❡①0❡♥0✱ 0❤❡ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ 0❤✐* ❝❛*❡✳ ❲❡ ❛❧*♦ ♦❜*❡(✈❡ 0❤❛0 0❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲

❝❤❛♥♥❡❧* ♠❡0❤♦❞ (❡♣(♦❞✉❝❡* ❜❡00❡( 0❤❡ ❡①❛❝0 (❡*✉❧0* ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ *♦♠❡

❝♦♥0✐♥✉✉♠ *0❛0❡* ✐♥ 0❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥✳ ❚❤✐* ❝♦✉❧❞ ❜❡ *✉(♣(✐*✐♥❣ ❝♦♥*✐❞❡(✐♥❣

0❤❛0 0❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥0 ❝❤❛♥♥❡❧* ✐♥ 0❤✐* ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❛(❡ ❡❧❛*0✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝

*❝❛00❡(✐♥❣✱ ❛♥❞ 0❤❡ ❜(❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ✐* ✈❡(② *♠❛❧❧✳ ■♥ ♣❛(0✐❝✉❧❛(✱ *✐♥❝❡

❈❈

(5)
❛♥❞ ❈❈

(6)
(❡*✉❧0* ❛(❡ ❡G✉❛❧✱ ✇❡ ✉♥❞❡(*0❛♥❞ 0❤❛0 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❝♦♥0✐♥✉✉♠

♣❧❛②* ❛ ❝(✉❝✐❛❧ (♦❧❡ ✐♥ 0❤✐* ❝❛*❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✐* ❛ ✇❡❧❧ ❜♦✉♥❞

*②*0❡♠✳ ❚❤✐* ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❛✐♥❡❞ ❝♦♥*✐❞❡(✐♥❣ 0❤❛0 0❤❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②*

0❤❡ ♣(✐♥❝✐♣❛❧ (♦❧❡ ✐♥ 0❤✐* (❡❛❝0✐♦♥ ✐* ❛❝0✉❛❧❧② 0❤❡ 0❛(❣❡0✱ ❜❡❝❛✉*❡ 0❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡

♣❛(0✐❝❧❡ ✐* ❜❛*✐❝❛❧❧② ❜❡✐♥❣ ❡①❝✐0❡❞ ❢(♦♠ 0❤❡ ❣(♦✉♥❞ *0❛0❡ 0♦ 0❤❡ ✜(*0 ❡①❝✐0❡❞

*0❛0❡✱ ❛♥❞ 0❤❡(❡ ❛(❡ ♥♦ ❢❛✈♦(❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐0✐♦♥* ❢♦( 0❤❡ 0(❛♥*❢❡(✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

0❤❛0 ✐♥ 0❤✐* ❝❛*❡ 0❤❡ ✐♥❡❧❛*0✐❝ *❝❛00❡(✐♥❣ ♦❝❝✉(* ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧*♦ 0❤❡ 0❛(❣❡0

❝♦♥0✐♥✉✉♠ ❞✉(✐♥❣ 0❤❡ (❡❛❝0✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✾ ✇❡ *❤♦✇ ❤♦✇ 0❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ❝❤❛♥❣❡* ✇✐0❤ 0✐♠❡ ❞✉(✐♥❣ 0❤❡

(❡❛❝0✐♦♥✳ ❲❡ ♣(❡*❡♥0 0❤❡ ❡❧❛*0✐❝ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ✭(❡❞✮ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0✐❡*✱

❝♦♠♣❛(✐♥❣ 0❤❡ ❊①❛❝0 (❡*✉❧0 ✭*♦❧✐❞ ❧✐♥❡*✮ ✇✐0❤ 0❤❡ ❈❈

(6)
(❡*✉❧0 ✭❞♦00❡❞ ❧✐♥❡*✮✳



✻✽ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

❋✐❣✉'❡ ✸✳✾✿ ❊✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ❛4 ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %✐♠❡✿ %❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉'✈❡4

❝♦''❡4♣♦♥❞ %♦ ❡❧❛4%✐❝ 4❝❛%%❡'✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ '❡❞ ♦♥❡4 '❡♣'❡4❡♥% %❤❡ ✐♥❡❧❛4%✐❝

4❝❛%%❡'✐♥❣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%②✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡4 ✐♥❞✐❝❛%❡ '❡4✉❧%4 ♦❢ %❤❡ ❡①❛❝% ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡'❡❛4

%❤❡ ❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡4 ❝♦''❡4♣♦♥❞ %♦ '❡4✉❧%4 ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛❧❝✉✲

❧❛%✐♦♥ ❈❈

(6)
✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❧✐4%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❧❛4% ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ %❛❜❧❡ ✸✳✷✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✻✾

✸✳✺✳✷ ❈❛&❡ ❇

❲❡ ❝♦♥*✐❞❡( ♥♦✇ ❛ ♣❤②*✐❝❛❧ *✐0✉❛0✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ 0♦ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✲

✉✉♠ ✭❜(❡❛❦✉♣✮ ♣❧❛②* ❛ ♠♦(❡ *✐❣♥✐✜❝❛♥0 (♦❧❡✳ ❚❤✐* ✐* ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♥*✐❞❡(✐♥❣ ❛*

✐♥✐0✐❛❧ *0❛0❡ ❛ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ *0❛0❡ ♦❢ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ✇❡❧❧✱ ❛* ✐❧❧✉*0(❛0❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡

❞❛*❤❡❞ (❡❞ ❝✉(✈❡ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✵✱ ✇❤❡(❡ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧*

❛(❡ ❞❡♣✐❝0❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡✐( (❡*♣❡❝0✐✈❡ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥*✳ ❚❤✐* ♣(♦❥❡❝✲

0✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇* 0❤❡ 0(❛❥❡❝0♦(② ✭✸✳✸✮ ✇✐0❤ 0❤❡ *❛♠❡ ✐♥✐0✐❛❧ ♣❛(❛♠❡0❡(* ♦❢ ❝❛*❡ ❆✿

❛*②♠0♦0✐❝ ✈❡❧♦❝✐0② ♦❢ 0.1 × c ✭0.5 ▼❡❱ ✐♥❝✐❞❡♥0 ❡♥❡(❣②✮✱ ❛♥❞ (❡❞✉❝❡❞ ♠❛**

♦❢ 1.001 ❛♠✉✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ❞✉(✐♥❣ 0❤❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ✐* ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥

✜❣✉(❡ ✸✳✶✶✱ ✇❤❡(❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢(❛♠❡ 0❤❡ ❝❡♥0(❛❧ ♣❛♥❡❧ *❤♦✇* 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝0✐♦♥ ❛♥❞ 0❤❡ ❧♦✇❡( ❞✐*♣❧❛②* 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡* ♣♦0❡♥0✐❛❧*✳ ■♥ 0❤❡

✉♣♣❡( ♣❛♥❡❧* ♦❢ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✶ ❛♣♣❡❛(* 0❤❡ ❝✉((❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ✏❡①❛❝0✑ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥

❝❛❧❝✉❧❛0❡❞ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ❡①♣(❡**✐♦♥* ❞❡(✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✸✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✵✿ ❚❛❣❡0 ✭❧❡❢0✮ ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ✭(✐❣❤0✮ ❲♦♦❞*✲❙❛①♦♥ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ❛♥❞

❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ❢♦( 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❇✳ ❚❤❡ ✐♥✐0✐❛❧ *0❛0❡✱ ✐♥ 0❤✐*

❝❛*❡ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❣(♦✉♥❞ *0❛0❡✱ ✐* 0❤❡ ❞❛*❤❡❞ (❡❞ ❝✉(✈❡✳



✼✵ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✶✿ ▼♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❇✳ ❯♣♣❡' ♣❛♥❡❧✿ %❤❡ ❝✉''❡♥% ♦❢ %❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥✳

▼✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✿ %❤❡ 4?✉❛'❡❞ %♦%❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ❛% ❞✐✛❡'❡♥% %✐♠❡4 ♦❜%❛✐♥❡❞

✇✐%❤ %❤❡ ❡①❛❝% ♠❡%❤♦❞✳ ▲♦✇❡' ♣❛♥❡❧✿ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧

✇❡❧❧4✳ ■♥ %❤❡ ❧❡❣❡♥❞4 %❤❡ ❡❧❛♣4❡❞ %✐♠❡ ✐4 ✐♥❞✐❝❛%❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ❢'❛♠❡✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✼✶

❚❤❡ (❡*✉❧0* ❢♦( ❝❛*❡ ❇✱ ♦❜0❛✐♥❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥0 ♠❡0❤♦❞*✱ ❛(❡ ♣(❡*❡♥0❡❞

✐♥ 0❛❜❧❡ ✸✳✸✳

❊①❛❝0 1st ♦✳❛✳ ❈❈

(1)
❈❈

(2)
❈❈

(3)

❊❧❛*0✐❝ ✷✵✳✼ % ✶✵✵ % ✷✶✳✹ % ✾✺ % ✷✶ %

❚(❛♥*❢❡( ✵✳✸ % ✶✵✶ % ✲ ✺ % ✵✳✵✹%

❇(❡❛❦✉♣ ✼✾ % ✶✶✻ % ✼✽✳✻ % ✲ ✼✾ %

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❋✐♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0✐❡* ❢♦( 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❇ ✉*✐♥❣ ❡①❛❝0 ♠❡0❤♦❞✱ 0❤❡

❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ♠❡0❤♦❞ ❛♥❞ 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥✱ ✇✐0❤ ❞✐✛❡(❡♥0

❜❛*✐* ❝❤♦✐❝❡*✳

❚❤❡*❡ (❡*✉❧0* ❝♦((❡*♣♦♥❞ 0♦ ❞✐✛❡(❡♥0 ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥*✿

• ❊①❛❝$ ❈❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② *♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡(✐❝❛❧❧② 0❤❡ 0✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥0

❙❝❤(♦❡❞✐♥❣❡( ❡M✉❛0✐♦♥ ✭✸✳✻✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡(❡♥0 (❡*✉❧0* (❡♣(❡*❡♥0 0❤❡ ♣(♦❜✲

❛❜✐❧✐0② ❢♦( 0❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉0(♦♥ 0♦ (❡♠❛✐♥ ✐♥ 0❤❡ ❣(♦✉♥❞ *0❛0❡ ✭❊❧❛*0✐❝✮

♦( 0♦ ❞✐(❡❝0❧② ❡①❝✐0❡ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡ ✭❚(❛♥*❢❡(✮ ♦( 0♦ ❡①❝✐0❡

❝♦♥0✐♥✉✉♠ *0❛0❡* ✭❇(❡❛❦✉♣✮✳

• ✶st ♦✳❛✳ ❈❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥ ✐♥

❛ ♣❡(0✉(❜❛✐✈❡ ❛♣♣(♦❛❝❤✳ ■♥ 0❤✐* ❝❛*❡ ❇(❡❛❦✉♣ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ❝♦((❡*♣♦♥❞*

0♦ 0❤❡ *✉♠ ♦❢ 0❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② 0♦ ❡①❝✐0❡ 0❤❡ ✜(*0 100 ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♣*❡✉✲

❞♦*0❛0❡* ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✉*✐♥❣ ❛ (❛❞✐✉* ❡M✉❛❧ 0♦ 0❤❡

♠❛①✐♠✉♠ (❛❞✐✉* ♦❢ 0❤❡ ❣(✐❞✳

• ❈❈(1)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✉*✐♥❣ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧* ♣❧✉*

0❤❡ ✜(*0 50 ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♣*❡✉❞♦*0❛0❡* ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞

✇✐0❤ ❛ (❛❞✐✉* ❡M✉❛❧ 0♦ 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ (❛❞✐✉* ♦❢ 0❤❡ ❣(✐❞✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞*

0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❢ 0.5 ▼❡❱✳

• ❈❈(2)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝✲

0✐❧❡ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡*✳

• ❈❈(3)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✉*✐♥❣ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ♣❧✉* 0❤❡ ✜(*0 100 ♣*❡✉❞♦*0❛0❡* ♦❢ 0❛(❣❡0 ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❜✲

0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✇✐0❤ ❛ (❛❞✐✉* ♦❢ 40 ❢♠✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞*

0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❢ 300 ▼❡❱✳

❇② ❝♦♠♣❛(✐♥❣ 0❤❡ (❡*✉❧0* ♦❢ 0❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜*❡(✈❡ 0❤❛0 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡(

❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥ ✭❈❈

(3)
✮ ❢❛✐❧* ❜❡❝❛✉*❡ 0❤❡ *②*0❡♠ ✐* ♥♦0 ✐♥ 0❤❡ ♣❡(0✉(❜❛0✐✈❡



✼✷ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

'❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛4 ❝❛♥ ❜❡ ♥♦%✐❝❡❞ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✶❢✱ %❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣

%♦ ❜'❡❛❦✉♣ ✐4 ❛❧♠♦4% ❝♦♠♣❧❡%❡❧② ❝♦♥%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ '❛♥❣❡ ♦❢ [−40, 40] ❢♠

❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✱ 4♦ %❤❡4❡ '❡4✉❧%4 ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ '❡♣'♦❞✉❝❡❞ ❜②

%❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❢♦'♠❛❧✐4♠ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡4 %❤❡ %❛'❣❡% ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ✐♥ %❤❛%

✐♥%❡'✈❛❧✱ ❛4 ✐% ✐4 ❝❧❡❛' ❢'♦♠ %❤❡ ❈❈

(3)
❝♦❧✉♠♥ ✐♥ %❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

%❛'❣❡% ❝♦♥%✐♥✉✉♠✱ ✐♥4%❡❛❞ ♦❢ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠✱ ✐4 ❛❧4♦ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❦✐♥❞

♦❢ '❡❛❝%✐♦♥✿ %❤❡ %❛'❣❡% ✐4 ✈❡'② ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ❛♥❞ %❤❡ %'❛♥4❢❡' ◗✲✈❛❧✉❡ ✐4 ♥♦%

♦♣%✐♠✉♠✱ %❤✉4 ✇❡ ❡①♣❡❝% %❤❡ 4②4%❡♠ %♦ ❡①❝✐%❡ %♦ ❧♦✇ ♣♦4✐%✐✈❡ ❡♥❡'❣② 4%❛%❡4

✇✐%❤ '❡4♣❡❝% %♦ %❤❡ %❛'❣❡%✳

■♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✷ ✇❡ 4❤♦✇ ❤♦✇ %❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ❝❤❛♥❣❡4 ✇✐%❤ %✐♠❡ ❞✉'✐♥❣ %❤❡

'❡❛❝%✐♦♥✳ ❲❡ ♣'❡4❡♥% %❤❡ ❡❧❛4%✐❝ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❜'❡❛❦✉♣ ✭❣'❡❡♥✮ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4✱

❝♦♠♣❛'✐♥❣ %❤❡ ❊①❛❝% '❡4✉❧% ✭4♦❧✐❞ ❧✐♥❡4✮ ✇✐%❤ %❤❡ ❈❈

(3)
'❡4✉❧% ✭❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡4✮✳

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✷✿ ❊✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ❛4 ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %✐♠❡✿ %❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉'✈❡4

❝♦''❡4♣♦♥❞ %♦ ❡❧❛4%✐❝ 4❝❛%%❡'✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ ❣'❡❡♥ ♦♥❡4 '❡♣'❡4❡♥% %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣

♣'♦❜❛❜✐❧✐%②✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡4 ✐♥❞✐❝❛%❡ %❤❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧%4✱ ❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡4 ❝♦''❡4♣♦♥❞

%♦ '❡4✉❧%4 ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❈❈

(3)
✇❤✐❝❤ ❛'❡

'❡♣♦'%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❧❛4% ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ %❛❜❧❡ ✸✳✸✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✼✸

❆❢0❡( ❝♦♠♣❛(✐♥❣ 0❤❡ (❡*✉❧0* ♦❜0❛✐♥❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ 0❤❡ ❞✐✛❡(❡♥0 ♠❡0❤♦❞* ✐♥

0❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ✇❡ ♥❡①0 ❡①❛♠✐♥❡ ✐♥ ♠♦(❡ ❞❡0❛✐❧ 0❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ 0♦ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠

✭❜(❡❛❦✉♣✮ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0✐❡*✳ ❲❡ ❝♦♥*0(✉❝0 0❤❡ ✏❡①❛❝0✑ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❤❡ ♣(❡*❝(✐♣0✐♦♥ ✐♥ *❡❝0✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ❢♦( 0❤❡ 0✇♦ ♣♦0❡♥0✐❛❧*✱ 0❤✉* ♦❜0❛✐♥✲

✐♥❣ 0✇♦ *❡0* ♦❢ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥*✳ ❲❡ 0❤❡♥ ❛♣♣❧② ❡G✉❛0✐♦♥* ✭✸✳✸✶✮

❛♥❞ ✭✸✳✸✷✮ 0♦ ❝❛❧❝✉❧❛0❡ 0❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ❛* ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♣♦*✐0✐✈❡ ❡♥❡(❣✐❡*✳

❚❤❡ (❡*✉❧0* ❛(❡ ❞✐*♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉(❡* ✸✳✶✸ ❛0 ❧♦✇ ♣♦*✐0✐✈❡ ❡♥❡(❣✐❡*✿ 0❤❡ ❡①❛❝0

✭*♦❧✐❞ ❧✐♥❡*✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ✭❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡*✮ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥* ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣(♦❥❡❝0❡❞ ♦♥0♦ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ✭❧♦✇❡( ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ✭✉♣♣❡( ♣❛♥❡❧✮

✏❡①❛❝0✑ ❝♦♥0✐♥✉✉♠✳ ■♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✹ ✇❡ *❤♦✇ 0❤❡ *❛♠❡ (❡*✉❧0* ❡①0❡♥❞❡❞ 0♦

❤✐❣❤❡( ❡♥❡(❣✐❡*✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✸✿ ❇(❡❛❦✉♣ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0✐❡* ❛* ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ ❡♥❡(❣② ✐♥

0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡( ❛♥❞ ❧♦✇❡( ♣❛♥❡❧* ❝♦((❡*♣♦♥❞ 0♦ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐♦♥ ♦♥

0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ❛♥❞ 0❛(❣❡0 ❡✐❣❡♥*0❛0❡*✱ (❡*♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡* ✉*❡ 0❤❡ ❡①❛❝0

0♦0❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝0✐♦♥✱ ✇❤❡(❡❛* 0❤❡ ❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡* ❛(❡ ❢♦( 0❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧*

*♦❧✉0✐♦♥✳



✼✹ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✹✿ ❙❛♠❡ ❛4 ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✸✱ ❜✉% ❡①%❡♥❞❡❞ %♦ ❤✐❣❤❡' ❡①❝✐%❛%✐♦♥ ❡♥✲

❡'❣✐❡4✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❡①❛❝% ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 '❡4✉❧%4 ❛'♦✉♥❞

✷✕✸ ▼❡❱ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ ❤❛♥❞❢✉❧ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ %❤❡ ❈❈

(3)
❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ %❤❡ '❡4%'✐❝%❡❞ '❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡②

❛'❡ ❝♦♥✜♥❡❞✳

❋♦' ❤✐❣❤ ❡①❝✐%❛%✐♦♥ ❡♥❡'❣✐❡4 ✭❛'♦✉♥❞ 5÷6 ▼❡❱✮ ❛❧❧ %❤❡ '❡4✉❧%4 ❢♦❧❧♦✇ %❤❡

4❛♠❡ %'❡♥❞✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦' 4♠❛❧❧ ❡♥❡'❣✐❡4 %❤❡② ❞✐✛❡' ❝♦♥4✐❞❡'❛❜❧②✳ ❚❤✐4 ❝♦✉❧❞ ❜❡

%❤❡ 4✐❣♥❛%✉'❡ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ '❡✢❡❝%4 %❤❡ 4%'✉❝%✉'❡ ♦❢ %❤❡ ❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣

♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧✱ ❢♦' ❡♥❡'❣✐❡4 ❛♣♣'♦❝❤✐♥❣ ③❡'♦✱ %❤✉4 ✐♥❞✐❝❛%✐♥❣ %❤❡ ✐♠♣♦'%❛♥❝❡

%♦ ❝♦♥4✐❞❡'✱ ✐❢ ❢❡❛4✐❜❧❡✱ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♦❢ ❛❧❧ %❤❡ ♣♦44✐❜❧❡ 4✉❜4②4%❡♠4 ♦❢ %❤❡

♦✉%❣♦✐♥❣ ♣❛'%✐❝❧❡4✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ %❤❡ 4❤❛'♣ ♣❡❛❦ ❛% ❧♦✇ ❡♥❡'❣② ✐♥ %❤❡ ❝✉'✈❡4 ❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡

♣'♦❥❡❝%✐❧❡✱ 4✐♥❝❡ ❢♦' %❤✐4 ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ❡①♣❡❝% '❡4♦♥❛♥❝❡4

✺

✱ ✇❡ 4✉❣❣❡4%

%❤❡ ♣'❡4❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈✐'%✉❛❧ 4%❛%❡ ✐♥ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧✳ ❲❡ 4✉♣♣♦4❡ %❤❛%

%❤✐4 ✈✐'%✉❛❧ 4%❛%❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡4 ❛❧4♦ %❤❡ ❡①❛❝% ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ %♦

❜'❡❛❦✉♣✿ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛% %❤❡ ❡①❛❝% ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✶❢✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❧❛✐♠

%❤❛% %❤❡ ♣❛'% ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇4 %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❞✉'✐♥❣ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ❝♦''❡4♣♦♥❞4 %♦

✺

❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶ ❢♦- ❢✉-/❤❡- ❞❡/❛✐❧3✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✼✺

0(❛♥*❢❡(✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ✇❡ 0❤✐♥❦ ✐0 ✐* ♣❛(0 ♦❢ 0❤❡ ❜(❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❞✉❡ 0♦ 0❤❡

✈✐(0✉❛❧ *0❛0❡✳ ❆* ❢✉(0❤❡( ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ *❤♦✇ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✺ ❛ ③♦♦♠ ♦❢ 0❤❡ ❝❡♥0(❛❧

♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✶❢ ❢♦❝✉*✐♥❣ ♦♥ 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❛❜♦✈❡

0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✭❣(❡❡♥ *♦❧✐❞ ❝✉(✈❡✮✳ ❚❤❡ (❡❞ ❞♦00❡❞ ❧✐♥❡ ✐* 0❤❡ (❡*✉❧0

♦❢ 0❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥ 0❤✐* *❡❝0✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ *✉❣❣❡*0 0❤❡ ♣(❡*❡♥❝❡

♦❢ 0❤❡ ✈✐(0✉❛❧ *0❛0❡ ❢♦( 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐* 0❤❡ (❡*✉❧0 ♦❢

❛ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✇❡❧❧ ✐* ♠❛❞❡ ❞❡❡♣ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦(

0❤❡ ✈✐(0✉❛❧ *0❛0❡ 0♦ ❜❡❝♦♠❡ ❜♦✉♥❞✳ ❆* ❛ ✜♥❛❧ (❡*✉❧0✱ ✐♥ 0❤✐* ❝❛*❡✱ ✇❡ ♦❜0❛✐♥

❛ 0♦0❛❧ 0(❛♥*❢❡( ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ♦❢ 17% ✭❛❧♠♦*0 12% 0♦ 0❤❡ ❣(♦✉♥❞ *0❛0❡ ❛♥❞ 5%

0♦ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ✜(*0 ❡①❝✐0❡❞ *0❛0❡✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ✐♥ 0❤❡ ❧❛00❡( ❝❛*❡ ✐*

❝♦♠♣❧❡0❡❧② ❞✐✛❡(❡♥0 (❡*♣❡❝0 0♦ 0❤❡ ♦♥❡ (❡*✉❧0✐♥❣ ❢(♦♠ 0❤❡ ❢♦(♠❡( ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥

✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ *✉♣♣♦*❡ ❛ 0(❛♥*❢❡( 0♦ ❛ ✈✐(0✉❛❧ *0❛0❡✮✱ ❛♥❞ ✐0* *❤❛♣❡ (❡✢❡❝0* 0❤❡

❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ 0(❛♥*❢❡( 0♦ 0❤❡ 0✇♦ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡*✳ ❲❡ (❡❢❡( 0♦

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷ ❢♦( ♠♦(❡ ✐♥❢♦(♠❛0✐♦♥ ❛❜♦✉0 0❤❡ ✈✐(0✉❛❧ *0❛0❡✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❝❡♥0(❛❧ ♣❛♥❡❧

♦❢ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✶❢ ✭(❡❞ ❞♦00❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ 0❤❡ ♦♥❡ ✭❜❧✉❡ ❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤

❛ ❞❡❡♣❡( ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ✇❡❧❧ ✐♥ ♦(❞❡( 0♦ ❣❡0 ❛ *❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❣(❡❡♥ *♦❧✐❞

❝✉(✈❡ ❝♦((*♣♦♥❞* 0♦ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✸✳✹ ✇❡ ♣(❡*❡♥0 0❤❡ 0♦0❛❧ ❜(❡❛❦✉♣ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ❢♦( 0❤❡ ❞✐*0(✐❜✉✲

0✐♦♥* ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✸✳ ❆* ♦♥❡ ❝❛♥ *❡❡✱ 0❤❡ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧*

❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥* ❢♦( ❡❛❝❤ ✇❡❧❧ ❛(❡ ✐♥ (❡❛*♦♥❛❜❧❡ ❛❣(❡❡♠❡♥0✳ ❚❤❡ ❢❛❝0 0❤❛0 ❡❛❝❤

✇❡❧❧ ✐0*❡❧❢ ❛♣♣(♦❛❝❤❡* 0❤❡ 0♦0❛❧ ❜(❡❛❦✉♣ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ❡①♣❡❝0❡❞ ❢♦( 0❤✐* ♣(♦❝❡**

❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛0❡ 0❤❛0 ✐0 ✐* ♥♦0 ❛♣♣(♦♣(✐❛0❡ 0♦ *✉♠ 0❤❡ ❞✐*0(✐❜✉0✐♦♥* (❡❧❛0❡❞ 0♦



✼✻ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

%❤❡ ❞✐✛❡'❡♥% ✇❡❧❧4 %♦ ♦❜%❛✐♥ %❤❡ %♦%❛❧ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%②✳

❚❛'❣❡% <'♦❥❡❝%✐❧❡

❊①❛❝% ✻✻% ✽✷%
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ✺✻% ✼✸%

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ <'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ♦❢ %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ❞✐4%'✐❜✉%✐♦♥4 ♣'❡4❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✸

❢♦' %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❇✳

✸✳✺✳✸ ❈❛%❡ ❈

■♥ %❤❡ %❡4% ❝❛4❡ ❝♦♥4✐❞❡'❡❞ ❤❡'❡✱ ❜♦%❤ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧

✇❡❧❧4 ❤❛✈❡ %✇♦ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧4✱ ❛4 4❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✻✳ ■♥ %❤✐4 ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ %❤❡

♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✐4 ♠♦✈✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❝❧❛44✐❝❛❧ %'❛❥❡❝%♦'②✱ ❧✐❦❡ %❤❛% ♣'❡4❡♥%❡❞

✐♥ ❡M✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ■♥✐%✐❛❧❧②✱ %❤❡ ♣❛'%✐❝❧❡ ✐4 4✐%%✐♥❣ ✐♥ %❤❡ %❛'❣❡% ❣'♦✉♥❞ 4%❛%❡✱

❛♥❞ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❤❛4 ❛ ❝♦♥4%❛♥% ❛❝❝❡❧❡'❛%✐♦♥

✻

♦❢ 4500/~2 ❢♠✴♣4

2
✳ ❚❤❡

'❡❞✉❝❡❞ ♠❛44 ✐4 0.975 ❛♠✉✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥% ❝♦♥✜❣✉'❛%✐♦♥4 ♦❢ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧4

❞✉'✐♥❣ %❤❡ %✐♠❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ 4M✉❛'❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥✱ ❛'❡ ♣'❡4❡♥%❡❞ ✐♥

✜❣✉'❡ ✸✳✶✼✳

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✻✿ ❚❛❣❡% ✭❧❡❢%✮ ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✭'✐❣❤%✮ ❲♦♦❞4✲❙❛①♦♥ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❛♥❞

❝♦''❡4♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ❢♦' %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❈✳ ❚❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ 4%❛%❡✱ ✐♥ %❤✐4

❝❛4❡ %❤❡ %❛'❣❡% ❣'♦✉♥❞ 4%❛%❡✱ ✐4 %❤❡ ❞❛4❤❡❞ '❡❞ ❝✉'✈❡✳

✻

❋♦" #❤✐& ❝❛&❡ #❤❡ #✐♠❡ ✐& ❡①♣"❡&&❡❞ ✐♥ ✉♥✐# ♦❢ ~✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✼✼

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✼✿ ▼♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❈✳ ❯♣♣❡( ♣❛♥❡❧*✿ 0❤❡ *<✉❛(❡❞ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥

❛0 ❞✐✛❡(❡♥0 0✐♠❡*✳ ▲♦✇❡( ♣❛♥❡❧*✿ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✇❡❧❧*✳

■♥ 0❤❡ ❧❡❣❡♥❞* 0❤❡ 0✐♠❡ *0❡♣ ✐* ✐♥❞✐❝❛0❡❞ ❢♦( ❡❛❝❤ ❢(❛♠❡✳



✼✽ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

❆4 ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦%✐❝❡✱ %❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡4 ❝❧❡❛'❧② ❢'♦♠ %❤❡ ❣'♦✉♥❞

4%❛%❡ ✭%❤❡'❡ ❛'❡ ♥♦ ♥♦❞❡4 ✐♥ %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❛✮ %♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢

%❤❡ ❣'♦✉♥❞ ❛♥❞ ✜'4% ❡①❝✐%❡❞ 4%❛%❡4✳ ❙♦ ✇❡ ❡①♣❡❝% %❤❡ 4②4%❡♠ %♦ 4❝❛%%❡'

✐♥❡❧❛4%✐❝❛❧❧② ❞✉'✐♥❣ %❤✐4 '❡❛❝%✐♦♥✳ ❆4 ❝❛♥ ❜❡ 4❡❡♥ ❢'♦♠ %❤❡ '❡4✉❧%4 ♣'❡4❡♥%❡❞

✐♥ %❛❜❧❡ ✸✳✺✱ %❤❡'❡ ✐4 ❛❧4♦ ❛♥ ✐♠♣♦'%❛♥% ❜'❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥%✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥✐❢❡4%4

❛4 ❛♥ ❛4②♠♠❡%'✐❝ ❧♦♥❣❡' %❛✐❧ ♦♥ %❤❡ '✐❣❤% 4✐❞❡ ♦❢ %❤❡ ❡①❛❝% ✜♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥

✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✼❢ ✭❛'♦✉♥❞ 8 ❢♠✮✳

❊①❛❝% ✶

st
♦✳❛✳ ❈❈

(1)
❈❈

(2)

❊❧❛4%✐❝ ✻✺% ✶✵✵% ✼✸% ✻✺%
■♥❡❧❛4%✐❝ ✷✷% ✷✾% ✷✼% ✷✷%

❚'❛♥4❢❡' ❣✳4✳ ✶✵

−10% ✻✵% ✲ ✲

❚'❛♥4❢❡' ✶ ✶✵

−8% ✶✽% ✲ ✲

❇'❡❛❦✉♣ ✶✸% ✲ ✲ ✶✸%

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❋✐♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ❢♦' %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❈ ✇✐%❤ %❤❡ ❡①❛❝% 4♦❧✉%✐♦♥✱

❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ♠❡%❤♦❞ ♦' ✜'4% ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥✳

❚❤❡4❡ '❡4✉❧%4 ❝♦''❡4♣♦♥❞ %♦ ❞✐✛❡'❡♥% ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥4✿

• ❊①❛❝$ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② 4♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡'✐❝❛❧❧② %❤❡ %✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥%

❙❝❤'♦❡❞✐♥❣❡' ❡P✉❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥% '❡4✉❧%4 '❡♣'❡4❡♥% %❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%②

❢♦' %❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉%'♦♥ %♦ '❡♠❛✐♥ ✐♥ %❤❡ ❣'♦✉♥❞ 4%❛%❡ ✭❊❧❛4%✐❝✮ ♦' %♦

❞✐'❡❝%❧② ❡①❝✐%❡ %❤❡ %❛'❣❡% ✜'4% ❡①❝✐%❡❞ 4%❛%❡ ✭■♥❡❧❛4%✐❝✮ ♦' %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡

4%❛%❡4 ✭❚'❛♥4❢❡'✮✱ ♦' %♦ ❡①❝✐%❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ 4%❛%❡4 ✭❇'❡❛❦✉♣✮✳

• ✶st ♦✳❛✳ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ %❤❡ ✜'4% ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ✐♥

❛ ♣❡'%✉'❜❛✐✈❡ ❛♣♣'♦❛❝❤✳

• ❈❈(1)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② %❤❡ %❛'❣❡% ❜♦✉♥❞

4%❛%❡4✳

• ❈❈(2)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✉4✐♥❣ %❤❡ %❛'❣❡% ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧4 ♣❧✉4

%❤❡ ✜'4% 50 ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❇❖❳ ♠❡%❤♦❞

✇✐%❤ ❛ '❛❞✐✉4 ❡P✉❛❧ %♦ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ '❛❞✐✉4 ♦❢ %❤❡ ❣'✐❞✳ ■% ❝♦''❡4♣♦♥❞4

%♦ ❛♥ ❡♥❡'❣② ❝✉%♦✛ ✐♥ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♦❢ 17 ▼❡❱✳

❲❤❛% ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝% ❢'♦♠ ♦♣%✐♠✉♠ ◗✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥4✐❞❡'❛%✐♦♥4 ✐4 ❛ 4%'♦♥❣

♣'♦❜❛❜✐❧✐%② %♦ %'❛♥4❢❡' %❤❡ ♥❡✉%'♦♥ %♦ %❤❡ ✜'4% ❡①❝✐%❡❞ 4%❛%❡ ♦❢ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡

♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧ |ΦP
1 〉✳ ❉❡4♣✐%❡ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡ ❢♦' %❤❡ %'❛♥4❢❡' ♣'♦❝❡44



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✼✾

✐* ♦♣0✐♠✉♠ ✭✐✳❡✳ EP
1 −ET

g.s. ∼ 0✮✱ 0❤✐* ❝❤❛♥♥❡❧ ✐* ♥♦0 ❞♦♠✐♥❛♥0 ❢♦( 0❤❡ ❡①❛❝0

(❡*✉❧0✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛0 0❤❡ ❝♦♠♣❛(❛❜❧❡ ❢♦(♠ ❢❛❝0♦(* ❢♦( 0(❛♥*❢❡( ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝

♣(♦❝❡**❡* ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✶✽✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ✜(*0

♦(❞❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥ ✭✶

st
♦✳❛✳✮ (❡*✉❧0* ❢♦( 0❤❡ 0(❛♥*❢❡(✳ ❚♦ ✉♥❞❡(*0❛♥❞ ✇❤②

0❤❡ 0(❛*❢❡( ❝❤❛♥♥❡❧ ✐* *✉♣♣(❡**❡❞✱ ❧❡0 ✉* ❝♦♠♣❛(❡ 0❤❡ ❝❛(❛❝0❡(✐*0✐❝ 0✐♠❡* ♦❢

0❤❡ ♣(♦❝❡**✿ ✐❢ 0❤❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ 0✐♠❡ ✐* ♦❢ 0❤❡ *❛♠❡ ♦(❞❡( ♦❢ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ 0✐♠❡ ♦❢ ❛

❝❡(0❛✐♥ 0(❛♥*✐0✐♦♥✱ 0❤❛0 ♣(♦❝❡** ✐* ♠♦(❡ ❧✐❦❡❧② 0♦ ♦❝❝✉(✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ 0✐♠❡ ❢♦(

0❤✐* (❡❛❝0✐♦♥ (❡*✉❧0* 0♦ ❜❡ ♦❢ 0❤❡ ♦(❞❡( ♦❢ τcollision ∼ 10−10
♣*✳ ❚❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥

0✐♠❡ ❢♦( ❛ 0(❛♥*✐0✐♦♥ ❢(♦♠ 0❤❡ *0❛0❡ |Φi〉 0♦ |Φf 〉 ✐* τ = ~/(Ef −Ei)✳ ❋♦( 0❤❡

✐♥❡❧❛*0✐❝ *❝❛00❡(✐♥❣ 0❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ 0✐♠❡ ❢♦( 0❤✐* ❝❛*❡ ✐* τinelastic ∼ 10−10
♣*✱

✇❤✐❧❡ ❢♦( 0❤❡ 0(❛♥*❢❡( ✐0 (❡*✉❧0* τtransfer ∼ 6 · 10−9
♣*✳ ❚❤❡*❡ (❡*✉❧0* ❝♦✉❧❞

❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② 0❤❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ 0♦ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ✜(*0 ❧❡✈❡❧ *0❛0❡ |ΦT
1 〉 ✐* ❢❛✈♦✉(❡❞✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✽✿ ❋♦(♠ ❢❛❝0♦(* ♦❢ 0❤❡ 0(❛♥*❢❡( ✭(❡❞ ❞♦00❡❞ ❧✐♥❡*✮ 0♦ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

✜(*0 ❡①❝✐0❡❞ *0❛0❡ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝ ✭❜❧✉ *♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ♣(♦❝❡**❡* ❢♦( ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❈✳

❆* ♦♥❡ ❝❛♥ *❡❡ ❢(♦♠ 0❛❜❧❡ ✸✳✺✱ 0❤❡ ✉*❡ ♦❢ 0❛(❣❡0 ❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ✐♥ 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡(

❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥ ✭✶

st
♦✳❛✳✮ ♦( ✐♥ 0❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✭❈❈

(1)
✮ ✐*

♥♦0 ❡♥♦✉❣❤ 0♦ *✐♠✉❧❛0❡ ♣(♦♣❡(❧② 0❤❡ ❡①❛❝0 (❡*✉❧0✳ ❖♥❧② 0❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ♦❢ 0❤❡

0❛(❣❡0 ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ✐♥ 0❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ♣❡(♠✐0* 0♦ ❞❡*❝(✐❜❡ ♣❡(❢❡❝0❧② 0❤❡ (❡❛❝0✐♦♥

✭❈❈

(2)
✮✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉*✐♦♥✱ ❜② ❝♦♠♣❛(✐♥❣ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ❛♣♣(♦❛❝❤❡* ✇✐0❤ ❡①❛❝0

♠♦❞❡❧*✱ ✐0 ❡♠❡(❣❡* ❛❣❛✐♥ ❤♦✇ ❢✉♥❞❛♠❡♥0❛❧ 0❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ✐*

0♦ ♦❜0❛✐♥ 0❤❡ ♣(♦♣❡( (❡*✉❧0 ❡①♣❡❝0❡❞ ❢(♦♠ 0❤❡ ✏❡①❛❝0✑ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ 0❤❡

*②*0❡♠ ✐* ♥♦0 *♦ ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞✳



✽✵ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✸✳✺✳✹ ❈❛&❡ ❉

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥&✐❞❡) ❛ ❝❛&❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ ❞♦♠✐♥❛, ❝❤❛♥♥❡❧& ❛)❡ ❡❧❛&,✐❝✱ ,)❛♥&❢❡)

❛♥❞ ❜)❡❛❦✉♣✳

❚❤❡ ,❛)❣❡, ❛♥❞ ♣)♦❥❡❝,✐❧❡ ♣♦,❡♥,✐❛❧& ❛)❡ ❞❡♣✐❝,❡❞ ✐♥ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✾ ✇✐,❤ ,❤❡✐)

)❡&♣❡❝,✐✈❡ ❜♦✉♥❞ &,❛,❡& ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥&✱ ,❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ &,❛,❡ ✐& ,❤❡ ❞❛&❤❡❞ )❡❞

❝✉)✈❡ ❝♦))❡&♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ,❛)❣❡, ❣)♦✉♥❞ &,❛,❡✳ ■♥ ,❤✐& ❝❛&❡ ,❤❡ ♣)♦❥❡❝,✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇&

❛❣❛✐♥ ,❤❡ ,)❛❥❡❝,♦)② ✭✸✳✸✮ ✇✐,❤ ❛&②♠,♦,✐❝ ✈❡❧♦❝✐,② ♦❢ 0.1 × c ❝♦))❡&♣♦♥❞✐♥❣

,♦ ❛♥ ✐♥❝✐♥❞❡, ❡♥❡)❣② ♦❢ 5.0 ▼❡❱✱ ❛♥❞ ✇✐,❤ ❛ )❡❞✉❝❡❞ ♠❛&& ♦❢ 0.975 ❛♠✉✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❡①❛❝, ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥ ❞✉)✐♥❣ ,❤❡ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ✐& ♣)❡&❡♥,❡❞ ✐♥

✜❣✉)❡ ✸✳✷✵✱ ✇❤❡)❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢)❛♠❡ ,❤❡ ❝❡♥,)❛❧ ♣❛♥❡❧ &❤♦✇& ,❤❡ ❡①❛❝, ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝,✐♦♥ ❛♥❞ ,❤❡ ❧♦✇❡) ❞✐&♣❧❛②& ,❤❡ ,❛)❣❡, ❛♥❞ ♣)♦❥❡❝,✐❧❡& ♣♦,❡♥,✐❛❧&✳ ■♥ ,❤❡

✉♣♣❡) ♣❛♥❡❧& ♦❢ ✜❣✉)❡ ✸✳✷✵ ❛♣♣❡❛)& ,❤❡ ❝✉))❡♥, ♦❢ ,❤❡ ✏❡①❛❝,✑ ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥

❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❛❝❝♦)❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ❡①♣)❡&&✐♦♥& ❞❡)✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✸✳

❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✾✿ ❚❛❣❡, ✭❧❡❢,✮ ❛♥❞ ♣)♦❥❡❝,✐❧❡ ✭)✐❣❤,✮ ❲♦♦❞&✲❙❛①♦♥ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ❛♥❞

❝♦))❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ &,❛,❡& ❢♦) ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛&❡ ❉✳ ❚❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ &,❛,❡✱ ✐♥ ,❤✐&

❝❛&❡ ,❤❡ ,❛)❣❡, ❣)♦✉♥❞ &,❛,❡✱ ✐& ,❤❡ ❞❛&❤❡❞ )❡❞ ❝✉)✈❡✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✽✶

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉(❡ ✸✳✷✵✿ ▼♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❉✳ ❯♣♣❡( ♣❛♥❡❧*✿ 0❤❡ ❝✉((❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥✳

❈❡♥0(❛❧ ♣❛♥❡❧*✿ 0❤❡ *A✉❛(❡❞ 0♦0❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ❛0 ❞✐✛❡(❡♥0 0✐♠❡* ✇✐0❤ ❡①❛❝0

♠❡0❤♦❞✳ ▲♦✇❡( ♣❛♥❡❧✿ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✇❡❧❧*✳ ■♥ 0❤❡

❧❡❣❡♥❞* 0❤❡ ❡❧❛♣*❡❞ 0✐♠❡ ✐* ✐♥❞✐❝❛0❡❞ ❢♦( ❡❛❝❤ ❢(❛♠❡✳



✽✷ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

❚❤❡ '❡4✉❧%4 ❢♦' %❤✐4 ❝❛4❡ ❛'❡ '❡♣♦'%❡❞ ✐♥ %❛❜❧❡ ✸✳✻✳

❊①❛❝% 1st ♦✳❛✳ ❈❈

(1)
❈❈

(2)

❊❧❛4%✐❝ ✼✻✳✻% ✶✵✵% ✾✺✳✻% ✼✽%

❚'❛♥4❢❡' ❣✳4✳ ✼% ✼✳✽✸% ✹% ✼✳✼%
❚'❛♥4❢❡' ✶ ✸✳✹% ✶✺✳✷% ✵✳✹% ✷✳✼%

❇'❡❛❦✉♣ ✶✸% ✲ ✲ & ✶✷%

❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❋✐♥❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%✐❡4 ❢♦' %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❉ ✇✐%❤ %❤❡ ❡①❛❝% ♠❡%❤♦❞✱

%❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ♠❡%❤♦❞ ❛♥❞ %❤❡ ✜'4% ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥✳

❚❤❡4❡ '❡4✉❧%4 ❝♦''❡4♣♦♥❞ %♦ ❞✐✛❡'❡♥% ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥4✿

• ❊①❛❝$ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② 4♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡'✐❝❛❧❧② %❤❡ %✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥%

❙❝❤'♦❡❞✐♥❣❡' ❡N✉❛%✐♦♥✳

• ✶st ♦✳❛✳ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ %❤❡ ✜'4% ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ✐♥

❛ ♣❡'%✉'❜❛✐✈❡ ❛♣♣'♦❛❝❤✳

• ❈❈(1)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦✲

❥❡❝%✐❧❡ ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4✳

• ❈❈(2)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✉4✐♥❣ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡

❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧4 ♣❧✉4 %❤❡ ✜'4% 5 %❛'❣❡% ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 ♦❜%❛✐♥❡❞

✇✐%❤ %❤❡ ❇❖❳ ♠❡%❤♦❞ ✇✐%❤✐♥ ❛ '❛❞✐✉4 ♦❢ 25 ❢♠✳ ■% ❝♦''❡4♣♦♥❞4 %♦ ❛♥

❡♥❡'❣② ❝✉%♦✛ ✐♥ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♦❢ 3 ▼❡❱✳

◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ ✜'4% ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ✭✶

st
♦✳❛✳✮ ✇♦'❦4 N✉✐%❡ ✇❡❧❧ 4✐♥❝❡ ✇❡

❛'❡ ❛❧♠♦4% ✐♥ %❤❡ ♣❡'%✉'❜❛%✐✈❡ '❡❣✐♠❡ ✭♠♦4% ♦❢ %❤❡ ✢✉① '❡♠❛✐♥4 ✐♥ %❤❡ ❡❧❛4%✐❝

❝❤❛♥♥❡❧✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 ♠❡%❤♦❞✱ '❡%❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧②

%❤❡ ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ♦❢ %❤❡ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧4 ✭❈❈

(1)
✮✱ ✐4 ♥♦% ❡♥♦✉❣❤ %♦ '❡♣'♦❞✉❝❡

%❤❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧%4✳ ❇② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜✈❡ 4%❛%❡4 ♦❢ %❤❡ %❛'❣❡% ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ✭❈❈

(2)
✮

✇❡ ♠❛♥❛❣❡ %♦ '❡♣'♦❞✉❝❡ N✉✐%❡ ✇❡❧❧ ❡❧❛4%✐❝ ❛♥❞ %'❛♥4❢❡' ❝❤❛♥♥❡❧4✳ ❇'❡❛❦✉♣

❝❤❛♥♥❡❧ ❡①❝❡❡❞4 %❤❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ✈❛❧✉❡✱ %❤✉4 ❜'✐♥❣✐♥❣ %❤❡ %♦%❛❧ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② %♦

♠♦'❡ %❤❛♥ 100%✳ ❚❤✐4 ♠❡❡♥4 %❤❛% %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❤❛4 ♥♦% ❣♦♥❡ 4✉✣❝✐❡♥%❧②

❢❛' ❢'♦♠ %❤❡ %❛'❣❡% ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✳ ❯♥❢♦'%✉♥❛%❡❧②✱ %♦ ❧❡% %❤❡

♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❣♦ ❢✉'%❤❡' ♦' %♦ ❝♦♥4✐❞❡' ❛♥② ♦%❤❡' ❝♦♥✜❣✉'❛%✐♦♥ ❢♦' %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠

❞♦ ♥♦% 4♦❧✈❡ %❤❡ ✉♥✐%❛'② ♣'♦❜❧❡♠✱ 4✐♥❝❡ %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡4 ♥✉♠❡'✐❝❛❧❧②

✉♥4%❛❜❧❡✳ ❆♥②✇❛②✱ ❢'♦♠ %❤❡ ✏❡①❛❝%✑ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ %❤❡ ❝✉''❡♥%

❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♣'❡4❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✷✵✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ %❤❛% %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ❝♦♥%✐♥✉✉♠



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✽✸

✐* ♥♦0 *♦ *✐❣♥✐✜❝❛♥0✱ ❜❡❝❛✉*❡ ✐0 ✐* ❛❧♠♦*0 ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐0❤ (❡*♣❡❝0 0♦ 0❤❡ ♦0❤❡(

❝♦♠♣♦♥❡♥0*✳

✸✳✺✳✺ ❈❛%❡ ❊

❲❡ 0(❡❛0 ♥♦✇ ❛ ❝❛*❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ 0❤❡ ♣♦**✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧* ❛(❡ (❡❧❡✈❛♥0✿ ❡❧❛*0✐❝

❛♥❞ ✐♥❡❧❛*0✐❝ *❝❛00❡(✐♥❣✱ 0(❛♥*❢❡( ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣✳ ❚❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

♣♦0❡♥0✐❛❧* ❛(❡ ❞❡♣✐❝0❡❞ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✷✶ ✇✐0❤ 0❤❡✐( (❡*♣❡❝0✐✈❡ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝0✐♦♥*✳ ❚❤❡ ✐♥✐0✐❛❧ *0❛0❡ ✐* 0❤❡ ❞❛*❤❡❞ (❡❞ ❝✉(✈❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ 0❛(❣❡0

✜(*0 ❡①❝✐0❡❞ *0❛0❡✳ ■♥ 0❤✐* ❝❛*❡ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇* ❛❣❛✐♥ 0❤❡ 0(❛❥❡❝0♦(②

✭✸✳✸✮ ✇✐0❤ ❛*②♠0♦0✐❝ ✈❡❧♦❝✐0② ♦❢ 0.05× c ❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥0 ❡♥❡(❣②

♦❢ 1.0 ▼❡❱✱ ❛♥❞ ✇✐0❤ ❛ (❡❞✉❝❡❞ ♠❛** ♦❢ 0.975 ❛♠✉✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥ ❞✉(✐♥❣ 0❤❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ✐* ♣(❡*❡♥0❡❞ ✐♥

✜❣✉(❡ ✸✳✷✷✱ ✇❤❡(❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢(❛♠❡ 0❤❡ ❝❡♥0(❛❧ ♣❛♥❡❧ *❤♦✇* 0❤❡ ❡①❛❝0 ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝0✐♦♥ ❛♥❞ 0❤❡ ❧♦✇❡( ❞✐*♣❧❛②* 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡* ♣♦0❡♥0✐❛❧*✳ ■♥ 0❤❡

✉♣♣❡( ♣❛♥❡❧* ♦❢ ✜❣✉(❡ ✸✳✷✷ ❛♣♣❡❛(* 0❤❡ ❝✉((❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ✏❡①❛❝0✑ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥

❝❛❧❝✉❧❛0❡❞ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ❡①♣(❡**✐♦♥* ❞❡(✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✸✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✷✶✿ ❚❛❣❡0 ✭❧❡❢0✮ ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ✭(✐❣❤0✮ ❲♦♦❞*✲❙❛①♦♥ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ❛♥❞

❝♦((❡*♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ *0❛0❡* ❢♦( 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❊✳ ❚❤❡ ✐♥✐0✐❛❧ *0❛0❡✱ ✐♥ 0❤✐*

❝❛*❡ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❣(♦✉♥❞ *0❛0❡✱ ✐* 0❤❡ ❞❛*❤❡❞ (❡❞ ❝✉(✈❡✳



✽✹ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉'❡ ✸✳✷✷✿ ▼♦❞❡❧ ❝❛4❡ ❊✳ ❯♣♣❡' ♣❛♥❡❧4✿ %❤❡ ❝✉''❡♥% ♦❢ %❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥✳

❈❡♥%'❛❧ ♣❛♥❡❧4✿ %❤❡ 4@✉❛'❡❞ %♦%❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ❛% ❞✐✛❡'❡♥% %✐♠❡4 ✇✐%❤ ❡①❛❝%

♠❡%❤♦❞✳ ▲♦✇❡' ♣❛♥❡❧4✿ %❤❡ %❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4✳ ■♥ %❤❡

❧❡❣❡♥❞4 %❤❡ ❡❧❛♣4❡❞ %✐♠❡ ✐4 ✐♥❞✐❝❛%❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ❢'❛♠❡✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✽✺

❚❤❡ (❡*✉❧0* ❢♦( 0❤✐* ❝❛*❡ ❛(❡ (❡♣♦(0❡❞ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✸✳✼✳

❊①❛❝0 1st ♦✳❛✳ ❈❈

(1)
❈❈

(2)

■♥❡❧❛*0✐❝ ✻✳✼% ✶✵✸% ✶✻% ✸%
❊❧❛*0✐❝ ✷✾% ✶✵✵% ✶✵% ✽✹%

❚(❛♥*❢❡( ❣✳*✳ ✶✳✷% ✶✵

−4% ✵✳✻% ✵✳✵✹%
❚(❛♥*❢❡( ✶ ✶✺✳✻% ≫✶✵✵% ✸✻% ✵✳✷%

❇(❡❛❦✉♣ ✹✼✳✺% ✲ ✹✹% ✷✵%

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❋✐♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0✐❡* ❢♦( 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡ ❊ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❡①❛❝0

♠❡0❤♦❞✱ 0❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ♠❡0❤♦❞ ❛♥❞ 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥✳

◆♦0❡ 0❤❛0 ❈❈

(1)
❛♥❞ ❈❈

(2)
0♦0❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ❡①❝❡❡❞* ✶✵✵%✱ ❛* ❡①♣❡❝0❡❞✳

❚❤❡*❡ (❡*✉❧0* ❝♦((❡*♣♦♥❞ 0♦ ❞✐✛❡(❡♥0 ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥*✿

• ❊①❛❝$ ❈❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② *♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡(✐❝❛❧❧② 0❤❡ 0✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥0

❙❝❤(♦❡❞✐♥❣❡( ❡O✉❛0✐♦♥✳

• ✶st ♦✳❛✳ ❈❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ 0❤❡ ✜(*0 ♦(❞❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛0✐♦♥ ✐♥

❛ ♣❡(0✉(❜❛✐✈❡ ❛♣♣(♦❛❝❤✳

• ❈❈(1)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✉*✐♥❣ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧* ♣❧✉* 0❤❡ ✜(*0 10 ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♣*❡✉❞♦*0❛0❡* ♦❢ 0❤❡ 0❛(❣❡0

♣♦0❡♥0✐❛❧✱ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✇✐0❤ ❛ (❛❞✐✉* ❡O✉❛❧ 0♦ 0❤❡

♠❛①✐♠✉♠ (❛❞✐✉* ♦❢ 0❤❡ ❣(✐❞✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞* 0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡

❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❢ 0.3 ▼❡❱✳

• ❈❈(2)
❈♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✉*✐♥❣ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧* ♣❧✉* 0❤❡ ✜(*0 10 ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♣*❡✉❞♦*0❛0❡* ♦❢ 0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡

♣♦0❡♥0✐❛❧✱ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ❇❖❳ ♠❡0❤♦❞ ✇✐0❤ ❛ (❛❞✐✉* ❡O✉❛❧ 0♦ 0❤❡

♠❛①✐♠✉♠ (❛❞✐✉* ♦❢ 0❤❡ ❣(✐❞✳ ■0 ❝♦((❡*♣♦♥❞* 0♦ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❝✉0♦✛ ✐♥ 0❤❡

❝♦♥0✐♥✉✉♠ ♦❢ 0.3 ▼❡❱✳

■♥ 0❤✐* ❝❛*❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ 0❤❡ (❡❛❝0✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧* ❛(❡ (❡❧❡✈❛♥0✱ ✇❡ ❡①♣❡❝0 0❤❡

✜(*0 ♦(❞❡( ♣❡(0✉(❜❛0✐✈❡ ❛♣♣(♦❛❝❤ ✭✶

st
♦✳❛✳✮ 0♦ ❢❛✐❧✳ ❲❡ ❛❧*♦ ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧0✐❡*

0♦ ❛♣♣❧② 0❤❡ *❛♠❡ ♠❡0❤♦❞ ❢♦( 0❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥0✐♥✉✉♠ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧*

❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥✱ ❛* ✐♥ ♣(❡✈✐♦✉* ❝❛*❡*✳ ■♥ ❝❛*❡ ❇ 0❤❡ ❜(❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❞✐❞ ♥♦0

❡*❝❛♣❡❞ O✉✐❝❦❧② ❢(♦♠ 0❤❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❛(❡❛✱ *♦ ❛0 0❤❡ ❡♥❞ ♦❢ 0❤❡ 0✐♠❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥

✐0 ✇❛* ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛(♦✉♥❞ 0❤❡ 0❛(❣❡0 ✐♥ ❛♥ ✐♥0❡(✈❛❧ 0❤❛0 ❞✐❞ ♥♦0 ♦✈❡(❧❛♣ ✇✐0❤

0❤❡ ♣(♦❥❡❝0✐❧❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧✳ ❚❤✐* ❢❛❝0 ❛❧❧♦✇❡❞ ✉* 0♦ ❝♦♥*0(✉❝0 0✇♦ ❜❛*❡*✱ ❢♦(



✽✻ ✸✳ ❙❝❛%%❡'✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛'%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧4

%❛'❣❡% ❛♥❞ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ '❡4♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦% ♦✈❡'❧❛♣ ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡

❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✱ %❤✉4 '❡4%♦'✐♥❣ %❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ✉♥✐%❛'✐%②✳ ■♥ ❝❛4❡ ❈ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧

♣❛'❛♠❡%❡'4 ✇❡'❡ 4❡% ✐♥ ♦'❞❡' %♦ ❣✐✈❡ ❛ ✈❡'② 4♠❛❧❧ %'❛♥4❢❡' ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② %♦ %❤❡

♣'♦❥❡❝%✐❧❡ 4%❛%❡4✱ %❤✉4 %❤❡ ✐♥❝❧✉4✐♦♥ ♦❢ %❛'❣❡% 4%❛%❡4 ✇❛4 ❡♥♦✉❣❤ %♦ '❡♣'♦❞✉❝❡

%❤❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧%4✳ ❈❛4❡ ❉ ✐4 ♠♦'❡ 4✐♠✐❧❛' %♦ ❝❛4❡ ❊ ✉♥❞❡' 4%✉❞②✱ ❜❡❝❛✉4❡ ❛❧❧

❝❤❛♥♥❡❧4 ❛'❡ '❛%❤❡' '❡❧❡✈❛♥% %♦ %❤❡ '❡❛❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛4❡ ❉ ✐4 %❤❛%

❜'❡❛❦✉♣ ❤❛❞ ❛ 4♠❛❧❧❡' ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ 4♦ ✇❡ ✇❡'❡ ❛❜❧❡ %♦ ❞❡4❝'✐❜❡ F✉✐%❡ ✇❡❧❧

❛❧❧ %❤❡ ♦%❤❡' ❝❤❛♥♥❡❧4 ❡✈❡♥ ✇✐%❤ ❛ '❡4✉❧% ✇❤✐❝❤ 4❧✐❣❤%❧② ❡①❝❡❡❞❡❞ ✉♥✐%❛'✐%②✳

■♥ %❤❡ ❝❛4❡ ✉♥❞❡' 4%✉❞②✱ %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛4 ❛ 4%'♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐%4

❝♦♠♣♦♥❡♥% ✐4 ♥♦% ❡❛4✐❧② ❧♦❝❛❧✐③❛❜❧❡ ♦♥%♦ %❤❡ 4♣❛❝❡ ❣'✐❞✱ ❜❡❝❛✉4❡ ✐% ✐4 %'❛✈❡❧❧✐♥❣

❢❛4%❡' %❤❛♥ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡✳ ❲❤❛% ✇❡ ♣'♦♣♦4❡ ❤❡'❡ ✐4 %♦ ✉4❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ 4%❛%❡4

✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ %❤❡ 4♣❛%✐❛❧ '❛♥❣❡✳ ❚❤✐4 ✐4 ❝❡'%❛✐♥❧② ❝❧♦4❡' %♦

✇❤❛% %❤❡ '❡❛❧ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ✐4✱ ❜✉% 4✉'❡❧② ✇✐❧❧ ❧❡❞ %♦ ❛ ♥♦% ✉♥✐%❛'② 4♦❧✉%✐♦♥✱

❜❡❝❛✉4❡ ♦❢ ♦✈❡'❧❛♣ ❜❡%✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ♦❢ ❛ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉✉♠

♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 ♦❢ %❤❡ ♦%❤❡'✳ ❇② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❡✇ %❛'❣❡% ❝♦♥%✐♥✉✉♠ 4%❛%❡4 ✭❈❈

(1)
✮✱

❡✳❣✳ 10 ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4✱ %❤❡ ❞❡✈✐❛%✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐%❛'✐%② ✐4 ♥♦% 4♦ ❜✐❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛'❡ 4%✐❧❧

❛❜❧❡ %♦ '❡♣'♦❞✉❝❡ ❛❧❧ %❤❡ '❡❛❝%✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧4✳ ❚❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ✐♥❝❧✉4✐♦♥ ♦❢

♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 ✭❈❈

(2)
✮ ❞♦❡4 ♥♦% '❡♣'♦❞✉❝❡ %❤❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧%4 %❡❧❧4 ✉4

%❤❛% %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ✐4 ♠♦4%❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② %❤❡ %❛'❣❡% ♣♦%❡♥%✐❛❧✳

■♥ ❢❛❝% ❢'♦♠ %❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ ❝✉''❡♥% ✐♥ ✉♣♣❡' ♣❛♥❡❧4 ♦❢ ✜❣✉'❡ ✸✳✷✷ ✐% ✐4

❛♣♣❛'❡♥% %❤❛% %❤❡ ❜'❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ✐4 %'❛✈❡❧✐♥❣ %♦✇❛'❞4 %❤❡ ❧❡❢% ♦❢ %❤❡

%❛'❣❡%✳

❙✐♥❝❡ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✇❡❧❧ ✐4 ♠♦✈✐♥❣✱ %❤❡ ♦✈❡'❧❛♣ ❜❡%✇❡❡♥ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 ❛♥❞

❜♦✉♥❞ 4%❛%❡4 ✐4 ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ 4♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ❡①♣❡❝% %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%4 ❛44♦❝✐❛%❡❞ %♦

❝♦♥%✐♥✉✉♠ ♣4❡✉❞♦4%❛%❡4 %♦ ❝♦♥✈❡'❣❡ %♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤❛% ✇❡ ✜♥❞ ✐4 %❤❛%

%❤♦4❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%4 %❡♥❞ %♦ ♦4❝✐❧❧❛%❡ ❛'♦✉♥❞ %❤❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧%✳

■♥ ✜❣✉'❡ ✸✳✷✸ ✇❡ 4❤♦✇ ❤♦✇ %❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%② ❢♦' %❤❡ ❈❈

(1)
❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡4

✇✐%❤ %✐♠❡ ❞✉'✐♥❣ %❤❡ '❡❛❝%✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❝♦''❡4♣♦♥❞4 %♦ ❛ ❣✐✈❡♥ '❡❛❝%✐♦♥

❝❤❛♥♥❡❧❀ ❢'♦♠ %❤❡ ❧♦✇❡4%✿ ✐♥❡❧❛4%✐❝ ✭❣'❡❡♥✮✱ ❡❧❛4%✐❝ ✭❜❧✉❡✮✱ %'❛♥4❢❡' %♦ ♣'♦❥❡❝✲

%✐❧❡ ❣'♦✉♥❞ 4%❛%❡ ✭'❡❞✮✱ %'❛♥4❢❡' %♦ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ✜'4% ❡①❝✐%❡❞ 4%❛%❡ ✭♦'❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞

❜'❡❛❦✉♣ %♦ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛'✐4♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡①❛❝% '❡4✉❧% ✭4♦❧✐❞

❧✐♥❡4✮ ✇✐%❤ %❤❡ ❈❈

(1)
'❡4✉❧% ✭❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡4✮ ❛'❡ ♣'❡4❡♥%❡❞✳ ◆♦%❡ ❤♦✇ %❤❡

❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧4 '❡4✉❧%4 ❝❧❡❛'❧② ❧♦4❡ ✉♥✐%❛'✐%② ❝❧♦4❡ %♦ %❤❡ %✉'♥✐♥❣ ♣♦✐♥% ❛%

t = 0 ♣4✳



✸✳✺✳ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡①❛❝0 ❛♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛0❡ ♠❡0❤♦❞* ✽✼

❋✐❣✉(❡ ✸✳✷✸✿ ❊✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ♣(♦❜❛❜✐❧✐0② ❛* ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0✐♠❡ ❢♦( 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛*❡

❊✳ ❊❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❝♦((❡*♣♦♥❞* 0♦ ❛ (❡❛❝0✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞✐❝❛0❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❧❡❣❡♥❞✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡* (❡♣(❡*❡♥0 0❤❡ ❡①❛❝0 (❡*✉❧0*✱ ❞♦00❡❞ ❧✐♥❡* ❝♦((❡*♣♦♥❞

0♦ 0❤❡ (❡*✉❧0* ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛♥♥❡❧* ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ❈❈

(1)
✇❤✐❝❤ ❛(❡

(❡♣♦(0❡❞ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✸✳✼✳





❈❤❛♣$❡& ✹

❚✇♦✲♥❡✉'(♦♥ ❤❛❧♦ ,②,'❡♠,✿

,'(✉❝'✉(❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝,

❆❢"❡$ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥✈❡+"✐❣❛"❡❞ "❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ♣$♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣$♦❝❡❡❞ "♦ ❛ ♠♦$❡

❝♦♠♣❧✐❝❛"❡✱ ❛♥❞ ♣❤②+✐❝❛❧❧② ♠♦$❡ ❡♥❧✐❣❤"❡♥✐♥❣✱ "✇♦✲❜♦❞② ❤❛❧♦ +②+"❡♠✳ ❖✉$

+❝❤❡♠❛"✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ "❤✐+ ❝❛+❡ ❝♦♥+✐+"+ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❲♦♦❞+✲❙❛①♦♥ ❝♦$❡

♣❧✉+ "✇♦ ♣❛$"✐❝❧❡+ ♦✉"+✐❞❡ "❤❡ ❝♦$❡ ✐♥"❡$❛❝"✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ♠❛""❡$ ❞❡♥+✐"②✲❞❡♣❡♥❞❡♥"

♣♦✐♥" ❝♦♥"❛❝" $❡+✐❞✉❛❧ ✐♥"❡$❛❝"✐♦♥✳ ❆+ ❛♥"✐❝✐♣❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"$♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤✐+

♠❡♠♦$②✱ ♦✉$ ❣♦❛❧ ✇✐"❤ "❤✐+ ❝❤♦✐❝❡ ✐+ "♦ ♠♦❞❡❧ ❛ +✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭✶❉✮ ❇♦$$♦♠❡❛♥

♥✉❝❧❡✉+✱ ✐✳❡✳ ❛ +②+"❡♠ ✇✐"❤ ❛ "✇♦✲♣❛$"✐❝❧❡ ❤❛❧♦ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❜♦✉♥❞ ♥♦"✇✐"❤+"❛♥❞✲

✐♥❣ "❤❡ ♣♦++✐❜❧❡ ❝♦$❡ ♣❧✉+ ♦♥❡ ♣❛$"✐❝❧❡ +✉❜+②+"❡♠ ✐+ ✉♥❜♦✉♥❞✳

❚❤❡ "✇♦✲❜♦❞② +"$✉❝"✉$❡ ♠♦❞❡❧ ✐+ +✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ +❡❝"✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❤❡$❡ ✇❡ ❛❧+♦

♣$❡+❡♥" "❤❡ $❡+✉❧"+ ❢♦$ "❤❡ +②+"❡♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡+ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝"♦$+ ❛♥❞ "❤❡ $♦❧❡

♦❢ "❤❡ ♣❛✐$✐♥❣ ✐♥"❡$❛❝"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ "✇♦ ♥✉❝❧❡♦♥+ ✐♥ ❜✐♥❞✐♥❣ "❤❡ +②+"❡♠

✭✹✳✶✳✶✮✱ ❛♥❞ ♦"❤❡$ F✉❛♥"✐"✐❡+ ♦❢ ♣❤②+✐❝❛❧ ✐♥"❡$❡+" +✉❝❤ ❛+ ❛♥♦♠❛❧♦✉+ ❞❡♥+✐"②

❛♥❞ ❡❧❡❝"$✐❝ "$❛♥+✐"✐♦♥+ ✭✹✳✶✳✷ ❛♥❞ ✹✳✶✳✸✮✳ ❲❡ "❤❡♥ ❞❡+❝$✐❜❡ +❝❛""❡$✐♥❣ ♣$♦❝❡++

♦❢ "❤❡ "✇♦✲❜♦❞② +②+"❡♠ ✐♥ "❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ "✇♦ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✇❡❧❧+ ✐♥ +❡❝"✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞

✇❡ +"✉❞② "❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡$❣② ❛♥❞ ♣❛✐$✐♥❣ ✐♥"❡$❛❝"✐♦♥ ✐♥ "❤❡

$❡❛❝"✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐+♠ ✭✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷✮✳

✽✾





✹✳✶✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ *+❛+❡* ♦❢ +✇♦ ♣❛0+✐❝❧❡* ✐♥ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✾✶

✹✳✶ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ *+❛+❡* ♦❢ +✇♦ ♣❛0+✐❝❧❡* ✐♥

❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞

❲❡ ❞❡*❝0✐❜❡ ❤❡0❡ +❤❡ *+0✉❝+✉0❡ ♦❢ +❤❡ +✇♦✲❜♦❞② *②*+❡♠ ❝♦♠♣♦*❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❡0+

❝♦0❡ ❛♥❞ ❛ +✇♦✲❜♦❞② ❤❛❧♦✳ ❚❤✐* ♣0♦❜❧❡♠ ❝♦♥*✐*+* ♦❢ +✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛0+✐❝❧❡*

♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❲♦♦❞*✲❙❛①♦♥ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✭✷✳✶✮ 0❡♣0❡*❡♥+✐♥❣ +❤❡

♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡0❛+❡❞ ❜② +❤❡ ♦+❤❡0 ♥✉❝❧❡♦♥*✱ ✐✳❡✳ +❤❡ ❝♦0❡✱ ✇❤♦*❡ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧*

❛0❡ ❛**✉♠❡❞ +♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡+❡❧② ✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ +✇♦ ✈❛❧❡❝❡ ♣❛0+✐❝❧❡*✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛*✲

*✉♠❡ +♦ ❜❡ ♥❡✉+0♦♥*✱ ✐♥+❡0❛❝+ ✈✐❛ ❛ ❞❡♥*✐+②✲❞❡♣❡♥❞❡♥+ *❤♦0+✲0❛♥❣❡ ❛++0❛❝+✐✈❡

0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥

Vint(x1, x2) = V0δ(x1 − x2)− VRI

[

ρ[(x1 + x2)/2]

ρ0

]p

δ(x1 − x2), ✭✹✳✶✮

✇❤❡0❡ V0✱ VRI ✱ p✱ ❛♥❞ ρ0 ❛0❡ ♣❛0❛♠❡+❡0*✱ ❛♥❞ ρ(x) ✐* +❤❡ ❝♦0❡ ♠❛++❡0 ❞❡♥*✐+②

✶

ρ(x) =

Nb−1
∑

i=0

ψ∗
i (x)ψi(x), ✭✹✳✷✮

✇❤❡0❡ Nb ✐* +❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜♦✉♥❞ *+❛+❡*✳ ❚❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥

♣❛0❛♠❡+❡0 ✈❛❧✉❡* *❡❧❡❝+❡❞ ❢♦0 +❤❡ *+0✉❝+✉0❡ 0❡*✉❧+* ❛0❡ ❛* ❢♦❧❧♦✇*

V0 = 0.0 MeV, VRI = −38.0 MeV, ✭✹✳✸✮

ρ0 = 0.15 fm−1, p = 1.

❙♦✱ ✇❡ ❛**✉♠❡ +❤❛+ +❤❡ ✈♦❧✉♠❡ +❡0♠ V0 ✐* ③❡0♦ ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐+❤ +❤❡

♠❛++❡0 ❞❡♥*✐+② ✇❡✐❣❤+❡❞ +❡0♠✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❞0✐♣ ❧✐♥❡ *②*+❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦*❡♥ +❤❡ ❋❡0♠✐ *✉0❢❛❝❡

✐♥ *✉❝❤ ❛ ✇❛② +❤❛+ +❤❡0❡ ❛0❡ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞ *+❛+❡*✱ *♦ +❤❡ +✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡

♣❛0+✐❝❧❡* ♠✉*+ ❧✐❡ ✐♥ +❤❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ +✇♦✲❜♦❞② *+❛+❡ ❜❡❝♦♠❡* ❜♦✉♥❞

❞✉❡ +♦ +❤❡ ❛❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ +✇♦ ♣❛0+✐❝❧❡*✱ ❛❦✐♥

+♦ ❛ ✶❉ ✏❇♦00♦♠❡❛♥✑ *②*+❡♠✳ ❚❤✉*✱ +❤❡ +✇♦✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ H2b ✐* ❜✉✐❧+

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥

✷

✭✷✳✶✮ ✇✐+❤ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥

✶

❚❤❡ ❢♦%♠✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ *❤✐- ♣%♦❜❧❡♠ ❤❛- ❜❡❡♥ ✐♥*%♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♣%❡-❡♥*❡❞ ✐♥ ❬✻✵❪ ❢♦% *❤❡ ✸❉

❝❛-❡✳ ◆♦*❡ *❤❛* ✐♥ ♦✉% ✶❉ %❡❞✉❝*✐♦♥ ❢♦% ❛ -②♠♠❡*%✐❝ ♣♦*❡♥*✐❛❧ *❤❡ ❝♦%❡ ❞❡♥-✐*② ✭✹✳✷✮ ✐- ❛

-②♠♠❡*%✐❝ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ x✳
✷

❲❡ ✉-❡ ❛ %❡❞✉❝❡❞ ♠❛-- ♦❢ µ = 0.975 ❛♠✉ ❛♥❞ *❤❡ -❛♠❡ ❲♦♦❞-✲❙❛①♦♥ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✭✷✳✶✮
♣❛%❛♠❡*❡%- ✉-❡❞ ❢♦% *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛-❡ ♦❢ ❝❤❛♣*❡% ✷✿ V0 = −50.00 ▼❡❱✱ R = 2.00 ❢♠✱ ❛♥❞
α = 0.40 ❢♠✳



✾✷ ✹✳ ❚✇♦✲♥❡✉)*♦♥ ❤❛❧♦ .②.)❡♠.✿ .)*✉❝)✉*❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝.

✭✹✳✶✮

H2b(x1, x2) = H1b(x1) +H1b(x2) + Vint(x1, x2). ✭✹✳✹✮

❖✉* .)*❛)❡❣② ✐. )♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ )❤❡ )✇♦✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧)♦♥✐❛♥ ✭✹✳✹✮ ✐♥ ❛ )✇♦✲

❜♦❞② ❜❛.✐. ❜✉✐❧) ✇✐)❤ .)❛)❡. )❤❛) ❛*❡ ❛❜♦✈❡ )❤❡ ❋❡*♠✐ ❡♥❡*❣② .✉*❢❛❝❡✳ ❲❡

♣*♦❝❡❡❞ )♦ ❞❡)❛✐❧ )❤❡ ❜❛.✐. ❝♦♥.)*✉❝)✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✻✵❪✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ✶❉ ♦♥❡✲❜♦❞②

✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❤❛. )✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥).✱ ❛ .♣❛)✐❛❧ ♣❛*) ❛♥❞ ❛ .♣✐♥♦* ♣❛*)

Ψ(1b)
n,ms

(x) = ψn(x)χ
(s)
ms
, ✭✹✳✺✮

✇❤❡*❡ )❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② .♣❛)✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥) ❤❛. ❜❡❡♥ ♣*❡✈✐♦✉.❧② ♦❜)❛✐♥❡❞ ✉.✐♥❣

❛♥② ♦❢ )❤❡ ♠❡)❤♦❞. ♣*❡.❡♥)❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣)❡* ✷✳

❚❤❡ )✇♦✲❜♦❞② ❜❛.✐. ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥.)*✉❝)❡❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣*♦❞✉❝). ♦❢ ♦♥❡✲❜♦❞②

✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥. )♦ ♦❜)❛✐♥

Ψ
(2b)
n1,n2,S,mS

(x1, x2) = ψn1(x1)ψn2(x2)

×
∑

ms1 ,ms2

〈s1ms1s2ms2 |s1s2SmS〉χ(s1)
ms1

χ(s2)
ms2

. ✭✹✳✻✮

❆..✉♠✐♥❣ )❤❛) ✇❡ ❛*❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐)❤ ❢❡*♠✐♦♥.✱ )❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✭✹✳✻✮

.❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥)✐.②♠♠❡)*✐❝ ✉♥❞❡* )❤❡ ✐♥)❡*❝❤❛♥❣❡ ♦❢ )❤❡ ❧❛❜❡❧. 1 ❛♥❞ 2✳ ❚❤✉.✱

✐❢ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡* )❤❡ .✐♥❣❧❡) S = 0 ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥✱ )❤❡ .♣✐♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥. ❛*❡

❛♥)✐.②♠♠❡)*✐❝

✸

Ψ
(2b)
n1,n2,0,0

(x1, x2) = ψn1(x1)ψn2(x2)

[

1√
2

(

χ
(1/2)
1/2 χ

(1/2)
−1/2 − χ

(1/2)
−1/2χ

(1/2)
1/2

)

]

.

✭✹✳✼✮

❚❤❡ .♣❛)✐❛❧ ♣❛*) .❤♦✉❧❞ ❜❡ .②♠♠❡)*✐③❡❞✱ ❛♥❞ )❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♣*♦❜❧❡♠

❢♦* N ♦♥❡✲❜♦❞② .♣❛)✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥. ❣♦❡. ❞♦✇♥ ❢*♦♠ N2
)♦ N(N + 1)/2

❢♦* )❤❡ .②♠♠❡)*✐❝ )✇♦✲❜♦❞② .♣❛)✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥. ψ
(2b)
n1,n2(x1, x2)✱

ψ(2b)
n1,n2

(x1, x2) =

√

2− δn1,n2

2
[ψn1(x1)ψn2(x2) + ψn2(x1)ψn1(x2)] , ✭✹✳✽✮

♦*✱ ✉.✐♥❣ )❤❡ ❦❡) ♥♦)❛)✐♦♥✱

ψ(2b)
n1,n2

(x1, x2) → |(s)n1n2〉 =
√

2− δn1,n2

2
(|n1n2〉+ |n2n1〉) . ✭✹✳✾✮

✸

❚❤❡ #$✐♣❧❡# ❝♦♥#$✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ .♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥.✐❞❡$❡❞ ✇❤❡♥ #❤❡ .♣❛#✐❛❧ ♣❛$# ❝❛♥ ❜❡

❛♥#✐.②♠♠❡#$✐③❡❞✱ #❤✉. #❤❡ ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥ .❤♦✉❧❞ ♥♦# ❜❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥#❛❝# #②♣❡ ❛♥❞ x1 6= x2✳



✹✳✶✳ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ *+❛+❡* ♦❢ +✇♦ ♣❛0+✐❝❧❡* ✐♥ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✾✸

❚❤❡ ♠❛+0✐① ❡❧❡♠❡♥+* ♦❢ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ✭✹✳✹✮ ✐♥ +❤❡ *②♠♠❡+0✐③❡❞ ❜❛*✐* ❛0❡

〈(s)n′1n′2|H2b|(s)n1n2〉 =
√

(2−δn1,n2 )(2−δn′
1,n

′
2
)

2 (En1 + En2)

×(δn1,n′
1
δn2,n′

2
+ δn1,n′

2
δn2,n′

1
) + 〈(s)n′1n′2|Vint|(s)n1n2〉, ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡0❡ +❤❡ ♠❛+0✐① ❡❧❡♠❡♥+ ♦❢ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥ ✐*

〈(s)n′1n′2|Vint|(s)n1n2〉 = −VRI

√

(2− δn′
1,n

′
2
)(2− δn1,n2)

×
∫ +∞
−∞ dxψ∗

n′
1
(x)ψ∗

n′
2
(x)

[

ρ(x)
ρ0

]p
ψn1(x)ψn2(x). ✭✹✳✶✶✮

❆* +❤❡ ❝♦0❡ ❞❡♥*✐+② ✭✹✳✷✮ ✐* *②♠♠❡+0✐❝✱ +❤❡ ✐♥+❡❣0❛♥❞ ❤❛* +♦ ❜❡ ❛ *②♠♠❡+0✐❝

❢✉♥❝+✐♦♥ +♦♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡* +❤❡ *❡❧❡❝+✐♦♥ 0✉❧❡

n1 + n2 + n′1 + n′2 = 2n; n = 0, 1, 2, . . . ✭✹✳✶✷✮

❆* ✇❡ ❛0❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐+❤ ❛ ❝♦♥+❛❝+ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥✱ ✐+ ✐* ✐♠♣♦0+❛♥+ +♦ ❞❡✜♥❡

❛♥ ❡♥❡0❣② +❤0❡*❤♦❧❞✱ Eth = 50.0 ▼❡❱✱ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ +❤❡ +✇♦✲❜♦❞② ❜❛*✐*

❝♦♠♣♦♥❡♥+* ❛0❡ ♥♦+ +❛❦❡♥ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+✳ ❚❤✉*✱ ♦♥❧② ❜❛*✐* *+❛+❡* |(s)n1n2〉
*✉❝❤ +❤❛+ En1 +En2 ≤ Eth ✇✐❧❧ ❡♥+❡0 ✐♥+♦ +❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥✳ ❚❤✐* ❡♥❡0❣② ❝✉+♦✛

✐* ❞✉❡ +♦ +❤❡ *♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛0❛❝+❡0✐*+✐❝* ♦❢ +❤❡ ♣♦✐♥+ ❝♦♥+❛❝+ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥ +❤❛+

❢♦0❜✐❞ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ +❤❡ ❢✉❧❧ *♣❛❝❡ ✐* ❝♦♥*✐❞❡0❡❞ ❬✻✵❪✳

❋♦0 ❡❛❝❤ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥*✐❞❡0❡❞ ❞✐*❝0❡+✐③❡❞ ❜❛*❡* ✭❍❖✱ ❚❍❖✱ ❇❖❳✮ ✇❡ *♦❧✈❡

+❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ♣0♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✽✮ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ *❡+ ♦❢ ❜♦✉♥❞ *+❛+❡* ❛♥❞ ❛ *❡+ ♦❢

♣*❡✉❞♦*+❛+❡* 0❡♣0❡*❡♥+✐♥❣ +❤❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡♥✱ ✉*✐♥❣ +❤❡ ♣♦*✐+✐✈❡✲❡♥❡0❣②

♣*❡✉❞♦*+❛+❡*✱ +❤❡ ❋❡0♠✐✲❛❧❧♦✇❡❞ +✇♦✲❜♦❞② ❜❛*✐* ✐* ❜✉✐❧+ ❛♥❞ +❤❡ +✇♦✲❜♦❞②

❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ✭✹✳✹✮ ✐* ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✱ ❝♦♠♣✉+✐♥❣ +❤❡ ♠❛+0✐① ❡❧❡♠❡♥+* ✭✹✳✶✵✮✳

❚❤✐* *❡❝♦♥❞ ♣❛0+ ✐* ❝♦♠♠♦♥ +♦ ❛❧❧ ♠❡+❤♦❞*✳ ❆* ❛ 0❡*✉❧+ ♦❢ +❤❡ +✇♦✲❜♦❞②

*+0✉❝+✉0❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ *+✉❞② +❤❡ ❡✐❣❡♥❡♥❡0❣✐❡* ❛♥❞ +❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝+✐♦♥* 0❡*✉❧+✐♥❣

❢0♦♠ +❤✐* ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞✳

✹✳✶✳✶ ❊♥❡&❣✐❡) ❛♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝1✐♦♥) ♦❢ 1❤❡ 1✇♦✲❜♦❞② ♠♦❞❡❧

❆* ✐♥ +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛*❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡*+✐❣❛+❡ +❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❜♦✉♥❞ *+❛+❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ❛♥❞ +❤❡✐0 ❝♦00❡*♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥*✳ ❆ ♣0♦♣❡0 ❜❡❤❛✈✐♦0 ✐♥ +❤❡

+❛✐❧ 0❡❣✐♦♥ ✐* ❡**❡♥+✐❛❧ ✐♥ +❤❡ ❞❡*❝0✐♣+✐♦♥ ♦❢ +✇♦✲♣❛0+✐❝❧❡ +0❛♥*❢❡0 ♣0♦❝❡**❡* ✐♥

❝♦♥♥❡❝+✐♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ ♣❛✐0✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❲❡ *❤♦✉❧❞ ❡♠♣❤❛*✐③❡ +❤❛+✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛0✐*♦♥
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✇✐)❤ )❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛.❡✱ )❤❡ )*❡❛)♠❡♥) ♦❢ )❤✐. ❝❛.❡ ✐. ❛ ♠♦*❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛)❡❞

)❛.❦✱ .✐♥❝❡ ✐) ✐♠♣❧✐❡. ♠✉❝❤ ❧❛*❣❡* ❜❛.❡.✳ ■♥ ♦*❞❡* )♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ )❤❡

✐♥❝*❡❛.❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐)② ♦❢ )❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✇❡ ♣❧♦) ✐♥ ✜❣✉*❡ ✹✳✶ )❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ )❤❡ )✇♦✲❜♦❞② .②♠♠❡)*✐③❡❞ ❜❛.✐. ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❛. ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞②

❜❛.✐. ❞✐♠❡♥.✐♦♥✳ ❆. ❞✐.❝✉..❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣)❡* ✷✱ )❤❡ γ/b = 2.4 ❢♠
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❜❡❤❛✈❡. ✐♥ ❛ .✐♠✐❧❛* ✇❛② )♦ )❤❡ ❍❖✱ ❛♥❞ ✈❛*✐❛)✐♦♥ ♦❢ γ/b ❣✐✈❡. ✉. ❛♥ ❡①)*❛

❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ✐♥ )❤❡ ✐♥✈❡.)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ .②.)❡♠✳
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✱

❜❧✉❡✱ ❛♥❞ γ/b = 2.4 ❢♠

−1/2
✱ *❡❞✮✳

❉❡.♣✐)❡ )❤❛)✱ )❤❡ ❞❡.❝*✐♣)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❜♦✉♥❞ .)❛)❡. ♦❜)❛✐♥❡❞ ✐♥

❝❤❛♣)❡* ✷ ✐. J✉✐)❡ ❛❝❝✉*❛)❡ ❡✈❡♥ ❢♦* ❛ .♠❛❧❧ ❜❛.✐. ❞✐♠❡♥.✐♦♥✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡ )❤❡

*❡.✐❞✉❛❧ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ✐. ♥♦) ❡①♣❡❝)❡❞ )♦ ✈❛*② ✇✐)❤ ◆✳ ❚❤✐. ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥

✜❣✉*❡ ✹✳✷ ✇❤❡*❡ )❤❡ *❡.✉❧)✐♥❣ *❡.✐❞✉❛❧ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ −VRI [ρ(x)/ρ0]
p
✐. ♣❧♦))❡❞

❢♦* )❤❡ ❍❖✱ ❚❍❖ ❛♥❞ ❇❖❳ ❝❛.❡.✿ )❤❡*❡ ❛*❡ .♦♠❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡. ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡

)❤*❡❡ ❝❛.❡.✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ .✐❣♥✐✜❝❛♥) ❢♦* ❧❛*❣❡ ✈❛❧✉❡. ♦❢ x✱ ✐♥ )❤❡ )❛✐❧ *❡❣✐♦♥✳
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❋✐❣✉0❡ ✹✳✷✿ ❙♣❛+✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥ ❢♦0 ♣❛0❛♠❡+❡0* ✐♥

❊?✳ ✹✳✹ ❢♦0 +❤❡ ❍❖ ✭N = 70✮✱ ❚❍❖✭γ/b = 1.2fm−1/2
❛♥❞ N = 50✮✱ ❛♥❞

❇❖❳ ✭xb = 50fm✮ ❝❛*❡*✳

■♥ +❤❡ ✜0*+ ♣❧❛❝❡ ✇❡ ❝❤❡❝❦ +❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ 0❡*✉❧+✐♥❣ +✇♦✲❜♦❞②

❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ✇✐+❤ +❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ♦❢ +❤❡ +0✉♥❝❛+❡❞ ✶❉ ❜❛*✐*✳ ❚❤✐*

✐* ❞❡♣✐❝+❡❞ ✐♥ ✜❣✉0❡* ✹✳✸❛ ❛♥❞ ✹✳✸❜ ❢♦0 +❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡+❤♦❞*✱ 0❡*♣❡❝✲

+✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦0 +❤❡ ❇❖❳ ♠❡+❤♦❞ +❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ +❤❡ ❜♦① 0❛❞✐✉* ✐* *❤♦✇♥

✐♥ ✜❣✉0❡ ✹✳✸❝✳ ❆* ❝❛♥ ❜❡ *❡❡♥ ❢0♦♠ +❤♦*❡ ✜❣✉0❡*✱ +❤❡ ❡♥❡0❣② ♦❢ +❤❡ ❜♦✉♥❞

*+❛+❡ ✭0❡❞ *♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ✐* ❝♦♥✈❡0❣✐♥❣✱ ✇✐+❤ 0❡*✐❞✉❛❧ ♠✐♥♦0 ♦*❝✐❧❧❛+✐♦♥*✱ +♦ ❛

❧✐♠✐+✐♥❣ ✈❛❧✉❡ Eb = −0.5 ▼❡❱✳ ◆♦+❡ +❤❛+ ✇✐+❤♦✉+ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥

+❤❡ +✇♦✲❜♦❞② *②*+❡♠ ✐* ✉♥❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✐+ ✐* +❤❡ ❛++0❛❝+✐✈❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥

❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ +✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉+0♦♥* +❤❛+ ♠❛❦❡* +❤❡ *②*+❡♠ ❜♦✉♥❞✳ ❚♦ *❤♦✇ +❤❡

?✉❛♥+✐+❛+✐✈❡ ❡✛❡❝+ ♦❢ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧*♦ ❞❡♣✐❝+ ✐♥ ✜❣✉0❡ ✹✳✸✱

❛* ❛ ❞❛*❤❡❞ ❣0❡❡♥ ❧✐♥❡✱ +❤❡ ❡♥❡0❣② ♦❢ +❤❡ ❧♦✇❡*+ ✉♥♣❡0+✉0❜❡❞ +✇♦✲♣❛0+✐❝❧❡

*+❛+❡ ❢♦0 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ ♣❛0❛♠❡+❡0 ◆ ♦0 xb✳ ❚❤❡ ❞♦++❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡* ❛0❡ +❤❡

❡♥❡0❣✐❡* ♦❢ +❤❡ ❧♦✇❡0 +✇♦✲♣❛0+✐❝❧❡ ♣*❡✉❞♦*+❛+❡* ✐♥ +❤❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ❛0✐*✐♥❣ ❢0♦♠

+❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛+✐♦♥✳ ❆* ✐♥ +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛*❡✱ +❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ✐* ❢❛*+❡0 ✇✐+❤

0❡*♣❡❝+ +♦ ◆ ❢♦0 +❤❡ ❚❍❖ ❝❛*❡ ❛* ❝♦♠♣❛0❡❞ +♦ +❤❡ *✐♠♣❧❡0 ❍❖ ❝❛*❡✳

❆* ✐♥ +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛*❡ ✐+ ✐* ✐♠♣♦0+❛♥+ +♦ ❝❤❡❝❦ ❛❧*♦ +❤❡ 0❛❞✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢

+❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡✐❣❡♥*+❛+❡✳ ❚♦ +❤✐* ❡♥❞ +❤❡ 0❡*✉❧+✐♥❣ ❣0♦✉♥❞✲*+❛+❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥

Ψ(x, x) ❢♦0 x1 = x2 = x ✐* ♣❧♦++❡❞ ✐♥ +❤❡ 0✐❣❤+ ♣❛♥❡❧* ♦❢ ✜❣✉0❡ ✹✳✸ ❢♦0 ❞✐✛❡0❡♥+

◆ ✈❛❧✉❡* ✐♥ +❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❝❛*❡* ♦0 xb ❢♦0 +❤❡ ❇❖❳✳ ■♥ ♦0❞❡0 +♦ ❞✐*♣❧❛② +❤❡

*❧♦✇ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ✐♥ +❤❡ +❛✐❧ 0❡❣✐♦♥✱ ✇❡ *❤♦✇ ✐♥ +❤❡ ✜❣✉0❡ ❥✉*+ +❤❡ ❛*②♠♣+♦+✐❝

♣❛0+ ♦❢ +❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥* ✐♥ ❛ ❧♦❣❛0✐+❤♠✐❝ *❝❛❧❡✳
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❋✐❣✉*❡ ✹✳✸✿ :❛♥❡❧ ✭❛✮✿ ✜*.) )✇♦✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧)♦♥✐❛♥ ❡♥❡*❣✐❡. ✭.♦❧✐❞ *❡❞ ❛♥❞

❞♦))❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡.✮ ❛. ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ♦❢ )❤❡ )*✉♥❝❛)❡❞ ✶❉ ❍❖

❜❛.✐. ✭❧❡❢)✮ ❛♥❞ ❣*♦✉♥❞ .)❛)❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥ )❛✐❧ Ψ(x, x) ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥) ✈❛❧✉❡. ♦❢
)❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❜❛.✐. ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ✭*✐❣❤)✮✳ :❛♥❡❧ ✭❜✮✿ .❛♠❡ ❢♦* )❤❡ ❚❍❖ ❜❛.✐.✳

:❛♥❡❧ ✭❝✮✿ ✜*.) )✇♦✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧)♦♥✐❛♥ ❡♥❡*❣✐❡. ❛. ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ *❛❞✐✉.

xb ♦❢ )❤❡ ❇❖❳ ✭❧❡❢)✮ ❛♥❞ ❣*♦✉♥❞✲.)❛)❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥ )❛✐❧ Ψ(x, x) ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥)
✈❛❧✉❡. ♦❢ )❤❡ ❜♦① *❛❞✐✉. ✭*✐❣❤)✮✳ ❆❧.♦ .❤♦✇♥✱ ❛. ❞❛.❤❡❞ ❣*❡❡♥ ❧✐♥❡.✱ )❤❡

❡♥❡*❣✐❡. ♦❢ )❤❡ ❧♦✇❡.) ✉♥♣❡*)✉*❜❡❞ )✇♦✲♣❛*)✐❝❧❡ .)❛)❡ ❢♦* ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ )❤❡

♣❛*❛♠❡)❡* ◆ ♦* xb✳
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❆ ❢✉0+❤❡0 ✐♥*✐❣❤+ ♦♥ +❤❡ ❡✛❡❝+ ♦❢ +❤❡ 0❡*✐❞✉❛❧ ♣❛✐0✐♥❣ ❝♦00❡❧❛+✐♦♥* ❝❛♥

❜❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛+ +❤❡ ❢❡❛+✉0❡* ♦❢ +❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✭♦0 ✐+* ♠♦❞✉❧✉*

*@✉❛0❡❞✮ ❛* ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦♦0❞✐♥❛+❡* x1 ❛♥❞ x2✳ ❚❤❡ 0❡*✉❧+* ♦❜+❛✐♥❡❞ ❢♦0
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❛* +❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦00❡❧❛+❡❞ ♦♥❡✳ ■+ ✐* ❛♣♣❛0❡♥+ ❢0♦♠ +❤❡ ❝♦♠♣❛0✐*♦♥ ♦❢ +❤❡ +✇♦
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❋✐❣✉0❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ ❆♥♦♠❛❧♦✉* ❉❡♥*✐+② 0❡*✉❧+ ❢♦0 +❤❡ ❍❖ ✭❛✮ ❛♥❞ ❚❍❖ ✭❜✮ ❢♦0

γ/b = 1.2 ❢♠
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❛* ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❜❛*✐* ❞✐♥❡♥*✐♦♥ ◆✳ ❚❤❡ ❇❖❳

♠❡+❤♦❞ 0❡*✉❧+ ✭❝✮ ✐* ♣0❡*❡♥+❡❞ ❛* ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❜♦① 0❛❞✐✉* xb✳



✶✵✷ ✹✳ ❚✇♦✲♥❡✉*+♦♥ ❤❛❧♦ /②/*❡♠/✿ /*+✉❝*✉+❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝/

✹✳✶✳✸ ❚%❛♥(✐*✐♦♥ ♠❛*%✐① ❡❧❡♠❡♥*( ❢♦% x ❛♥❞ x
2
♦♣❡%❛*♦%(

❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ *❤❡ ❣+♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐*❡❞ *✇♦✲♣❛+*✐❝❧❡ /*❛*❡/ ❛❧❧♦✇/ ✉/ *♦

❝❛❧❝✉❧❛*❡ ♠❛*+✐① ❡❧❡♠❡♥*/ ♦❢ ❞✐✛❡+❡♥* ♦♣❡+❛*♦+/✱ ❡✳❣✳ x ❛♥❞ x2✱ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡

❣+♦✉♥❞ /*❛*❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✏❝♦♥*✐♥✉✉♠✑ ❡①❝✐*❡❞ /*❛*❡/✳ ❇❡/✐❞❡/ ❝❤❡❝❦✐♥❣ *❤❡ ❞✐✛❡+✲

❡♥* ❞✐/❝+❡*✐③❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞/✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛+❡ *❤❡ ❡♥❡+❣② /*+❡♥❣*❤ ❞✐/*+✐❜✉*✐♦♥

✇✐*❤ *❤♦/❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❞✐✲♥❡✉*+♦♥ ❝❧✉/*❡+ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ /*❛+* ❜② ❡①*❡♥❞✐♥❣ *❤❡ x ❛♥❞ x2 ♦♣❡+❛*♦+/ *♦ *❤❡ *✇♦✲♣❛+*✐❝❧❡ ❝❛/❡✳

❉❡✜♥✐♥❣

D12 = x1 + x2, ✭✹✳✶✽✮

Q12 = x21 + x22, ✭✹✳✶✾✮

✇❡ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ *+❛♥/✐*✐♦♥ ✐♥*❡❣+❛❧/

〈Ψb|O(x1, x2)|Ψi〉 =
∫ +∞

−∞
dx1dx2 Ψ∗

b(x1, x2)O(x1, x2)Ψi(x1, x2), ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡+❡ O(x1, x2) = D12 ♦+ Q12✱ Ψb(x1, x2) ✐/ *❤❡ *✇♦✲❜♦❞② ❣+♦✉♥❞ /*❛*❡✱ ❛♥❞

*❤❡ /❡* {|Ψi(x1, x2)〉} +❡♣+❡/❡♥*/ *❤❡ *✇♦✲❜♦❞② ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ♣/❡✉❞♦/*❛*❡/✳

❚❤❡ +❡/✉❧*❛♥* ❞✐/*+✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧✉/ /K✉❛+❡❞ ♠❛*+✐① ❡❧❡♠❡♥*/ ❢+♦♠ *❤❡

❣+♦✉♥❞ /*❛*❡ *♦ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ /*❛*❡/ ✐/ +❡♣♦+*❡❞ ✐♥ ✜❣✉+❡ ✹✳✽ ❢♦+ *❤❡ ❞✐✛❡+❡♥*

❞✐/❝+❡*✐③❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞/ ❛♥❞ ❢♦+ ❞✐✛❡+❡♥* ✈❛❧✉❡/ ♦❢ ◆ ✭❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖✮ ♦+ xb

✭❇❖❳✮✳ ❯♣♣❡+ ❢+❛♠❡/ +❡❢❡+ *♦ B1 = |〈Ψb|D12|Ψi〉|2✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡+ ❢+❛♠❡/ *♦ B2 =

|〈Ψb|Q12|Ψi〉|2✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡ ❞✐✛❡+❡♥* ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥/ ❧❡❛❞ *♦ ❞✐✛❡+❡♥* ❞❡♥/✐*✐❡/ ♦❢

/*❛*❡/✱ ❢♦+ ❛ ❜❡**❡+ ❝♦♠♣❛+✐/♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ ♣+♦♣❡+*✐❡/ ✇❡ ❛❧/♦ ❞✐/♣❧❛②

✐♥ *❤❡ ❧❡❣❡♥❞/ ♦❢ *❤❡ ✜❣✉+❡ *❤❡ ✐♥*❡❣+❛*❡❞ ✈❛❧✉❡/✳

■* ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛*✉+❛❧ *+②✐♥❣ *♦ ✐♥*❡+♣+❡*❡ *❤❡ ❛❜♦✈❡ +❡/✉❧*/ ✐♥ *❡+♠/ ♦❢

/✉♠ +✉❧❡/✳ ❚❤✐/ ✐/ ♠♦+❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ *❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ *❤❡ ❚❙❙❘✱ /❡❡ ✭✷✳✹✽✮✱ /✐♥❝❡

✐* ✇♦✉❧❞ +❡K✉✐+❡ *❤❡ ❡✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x1x2 ♦♣❡+❛*♦+✳ ■*

✐/✱ ♦♥ *❤❡ ♦*❤❡+ ❤❛♥❞✱ ❡❛/✐❡+ *♦ ❡✈❛❧✉❛*❡ *❤❡ ❊❲❙❘✿ ✐♥ ❛♥ ❆✲❜♦❞② /②/*❡♠✱

❢♦+ ♦♥❡✲❜♦❞② ♦♣❡+❛*♦+/✱ ✐* ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ❛/

E(b)
W (x1, ..., xA) =

1

2

~
2

µ
〈Ψb|

A
∑

i=1

(

∂O(xi)

∂xi

)2

|Ψb〉. ✭✹✳✷✶✮

❚❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥* ♦❢ *❤❡ ❊❲❙❘ ✐/ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❣♦♦❞♥❡// ♦❢ *❤❡ ❞✐/✲
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0

10

20

30

 HO -> 238 fm
2

0

3

6

9

B
1

 (
fm

2
)

THO -> 240 fm
2

0 1 2 3 4 5
Energy (MeV)

0

5

10

15

20

BOX -> 234 fm
2

✭❛✮ ❇✶

0

1000

2000

3000

 HO -> 20.2 10
3
 fm

4

0

200

400

600

B
2

 (
fm

4
)

THO -> 20.2 10
3
 fm

4

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Energy (MeV)

0

500

1000

1500

BOX -> 21.0 10
3
 fm

4

✭❜✮ ❇✷

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽✿ ❘❡+✉❧-+ ❢♦$ -❤❡ ❇1 ❛♥❞ ❇2 -$❛♥+✐-✐♦♥ ✐♥-❡♥+✐-✐❡+ ✐♥ -❤❡ ♠✐❝$♦+❝♦♣✐❝

-✇♦✲❜♦❞② ❛♣♣$♦❛❝❤ ❛+ ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❡♥❡$❣②✱ ✉+✐♥❣ -❤❡ ❞✐✛❡$❡♥-

❞✐+❝$❡-✐③❛-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞+✳ ◆✉♠❜❡$+ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❧❡❣❡♥❞ ❛$❡ -❤❡ ✐♥-❡❣$❛-❡❞

✈❛❧✉❡+✳ ■♥ -❤❡ ❍❖ ❝❛+❡ -❤❡ ❜❛+✐+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ✐+ ◆= 200✱ ✐♥ -❤❡ ❚❍❖ ❝❛+❡

◆= 100✱ ❛♥❞ ❢♦$ -❤❡ ❇❖❳ ❝❛+❡ -❤❡ $❛❞✐✉+ ✐+ xb = 90 ❢♠✳



✶✵✹ ✹✳ ❚✇♦✲♥❡✉*+♦♥ ❤❛❧♦ /②/*❡♠/✿ /*+✉❝*✉+❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝/

❝+❡*✐③❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞✱ ❜✉* ❛❧/♦ ♦❢ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡*❡♥❡// ♦❢ *❤❡ ❜❛/✐/✱ ❛/ /*❛*❡❞ ❢♦+

*❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛/❡ ✐♥ ❝❤❛♣*❡+ ✷✳ ❚❤❡ ❊❲❙❘ ✈❛❧✉❡ ✐/ ✐♥ ❢❛❝* ♦♥❧② +❡❝♦✈❡+❡❞

✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡*❡ ❜❛/✐/ ✐/ ✉/❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♥♦* ♦✉+ ❝❛/❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛+❡ ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐*❤ ❛ ❞❡❧*❛ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✇❡ *+✉♥❝❛*❡ ❛❧❧ ❜❛/❡/ ✉♣ *♦ ❛ ❝❡+*❛✐♥ ❡♥❡+❣②✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡

✈❛❧✉❡/ ♦❢ *❤❡ *+❛♥/✐*✐♦♥ ♠❛*+✐① ❡❧❡♠❡♥*/ ❛+❡ +❛♣✐❞❧② ❞❡❝+❡❛/✐♥❣ ✭❝❢✳ ✜❣✉+❡

✹✳✽✮ ✇❡ ♠❛② ❛//✉♠❡ *❤❛* *❤❡ ❝✉*✲♦✛ ✐/ ♥♦* /♦ +❡❧❡✈❛♥*✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ✐* ✐/ ♠✉❝❤

♠♦+❡ ✐♠♣♦+*❛♥* *❤❛* ✐♥ ♦✉+ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛//✉♠❡❞ ❛ /❛*✉+❛*❡❞ ❛♥❞ ❢+♦③❡♥

❝♦+❡✿ /*❛*❡/ *❤❛* ❝♦++❡/♣♦♥❞ *♦ ❜♦*❤ ♣❛+*✐❝❧❡/ ✐♥ ❛ ✏❢♦+❜✐❞❞❡♥✑ ❜♦✉♥❞ /*❛*❡

♦+ /*❛*❡/ ✇❤✐❝❤ +❡♣+❡/❡♥* ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥/ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛+*✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦+❡ /*❛*❡ ❛♥❞

❛♥♦*❤❡+ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝♦♥*✐♥✉✉♠ /*❛*❡ ❤❛✈❡ ♥♦* ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ *❤❡ *✇♦✲

❜♦❞② ❜❛/✐/✳ ❋♦+ *❤✐/ +❡❛/♦♥ *❤❡ ❝♦♠♣❛+✐/♦♥ ✇✐*❤ *❤❡ ❊❲❙❘ ❢♦+ *❤❡ *✇♦✲❜♦❞②

❝❛/❡ ✐/ ❜❡②♦♥❞ ♦✉+ /✐♠♣❧❡ ❛♣♣+♦❛❝❤✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤✐/ /❡❝*✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛+✐♥❣ *❤❡ +❡/✉❧*/ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✐♥ *❤❡ *✇♦✲

❜♦❞② ♠♦❞❡❧ ✇✐*❤ *❤❡ ❝♦++❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐/*+✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ♠❛*+✐① ❡❧❡♠❡♥*/ ♦❜*❛✐♥❡❞

✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❞✐✲♥❡✉*+♦♥ ❝❧✉/*❡+ ♠♦❞❡❧ ❬✻✷❪✳ ❚♦ *❤✐/ ❡♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥/✐❞❡+❡❞ ❛

✶❉ ❝❧✉/*❡+ ♦❢ *✇♦ ♥❡✉*+♦♥/ ✇✐*❤ ♠❛// µ = 1.885 ❛♠✉ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦*❡♥*✐❛❧

✭✷✳✶✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ /✉❝❤ ❛ ✇❛② *♦ +❡♣+♦❞✉❝❡ *❤❡ /❛♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡+❣② ✭❊= −0.50

▼❡❱✮ ❛♥❞ S✉❛♥*✉♠ ♥✉♠❜❡+/ ♦❢ *❤❡ *✇♦✲❜♦❞② ♠♦❞❡❧ ❝❛/❡✿

V0 = −50.9 MeV, R = 5.0 fm, α = 0.4 fm. ✭✹✳✷✷✮

■♥ *❤✐/ ❝❛/❡ *❤❡ *+❛♥/✐*✐♦♥ ✐♥*❡♥/✐*✐❡/ *♦ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ❛+❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ✇✐*❤ ❛ ♦♥❡✲

❜♦❞② ♦♣❡+❛*♦+ xclus✱ *❤❡ ❝✳♠✳ ❝♦♦+❞✐♥❛*❡ ♦❢ *❤❡ ❝❧✉/*❡+✱ ❛♥❞ *❤❡ ❜❛/✐/ /*❛*❡/
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❚❤❡② ❛(❡ ❞❡♣✐❝&❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ♦❢ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✵ ❛1 ❣(❡❡♥ (❡❝&❛♥❣❧❡1✳

• ❚❤❡ &✇♦✲♣❛(&✐❝❧❡ &(❛♥1❢❡( ♣(♦❜❛❜✐❧✐&②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦((❡1♣♦♥❞1 &♦ &❤❡ ♣(♦❜❛✲

❜✐❧✐&② &❤❛& ❜♦&❤ ♣❛(&✐❝❧❡1 &(❛♥1❢❡( &♦ &❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ✐1 ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ❛1 &❤❡

✐♥&❡❣(❛❧ ♦✈❡( &❤❡ (❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ &❤❡ x1 = x2 ❜✐1❡❝&♦( ✇❤✐❝❤ ❝♦((❡1♣♦♥❞1

&♦ &❤❡ ✜♥❛❧ ♣(♦❥❡❝&✐❧❡ ♣♦1✐&✐♦♥✳ ❚❤✐1 ❛(❡❛ ✐1 ♠❛(❦❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ 1♠❛❧❧

♠❛❣❡♥&❛ 1C✉❛(❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ♦❢ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✵✳

• ❚❤❡ ♦♥❡✲♣❛(&✐❝❧❡ ❜(❡❛❦✉♣ ✭♦♥❡ ♣❛(&✐❝❧❡ ✐♥ &❤❡ ❝♦♥&✐♥✉✉♠ ♦✉&1✐❞❡ &❤❡

✇❡❧❧1 ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ &❤❡ &❛(❣❡& ♦( ♣(♦❥❡❝&✐❧❡ ✇❡❧❧✮✱ ❛♥❞ &❤❡ &✇♦✲♣❛(&✐❝❧❡

❜(❡❛❦✉♣ ✭❜♦&❤ ♣❛(&✐❝❧❡1 ♦✉&1✐❞❡ &❤❡ ✇❡❧❧1✮ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&② ❝♦((❡1♣♦♥❞1 &♦

&❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&② ✭&❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ✐1 ✉♥✐&❛(②✮✳ ❲❡ ❡①♣❡❝& &♦

✜♥❞ &❤✐1 ❝♦♠♣♦♥❡♥&1 ♦✉&1✐❞❡ &❤❡ ♣(❡✈✐♦✉1 ❛(❡❛1✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛(&✐❝✉❧❛(✱

✇❡ 1✉♣♣♦1❡ &❤❛& &❤❡ &✇♦✲♥❡✉&(♦♥ ❜(❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥& ❝♦♥❝❡♥&(❛&❡1 ✐♥

&❤❡ ❛(❡❛ ✐♥1✐❞❡ &❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✐(❝❧❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ♦❢ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✵✳



x1 x2



✹✳✷✳ ❙❝❛&&❡(✐♥❣ ♦❢ &✇♦ ♣❛(&✐❝❧❡1 ✐♥ &❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ &✇♦ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ✇❡❧❧1 ✶✵✾

✹✳✷✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ♣❛✐1✐♥❣ ✐♥,❡1❛❝,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ 1❡❛❝,✐♦♥ ♣1♦✲
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■& ✐1 ✐♥&❡(❡1&✐♥❣ &♦ 1&✉❞② &❤❡ (❡❛❝&✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐1♠ ❜② 1✇✐&❝❤✐♥❣ ♦♥ ♦( ♦✛ &❤❡

♣❛✐(✐♥❣ ✐♥&❡(❛❝&✐♦♥✳

❲❡ ✜(1& ❝♦♥1✐❞❡( &❤❡ ❝❛1❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♣❛✐(✐♥❣ ✐♥&❡(❛❝&✐♦♥ ✐1 1✇✐&❝❤❡❞ ♦✛

✭✉♥❝♦((❡❧❛&❡❞ ❝❛1❡✮✳ ■♥ &❤✐1 ❝❛1❡ ❜♦&❤ ♣❛(&✐❝❧❡1 ✐♥✐&✐❛❧❧② 1✐& ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦((❡❧❛&❡❞

✇❛② ✐♥ ♦♥❡ 1✐♥❣❧❡✲♣❛(&✐❝❧❡ 1&❛&❡ ♦❢ &❤❡ &❛(❣❡& ♣♦&❡♥&✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ❆1 ✐♥✐&✐❛❧ ❝♦♥✲

❞✐&✐♦♥1 ✇❡ ❝❤♦♦1❡ &✇♦ ❲♦♦❞1✲❙❛①♦♥ ✭✷✳✶✮ ♣♦&❡♥&✐❛❧1 &♦ ❣❡♥❡(❛&❡ &❤❡ 1✐♥❣❧❡✲

♣❛(&✐❝❧❡ ❜❛1✐1 ♦❢ &❛(❣❡& ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝&✐❧❡✳ ■♥ ♣❛(&✐❝✉❧❛(✱ ❢♦( &❤❡ &❛(❣❡& ✇❡ ✜① &❤❡

♣❛(❛♠❡♥&❡(1 V T
0 = −1.29 ▼❡❱✱ RT = 1.80 ❢♠✱ ❛♥❞ αT = 0.67 ❢♠✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦(

&❤❡ ♣(♦❥❡❝&✐❧❡ ✇❡ ✉1❡ V P
0 = −1.10▼❡❱✱ RP = 2.0 ❢♠✱ ❛♥❞ αP = 0.65 ❢♠✳ ❚❤❡

(❡❞✉❝❡❞ ♠❛11 ❢♦( &❤✐1 ❝❛1❡ ✐1 µ = 0.975 ❛♠✉✳ ❚♦ ❣❡♥❡(❛&❡ &❤❡ ❜♦✉♥❞ &✇♦✲❜♦❞②

1&❛&❡ ✐♥ &❤✐1 ✉♥❝♦((❡❧❛&❡❞ ❝❛1❡✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ 1✐♥❣❧❡✲♣❛(&✐❝❧❡ ❜♦✉♥❞ 1&❛&❡ ✐♥

❛❞❞✐&✐♦♥ &♦ &❤❡ ❝♦♥&✐♥✉✉♠ ♣1❡✉❞♦1&❛&❡1

✻

❚❤❡ ♣(♦❥❡❝&✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇1 &❤❡ ✭✸✳✷✮ &(❛✲

❥❡❝&♦(② ✇✐&❤ ❛ ❝♦♥1&❛♥& ❛❝❝❡❧❡(❛&✐♦♥ a = 3000/~2 ❢♠✴♣1

2 ✼

✳ ❚❤❡ &✇♦✲♣❛(&✐❝❧❡

❜♦✉♥❞ 1&❛&❡ ❡♥❡(❣✐❡1 ♦❜&❛✐♥❡❞ ❛(❡ ET
2b = −0.39 ▼❡❱ ❛♥❞ EP

2b = −0.34 ▼❡❱✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦((❡1♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ✐1 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✶ ✭✉♣♣❡(✲

❧❡❢& ❢(❛♠❡✮ ❛1 ❛ ❝♦♥&♦✉( ♣❧♦& ❛1 ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ x1 ❛♥❞ x2✳ ◆♦&❡ &❤❛& ✐♥

&❤✐1 ❝❛1❡ &❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ 1♣❛&✐❛❧ ♣❛(& ✐1 1②♠♠❡&(✐❝❛❧✱ 1♦ ✐& 1❤♦✇1 ❡M✉❛❧

♣(♦❜❛❜✐❧✐&✐❡1 ❢♦( &❤❡ &✇♦ ♣❛(&✐❝❧❡1 &♦ ❜❡ ♦♥ &❤❡ 1❛♠❡ 1✐❞❡ ♦❢ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧

✭❝❧✉1&❡(✲❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉(❛&✐♦♥✮ ♦( ♦♥ ♦♣♣♦1✐&❡ 1✐❞❡1 ✭❝✐❣❛(✲❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉(❛&✐♦♥✮✳

❲❡ &❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ &✐♠❡ &❤❡ &✇♦✲♣❛(&✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ &♦ &❤❡ &✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥& ❙❝❤(♦❡❞✐♥❣❡( ❡M✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡(✲(✐❣❤& ❢(❛♠❡ ❞✐1♣❧❛②1 &❤❡

✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ &❤❡ ♣(♦❝❡11✳ ❋(♦♠ &❤✐1 ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥

1❡♣❛(❛&❡ &❤❡ ❞✐✛❡(❡♥& ✜♥❛❧ 1&❛&❡1✱ ❞❡1❝(✐❜❡❞ ✐♥ &❤❡ ♣(❡✈✐♦✉1 1❡❝&✐♦♥✳ ■♥ &❤✐1

1♣❡❝✐✜❝ ❝❛1❡ ❜(❡❛❦✉♣ ♣(♦❝❡11❡1 ✭❜♦&❤ ♦♥❡ ❛♥❞ &✇♦✲♣❛(&✐❝❧❡✮ ❛(❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡ &♦&❛❧ ♦♥❡✲♣❛(&✐❝❧❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&② P1 ❛♠♦✉♥&1 &♦ ❛❜♦✉& ✹✵✪✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ &✇♦✲

♣❛(&✐❝❧❡ &(❛♥1❢❡( ♣(♦❜❛❜✐❧✐&② P2 ❛♠♦✉♥&1 &♦ ❛❜♦✉& ✹✪✳ ❉✉❡ &♦ &❤❡ ❛❜1❡♥❝❡

♦❢ ❝♦((❡❧❛&✐♦♥1 &❤❡ &(❛♥1❢❡( ♣(♦❝❡11 ✐1 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ♠❡❛♥✲✜❡❧❞

❣❡♥❡(❛&❡❞ ❜② &❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ✐♥ &❡(♠1 ♦❢ (❡❛❝&✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐1♠ &❤❡

&✇♦✲♣❛(&✐❝❧❡ &(❛♥1❢❡( ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥&❡(♣(❡&❡❞ ❛1 ♣(♦❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡ 1✉❝❝❡11✐✈❡

✻

❲❡ ❞✐$❝&❡'✐③❡ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉✉♠ ✉$✐♥❣ '❤❡ ❚❍❖ ♠❡'❤♦❞ ♣&❡$❡♥'❡❞ ✐♥ $❡❝'✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ■♥

♣❛&'✐❝✉❧❛&✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ NTHO = 75 ❜❛$✐$ $'❛'❡$✱ ✇❡ ❛❧$♦ ✉$❡ γ/b = 1.2 ❢♠−1/2
❛♥❞ ❛♥

❡♥❡&❣② ❝✉'♦✛ ♦❢ 50.0 ▼❡❱ ✐♥ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉✉♠✳
✼

❋♦& '❤✐$ ❝❛$❡ '❤❡ '✐♠❡ ✐$ ❡①♣&❡$$❡❞ ✐♥ ✉♥✐' ♦❢ ~✳



✶✶✵ ✹✳ ❚✇♦✲♥❡✉)*♦♥ ❤❛❧♦ .②.)❡♠.✿ .)*✉❝)✉*❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝.

)*❛♥.❢❡* ♦❢ .✐♥❣❧❡ ♣❛*)✐❝❧❡.✳ ■♥ .✉❝❤ ❛ .✐)✉❛)✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♣❡*)✉*❜❛)✐✈❡ ❛♣♣*♦❛❝❤✱

✇❡ ❡①♣❡❝) ❛ ♣❛✐* )*❛♥.❢❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐)②

P2 ∼ (P1)
2/4, ✭✹✳✷✺✮

✇❤✐❝❤ ✐. ♣*❡❝✐.❡❧② )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉* ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥✳

❲❡ ♠♦✈❡ ♥♦✇ )♦ )❤❡ ❝❛.❡ ✇✐)❤ ❝♦**❡❧❛)✐♦♥.✳ ❋♦* )❤✐. ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥ ✇❡ ✜①

)❤❡ )❛*❣❡) ♣❛*❛♠❡♥)❡*. V T
0 = −5.80 ▼❡❱✱ RT = 2.50 ❢♠✱ ❛♥❞ αT = 0.67 ❢♠✱

❛♥❞ ❢♦* )❤❡ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ ✇❡ ✉.❡ V P
0 = −23.6 ▼❡❱✱ RP = 2.00 ❢♠✱ ❛♥❞ αP =

0.65 ❢♠✳ ❚❤❡ *❡❞✉❝❡❞ ♠❛.. ❢♦* )❤✐. ❝❛.❡ ✐. µ = 0.975 ❛♠✉✳ ❚❤❡ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡

❢♦❧❧♦✇. )❤❡ ✭✸✳✷✮ )*❛❥❡❝)♦*② ✇✐)❤ .❛♠❡ ❛❝❝❡❧❡*❛)✐♦♥ ❛. ✐♥ ♣*❡✈✐♦✉. ❡①❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✐. ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ )❤❡ *❡.✐❞✉❛❧ ♣❛✐*✐♥❣

✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ )✇♦✲♣❛*)✐❝❧❡ ❜❛.✐.✳ ❲❡ ❝❤♦♦.❡ ❢♦* )❤❡ *❡.✐❞✉❛❧ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥

✭✹✳✶✮ )❤❡ ♣❛*❛♠❡)❡*. V T
RI = −58.50 ▼❡❱ ❛♥❞ V P

RI = −58.95 ▼❡❱ ❢♦* )❛*❣❡)

❛♥❞ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ *❡.♣❡❝)✐✈❡❧② ✐♥ ♦*❞❡* )♦ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ )✇♦✲♣❛*)✐❝❧❡ ❜♦✉♥❞ .)❛)❡

❡♥❡*❣✐❡. ❛. .✐♠✐❧❛* ❛. ♣♦..✐❜❧❡✿ ET
2b = −5.94 ▼❡❱ ❛♥❞ EP

2b = −6.23 ▼❡❱✳

❚❤❡ ♣❛*❛♠❡)❡*. ρ0 = 0.15 ❢♠

−1
❛♥❞ p = 1 ❛*❡ )❤❡ .❛♠❡ ❢♦* ❜♦)❤ ♣♦)❡♥)✐❛❧.✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛..✉♠❡ )❤❛) )❤❡ ❝♦*❡ ♦❝❝✉♣✐❡. ❛❧❧ )❤❡ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧.✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦) ✐♥❝❧✉❞❡

)❤♦.❡ .)❛)❡. ✐♥ )❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥)✐♥✉✉♠ ✐. ❞✐.❝*❡)✐③❡❞ ✐♥ )❤❡ .❛♠❡ ✇❛②

❛. ✐♥ )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ ❝❛.❡✳

❚❤❡ ❝♦**❡.♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✐)✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥. ❛*❡ .❤♦✇♥ ✐♥ )❤❡ ❧♦✇❡*

❢*❛♠❡. ♦❢ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✶✳ ■♥ )❤❡ ❝❛.❡ ✇✐)❤ ❝♦**❡❧❛)✐♦♥.✱ )❤❡ ♣*❡.❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ♣❛✐*✐♥❣

✐♥)❡*❛❝)✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ❛ )✇♦✲❜♦❞② ♦♣❡*❛)♦*✱ ♠❛❦❡. ♣♦..✐❜❧❡ )❤❡ .✐♠✉❧)❛♥❡♦✉.

)*❛♥.❢❡* ♦❢ )❤❡ )✇♦ ♥❡✉)*♦♥. ✐♥ ❛❞❞✐)✐♦♥ )♦ )❤❡ )❤❡ .✉❝❝❡..✐✈❡ )*❛♥.❢❡* ♦❢

.✐♥❣❧❡ ♣❛*)✐❝❧❡.✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝) ♦❢ )❤✐. ✐♥✐)✐❛❧ ❝♦**❡❧❛)✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣*♦♣❛❣❛)❡ ❞✉*✐♥❣

)❤❡ .❝❛))❡*✐♥❣ ♣*♦❝❡.. ❛♥❞ ❛✛❡❝) )❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥ ✭❧♦✇❡*✲*✐❣❤) ❢*❛♠❡✮✳

❆. ✐♥ )❤❡ ♣*❡✈✐♦✉. ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ ❝❛.❡ ✇❡ ❝❛♥ .❡♣❛*❛)❡ )❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)✐❡. ❢♦*

)❤❡ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❞✐✛❡*❡♥) ✜♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧.✳ ❖♥❡ ❣❡). ❛ )♦)❛❧ ♦♥❡✲♣❛*)✐❝❧❡

)*❛♥.❢❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② P1 ❡P✉❛❧ )♦ ✺✷✪ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐* )*❛♥.❢❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② P2 ❡P✉❛❧

)♦ ✶✸✪✳ ❚❤✐. ❧❛))❡* ✈❛❧✉❡ ✐. ❛ ❢❛❝)♦* 2 ❧❛*❣❡* )❤❛♥ )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ ❡.)✐♠❛)❡

♦❢ ❡P✉❛)✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮✳ ❚❤✐. ❢❛❝)♦* *❡♣*❡.❡♥). )❤❡*❡❢♦*❡ )❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥) ❢❛❝)♦*

❞✉❡ )♦ )❤❡ ♣❛✐*✐♥❣ ❝♦**❡❧❛)✐♦♥✿ )❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❜♦)❤ ♣❛*)✐❝❧❡. ♦♥

)❤❡ .❛♠❡ .✐❞❡ ✐. ♥♦✇ ❝❧❡❛*❧② ❢❛✈♦*❡❞✳



✹✳✷✳ ❙❝❛&&❡(✐♥❣ ♦❢ &✇♦ ♣❛(&✐❝❧❡1 ✐♥ &❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ &✇♦ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ✇❡❧❧1 ✶✶✶

❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✶✿ ❚✇♦✲❜♦❞② ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥1 ❢♦( &❤❡ ✉♥❝♦((❡❧❛&❡❞ ✭✉♣♣❡(✮ ❛♥❞ ❝♦((❡✲

❧❛&❡❞ ✭❜♦&&♦♠✮ ❝❛1❡1✳ ❚❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ✭❧❡❢&✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✭(✐❣❤&✮ (❡1✉❧&1 ❛(❡ ♣(❡1❡♥&❡❞✳



✶✶✷ ✹✳ ❚✇♦✲♥❡✉)*♦♥ ❤❛❧♦ .②.)❡♠.✿ .)*✉❝)✉*❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝.

✹✳✷✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡1❣② ♦♥ +❤❡ 1❡❛❝+✐♦♥ ♣1♦❝❡55

▲❡) ✉. )❡.) ♥♦✇ )❤❡ .②.)❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉* ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ )❤❡ )✇♦✲❜♦❞② ❜♦✉♥❞ .)❛)❡

❡♥❡*❣② ♦❢ )❤❡ )✇♦ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ✇❡❧❧.✳

❋♦* )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ .②.)❡♠ ✇❡ ❝❤♦♦.❡ ❛. ✐♥✐)✐❛❧ ♣❛*❛♠❡)❡*. )❤❡ .❛♠❡

♦❢ )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ ❝❛.❡ ♣*❡.❡♥)❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣*❡✈✐♦✉. .❡❝)✐♦♥✳ ■♥ )❤✐. ❝❛.❡ ✇❡

✜① )❤❡ )❛*❣❡) )✇♦✲❜♦❞② ❣*♦✉♥❞ .)❛)❡ ❡♥❡*❣② ❛) −0.34 ▼❡❱✱ ❛♥❞ ✈❛*② )❤❡

♣*♦❥❡❝)✐❧❡ ❡♥❡*❣② ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ )❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ♣♦)❡♥)✐❛❧ ❞❡♣)❤ ✐♥ )❤❡ *❛♥❣❡

[−2.2;−1.1] ▼❡❱✳ ■♥ )❤❡ ❧❡❢) ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✷ )❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)✐❡. ❢♦* )❤❡

❞✐✛❡*❡♥) ❝❤❛♥♥❡❧. ❛*❡ .❤♦✇♥ ❛. ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ )✇♦✲❜♦❞② ❡♥❡*❣②

.)❛)❡✳ ❆. ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢*♦♠ )❤❡ *❡.✉❧).✱ )❤❡ )*❛♥.❢❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② ✐♥❝*❡❛.❡.

❛. )❤❡ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ .)❛)❡ ❜❡❝♦♠❡. ♠♦*❡ ❛♥❞ ♠♦*❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐. ✐. ❞✉❡ )♦

)❤❡ .)*♦♥❣❡* ♦✈❡*❧❛♣ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ .)❛)❡ ❞✉*✐♥❣ )❤❡ ♣*♦❝❡..✳

❚❤❡ ❜*❡❛❦✉♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥) ❛❧.♦ ✐♥❝*❡❛.❡.✱ ❛. ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝) )*❡❛)✐♥❣ ✇❡❛❦❧②✲

❜♦✉♥❞ .②.)❡♠.✳ ◆♦)❡ )❤❛) )❤❡ )✇♦✲♥❡✉)*♦♥ )*❛♥.❢❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② ♣*❡❞✐❝)❡❞

❜② )❤❡ ♣❡*)✉*❜❛)✐✈❡ )❤❡♦*② ❡①♣*❡..❡❞ ✐♥ ❡I✉❛)✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ❛❣*❡❡. ✇❡❧❧ ✇✐)❤ )❤❡

*❡.✉❧). ♦❢ ♦✉* ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥. ✭.❡❡ *✐❣❤) ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✷✮✳

■♥ )❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❝♦**❡❧❛)❡❞ .②.)❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦.❡♥ ✐♥✐)✐❛❧❧② ❢♦* ❜♦)❤ )❛*❣❡)

❛♥❞ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ )❤❡ .❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛.❡ ♣❛*❛♠❡)❡*. ✉.❡❞ ❢♦* )❤❡ ❞❡.❝*✐♣)✐♦♥ ♦❢

)❤❡ )✇♦✲♥❡✉)*♦♥ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡✐ .)*✉❝)✉*❡ ✐♥ .❡❝)✐♦♥ ✹✳✶✳ ❆. ✐♥ )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞

❝❛.❡✱ ✇❡ .)✉❞② )❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② ❝❤❛♥❣✐♥❣ )❤❡ )✇♦✲❜♦❞② ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ ❡♥❡*❣②✱ ❜✉)

♥♦✇ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ )❤✐. ♣❛*❛♠❡)❡* ❜② ✈❛*②✐♥❣ )❤❡ *❡.✐❞✉❛❧ ✐♥)❡*❛❝)✐♦♥ .)*❡♥❣)❤

♣❛*❛♠❡)❡* ✐♥ )❤❡ *❛♥❣❡ [−35.0;−65.0] ▼❡❱✱ ❦❡♣✐♥❣ )❤❡ )❛*❣❡) *❡.✐❞✉❛❧ ✐♥)❡*✲

❛❝)✐♦♥ ✜①❡❞ ❛) −50.0 ▼❡❱✱ ❝♦**❡.♣♦♥❞✐♥❣ )♦ ❛ )✇♦✲❜♦❞② ❣*♦✉♥❞ .)❛)❡ ❡♥❡*❣②

♦❢ −4.13 ▼❡❱✳ ❚❤❡.❡ *❡.✉❧). ❛*❡ *❡♣♦*)❡❞ ✐♥ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✸✳

■♥ )❤✐. ❝❛.❡✱ ❛. ✐♥ )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ ♦♥❡ ♣*❡.❡♥)❡❞ ✐♥ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✷✱ ✇❡ ♥♦)❡

❛♥ ✐♥❝*❡♠❡♥) ♦❢ )*❛♥.❢❡* ❛♥❞ ❜*❡❛❦✉♣ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)② ❞❡❝*❡❛.✐♥❣ )❤❡ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡

❡♥❡*❣②✳ ❚❤✐. ✐. ❞✉❡✱ ❛. ✇❡ ♠❡♥)✐♦♥❡❞ ❢♦* )❤❡ ✉♥❝♦**❡❧❛)❡❞ ❝❛.❡✱ )♦ )❤❡ ❧❛*❣❡*

♦✈❡*❧❛♣ ❜❡)✇❡❡♥ )❛*❣❡) ❛♥❞ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ )✇♦✲❜♦❞② ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥. ❞✉*✐♥❣ )❤❡

♣*♦❝❡..✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝*❡❛.❡. ❛. )❤❡ ♣*♦❥❡❝)✐❧❡ ❜❡❝♦♠❡. ♠♦*❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ❛♥❞

✐). ✇❛✈❡❢✉♥❝)✐♦♥ )❛✐❧ ❡①)❡♥❞. ♦✈❡* ❛ ❧❛*❣❡* *❡❣✐♦♥✳ ❋♦* )❤✐. ❝♦**❡❧❛)❡❞ .②.)❡♠

)❤❡ )✇♦✲♥❡✉)*♦♥ )*❛.❢❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐)✐❡. ✭③♦♦♠❡❞ ✐♥ ❧❡❢) ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✸✮ ❞♦
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❚❤❡ (❡1✉❧&1 ❛(❡ 1❤♦✇♥ ✐♥ &❤❡ ❧❡❢& ♣❛♥❡❧1 ♦❢ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✹✳ ■♥ &❤✐1 ❝❛1❡✱ ❛1 &❤❡

&❛(❣❡& ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝&✐❧❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦(❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ &❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥1 (❡❧❛&❡❞

&♦ ❜♦&❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧1 ❡①&❡♥❞ ♦✈❡( ❧❛(❣❡( (❡❣✐♦♥1✱ &❤✉1 ✐♥❝(❡❛1✐♥❣ ❝♦♥1✐❞❡(❛❜❧②

&❤❡ ♦✈❡(❧❛♣ ❞✉(✐♥❣ &❤❡ ♣(♦❝❡11 (❡1♣❡❝& &❤❡ ♣(❡✈✐♦✉1 &❡1&✳ ❚❤✐1 (❡1✉❧&1 ✐♥ ❛

❢❛1&❡( ✐♥❝(❡♠❡♥& ♦❢ &(❛♥1❢❡( ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&✐❡1 ✇✐&❤ (❡1♣❡❝& &♦ &❤❡ ❝❛1❡

♦❢ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✸✳ ❆❣❛✐♥✱ &❤❡ &✇♦✲♥❡✉&(♦♥ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&② ✐1 ❝❧❡❛(❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐&❤

(❡1♣❡❝& &♦ &❤❡ ♣❡(&✉(❜❛&✐✈❡ ❡1&✐♠❛&❡ ♦❢ ❡<✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ✭1❡❡ &❤❡ ❝♦♠♣❛(✐1♦♥

♦❢ &❤❡1❡ &✇♦ (❡1✉❧&1 ✐♥ &❤❡ ❧❡❢& ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✹✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉1✐♦♥✱ ❛1✐❞❡ ❢(♦♠ ✈❡(✐❢②✐♥❣ &❤❡ 1&(♦♥❣❡( &(❛♥1❢❡( ❛♥❞ ❜(❡❛❦✉♣

♣(♦❜❛❜✐❧✐&② ✐♥ &❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 1②1&❡♠1✱ ✇❡ ❝♦♥✜(♠ &❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡✲

♠❡♥& ♦❢ &✇♦✲♥❡✉&(♦♥ &(❛♥1❢❡( ❞✉❡ &♦ ♣❛✐(✐♥❣ ✐♥&❡(❛❝&✐♦♥✳ ❋♦( ❛♥ ✉♥❝♦((❡❧❛&❡❞

1②1&❡♠✱ &❤❡ (❡1✉❧&1 ❝❧❡❛(❧② ❢♦❧❧♦✇ &❤❡ ♣❡(&✉(❜❛&✐✈❡ ♣(❡❞✐❝&✐♦♥✿ &❤❡ ♦♥❧② ♣♦1✲

1✐❜❧❡ ✇❛② &♦ &(❛♥1❢❡( ❛ ♣❛✐( ✐1 ✐♥ &✇♦ 1✉❝❝❡1✐✈❡ ♠♦♠❡♥&1✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡

&❤❡ ♣❛✐(✐♥❣ ✐♥&❡(❛❝&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ❤❛❧♦ ♥✉❝❧❡♦♥1✱ &❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥& ♦❢

&❤❡ &✇♦✲♥❡✉&(♦♥ &(❛♥1❢❡( (❡1♣❡❝& &♦ &❤❡ ♣❡(&✉(❜❛&✐✈❡ ❡1&✐♠❛&❡ ♣(♦✈❡1 &❤❡
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❜♦✉♥❞ :✉❛♥$✉♠ '②'$❡♠' ✇✐$❤✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐' ✐' ❛ $✐♠❡❧②

$♦♣✐❝ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛/ ♣❤②'✐❝' '$✉❞✐❡'✱ ❣✐✈❡♥ $❤❡ ✐♥$❡/❡'$ /❛✐'❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣❛'$ ②❡❛/'

❜② $❤❡ ✉♥❞❡/'$❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ $❤❡ ♣/♦①✐♠✐$② ♦❢ ♣/♦$♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉$/♦♥ ❞/✐♣✲

❧✐♥❡' ❬✻✸✕✻✺❪✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ $❤✐' ✇♦/❦ ♣/♦✈✐❞❡' ❛

'✐♠♣❧❡ ❢/❛♠❡✇♦/❦ $♦ ✐♥✈❡'$✐❣❛$❡ ♠❛♥② ♣/♦♣❡/$✐❡' ♦❢ $❤❡'❡ '②'$❡♠'✱ '✉❝❤ ❛'

$❤❡ /♦❧❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✱ $❤❡ ❝♦♥'❡:✉❡♥❝❡' ♦❢ $❤❡ ✇❡❛❦ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❡$❝✮✱ ❜✉$

❛✈♦✐❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐$✐❡' ❛/✐'✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧ $❤/❡❡✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧

❛♣♣/♦❛❝❤✳ ❆' ❛❧/❡❛❞② ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ✐♥$/♦❞✉❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $❤❡

❝♦♠♣✉$❡/ ❝♦❞❡' /❡:✉✐/❡❞ $♦ ♣❡/❢♦/♠ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥' ♣/❡'❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐' ✇♦/❦✳

❚❤❡ '②'$❡♠ ✉♥❞❡/ '$✉❞② ✐' ❝♦♠♣♦'❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❡/$ ❝♦/❡✱ /❡♣/❡'❡♥$❡❞ ❜② ❛

❲♦♦❞'✲❙❛①♦♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♣♦$❡♥$✐❛❧✱ ♣❧✉' ♦♥❡ ♦/ $✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉$/♦♥' ❬✹✵❪✳ ■♥

$❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ $✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛/$✐❝❧❡'✱ ✇❡ '✐♠✉❧❛$❡ $❤❡ $❤/❡❡ ❜♦❞② ❇♦//♦♠❡❛♥ ❤❛❧♦

'②'$❡♠✱ ✐✳❡✳ $❤/❡❡✲❜♦❞② ❜♦✉♥❞ '②'$❡♠' ✇✐$❤ ♥♦ ❜♦✉♥❞ ❜✐♥❛/② '✉❜✲'②'$❡♠'✳

❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ $❤❡'❡ '②'$❡♠' ❛/❡ $❤❡ ♥✉❝❧❡✐
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▲✐✳ ■$ ✐' ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

$❤❛$ $❤❡ /❡'✐❞✉❛❧ ♣❛✐/✐♥❣ ✐♥$❡/❛❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡✉$/♦♥' ♣❧❛②' ❛

❦❡② /♦❧❡ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ $❤❡ ❢✉❧❧ '②'$❡♠ ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ♦✉/ '✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✱ $❤✐' ✐'

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ ❛ ❞❡♥'✐$②✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❞❡❧$❛ /❡'✐❞✉❛❧ ✐♥$❡/❛❝$✐♦♥✳

■$ ✐' ❛❧'♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ $❤❛$ $❤❡ ♣♦'✐$✐✈❡✲❡♥❡/❣② '♣❡❝$/✉♠ ♣❧❛②' ❛♥ ❡''❡♥$✐❛❧

/♦❧❡ ✐♥ $❤❡ '$/✉❝$✉/❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐'✐♦♥' ♦❢ $❤❡'❡ '②'$❡♠'✳ ❙✐♥❝❡ $❤❡'❡ '$❛$❡'

❢♦/♠ ❛♥ ✐♥✜♥✐$❡ '❡$ ♦❢ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ❢✉♥❝$✐♦♥'✱ ✐♥ ♣/❛❝$✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥' ✐$ ✐'

❢♦/♠❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥$ $♦ /❡♣❧❛❝❡ $❤❡ ❡①❛❝$ ❝♦♥$✐♥✉✉♠

'$❛$❡' ❜② ❛ ❞✐'❝/❡$❡ /❡♣/❡'❡♥$❛$✐♦♥ ✐♥ $❡/♠' ♦❢ ':✉❛/❡✲✐♥$❡❣/❛❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥'

✭✧♣'❡✉❞♦'$❛$❡'✧✮✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧'♦ ❡①♣❧♦/❡❞ '❡✈❡/❛❧ ❞✐'❝/❡$✐③❛$✐♦♥

$❡❝❤♥✐:✉❡'✳ ❚✇♦ ♦❢ $❤❡♠ ❛/❡ ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '②'$❡♠

❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ✐♥ ❛ $/✉♥❝❛$❡❞ ❜❛'✐' ♦❢ ':✉❛/❡✲✐♥$❡❣/❛❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥'✱ ❢♦/ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❡♠♣❧♦② ❤❛♠♦♥✐❝ ♦'❝✐❧❧❛$♦/ ✭❍❖✮ ❛♥❞ $/❛♥'❢♦/♠❡❞ ❤❛/♠♦♥✐❝ ♦'❝✐❧❧❛$♦/

✭❚❍❖✮ ❢✉♥❝$✐♦♥'✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧'♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ $❤❡ ❇❖❳ ♠❡$❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

$❤❡ '②'$❡♠ ✐' ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ /❛❞✐❛❧ ❜♦① ❛♥❞ $❤❡ '$❛$❡' ❛/❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❛' $❤❡

❡✐❣❡♥'$❛$❡' ♦❢ $❤❡ '②'$❡♠ ✉♥❞❡/ ✈❛♥✐'❤✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛/② ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❛$ $❤❡ ❜♦/❞❡/'

♦❢ $❤✐' ❜♦①✳

■♥ $❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛'❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '②'$❡♠ ❡✐❣❡♥'$❛$❡'✱

✇❡ ❝♦♠♣✉$❡ $/❛♥'✐$✐♦♥ ✐♥$❡♥'✐$✐❡' ❛♥❞ '✉♠ /✉❧❡' ♦❢ ❞✐✛❡/❡♥$ ♦♣❡/❛$♦/' $♦

❛''❡'' $❤❡ ❣♦♦❞♥❡'' ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ❞❡'❝/✐♣$✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐✛❡/❡♥$

♠❡$❤♦❞'✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛/❡ ♦✉/ /❡'✉❧$' ✇✐$❤ ✏❡①❛❝$✑ ❛♥❞ ❛♣♣/♦①✐♠❛$❡



✶✷✵ ✺✳ ❙✉♠♠❛'② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥.

❛♣♣'♦❛❝❤❡.✱ 4❤✉. ♣'♦❜✐♥❣ 4❤❡ ❛❝❝✉'❛❝② ♦❢ 4❤❡ ❞✐✛❡'❡♥4 ❞✐.❝'❡4✐③❛4✐♦♥ ♣'♦❝❡✲

❞✉'❡.✳

❋♦' 4❤❡ 4✇♦✲❜♦❞② .②.4❡♠✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ 4❤❡ 4✇♦✲♣❛'4✐❝❧❡ ❜❛.❡.

✶

✱ ❝♦♠♣✉4❡ 4❤❡

.②.4❡♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡. ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝4♦'.✱ ❛♥❞ .4✉❞② 4❤❡ ❜♦✉♥❞ .4❛4❡ ❡♥❡'❣② ❝♦♥✲

✈❡'❣❡♥❝❡ ❛♥❞ 4❤❡ ♥❛4✉'❡ ♦❢ ✐4. ✇❛✈❡❢✉♥❝4✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧.♦ ❝♦♠♣✉4❡ 4❤❡ 4'❛♥.✐4✐♦♥

✐♥4❡♥.✐4✐❡. ❢♦' 4❤❡ 4✇♦✲❜♦❞② .②.4❡♠ ❢♦' 4❤❡ ❧✐♥❡❛' ✭❇1✮ ❛♥❞ C✉❛❞'❛4✐❝ ✭❇2✮

♦♣❡'❛4♦'.✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛'❡ ♦✉' ❇1 '❡.✉❧4 ✇✐4❤ 4❤❡ ❞✐✲♥❡✉4'♦♥ ❛♣♣'♦①✐♠❛4✐♦♥

'❡.✉❧4✱ .❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ 4❤❡ ❞✐.4'✐❜✉4✐♦♥. ♣❡❛❦ ❛4 ❞✐✛❡'❡♥4 ❡♥❡'❣✐❡.✳ ❲❡ .✉❣❣❡.4

4❤❛4 4❤✐. ❢❛❝4 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉.❡❞ 4♦ ❞✐.❝'✐♠✐♥❛4❡ ❛♠♦♥❣ 4❤❡ 4✇♦ ❛♣♣'♦❛❝❤❡.✳

❚❤❡ '❡.✉❧4. ♦❜4❛✐♥❡❞ ✐♥ 4❤❡ ♦♥❡✲ ❛♥❞ 4✇♦✲❜♦❞② ❝❛.❡. ❢♦' ❍❖✱ ❚❍❖✱

❛♥❞ ❇❖❳ ❛❣'❡❡ .❛4✐.❢❛❝4♦'✐❧②✳ ❚❤❡ ♣.❡✉❞♦.4❛4❡ ♠❡4❤♦❞ 4✉'♥. ♦✉4 4♦ ❜❡ ❛

❝♦♠♣✉4❛4✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥4 ❛♣♣'♦❛❝❤ 4♦ ❞❡❛❧ ✇✐4❤ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ .②.4❡♠.✳

■♥ 4❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛.❡✱ 4❤❡ .✐♠♣❧✐❝✐4② ♦❢ 4❤❡ .②.4❡♠ ❛❧❧♦✇. 4❤❡ ✉.❡ ♦❢ ❧❛'❣❡

❜❛.❡.❡ ✭.❡✈❡'❛❧ ❤✉♥❞'❡❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥4.✮ ❛4 ❛ '❡❧❛4✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉4❛4✐♦♥❛❧ ❝♦.4✳

❍♦✇❡✈❡'✱ ❢♦' 4❤❡ 4✇♦✲❜♦❞② .②.4❡♠✱ ❞❡.♣✐4❡ 4❤❡ .②♠♠❡4'✐③❛4✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡'❣②

♠❛①✐♠✉♠ ❝✉4♦✛✱ 4❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛4'✐❝❡. ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ✐. ♠✉❝❤ ❧❛'❣❡' ❛♥❞ 4❤❡

♣'♦❜❧❡♠ ✐. ❝♦♠♣✉4❛4✐♦♥❛❧❧② ❤❡❛✈✐❡'✳ ❚❤✐. ♠❛❦❡. ❛❞✈❡♥4❛❣❡♦✉. 4❤❡ ✉.❡ ♦❢

4❤❡ ❚❍❖ ✇❤✐❝❤✱ ❛. ❝♦♠♣❛'❡❞ 4♦ 4❤❡ ♦4❤❡' ♠❡4❤♦❞.✱ '❡C✉✐'❡. ❛ .♠❛❧❧❡' ❜❛.✐.

❞✐♠❡♥.✐♦♥✳ ❆❧4❤♦✉❣❤ 4❤✐. ❜❛.✐. '❡C✉✐'❡. ❛❞❞✐4✐♦♥❛❧ ♣❛'❛♠4❡'. ✇✐4❤ '❡.♣❡❝4

4♦ 4❤❡ .✐♠♣❧❡' ❍❖ ♠❡4❤♦❞✱ ✐4 ♦✛❡'. 4✇♦ ✐♠♣♦'4❛♥4 ❛❞✈❛♥4❛❣❡.✳ ❚❤❡ ✜'.4 ✐.

4❤❡ ♣♦..✐❜✐❧✐4② ♦❢ 4✉♥✐♥❣ 4❤❡ ❞❡♥.✐4② ♦❢ ❝♦♥4✐♥✉✉♠ .4❛4❡.✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐4 ♣♦..✐❜❧❡

4♦ ❡♥❧❛'❣❡ 4❤❡ ♣.❡✉❞♦.4❛4❡. ❞❡♥.✐4② ❛4 ❡♥❡'❣✐❡. '❡❧❡✈❛♥4 ❢♦' 4❤❡ ♣'♦❝❡.. ✉♥❞❡'

.4✉❞②✳ ❚❤❡ .❡❝♦♥❞ ❛❞✈❛♥4❛❣❡ ✐. 4❤❡ ❡①♣♦♥❡♥4✐❛❧ ❛.②♠♣4♦4✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ✐4.

❜❛.✐. ❡❧❡♠❡♥4.✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡.❡ 4✇♦ ❢❛❝4. ♠❛❦❡. 4❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐♥

4❤❡ ❚❍❖ ❝❛.❡ ❢❛.4❡' 4❤❛♥ ✐♥ 4❤❡ ♦4❤❡' 4✇♦ ♠❡4❤♦❞.✳ ❆❧4❤♦✉❣❤ ✐♥ 4❤❡ ♣'❡.❡♥4

❝❛.❡ 4❤✐. ❛❞✈❛♥4❛❣❡ ✐. ♥♦4 ❞❡❝✐.✐✈❡✱ ✐♥ ♠♦'❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥.

✐4 ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ♠❛❥♦' '❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❋♦' ❢✉'4❤❡' ❞❡4❛✐❧. ♦♥ 4❤❡ ❝♦♠♣❛'✐.♦♥ ❜❡4✇❡❡♥

❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡4❤♦❞. .❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡ .✐♠♣❧✐❝✐4② ♦❢ 4❤❡ ♣'❡.❡♥4 ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇. ✐4. ✉.❡ 4♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐'❡❝4

'❡❛❝4✐♦♥. ✭❡❧❛.4✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛.4✐❝ .❝❛44❡'✐♥❣✱ 4'❛♥.❢❡'✱ ❛♥❞ ❜'❡❛❦✉♣ ♣'♦❝❡..❡.✮
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❚❤❡ ❍❖ ♠❡"❤♦❞ ✐% ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧❧② ✈❡(② ❡✣❝✐❡♥" ❛♥❞ %✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡

❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ♥❡❡❞% "♦ ❜❡ ❡①♣❧♦(❡❞ ♦♥❧② ❛% ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ❜❛%✐% %✐③❡✱ ◆✱ ✇❤✐❝❤ %✐♠♣❧✐✜❡% "❤❡ "❛%❦✳ ❚❤✐% ♠❡"❤♦❞ ❤❛% ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ "❤❡ ✼✵✬% "♦ "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ (❡%♦♥❛♥❝❡% ✇✐"❤ %"❛❜✐❧✐③❛"✐♦♥ ♣❧♦"% ❬✹✻❪ ✇✐"❤

%❛"✐%❢❛❝"♦(② (❡%✉❧"%✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞(❛✇❜❛❝❦ ♦❢ "❤❡ ❍❖ ♠❡"❤♦❞ ✐% "❤❡ ●❛✉%%✐❛♥

❛%②♠♣"♦"✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❜❛%✐% ❢✉♥❝"✐♦♥%✳ ❚❤✐% ♠❛❦❡% ❜❛%✐% %"❛"❡%

"❡♥❞ "♦ ③❡(♦ ♠✉❝❤ ❢❛%"❡( "❤❛♥ "❤❡ ❡①♣♦♥❡♥"✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❜♦✉♥❞ %"❛"❡%✳ ❆

%❡♥%✐❜❧❡ ❡❧❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥✈❡(%❡ ♦%❝✐❧❧❛"♦( ❧❡♥❣"❤ ♣❛(❛♠❡"❡( a ❝❛♥ ❤❡❧♣ "♦ ❞❡❛❧

✇✐"❤ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ %"❛"❡%✱ ❛% ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ "❤❡ ❍❖

❛♣♣(♦❛❝❤ (❡R✉✐(❡% ❧❛(❣❡( ◆ ✈❛❧✉❡% "♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ❜♦✉♥❞ %②%"❡♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡%

✇✐"❤ ❛ ❝❡("❛✐♥ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❛❝❝✉(❛❝② ❝♦♠♣❛(❡❞ "♦ "❤❡ ♦"❤❡( ♠❡"❤♦❞%✳

✶✷✺



✶✷✻ ❆✳ ❆♣♣%♦①✐♠❛+❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ❞✐1❝%❡+✐③❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞1 ❝♦♠♣❛%✐1♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥+❛❣❡ ♦❢ +❤❡ ❚❍❖♠❡+❤♦❞ ✐1 +❤❛+ ✐+ ❝♦%%❡❝+1 +❤❡ ❛1②♠♣+♦+✐❝

●❛✉11✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛1✐1 ❢✉♥❝+✐♦♥1 ♦❢ +❤❡ ❍❖ ❝❛1❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ +❤❡

✉1❡❢✉❧ ♣♦11✐❜✐❧✐+② ♦❢ +✉♥✐♥❣ ✈✐❛ +❤❡ γ/b ♣❛%❛♠❡+❡% ✈❛❧✉❡ +❤❡ ❞✐1+%✐❜✉+✐♦♥

♦❢ ♣1❡✉❞♦1+❛+❡1 ✐♥ +❤❡ ♣♦1✐+✐✈❡ ❡♥❡%❣② %❡❣✐♦♥✳ ❆1 ✐♥ +❤❡ ❍❖ ❝❛1❡✱ +❤❡ ♦♥❧②

♣❛%❛♠❡+❡% +❤❛+ ♥❡❡❞1 +♦ ❜❡ ✈❛%✐❡❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦% ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ✐1 ◆✱ +❤❡ ❜❛1✐1 1✐③❡✳

❚❤❡ ❚❍❖ ♠❛❦❡1 ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥1 ♠♦%❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❜✉+ +❤❡ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐+② ✐1

♥♦+ +♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉+✐♥❣ +✐♠❡ ✐♥❝%❡♠❡♥+1 ❛%❡ ❛❧♠♦1+ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐1 ✐1

❝❡%+❛✐♥❧② 1♦ ✇✐+❤ +❤❡ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ 1❝❛❧❡ +%❛♥1❢♦%♠❛+✐♦♥ ✭▲❙❚✮ ❢%♦♠ ❬✺✶❪

❝♦♠♣❛%❡❞ +♦ +❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❢♦%♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❚❍❖ ♠❡+❤♦❞ ❬✼✶❪✳ ❆1 ✇❡ ❤❛✈❡

1+❛+❡❞✱ ❛♥♦+❤❡% ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✇✐+❤ +❤❡ ❍❖ ♠❡+❤♦❞ ✐1 +❤❛+ ✇❡ ♥❡❡❞ +♦ ❛11✐❣♥

✈❛❧✉❡1 +♦ +❤❡ γ/b %❛+✐♦ ♣❛%❛♠❡+❡%✳ ❚❤❡ ❜❡1+ ♦♣+✐♦♥ ✐1 +♦ ✜① ✐+ ❝♦♥1✐❞❡%✐♥❣

+❤❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ %❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐1 ♦❢ ♠❛❥♦% ✐♥+❡%❡1+ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛%+✐❝✉❧❛% ❝❛1❡ ❛♥❞

❣✐✈❡ γ/b ✈❛❧✉❡1 ❛❝❝♦%❞✐♥❣ +♦ +❤✐1 ❬✺✵❪✳

▲❡+ ✉1 ✐❧❧✉1+%❛+❡ ✐♥ ❛ ♣❛%+✐❝✉❧❛% ❝❛1❡ +❤❡ ♣♦11✐❜❧❡ ❛❞✈❛♥+❛❣❡ ♦❢ ✉1✐♥❣ +❤❡

▲❙❚ +%❛♥1❢♦%♠❛+✐♦♥✱ ❛1 ❝♦♠♣❛%❡❞ +♦ +❤❡ ♣✉%❡ ❍❖ ❜❛1✐1✳ ❆1 ❛ ❤❡❧♣ ❢♦% +❤❡

❝♦♠♣❛%✐1♦♥ ♦❢ +❤❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡1 ❝♦♥1✐❞❡%❡❞ ✐♥ +❤❡ ♦♥❡✲ ❛♥❞ +✇♦✲❜♦❞② ❝❛1❡1✱ ✇❡

♣%❡1❡♥+ ✐♥ +❛❜❧❡ ❆✳✶ +❤❡ ❜❛1✐1 ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❝❛1❡1 1✉❝❤ +❤❛+

❢♦% ❛ ∆N = 10 +❤❡ ✈❛%✐❛+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡1 ♦❢ +❤❡ ❲♦♦❞1✲❙❛①♦♥

♠♦❞❡❧ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✐1 ∆Eb < 5 ❦❡❱✳

◆ xmax(fm)

❍❖

(1)
✾✵ ✺✺✳✵

❍❖

(2)
✺✵ ✻✵✳✵

❚❍❖

(1)
✺✵ ✼✺✳✵

❚❍❖

(2)
✷✵ ✼✺✳✵

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❖♥❡ ❜♦❞② ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ◆ ❛♥❞ ✐♥+❡❣%❛+✐♦♥ ❧❡♥❣+❤ xmax %❡T✉✐%❡❞ +♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡%❣❡❞ ❡♥❡%❣✐❡1 ❢♦% +❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+ ♠❡+❤♦❞1✳ ■♥ +❤❡ ❍❖

(1)
❝❛1❡ +❤❡

✐♥✈❡%1❡ ♦1❝✐❧❧❛+♦% ❧❡♥❣+❤ a ✐1 ❛11❡11❡❞ ✇✐+❤ N = 1 ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥✱ +❤♦✉❣❤ ✐♥ +❤❡

❍❖

(2)
❝❛1❡ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ✐1 ✜①❡❞ ✉1✐♥❣ ❛ %❡❝✐♣❡ ❞❡1❝%✐❜❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳

❚❤❡ ❚❍❖

(1)
❛♥❞ ❚❍❖

(2)
♥♦+❛+✐♦♥ 1+❛♥❞1 ❢♦% ❚❍❖ ✇✐+❤ γ/b = 2.4 ❢♠

−1/2

❛♥❞ γ/b = 1.2 ❢♠

−1/2
✱ %❡1♣❡❝+✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❍❖

(1)
❛♥❞ ❍❖

(2)
♥♦+❛+✐♦♥ 1+❛♥❞1 ❢♦% +%✉♥❝❛+❡❞ ❍❛%♠♦♥✐❝ ❖1❝✐❧❧❛+♦%

❜❛1✐1 ✐♥ ✇❤✐❝❤✿ ✐♥ +❤❡ ❍❖

(1)
❝❛1❡ +❤❡ ✐♥✈❡%1❡ ♦1❝✐❧❧❛+♦% ❧❡♥❣+❤ a ✐1 ❞❡+❡%♠✐♥❡❞

✇✐+❤ N = 1 ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥✱ ✇❤❡%❡❛1 ✐♥ +❤❡ ❍❖

(2)
❝❛1❡ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ✐1 ✜①❡❞

✉1✐♥❣ ❛ %❡❝✐♣❡ ❞❡1❝%✐❜❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✱ ❛✐♠✐♥❣ +♦ ✐♠♣%♦✈❡ +❤❡ ❞❡1❝%✐♣+✐♦♥



✶✷✼

♦❢ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 01❛1❡0✳ ❚❤❡ ❚❍❖

(1)
❛♥❞ ❚❍❖

(2)
♥♦1❛1✐♦♥ 01❛♥❞0 ❢♦8 ❚❍❖

✇✐1❤ γ/b = 2.4 ❢♠

−1/2
❛♥❞ γ/b = 1.2 ❢♠

−1/2
✱ 8❡0♣❡❝1✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

xmax ✐0 1❤❡ ✐♥1❡❣8❛1✐♦♥ ✐♥1❡8✈❛❧ ✐♥ ❜♦1❤ ❝❛0❡0❀ ✐♥1❡❣8❛❧0 8❛♥❣❡ ❢8♦♠ −xmax

1♦ +xmax ❛♥❞ ✇❡ ❝❤❡❝❦ 1❤❛1 1❤✐0 ✈❛❧✉❡ ✐0 ❧❛8❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛0❡ ❜②

❝♦♠♣✉1✐♥❣ 1❤❡ ❜❛0✐0 01❛1❡0 ♥♦8♠❛❧✐③❛1✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉8❡ ❆✳✶ 1❤❡ ❧❡❛01✲❜♦✉♥❞ 01❛1❡ ♦❢ 1❤❡ ♠♦❞❡❧ ❲♦♦❞0✲❙❛①♦♥ ♣♦1❡♥1✐❛❧

Ψ2(x) ✐0 ❞❡♣✐❝1❡❞ ❢♦8 ❍❖

(1,2)
❛♥❞ ❚❍❖

(1,2)
✳ G❛♥❡❧ ✭❛✮ 0❤♦✇0 1❤❡ ❢✉❧❧ 0♣❛1✐❛❧

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Ψ2(x)✱ ❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ 0❤♦✇0 ❛ ③♦♦♠ ✐♥ ❧♦❣❛8✐1♠✐❝ 0❝❛❧❡ ♦❢ 1❤❡

✇❛✈❡❢✉♥❝1✐♦♥ 1❛✐❧0✱ ✇❤❡8❡ ❞✐✛❡8❡♥❝❡0 ❛8❡ ♠♦8❡ ♥♦1✐❝❡❛❜❧❡✳ ■1 ❝❛♥ ❜❡ 0❡❡♥

1❤❛1 1❤❡ ❚❍❖ ❛❝❤✐❡✈❡0 ❛ ❜❡11❡8 ❞❡0❝8✐♣1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝1✐♦♥ 1❛✐❧ ✇✐1❤ ❛

0♠❛❧❧❡8 ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ❜❛0✐0 01❛1❡0✳
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THO N = 20 r = 1.2 fm^-1/2
THO N = 50 r = 2.4 fm^-1/2

✭❜✮

❋✐❣✉8❡ ❆✳✶✿ G❛♥❡❧ ❛✿ 1❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝1✐♦♥0 ❢♦8 1❤❡ ✶❉ ♦♥❡✲❜♦❞②

♣8♦❜❧❡♠ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ✇✐1❤ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❜❛0✐0 ✉0✐♥❣ ❞✐✛❡8❡♥1 ♣❛8❛♠❡1❡80✳

G❛♥❡❧ ❜✿ 1❤❡ ❧♦❣❛8✐1♠✐❝ ♣❧♦1 ♦❢ 1❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥0 1❛✐❧0❀ 1❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡8❡♥❝❡0

❛8❡ ❧♦❝❛1❡❞ ♦♥ 1❤❡ 1❛✐❧0 8❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛81✐❝✉❧❛8 ✐1 ❝❛♥ ❜❡ ♥♦1✐❝❡❞ 1❤❛1 ✇✐1❤

❚❍❖

(2)
♦♥❡ ❝❛♥ 8❡♣8♦❞✉❝❡ 1❤❡ ♣8♦♣❡8 1❛✐❧ ✉0✐♥❣ ❛ 0♠❛❧❧❡8 ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ❜❛0✐0

01❛1❡0✳

■♥ ✜❣✉8❡ ❆✳✷ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦8 1❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛0❡✱ 1❤❡ 8❡0✉❧10 ♦❜1❛✐♥❡❞ ❢♦8

1❤❡ 1♦1❛❧ 018❡♥❣1❤ 0✉♠ 8✉❧❡ ♦❢ Ψ2(x) ✇✐1❤ 1❤❡ ❢♦✉8 ❛♣♣8♦❛❝❤❡0 ❝♦♥0✐❞❡8❡❞ ✐♥

1❛❜❧❡ ❆✳✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦8 1❤❡ 1✇♦✲❜♦❞② ❝❛0❡✱ ✇❡ 01✉❞② 1❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ❣8♦✉♥❞ 01❛1❡

❡♥❡8❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐1❤ ◆ ✐♥ 1❛❜❧❡ ❆✳✷ ❛0 ✇❡❧❧ ❛0 ❛ ♣❧♦1 ♦❢ 1❤❡ ❣8♦✉♥❞ 01❛1❡

❡♥❡8❣② ✭♣❛♥❡❧ ❛✮ ❛♥❞ ✭♣❛♥❡❧ ❜✮ ❣8♦✉♥❞ 01❛1❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉0 ❞❡♥0✐1② ✈❛❧✉❡ ✭❛0

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ 0❡❝1✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮ ✐♥ ✜❣✉8❡ ❆✳✸✳



✶✷✽ ❆✳ ❆♣♣%♦①✐♠❛+❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ❞✐1❝%❡+✐③❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞1 ❝♦♠♣❛%✐1♦♥
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❋✐❣✉%❡ ❆✳✷✿ ❚❤❡ +♦+❛❧ 1+%❡♥❣+❤ 1✉♠ %✉❧❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡

✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ 1+❛+❡ ❢♦% +❤❡ ✶❉ ♦♥❡✲❜♦❞② ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❲♦♦❞1✲❙❛①♦♥ ♣♦+❡♥✲

+✐❛❧✱ ❢♦% ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡+❤♦❞1✳

N1b xmax(fm)

❍❖

(1)
✷✵✵ ✸✵✳✵

❍❖

(2)
✹✺ ✼✺✳✵

❚❍❖

(2)
✺✵ ✼✺✳✵

❚❍❖

(1)
✽✺ ✼✺✳✵

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❖♥❡✲❜♦❞② ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ◆ ❛♥❞ ✐♥+❡❣%❛+✐♦♥ ❧❡♥❣+❤ xmax %❡M✉✐%❡❞ +♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡%❣❡❞ +✇♦✲❜♦❞② ❡♥❡%❣② ❢♦% +❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+ ♠❡+❤♦❞1✳ ■♥ +❤❡ ❍❖

(1)

❝❛1❡ +❤❡ ✐♥✈❡%1❡ ♦1❝✐❧❧❛+♦% ❧❡♥❣+❤ a ✐1 ❞❡+❡%♠✐♥❡❞ ✇✐+❤ N = 1 ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥✱

✇❤❡%❡❛1 ✐♥ +❤❡ ❍❖

(2)
❝❛1❡ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ✐1 ✜①❡❞ ✉1✐♥❣ ❛ %❡❝✐♣❡ ❞❡1❝%✐❜❡❞

✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳ ❚❤❡ ❚❍❖

(1)
❛♥❞ ❚❍❖

(2)
♥♦+❛+✐♦♥ 1+❛♥❞1 ❢♦% ❚❍❖ ✇✐+❤

γ/b = 2.4 ❢♠

−1/2
❛♥❞ γ/b = 1.2 ❢♠

−1/2
✱ %❡1♣❡❝+✐✈❡❧②✳
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✭❜✮ ❆♥♦♠❛❧♦✉2 ❞❡♥2✐4②

❋✐❣✉'❡ ❆✳✸✿ -❛♥❡❧ ❛✿ 1❤❡ ❡♥❡'❣② ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ❢♦' 1❤❡ ✶❉ 1✇♦✲❜♦❞② ♣'♦❜❧❡♠ ✐♥

❛ ❲♦♦❞@✲❙❛①♦♥ ♣♦1❡♥1✐❛❧ ❢♦' ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖♠❡1❤♦❞@✳ -❛♥❡❧ ❜✿ 1❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉@

❞❡♥@✐1② ❢♦' 1❤❡ ❣'♦✉♥❞ @1❛1❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ❢♦' ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡1❤♦❞@✳



✶✸✵ ❆✳ ❆♣♣%♦①✐♠❛+❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ❞✐1❝%❡+✐③❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞1 ❝♦♠♣❛%✐1♦♥

❆1 ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ✐♥ +❤❡ +❛❜❧❡1 ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✷ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ ✜❣✉%❡1 ❆✳✶✱ ❆✳✷✱ ❆✳✸✱

%❡1✉❧+1 ❢%♦♠ +❤❡ +❤%❡❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡1 ❛%❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣%❡❡♠❡♥+✱ ❛1 ❡①♣❡❝+❡❞✳ ❚❤❡

❚❍❖

(2)
1❡❡♠1 +❤❡ ♠♦1+ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❡+❤♦❞✱ ❛1 ✐+ ♠❛♥❛❣❡1 +♦ ♦❜+❛✐♥ ❝♦♥✈❡%❣❡❞

❡♥❡%❣✐❡1 ❛♥❞ ❛ ❢❛✐%❧② ❣♦♦❞ ❞❡1❝%✐♣+✐♦♥ ♦❢ ❛1②♠♣+♦+✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥1✳ ❆♠♦♥❣

+❤❡ ❝♦♥1✐❞❡%❡❞ ♠❡+❤♦❞ ❢♦% +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛1❡✱ +❤✐1 ✐1 +❤❡ ❝❛1❡ ✇✐+❤ +❤❡ ❢❛1+❡1+

❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❜❡1+ ❛1②♠♣+♦+✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❞❡1❝%✐♣+✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✐♥ ❜❛1✐1 1✐③❡1 ✐♥ +❛❜❧❡1 ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✷ 1❡❡♠1 ♥♦+ +♦♦ ❞%❛♠❛+✐❝ ✐♥

+❤✐1 ❝❛1❡✱ ❜✉+ ✇❡ 1❤♦✉❧❞ +❛❦❡ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ +❤❛+ +❤❡1❡ ❝♦♥+✐♥✉✉♠ ❞✐1❝%❡+✐③❛+✐♦♥

♠❡+❤♦❞1 ❛%❡ ♦❢ ✐♥+❡%❡1+ ❢♦% +✇♦✲❜♦❞② 1+✉❞✐❡1 ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❬✼✷✕✼✺❪ ❛♥❞ ✐♥ +❤✐1

❝❛1❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ 1♠❛❧❧ ♦♥❡✲❜♦❞② ❜❛1✐1 ❝♦♥❢❡%1 ❛ ✈❡%② ✐♠♣♦%+❛♥+ ❛❞✈❛♥+❛❣❡ ✐♥

+❤❡ ❢✉❧❧ ♣%♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ❚❍❖

(2)
✐1 ❢✉%+❤❡% ❝♦♥✜%♠❡❞ ✐♥ +❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛1❡ ❜② +❤❡

❢❛1+ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❚♦+❛❧ 1+%❡♥❣+❤ 1✉♠ %✉❧❡ ❢♦% +❤❡ Ψ2(x) ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞

1+❛+❡✱ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ +✇♦✲❜♦❞② ❝❛1❡ ❢♦% +❤❡ ❢❛1+ ❡♥❡%❣② ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉1 ❞❡♥1✐+②

❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡✳

■+ ✐1 ✐♠♣♦%+❛♥+ +♦ ❡♠♣❤❛1✐③❡ +❤❛+ ❛❧❧ ♠❡+❤♦❞1 ❛❣%❡❡ ♦♥ +❤❡ ❧❛%❣❡ ◆ ❧✐♠✐+ ❢♦%

+❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+ M✉❛♥+✐+✐❡1 ❝♦♠♣✉+❡❞✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❈♦♥#✐♥✉✉♠ '#(✉❝#✉(❡✿

(❡'♦♥❛♥❝❡' ❛♥❞ ✈✐(#✉❛❧ '#❛#❡'

❇② ♦❜$❡&✈✐♥❣ ✇❤❛. ❤❛♣♣❡♥$ .♦ .❤❡ ❜♦✉♥❞ $.❛.❡$ ♦❢ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ ♣♦✲

.❡♥.✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭✇✐.❤ ❜❛&&✐❡&$✮ V (x) ❛$ ✐. ❜❡❝♦♠❡$ ❧❡$$ ❞❡❡♣✱ ♦♥❡ $❤♦✉❧❞ ♥♦.✐❝❡

.❤❛. .❤❡ ❜♦✉♥❞ $.❛.❡$ ♠♦✈❡ ✉♣ .♦ .❤❡ ③❡&♦ ❡♥❡&❣② .❤&❡❛$❤♦❧❞ ❛♥❞ ❡✈❡.✉❛❧❧②

❞✐$❛♣♣❡❛& ✐♥.♦ ❝♦♥.✐♥✉✉♠ ❬✼✻❪✳ ❙❤♦&.❧② ❛❢.❡& ❛ ❜♦✉♥❞ $.❛.❡ ❝❡❛$❡$ .♦ ❡①✐$.✱

❛ ♥❡✇ &❡$♦♥❛♥❝❡ $.❛.❡ ❛♣♣❡❛&$ ❛❜♦✈❡ .❤❡ ✇❡❧❧✳ ■♥ .❤❡ ✐♥.❡&✐♠ ❛ ✈✐&.✉❛❧ $.❛.❡

✐$ ❢♦&♠❡❞ ❛. .❤❡ .❤&❡$❤♦❧❞ ❡♥❡&❣②✳ ❉❡❝&❡❛$✐♥❣ .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧ ❞❡♣.❤✱ ✐. ♠❡❧.$

✇✐.❤ ❛♥♦.❤❡& ✈✐&.✉❛❧ $.❛.❡ .❤❛. ✐$ ♠♦✈✐♥❣ ✉♣ .♦✇❛&❞$ ✐.✳ ❚❤✐$ ♠❡❧. ❣✐✈❡$ &✐$❡

.♦ ❛ ♣❛✐& ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❡&❣② $.❛.❡$ ✐♥$✐❞❡ .❤❡ ✇❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥.✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡

❛ &❡$♦♥❛♥❝❡ ❛❜♦✈❡ .❤❡ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ✐.$ ❝♦♥❥✉❣❛.❡ ✈✐&.✉❛❧ $.❛.❡✳

❚❤❡ $♦❧✉.✐♦♥$ ♦❢ .❤❡ .✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. ❙❝&♦❡❞✐♥❣❡& ❡F✉❛.✐♦♥ ❢♦& ❛ $F✉❛&❡ ✇❡❧❧

[

− ~
2

2µ

d2

dx2
+ V (x)− E

]

Ψ(x) = 0 ✭❇✳✶✮

✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ψ(x) =



















ceik0x + c′e−ik0x, x < −L
aeikx + be−ikx, −L < x < L

deik0x + d′e−ik0x, x > L

✭❇✳✷✮

✇❤❡&❡ [−L,L] ❞❡✜♥❡$ .❤❡ &❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧ V (x) ✐$ ❞❡✜♥❡❞✱

k =
√

2µ(E + V )/~ ❛♥❞ k0 =
√
2/~✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ a✱ b✱ c✱ c′✱ d✱ d′

❛&❡ ❝♦♥$.❛♥.$ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐.✐♦♥$✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥$ e±ikx
❛&❡

✶✸✶



✶✸✷ ❇✳ ❈♦♥&✐♥✉✉♠ *&+✉❝&✉+❡✿ +❡*♦♥❛♥❝❡* ❛♥❞ ✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡*

✇❛✈❡* ♠♦✈✐♥❣ &♦ +∞ ♦+ −∞ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ &♦ &❤❡ *✐❣♥ + ♦+ −✳ ❇② +❡9✉✐+✐♥❣

c = d′ = 0 ✭♦+ c′ = d = 0✮ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦✉&❣♦✐♥❣ ✭♦+ ✐♥❝♦♠✐♥❣✮ ✇❛✈❡✳

❘❡❛❧ *♦❧✉&✐♦♥* ♦❢ &❤❡ ❡9✉❛&✐♦♥ ✭❇✳✶✮ ❛+❡ ♣♦**✐❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦+ E < 0✱ ✇❤❡♥ k0

✐* ♣✉+❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛+② ✭k0 = i|k0|✮✱ ❛♥❞ &❤❡ ♦✉&❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡* ❜❡❝♦♠❡ ❞❡❝❛②✐♥❣

❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧* ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ &♦ ❜♦✉♥❞ *&❛&❡*✿ Ψ → e−|k0|x
✇❤❡♥ x → ∞✳ ❲❤❡♥

k0 ✐* ♣✉+❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛+② ❜✉& ♥❡❣❛&✐✈❡ ✭k0 = −i|k0|✮ ❛♥❞ E < 0 ✇❡ ❛+❡ ✐♥

&❤❡ ♣+❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡❀ ✐♥ &❤✐* ❝❛*❡ &❤❡ *♦❧✉&✐♦♥ ✐* ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣

✇❛✈❡✳ ❆❧&❤♦✉❣❤ &❤❡*❡ ❛+❡ ♥♦♥✲♣❤②*✐❝❛❧ *♦❧✉&✐♦♥* ✇✐&❤ ♥❡❣❛&✐✈❡ ❡♥❡+❣✐❡*✱

&❤❡✐+ *✐❣♥❛&✉+❡ *❤♦✇* ✉♣ ❛& ♣♦*✐&✐✈❡ ❡♥❡+❣✐❡* ✭❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛* ❛ ❜✉♠♣ ✐♥ &❤❡

❜+❡❛❦✉♣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ❞✐*&+✐❜✉&✐♦♥*✮✳ ❈♦♠♣❧❡① ❡♥❡+❣② *♦❧✉&✐♦♥* ❛+❡ +❡❧❛&❡❞

&♦ +❡*♦♥❛♥❝❡* ✐❢ Im(E) < 0 ✜①✐♥❣ ♦✉&❣♦✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐&✐♦♥*✱ ❛♥❞ &♦

❝♦♥❥✉❣❛&❡ ✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡* ✐❢ Im(E) > 0 ❢♦+ &❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡*✳ ❚❤❡

❝♦♥❥✉❣❛&❡ ✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡*✱ ❛❧*♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❛♣&✉+❡ +❡*♦♥❛♥❝❡ *&❛&❡*✑✱ ❛+❡ ❛**♦❝✐❛&❡❞

✇✐&❤ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ❞✐✈❡+❣❡♥& ❛*②♠♣&♦&❡*❀ ✇❤✐❧❡ +❡*♦♥❛♥& *&❛&❡* ❛+❡ +❡❝♦❣♥✐③❡❞

❛♠♦♥❣ ❝♦♥&✐♥✉✉♠ ❧❡✈❡❧* ❜❡❝❛✉*❡ ♠♦*& ♦❢ &❤❡✐+ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ❞❡♥*✐&② ✐* ❝♦♥❝❡♥✲

&+❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛+❡❛✳

❇✳✶ ❙$✉❞② ♦❢ *❡,♦♥❛♥❝❡, ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥

❙♦♠❡ ♦❢ &❤❡ ♠♦*& *&+✐❦✐♥❣ ❡✛❡❝&* ✐♥ *❝❛&&❡+✐♥❣ &❤❡♦+② ❛+❡ ❛**♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤

+❡*♦♥❛♥❝❡*✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛+❛♥❝❡ ♦❢ ❛ +❡*♦♥❛♥❝❡ ✐♥ &❤❡ ❝♦♥&✐♥✉✉♠ ♦❢ ❛ 9✉❛♥&✉♠

*②*&❡♠ ✐♠♣❧✐❡* *✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡* ♦❢ ♣❤❛*❡ *❤✐❢&* ❛♥❞ +❡✢❡❝&✐♦♥✴&+❛♥*♠✐**✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥&* ❛& ♣❛+&✐❝✉❧❛+ ❡♥❡+❣② ✈❛❧✉❡*✱ ❛**♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ +❡*♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤✐*

✐♠♣❧✐❡* &❤❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✏9✉❛*✐❜♦✉♥❞✑ *&❛&❡ ♦❢ &❤❡ *❝❛&&❡+✐♥❣ ♣♦&❡♥&✐❛❧✱

&❤❛& ✐*✱ ❛ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ *&❛&❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛* *✉✣❝✐❡♥& ❡♥❡+❣② &♦ ❜+❡❛❦✉♣ ✐♥&♦ &✇♦ ♦+

♠♦+❡ *✉❜*②*&❡♠*✳

❚❤❡ ✉*✉❛❧ ❛♣♣+♦❛❝❤ &♦ +❡*♦♥❛♥❝❡* ✐♠♣❧✐❡* &❤❡ *&✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧❡* ♦❢

&❤❡ *❝❛&&❡+✐♥❣ ♠❛&+✐① ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ♦❢ &❤❡ *②*&❡♠ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥

ǫ = E− iΓ/2 ✭●❛♠♦✇✲❙✐❡❣❡+& ❢✉♥❝&✐♦♥* ❬✼✼❪✮✳ ❆ *&❛♥❞❛+❞ ❛♣♣+♦❛❝❤ &♦ *&✉❞②

+❡*♦♥❛♥❝❡* ✐♠♣❧② ❝♦♠♣❧❡① *❝❛❧✐♥❣✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① *❝❛❧❡❞ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥✱

❛♥❞ ❛**♦❝✐❛&✐♥❣ &❤❡ +❡*♦♥❛♥❝❡ &♦ ❛ *✐♥❣❧❡ *9✉❛+❡✲✐♥&❡❣+❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢

&❤✐* *❝❛❧❡❞ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ❬✼✽❪✳

❙✐♠♣❧❡+ ❛❧&❡+♥❛&✐✈❡* &♦ *&✉❞② +❡*♦♥❛♥❝❡* ❛+❡ 9✉❛♥&✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ *&❛❜✐❧✐③❛✲

&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞*✱ ✉*✐♥❣ ❜♦✉♥❞✲*&❛&❡ &❡❝❤♥✐9✉❡* ❬✹✻✱ ✼✾✱ ✽✵❪✳ ❚❤✐* ❛♣♣+♦❛❝❤ ✐*

❜❛*❡❞ ♦♥ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& &❤❡ +❡*♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ +❡❣✐♦♥

✐* ❛❦✐♥ &♦ ❛ ❜♦✉♥❞ *&❛&❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❲❤❡♥ &❤❡ ❡♥❡+❣✐❡* ♦❢ ❛ *②*&❡♠



❇✳✶✳ ❙$✉❞② ♦❢ *❡,♦♥❛♥❝❡, ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✶✸✸

♣♦,,❡,,✐♥❣ *❡,♦♥❛♥❝❡, ❛*❡ ♣❧♦$ ❛, ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❛,✐, ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✭♦*✱ ♠♦*❡

❣❡♥❡*❛❧❧②✱ ❛♥② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛* ♣❛*❛♠❡$❡* ❝❤❛*❛❝$❡*✐③✐♥❣ $❤❡ ❜❛,✐, ❡①$❡♥,✐♦♥✮✱ $❤❡*❡

❛*❡ ❝❡*$❛✐♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, $❤❛$ ✈❛*② ✈❡*② ❧✐$$❧❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ $♦ $❤❡ *❡,$✿ $❤❡② ♠❛*❦

$❤❡ *❡,♦♥❛♥$ ,$❛$❡ ❡♥❡*❣✐❡,✱ ❛♥❞ $❤✉, $❤❡ ♥❛♠❡ ,$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$ ❬✽✶❪✳

❘❡,♦♥❛♥❝❡, ❛*❡ ♣❡*✈❛,✐✈❡ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ,②,$❡♠, ❞✉❡ $♦ ❝❡♥$*✐❢✉❣❛❧ ❜❛**✐❡*

❡✛❡❝$,✳ ■♥ ♦*❞❡* $♦ ,$✉❞② *❡,♦♥❛♥❝❡, ✉,✐♥❣ ♣,❡✉❞♦,$❛$❡, ✐♥ ❛ ✶❉ ,②,$❡♠

✇✐$❤♦✉$ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥$❡*❛❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥,✐❞❡* ✜*,$ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧

,$✉❞✐❡❞ ❜② ❍❛③✐ ❛♥❞ ❚❛②❧♦* ❬✹✻❪ $♦ *❡♣*♦❞✉❝❡ $❤❡✐* *❡,✉❧$,✳ ❲❡ ❛❧,♦ ❛❞❞*❡,, ❛♥

❛♥❛❧②$✐❝❛❧ ❝❛,❡✱ ♥❛♠❡❧② $❤❡ ●✐♥♦❝❝❤✐♦ ♣♦$❡♥$✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛, ❜❡❡♥ ♣*❡✈✐♦✉,❧②

,$✉❞✐❡❞ ✇✐$❤ ❚❍❖ ,$❛$❡, ✐♥ ✸❉ ❬✽✷❪✱ ❛♥❞ ❛, ❛ $❤✐*❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛

❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥ ✇✐$❤ ❜❛**✐❡*,✳

❲❡ ,❤♦✇ ,$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$, ❢♦* ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡ ❝❛,❡, ❛, ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ *❡❧❡✈❛♥$

♣❛*❛♠❡$❡*, ❛♥❞ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ *❡,♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡*❣② ❢*♦♠ $❤❡ ,$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$,✳

❲❡ ❛❧,♦ ♣❧♦$ $❤❡ *❡,♦♥❛♥$ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥,✳

❍❛③✐✲❚❛②❧♦) ♣♦+❡♥+✐❛❧

❲❡ ❤❛✈❡ ✜*,$ *❡♣*♦❞✉❝❡❞ $❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦* ♣♦$❡♥$✐❛❧ *❡,♦♥❛♥❝❡, ❬✹✻❪✳

❚❤❡ ❍❛③✐ ❛♥❞ ❚❛②❧♦* ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛,

V (x) =

{ 1
2x

2 x ≤ 0
1
2x

2e−λx2
x ≥ 0

✭❇✳✸✮

✇❤❡*❡ λ > 0✳ ■♥ ❋✐❣✉*❡ ❇✳✶ ✇❡ ♣❧♦$ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❛♥❞ ✐$, ✜*,$ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥,✳
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Hazi-Taylor pot.

HO
THO
ISQW

❋✐❣✉*❡ ❇✳✶✿ ❚❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦* ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇✐$❤ ✐$, ✜*,$ $❤*❡❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥,

❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✇✐$❤ ❡❛❝❤ ♠❡$❤♦❞❀ ✐♥ ,♦❧✐❞ ❧✐♥❡ $❤❡ *❡,♦♥❛♥$ ✇❛✈❡,✳



✶✸✹ ❇✳ ❈♦♥&✐♥✉✉♠ *&+✉❝&✉+❡✿ +❡*♦♥❛♥❝❡* ❛♥❞ ✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡*

❯*✐♥❣ &❤❡ ♣❛+❛♠❡&❡+* ❢+♦♠ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❬✹✻❪ ❛♥❞ &❤❡ ❍❖ ♠❡&❤♦❞✱ &❤❡ ❡♥❡+❣✐❡*

❛♥❞ &❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡+❢❡❝&❧② +❡♣+♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ *&❛❜✐❧✐③❛&✐♦♥

♣❧♦& ❢♦+ &❤❡ ❍❖ ❝❛*❡ ❛* ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❜❛*✐* *✐③❡ ✐* *❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉+❡ ❇✳✷

✭❧❡❢& ♣❛♥❡❧✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ &❤❡ +✐❣❤& ♣❛♥❡❧ &❤❡ +❡*♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥ *❤♦✇♥
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❋✐❣✉+❡ ❇✳✷✿ ▲❡❢& ♣❛♥❡❧✿ *&❛❜✐❧✐③❛&✐♦♥ ♣❧♦& ✐♥ &❤❡ ❍❖ ❝❛*❡ ❛* ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥

♦❢ ◆ ❢♦+ &❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦+ ♣♦&❡♥&✐❛❧✳ ❚❤❡ ❣+❡❡♥ ❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦++❡*♣♦♥❞* &♦

&❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ +❡*♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡+❣②✳ ❘✐❣❤& ♣❛♥❡❧✿ &❤❡ +❡*♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ❢♦+

❞✐✛❡+❡♥& ❜❛*✐* ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✈❛❧✉❡*✳

❚❤❡ *&❛❜✐❧✐③❛&✐♦♥ ♣❧♦& ✇✐&❤ &❤❡ ❜♦① +❛❞✐✉* xb ✐* *❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉+❡ ❇✳✸ ✐♥ &❤❡

❇❖❳ ❝❛*❡✳ ❚❤❡ ❚❍❖ ❝❛*❡ +❡*✉❧&* ❛+❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉+❡ ❇✳✹ ✇✐&❤ *&❛❜✐❧✐③❛&✐♦♥

♣❧♦&* ❛* ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❜❛*✐* ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✭❧❡❢& ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ γ/b +❛&✐♦ ✭+✐❣❤&

♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤❡ +❡*♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❚❍❖ ❜❛*✐* ✐* *❤♦✇♥

✐♥ ✜❣✉+❡ ❇✳✺ ✭✐♥ ❧❡❢& ♣❛♥❡❧ ✈❛+②✐♥❣ ◆✱ ✐♥ &❤❡ +✐❣❤& ♣❛♥❡❧ ✈❛+②✐♥❣ γ/b✮✳
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xb ❢♦+ &❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦+ ♣♦&❡♥&✐❛❧✳ ❚❤❡ ❣+❡❡♥ ❞❛*❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦++❡*♣♦♥❞* &♦ &❤❡

+❡*♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡+❣②✳
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❋✐❣✉*❡ ❇✳✹✿ ❙$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$, ✐♥ $❤❡ ❚❍❖ ❝❛,❡ ✭✐♥ ♣❛♥❡❧ a ❛, ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢
◆ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ b ❛, ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ γ/b✮ ❢♦* $❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦* ♣♦$❡♥$✐❛❧✳ ❚❤❡
❣*❡❡♥ ❞❛,❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦**❡,♣♦♥❞, $♦ $❤❡ *❡,♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡*❣②✳
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✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✺✿ ▲❡❢, ♣❛♥❡❧✿ $❡1♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥ ❢♦$ ,❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦$ ♣♦,❡♥✲

,✐❛❧ ✐♥ ,❤❡ ❚❍❖ ❝❛1❡ ✈❛$②✐♥❣ ,❤❡ ❜❛1✐1 ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ◆ ❢♦$ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

γ/b = 1.5 ❢♠−1/2
✳ ❘✐❣❤, ♣❛♥❡❧✿ $❡1♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝,✐♦♥ ❢♦$ ,❤❡ ❍❛③✐✲❚❛②❧♦$

♣♦,❡♥,✐❛❧ ✐♥ ,❤❡ ❚❍❖ ❝❛1❡ ❛♥❞ ✈❛$②✐♥❣ γ/b ❢♦$ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ❜❛1✐1

❞✐♠❡♥❞✐♦♥ ◆ ❂ ✷✵✳

●✐♥♦❝❝❤✐♦ ♣♦'❡♥'✐❛❧

❘❡1♦♥❛♥❝❡1 ❢♦$ ,❤❡ ●✐♥♦❝❝❤✐♦ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ❬✽✸❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡♣$♦❞✉❝❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣

,♦ ❬✽✷❪ ✉1✐♥❣ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ♠❡,❤♦❞1✳

❚❤❡ ●✐♥♦❝❝❤✐♦ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ✐1

V (x)

V0
= −λ2ν(ν+1)(1−y2)+

(

1− λ2

4

)

(1−y2)[2−(7−λ2)y2+5(1−λ2)y4]
✭❇✳✹✮



✶✸✻ ❇✳ ❈♦♥&✐♥✉✉♠ *&+✉❝&✉+❡✿ +❡*♦♥❛♥❝❡* ❛♥❞ ✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡*

✇❤❡+❡

x(y) =
1

λ2
arctanh(y) + [λ2 − 1]1/2 arctan([λ2 − 1]1/2y), ✭❇✳✺✮

&❤❡ ♣❛+❛♠❡&❡+ λ +❡❣✉❧❛&❡* &❤❡ ✇✐❞❡♥❡** ♦❢ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧✱ ν &❤❡ &❤❡ ♥✉♠❜❡+

♦❢ ❜♦✉♥❞ *&❛&❡*✳

❲❡ +❡♣♦+& &❤❡ *&❛❜✐❧✐③❛&✐♦♥ ♣❧♦&* ♦+ ❜♦&❤ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ❝❛*❡* ✐♥ ✜❣✉+❡* ❇✳✻

❛♥❞ ❇✳✼✳ ■♥ ♣❛+&✐❝✉❧❛+✱ ✐♥ &❤❡ ❚❍❖ ❝❛*❡ ✇❡ ♣❧♦& &❤❡ ❡♥❡+❣② ❛* ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢

◆ ✭✇✐&❤ γ/b ✜①❡❞ ❛& ✷✳✻ fm−1/2
✮ ♦+ ♦❢ &❤❡ γ/b ✭✇✐&❤ ◆ ✜①❡❞ ❛& ✸✵✮✳
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❛♥❞ ♦❢ &❤❡ +❛&✐♦ ✭✇✐&❤ ◆ ✜①❡❞ ❛& ✸✵✮ ✐♥ &❤❡ ❧❡❢& ♣❛♥❡❧✳



❇✳✶✳ ❙$✉❞② ♦❢ *❡,♦♥❛♥❝❡, ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✶✸✼

❲♦♦❞#✲❙❛①♦♥ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇✐*❤ ❜❛11✐❡1#

❚❤❡ ❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥ ✇✐$❤ ❜❛**✐❡*, ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛,

V (x) = VWS(x) + V1e
−(|x|−x0)2

✭❇✳✻✮

✇❤❡*❡ VWS ✐, $❤❡ ,$❛♥❞❛*❞ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ♦❢ ❡A✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳

❚❤❡ ♣❛*❛♠❡$❡*, ❝❤♦,❡♥ ❛*❡ $❤❡ ,❛♠❡ ✉,❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡* ✷✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐$✐♦♥

V1 = 30 ▼eV ✭❇✳✼❛✮

x0 = 4.0 ❢m ✭❇✳✼❜✮

❚❤✐, ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❤❛, *❡,♦♥❛♥❝❡,✱ ✇❡ ,❤♦✇ $❤❡♠ ✐♥ $❤❡ ,$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$, ♦❢

❋✐❣✉*❡ ❇✳✽ ❢♦* $❤❡ ❍❖ ❛♥❞ ❚❍❖ ✭γ/b = 2.4fm−1/2
✮ ❝❛,❡,✳
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❋✐❣✉*❡ ❇✳✽✿ ▲❡❢$ ♣❛♥❡❧✿ ,$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$ ✐♥ $❤❡ ❍❖ ❝❛,❡ ❛, ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❜❛,✐, ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❢♦* $❤❡ ❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇✐$❤ ❜❛**✐❡*,✳ ❘✐❣❤$ ♣❛♥❡❧✿

,$❛❜✐❧✐③❛$✐♦♥ ♣❧♦$ ✐♥ $❤❡ ❚❍❖ ❝❛,❡ ❛, ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❛,✐, ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✜①✐♥❣

γ/b = 2.4fm−1/2
❢♦* $❤❡ ❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇✐$❤ ❜❛**✐❡*,✳

■♥ ❋✐❣✉*❡ ❇✳✾ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣*❡❝✐❛$❡❞ $❤❡ ✜*,$ *❡,♦♥❛♥$ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✭*❡❞✮❀

♥♦$❡ $❤❛$ ✐$ ✐, ✈❡*② ♥❛**♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥$*❛$❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ *❛♥❣❡✳
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❇✳✷ ❙✐❣♥❛(✉*❡ ♦❢ ❛ ✈✐*(✉❛❧ 0(❛(❡ ✐♥ (❤❡ ❜*❡❛❦✉♣

♣*♦❜❛❜✐❧✐(✐❡0

■♥ ✜❣✉+❡ ✸✳✶✸✱ &❤❡ ♣+♦❥❡❝&✐❧❡ ❞✐*&+✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ♣+❡*❡♥&* ❛ ✈❡+② *❤❛+♣

♣❡❛❦ ❛& *♠❛❧❧ ❡♥❡+❣② ✭❛+♦✉♥❞ 0.06 ▼❡❱ ❛❜♦✈❡ &❤❡ ❜+❡❛❦✉♣ &❤+❡*❤♦❧❞✮✳ ■&

❝❛♥ ♥♦& +❡♣+❡*❡♥& ❛ +❡*♦♥❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ &❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ♥❛&✉+❡ ♦❢ &❤❡

♣+♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ &❤❡ ❛❜*❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛++✐❡+*✱ *♦ ✐& ♠✐❣❤& ✐♥❞✐❝❛&❡ &❤❡
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&❤✐* *&❛&❡ ✭♣+♦♣♦+&✐♦♥❛❧ &♦

√
E✮ ✐* ♥❡❣❛&✐✈❡ ❛❧*♦ *✉♣♣♦+&* &❤❡ ♣+❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛

✈✐+&✉❛❧ *&❛&❡✳



❇✳✷✳ ❙✐❣♥❛(✉*❡ ♦❢ ❛ ✈✐*(✉❛❧ 0(❛(❡ ✐♥ (❤❡ ❜*❡❛❦✉♣ ♣*♦❜❛❜✐❧✐(✐❡0 ✶✸✾

❋✐❣✉*❡ ❇✳✶✵✿ ❉❡(❡*♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✈✐*(✉❛❧ 0(❛(❡ ❡♥❡*❣② ❢♦* (❤❡ (❡0( ❝❛0❡ ❇

❞✐0❝✉00❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣(❡* ✸✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❈

◆♦♥✲❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ ♦❢ ❙❝❤'♦❡❞✐♥❣❡'

❡/✉❛1✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❡'1✐❛❧

'❡❢❡'❡♥❝❡ ❢'❛♠❡4

■♥ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ♣❤②%✐❝% ❛♥❞ %♣❡❝✐❛❧ ,❡❧❛-✐✈✐-② -❤❡ ✐♥❡,-✐❛❧ ❢,❛♠❡% ♦❢ ,❡❢❡,❡♥❝❡

❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛% -❤♦%❡ ❢,❛♠❡% ✐♥ ❝♦♥%-❛♥-✱ ,❡❝-✐❧✐♥❡❛, ♠♦-✐♦♥ ✇✐-❤ ,❡%♣❡❝- -♦

❛♥♦-❤❡,✳ ▼❡❛%✉,❡♠❡♥-% ✐♥ ♦♥❡ ✐♥❡,-✐❛❧ ❢,❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡,-❡❞ -♦ ♠❡❛%✉,❡✲

♠❡♥-% ✐♥ ❛♥♦-❤❡, ❜② ❛ %✐♠♣❧❡ -,❛♥%❢♦,♠❛-✐♦♥ ✭-❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ -,❛♥%❢♦,♠❛-✐♦♥

✐♥ ◆❡✇-♦♥✐❛♥ ♣❤②%✐❝% ❛♥❞ -❤❡ ▲♦,❡♥-③ -,❛♥%❢♦,♠❛-✐♦♥ ✐♥ %♣❡❝✐❛❧ ,❡❧❛-✐✈✐-②✮✳

❆ ♥♦♥✲✐♥❡,-✐❛❧ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ❢,❛♠❡ ✐% ❛♥ ❛❝❝❡❧❡,❛-❡❞ ❢,❛♠❡ ✇✐-❤ ,❡%♣❡❝- -♦ ❛♥

✐♥❡,-✐❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❧❛✇% ♦❢ ♠♦-✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❡,-✐❛❧ ❢,❛♠❡% ❞♦ ♥♦- -❛❦❡ -❤❡ %✐♠♣❧❡

❢♦,♠ -❤❡② ❞♦ ✐♥ ✐♥❡,-✐❛❧ ❢,❛♠❡%✿ -♦ ❡①♣❧❛✐♥ -❤❡ ♠♦-✐♦♥ ♦❢ ❜♦❞✐❡% ✇✐-❤✐♥ -❤❡

✈✐❡✇♣♦✐♥- ♦❢ ♥♦♥✲✐♥❡,-✐❛❧ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ❢,❛♠❡%✱ ✜❝-✐-✐♦✉% ✭♦, ✐♥❡,-✐❛❧✮ ❢♦,❝❡% ♠✉%-

❜❡ ✐♥-,♦❞✉❝❡❞ -♦ ❛❝❝♦✉♥- ❢♦, -❤❡ ♦❜%❡,✈❡❞ ♠♦-✐♦♥✱ %✉❝❤ ❛% -❤❡ ❈♦,✐♦❧✐% ❢♦,❝❡

♦, -❤❡ ❝❡♥-,✐❢✉❣❛❧ ❢♦,❝❡✳

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ %❝❤❡♠❛-✐❝ ✈✐%✉❛❧✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ %✐-✉❛-✐♦♥✱ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❣❧❛%% ❢✉❧❧ ♦❢

✇❛-❡,✳ ■❢ ②♦✉ ❛❝❝❡❧❡,❛-❡ ✐-✱ ②♦✉ ❝❛♥ %❡❡ ❤♦✇ -❤❡ ✇❛-❡, %✉,❢❛❝❡ ✐♥❝❧✐♥❛-❡% ✉♥❞❡,

-❤❡ ❡✛❡❝- ♦❢ -❤❡ ✐♥❡,-✐❛❧ ❢♦,❝❡%❀ ✇❤❡♥ -❤❡ ❛❝❝❡❧❡,❛-✐♦♥ ✐% %✉✣❝✐❡♥-❧② ❤✐❣❤✱ -❤❡

✇❛-❡, ❝♦✉❧❞ ❛❧%♦ ❢❛❧❧ ♦✉-%✐❞❡ ♦❢ -❤❡ ❣❧❛%%✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦✉❣✉% ✇❛②✱ ✐♠❛❣✐♥❡ -❤❡

❣❧❛%% -♦ ❜❡ ❛ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✇❡❧❧ ❛♥❞ -❤❡ ✇❛-❡, -♦ ❜❡ -❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ,❡❧❛-❡❞ -♦

✐-% ❜♦✉♥❞ %-❛-❡✳ ■❢ -❤❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ✐% ❛❝❝❡❧❡,❛-❡❞✱ -❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ❢❡❡❧% -❤❡

✐♥❡,-✐❛❧ ❢♦,❝❡% ❛♥❞ %♦ ✐- ❛♣♣❡❛,% ❞❡❢♦,♠❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❛❧%♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥-

❡①❝❛♣✐♥❣ ❢,♦♠ -❤❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤✐% ✐% ❞✉❡ -♦ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- -❤❡ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❝❤❛♥❣❡%

✉♥❞❡, ❛ -,❛♥%❢♦,♠❛-✐♦♥ -♦ ❛ ♥♦♥✲✐♥❡,-✐❛❧ ❢,❛♠❡✱ %♦ -❤❡ ❙❤,♦❡❞✐♥❣❡, ❡L✉❛-✐♦♥

✶✹✶



✶✹✷

❈✳ ◆♦♥✲❝♦✈❛*✐❛♥❝❡ ♦❢ ❙❝❤*♦❡❞✐♥❣❡* ❡2✉❛4✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❡*4✐❛❧ *❡❢❡*❡♥❝❡

❢*❛♠❡7

✐7 ♥♦4 ❝♦✈❛*✐❛♥4 ✉♥❞❡* ●❛❧✐❧❡❛♥ ❜♦♦747 ❬✽✹✕✽✼❪✳ ▲❡4 ✉7 ❝♦♥7✐❞❡* 4❤❡ ♦♥❡ ❞✐✲

♠❡♥7✐♦♥❛❧ ❙❤*♦❡❞✐♥❣❡* ❡2✉❛4✐♦♥

✶

❢♦* ❛ ♥♦♥✲*❡❧❛4✐✈✐74✐❝ ♣❛*4✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡①4❡*♥❛❧

✜❡❧❞ V (x, t)

i
∂

∂t
Φ(x, t) = HΦ(x, t), H ≡ −1

2

∂2

∂x2
+ V (x, t). ✭❈✳✶✮

❚❤✐7 ❙❤*♦❡❞✐♥❣❡* ❡2✉❛4✐♦♥ ❝♦**❡7♣♦♥❞7 4♦ 4❤❡ ♦♥❡ ✇❡ 7♦❧✈❡ ✐♥ 4❤✐7 4❤❡7✐7 ❢♦*

4❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❝❛7❡ ♣*❡7❡♥4❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣4❡* ✸✳ ❚❤❡ ✐♥❡*4✐❛❧ ❢*❛♠❡ ♦❢ *❡❢❡*❡♥❝❡

✐♥❞✐❝❛4❡❞ ❜② ❝♦♦*❞✐♥❛4❡7 x ✇✐4❤ ♦*✐❣✐♥ ❝♦**❡7♣♦♥❞✐♥❣ 4♦ 4❤❡ 4❛*❣❡4 ♣♦4❡♥4✐❛❧

❝❡♥4❡*✱ ✐7 4❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ 7♦❧✈❡ 4❤✐7 ♣*♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦**❡7♣♦♥❞7 4♦ 4❤❡

❝❡♥4❡* ♦❢ ♠❛77 ❢*❛♠❡ ♦❢ *❡❢❡*❡♥❝❡ ❢♦* 4❤✐7 7②74❡♠✳

■♥ ♦✉* ❝❛7❡ 4❤❡ ♣♦4❡♥4✐❛❧ ✐7 ♦❢ 4❤❡ ❢♦*♠

V (x, t) = V (x−R(t)), ✭❈✳✷✮

✇❤❡*❡ R(t) ❝♦**❡7♣♦♥❞7 4♦ 4❤❡ ♣*♦❥❡❝4✐❧❡ ❡2✉❛4✐♦♥ ♦❢ ♠♦4✐♦♥ ❬✸✺❪✳ ▲❡4 ✉7

❝♦♥7✐❞❡* 4❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ❢*♦♠ 4❤❡ ♣♦✐♥4 ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ 4❤❡ ❢*❛♠❡ ♦❢ *❡❢❡*❡♥❝❡ ❝❡♥4❡*❡❞

✐♥ 4❤❡ ♣*♦❥❡❝4✐❧❡ ♣♦4❡♥4✐❛❧ ❝❡♥4❡* ♦❢ ❝♦♦*❞✐♥❛4❡7 y✱ 4♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ 7❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡

4❤❡ ❣❡♥❡*❛❧ 4✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥4 4*❛♥7❧❛4✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

τ ≡ t, y ≡ x−R(t). ✭❈✳✸✮

❚❤❡ ♣*♦❥❡❝4✐❧❡ ❢*❛♠❡ ♦❢ *❡❢❡*❡♥❝❡ ✐7 ♥♦♥✲✐♥❡*4✐❛❧ ❜❡❝❛✉7❡ 4❤❡ ♣*♦❥❡❝4✐❧❡ ✐7

❛❝❝❡❧❡*❛4❡❞✳ ❚❤✐7 ✐7 4❤❡ 7♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①"❡♥❞❡❞ ●❛❧✐❧❡❛♥ ")❛♥*❢♦)♠❛"✐♦♥ ❬✽✽✱ ✽✾❪✱

✐✳❡✳ ❛ 4*❛♥7❢♦*♠❛4✐♦♥ 4♦ ❛ *✐❣✐❞ 7②74❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛*❜✐4*❛*② 4✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥4

❛❝❝❡❧❡*❛4✐♦♥✳

■♥ 4❤✐7 ❢*❛♠❡ ❛*❡ ✈❛❧✐❞ 4❤❡ ♥❡✇ *❡❧❛4✐♦♥7

∂

∂t
=

∂

∂τ
− Ṙ

∂

∂y
,

∂

∂x
=

∂

∂y
. ✭❈✳✹✮

❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ ♣*♦❥❡❝4✐❧❡ ♥♦♥✲✐♥❡*4✐❛❧ ❢*❛♠❡ ✐7 ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ 4♦ ❛

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦*❞✐♥❛4❡7 ❛♥❞ ❛ ❣❛✉❣❡ 4*❛♥7❢♦*♠❛4✐♦♥ ❛7

Ψ(y, τ) ≡ e
−iṘx−i

∫ t
t0

dt′Ṙ2(t′)/2
Φ(x+R(τ), τ), ✭❈✳✺✮

✶

◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ &❧❛♥❝❦✬, ❝♦♥,"❛♥" ~ ❛♥❞ ♣❛/"✐❝❧❡ /❡❞✉❝❡❞ ♠❛,, µ ❛/❡ ❛❧❧ ✉♥✐"② ✐♥ "❤✐,
❡①❛♠♣❧❡✳



✶✹✸

✇❤❡&❡ t0 &❡♣&❡(❡♥*( *❤❡ ❛&❜✐*&❛&✐❧② ❝❤♦(❡♥ ♦&✐❣✐♥ ♦❢ *✐♠❡✱ ❛♥❞ Ṙ ❝♦&&❡(♣♦♥❞(

*♦ *❤❡ ♠♦♠❡♥*✉♠ ♦❢ *❤❡ ♣❛&*✐❝❧❡ ❞✉❡ *♦ *❤❡ ♠♦*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤✐( ♥❡✇

✇❛✈❡❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❜❡②(

i
∂

∂τ
Ψ(y, τ) = −1

2

∂2

∂y2
+ V (y +R(τ), τ) + R̈(t)y, ✭❈✳✻✮

✇❤❡&❡ *❤❡ ❧❛(* *❡&♠ +R̈(t)y &❡♣&❡(❡♥*( *❤❡ ❧✐♥❡❛& ✐♥❡&*✐❛❧ ❢♦&❝❡ ❢❡❧* ❜② *❤❡

♣❛&*✐❝❧❡ ✐♥ *❤❡ ♣&♦❥❡❝*✐❧❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❡❧❧✱ *❤✉( (❤♦✇✐♥❣ *❤❛* ✐♥ *❤❡ ❛❝❝❡❧❡&❛*❡❞

(②(*❡♠ *❤❡&❡ ❛♣♣❡❛&( ❛ ❣&❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❖!❤❡$ ❞❡♠♦♥)!$❛!✐♦♥)

❲❡ ❝♦❧❧❡❝% ❤❡'❡ %❤♦(❡ ❞❡♠♦♥(%'❛%✐♦♥( (✉♣♣♦'%✐♥❣ %❤❡ ❞✐(❝✉((✐♦♥✱ %❤❛% ✇♦✉❧❞

✐♥%❡''✉♣% %❤❡ ✢♦✇ ♦❢ %❤❡ %❡①%✳

❉✳✶ ❆ ♣%♦❝❡❞✉%❡ ❢♦% ,❤❡ ❍❖ ✐♥✈❡%3❡ ♦3❝✐❧❧❛,♦%

❧❡♥❣,❤ ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✈❡'(❡ ♦(❝✐❧❧❛%♦' ❧❡♥❣%❤ ♣❛'❛♠❡%❡' a =

(

kµ

~2

)1/4

❞❡%❡'♠✐♥❡( %❤❡ ❝✉'✈❛✲

%✉'❡ ♦❢ %❤❡ ❍❖ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❛% %❤❡ ♦'✐❣✐♥ ❛♥❞ %❤✉(✱ ❤♦✇ ✇✐❞❡ ✐( %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧✳

■♥ ❛❝❝♦'❞❛♥❝❡ %♦ ♦%❤❡' ❝❛(❡( ❬✺✵❪ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤✐( ♣❛'❛♠❡%❡' ✐( ✜①❡❞ %♦

♠✐♥✐♠✐③❡ %❤❡ ❣'♦✉♥❞ (%❛%❡ ❡♥❡'❣② ✇✐%❤ ❛ (♠❛❧❧ ❍❖ ❜❛(✐(✳ ■♥ ❢❛❝%✱ ✇❡ ✉(❡ ❛

N = 1 ❜❛(✐(✱ %❤❛% ✐(✱ ❛ ❜❛(✐( ✇✐%❤ %❤❡ ❍❖ ❣'♦✉♥❞ (%❛%❡ ❛( ✐%( ♦♥❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥%

%♦ ♦❜%❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ %♦ %❤❡ (②(%❡♠✬( ❣'♦✉♥❞ (%❛%❡ ❡♥❡'❣②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ a ✐( ✈❛'✐❡❞ %♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ %❤✐( ❡♥❡'❣②✳

■♥ ❝❛(❡( ✇✐%❤ (❡✈❡'❛❧ ❜♦✉♥❞ (%❛%❡( %❤❛% ✐♥❝❧✉❞❡ ✇❡❛❦❧②✕❜♦✉♥❞ (%❛%❡(✱ ❛( %❤❡

❝❤♦(❡♥ ♠♦❞❡❧ ❲♦♦❞(✲❙❛①♦♥ ♣♦%❡♥%✐❛❧✱ %❤❡ a ✈❛❧✉❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✉(✐♥❣ %❤❡ ❣'♦✉♥❞

(%❛%❡ ✐( %♦♦ ❧❛'❣❡ ✭❍❛'♠♦♥✐❝ ♣♦%❡♥%✐❛❧ %♦♦ ♥❛''♦✇✮ ❛♥❞ ❛ ✈❡'② ❧❛'❣❡ ♥✉♠❜❡'

♦❢ ❍❖ (%❛%❡( ✐♥ %❤❡ ❜❛(✐( ✐( '❡K✉❡(% %♦ (❛♠♣❧❡ %❤❡ ❧❛'❣❡ x ✈❛❧✉❡ ✇❤❡'❡ %❤❡

✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ (%❛%❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝%✐♦♥ %❛✐❧( ❛'❡ (%✐❧❧ (✐❣♥✐✜❝❛♥%✳ ❚♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ %❤✐(

♣'♦❜❧❡♠ ♦♥❡ (❤♦✉❧❞ ❞✐♠✐♥✐(❤ %❤❡ a ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ♦(❝✐❧❧❛%♦' ✐♥ ♦'❞❡' %♦ ✐♥❝❧✉❞❡

%❤❡ ✇❤♦❧❡ '❛♥❣❡ ♦❢ %❤❡ (✐❣♥✐✜❝❛♥% (%❛%❡(✳

❚❤✐( ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✜①✐♥❣ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜② ❤❛♥❞✱ %❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

'❡❝✐♣❡ ♦' ❛❧❣♦'✐%❤♠✳ ❲❡ ✜'(% ♠❛❦❡ %❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡❀ %❤❡♥

✇✐%❤ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇❡ ❜✉✐❧❞ %❤❡ ❜❛(✐( ❛♥❞ %❤❡ (②(%❡♠ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ✐(

✶✹✺



✶✹✻ ❉✳ ❖$❤❡' ❞❡♠♦♥,$'❛$✐♦♥,

❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✳ ❆$ $❤✐, ♣♦✐♥$ ✐$ ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢

$❤❡ x2 ♦♣❡'❛$♦' ❢♦' $❤❡ ✇❡❛❦❧②✲❜♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❡✳❣✳ 〈Ψ2|x2|Ψ2〉✳ ❲❡ $❤❡♥

❝♦♠♣❛'❡ $❤✐, '❡,✉❧$ ✇✐$❤ $❤❡ ,❛♠❡ ♠❛$'✐① ❡❧❡♠❡♥$ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❢♦' ❛♥ ❍❛'♠♦♥✐❝

❖,❝✐❧❧❛$♦' ❜❛,✐,✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ $❤✐, ❝❛,❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛,✐❧② ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧❧② ✉,✐♥❣

$❤❡ '❡❧❛$✐♦♥, ✭✷✳✸✷✮✱ $❤♦✉❣❤ ✐$ ✐, ♠♦'❡ ❞✐'❡❝$ $♦ ♠❛❦❡ ✉,❡ ♦❢ $❤❡ ❝'❡❛$✐♦♥ ❛♥❞

❛♥♥✐❤✐❧❛$✐♦♥ ♦♣❡'❛$♦' ❢♦'♠❛❧✐,♠✿

〈i|x2|j〉 = a−2

[

2j + 1

2
δi,j +

√

j(j − 1)

2
δi,j−2 +

√

(j + 1)(j + 2)

2
δi,j+2

]

.

✭❉✳✶✮

❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ,❡$ ❛ ♥❡✇ ✐♥✈❡',❡ ♦,❝✐❧❧❛$♦' ❧❡♥❣$❤ a ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧❧② ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ ❡I✉❛$✐♦♥ ✭❉✳✶✮✱ 〈Φ(HO)
2 |x2|Φ(HO)

2 〉 ✇✐$❤ i = j = 2✳ ❖♥❝❡ ♦❜$❛✐♥❡❞

$❤❡ ♥❡✇ ♣❛'❛♠❡$❡' ✇❡ '❡❝♦♥,$'✉❝$ $❤❡ ❜❛,✐, ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ ❛❣❛✐♥ ❜❡❢♦'❡

♣'♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ♦❜,❡'✈❛❜❧❡, ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉'❡ ❉✳✶ ✐, ,❤♦✇♥ $❤❡ ❝♦♠♣❛'✐,♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥

♣♦$❡♥$✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ ❍❛'♠♦♥✐❝ ❖,❝✐❧❧❛$♦' ♣♦$❡♥$✐❛❧, ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛$✐♦♥

✭❧❛❜❡❧ ❛✮✱ ❜② ✜①✐♥❣ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜② ❤❛♥❞ ❛❢$❡' ♠✐♥✐♠✐③❛$✐♦♥ ✭❧❛❜❡❧ ❛✴✷ ✮ ❛♥❞ ❜②

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❞❡,❝'✐❜❡❞ ✭❧❛❜❡❧ ❛ ❛❧❣♦&✐(❤♠✮✳

■$ ✐, ❡✈✐❞❡♥$ $❤❛$ $❤❡ ✈❛'✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥✈❡',❡ ♦,❝✐❧❧❛$♦' ❧❡♥❣$❤ ❛❧❧♦✇, $♦

❝♦♥,$'✉❝$ ❛ ❍❛'♠♦♥✐❝ ❖,❝✐❧❧❛$♦' ❜❛,✐, ✇❤✐❝❤ ,$'❡$❝❤❡, $♦ $❤❡ ❢✉❧❧ ❜♦✉♥❞ ,$❛$❡,

'❛♥❣❡ ❧✐♠✐$✐♥❣ $❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♥❡❝❡,,❛'② ❍❖ ❢✉♥❝$✐♦♥, ✐♥ $❤❡ ❜❛,✐,✳

❋✐❣✉'❡ ❉✳✶✿ ❚❤❡ ❲♦♦❞,✲❙❛①♦♥ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇✐$❤ $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥, ❛♥❞ $❤❡

❞✐✛❡'❡♥$ $'✐❡, ❢♦' $❤❡ ❜❛,✐, ❤❛'♠♦♥✐❝ ♦,❝✐❧❧❛$♦'✳



❉✳✷✳ ❊♥❡&❣② ✇❡✐❣❤,❡❞ .✉♠ &✉❧❡ ❞❡♠♦♥.,&❛,✐♦♥ ✶✹✼

❉✳✷ ❊♥❡&❣② ✇❡✐❣❤,❡❞ .✉♠ &✉❧❡ ❞❡♠♦♥.,&❛,✐♦♥

❆..✉♠✐♥❣ ,❤❛, ❢♦& ❧❛&❣❡ ◆ ✈❛❧✉❡. ,❤❡ ❜❛.✐. ✐. ❝♦♠♣❧❡,❡

∑

i |Ψi〉〈Ψi| = 1✱ ❛♥❞

❝♦♥.✐❞❡&✐♥❣ ,❤❡ ,✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥, ❙❝❤&♦❡❞✐♥❣❡& ❡@✉❛,✐♦♥ H|Ψb〉 = Eb|Ψb〉 ✇✐,❤
,❤❡ ❍❛♠✐❧,♦♥✐❛ H = −1

2
~2

µ

d2

dx2
+ V (x)✱ ,❤❡ ❡♥❡&❣② ✇✐❣❤,❡❞ .✉♥ &✉❧❡ ✐.

E(b)
W (O(x)) = limN→∞ E(b)

W (O(x), N)

=
∑N

i (Ei − Eb) | 〈Ψi|O(x)|Ψb〉 |2,
=

∑N
j (Ei − Eb)〈Ψb|O(x)|Ψj〉〈Ψj |O(x)|Ψb〉,

= 〈Ψb|O(x)
∑N

j |Ψj〉〈Ψj |(H− Eb)
∑N

j′ |Ψj′〉〈Ψj′ |O(x)|Ψb〉,
= 1

2〈Ψb|2O(x)(H− Eb)O(x)|Ψb〉,
= 1

2〈Ψb|2O(x)(H− Eb)O(x)− (H− Eb)O(x)2 −O(x)2(H− Eb)|Ψb〉,
= 1

2〈Ψb| [O(x), (H− Eb)O(x)−O(x)(H− Eb)] |Ψb〉,
= 1

2〈Ψb| [O(x), [H− Eb,O(x)]] |Ψb〉.
✭❉✳✷✮

❆❝,✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♠✉,❛,♦& ♦♥ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ϕ(x) ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜,❛✐♥.

[O(x), [H− Eb,O(x)]]ϕ(x) = −1
2
~2

µ

[

O(x),

[

d2

dx2
,O(x)

]]

ϕ(x),

= −1
2
~2

µ

[

2O(x)
d2

dx2
(O(x)ϕ(x))−O(x)2

d2

dx2
ϕ(x)− d2

dx2
O(x)2ϕ(x)

]

,

= ~2

µ

(

dO(x)

dx

)2

ϕ(x).

✭❉✳✸✮

■♥ ,❤✐. ❝❛.❡ ,❤❡ ♦♣❡&❛,♦& ✐. O(x) = x .♦ ✐♥ ,❤❡ N → ∞ ❧✐♠✐, ,❤❡ &❡.✉❧,

❡①♣❡❝,❡❞ ✐. E(b)
W (O(x)) = 1

2
~2

µ ✳



✶✹✽ ❉✳ ❖$❤❡' ❞❡♠♦♥,$'❛$✐♦♥,

❉✳✸ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝-✐♦♥ ❝✉00❡♥-

❆♥ ✐♥$❡'❡,$✐♥❣ ♦❜,❡'✈❛❜❧❡ ✐, $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ❝✉''❡$ ❬✶✶❪✳ ❚❤✐, <✉❛♥$✐$② ✐,

❞❡✜♥❡❞ ❛,

j(x, t) = − i~

2m

(

Ψ∗(x, t)
∂Ψ(x, t)

∂x
−Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x

)

✭❉✳✹✮

❛♥❞ ♠❡❛,✉'❡, $❤❡ ✢✉① ♦❢ $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ❧❡❛✈✐♥❣ $❤❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ❛'❡❛✳ ■♥ $❤✐,

♠♦❞❡❧ ✐$ '❡♣'❡,❡♥$, $❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝$✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❡,❝❛♣✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✳

❲❡ ❝❛♥ ❞❡♠♦♥,$'❛$❡ $❤❛$ $❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✬, ❝✉''❡♥$ ❝♦''❡,♣♦♥❞, $♦ ✐$,

✈❡❧♦❝✐$②✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ Ψ(x) = eikx✱ ✐$, ❞❡'✐✈❛$✐✈❡, ❛'❡

dΨ
dx = ikeikx

❛♥❞

dΨ∗

dx = −ike−ikx
✳ ❙♦

j =
~

2mi

(

Ψ∗(x, t)
∂Ψ(x, t)

∂x
−Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x

)

=
~

2mi

(

e−ikxikeikx − eikx(−ik)e−ikx
)

=
~

2mi
2ik =

~k

m
=

p

m
= v.

✭❉✳✺✮
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