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(Qué es la Teoria del Punto Fijo?

El problema

Dados dos conjuntos A y B, con AN B # 0, y una aplicacién T : A — B, encontrar
condiciones sobre A, By T para

o asegurar la existencia de soluciones de la ecuacién Tx = x. Estas soluciones, si
existen, son llamadas puntos fijos de 7.

o construir una sucesién de puntos que se aproximen a un punto fijo de 7.
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Principio de Contraccion de Banach (1922)

Sea D un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo (X,d) y sea T : D — D una contraccion, es
decir,

existe una constante (de contraction) ¢ € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < ad(x,y), forall x,y € D. ©)

Entonces,
@ T tiene un dnico punto fijo p en X;
@ Para cualquier xg € X, la iterada de Picard asociada a T con punto inicial xg, es decir, la sucesién
{xn }nen definida por
Xpa1 i= Ty = T xg, paracadan € N,
converge a p;
@ Las siguientes estimaciones de error a priori y a posteriori son ciertas:
an

a
Td(xo,xl) y d(xp41,p) < ﬁd(x,,ﬂ,x,,) paratodon € N;

d(n,p) < 7=

@ Elratio de convergencia estd dado por

d(Xs1,p) < 0"V d(x0,x1) para todon € N.
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Introduction

Proyecto de Fin de Master

Durante su elaboracion obtuvimos dos articu-
los

TEOREMAS DE PUNTO FLIO CLASICOS o A Continuation Method for Weakly

Y APLICACIONES A ECUACIONES Contractive Mappings under the Interior
DIFERENCIALES E INTEGRALES. Condltlon
)

D.A-R. y Antonio Jiménez-Melado,
Fixed Point Theory and Applications,
Volume 2009 (2009), 8 pages.

Proyecto Fin de Master

David Ariza Ruiz

dirigido por

Antonio Jimenz Mok o A Continuation Method for Weakly Kannan
Depto. de Andlisis Matemitico Maps,
Universidad de Malaga . . "
oo 58 D.A-R. y Antonio Jiménez-Melado,

Fixed Point Theory and Applications,
Volume 2010 (2010), 12 pages.
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La estructura de un método de continuacion

Sean Ty S dos aplicaciones de un subconjunto U en X. Supongamos que existe
una homotopia H : U x [0, 1] — X satisfaciendo las siguientes condiciones:

H(-,0)=SyH(,1)=T,;

H es continua en U x [0, 1];

Para todo A € [0,1], H(-,A) es algtn tipo de aplicacién contractiva;
H verifica la condicién de Leray-Schauder o la condicion interior.

Entonces,

T tiene un punto fijo si, y s6lo si, S tiene un punto fijo.
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Introduction

o Granas (1994) para las contracciones.
o Frigon (1995) para las contracciones débiles.
o Hemos obtenidos métodos de continuacién para

o las contracciones débiles con la condicion interior,
o las aplicaciones débil Kannan con la condicién de Leray-Schauder.
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Toda contraccién es continua.
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Introduction

Toda contraccién es continua.

PREGUNTA: ;Podemos obtener un teorema de punto fijo reemplazando la
condicién de contraccidén por otra condicidn de tipo métrica que no implique la
continuidad de la aplicacién?
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Aplicaciones Kannan

Toda contraccién es continua. '

PREGUNTA: ;Podemos obtener un teorema de punto fijo reemplazando la
condicién de contraccidén por otra condicidn de tipo métrica que no implique la
continuidad de la aplicacién?

Existe una constante k € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) <

S

[d(x,Tx) +d(y,Ty)] paratodo x,y € D. (K)
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Cuatro afios de tesis

El 1 de septiembre de 2009 me incorporé al grupo de investigacion Andlisis No Lineal
con una beca de 4 afios.

11 de abril de 2013 9/31



Llegada a Sevilla

El 1 de septiembre de 2009 me incorporé al grupo de investigacion Andlisis No Lineal
con una beca de 4 afios.

Prof. Genaro Lépez Acedo

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Llegada a Sevilla

El 1 de septiembre de 2009 me incorporé al grupo de investigacion Andlisis No Lineal
con una beca de 4 afios.

o Trabajos de TPF con condiciones fronteras y TPF
topoldgicos.

Prof. Genaro Lépez Acedo

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Llegada a Sevilla

El 1 de septiembre de 2009 me incorporé al grupo de investigacion Andlisis No Lineal
con una beca de 4 afios.

o Trabajos de TPF con condiciones fronteras y TPF
topoldgicos.

o Generalizacién de los resultados de las aplicaciones
débilmente Kannan a las aplicaciones débil Zamfirescu

Prof. Genaro Lépez Acedo

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Cuatro afios de tesis

Llegada a Sevilla

El 1 de septiembre de 2009 me incorporé al grupo de investigacion Andlisis No Lineal
con una beca de 4 afios.

o Trabajos de TPF con condiciones fronteras y TPF
topoldgicos.

o Generalizacién de los resultados de las aplicaciones
débilmente Kannan a las aplicaciones débil Zamfirescu

o A fixed point theorem for weakly Zamfirescu mappings,
D.A-R., Antonio Jiménez-Melado, y Genaro
Lépez-Acedo,

Nonlinear Analysis 74 (2011) 1628-1640.

Prof. Genaro Lépez Acedo
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Cuatro afios de tesis

Aplicaciones Zamfirescu

En 1972 Zamfirescu introdujo y estudié una nueva clases de aplicaciones que
generalizaban a las contracciones y a las aplicaciones del tipo Kannan.

Existe una constante § € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < ¢ méx{d(x,y) ! d(x,Tx) +d(y,Ty)], % [d(x, ) +d(y,Tx)]} @)

3l

para todo x,y € D
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Cuatro afios de tesis

Aplicaciones Zamfirescu

En 1972 Zamfirescu introdujo y estudié una nueva clases de aplicaciones que
generalizaban a las contracciones y a las aplicaciones del tipo Kannan.

Existe una constante § € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < Cméx{d(x,y) ! d(x, Tx)—|—d(y,Ty)] , % [d(x, 1y) +d(y,Tx)]} (Z)

.l

para todo x,y € D

Obtuvimos resultados de
o Existencia y unicidad de puntos fijos.
o Convergencia de las iteradas de Picard.
o Método de Continuacion.

para las aplicaciones débilmente Zamfirescu.
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Cuatro afios de tesis

Aplicaciones débilmente Zamfirescu

IDEA: Reemplazar la constante { por una funcién § : D x D — [0, 1] que satisface
una cierta propiedad:

Una funcién § : D x D — [0, 1] es compactamente menor que 1 si

Sala,b) = sup {a(x,y):a<d(x,y)<b} <1 (1)
x,yeD

paratodo b >a >0
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Cuatro afios de tesi

Aplicaciones débilmente Zamfirescu

IDEA: Reemplazar la constante { por una funcién § : D x D — [0, 1] que satisface
una cierta propiedad:

Una funcién § : D x D — [0, 1] es compactamente menor que 1 si

Sala,b) = sup {a(x,y):a<d(x,y)<b} <1 (1)
x,yeD

paratodo b >a >0

ANTECEDENTES HISTORICOS: Krasnosel’skii [1964], Dugundji y Granas [1975]
para las contracciones.
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Cuatro afios de tesis

Terminando mi primer afio en la US

En junio del 2010 conocf al profesor Laurentiu

o Estudio de los espacios geodésicos y los espacios
W-hiperbdlicos.

OBJETIVO: Extender los resultados conocidos en
espacios de Hilbert y espacios de Banach a espacios
métricos sin ninguna estructura lineal.

Prof. Laurentiu Leustean
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Definition 2.

Sea (X,d) un espacio métrico. Una geodésica que une x € X cony € X es una
aplicacién y: [0,d(x,y)] — X tal que ¥(0) =x, y(d(x,y)) =y, ¥

d(y(2),y(s)) = |t—s], for any ¢,s € [0,d(x,y)].
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Cuatro afios de tesis

Geodésicas en un espacio métrico general

Definition 2.

Sea (X, d) un espacio métrico. Una geodésica que une x € X con y € X es una
aplicacién y: [0,d(x,y)] — X tal que ¥(0) =x, y(d(x,y)) =y, ¥

d(y(2),y(s)) = |t—s], for any #,s € [0,d(x,y)].

Definition 3.

Un espacio métrico (X, d) se dice que es (iinicamente) geodésico si todo par de
puntos distintos pueden ser unidos por una (Gnica) geodésica.
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Cuatro afios de tesis

Geodésicas en un espacio métrico general

Definition 2.

Sea (X, d) un espacio métrico. Una geodésica que une x € X con y € X es una
aplicacién y: [0,d(x,y)] — X tal que ¥(0) =x, y(d(x,y)) =y, ¥

d(y(2),y(s)) = |t—s], for any #,s € [0,d(x,y)].

Definition 3.

Un espacio métrico (X, d) se dice que es (iinicamente) geodésico si todo par de
puntos distintos pueden ser unidos por una (Gnica) geodésica.

Un importante ejemplo de espacios geodésicos es la clase de los espacios
W-hiperbdlicos.
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Espacios W- h1perbohcos

Definition 4 (Kohlenbach, 2005)

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que (X,d, @) es un espacio W-hiperbdlico si
existe una aplicacién de convexidad & : X x X x [0, 1] — X (no necesariamente
unica) satisfaciendo las siguiente propiedades:

.
N
.

W) d(z,(1-A)x®Ay) < (1-2)d(z,x) +Ad(z,y);

Wy d((1=A)x@dAy,(1—L)xdAy) = |4 —A|d(x,y);

W3) (1-A)x@Ay=Ayd(1-A)x;

Wa)  d((1=A)x@Ay,(1-A)z@Aw) < (1=2)d(x,2) + A d(y,w);

para todo x,y,z,w € X, A,A € [0,1].

Zafra, IX ERAFA
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Cuatro afios de tesis

@ Cualquier subconjunto convexo de un espacio normado.
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@ La bola de Hilbert (B,p). €@
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Example 5.
@ Cualquier subconjunto convexo de un espacio normado.
Q La bola de Hilbert (B, p).
@ Los espacios CAT(0).
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Cuatro a

Ejemplos de espacios W-hiperbdlicos

Example 5.

@ Cualquier subconjunto convexo de un espacio normado.
Q La bola de Hilbert (B, p).
@ Los espacios CAT(0).

@ Variedades de Hadamard. En particular, cualquier variedad riemanniana,
completa, simplemente conectada con curvatura seccional no positiva.

@ R-drboles. @
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Example 5.

@ Cualquier subconjunto convexo de un espacio normado.
Q La bola de Hilbert (B, p).
@ Los espacios CAT(0).

@ Variedades de Hadamard. En particular, cualquier variedad riemanniana,
completa, simplemente conectada con curvatura seccional no positiva.

Q R-arboles.
@ Espacios de Busemann.@®
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Cuatro afios de tesis

Mi primera estancia

Desde el 20 de febrero hasta el 20 de mayo de 2011, realicé una estancia en el Simion
Stoilow Institute of Mathematics of the Romanian Academy para trabajar con el
profesor Laurenttui.

Instituto IMAR, Rumania
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Cuatro afios de tesis

Mi primera estancia

Desde el 20 de febrero hasta el 20 de mayo de 2011, realicé una estancia en el Simion
Stoilow Institute of Mathematics of the Romanian Academy para trabajar con el
profesor Laurenttui.

o Firmly nonexpansive mappings in classes of geodesic spaces,
D.A-R., Laurentiu Leustean, y Genaro Lépez-Acedo,
Transactions of the American Mathematical Society
(Aceptado).

Instituto IMAR, Rumania
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Mi tercer ano

En enero de 2012 conocf al profesor Eyvind.

Prof. Eyvind Martol Briseid
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Cuatro afios de tesis

Mi tercer ano

En enero de 2012 conocf al profesor Eyvind.

@ Rate of convergence under weak contractiveness conditions,
D.A-R., Eyvind Martol Briseid, Antonio Jiménez-Melado, y
Genaro Lopez-Acedo

Fixed Point Theory Ro (in press).

Resultados sobre

o existencia y unidad de puntos fijos.
Prof. Eyvind Martol Briseid o convergencia de las iteradas de Picard.
o una explicita expresion del médulo de unicidad

Zafra, IX ERAFA



Cuatro afios de tesis

Un moédulo de unicidad

Theorem 6.

Sea (X,d) un espacio métrico. Supongamos que 7 : X — X satisface la siguiente condicion:
existe una constante (£ > 1y una funcién o : X x X — [0, 1] compactamente menor que 1 tales

que
d(x,Ty) < a(x,y)d(x,y) + ud(x,Tx) for all x,y € X.
Definimos W(e’au’a ) ) : (O’ oo) X (O,DO) - (O’ oo) por

t(1—6(t,D))

S,u,b,t) =
v(S,u,b,1) nrl

)

donde & esté dada por (1). Entonces, para todo € > 0y x,y € X con d(x,y) < b tenemos que

d(x,Tx) < y(&, b, €)
=d(x,y) <e.

dy, ) < y(S,u,b,e€)

Zafra, IX ERAFA
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Mi segunda estancia

Desde el 20 de febrero hasta el 20 de mayo de 2012, realicé una estancia en la
Universidad de Newcastle (Australia) para trabajar con el profesor Brailey Sims.

Prof. Brailey Sims
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Cuatro afios de tesis

Mi segunda estancia

Desde el 20 de febrero hasta el 20 de mayo de 2012, realicé una estancia en la
Universidad de Newcastle (Australia) para trabajar con el profesor Brailey Sims.

Estudio mas exhaustivo de los espacios geodésicos.
Ejemplos de espacios CAT(0): el plano de Poincaré H.
Simulaciones con el programa Cindirella.

Publicacién del articulo

o Convergence and Stability of some iterative processes for a
class of quasinonexpansive type mappings,
D.A-R.,
Journal of Nonlinear Sciences & its Applications (2012), Vol
5 Issue 2, p93.

£

Prof. Brailey Sims

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Cuatro afios de tesis

En el verano del 2012 comienzo a escribir la tesis.
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Cuatro afios de tesis

Ultimo afio: la tesis

En el verano del 2012 comienzo a escribir la tesis.

Mientras,

0 A generalized Suzuki’s condition in the sense of Rakotch,
D.A-R., Antonio Jiménez-Melado, y Genaro Lépez-Acedo,
Journal of Nonlinear and Convex Analysis (Accepted).

o Schauder Fixed Point Theorem in geodesic spaces,
D.A-R., Genaro Lépez-Acedo y Chong Li, (In progress).

9 A exhaustive study about the most relevant classical contractive type conditions,
(In progress).
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Cuatro afios de tesis

Un ratio de convergencia para las iteradas de Picard

Theorem 7.

Sea (X, d) un espacio métrico completo. Supongamos que 7 : X — X satisface
d(x,Tx) <d(x,y) implies d(Tx,Ty) <r(d(x,y))d(x,y) (@)

para todo x,y € X, donde r: [0,00) — [0, 1] es decreciente y r(f) < ¢ para todo ¢ > 0. Dado
X € X, consideramos x,, 1 := Tx,. Sea b > 0 verificando que d(xq,x;) < b. Definimos
h:(0,00) — (0,00) por

he)i=min{Z (1-r(3)),b}.

Entonces, la iterada de Picard convergen a un punto z y, ademds, la funcién y : (0,e0) — N dada
por
logh(€e)—logb .
’VW—‘ +1, lfh(S) <b
v(e) = 3
0 otherwise.

es un ratio de dicha convergencia, es decir, para cada € > 0 tenemos que d(z,x,) < € para todo
n>vy(e).

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Cuatro afios de tesis

Un simple diagrama

Chatterjea maps

% — Hardy-Rogers =—= Zamfireccu == Quasi-
maps maps contractions
Kannan maps

% 52 RuidRuy % % o

maps Condition i Condition
Contractions (Boys) = maps (Dap)

&g Suzuki contractions & Banach orbital condition
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(1) (Z) (QC) (AC) (8) (Dap)
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Cuatro afios de tesis

Deposito y defensa de la tesis

o FEl 14 de diciembre de 2012, deposité la tesis.
o EIl 5 de abril de este afio, la defendi.

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Cuatro afios de tesis

Deposito y defensa de la tesis

o FEl 14 de diciembre de 2012, deposité la tesis.
o EIl 5 de abril de este afio, la defendi.

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



;1Gracias

por vuestra atencion!!




Mis informacién

Aplicaciones tipo Chatterjea

Nueve afios después después del TPF de Kannan, Rhoades publicé un articulo
comparando parcialmente 250 diferentes condiciones de contractividad las cuales
fueron usadas para obtener nuevos TPF.

Hemos llevado a cabo un estudio exhaustivo estudio de las differentes conecciones
entre las mas relevantes condiciones de contractividad hasta la fecha.
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Mis informaci6n

Aplicaciones tipo Chatterjea

Nueve afios después después del TPF de Kannan, Rhoades publicé un articulo
comparando parcialmente 250 diferentes condiciones de contractividad las cuales
fueron usadas para obtener nuevos TPF.

Hemos llevado a cabo un estudio exhaustivo estudio de las differentes conecciones
entre las mas relevantes condiciones de contractividad hasta la fecha.

Chatterjea (1972) demostré un TPF usando una condicién similar a la condicién de
Kannan.

Existe una constante & € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < % [d(x,Ty) +d(y,Tx)] paratodo x,y € D. (Ch)
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Mis informaci6n

Aplicaciones tipo Reich-Rus y tipo Hardy-Rogers

Existen dos constantes a,b > 0, con a+2b < 1, tales que

d(Tx,Ty) < ad(x,y) +b[d(x,Tx) +d(y,Ty)] paratodo x,y € D. (RR)
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Mis informaci6n

Aplicaciones tipo Reich-Rus y tipo Hardy-Rogers

Existen dos constantes a,b > 0, con a+2b < 1, tales que

d(Tx,Ty) < ad(x,y)+b[d(x,Tx) +d(y,Ty)] paratodo x,y € D. (RR)

Existen tres constantes no negativas a, b, ¢, con a+2b+2c¢ < 1, tales que

d(Tx,Ty) < ad(x,y) + b [d(x,Tx) +d(y, )| +c [d(x,Ty) +d(y,Tx)], (HR)

para todo x,y € D.
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Mis informaci6n

Existe una constante § € [0, 1) tal que para todo x,y € D tenemos que

d(Tx, Ty) < § méx {d(x,y), % [d(x, Tx) +d(y, Ty)], % [d(x, Ty) +d(y, Tx)] } @)
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Mis informaci6n

Aplicaciones tipo Zamfirescu, Condicion Orbital de
Banach, las quasi-contracciones

Existe una constante § € [0, 1) tal que para todo x,y € D tenemos que

, % [d(x,Tx) +d(y, y)], % [d(x,Ty) +d(y, Tx)] } 2)

v

Existe una constante ¢ € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) <  max {d(x,y)

d(Tx,T*x) < oud(x, Tx), paratodo x € D. (BOC)
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Mis informaci6n

Aplicaciones tipo Zamfirescu, Condicion Orbital de
Banach, las quasi-contracciones

Existe una constante § € [0, 1) tal que para todo x,y € D tenemos que

3 [T+ a0, )] 5[4 9) + 3, T) } @)

d(Tx,Ty) < § méx {d(x,y)7 5

| A\

Existe una constante ¢ € [0, 1) tal que

d(Tx,T*x) < oud(x, Tx), paratodo x € D. (BOC)

Existe una constante g € [0, 1) tal que

d(Tx,19) < q mix {d(x,), d(x,Tx),d(, 1), d(x, T5),d(3, )} «QC)

para todo x,y € D.
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Mis informaci6n

Aplicaciones tipo Berinde

Usando sélo la desigualdad triangular, se prueba que toda aplicaciéon Zamfirescu 7 satisface la
siguiente desigualdad:

d(Tx,Ty) < % d(x,y)+ % d(y,Tx) paratodo x,y € D.

There exist two constants 6 € [0,1) and L > 0 such that

d(Tx,Ty) < 0d(x,y)+Ld(y,Tx) paratodo x,y € D. (AC)

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA



Contracciones tipo Suzuki

Theorem 8 (Suzuki, 2008).

Sea (X,d) un espacio métrico. X es completo si, y s6lo si, toda aplicaciones T : X — X que
satisface la siguiente condicidn tiene un punto fijo en X.
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Contracciones tipo Suzuki

Theorem 8 (Suzuki, 2008).

Sea (X,d) un espacio métrico. X es completo si, y s6lo si, toda aplicaciones T : X — X que
satisface la siguiente condicidn tiene un punto fijo en X.

Existe una constante r € [0, 1) tal que para cada x,y € D

0(r)d(x,Tx) < d(x,y) implies d(Tx,Ty) <rd(x,y), )
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Contracciones tipo Suzuki

Theorem 8 (Suzuki, 2008).

Sea (X,d) un espacio métrico. X es completo si, y s6lo si, toda aplicaciones T : X — X que
satisface la siguiente condicidn tiene un punto fijo en X.

Existe una constante r € [0, 1) tal que para cada x,y € D

0(r)d(x,Tx) < d(x,y) implies d(Tx,Ty) <rd(x,y), S)

X\ B(x,0(r)d(x,Tx))

donde 6 : [0,1) — (1/2,1] es definido por
1 if0<r<¥5-L

o(r):= (1 —r)r_2 if LSZ_I <r< %,

(1+r)7! if% <r<l.

Aqui, T es a contraccion.
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Mis informaci6n

La condicién (Eg, ) y la condicion (D p )

Hemos introducido dos nuevas condiciones de contractividad para obtener TPF.

Existen dos constantes & € [0,1) y it > 1 tales que

d(x,Ty) < ad(x,y) + ud(x,Tx), para todo x,y € D. (Eq,p)
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Mis informaci6n

La condicién (Eg, ) y la condicion (D p )

Hemos introducido dos nuevas condiciones de contractividad para obtener TPF.

Existen dos constantes & € [0,1) y it > 1 tales que

d(x,Ty) < ad(x,y) + ud(x,Tx), para todo x,y € D. (Eq,p)

Existen dos constantes & € [0,1) y p > 1 tales que

d(x,Tx) < ad(x,y)+pd(x,Ty), for all x,y € D. (Da,p)

(dariza@us.es) Zafra, IX ERAFA
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