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Resumen

En la actualidad encontramos innumerables recursos didacticos en Internet, pero su utilidad
potencial dependera de los conocimientos que facilitan y el modo de uso por parte del profesor. En
este trabajo analizamos algunos recursos que permiten visualizar conceptos de probabilidad; en
particular la probabilidad condicional e independencia, temas en que se han descrito una variedad de
posibles sesgos, y dificultades. Estos recursos nos ayudan a facilitar la comprension de dichos objetos
matematicos, propiedades o teoremas relacionados. Para algunos ejemplos analizamos los objetos
matematicos implicitos, posibles dificultades de los estudiantes e idoneidad didactica. Presentamos
también una seleccion de tales recursos

Abstract

We currently find numerous didactic tools in Internet; however its potential usefulness will
depend on the knowledge that they facilitate and its use by the teacher. In this paper, we analyze some
resources that serve to visualize probability concepts; in particular conditional probability and
independence, some topics for which a large number of difficulties have been described. These
resources help facilitate understanding of these mathematical objects, their properties or related
theorems. For some examples we analyses the mathematical object implicit in the resource, the
possible students’ difficulties and the didactic suitability. We also present a selection of these
resources.
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1.-INTRODUCCION

La estadistica es una de las materias que ha tenido mayor influencia de la tecnologia, y en
particular de Internet, como se observa en la pagina de la International Association for Statistical
Education, (www.stat.auckland.ac.nz/~iase/) que recoge vinculos a otros servidores y publicaciones,
incluyendo tesis doctorales, actas de conferencias y revistas electronicas, como Statistics Education
Research Journal.

Entre otras posibilidades, los libros de texto se empiezan a transformar en ediciones electronicas,
libremente accesibles a la consulta, modificacion y sugerencias a través de Internet. Es también
sencillo obtener datos de todo tipo para que los estudiantes puedan realizar investigaciones sobre casi
cualquier tema. También pueden combinar diferentes conjuntos de datos en un mismo proyecto o
“enviar” a la red sus propias colecciones de datos para que sean usadas por nuevos estudiantes en
cualquier rincon del planeta. Los dispositivos de simulacién y visualizacion son otros recursos que
permiten acercar los conceptos estadisticos a los estudiantes; no obstante su uso requiere un analisis
cuidadoso por parte del profesor.

Por otro lado, las orientaciones metodoldgicas incluidas en los Decretos de Ensefianzas Minimas
para la educacién secundaria (MEC, 2007). insisten en conectar la Estadistica con la vida cotidiana y
realizar actividades que impliquen otras areas de conocimiento. Se indica, que abordando contextos
funcionales se producira en el alumno un aprendizaje progresivo hacia conocimientos mas complejos
partiendo de sus experiencias y conocimientos previos. Es por ello que los huevos conocimientos de la
etapa de Educacion Secundaria Obligatoria se abordaran preferiblemente desde situaciones intuitivas y
cercanas al alumno que permitan retomar los contenidos introducidos en la etapa precedente desde
nuevos puntos de vista que afiadan elementos de complejidad, todo ello de forma gradual y ciclica

Se da también importancia a las experiencias aleatorias y las predicciones sobre las mismas, que
deben ser revisadas a la luz de los datos. Mediante juegos y actividades variables podra el alumno
explorar los conceptos de azar y determinismo. Como herramienta para ayudar a ir construyendo
intuiciones sobre la probabilidad se recomienda el uso del diagrama en arbol. Se recomienda también
el uso de la tecnologia e Internet para evitar célculos rutinarios y favorecer la visualizacion de
conceptos.

Seria necesario, sin embargo, realizar andlisis didacticos de estos recursos, asi como de la forma
de trabajo con ellos para orientar al profesorado. En este trabajo llevamos a cabo un estudio sobre
algunos recursos que permiten explorar y visualizar la probabilidad condicional e independencia, con
el fin de prever su utilidad en la ensefianza y las posibles dificultades que se pueden encontrar a la
hora de utilizar estos contenidos en el aula con estudiantes. Dichos conceptos son béasicos para
comprender otros como probabilidad producto, asociacion entre variables, regresion, modelos lineales
e inferencia estadistica, tanto clasica como bayesiana.

2.-OBJETIVOS

El primer objetivo es seleccionar algunos recursos relacionados con la probabilidad condicional e
independencia y realizar una clasificacion de los mismos. Han de tratarse de recursos interesantes para
los profesores que complementen los libros de texto. Deben requerir conocimientos de probabilidad
condicional o independencia. Al mismo tiempo han de tener potencial para organizar un debate en
torno a las cuestiones matematicas y didacticas, que contribuyan a incrementar el conocimiento del
profesor.

El segundo objetivo es realizar un analisis de los objetos matematicos puestos en juego en el uso
didactico de algunos de los recursos seleccionados e identificar algunos posibles conflictos semidticos
que puedan surgir durante su solucion.

El tercer objetivo es valorar la idoneidad didactica de los mismos en la ensefianza y los cursos de
formacion de profesores.

En lo que sigue comenzamos describiendo algunas dificultades comunes en la comprension de
estos conceptos, presentamos el analisis detallado de un recurso de Internet e informacion maés
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resumida sobre otros recursos. Finalizamos con unas reflexiones sobre la idoneidad didactica de estos
recursos.

3.-ANTECEDENTES

A pesar de su aparente simplicidad, en la investigacion didactica se han descrito numerosos
errores de comprensién de la probabilidad condicional, entre otros los siguientes:

Falacia de la condicional traspuesta, que consiste en no diferenciar P(A/B) y P(B/A); por
ejemplo, probabilidad de que una prueba médica sea positiva si se estd enfermo y la de estar
enfermo si la prueba es positiva. (Eddy, 1982; Falk, 1986)

Confusion entre condicionamiento y causacion: Una relacion condicional indica que una
relacion causal es posible, pero no segura. Mientras que la existencia de una relacion causal
implica la dependencia estadistica entre las variables consideradas, lo contrario no es siempre
cierto. Sin embargo muchas personas identifican estos dos tipos de relacion (Tversky y
Kahneman, 1982a). La relacion de causalidad también se asocia, a menudo, con la secuencia
temporal suponiendo que el suceso condicionante ha de suceder siempre antes que el
condicionado (Gras y Totohasina, 1995).

Independencia y mutua exclusividad: Creer que dos sucesos son independientes si y sélo si
son excluyentes. Esta creencia es erronea pues dos sucesos excluyentes son justamente
dependientes pues uno no puede ocurrir a la vez que el otro. Kelly y Zwiers (1986) suponen
que es debido a la imprecision del lenguaje ordinario, en que “independiente” puede significar,
a veces, separado.

Confusion de probabilidad condicional y conjunta (Pollatsek, Well, Konold y Hardiman, 1987;
Tversky y Kahneman, 1982b).

Situaciones sincronicas y diacronicas, es decir, si el problema se plantea como una serie de
experimentos secuenciales (situaciones diacronicas) o simultaneos (sincronicas) (Falk, 1989).
Formalmente las dos situaciones son equivalentes, aungue los sujetos no siempre las perciben
de este modo (Sanchez y Hernandez, 2003).

Errores al aplicar el Teorema de Bayes: Tversky y Kahneman, (1982b) indican que la
comprension del teorema de Bayes exige esfuerzo cognitivo y no es facil para los estudiantes
su interpretacién exacta. Gras y Totohasina (1995) suponen que los alumnos pueden
encontrarse con dificultades en funcion del tipo de representacion elegida para resolver el
problema, que les es dado en formato verbal.

4.- RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La localizacion de los recursos analizados en este trabajo se ha realizado a través de varios
sistemas:

Explorando algunos servidores de educacidon estadistica, que incluyen listados de recursos en
Internet. Hemos explorado los servidores de “Biblioteca virtual de recursos manipulativos”
(nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html), “Mundo matematico” (www.planetamatematico.com/);
IASE (www.stat.auckland.ac.nz/~iase/) y “Proyecto Descartes” del Ministerio de Educacion
(descartes.cnice.mec.es/).

A partir de algunos articulos que describen recursos en Internet, como los trabajos de Mills
(2002) y de
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4.1.-CONSTRUCCION DE DIAGRAMAS EN ARBOL

En primer lugar analizamos un recurso (cuya pantalla principal se muestra en la figura 1) que
puede ayudar al alumno en su resolucion de problemas de probabilidad compuesta y condicionada. Ha
sido desarrollado en el Departamento de Ingenieria Matematica, Universidad de Chile y se encuentra
disponible en (www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34a/libro/chapter4/Tree/Tree.html)
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Figura 1. Pantalla principal del recurso para construccion de diagramas en arbol

Tipos Objetos matematicos en la Significado en la situacion
situacion

Situaciones- - Exploracién del teorema de |- Experimentacién de la descomposicion de los sucesos al
problemas Bayes cambiar las probabilidades condicionadas y simples

- Gréfico: Visualizacion - Particion de un espacio muestral en el experimento simple

mediante diagramas de &rbol L . .
- Particion de un espacio muestral en el experimento
compuesto
- Descomposicién de un experimento en probabilidades
condicionadas

Lenguajes - Posibles sucesos que originan un suceso dado

-abc - Sucesos de la particion

- C|B,CIA - Condicionamiento de sucesos

- P(A), P(C|B), P(C|B) - Probabilidad simple y probabilidades condicionadas iniciales

- Icdnico - lconos que representan los sucesos y resultados

- Experimento aleatorio - Experimento abstracto, no se concreta

- Sucesos - Cuatro sucesos en el espacio muestral

- Sucesos complementarios - Los sucesos a y b son complementarios, asi como loscy d
Conceptos - Probabilidad simple - Probabilidad de cada elemento de forma independiente

- Probabilidad condicional - Probabilidad de que ocurra un suceso con una condicion

- Interseccién de sucesos - Conjunto comun de sucesos

- Probabilidad conjunta - Probabilidad de la interseccion

o - Cambio de probabilidades |- Se modifica el diagrama de arbol y las respectivas
Procedimientos C . . L.
iniciales con el cursor probabilidades simples y condicionadas
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Calculo de probabilidades
condicionadas

Se aplicaria la formula

Calculo de probabilidades
inversas

Se aplicaria el teorema de Bayes

Representacion gréfica

Diagrama de arbol; esquema

P(A/B) es diferente de
P(B/A)

Se observa numéricamente

Teorema probabilidad total

A partir de las distintas probabilidades representadas

podemos calcular la probabilidad total

P(Bi )x P(A/ Bi)
Zi P(A) x P(B/ Ay)

- Teorema de Bayes T (B /A) =

Propiedades

- Independencia - Cuando dos sucesos son independientes se muestra que la
probabilidad condicional de un suceso condicionado a otro
es igual a la probabilidad del primero

- Incompatibilidad - Cuando dos sucesos son incompatibles se muestra que la
probabilidad condicional de un suceso condicionado a otro
es igual a cero

- Visualizaciones - Definicion visual de las distintos sucesos y de la relacion

Argumentos
entre ellos

Tabla 1. Objetos matematicos implicitos en el recurso

Segun Fischbein (1987), el diagrama en arbol facilita la resolucion de problemas de probabilidad.
Fischbein comparte con Bruner la hipétesis de que una estructura matematica puede manifestarse de
una manera enactiva, iconica y simbolica sin cambiar sus caracteristicas y de que el uso de métodos
adecuados de representacion facilita la resolucion de problemas de probabilidad.

Entre las representaciones gréaficas, destaca el diagrama de arbol, que son uno de los recursos mas
Gtiles para visualizar tanto situaciones de combinatoria como situaciones probabilisticas. En la
terminologia de Fischbein (1987) pertenecen a los "modelos esquematicos" y presenta importantes
caracteristicas intuitivas. Ofrecen una representacion de la estructura de la situacién, lo que contribuye
a la inmediatez de la comprension y a la blsqueda de la solucién del problema. A pesar de esta
importancia, Pesci (1994) demostré que algunos estudiantes tenian dificultades para construir
diagramas de arbol adecuados para representar situaciones problematicas y, en ocasiones el mismo
gréafico es la causa de muchos errores.

El recurso Bayes Tree esta pensado para ensefiar esta tarea. La pantalla presenta un diagrama de
arbol con dos ramas, cada una de las cuales tiene dos bifurcaciones, por lo cual puede ser Util para
visualizar la solucién de problemas de Bayes en caso de sélo dos sucesos en la particion del espacio
muestral.

El Applet presenta unas casillas donde se pueden introducir las probabilidades a priori p(a) y las
probabilidades condicionales p(c/a) y p(c/b). Una vez introducidos los datos, se presiona el boton "go"
y el programa calcula las probabilidades conjuntas. EI Applet también incluye el &rbol inverso que
permite calcular la probabilidad condicional inversa p(a/c), por lo cual, de nuevo sirve para visualizar
la diferencia entre estas dos probabilidades condicionales.

El recurso resume el teorema de Bayes, célculo de la probabilidad condicional, probabilidad de la
interseccion, y calculo de la probabilidad simple a partir de la interseccién y de la condicional. Un
analisis mas detallado muestra los objetos matematicos implicitos que se presentan en la Tabla 1.
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Al analizar las posibles dificultades de los estudiantes en el uso de este recurso, observamos que
una posible complejidad radica en la falta de claridad del Applet, ya que no queda claro qué
probabilidad calcula a lo largo de cada rama, pues no se explicita mediante notacion simbdlica
adecuada. Ello puede inducir una serie de errores en los estudiantes a la hora de interpretar el Applet,
gue van desde identificar a y b como dos sucesos mutuamente excluyentes (siendo uno el
complementario del otro) o creer que el Applet representa cuatro sucesos distintos (siendo en realidad
dos y sus complementarios). Otro problema que se puede dar a la hora de interpretar el diagrama es
que en ningin momento aparece el significado de los valores que se calculan cuando se ingresan los
resultados. Lo que lleva que se confundan probabilidades simples, condicionales o conjuntas por
ejemplo P(c) con P(c/a).

Navarro (1994) indica que los estudiantes tienen dificultades para realizar un diagrama en arbol
completo y correcto, algo que puede venir ligado a una incorrecta enumeracion de los sucesos. Hay
una relacién entre el espacio muestral de un experimento compuesto y las operaciones combinatorias.
El inventario de todos los posibles sucesos en dicho espacio muestral requiere un proceso de
construccién combinatorio, a partir de los sucesos elementales en los experimentos simples. Este
recurso puede ayudar a los estudiantes a realizar esta enumeracion y ayudarles en el aprendizaje de la
construccion de diagramas en arbol.

4.2.- OTROS RECURSOS DE EXPLORACION

En la figura 2 mostramos otro recurso que puede servir para explorar la idea de independencia, en
la que, como hemos indicado, los estudiantes tienen muchas dificultades. Los estudiantes deben
imaginar una baraja de cartas que contienen tarjetas de color rojo y negro y hacer predicciones sobre la
ocurrencia de diferentes sucesos. El porcentaje de tarjetas rojas puede ser modificado.

Se trata de hacer concienciar a los estudiantes de que la probabilidad de cada suceso no varia en
funcion de los resultados obtenidos. Se les debe alentar a jugar el juego de varias maneras. En primer
lugar, hacemos un ejercicio en el que la carta adivinada es la roja. De esta manera se puede estimar la
proporcién de tarjetas rojas encubiertas. EI mismo ejercicio puede ser realizado por adivinar el
porcentaje de cartas de color negro. Al final del ejercicio, los estudiantes deben ser animados a
reflexionar sobre la idea de independencia y sobre la existencia de sesgos tales como la falacia del
jugador. También se puede hacer observar la estabilizacion de las frecuencias relativas a la larga, pero
hacer notar las fluctuaciones en las series cortas de ensayos.

% correct
1

0.75
0.4

0.25

u]

1 20 40 =11} a0 100
# of guesses
ou guessed red. # correct 23
- # of guesses 52
Wirong! Guess again! Restart!

Figura 2: Card test Applet

El recurso mostrado en la figura 3 permite visualizar las probabilidades de diversas operaciones
entre sucesos y calcular la probabilidad de un suceso y su contrario. El recurso muestra un diagrama
de rectangulo con una particién del espacio muestral en un suceso A y su contrario no Ay otro suceso
B y su contrario. Las probabilidades de A y B y de sus contrarios estan fijadas, mientras que las de las
operaciones binarias con estos cuatro sucesos van a depender de su situacion relativa en el espacio
muestral. Pinchando con el ratdn, se puede también colorear diferentes operaciones con sucesos. La
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posicion relativa de los sucesos A y B se pueden modificar moviendo el cursor, visualizando el
cambio sobre las probabilidades anteriores. Este programa calcula automaticamente las probabilidades
condicionales y , aungue no muestra cémo se hace el calculo sino tan sélo el resultado.

EVENT P(EVENT)
N CA 0075
€ notA 0.925
B 02
 notB 08

& AandB 0.0219
CnotfAandB)  0.9784
C AorB 0.2531
P(A given B) = |0 1094  not(Aor B) 07459
P(B given A) = [0.2917

Figura 3: Conditional probability Applet

Un primer objetivo es que el alumno perciba el significado de la interseccién, la unién, los
sucesos complementarios y cémo cambian las probabilidades segun la posicion relativa de los sucesos.
También permite observar la diferencia entre 'y , ya que muchos estudiantes confunden estas dos
probabilidades o las consideran iguales, segin Einhorn y Hogarth (1986). Falk (1986) denomina
falacia de la condicional transpuesta a este error. Otra posible aplicacién de este recurso seria
comprobar gque independencia no es lo mismo que mutua exclusividad, confusion que tienen algunos
estudiantes segun Heitele (1975) y Kelly y Zwiers (1986). Moviendo los sucesos A y B hasta que no
tengan interseccion comun (es decir sean mutuamente excluyentes) se observa claramente que tanto la
probabilidad condicional como la de la interseccion  son nulas, aunque el producto de las
probabilidades de los sucesos Ay B no lo sea. Por tanto no se cumple la definicion de independencia,
aunque los sucesos sean excluyentes.

También se puede trabajar el error denominado falacia de la conjuncién (Tversky y Kahneman,
1982b) o creencia de que es mas probable la interseccién de dos sucesos que la de uno de ellos por
separado o la de su union. Los estudiantes pueden experimentar que la interseccion siempre tiene una
probabilidad igual o menor que la de cualquiera de los sucesos que la componen.

Nombre Direccion

Building probability trees www-stat.stanford.edu/~susan/surprise/Probability Tree.html

Libro de Probabilidades Universidad www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34a/libro/chapter4/Tree/Tree.html
de Chile

Tree Diagram Applet http://www.stat.tamu.edu/~west/applets/tree.html

Probability trees www.geocadabra.nl/geocadabra_english_probabilitytree.htm
Condicional probability demo onlinestatbook.com/chapter5/conditional_demo.html
Conditional probability www.rfbarrow.btinternet.co.uk/htmasa2/Prob2.htm
Conditional probability and www.cut-the-

independent events knot.org/Curriculum/Probability/ConditionalProbability.shtml
Conditional Probability and www.spsu.edu/math/deng/m2260/stat/cond/cond.html
Multiplication Rule

Conditional probability Applet www.stat.tamu.edu/~west/Applets/Vennl.html

Probability by Surprise www-stat.stanford.edu/~susan/surprise/

Tabla 2. Recursos para visualizacion de la probabilidad condicional y conceptos relacionados
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4.3.- IDONEIDAD DIDACTICA DE LOS RECURSOS

Hemos analizado en las secciones anteriores algunos recursos que pueden servir para visualizar
algunos de los objetos matematicos que se relacionan tanto con la probabilidad simple, como con la
probabilidad condicional, o algunas de las propiedades o teoremas relacionados con los mismos o
como ayuda para resolver problemas. En el trabajo en el aula, se plantearia el problema, dejando un
tiempo para que los estudiantes lleguen a una posible solucion. Seguidamente se discutirian con los
estudiantes las soluciones correctas e incorrectas encontradas por los mismos, hasta lograr que se
acepte alguna de las correctas. El profesor ayudaria a analizar las causas de los errores y haria un
resumen de lo aprendido. En caso de resistencia a la solucion, se dejaria confrontar las soluciones con
la evidencia empirica producida por el Applet para que los estudiantes comprendan las causas de sus
intuiciones erréneas y las revisen.

Para finalizar y cumplir nuestro segundo objetivo, analizamos a continuacion las condiciones de
idoneidad didactica, que Godino, Wilhelmi y Bencomo (2005) definen como la articulacion de seis
componentes:

» Idoneidad epistémica o matematica: Representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia. El proceso descrito
podria se idoneo para el estudio de los conceptos de: probabilidad condicional, experimento
compuesto, dependencia e independencia y experimentos dependientes e independientes, pero
esta idoneidad depende del tipo de solucidn encontrada. En general las soluciones formales
tienen mayor idoneidad en un curso universitario y de formacién de profesores, pero en un
curso de secundaria las soluciones intuitivas podrian ser suficientes. La solucion empirica,
tiene, en general, baja idoneidad matematica, a menos que se complemente con una solucion
intuitiva o formal.

+ Idoneidad cognitiva: Grado en que los significados pretendidos/ implementados son asequibles
a los alumnos, asi como si los significados personales logrados por los alumnos son los
pretendidos por el profesor. Los recursos analizados tienen suficiente idoneidad en cursos de
formacion de profesores de secundaria y los Gltimos cursos de secundaria.

 Idoneidad interaccional: Grado en que la organizacion de la ensefianza permite identificar
conflictos semiéticos y resolverlos durante el proceso de instruccion. Este tipo de idoneidad
dependera de cémo organiza el profesor el trabajo en el aula. Serd importante que los
estudiantes trabajen en grupos para que surja el conflicto y se explicite. Sera importante
también organizar una discusion colectiva de las soluciones para que los mismos alumnos
ayuden a sus compafieros a detectar los puntos equivocados.

 Idoneidad mediacional: Disponibilidad y adecuacion de los recursos necesarios para el
desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje. No se precisa de muchos recursos, pues
incluso podria hacerse una simulacién con objetos fisicos o0 con un solo ordenador en el aula,
donde los alumnos pueden jugar colectivamente.

+ ldoneidad emocional: Interés y motivacion del alumnado en el proceso de estudio. Pensamos
gue esta es la mas alta de todas, pues los recursos en Internet son interesantes para los
estudiantes. El uso de este tipo de recursos aumenta la motivacion de los alumnos por el tema,
ya que se presentan los conceptos de una forma mas llamativa y permite al alumno adoptar un
papel activo en su aprendizaje

Es por ello importante que el profesor tenga en cuenta estos recursos y los incorpore a su
ensefianza. En los cursos de formacion de profesores, el analisis didactico, similar al realizado en este
trabajo, que incluya el andlisis de los objetos matematicos, de las dificultades de los estudiantes y de la
idoneidad didactica sirve para aumentar el conocimiento de los profesores sobre probabilidad,
metodologia de la ensefianza de la probabilidad y algunos razonamientos erréneos de los estudiantes.

Sin embargo, un recurso didactico por si s6lo no resuelve todos los problemas. Se plantea, asi el
reto de disefiar unidades didacticas para la ensefianza de la probabilidad condicional y la formacion de
profesores que incorpore estos recursos.
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