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POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (g,), es ortogonal si

(6iny G = /S G () qm(X)d0(x) = [[Gn[20mm, 1. >0 J
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POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (g,), es ortogonal si

(6iny G = /S G () qm(X)d0(x) = [[Gn[20mm, 1. >0 J

Esto implica que (gn)n verifica una relacién de recurrencia a tres términos
(-1 =0,90=1)

an(X) = anqn+1(X) + bnqn(X) + qun—l(X)7 n>1 J

donde a,,c, #0, b, €R y go(x) =1,9-1(x) = 0.
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POLINOMIOS ORTOGONALES
Sea w una medida positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (g,), es ortogonal si
(s = [ 000 (03) = 1020, . > 0 J

Esto implica que (gn)n verifica una relacién de recurrencia a tres términos
(-1 =0,90=1)

Xqn(X) = anqni1(x) + bngn(x) 4+ cagn-1(x), n>1 J

donde a,,c, #0, b, €R y go(x) =1,9-1(x) = 0.
Operador de Jacobi (tridiagonal):

bo a0 qo(x) qo(x)
c b a1 q1 (X q1 (X)

)
Ja = Qo b a @(x) | =X | @) | =x3 xS
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POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (g,), es ortogonal si

(6iny G = /S G () qm(X)d0(x) = [[Gn[20mm, 1. >0 J

Esto implica que (gn)n verifica una relacién de recurrencia a tres términos
(-1 =0,90=1)

Xqn(X) = anqni1(x) + bngn(x) 4+ cagn-1(x), n>1 J

donde a,,c, #0, b, €R y go(x) =1,9-1(x) = 0.
Operador de Jacobi (tridiagonal):

by ag qO(X) qO(X)
a b a q1(x) q1(x)
Ja = Qo b a @(x) | =X | @) | =x3 xS

El resultado contrario también es cierto (Teorema de Favard o espectral)



FAMILIAS CLASICAS

(Bochner, 1929) Caracterizar familias (g,), verificando

7(x)q, (x) + 7(x)n(x) = AnGn(x),

deg(c) <2, deg(r)=1

DA
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FAMILIAS CLASICAS

(Bochner, 1929) Caracterizar familias (g,), verificando

o(x)q, (x) + 7(x)qn(x) = AnGn(x), deg(0) <2, deg(r)=1 |

La medida positiva w (simétrica) verifica la ecuacién de Pearson




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales
0@000000000 0000000000

FAMILIAS CLASICAS

(Bochner, 1929) Caracterizar familias (g,), verificando

7(x)q, (x) + 7(x)qn(x) = Anan(x), deg(0) <2, deg(r) =1

Ejemplos
00000000

La medida positiva w (simétrica) verifica la ecuacién de Pearson

Q@ HerMITE: o(x) =1, 7(x) = —2x, A, = —2n

X

2 . . .z .
w(x) = e ,x € R, Distribucién Normal o Gaussiana.
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(Bochner, 1929) Caracterizar familias (g,), verificando

7(x)q, (x) + 7(x)qn(x) = Anan(x), deg(0) <2, deg(r) =1

Ejemplos
00000000

La medida positiva w (simétrica) verifica la ecuacién de Pearson

Q@ HerMITE: o(x) =1, 7(x) = —2x, A, = —2n

X

2 . . .z .
w(x) = e ,x € R, Distribucién Normal o Gaussiana.

© LAGUERRE: o(x) =x, 7(x) = —x+a+1, A\, =—n

w(x) = x¥e ™, x € [0,400),a« > —1, Distribucién Gamma.
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FAMILIAS CLASICAS

(Bochner, 1929) Caracterizar familias (g,), verificando

7(x)q, (x) + 7(x)qn(x) = Anan(x), deg(0) <2, deg(r) =1
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La medida positiva w (simétrica) verifica la ecuacién de Pearson

@ HERMITE: o(x) =1, 7(x) = —2x, A\, = —2n
w(x) = e, x € R, Distribucién Normal o Gaussiana.

© LAGUERRE: o(x) =x, 7(x) = —x+a+1, A\, =—n
w(x) = x¥e ™, x € [0,400),a« > —1, Distribucién Gamma.

@ JACOBL a(x)=1—-x2, 7(x) = —(a+ B+2)x+ S —q,
An=—-n(n+a+p5+1)

w(x) = (1-x)*(1+x)? xe[-1,1],a,8 > —1, Distribucién Beta.
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PROCESOS DE MARKOV

Un proceso de Markov con espacio de estados S C R es una coleccién de
variables aleatorias {X; € § : t € T} indexadas por tiempo T (continuo o
discreto) tal que verifican la propiedad de Markov: un suceso futuro sélo

depende del presente, no del pasado (falta de memoria).
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PROCESOS DE MARKOV

Un proceso de Markov con espacio de estados S C R es una coleccién de
variables aleatorias {X; € § : t € T} indexadas por tiempo T (continuo o
discreto) tal que verifican la propiedad de Markov: un suceso futuro sélo

depende del presente, no del pasado (falta de memoria).

@ S DISCRETO (CADENAS DE MARKOV)
La transicién de probabilidades

Pi(t) = Pr(X: = j|Xo = i), i,je€{0,1,...} |

viene en términos de una matriz estocastica
Poo(t) Po:[(t)
P(t) = | Pro(t)  Pu(t)
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PROCESOS DE MARKOV

Un proceso de Markov con espacio de estados S C R es una coleccién de
variables aleatorias {X; € § : t € T} indexadas por tiempo T (continuo o
discreto) tal que verifican la propiedad de Markov: un suceso futuro sélo

depende del presente, no del pasado (falta de memoria).

@ S DISCRETO (CADENAS DE MARKOV)
La transicién de probabilidades

Pi(t) =Pr(X. = j|Xo = i), i,j€{0,1,...} J

viene en términos de una matriz estocastica
Poo(t) Po:[(t)
P(t) = | Pro(t)  Pu(t)

@ S CONTINUO (PROCESO DE MARKOV)
Las probabilidades vienen dadas en términos de una densidad

p(t;x,y) = %Pr(xt <y|Xo=x), x,y€(a,b)CR J
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TRES CASOS IMPORTANTES
@ Caminos aleatorios: § ={0,1,2,...}, T ={0,1,2,...}.
bo ao

p=|a b a , bi>0,a,ci>0, ai+b+c=1

P(n) = P" es la matriz de transicién de probabilidades en el paso n.
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TRES CASOS IMPORTANTES

@ Caminos aleatorios: § ={0,1,2,...}, T ={0,1,2,...}.
bo ao
p=|“ by a , bi>0,a,ci>0, ai+b+c=1

P(n) = P" es la matriz de transicién de probabilidades en el paso n.
@ Procesos de nacimiento y muerte: S = {0,1,2,...}, T = [0, 00).
P(t) verifica la ecuacion retardada y la ecuacion de evolucion
P'(t) = AP(t), P'(t)=P(t)A, P(0)=1
—Xo o
A=| m —(+m) M Ay pii >0

)
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TRES CASOS IMPORTANTES

@ Caminos aleatorios: § ={0,1,2,...}, T ={0,1,2,...}.
bo ao

p=|a b a , bi>0,a,ci>0, ai+b+c=1

P(n) = P" es la matriz de transicién de probabilidades en el paso n.
@ Procesos de nacimiento y muerte: S = {0,1,2,...}, T = [0, 00).

P(t) verifica la ecuacion retardada y la ecuacion de evolucion

P'(t) = AP(t), P'(t)=P(t)A, P(0)=1
—Xo o
A= m —(Mtm) M L A >0

@ Procesos de difusién: S = (a,b) CR, T = [0, ).

p(t; x, y) verifica la ecuacién retardada y la ecuacién de evolucién

%p(t: x,y) = Ap(t; x,y), %p(t: x,y) = A"p(t;x,y)

d

4= L 0 L
=27 Wi TG
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CAMINOS ALEATORIOS

Ca
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CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — A
CO=O=0 <O
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

Ca




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — A
CO=O=0O= <O
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

Ca




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — A
CO=O=0O= <O
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — /—ﬂ
CO=O=0< <O
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — /—ﬂ
CO=O=0< <O
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — /—ﬂ
CO=O=0< <O
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

by by b3 by
bo 300310320 034

as

ﬂ
— — /—ﬂ
CO=O=0< <~ ®=
Cc1 (@) C3

4




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
0000@000000 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000800000 0000000000 00000000

PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

Ao A Ao A3 A A
— — — — — —
-~ -~ -~ -~ -~ A S
S H1 K K Ha Hs He
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PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

— — — /i — —
-~ -~ -~ -~ -~ ~
H1 w2 w La U5 He
S
e st e e s _. ...............................................................




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000800000 0000000000 00000000
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PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

— — — /i — —
-~ -~ -~ -~ -~ -~
H1 H2 2 Ha M5 He
S
e g

to t1 o t3



Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000800000 0000000000 00000000

PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

E AR EREEEEERr PR @ e
th t b tz



Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000800000 0000000000 00000000
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PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE
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PROCESOS DE DIFUSION

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck: S =Ry 0?(x) =1, 7(x) = —x
Describe la velocidad de una particula browniana masiva bajo la
influencia de friccién. Es el tnico proceso no trivial que es estacionario,
Gaussiano y Markoviano.

X,=0 X,=3
3 3
2 2
1 1
0 0
1 -1
2 -2

0 5 10 0 5 10

X=-3 X,=10

4 15
2 10
0 5
-2 0
-4 -5
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METODOS ESPECTRALES

Dado un operador infinitesimal A, si podemos encontrar una medida w(x)
asociada a A, y un conjunto de autofunciones ortogonales f(i, x) tal que

Af (i, x) = N, x)f (i, x)

entonces es posible encontrar una representacién espectral de
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METODOS ESPECTRALES

Dado un operador infinitesimal A, si podemos encontrar una medida w(x)
asociada a A, y un conjunto de autofunciones ortogonales f(i, x) tal que

Af (i, x) = N, x)f (i, x)

entonces es posible encontrar una representacién espectral de
@ Probabilidades de transicién

o Caso discreto: matriz de probabilidades de transicién Pj(t).
o Caso continuo: densidad de transiciones p(t; x, y).
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METODOS ESPECTRALES

Dado un operador infinitesimal A, si podemos encontrar una medida w(x)
asociada a A, y un conjunto de autofunciones ortogonales f(i, x) tal que

Af (i, x) = N, x)f (i, x)

entonces es posible encontrar una representacién espectral de
@ Probabilidades de transicién

o Caso discreto: matriz de probabilidades de transicién Pj(t).
o Caso continuo: densidad de transiciones p(t; x, y).

@ Medida o distribucidén invariante

o Caso discreto: w = (mg, 71, ...) > 0 con

mj = lim Py(t)
o Caso continuo: ¥(y) with
b(y) = lim p(t;x,y)

t—o0
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CAMINOS ALEATORIOS

S=7={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
P cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 = 0, g0 = 1)

bo a0 qo(x) qo(x)
b [ b - al) | = [@0)] . cepay
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CAMINOS ALEATORIOS

S=7={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
P cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 = 0, g0 = 1)

bo a0 qo(x) qo(x)
b [ b - al) | = [@0)] . cepay

PROBABILIDADES DE TRANSICION
1

n . . 1 n
P; = Pr(X, =j|Xo =1i) = W/ x"qi(x)qj(x)dw(x)

=1




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000000800 0000000000 00000000

CAMINOS ALEATORIOS

S=7={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
P cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 = 0, g0 = 1)

bo a0 qo(x) qo(x)
b [ b - al) | = [@0)] . cepay

PROBABILIDADES DE TRANSICION

) . . 1 Lo
P; = Pr(X, =j|Xo =1i) = W/ x"qi(x)qj(x)dw(x)

=1

MEDIDA INVARIANTE

Vector no nulo @ = (mo, 71, ...) > 0 tal que
apar - - - ai—1 1

TP=7 == = 5
cc -G llqill2
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CAMINOS ALEATORIOS

S=7={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
P cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 = 0, g0 = 1)

bo a0 qo(x) qo(x)
b [ b - al) | = [@0)] . cepay

PROBABILIDADES DE TRANSICION

n . g 1 ! n
Pj = Pr(X, = j1Xo = ) = Tz / X" q1(x) a5 (x)du(x)

=1

MEDIDA INVARIANTE

Vector no nulo 7 = (mo, m1,...) > 0 tal que
aopal -+ - ai—1 1

TP=7 == = 5
cc -G llqill2

Ejemplos: Modelos de urnas relacionados con polinomios de Jacobi (Legendre,
Gegenbauer, Chebyshev).



Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000000080 0000000000 00000000

PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

§=10,1,2,...}, T =0, ).
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
A cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 =0, g0 = 1)

—Xo Ao qo(x) qo(x)
Ag=| m —(M+m) M ()| = _ [ ¢n(x)
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PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

§=10,1,2,...}, T =0, ).
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
A cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 =0, g0 = 1)

—Xo Ao qo(x) qo(x)
Ag=|m —t+m) M ()| = _ [ ¢n(x)

PROBABILIDADES DE TRANSICION

1

Pi(t) = Pr(X: = j|Xo = i) = ol

/0 ~ e gi(x)aix)dw(x)
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PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

§=10,1,2,...}, T =0, ).
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
A cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 =0, g0 = 1)

—Xo Ao qo(x) qo(x)
Ag=| m (M 4p) A ()| = _ [ ¢n(x)

PROBABILIDADES DE TRANSICION

1

/0 e (x)qi(x)dw(x)

MEDIDA INVARIANTE

Vector no nulo 7 = (mo, m1,...) > 0 tal que
AoAL - A1 1

TA=0 == = 5
M2 - i llqill2,
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PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

§=10,1,2,...}, T =0, ).
Teorema espectral (Karlin-MacGregor, 1959): existe una medida w asociada a
A cuyos polinomios ortogonales (gn)n satisfacen (g—1 =0, g0 = 1)

—Xo Ao qo(x) qo(x)
Ag=| m —(M+m) M ()| = _ [ ¢n(x)

PROBABILIDADES DE TRANSICION

Pi(t) = Pr(X. = j1X0 = i) = ﬁ / ~ e gi(x)aix)dw(x)

MEDIDA INVARIANTE

Vector no nulo 7 = (mo, m1,...) > 0 tal que
AoAL - A1 1

TA=0 == = 5
M2 - i llqill2,

Ejemplos: Laguerre, Meixner (modelos de crecimiento lineal, Charlier (cola
M/M /), Krawtchouk (modelo de Ehrenfest).
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PROCESOS DE DIFUSION
S=(ab)CR, T =[0,00).

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a A y la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), verifican

A9n(x) = 502 (I() + 7)) = ()
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PROCESOS DE DIFUSION
S=(ab)CR, T =[0,00).

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a Ay la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), verifican

A9n(x) = 502 (I() + 7)) = ()

DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE TRANSICION

p(t:x,y) = Ze“sb Pn(y)w(y)
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PROCESOS DE DIFUSION
S=(ab)CR, T =[0,00).

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a A y la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), verifican

A9n(x) = 502 (I() + 7)) = ()

DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE TRANSICION

MEDIDA INVARIANTE

Y(y) talque A™Y(y) =0=¢(y) =
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PROCESOS DE DIFUSION
S=(ab)CR, T =[0,00).

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a A y la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), verifican

A9n(x) = 502 (I() + 7)) = ()

DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE TRANSICION

MEDIDA INVARIANTE

Y(y) talque A™Y(y) =0=¢(y) =

Ejemplos: Hermite (proceso de Orstein-Uhlenbeck), Laguerre (proceso
cuadrético de Bessel), Jacobi (modelo de Wright-Fisher).
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

AX"+ -+ Aix+Aq, A eC"V
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

Anx"+ -+ Arx + Ao, A€ CVN
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

Ax" 4+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L (S; CV*M)):

(P, Quw = / P()W(x)Q" (x) dx |
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

Ax" 4+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L (S; CV*M)):

(P, Quw = / P()W(x)Q" (x) dx |

Una sucesién de POM (Q,)n ({Qn, Qmw = [|Qn||3ydnm) verifica una relacién de
recurrencia a tres términos (Q_; =0,Q =1)

xQp(x) = ArQpi1(x) + BrQu(x) + CaQn1(x), det(C,) # 0 J
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

Ax" 4+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L (S; CV*M)):

(P, Quw = / P()W(x)Q" (x) dx |

Una sucesién de POM (Q,)n ({Qn, Qmw = [|Qn||3ydnm) verifica una relacién de
recurrencia a tres términos (Q_; =0,Q =1)

xQp(x) = ArQpi1(x) + BrQu(x) + CaQn1(x), det(C,) # 0 J

Operador de Jacobi (tridiagonal por bloques)
Bo Ao Qo(x) Qo(x

C B A Q:(x) Qi (x

JQ = C B A Q2(x) | =X | Qa(x

=xQ, xe€S8

~— — —
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

Ax" 4+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L (S; CV*M)):

(P, Quw = / P()W(x)Q" (x) dx |

Una sucesién de POM (Q,)n ({Qn, Qmw = [|Qn||3ydnm) verifica una relacién de
recurrencia a tres términos (Q_; =0,Q =1)

xQp(x) = ArQpi1(x) + BrQu(x) + CaQn1(x), det(C,) # 0 J

~

Operador de Jacobi (tridiagonal por bloques

Bo Ao Qo(x) Qo(x)
C. B A Qi (x) Qi (x)
JQ = C: B A Qz(x) )| = xQ, xeS8

=X 1 Qa(x

Al contrario también es cierto (Teorema de Favard o espectral**)
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Durdn (1997): caracterizar familias de POM (Q,,), verificando
DQy(x) = F2(x)Q; (x) + F1(x)Q,(x) + Fo(x)Qn(x) = Qn(x)T |

donde deg(F;(x) <)y T';, € RVXN,
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Durdn (1997): caracterizar familias de POM (Q,,), verificando
DQn(x) = F2(x)Q;(x) + F1(x)Qp(x) + Fo(x)Qn(x) = Qu(x)Tn |
donde deg(F;(x) <)y T';, € RVXN,

Equivalente a la simetria de D con respecto al producto interno, i.e.
(DPP,Q)w = (P,DQ),y, para todos polinomios matriciales P, Q.
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Durdn (1997): caracterizar familias de POM (Q,,), verificando

DQy(x) = F2(x)Q; (x) + F1(x)Q,(x) + Fo(x)Qn(x) = Qu(x)Ts |

donde deg(F;(x) <)y T';, € RVXN,
Equivalente a la simetria de D con respecto al producto interno, i.e.
(DPP,Q)w = (P,DQ),y, para todos polinomios matriciales P, Q.

ECUACIONES DE SIMETRIA O ECUACIONES DE PEARSON
MATRICIALES
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Durdn (1997): caracterizar familias de POM (Q,,), verificando

DQy(x) = F2(x)Q; (x) + F1(x)Q,(x) + Fo(x)Qn(x) = Qu(x)Ts |

donde deg(F;(x) <)y T';, € RVXN,
Equivalente a la simetria de D con respecto al producto interno, i.e.
(DPP,Q)w = (P,DQ),y, para todos polinomios matriciales P, Q.

ECUACIONES DE SIMETRIA O ECUACIONES DE PEARSON

MATRICIALES
F>(x)W(x) = W(x)F2(x)
F1()W(x) = (W(x)F2(x))" = W(x)F1(x)
Fo(x)W(x) = 7(W(x)F2(x))" — (W(x)F1(x))" + W(x)Fo(x)

@ Nuevos ejemplos y métodos: Desde 2002, Duran, Griinbaum,
Pacharoni, Tirao, Castro, Roman, Mdl...
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Durdn (1997): caracterizar familias de POM (Q,,), verificando

DQy(x) = F2(x)Q; (x) + F1(x)Q,(x) + Fo(x)Qn(x) = Qu(x)Ts |

donde deg(F;(x) <)y T';, € RVXN,
Equivalente a la simetria de D con respecto al producto interno, i.e.
(DPP,Q)w = (P,DQ),y, para todos polinomios matriciales P, Q.

ECUACIONES DE SIMETRIA O ECUACIONES DE PEARSON

MATRICIALES
F>(x)W(x) = W(x)F2(x)
F1()W(x) = (W(x)F2(x))" = W(x)F1(x)

Fo(x)W(x) = 5 (W(x)F2(x))" — (W(x)F1(x))" + W(x)Fo(x)

@ Nuevos ejemplos y métodos: Desde 2002, Duran, Griinbaum,
Pacharoni, Tirao, Castro, Roman, Mdl...
@ Nuevos fenémenos: POM verificando ecuaciones diferenciales de

orden impar, varios operadores de segundo orden asociados a una
misma familia de POM vy viceversa, familias de operadores escalera...
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PROCESOS DE MARKOV BIDIMENSIONALES

Ahora tenemos una proceso de Markov con dos componentes o bidimensional
{(Xt7 Yt) te T}

indexado por tiempo 7T y con espacio de estados S x {1,2,..., N}, S C R.
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PROCESOS DE MARKOV BIDIMENSIONALES

Ahora tenemos una proceso de Markov con dos componentes o bidimensional
{(Xt7 Yt) te T}

indexado por tiempo 7T y con espacio de estados S x {1,2,..., N}, S C R.
La primera componente se denomina nivel mientras que la segunda
componente se llama fase.
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PROCESOS DE MARKOV BIDIMENSIONALES

Ahora tenemos una proceso de Markov con dos componentes o bidimensional

{(Xt7 Yt) te T}

indexado por tiempo 7T y con espacio de estados S x {1,2,..., N}, S C R.

La primera componente se denomina nivel mientras que la segunda

componente se llama fase.

Ahora las probabilidades de transicién son a valores matriciales.

@ S DISCRETO: probabilidades de transicién por bloques
(Pi)iy () =Pr(Xe =j, Ye = j'|Xo =i, Yo =i') |

La matriz por bloques es estocastica.
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PROCESOS DE MARKOV BIDIMENSIONALES

Ahora tenemos una proceso de Markov con dos componentes o bidimensional

{(Xt7 Yt) te T}

indexado por tiempo 7T y con espacio de estados S x {1,2,..., N}, S C R.

La primera componente se denomina nivel mientras que la segunda

componente se llama fase.

Ahora las probabilidades de transicién son a valores matriciales.

@ S DISCRETO: probabilidades de transicién por bloques
(P’J)l’/(t) EPr(Xf:ja yt:j/|X0:i7 yO:i/) J

La matriz por bloques es estocastica.

@ S CONTINUO: densidad de transicién matricial

1o} . ,
Pi(t;x,y) = @Pr(Xt <y, Ye=j|Xo=x,Yo=1) \

Cada entrada debe ser no negativa y

P(t;x,A)ey < ey, ey=(1,1,...,1)7
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PROCESOS QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

@ TIEMPO DISCRETO: Espacio de estados {0,1,2,...} x {1,2,..., N},
tiempo 7 ={0,1,2,...} y

(Py)iryy =Pr(Xos1 =j, Yor1 =j|Xo =i,Yo=i)=0 para |i—j|>1.
i.e. una matriz de transicién de probabilidades por bloques estocastica

By Ao
p=[CG B A
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PROCESOS QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

@ TIEMPO DISCRETO: Espacio de estados {0,1,2,...} x {1,2,..., N},
tiempo 7 ={0,1,2,...} y

(Py)iryy =Pr(Xos1 =j, Yor1 =j|Xo =i,Yo=i)=0 para |i—j|>1.
i.e. una matriz de transicién de probabilidades por bloques estocastica

By Ao
p=[CG B A

@ TIEMPO CONTINUO: Espacio de estados {0,1,2,...} x {1,2,..., N},
tiempo 7 = [0, +00). La matriz P estd ahora dada por

(Pa)iy () = Pr(Xe = j, Ye = j'[Xo = i, Yo = i)
y satisface la ecuacidn retardada y la ecuacion de evolucion

P'(t) = AP(t), P'(t)=P(t)A
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PROCESOS QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

@ TIEMPO DISCRETO: Espacio de estados {0,1,2,...} x {1,2,..., N},
tiempo 7 ={0,1,2,...} y

(Py)iryy =Pr(Xos1 =j, Yor1 =j|Xo =i,Yo=i)=0 para |i—j|>1.
i.e. una matriz de transicién de probabilidades por bloques estocastica

By Ao
p=[CG B A

@ TIEMPO CONTINUO: Espacio de estados {0,1,2,...} x {1,2,..., N},
tiempo 7 = [0, +00). La matriz P estd ahora dada por

(P,’j)i,j, (t) =Pr(Xe =4, Ys :j'|Xo =i, Y= i')
y satisface la ecuacidn retardada y la ecuacion de evolucion
P'(t) = AP(t), P'(t)=P(t)A
En ambos casos, la distribucién invariante (n, t — o) es

7= (mo;my;--) >0, m R

tal que wP = 7 (caso discreto) o w.A = 0 (caso continuo).
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

Espacio de estados
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

Coeficiente Bg: transiciones de fases en el nivel 1
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

les

Coeficiente Ag: transiciones de nivel 1 a nivel 2
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

les

Coeficiente Cy: transiciones de nivel 2 a nivel 1
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

Coeficiente B1: transiciones de fases en el nivel 2
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

Procesos de Markov bidimensional

0O000@00000

les

Coeficiente A1: transiciones de nivel 2 a nivel 3
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

Procesos de Markov bidimensional
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les

Coeficiente C»: transiciones de nivel 3 a nivel 2
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 4 FASES)

Todos las transiciones
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

El espacio de estados es ahora (a, b) x {1,2,..., N} y el tiempo T = [0, c0).
La matriz de densidad P(t; x, y) verifica la ecuacidn retardada y la ecuacion de
evolucion

2P(t'x y) = AP(t; x,y) gP(t'x y) = P(t; x,y) A"

at ! ) ! ) 7 8t ! ) ' )

donde A es un operador diferencial matricial

1 d? d? d°
A=A gz B + A5G J
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

El espacio de estados es ahora (a, b) x {1,2,..., N} y el tiempo T = [0, c0).
La matriz de densidad P(t; x, y) verifica la ecuacidn retardada y la ecuacion de

evolucién
2P(t-x ) = AP(t; x,y) gP(t-x ) =P(t;x,y)A”
31‘ !ay_ !ay7 8t !ay_ lay
donde A es un operador diferencial matricial
1 d’ d' d°
A= 3AX gz TBlga T Q7S |

Tenemos que A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador
infinitesimal de un proceso de Markov continuo, i.e.

Qii(X) S 07 Q,J(X) 2 07 i 75./7 Q(X)eN = 0
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

El espacio de estados es ahora (a, b) x {1,2,..., N} y el tiempo T = [0, c0).
La matriz de densidad P(t; x, y) verifica la ecuacidn retardada y la ecuacion de
evolucion

0 ad "
aP(t,X,y)—AP(t,X,y), EP(t,X,y)—P(t,X,y)A

donde A es un operador diferencial matricial

1 d’ d' d°
A= SAX) 55 + B2 + Q)25 J

Tenemos que A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador
infinitesimal de un proceso de Markov continuo, i.e.

Qii(X) S 07 Q,J(X) 2 07 i 75./7 Q(X)eN = 0

La distribucién invariante es ahora un vector por filas (t — oo)

DY) = (@i (y) ba(y)s - on(y)), 0 < W(y) < (/ () dy) v=1
que verifica
BA” = S(BA) — (#()BK)) +%()Q(y) =0
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 3 FASES)

N =3 fasesy S =R con
Ai(x) =% Bjix)=—ix, i=123

Bivariate Ornstein—Uhlenbeck process
T T T T

o 2] g

-4t 4

-8k | | | | | | L4
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 3 FASES)

N =3 fasesy S =R con
Ai(x) =% Bi(x)=—ix, i=1,23.

Bivariate Ornstein—Uhlenbeck process
T T T T

o 2] g

N
T
I

%

-4t 4

-8k | | | | | | L4
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 3 FASES)

N =3 fasesy S =R con
Ai(x) =% Bjix)=—ix, i=123

Bivariate Ornstein—Uhlenbeck process
T T T T

o 2] g

-4t 4

-8k | | | | | | L4
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 3 FASES)

N =3 fasesy S =R con
Ai(x) =% Bjix)=—ix, i=123

Bivariate Ornstein—Uhlenbeck process

e

-4t

-8k
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REPRESENTACION ESTOCASTICA (N = 3 FASES)

N =3 fasesy S =R con
Ai(x) =% Bjix)=—ix, i=123

Bivariate Ornstein—Uhlenbeck process

4*

-4t

-8k

Ejemplos
00000000
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METODOS ESPECTRALES

Ahora, dado un operador infinitesimal matricial A, si podemos encontrar
una matriz peso W(x) asociada a A, y un conjunto de autofunciones
ortogonales matriciales F(i, x) tal que

AF (i, x) = F(i, x)A(i, x)

entonces es posible encontrar una representacion espectral de
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METODOS ESPECTRALES

Ahora, dado un operador infinitesimal matricial A, si podemos encontrar
una matriz peso W(x) asociada a A, y un conjunto de autofunciones
ortogonales matriciales F(i, x) tal que

AF (i, x) = F(i, x)A(i, x)
entonces es posible encontrar una representacion espectral de
@ Probabilidades de transicién

o Caso discreto: matriz de transicién de probabilidades P(t).
o Caso discreto: densidad de transiciones P(t; x, y).




Procesos de Markov Procesos de Markov bidimensionales Ejemplos
00000000000 0000000800 00000000

METODOS ESPECTRALES

Ahora, dado un operador infinitesimal matricial A, si podemos encontrar
una matriz peso W(x) asociada a A, y un conjunto de autofunciones
ortogonales matriciales F(i, x) tal que

AF (i, x) = F(i, x)A(i, x)
entonces es posible encontrar una representacion espectral de
@ Probabilidades de transicién

o Caso discreto: matriz de transicién de probabilidades P(t).
o Caso discreto: densidad de transiciones P(t; x, y).

@ Medida o distribucidén invariante
s Caso discreto: 7w = (o, 71,...) > 0 con
i = tl_l}rgo P(t)eR
e Caso continuo: ¥(y) = (¥1(y), ¥2(y),---,¥wn(y)) con
¥iy) = Jim P(tx,y)
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PROCESOS QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

@ TiEMPO DISCRETO: {0,1,2,...} x{1,2,...,N}, T ={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Griinbaum, Dette et al., 2006): 3* W sobre [—1,1]
asociada a P con POM (Q,), verificando PQ = xQ (Q_; =0,Qy =1)

-1

" ( /1 XHQI(X)W(X)Q;(X)dX) ( /_ 11 Q(x)W(x)Q; (X)dx) B J
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PROCESOS QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

@ TiEMPO DISCRETO: {0,1,2,...} x{1,2,...,N}, T ={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Griinbaum, Dette et al., 2006): 3* W sobre [—1,1]
asociada a P con POM (Q,), verificando PQ = xQ (Q_; =0,Qy =1)

PZ-:(/_ll QW) dx)</ Q;(x)W(x)Q; (x)d )1 J

@ TIEMPO CONTINUO: {0,1,2,...} x {1,2,..., N}, 7 =[0,0)
Teorema espectral (Detter-Reuther, 2010): 3* W sobre [0, co) asociado a
A con POM (Q,), verifican AQ = —xQ (Q_; =0,Qo =1)

P;(t) = (/Ooo e Qi(x)W(x)Q dx) (/ Q;(x)W(x)Q; (X)dx)l J
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PROCESOS QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

@ TiEMPO DISCRETO: {0,1,2,...} x{1,2,...,N}, T ={0,1,2,...}.
Teorema espectral (Griinbaum, Dette et al., 2006): 3* W sobre [—1,1]
asociada a P con POM (Q,), verificando PQ = xQ (Q_; =0,Qy =1)

pr (/_11 QOW()Q; dx)</ Q;(x)W(x)Q; (x)d )1 J

@ TIEMPO CONTINUO: {0,1,2,...} x {1,2,..., N}, 7 =[0,0)
Teorema espectral (Detter-Reuther, 2010): 3* W sobre [0, co) asociado a
A con POM (Q,) verifican AQ = —xQ (Q_; =0,Qy =1)

P;(t) = (/OOO e *Q;(x)W(x)Q dx) (/ Q(x)W(x)Q; (X)dx)l

MEDIDA INVARIANTE (MDI, 2011)

7 = (mo; 71; - - - ) = (Ioen; IL1ey; - - - ) tal que wP = 7 (tiempo discreto) o
7 A = 0 (tiempo continuo)

M, = (C7 - CT)MIo(Ao- - Ay 1) </50p< )Q,,(x)W(x)Q,f(x)dx)i
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MODELOS DE DIFUSION CAMBIANTES
Espacio de estados: (a,b) x {1,2,...,N}. Tiempo: T = [0,00)

Si existe una matriz peso W simétrica con respecto a A cuyas funciones
ortonormales matriciales (®,), verifiquen

AP (x) = %A(X)‘I’Z’(X) +B(x)®,,(x) + Q(x)®n(x) = Bn(x)T
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MODELOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Espacio de estados: (a,b) x {1,2,...,N}. Tiempo: T = [0,00)
Si existe una matriz peso W simétrica con respecto a A cuyas funciones
ortonormales matriciales (®,), verifiquen
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MODELOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Espacio de estados: (a,b) x {1,2,...,N}. Tiempo: T = [0,00)
Si existe una matriz peso W simétrica con respecto a A cuyas funciones
ortonormales matriciales (®,), verifiquen

DISTRIBUCION INVARIANTE (MDI, 2012)

P(y) = W1(y), ¥2(y), ..., n(y)) tal que (y)A* =0

= y) = ( / eLW(x)eNdx> el W(y)
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7

Primer ejemplo relacionado con POM (Karlin-McGregor, 1959).

p p p p P p
~— -~ -~ -~ -~ -~
q q q q q q
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7

Primer ejemplo relacionado con POM (Karlin-McGregor, 1959).

p p p p P p
~— -~ -~ -~ -~ -~
q q q q q q

La matriz de transicién de probabilidades es doblemente infinita

o T
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7

Primer ejemplo relacionado con POM (Karlin-McGregor, 1959).

p p p p P p
~— -~ -~ -~ -~ -~
q q q q q q

La matriz de transicién de probabilidades es doblemente infinita

o T

En esta situacidn el teorema espectral no es aplicable, ya que necesitamos
una matriz de Jacobi semi-infinita. Para ello renombramos los estados

n=0,1,2,... 52n+1, y n=-1,-2,...—2n

y doblamos la rama negativa para ponerla como dos lineas paralelas
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7

p p p

) q

q q
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7
p p p

) q

OO 2O——"

P p p
La matriz de transicién de probabilidades es semi-infinita por bloques
0 g p
P 0 0 q Bo Ao
p—|g 0 0 0 »p G B: A
p 0 0 O : .
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7

En este caso, la matriz peso 2 x 2 asociada a este ejemplo es
(p+qg=1)

o 1 x/2q\ |
W) = m(vzq Va) Il < Vs
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UN CAMINO ALEATORIO EN 7

En este caso, la matriz peso 2 x 2 asociada a este ejemplo es
(p+qg=1)

! 1 x/2q\
W(X)_\/W<X/2q p/q>’ < Vapg J

Los correspondientes polinomios ortogonales son

Pu) = ( (a/p)/2 Ui(x") —(q/p)<k+1>/2uk_1(x*)>
g ~(p/a) kD201 (x*)  (p/a)k/?Uk(x*)

donde x* = x/2,/pq y (Ux)k son los polinomios de Chebyshev de
segunda especie que verifican

Uk+1(x) + Uk—1(x) = 2xUk(x), U-1(x) =0, Up(x) =1
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FUERZA ATRACTIVA O REPULSIVA DESDE EL CENTRO

Considerado por Griinbaum en 2008

PPN @,i AN AANA @/”_) .
— -~ ~— ~— -~ F/
p p q q q q
De nuevo la matriz de transicion de probabilidades es doblemente

infinita. Haciendo lo mismo que en el ejemplo anterior convertimos
esta matriz en una matriz de Jacobi semi-infinita por bloques

~ ~—— ~~
q q

{k,
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FUERZA ATRACTIVA O REPULSIVA DESDE EL CENTRO

Ejemplos
0000®000

La matriz de transicién de probabilidades es semi-infinita por bloques

0 g p
g 0 0 »p Bo Ao
P=149 0 0 0 P — C1 Bl A1
g O . )

con By = (2 g),Bk—O,k>1, Ay =plok>0yCy=ql,k>1.
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FUERZA ATRACTIVA O REPULSIVA DESDE EL CENTRO

Ejemplos
0000®000

La matriz de transicién de probabilidades es semi-infinita por bloques

0 g p
g 0 0 »p Bo Ao
P=149 0 0 0 P — C1 Bl A1
g O . )

con By = (2 g),Bk—O,k>1, Ay =plok>0yCy=ql,k>1.

En este caso, la matriz peso 2 x 2 asociada a este ejemplo es (p+ g = 1)

VApg—x? (1 x
W(x) R <X 1) x| < V/4pq

1 -1 1 1
+ X{O<p<1/2}(1 - 2p)7T [(_1 1 > d_1+ <1 1> 51:|



OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Considerado por Griinbaum en 2010. o
q q q X2/7@
p RSN

'NON;
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WALSH’S SPIDER CON 3 RAMAS

La matriz de transicidn de probabilidades P tiene como coeficientes

0 X2 X3 X1 0 0
Bo=|g 0 0|, A=(0 p O
g 0 O 0 0 p

Bi=0,k>1 Ac=pl3,k>1yCr=gql3, k> 1

Ejemplos
00000080
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WALSH’S SPIDER CON 3 RAMAS

La matriz de transicidn de probabilidades P tiene como coeficientes

0 X2 X3 X1 0 0
Bo=|g 0 0], A=|0 p O
g 0 O 0 0 p

Bi=0,k>1 Ac=pl3,k>1yCr=gql3, k> 1

En este caso, la matriz peso 3 x 3 asociada a este ejemplo es
(P+a=1x+x+x3=1|x| <+\4pq)

Vapg—s2 | (1 X X 0 0 0
W(X):W x 1 1 +(1—X2) 0 * %
x 11 0 atx-l l-p—x
PXx2 px3
1 -1 -1 11 1

+x(o<p<ryp(1=2p)m | | -1 1 1 |o1+[|1 1 1)6
-11 1 111

donde x* = 2();;#’) + (x1+X371p))E;<17x3*P).
2
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UN EJEMPLO DE REPRESENTACION DE GRUPOS

Ejemplos
0000000®

Sea Ne{l,2,...},a,8>—1,0< k <f+1y Ej denota la matriz con
1 en la entrada (/,/) y 0 en cualquier otro caso.

Para x € (0,1), tenemos un par simétrico {W, A}
(Griinbaum-Pacharoni-Tirao, 2002) donde

N . .
W(x):xo‘(l—x)'gz (B_ll(j‘ll—].) <N+A/;:;—1) XNiiE,','
i=1

1 d? d d°
A= SA() 25 + B2 + Q)75
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UN EJEMPLO DE REPRESENTACION DE GRUPOS

Sea Ne{l,2,...},a,8>—1,0< k <f+1y Ej denota la matriz con
1 en la entrada (/,/) y 0 en cualquier otro caso.

Para x € (0,1), tenemos un par simétrico {W, A}
(Griinbaum-Pacharoni-Tirao, 2002) donde

N . .
W(x):xo‘(l—x)'BZ (B_ll(j‘ll—].) <N+A/;:;—1) XNiiE,','
i=1

1 d? d d°
A= SA() 25 + B2 + Q)75
N

A(x) =2x(1=x)I, B(x) =Y [a+1+N—i—x(a+pB+2+N-i)E;
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UN EJEMPLO DE REPRESENTACION DE GRUPOS

Sea Ne{l,2,...},a,8>—1,0< k <f+1y Ej denota la matriz con
1 en la entrada (/,/) y 0 en cualquier otro caso.

Para x € (0,1), tenemos un par simétrico {W, A}
(Griinbaum-Pacharoni-Tirao, 2002) donde

N . .
W(x):xo‘(l—x)'BZ (B_ll(j‘ll—].) <N+A/;:;—1) XNiiEii
i=1

1., . d? d d°
A= SAM) 2 +B() - + QM) 25
A(x) =2x(1=x)I, B(x) =Y [a+1+N—i—x(a+pB+2+N-i)E;
Q(x) = ZMi(X)Ei,i—l - Z(/\i(x) + pi(x))Ei + i Ai(x)Ej iy1,
NG) = 7 (N =)+ 8= k), i) = 1 fx(i —1)(N — i + k).
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UN PROCESO QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

Transicién de probabilidades pentadiagonal (a4 =8 =0, k=1/2, N =2)

5 2 2
9 9 9
2 1 4 3
9 18 45 10
501 107 3 27
36 18 225 50 100
po| 1 A 23 6 2
6 75 50 175 7
L 2 57 4 40
75 75 1225 147 147
L 6 41 5 5
5 245 98 441 18
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UN PROCESO QUASI DE NACIMIENTO Y MUERTE

Transicién de probabilidades pentadiagonal (a4 =8 =0, k=1/2, N =2)

5 2 2
9 9 9
2 1 4 3
9 18 45 10
501 107 3 27
36 18 225 50 100
po| 1 A 23 6 2
6 75 50 175 7
L 2 57 4 40
75 75 1225 147 147
L 6 41 5 5
5 245 98 441 18

Medida invariante tal que 7P =7
_ (2216 6 54 12 128 20 250 30 432 42 686 56
~\3’3'15'5'35" 7' 637 9" 99'11'143’13' 195’15’
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ESPACIO DE ESTADOS
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UNA VARIANTE DEL MODELO DE WRIGHT-FISHER

El modelo de difusién de Wright-Fisher con sélo efectos de mutacién
considera una poblacién grande de tamafio constante M de dos tipos A y
B

148 4o
2

A—=sB, B-—23A «of>-1
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UNA VARIANTE DEL MODELO DE WRIGHT-FISHER

El modelo de difusién de Wright-Fisher con sélo efectos de mutacién
considera una poblacién grande de tamafio constante M de dos tipos A y
B

18 Lia
A—2+B, B3 A «afB>-1
A medida que M — oo, este modelo se puede describir como un proceso
de difusién cuyo espacio de estados es S = [0, 1] con coeficiente de

movimiento y coeficiente de difusion

T(X):Oé—i-l—X(Oé—Fﬁ—Fz), 0'2(X):2X(1_X)a avﬁ>_1
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UNA VARIANTE DEL MODELO DE WRIGHT-FISHER

El modelo de difusién de Wright-Fisher con sélo efectos de mutacién
considera una poblacién grande de tamafio constante M de dos tipos A y
B

148 4o

A—=25B, B—5A opf>-1
A medida que M — oo, este modelo se puede describir como un proceso
de difusién cuyo espacio de estados es S = [0, 1] con coeficiente de
movimiento y coeficiente de difusion

T(X):O{—i-l—X(Oé—Fﬁ—Fz), 0'2(X):2X(1_X)a avﬁ>_1

Las N fases de nuestro proceso de Markov bidimensional son variaciones
del modelo de Wright-Fisher con modificaciones en los coeficientes de
movimiento:

Bi(x)=a+1+N—-i—x(a+8+2+N—-1i), A;ix)=2x(1-x)

Ahora hay un pardmetro extra k € (0,3 + 1) en Q(x), que mide cdmo se
mueve el proceso a traves de todas las fases.
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EJEMPLOS GRAFICOS

o=1,8=2k=0.2, 7 changes
T

0.6

0.4

0.2

o
N}
w
ES

«=0.5,p=2,k=2.8, 10 changes
1 T T

0.8~

0.6

0.4
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ESTUDIO DE LA DISTRIBUCION INVARIANTE

a=1,8=1k=1.25, N=2 0=1,=1k=1.25, N=3
1 0.7
06 T ]
08 1 / >
05 / E
/ \
0.6 4 / \
. 0.4 /
/
0.4 J 0.3 /
0.2
0.2 1
0.1
0 0
0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
a=1p=1k=1.25 N=4 0=1B=1k=1.25 N=5
0.7 0.7
0.6 1 0.6
05
0.4
0.3
0.2
0.1
0
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