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Capitulo A

Introduccion

Los primeros problemas que se plantearon y resolvieron en Teoria de Grafos, son
problemas referentes a la Transversalidad de Grafos (la posibilidad de recorrer o
bien las aristas o bien los vértices de un grafo sin repeticién), asi el Problema de

los Puentes de Konigsberg, con el que nace la disciplina, resuelto por L. Euler en

8:
1736 [10] o el Juego Icosaédrico patentado por W. R. Hamilton en 1859[4] plantean
las dos posibilidades que se presentan a la hora de estudiar la transversalidad de
un grafo: Grafos Fulerianos (si existe un recorrido que atraviese todas las aristas
del grafo sin repeticién de aristas) y Grafos Hamiltonianos (si existe un recorrido

que pase por todos los vértices sin repeticién de vértices)?.

Estos problemas han vuelto a la actualidad en la segunda mitad de este
siglo, dadas las numerosas aplicaciones que de ellos se han encontrado en distintas
ramas de las Matemdticas como son: la Teoria de Juegos (disefio de estrategias
en juegos como el dominé), Probabilidad (diversos problemas de probabilidad se
resuelven mediante la representacién de grafo que ha de ser recorrido siguiendo
ciertas reglas), Investigacion Operativa (entre las numerosas aplicaciones cabe

destacar una gran cantidad de variantes del Problema del Viajante), Algebra (pre-

ICuriosamente, en contra de lo que popularmente se cree, ni Euler demostré totalmente la
caracterizacion de los grafos eulorianos (esta demostracién no aparecié hasta 1873 en el trabajo
de C. Iielhozer [21]), ni Hamilton fue el primerc en tratar los grafos hamiltonianos, ya que
el propio Euler y A. I Vandermode (1735-1796), estudiaron con anterioridad dicho tipo de

grafos. Consiltese [4] para una extraordinaria introduccién a la historia de la Teoria de Grafos.
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iv CAP/TULO A. INTRODUCCION

sentacién de grupos), Algoritmica, la propia Teorfa de Grafos, etc. (constltense
las obras de L. R. Foulds [14] y C. Berger [3] sobre aplicaciones de la Teoria
de Grafos en general). Asi como las distintas variantes que los problemas de
Transversalidad plantean por si mismos (valga como ejemplo la monumental y

aun inacabada obra de H. Fleishner [11] y [12] sobre Grafos Eulerianos).

Siguiendo una tendencia generalizada en Teoria de Grafos, en esta Memo-
ria la mayoria del esfuerzo se ha dedicado al estudio de la transversalidad en
grafos finitos (como se verd mds adelante, existen notables excepciones a esta
regla)?. Sin embargo, creemos que serfa importante desde varios puntos de vista,
realizar un estudio mds exhaustivo sobre la Transversalidad en Grafos Infini-
tos. ;jPor qué grafos infinitos?. En primer lugar y principalmente, porque son
entes matematicos que “estan ahi” y por lo tanto merecen la pena ser estudiados
(en este sentido no hacemos més que hacer nuestros los argumentos dados por
C. St. J. A. Nash-Williams [29] y C. Thomassen [35] en sus magnificos “sur-
veys” sobre la materia). En segundo lugar, todas las aplicaciones anteriormente
planteadas requieren desde un punto de vista general la resolucién de proble-
mas de transversalidad para grafos infinitos. Ademds, conviene senalar que la
resolucion de problemas de grafos infinitos, permite resolver problemas equiva-
lentes no en grafos finitos, sino en familias crecientes de grafos finitos; mediante
este método, se pueden dar soluciones que sean compatibles o validas para to-
dos los elementos de la familia. Por dltimo, también cabria indicar que varios
prestigiosos matematicos han tratado problemas de transversalidad en grafos in-
finitos (entre los cuales podemos destacar los trabajos de P. Erdés, T. Grinwald
v E. Weiszfeld [9] sobre prafos eulerianos infinitos, los de Nash-Williams [25],
(24], [26] y [27] sobre recubrimientios de grafos por caminos y el de R. Halin [17]
sobre grafos hamiltonianos infinitos). Ls el objetivo de esta Memoria tratar de
seguir en la linea de dichos trabajos, intentando continuar con la tarea del estudio
de la transversalidad en grafos infinitos. I's curioso sefialar que algunas de las
generalizaciones aqui estudiadas, admiten ser consideradas también en el caso de

grafos finitos y asi se ha hiecho como, por ejemplo, en los Capitulos 2, 4, 5,6 y 7.

Il primer resultado de transversalidad sobre grafos infinitos, es el ya

resenado de Erdos, Grinwald y Weiszfeld sobre grafos 1-eulerianos y 2-eulerianos

2 o~ ~ ’ - » . - -
“Merece la pena sefialar que durante muchos afios (mas de veinte) el inico libro dedicado a
la Teor{a de Grafos es el excelente libro de D. Konig [22] Teoria de Grafos Finitos e Infinitos.



(un grafo es l-euleriano si todas sus aristas pueden ser recorridas por un camino
que empieza en un vértice fijo y 2-euleriano si dicho camino no comienza en ningin
vértice). Sin embargo, tal y como sefiala Thomassen en [34], dicha definicién pre-
senta el problema de que sélo puede ser aplicada a grafos con uno o dos finales 2,
por tanto, parece légico intentar dar un concepto que sea valido para grafos con
cualquier nimero de finales, resolviendo los inconvenientes que la definicién de
Erdos, Grinwald y Weiszfeld plantean. En realidad, en esta memoria se pre-
sentan dos soluciones a dicho problema: en primer lugar se da la generalizacién
natural de grafos n-culerianos. Obsérvese que un grafo 2-euleriano puede ser
considerado como un grafo en el que sus aristas son recorridas por dos caminos
disjuntos por aristas que comienzan en el mismo vértice; asi, un grafo n-euleriano
es un grafo tal que sus aristas pueden ser recorridas por n caminos disjuntos por
aristas comenzando en el mismo vértice. En el Teorema 2.2.1 se da una carac-
terizacion de los gralos que cumplen esa condicidn. Tal y como se ha senalado
anteriormente, esta s una de las definiciones que se han pensado especificamente
para grafos infinitos, pero que admiten ser aplicadas a grafos finitos y asi en el
Teorema 2.1.3 se caracterizan los grafos n-eulerianos finitos. Curiosamente, esta
definicién adinite una clara aplicacién a diversos problemas de trazados de figuras,
ya que es bicn conocido que los gralos eulerianos planos son aquellos que pueden
ser dibujados sin levantar el ldpiz del papel, igualmente se puede decir que los
grafos n-eulerianos pueden ser dibujados por n lapices (que podrian corresponder

en una situacion practica a uu plotter) sin que sean levantados del papel.

La otra generalizacion (ue permite también resolver el problema anteri-
ormente senalado en los grafos 1 y 2-culerianos ha sido ya considerada en la
literatura pero para grafos hamiltonianos. Efectivamente, Halin en [17] obser-
vando que los grafos 1 y 2-hamiltonianos presentaban exactamente el mismo in-
conveniente, da una solucién al problema introduciendo los grafos hamiltonianos
infinitos generalizados como aquellos que admiten un morfismo desde un érbol
puramente infinito (un drbol sin vértices de valencia 1 salvo en el caso de que sea

homeomorfo a una semirrecta) induciendo una biyeccién sobre el conjunto de los

SBdsicamente los finales (concepto introducido por H. Freudenthal en [15]) de un espacio
topoldgico estdn deflinido por las componentes conexas de los complementarios de sus subespa-
clos compactos (una precisa definicion de final viene dada en la Definicién 1.1.1), asi la recta
real tiene dos finales y tanto la semirecta como el plano tienen uno sélo, mientras que la unién

de n semirectas con origen comiin tiene n finales.
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vértices. Es facil ver que si llamamos grafo euleriano generalizado a todo grafo
infinito que admita un morfismo desde un arbol puramente infinito induciendo
una biyeccién en las aristas, entonces todo grafo n-euleriano es euleriano genera-
lizado (esto ocurre puesto que toda unién finita de semirrectas con origen comin
es un arbol puramente infinito). En el Teorema 3.3.8 se da una caracterizacién de
los grafos que verifican dicha propiedad, siendo destacable la importante relacién
entre dicho concepto de euleriano generalizado y la conectividad de cierto sub-
conjunto del conjunto de vértices (el conjunto de vértices de valencia impar) del
grafo. Asi, para conseguir tal caracterizacién, se ha hecho necesario dar nuevas
versiones de Teoremas de Separacion tipo Menger para grafos infinitos (ver [19}),
mejorando asi un resultado cldsico obtenidos por Halin [17] sobre conectividad

de grafos infinitos.

Dado que la caracterizacién de grafos eulerianos finitos es tan simple y
que no se conoce ninguna sobre grafos hamiltonianos, se ha intentando repetidas
veces realizar algin tipo de operacién sobre los grafos de forma que permita
reducir el problema de grafos hamiltonianos a grafos eulerianos. La mejor solucién
encontrada hasta el momento pasa por los grafos de linea (el grafo de linea de un
grafo G es aquel que tiene por conjunto de vértices, las aristas de G y dos vértices
son adyacentes si v solo si sus correspondientes aristas son incidentes), los grafos
medios (el grafo de linea junto con el propio grafo) y los grafos totales (el grafo
total de G tiene por conjunto de vértices la unién de sus vértices y aristas con
la nocién obvia de adyacencia). Efectivamente, si G es un grafo euleriano finito,
entonces sus grafos de linea, medio y total son también eulerianos y, lo que es mas
importante, hamiltonianos. Esta es la razén por la que dicho tipo de operaciones
suelen ser estudiadas en relacién con la transversalidad (ver, por ejemplo [19]). En
esta Memoria, sc cstudian exhaustivamente estas operaciones en grafos infinitos,
llegandose a la conclusién que los resultados antes senalados no son ciertos en
grafos infinitos (sf se verifica que los grafos de linea, medio y total de un grafo
n-euleriano son n-hamiltonianos, con n = 1 6 2, tal y como se ve en el Lema 8.2.7
y los Teoremas 8.3.1 v 8.3.2 pero no necesariamente n-eulerianos, como muestran
las Figuras 4.7, 5.4, 6.8 y 6.9), por lo tanto, es necesario caracterizar aquellos
grafos infinitos que si verifican dicha propiedad, asi como aquellos que permane-
cen siendo n-eulerianos por la aplicacién sucesiva de los operadores linea, medio

y total; estas caracterizaciones vienen dadas en los Capitulos 4, 5,6 y 7.
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Al igual que ocurre en grafos finitos, no es conocida ninguna caracteri-
zacién de grafos hamiltonianos infinitos. Sin embargo, existe un resultado bien
conocido debido a Chartrand [6] que prueba que si aplicamos una cantidad sufi-
ciente de veces el operador linea a un grafo cualquiera, el resultado obtenido es
un grafo hamiltoniano (asi como sus sucesivas iteraciones), pero este resultado no
es valido para grafos infinitos tal y como muestra la Figura 8.1. Pero es posible
dar condiciones necesarias en un grafo para que si se verifique la propiedad dada

por Chartrand (ver Teorema 8.2.7).

Esta Memoria esta dividida en 8 capitulos, el primero de los cuales con-
tiene algunos resultados preliminares, que seran usados en capitulos sucesivos. El
segundo capitulo trata sobre grafos n-eulerianos, tanto en el caso finito como en
el infinito. En el tercer capitulo se estudian los grafos eulerianos generalizados
a los que hemos hecho mencién anteriormente, dandose una relacién entre dicho
concepto y resultados de conectividad tipo Menger. Los Capitulos 4, 5, 6 y 7
estan dedicados a la aplicacién de los operadores linea, medio y total a grafos
y su relacién con la transversalidad. Por dltimo, el Capitulo 8 esta dedicado a
grafos hamiltonianos con relacién a los grafos de linea y, en menor medida, a los

grafos totales y medios.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grafos finitos e infinitos

En este capitulo se dan algunos resultados que usaremos mas adelante.

Un grafo G' es un par (V, A), donde V es el conjunto de vértices de G' y
A es el conjunto de aristas de G. Una arista es un par no ordenados de vértices
distintos de (. Dos vértices son adyacentes en G si existe una arista de G formada
por esos dos vértices. Dos aristas son incidentes si tienen un vértice en comin.
Un vértice y una arista son incidentes si el vértice es uno de los dos vértices de

la arista. A los vértices de una arista se les denomina extremos de la arista.

Si v es un vértice de un grafo G, denotaremos por §(v) su valencia en G,
que es el nimero de aristas de G incidentes con v, y por lk(v,G) al conjunto
de vértices incidentes con v. Ll conjunto de vértices con valencia impar en G
se denotard como O(() y su cardinal por o(G). Ademds, representaremos el
Al

cardinal de un conjunto A por

Sea G un gralo y vy y v, dos vértices suyos. Un camino en G que une v; con
vy es un conjunto ordenado £ = {v,w;, ws,...,w,, v} de vértices incidentes con
el anterior y el siguiente. Diremos que la longitud de P es el nimero de vértices

que tiene menos 1. También se llama camino en G que une a v; con v, a la
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(coni=1,2).

Diremos que un conjunto C' de vértices en G separa G si el subgrafo de G
que consiste en todas las aristas de (¢ que no son incidentes con un vértice de C

tiene dos componentes infinitas.

Llamaremos wedge de n semirrectas a la unién de ellas, identificando sus

origenes.

Usaremos un invariante de los espacios no compactos, llamados, finales de
Freudenthal.

Definicién 1.1.1 Un final de Freudenthal de un espacio no compacto X es un
elemento del limite inverso F(X) = limng(X — K), donde K toma valores en
la familia de los conjuntos compactos de X y o es el nimero de componentes

conexas.

El cardinal de F(X) se denotard por ¢(X). Cuando X es un grafo podemos

usar una sucesién numerable Gy € G5 C ... de subgrafos finitos para obtener
F(X) (ver [2] para mas detalles).

Ejemplo 1.1.2 Sea G un grafo infinito, entonces:

1. Sie(G) < Ry entonces es [dcil comprobar que existe un subgrafo K finito
de G tal que (i — I\ tiene () componentes infinitas (ver el grafo Gy de la
Figura 1.1).

2. e(G) puede ser Ny. comno por cjemplo el grafo Gy de la Figura 1.1,

3. e(G) puede ser 2% como por ejemplo el grafo G'3 de la Figura 1.1.

Sea G un grafo infinito. Si W es un l-camino y F' un final de Freudenthal

de G se dice que W desemboca en F si para todo subgrafo finito K de G en la
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Gl G2

(951 V2 V3 Um—1 Um (51 V2 V3 Vyq Vs

Gs

................................
................................

................................

Figura 1.1: G| tiene m finales de Freudenthal, G tiene Ng finales de Freudenthal

y G3 tiene 2% finales de Freudenthal.



6 CAP{TULO 1. PRELIMINARES

componente infinita de G — K que define F' existen infinitos vértices y aristas de
W. Si Wy y W, son dos 1-caminos de G entonces W; y W, desembocan en el
mismo final de Freudenthal si y sélo si para todo subgrafo finito K de G existe un
camino entre vértices de Wy y W,. Estd claro que para todo final de Freudenthal

existe un l-camino que desemboca en él.

A lo largo del trabajo usaremos la siguiente notacién cldsica para denomi-

nar a algunos grafos finitos y conexos (ver [19]):

e K, conn > 0,es el grafo con n vértices tal que cada vértice es adyacente

con todos los deméas vértices.

e P, conn > 0, es el grafo con n vértices tal que P, es el grafo vacio, es
decir Ky, P, es el grafo con un unico vértice, es decir Ky, y sin > 2 es
el grafo conexo con n vértices tal que dos vértices tienen valencia 1 y los

demds tienen valencia 2.

o SiGy = (Vi, A1) y Gy = (V, A,) son dos grafos entonces Gy + G es el grafo
(Vi UV, A;U AUV x V).

e K, ., conn,m>0, es el grafo K, + K.

e Si G = (V,A) es un grafo entonces G es el grafo (V,V x V — A), que se

denomina complementario de G.

Resultados muy conocido que usaremos seran los siguientes:

Lema del apretén de manos. Un grafo finito tiene un nimero par de

vértices de valencia impar.

Lema de Zorn. Si (M,<) es un conjunto parcialmente ordenado en el
cual cada subconjunto totalmente ordenado tiene un limile superior entonces M

tiene al menos un elemento mazimal.
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1.2 Grafos de linea, medios y totales

Si G = (V, A) es un gralo cuyo conjuntos de vértices y aristas son V' y A, respec-
tivamente, entonces el grafo de linea de G es un grafo cuyo conjunto de vértices
es Ay dos vértices son adyacentes si y sélo si proceden de dos aristas incidentes
en G el gralo total de ¢ es un gralo cuyo conjunto de vértices es V U A y dos
vértices son incidentes si y solo si proceden de dos vértices adyacentes en G, un
vértice y una arista incidente en ' o dos aristas incidentes en G; el grafo medio de
G es un grafo cuyo conjunto de vértices es VU A y dos vértices son incidentes si y
solo si proceden de un vértice y una arista incidente en G o dos aristas incidentes

en GG.

Si G es un grafo entonces se denotaran a su grafo de linea, grafo total y
grafo medio por L((), T(G) v M(G), respectivamente. Si [ es una arista de G
entonces se denotardn como vy, wy y w a sus vértices correspondientes en L(G),
T(G)y M(G), respectivamente. Si v es un vértice de G entonces se denotaran y

POr Wy Y U, a sus vértices (:orrespondlentes en T'(G) y M(G), respectivamente.

Es facil de observar que G'y L(G) son isomorfos a subgrafos de M(G) y
T(G) y ademds M(() es isomorto a un subgrafo de T'(G).

Sean 2 2, si llamamos LY(G), TY(G) y MY (G) a L(G), T(G) y M(G), res-
pectivamente, entonces denotaremos como L™(G), TYG) y M™(G) a L(L™Y(G)),
T(T™YG)) y M(M™ (), respectivamente.

Istd claro que si Gy es un subgrafo de G, entonces para todo n € N
tenemos que L"((/) es un subgralo de L*({y), T™(G)) es un subgrafo de T™((Gs)
y M"(Gh) es un subgralo de M (GY).

Veamos los siguiente resultado que nos dice que un grafo tiene el mismo

numero de finales de [reudenthal que su grafo de linea, su grafo total y su grafo

medio:
Lema 1.2.1 [Luiste una biyeccion « @ F(G) — F(L(G)).

Demostracion: Sea I" € F(() y W = {2,}neny un l-camino que desemboca en
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F, siendo z, aristas de G para todo n € N. Sea en L(G) el 1-camino W' =
{{v2nsVzny, } Inen. Definimos a(F') como el final de Freudenthal de L(G) donde

desemboca W',

Es facil comprobar que:

1. « esta bien definida, es decir, que si los 1-caminos Wy y W, desembocan
en el mismo final de Freudenthal de G entonces W{ y W desembocan en el

mismo final de Freudenthal de L(G).

o

. « es inyectiva, es decir, que si los 1-caminos W, y W3 no desembocan en el
mismo final de Freudenthal de G entonces W] y W, no desembocan en el

mismo final de Freudenthal de L(G).

3. « es sobreyectiva, es decir, que el 1-camino W/ desemboca en un final de
Freudenthal de L(G) entonces existe un 1-camino W; tal que W; desemboca
en el mismo final de Freudenthal de L(G) que W/.

Con lo cual se obtiene el resultado. a

Corolario 1.2.2 Sean € N. Eziste una biyeccidn «, : F(G) — F(L*(G)).

Demostracion: Por induccién en n. Para n = 1 el resultado se tiene por el
Lema 1.2.1. Supuesto probado para n = m, por hipétesis de induccién se tiene
ue existe una biyeccién entre los finales de Freudenthal de G y los de L™(G) vy,
por el Lema 1.2.1, se tiene una biyeccién entre los finales de Freudenthal de L™(G)
vlos de LT @E). Componiende ambas biyecciones se obtiene una biveccién entre

los finales de Freudenthal de G y los de L™1(G). o

Lema 1.2.3 Eziste una biyeccion B : F(G) — F(T(Q)).

Demostracion: Sea F € F(G)y W = {z,}nen un l-camino que desemboca en
F, siendo z, aristas de G para todo n € N. Sea en T(G) el 1-camino W' =
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{{wens Wop,, } Inen. Definimos B(F) como el final de Freudenthal de T(G) donde
desemboca W',

Es facil comprobar que:

1. B estd bien definida, es decir, que si los 1-caminos Wy y W, desembocan en
el mismo final de Freudenthal de G entonces W] y W, desembocan en el

mismo final de [reudenthal de T'(G).

o

B es inyectiva, es decir, que si los 1-caminos W y Wy no desembocan en el
mismo final de Ireudenthal de G entonces W{ y WJ no desembocan en el

mismo final de Freudenthal de T'(G).

3. B es sobreyectiva, es decir, que el 1-camino W] desemboca en un final de
Freudenthal de T'(G) entonces existe un 1-camino W, tal que W, desemboca

en el mismo final de Freudenthal de T'(G) que Wy.
Con lo cual se obtiene el resultado. o
Corolario 1.2.4 Sca n € N. Euiste una biyeccion B, : F(G) — F(T™@G)).

Demostracion: Por induccion en n. Para n = 1 el resultado se tiene por el
Lema 1.2.3. Supuesto probado para n = m, por hipdtesis de induccién se tiene
que existe una biyeccion entre los finales de Freudenthal G y los de L™(G) y, por
el Lema 1.2.3, se tiene una biyeccidn entre los finales de Freudenthal de T™(G) y
los de T+ ((). Componicndo ambas biyecciones se obtiene una biyeccién entre
los finales de I'reudenthal de Gy los de T™!(G). O

Lema 1.2.5 Luiste una biyeccion v : F(G) — F(M(G)).

Demostracion: Sca I' € F(() y W = {2n}nen un l-camino que desemboca
en [, siendo wx, aristas de ¢ para todo n € N. Sea en M(G) el l-camino
W' = {{uz,, us,,, } Jnen. Delinimos v(F) como el final de Freudenthal de M(G)

donde desemboca W',

Es facil comprobar que:
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1. 7 esta bien definida, es decir, que si los 1-caminos Wy y W, desembocan en
el mismo final de Freudenthal de GG entonces W{ y Wj desembocan en el

mismo final de Freudenthal de M (G).

2. v es inyectiva, es decir, que si los 1-caminos W, y W3 no desembocan en el
mismo final de Freudenthal de i entonces W, y W, no desembocan en el

mismo final de Freudenthal de M (G).

3. v es sobreyectiva, es decir, que el 1-camino W/ desemboca en un final de
Freudenthal de M () entonces existe un l-camino Wy tal que W, desem-

boca en el mismo final de I'reudenthal de A (G) que Wj.
Con lo cual se obtiene el resultado. d
Corolario 1.2.6 Sea n € N. Luiste una biyeccion v, : F(G) — F(L™(G)).

Demostracion: Por induccién en n. Para n = 1 el resultado se tiene por el
Lema 1.2.5. Supuesto probado para n = m, por hipdtesis de induccidon se tiene
que existe una biyeccidn entre los finales de Freudenthal G y los de M™(G) y, por
el Lema 1.2.5, se tiene una biyeccién entre los finales de Freudenthal de M™(G) y
los de M™+1(G). Componiendo ambas biyecciones se obtiene una biyeccién entre
los finales de Freudenthal de G vy los de M™ H(G). 7 0

1.3 Grafos eulerianos y hamiltonianos

Usaremos las siguientes definiciones de grafos eulerianos y hamiltonianos, tanto

finito como infinito.

Definicion 1.3.1 Sea G = (V) Aj uu gralo linito, sea I un grafo homeomor{o a

un segmento cerrado v C' un grafo homeomorfo a una circunferencia:

1. Un recorrido abierto en ¢ es un morfismo v : I — G que induce una

inyeccién en las aristas y en los vértices.
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2. Un recorrido cerrado G es un morfismo 3 : C — G que induce una inyeccién
en las aristas y en los vértices.

3. G es un gralo culeriano o culeriano cerrado si existe un morfismo ¢ : €' — G
que induce una biycceion en las aristas.

4. G es un gralo euleriano abierto si existe un morfismo ¢ : I — G que induce
una biyeccion en las aristas.

5. G es un grafo hamiltoniano si existe un recorrido cerrado maximal.

6. G es un grafo sccuencial si existe una ordenacién de las aristas de G tal que

cada arista es incidente con la siguiente y la tltima con la primera.

Definicién 1.3.2 Sean ¢ = (V, A) un grafo infinito, J un grafo homeomorfo a

R, (la semirrecta de los reales positivos) y L un grafo homeomofo a R (la recta

de los reales):

o

G es un grafo l-culeriano si G es un 1-camino de él mismo.
G es un grafo 2-culeriano si G es un 2-camino de él mismo.
G es un grafo 1-hamiltoniano si G tiene un l-recorrido spanning.
G es un gralo 2-hamiltoniano si G tiene un 2-recorrido spanning.

G es un grafo 1-sccuencial si existe una biyeccién f : N — E tal que f(n)
y f{n + 1) son adyacentes para cualquier n € N. Donde N representa
el conjunto de los nimeros naturales, i. e., las aristas de G pueden ser
ordenadas como ay,x,,23... donde z, y Tn41 son adyacentes para todo
nenN.

G es un grafo 2-secuencial si existe una biyeccién f : Z — E tal que f(n)
y f(n + 1) son adyacentes para cualquier n € Z. Donde Z y representa el
conjunto de los nimeros enteros, i. e., las aristas de G pueden ser ordenadas

COmo ..., ¥y, ¢, ¢y ... donde &, y .41 son adyacentes para todo n € Z.



Capitulo 2

Grafos n-eulerianos

En este capitulo damos una primera generalizacién, para grafos finitos e infinitos,
del concepto cldsico de gralo culeriano, es decir, de los grafos finitos culerianos
abiertos y cerrados y de los grafos infinitos 1 y 2-eulerianos, caracterizando este

tipo de grafos.

2.1 Introduccién.

Un grafo euleriano abierto es un grafo finito tal que existe un morfismo biyectivo
en las aristas de un grafo homeomorfo a un segmento cerrado en él y un grafo
euleriano cerrado o simplemente euleriano es un grafo finito tal que existe un
morfismo biyectivo en las aristas de un grafo homeomorfo a una circunferencia
en él. Sin embargo, debido a que los segmentos cerrados y las circunferencias
son compactas y los grafos infinitos no, no existen morfismos biyectivos en las
aristas de segmentos cerrados o circunferencias en grafos infinitos, por lo que para
generalizar los grafos eulerianos a los grafos infinitos no sirve la definicién clasica
para grafos finitos. Las definiciones de grafos eulerianos infinitos mds naturales

son las siguientes de Erdos, Grinwald y Weiszfeld (ver [30, 9, 8] y Capitulo 1):

Definicién 2.1.1 (30, 9, 8] Diremos que un grafo infinito es 1-euleriano si y sélo

si existe un l-camino que contiene todas sus aristas y 2-euleriano si existe un

13
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2-camino infinito que contiene todas sus aristas.

Es decir, un grafo infinito es 1-euleriano si y sélo si existe un morfismo de
una semirrecta en ¢l que induce una biyeccién en las aristas y es 2-euleriano si
y sblo si existe un morfismo de una recta en él que induce una biyeccién en las

aristas.

Erdés, Grinwald y Weiszleld en [9] dan una caracterizacion de los grafos
1 y 2-eulerianos (ver [30]), que utilizando el lenguaje de finales de Freudenthal,

introducido en el Capitulo 1, se puede enunciar de la siguiente manera:

Teorema 2.1.2 [9, 30] Sea G un grafo infinito.

1. G es I-euleriano si y solo si e(G) =1 y G tiene ezactamente un vértice con

valencia impar.

2. G es 2-euleriano si y sdlo st lodos sus vértices tienen valencia par, e(G) <
2 y el complementario de cualquier subgrafo finito cuyos vértices tienen

valencia par tiene exactamente una componente conera infinita.

Veamos un esquema de la demostracién: dado un grafo con un final de
Freudenthal y un vértice suyo de valencia par, se construye el 1-camino que pasa
por todas las aristas de GG a partir del vértice de valencia impar. Dado un grafo
con todos los vértices de valencia par y con un final de Freudenthal, a partir de un
vértice cualquiera se construven dos 1-caminos que entre los dos pasan por todas
las aristas y forman un 2-camino. Dado un grafo con todos los vértices de valencia
par y dos finales de Ireudenthal tal que cualquier subgrafo finito suyo con todos
los vértices de valencia par no separa los dos finales, existe un subgrafo finito
con solo dos vértices de valencia impar tal que su complementario estd formado
por dos grafos 1-eulerianos. Uniendo estos dos 1-caminos con el camino euleriano
abierto del subgrafo finito se obticne el 2-camino. Es facil comprobar que estas
condiciones son necesarias utilizando el Lema del apretén de manos para grafos

finitos.

Esta caracterizacién también puede expresarse de la siguiente forma que

es claramente equivalente:
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Pigura 2.1: Grafo 1-euleriano.

Figura 2.2: Grafo 2-euleriano con 1 final de Freudenthal.

Teorema 2.1.3 [9, 30] Sea (I un grafo infinito.

1. G es I-euleriano si y sélo si e(G) = 1 y G tiene exactamente un vértice con

valencia impar.

2. G es 2-euleriano si y sélo si todos sus vértices tienen valencia par y ademds

se verifice una de estas condiciones:

(a) e(G) = 1.
(b) e(G) =2 y el complementario de cualquier subgrafo finito cuyos vér-
lices tienen valencia par liene exactamente una componente coneza

mfinita.

Algunos ejemplos de grafos 1 ¢ 2-eulerianos son los grafos de las Figu-
ras 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4.

Hay que observar que un grafo no puede ser simultdneamente 1 y 2-
culeriano ya que no puede tener todos los vértices de valencia par y tener exac-

tamente un vértice de valencia impar simultdneamente.

En la literatura también se han definido como grafo euleriano a grafos no

numerables con cardinal X, [32], siendo a un ordinal. En los grafos orientados
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Figura 2.3: Grafo no 2-euleriano con 2 finales de Freudenthal. El subgrafo for-
mado por [y, I v I3 separa los 2 finales y tiene todos los vértices de valencia

par.

Figura 2.4: Grafo 2-euleriano con 2 finales de Freudenthal.

en [28], donde los caminos deben seguir el sentido de las aristas, se definen los 2-
caminos como en los grafos no orientados y se hace una divisién de los 1-caminos
en derechos o izquierdos, dependiendo de que tengan un vértice inicial o final. A
partir de los 1-caminos derechos ¢ izquierdo y de los 2-caminos, se pueden definir

de forma natural los grafos orientados eulerianos infinitos.

Teniendo en cuenta que un grafo infinito 1-euleriano es un grafo en el que
partiendo de un punto podemos construir un l-camino que pase por todas las
aristas del grafo y un grafo infinito 2-culeriano es un grafo en el que partiendo
de un punto podemos construir dos l-caminos pasen por todas las aristas del
grafo, una generalizacién natural de este concepto es, si n € N, los grafos en los
que partiendo de un punto podemnos construir n-caminos que pasen por todas las

aristas. A estos grafos los llamarenios n-eulerianos.

Estos grafos son los grafos G que admiten un morfismo biyectivo en las
aristas del grafo homeomorfo al wedge de un nimero finito de semirrectas en
G. Sin es el nimero de seniirectas entolices a estos grafos los llamaremos n-
eulerianos. Para n = 1 y n = 2 esta definicién coincide con la definicién clasica

de 1 y 2-euleriano.
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A diferencia de lo que pasaba con los grafos 1 y 2-eulerianos, un grafo n-
euleriano puede ser m-euleriano con n # m. Por ejemplo, el grafo de la Figura 2.1,
aparte de ser l-euleriano, es también 3-euleriano y el grafo de la Figura 2.4, aparte
de ser 2-euleriano, es también 4-euleriano y 6-euleriano. Sin embargo, veremos

que si G es m y n-euleriano entonces m y n tienen la misma paridad.

Los grafos n-culerianos, tanto finitos como infinitos, estan intimamente
relacionados con la descomposicién de grafos ya que los grafos n-eulerianos infini-
tos con raiz v son los que se pueden descomponer en n 1-caminos que parten de
vy los grafos n-culerianos finitos con raiz v son los que se pueden descomponer
en n caminos finitos que parten de v. Nash-Williams, ademads de en su tesis doc-
toral [24], trata la descomposicién de grafos en [26] para grafos finitos, en [25] para
grafos no necesariamente numerables o localmente finitos que admitan bucles y
en [27] para gralos que ademds de bucles admitan aristas madltiples. Rothschild
en [31] caracteriza los gralos que pueden descomponerse en un nimero finito de

caminos.

Il concepto de n-culeriano también se puede definir para grafos finitos,
cambiando dnicamente semirrectas por segmentos cerrados. Paran =16 n =2
tenemos la misima familia (ya que la unién de 2 segmentos por un extremo es
un segmento), que coincide con la unién de las familias de los grafos eulerianos

cerrados con los eulerianos abiertos, excepto los grafos Py y Pi.

Una vez dada las deliniciones formales de estos grafos, tanto en el caso
finito como en el infinito, vamos a caracterizarlos utilizando, entre otras, al igual
que Euler, condiciones basadas en la paridad de la valencia de los vértices en el
caso finito y, al igual que Iirdos, Griinwald y Weiszfeld, condiciones basadas en la
paridad de la valencia de los vértices y en el nimero de finales de Freudental en
el caso infinito. Ademds en estas caracterizaciones, Teoremas 2.3.3 y 2.4.8, tanto
en los casos finito e infinito, aparecen condiciones intimamente relacionadas con
una version del Teorema de Menger dada por Halin en [16].

Naturalmente, las caracterizaciones de Euler para grafos finitos y de Erdos,
Grinwald y Weiszleld para gralos infinitos 1y 2-eulerianos coinciden con las de

los Teoremas 2.3.3 y 2.4.3 (ver el Lema 2.4.15).
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Tanto en los casos finitos o infinitos es importante el vértice del que parten
las imégenes mediante el morfismo de las semirrectas en el caso infinito o de los
segmentos en el caso finito, al que llamaremos raiz. Por ejemplo, el grafo de la
Figura 2.1 sélo es 1 6 3-culeriano si la raiz es el vértice de valencia 3; el grafo de
la Figura 2.3 sélo es 4-euleriano si la raiz es un vértice de valencia 4; el grafo de
la Figura 2.4 sélo es 1 6 3-euleriano si la raiz es un vértice de valencia 6. Aunque,
en el caso finito los grafos 1 y 2-eulerianos son los mismos, no ocurre lo mismo si
fijamos la raiz, por ejemplo, el grafo de la Figura 2.6 es 2-euleriano con cualquier

raiz, pero sélo es 1-euleriano si la raiz es uno de los vértices de valencia 3.

2.2 Notacién y preliminares

En este capitulo, se denotara como 14, a un grafo homeomorfo a K, W, denota
un grafo homeomorfo al wedge {formado por n semirrectas unidas en el origen y

comor € K, 6 W, al vértice con valencia n.

Como dijimos antes, usaremos el siguiente resultado de Halin [16], que es
una version para grafos infinitos del Teorema de Menger sobre conectividad de

grafos y separacion de vértices:

Teorema 2.2.1 [16] Sean G un grafo infinito yv € G. Las condiciones siguien-

tes son equivalentes:

1. No existen n — | vértices en (i tales que v esté en una componente finita

del complementario de los n — 1 vértices.

2. Eriste un morfismo ¢ : (W, . 1) — (G,v) que induce una inyeccion entre los

conjuntos de vertices.

Con una demostracion similar se puede obtener el resultado equivalente
para aristas, resultado que no hemos podido encontrar en la literatura, pero que

nos hara falta mas adelante.

Ei
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Teorema 2.2.2 Scan G un grafo infinito y v € G. Las condiciones siguientes

son equivalentes:

1. No existen n — 1 aristas en G tales v esté en una componente finita del

complementario de lus n — 1 aristas.

2. Existe un morfismo 0 : (W,,r) — (G,v) que induce una inyeccion entre los

conjuntos de aristas.

Demostracidn: Sea uy un nuevo vértice que no estd en G y [ la arista {v, uo}.

Sino existen n — 1 aristas en G tales que en su compementario v esté en
una componente finita entonces no existen n — 1 aristas en G U {{} tal que en su
complementario [ esté en una componente finita, ya que si existiesen entonces en

su complementario v estaria en una componente finita.

Consideremos el grafo de linea L(G). En él no existen n — 1 vértices en
L(G U {1}) tales que en su complementario v; esté en una componente finita,
ya que de existir, éstas estarian asociadas a n — 1 aristas en G tales que en su
complementario [ estarfa en una componente finita. Por el Teorema 2.2.1 existe
un morfismo ¢ : (W,,r) — (L(G U {l}),v) que induce una inyeccién entre los
conjuntos de vértices. Vamos ahora a definir una aplicacién 0* : (W,,r) —
(G U {l},v) de la siguiente forma: si w es un vértice de W, distinto de r, u es el
vértice adyacente a w que estd mas proximo a v, d(w) €s vViy, v} ¥ (©) €5 iy}
entonces 0" (w) es v; y 0*(r) es v. La aplicacién 6* induce una inyeccién entre los
conjuntos de aristas, pero no tiene que ser un morfismo, sin embargo se puede
extraer, de manera natural, un morfismo ¢ : (W,,r) — (G, v) que también induce

una inyeccién en las aristas.

Reciprocamente, si existe un morfismo 8 : (W,,r) — (G U {l},v) que
induce una inyeccién entre los conjuntos de aristas entonces vamos a definir un
morfismo ¢ : (W,,,r) — (L(G U {l}),v) de la siguiente forma: si w es un vértice
de W, distinto de r, w es el vértice adyacente a w que estd mas préximo a r, 6(w)
es vy y O(u) es vy entonces @(w) es vy, .,} ¥y #(r) es v. Este morfismo induce una
inyeccién entre los vértices y, por el Teorema 2.2.1, no existen n — 1 vértices en

L(G U {1}) tales que en su complementario v; esté en una componente finita. Por
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tanto no existen n — 1 aristas en G’ U {{} (en particular en G) tales que en su

complementario [ (y por tanto v) quede en una componente finita. o

Veamos ahora la definicién y caracterizacion de los grafos n-eulerianos

finitos y después la de los infinitos.

2.3 Grafos n-eulerianos finitos

Tal y como se ha sefialado en la introduccién de este capitulo, vamos a dar una

generalizacion natural de los grafos eulerianos finitos. Esta es la siguiente:

Definicién 2.3.1 Sea G un grafo finito y v € V(G). Se dice que G es n-euleriano
en v si existe un morfismo ¢ : ([2,,7) — (G,v) que induce una biyeccién sobre

las aristas.

Ejemplo 2.3.2 Segiin la Definicion 2.3.1 la familia de los grafos 1-eulerianos
finitos en cualquier vértice v es la familia formada por la unién de los grafos
eulerianos finitos abiertos y cerrados en los que v tenga al menos valencia 1, es
decir, la familia de los grafos finitos y conexos distintos de Py y P; tales que tienen
a lo surno 2 vértices de valencia impar y en este caso v es uno de ellos, mientras
que la familia de los gralos 2-eulerianos finitos en cualquier vértice v es la familia
formada por la unidn de los grafos culerianos finitos abiertos y cerrados en los
que v tenga al menos valencia 2, es decir, los grafos finitos y conexos distintos
de Poo Pov 7o T spg 2 vdetiees S ealencis impar feles que v no tenga

valencia 1 (ver Figura 2.3).

La caracterizacion de los gralos finitos n-eulerianos es una consecuencia
de una versién para aristas del Teorema de Menger para grafos finitos (ver, por

ejemplo [22, 3]) y del Teorema de Fuler. Iista es la siguiente:
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Py

u v

Figura 2.5: /% es l-euleriano en u pero no en v, mientras que es 2-euleriano en v

pero no en .

Teorema 2.3.3 Un grafo finilo G es n-culeriano en v € V(G) si y solo st G

verifica las siguientes condiciones:

1. ho < 1 < 8(v), siendo hy el mimero de vértices de G con valencia impar

distinlos dc v,

2. No evislen k — | arislas de G que separen v de k vértices de O(G).

Demostracion: Veamos que las condiciones son necesarias. Si 6(v) < n entonces
no existe un morflismo ¢ : (/),,7) — (G,v) que induce una inyeccién sobre las
aristas. Si (i es n-culeriano, teniendo en cuenta que un vértice de valencia impar
de distinto de v es imagen mediante ) de un nimero impar de hojas de E,, se
tiene que hy < G Si G es n-culeriano existen n camino disjuntos por aristas y por

la versién del Teorema de Menger para aristas se cumple la segunda condicion.

Veamos que las condiciones son suficientes. Usando la version para aristas
del Teorema de Menger (ver [22, 5]), la segunda condicién, con k = hg, justifica
la existencia de b caminos disjuntos por aristas 3; (1 < ¢ < k) que conectan v
con cada uno de los vértices de O(() distintos de v. IBs mds, usando de nuevo
la segunda condicidn, existe exactamente un camino acabando en cada vértice de
O(G) distinto de v. inamente, si £ = U{v;1 <1 < o(G)} entonces todos los
vértices de (¢ — P tienen valencia par (v tiene valencia par en G — P ya que, por
el Lema del apretdn de manos. la valencia de v en P es de la misma paridad que
la valencia de v en (), por tanto &/ — P es unidn de ciclos, de donde se sigue

rapidamente que (' cs hg-culeriano y n-culeriano. O

Es posible conseguir un corolario en el que una de las condiciones del

Teorema 2.3.3 se sustituye por otra mas {uerte:
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Lema 2.3.4 Un grafo finito G es n-euleriano en v € V{G) si y sdlo si G verifica

las siguientes condiciones:

1. ho < n < é(v), siendo hy el nimero de vértices de G con valencia impar

distintos de v.

2. No existen k — 2 aristas de G que separen v de k vértices de O(G).

Demostracion: Basta probar, por el Teorema 2.3.3, que no existen k — 2 aristas
de G que separen v de k vértices de O(G) si y sélo si no existen k — 1 aristas de

G que separen v de k vértices de O(G).

Si no existen k — 1 aristas de G que separen v de k vértices de O(G) esta
claro que no existen & — 2 aristas de ¢ que separen v de k vértices de O(QG).
Supongamos ahora por reduccidn al absurdo que existen k — 1 aristas de G que
separen v de k vértices de O((') pero que no existen k—2 aristas de G que separen
v de k vértices de O(G).

Si quitamos k& — | aristas que separen a v de los k vértices de valencia
impar de G y las k — 1 aristas inciden con sélo un vértice de la componente C de

v en el grafo menos las & — 1 aristas, entonces:

1. Si v tiene valencia par entonces:
(a) Si k es par, es decir k£ — 1 es impar, entonces C tendria un nimero
impar de vértices de valencia himpar.
(b) Si k es hinpar, es decir & — 1 es par, entonces el complementario de
C en el gralo ( menos las b — 1 aristas tendria un nimero impar de
Cortieos e T Lt
2. Siw tiene valencia impar entonces:
{(a) 51 & es impar, es decir &£ — 1 es par. entonces C tendria un mimero
mmpar de vértices de valencia impar.
(b) Sik es par, os decir & — 1 es impar, cutonces el complementario de

C en el gralo (¢ menos las & — 1 aristas tendria un nimero impar de

vértices de valencia impar.
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Figura 2.6: Si la raiz es un vértice de valencia 3 entonces el grafo es 1, 2 y 3-
euleriano. Si la raiz es un vértice de valencia 2 entonces el grafo es 2-euleriano.

Si la rafz es un vértice de valencia 6 entonces el grafo es 1, 2, 3, 4 y 5-euleriano.

Figura 2.7: Si la rafz ¢s un vértice de valencia 2 entonces el grafo es 2-euleriano.

Sila raiz es un vértice de valencia 4 entonces el grafo es 1, 2, 3 y 4-euleriano.

En cualquier caso llegamos a contradiccién con el Lema del apretén de manos,
luego eso quiere decir que alguna de las k& — 1 aristas incide con ningin vértice o
con dos vértices de la componente C de v en el grafo menos las k — 1 aristas, por
tanto las restantes k — 2 aristas también separan v de los mismos k vértices de

valencia impar, s

Como dijimos antes, el papel de la raiz es esencial, como ocurre en las
Figuras 2.6 y 2.7, eu las cuales se observa que un grafo puede ser n-euleriano si

se escoge un vértice como raiz y no serlo si se escoge otro.

2.4 Grafos n-eulerianos infinitos

Al igual que con los grafos finitos, tal y como se ha sefialado en la introduccién
de este capitulo, vamos a dar una generalizacién natural de los grafos eulerianos

infinitos.
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Definicién 2.4.1 Sea G un grafo infinito y v € V(G). Se dice que G es n-
euleriano enraizado en v si existe un morfismo ¢ : (W,,r) — (G,v) que induce

una biyeccién sobre las aristas.

Ejemplo 2.4.2 La familia de los grafos 1-eulerianos infinitos obtenidos segin la
Definicién 2.1.1 es la familia de los grafos 1-eulerianos infinitos enraizados en el
vértice de valencia impar obtenidos segiin la Definicién 2.4.1 y la familia de los
grafos 2-eulerianos infinitos obtenidos segin la Definicién 2.1.1 es la familia de
los grafos 2-eulerianos infinitos enraizados en cualquier vértice obtenidos segin
la Definicién 2.4.1. 0

La restriccion de ¢ a cada semirrecta de W, define un 1-camino o rayo y
diremos que un rayo va a un final de Feudenthal si intersecta todos los comple-
mentarios de los compactos del subconjunto del sistema de compactos que define

ese final de Feudenthal.

Notar, que, en general (con la tinica excepcién de n = 2), el papel de la
raiz es esencial. A partir de ahora siempre consideraremos un grafo infinito G

enraizado en v.

Para dar una caracterizacién de los grafos n-eulerianos infinitos vamos a

necesitar los conceptos de peso v densidad:

Definicién 2.4.3 Scau ' un grafo infinito con ¢(G) = m < oo y K un sub-

grafo finito tal que ¢/ — A" tiene exactamente e componentes infinitas, por K(F)

denotamos la compouente infinita de (C — A que deline el final de Feudenthal
l {

F e F(G). Definimos ¢l peso de I € F(G) (denotado w(F')) como

; L St o{iN(f)) es impar

w(Fy=¢

2 IZn otro caso
El peso de & {(denotado por willj) serd la swina de 1os pesos de todos sus finales

de Feudenthal.

Veamos que ¢l peso de un final de Feudenthal esta bien definido, es decir,

que no depende del subgrafo finito i,



24. GRAFOS N-EULERIANOS INFINITOS 25

Lema 2.4.4 Sea G' un grafo infinilo con ¢(G) = m < o0. Si K y K’ son dos
subgrafos finitos tales que G — K y G — K’ tienen exactamente m componentes
infinitas y K(F) y K'(F) son las componentes infinitas de G — K y G — K',
respctivamente, que definen el final de Feudenthal F € F(G) entonces o( K (F))
y o(K'(I)) tienen la misma paridad.

Demostracion: Al ser ¢(G) el cardinal limite inverso del nimero de componentes
infinitas del complementario de un subgrafo finito y ser éste finito, este limite
inverso se alcanza, luego existe K, subgrafo finito de G, tal que G — K tiene m

componentes infinitas.

Si tenemos dos gralos Ky y K3 que estdn en las condiciones del lema
entonces sea N3 el subgrafo de & finito formado por las aristas de K7 o de K.
Si I es un final de TFeudenthal entonces estd claro que K3(F') es un subgrafo
de K1(F") y el nimero de vértices de valencia impar de Ky(F) — K3(F') tiene la
misma paridad que o K1(17))—o((K3)), pero por otro lado K (F)—K3(F') es finito
luego tiene un nimero par de vértices de valencia impar y por tanto o( K31 (F)) y
o(K3(F")) tienen la misma paridad. Andlogamente o(I{y(F')) y o(K3(F')) y tienen
la misma paridad y por tanto o Ny (1")) y o(Ko(F')) también. 0

Ejemplo 2.4.5 Il peso del final de Freudenthal del grafo de la Figura 2.1 es 1, el
peso del final de Ireudenthal del grafo de la Figura 2.2 es 2, el peso de cada final
de Freudenthal del grafo de la Figura 2.3 es 2, el peso de cada final de Freudenthal

del grafo de la Figura 2.4 es 1. =

Definicién 2.4.6 Con la notacion del Lema 2.4.4, llamaremos densidad de F' €
F(G) (denotada d(£7)) al minimo numero de aristas que separan v de todas las
componentes N (["). La densidad de G (denotada d(G)) es también el minimo
nimero de aristas tales que en su complementario v estd en una componente

finita.

Ejemplo 2.4.7 La densidad del final de Freudenthal del grafo de la Figura 2.1 es
3, la densidad del final de I'reudenthal del grafo de la Figura 2.2 es 2, la densidad
de cada final de I'reudenthal del grafo de la Figura 2.3 es 2 y la densidad de cada

final de I'reudenthal del grafo de la Figura 2.4 es 3. .
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Ahora estamos en condiciones de enuciar el teorema que nos proporciona,

la caracterizacion de los grafos n-eulerianos infinitos.

Teorema 2.4.8 Un grafo infinito G ¢s n-culeriano en v € V(G) si y sdlo si G

vertfica las siguienties condiciones:

1. §(v) yn tienen la misma perided y los demds vértices de G tienen valencia

par.
2. w(G) < n < d(G).

3. No hay k — 1 aristas en G que separen v de j finales de Freudenthal
Fy, ... F; con
J
ST w(lF) > k.

=1

Vamos a dividir la demostracién del Teorema 2.4.8 en varios resultados.
Primero veamos que la demostracién de que las condiciones del Teorema 2.4.8

Son necesarias:

Proposicién 2.4.9 Si un grafo (ufinito (i es n-euleriano en v € V(G) entonces

G verifica las siguientes condiciones:

1. §(v) yn ticnen la misma peridad y los demds vértices de G tienen valencia

par.

2. w(G) < n <d(G).

8 No lwy b — 1 aristis o0 O qo i o de § finddes de Freudenthal
Fi,... I con

Denwostracidn: Para ver que 0y v o cenen ia misma paridad basta tener en
cuenta que cada uno de los n l-caminos que induce el morfismo ¢ : (Wy,r) —

(G, v) pasa por un numero impar de aristas incidentes con v.
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El nimero de 1-caminos inducidos por el morfismo que desembocan en
cada final de Ireudenthal es a lo sumo su densidad (en otro caso el morfismo
no induciria una inyeccién de las aristas) y al menos su peso (en otro caso el
morfismo no induciria una sobreyeccién de las aristas) por lo que sumando todos

los finales de Freudenthal obtenemos que w(G) < n < d(G).

Finalmente, si hay k — 1 aristas que separen v de j finales de Freudenthal
entonces en esos finales a lo sumo desembocan k — 1 caminos (en otro caso el
morfismo no inducirfa una inyeccion de las aristas) y al menos tantos como la
suma de los pesos de los j finales (en otro caso el morfismo no induciria una

sobreyeccién de las aristas), luego esta es a lo més k — 1. O

Para demostrar que la condiciones del Teorema 2.4.8 son suficientes vamos

a probar los siguientes lemas:

Lema 2.4.10 Sea &' un grafo que verifica las condiciones del Teorema 2.4.8.

Entonces existe un subgrafo conexo finito K C G tal que:

1. G — K tiene sélo componentes infinitas, todas ellas con eractamente un
final de Freudenthal,

. . . , . s
2. Todas las aristas incidentes con v o con un vértice adyacente con v estdn

en I{.

3. Ewiste un morfismo ¢ : (W,,,r) — (G,v) que induce una inyeccidn entre los
conjuntos de aristas lales que ¢(W,,) — K no tiene componentes finitas. En
otras palabras, cuando uno de los 1-caminos inducidos por el morfismo ¢

sale de K, el I-camino no vuelve a pasar por aristas de K.

Demostracidn: Como ¢(G) < w((/) < n no es dificil encontrar K’ que verifique las
condiciones a) y b). Por el Teorema 2.2.2 existen n 1-caminos infinitos disjuntos
por aristas que empiezan en v. Luego, sélo necesitamos afadir caminos finitos a

K’ hasta obtener ' que verifica todas las condiciones. a

Lema 2.4.11 £l Teorema 2.4.8 es cierto si e(G) = 1, §(v) = d(G) = n.
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Demostracion: Tomemos Ky ¢ : (W,,r) — (G,v) como en el Lema 2.4.10 y sea
Uy el conjunto de vértices que estan en la interseccién de ¢(W,,) con K N(G - K).
Obviamente, K es un subgrafo finito que verifica las hipétesis del Teorema 2.3.3
y también existe un morfismo ¥y : (E,r) — (K,v) que induce una biyeccién
sobre las aristas. Realmente, no es dificil ver que es posible dar una aplicacién
que verifique, ade:ids, que las iméagenes de los vértices de E' con valencia 1 sean

exactamente los vértices de Up.

Sea Gy el gralo obtenido a partir de & — K, al que se ahade un nuevo
vértice v; y que se une con cada vértice de Uy tantas veces como 1-caminos dife-
rentes induce ¢(117.) desde v a ese vértice, de nuevo Gy verifica las hipétesis del
Lema 2.4.10, sean K, y ¢; : (W,,r) — (Gi,v1) el subgrafo finito y la apli-
cacién dados por el Lema 2.4.10 y sea U; el conjunto de vértices que estan
en la interseccidr: de ¢;(1W,) con Ky N (G — I;). Teniendo en cuenta que
K; verifica las hipétesis del Teorema 2.3.3, tenemos que existe un morfismo
P ¢ (En,r) — Np,vp) que induce una biveccién sobre las aristas tales que
las imdgenes de _as hojas de [2, son los vértices de U;. De esta forma, gra-
cias al Lema 2.4.10 b), podemos extender el morfismo g : (E,,7) — (K,v) a
KU((G - K)n k). Si llamamos nuevamente K a K U((G — K) N K;) entonces
este nuevo K verifica las hipdtesis del Teorema 2.3.3 y podemos reiterar este
proceso indeflinidamente. Asi obtenemos un morfismo ¢* : (Wy,r) — (G,v) que

induce una biyeccion sobre las aristas. n

Lema 2.4.12 Scca n y i dos ndmeros naturales con w(G) < m < n < d(G) y

nym con la misa paridad. Si (0 cs n-culcriano entonces es m-culeriano.

Demostracidn: Como consecuencia del Lema del apretén de manos para grafos
finitos, el numerc de rayos que desembocan en un final de Freudenthal deben
tener la misma paridad que su peso. Ahora la demostracidn es directa teniendo
en cuenta que si a "n final de Preudenthal desembocan dos rayos de mas, entonces
podemos unir tres de los rayos que desemboquen en el mismo final de Freudenthal

para obtener un sélo rayo con la misma imagen en G. a

Ahora, probaremos la suficiencia del Teorema 2.4.8:
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Proposicién 2.4.13 Si (' verifica las siguientes condiciones:

1. 6(v) yn tienen la misma paridad y los demds vértices de G tienen valencia

pary
2. w(G) < n < dG),

3. no hay k=1 wistas en ( que separenv de § finales de Freudenthal Fy, ..., F;

con

entonces G es n-culeriano en v € V(G).

Demostracion: Vamos a probar el teorema en el caso n = d(G) y el caso general
serda una consccuencia del Lema 2.4.12. Sean Ky ¢ : (W,,,r) — (G, v) el subgrafo
finito y la aplicacién dados en ¢l Lema 2.4.10 y U = K 0 (G = K). Sabemos que
K es un gralo finito n-euleriano, y asi, si pudiesemos “rellenar” cada final de
Freudenthal de (7 con tantos rayos de los definidos por ¢ : (W,,r) — (G,v) como

su peso, entonces, usando of Lema 2.4.11, conseguiremos nuesto resultado.

Para rellenar™ cada final de Treudenthal, necesitamos que desemboquen
en cada final de Ireudenthal, al menos, tantos rayos como su peso (esto es una
consecuencia de los teoremas ue para l-eulerianos o 2-eulerianos aparecen en el
libro de Ore [30]). Ademas (como dijimos en la demostracién del Lema 2.4.12),
como cousccuencia del Lema del apretdon de manos para grafos finitos, el nimero
de rayos que desembocan en un final de Freudenthal debe de tener la misma
paridad que su peso (desde luego, no es posible tener mas rayos que su densidad).

St ninguno de los rayos delinidos por ¢ @ (W,,r) — (G,v) desemboca en
I" € F(G) (o uno solo, siendo su peso 2), entonces existe otro final de Freudenthal
F' (puede haber mas de uno) donde desembocan mas rayos de los necesarios.
Vamos a modificar (' para crear un “cuello de botella” de la siguiente forma: el
conjunto de vértices serda el mismo que en G pero duplicando los vértices que
estén en 'y en (/ — I\, y las aristas entre dos vértices son las mismas que en G
si ambos vértices estdn en A o en G — Iy entre dos vértices de la copia doble

de U, correspondicnte a algin vértice original, hay tantas aristas como rayos
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diferentes definidos por ¢ : (W,,r) — (G, v) pasan por ese vértice si ese vértice
no esta en la componente correspondiente a Iy afiadimos una arista entre las
dos copias de un vértice de la componente de F de tal modo que sea posible tener
un rayo desde v hasta F' pasando por ese vértice. Por G’ denotaremos ese grafo
que tiene densidad n, de esta forma, tenemos un conjunto de n + 1 aristas tales
que al borrarse dejan a v en una componente finita. Vamos a ver que es posible
horrar una de las aristas (realmente, cualquiera de ellas) correspondiente a F”
y la densidad del grafe continua siendo n. 5i esto no fuese cierto, es decir, si
al borrar una de las aristas que une dos copias de un vértice de F' la densidad
disminuye a n — | entonces llegaimos a contradiccién, ya que, por el Lema del
apreton de manos, la densidad debe de tener la misma paridad que §(v) y como

sabemos que la densidad es, al menos n — 1, necesariamente sera n.

Asi si borramos una de las aristas que une las dos copias de un vértice
correspondiente a /. de nuevo, por el Teorema 2.2.2, existe un morfismo ¢’ :
(W, r) — (G',v) que induce una inyeccién en las aristas. Pero ahora los nuevos
rayos van a todas las aristas de G’ que no estan en G, por lo que podemos encon-
trar un morfismo ¢"” : (W,,r) — (G, v) de manera que desemboquen suficientes

rayos a cada final de Freudenthal.

Como dijimos antes, sélo tenemos que aplicar el Teorema 2.3.3 a K y el
Lema 2.4.11 a cada una de las componentes de G — K para acabar las demostra-

ciones de la proposicion y el Teorcma 2.4.8. .

Como no puede ocurrir simulténcamente por un lado que todos los vértices
de un grafo tengan todos los vértices de valeucia par y por otro lado haya un

exactamente un vértice de valeucia impar tencmos el siguiente corolario:

Corolario 2.4.14 Si un grafo (i «s n-culeriano ym yn tienen distinta paridad

entonces (i no es m-culeriano.

Vamos a comprobar ahora, directamente, que la caracterizacién clasica de
grafos 1 y 2-eulerianos (formulada en el Teorcna 2.2.2) es una consecuencia del

Teorema 2.4.8 cuandon =1 é n = 2:
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Proposicién 2.4.15 1. Son equivalentes:

(a) Existe un vértice v de G tal que:
i. 6(v) es impar y los demds vértices de G tienen valencia par.
i w(G@) <L < dG).

iii. Nohay k—1 aristas en G que separen v de j finales de Freudenthal
Py By con Sl w(Fy) > k.

(b) e(G) = o(C) = 1.
2. Son equivalenles:

(a) Lwiste un vértice v de G lal que:
t. 6(v) es par y los demds vértices de G tienen valencia par.
i, w(G) <n < d(G).
iii. No hay k—1 aristas en G que separen v de j finales de Freudenthal
By, F con Yo w(F) > k.
(b) O(G) =0 y o bien e(G) = 1, o bien e(G) = 2 y el complementario

de cualquier grafo finito con todos los vértices de valencia par tiene
cxaclamente una componente infinita.

Demostracidn:

1. Sl n =1 cntonces:

(a) Sisccuwmplen las 3 condiciones i), i) e 1) entonces sélo hay un vértice
v de valencia impar y usando la condicién #), como 1 < e(G) <
w(G) <1 tenemos que e(G) = 1, luego se cumple la condicién a).

(b) La condicién «) implica las 3 condiciones 1), i) e i):

1. Sélo hay un vértice v de valencia impar y por tanto se verifica la
condicién ).

ii. Al haber un vértice de valencia impar entonces el peso del unico
final de I'reudenthal y el de G es 1. La densidad de G siempre es

mayor que ¢l peso, por tanto se verifica la condicidn ).
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1ii.

2.8 in=2

La condicién ii) se cumple trivialmente debido a que el inico valor
que puede tomar k — 1 es 0, ya que el peso de G y de su final de

Freudenthal es 1.

entonces:

1 final de Freudenthal entonces el peso de G es a lo sumo 2 y el de G

también y si tiene 2 finales de Freudenthal el peso de cada uno debe

ser

1 para que el peso de ¢ sea a lo mds 2. Si hubiese un subgrafo

finito I con todos los vértices de valencia par que separase los 2 finales

de I'reudenthal de G entonces las dos componentes infinitas de G — K

tendrian todos los vértices de valencia par y por tanto cada final de

Freudenthal tendria peso 2, con lo que llegarfamos a contradiccién.

(b) La condicién b) implica las 3 condiciones 1), ii) e ii1):

I

1.

No hay vértices de valencia impar y por tanto se verifica la condi-
cién ).

La densidad es al menos 2, ya que en otro caso existiria una arista
[ tal que la componente de v en G — [ seria finita, pero eso no es
posible ya que la componente de v en G — [ tendria exactamente
un vértice de valencia impar (precisamente el extremo de [ que
estaria en la componente) y llegarfamos a contradiccién con el
Lema del apretén de manos. Si G tiene 1 final de Freudenthal
entonces ¢l peso de (Ces alo sumo 2 y el de G también. Si tiene
2 finales de Ireudenthal v el peso de alguno es 2 entonces, por el
Lema del apretén de manos el peso del otro final de Freudenthal es
también 2 y se puede construir un grafo finito con todos los vértices
de valencia par que separan los dos finales de Freudenthal de G,
Hegando a contradiccion con la condicion 2 del Teorema 2.2.2. Por
tanto se verifica la condicion ). '

Si k=1 la condicidn i) se verifica trivialmente. Si k = 2, como
independientemente de que & tenga 1 6 2 finales de Freudenthal,
por la condicion i) ya probada, ¢l peso de G es 2 y por tanto k es a
lo sumo 2. Siexiste una arista { tal que la componente de v en G—1
es finita entonces ia componente de v en G — [ tiene exactamente

un vértice de valencia impar (precisamente el extremo de [ que
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T2

Figura 2.8: Gralo que no es n-euleriano para ningin n € N.

Figura 2.9: Grafo 2 y 4-euleriano.

estd en la componente) y llegamos a contradiccién con el Lema

del apretén de manos, luego se tiene probada la condicién iii).

Ejemplo 2.4.16 1. El grafo de la Figura 2.8 no es n-euleriano con raiz v
para ningin n-natural ya que tiene cuatro finales de Freudenthal, los cuatro
con peso y densidad 1, y las aristas z; y z, separan los cuatro finales de

Freudenthal, cuya suma de pesos es 4.

2. El grafo de la Figura 2.9 tiene todos los vértices de valencia par, por lo
que si n es impar entonces no es n-euleriano. También tiene un sélo final
de Freudenthal con peso 2 y densidad 4, por lo que sélo puede ser 2 6

4-euleriano y es ficil comprobar que efectivamente lo son si la raiz es v.

3. El grafo de la IMigura 2.10 ticne exactamente un vértice de valencia impar,
por lo que si n es par entonces no es n-euleriano. También tiene dos finales
de Ireudenthal, uno con peso 2 y densidad 4 y el otro con peso 1 y densi-
dad 1, por lo que sélo puede ser 3 6 5-euleriano y es facil comprobar que

efectivamente lo son si la raiz es el vértice de valencia impar.
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Figura 2.10: Grafo 3 y 5-euleriano.



Capitulo 3

Grafos eulerianos y teoremas de

Menger

3.1 Introduccién

Como ya se ha sefialado en el Capitulo 2 cuando se amplia el concepto de grafo
euleriano a grafos infinitos, nos encontramos con una restriccién en el nimero de
finales de Freudenthal, ya que un grafo n-euleriano tiene, a lo sumo, n finales de
Freudenthal.

El objetivo de este capitulo es extender la Definicién 2.4.1 de manera que
no se requieran las anteriores restricciénes sobre el nimero de finales, pero tal que

en los casos anteriores la antigua nocién de grafo euleriano sea un caso particular.

Tal y como veremos a lo largo del capitulo este nuevo concepto de grafo
euleriano infinito esta fuertemente relacionada con los teoremas de separacién de

Menger.

Esta generalizacién de grafo euleriano a grafos infinitos es muy similar
a la dada por Halin [17] para generalizar los grafos 1 y 2-hamiltonianos (ver la
Definicién 1.3.2) de manera que no sélo no se requiere una cota del nimero de

finales de Freudenthal, sino que tampoco se necesita que el grafo sea numerable.

35
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Figura 3.1: lk(v) es Menger pero lk(w) no lo es.

3.2 Teoremas de Menger

En primer lugar, vamos a definir el concepto de conjunto Menger, lo cual nos

permitird simplificar notablemente la notacién en los resultados de este capitulo.

Definicién 3.2.1 Sea G un grafo infinito y A C V(G). Se dice que A es Menger
si no existe un subconjunto M C E(G) con k < |A| elementos tal que hay k + 1

elementos de A en componentes finitas de G — M.
Se pucde reformular [16, Satz 3] de la siguiente forma:

Teorema 3.2.2 Sea G un grafo infinito y v € V(G), entonces existen 6(v) I-
caminos infinitos, disjuntos por aristas, que parten de v si y solo si lk(v) es

Menger.

En la Figura 3.1 tenemos un ejemplo de dos vértices v y w tales que [k(v)

es Menger y (k(w) no lo es.

El Teorema 3.2.2 es trivialmente equivalente a:
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Teorema 3.2.3 Sea G un grafo infinito y A un subconjunto finito de V(G).
Entonces eziste |A| I-caminos infinitos disjuntos por aristas que parten de cada

vértice de A st y sélo si A es Menger.

No es dificil extender el Teorema 3.2.2 a grafos con §(v) = oo, ya que, por
el Lema de Zorn, existe una coleccién maximal de 1-caminos disjuntos por aristas
la cual no puede ser finita, pero esa técnica no es valida si tratamos de extender
el Teorema 3.2.3 a subconjuntos infinitos de V' (G), debido a que si bien, por el
Lema de Zorn, podemos encontrar una cantidad infinita de 1-caminos que parten
de una cantidad infinita de vértices del subconjunto de V(G), estos 1-caminos
no tienen por qué partir de todos los vértices del subconjunto. Sin embargo, es

posible adaptar la demostraciéon de Halin para lograrlo.

Teorema 3.2.4 Sea G un grafo infinito y A C V(G), con A posiblemente in-
finito, entonces existen |A| I-caminos disjuntos por aristas partiendo de cada

vértice de A si y solo si A es Menger.

Demostracion: Sea {H, : n € N} una familia de subgrafos finitos de G que

verifican:

1. H; C }]H—l'

2. UH, = (.

Como una consecuencia del Teorema 3.2.3, existen |A,| 1-caminos disjuntos por
aristas partiendo de cada vértice de A, = AN H,. Sea P, ese conjunto de 1-
caminos y sea P! = P, N H;. Ya que H, es finito, en la sucesién {P}, P}, P},...}
debe haber un elemento repetido infinitas veces; sea P! ese elemento. Del mismo
modo, en la sucesién {P?, P}, P},...} debe haber un elemento repetido infinitas
veces y tal que la interseccién de ese elemento con Hy corresponde con P!; sea P?
ese elemento. Por reiteracion de este proceso, construimos una sucesién creciente
de conjuntos de aristas en G que definen |A| 1-caminos disjuntos por aristas que

parten de cada vértice de A. o
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3.3 Grafos eulerianos

Siguiendo [17], damos estas definiciones:

Definicién 3.3.1 [17] Decimos que un arbol T es un 4rbol puramente infinito

es un l-camino o un arbol infinito sin ningun vértice de valencia 1.

Como ejemplo de un arbol puramente infinito tenemos los dados en las

Figuras 3.2 y 3.3.

En [17] se indica que los 1-caminos y 2-caminos son los tunicos arboles

puramente infinitos 7" con e(T') = 1,2. Podemos ahora dar la siguiente definicién:

Definicién 3.3.2 Un grafo infinito G se dice que es euleriano, si existe un mor-
fismo ¢ : T'— G desde un arbol puramente infinito 7', que induce una biyeccién

sobre las aristas.

Como ejemplo tenemos en la Figura 3.4 un grafo infinito que no es un
I
arbol puramente infinito ya que no es un arbol, pero es euleriano ya que existe

un morfismo entre ¢l v el drbol puramente infinito de la Figura 3.5.

Como dijimos antes, si un grafo es 1-euleriano o 2-euleriano, entonces es
euleriano en el sentido de la Definicién 3.3.2. En la Definicién 2.4.1 se definen los
grafos n-eulerianos, siendo éstos, aquellos grafos que verifican que existe un mor-
fismo ¢ : W — & que induce una biyeccién sobre las aristas, donde W representa
el wedge de n 1-caminos infinitos. Ya que W es siempre un arbol puramente
infinito, se deduce inmediatamenteque los grafos n-eulerianos son también eule-

rianos en el sentido de la Definicién 3.3.2.

Nota 3.3.3 Cabria preguntarse que tipo de grafos infinitos G admiten un mor-
fismo ¢ : I — G, siendo 1" un arbol infinito no necesariamente puramente infinito,
tal que ¢ induce una biyeccién sobre las aristas. Pero es ficil ver que todo grafo

infinito verifica dicha condicién, ya que basta construir un arbol spanning de G



3.3. GRAFOS EULERIANOS

39

Figura 3.2: El wedge de varias semirrectas es un arbol puramente infinito.
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Figura 3.3: Este grafo es un drbol puramente infinito no n-euleriano.

Figura 3.4: Grafo euleriano que no es un arbol puramente infinito.
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Figura 3.5: Existe un morfismo entre este arbol puramente infinito y el grafo de

la figura anterior.

y afadirle en los vértices apropiados tantas aristas como nos hagan falta para

completar G (pero uniendo estas aristas a uno sélo de los vértices originales de

G). o

Para caracterizar los grafos eulerianos, vamos a dar los siguientes resulta-

dos:

Lema 3.3.4 S5i G es un grafo euleriano infinito, G' es otro grafo euleriano in-
finito o un grafo finito con O(G') =0, v € V(G) yv' € V(G') entonces GUy=y G’

es euleriano.

Demostracion: La demostracién es una consecuencia directa de la definicién. Esto
es debido a que si T es el drbol puramente infinito tal que existe un morfismo ¢
entre él y GG, T" es el arbol (puramente infinito en el caso de que G’ sea euleriano
infinito o homeomorfo a un segmento cerrado en el caso de que G’ sea finito con
O(G") = 0) tal que existe un morfismo ¢’ entre él y G, u es un vértice de T
tal que ¢(u) = v y ' es un vértice de T” tal que ¢(u') = v’ entonces se puede
construir de manera natural, a partir de los morfismos ¢ y ¢/, un morfismo entre

el arbol puramente infinito 7' U,—, T" y el grafo G Uy=» G'. o

Proposicién 3.3.5 Si G es un grafo infinito con O(G) = () entonces G es eule-

riano.

Demostracion: Sea v un vértice en G. Denotaremos por E, al subgrafo inducido

por los vértices a una distancia a lo sumo n de v.
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Damos una sucesién de arboles puramente infinitos enraizados v y morfis-

mos {(T1, ¢1), (T2, ¢2),. ..} tal que:

[So

. T; C T; para todo ¢ > j y la distancia desde v a T;, — T5,—1 es, al menos, n.

b

. ¢, induce una biyeccién sobre las aristas de E,.

Lo

. ¢i|T; = ¢; para todo 7 > j.

1. O(G = $u(T,)) = .

(&1

. G — ¢(T},) no tiene componentes finitas.

Si consideramos Ty = ({v},#), vamos a dar el método para construir (Ty4+1, Gn+1)
a partir de (T, ¢n).

Si no hay aristas en E,;; — é.(T,), entonces definimos (Tni1, ny1) =
(T, ¢n). En otro caso, sea {u,w} una arista en E,41 — ¢n(T%) con u € F,.
Como consecuencia del Teorema 3.2.3 y la caracterizaciéon de los grafos eulerianos
finitos, existe un 2-camino P en E,;; — ¢,(T%) que contiene a {u,w} tal que
E,11—(¢.(1,,)UP) no tiene componentes finitas. Luego, aiiadimos dos 1-caminos
al vértice de T, cuya imagen es u y extendemos ¢, al nuevo arbol asi obtenido.

Repetimos el mismo proceso con todas las aristas de F, 1 — ¢,(1,,) para obtener

(Tn+l > ¢n+1 ) O
Usando el Lema 3.3.4 damos un corolario de la Proposicién k3.3.5.

Corolario 3.3.6 Si G es un grafo con un subyrafo euleriano G' tal que O(G —

G') = 0, entonces G es euleriano.

Ahora, vamos a dar una generalizacién de la Definicién 3.2.1 la cual usa-

remos en la caracterizacion de los grafos eulerianos.

Definicién 3.3.7 Sea GG un grafo y A C V(G). A se dice que es i-Menger si no
existe un subconjunto M C E(G) con k < |A| elementos tal que hay k —1 +1

elementos de A en componentes finitas de G — M.
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Figura 3.6: {u,v,w} es 2-Menger pero no es 3-Menger ya que en G — {z,y, 2} el

vértice w queda en una componente finita.
Estd claro que si A es i-Menger y j < 7 entonces A es j-Menger. En
la Figura 3.6 tenemos ejemplos de subconjuntos de los conjuntos de vértices de

grafos que son o no :-Menger.

Ahora, podemos dar la caracterizacién de los grafos eulerianos:

Teorema 3.3.8 Un grafo G es euleriano si y sélo si O(G) es 2-Menger.

Demostracion: Usando la misma técnica que en el Teorema 3.2.4, vamos a cons-
truir un subgrafo euleriano G’ de G tal que O(G — G') = 0, luego por el Coro-

lario 3.3.6 obtenemos nuestro resultado.

Como en la demostracién del Teorema 3.2.4, sea {H, : n € N} una familia

de subgrafos finitos de ' que verifican:

1. H; C Hiy,.
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2. UH, =G.

Como consecuencia del Teorema 3.2.4, existen 1-caminos infinitos disjuntos por
aristas partiendo uno de cada vértice de O(G) y un 2-camino infinito partiendo de
un vérticede v € H,—0O,, donde O, = O(G)NH,. Sea P el subgrafo de G definido
por la unién de estos 1-caminos y el 2-camino; esté claro que O(G—P) = 0. Ahora

vamos a “hacer crecer” P para obtener un subgrafo euleriano G' con P C G'.

Sea P, la unién del 2-camino con los 1-caminos que parten de O,. Como
O(H, — P,) = 0, es posible aplicar [32, Teorema 2.2] para obtener un grafo
euleriano D, tal que P, C D,. Béasicamente, D, se obtiene anadiendo a P,
ciclos o 2-caminos de manera que obtenemos un grafos conexo. Como podemos
seguir afiadiendo 2-caminos o ciclos tan lejos como queramos, es posible aplicar

el Lema 3.3.4 garantizar que D, es euleriano.

Ahora, sea D! = D, N H;. Como en el Teorema 3.2.4, sabemos que en
la sucesién { D}, D}, Di,...} debe haber un elemento repetido infinitas veces; sea
D! ese elemento. Anédlogamente, en la sucesién {D?, DZ, D?,...} debe haber un
elemento repetido infinitas veces y tal que la interseccién de ese elemento con
H; coincide con D'; sea D? ese elemento. Reiterando este proceso, damos una
sucesion creciente D' C D? C ... de subgrafos eulerianos, y asi G' = Upen D™
es trivialmente euleriano. Ahora, sélo nos queda aplicar el Corolario 3.3.6 para

asegurar que (G es euleriano. o

Por ejemplo, el grafo G de la Figura 3.1 no es euleriano ya que O(G) no
es 2-Menger debido a que en G — {a,y} el vértice w, que tiene valencia impar,

queda en una componente infinita.

Para finalizar este capitulo sefalar que como consecuencia del Teore-

ma 3.3.8 y del Lema del Apretén de Manos tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.3.9 Un grafo G es euleriano si y sélo si O(G) es 1-Menger.

Demostracion: Por el Teorema 3.3.8 sélo tenemos que probar que O(G) es 1-

Menger si y sélo si O(G) es 2-Menger.
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Esta claro que si O(G) es 2-Menger entonces O(G) es 1-Menger. Supon-
gamos por reduccién al absurdo que O(G) es 1-Menger pero que no es 2-Menger,
es decir, que existen k vértices de valencia impar en G y k — 1 aristas tales que
en el complementario de las k — 1 aristas los k vértices quedan en componentes

finitas.

Sea C el grafo formado por las componentes finitas de los k vértices en el
grafo complementario de las & — 1 aristas, entonces C tendrd un numero impar
de vértices de valencia impar. Por tanto, llegamos a contradiccién con el Lema
del apretén de manos. Eso quiere decir que las alguna de las k — 1 aristas incide
con ningin vértice o con dos vértices de C'y, por consiguiente, las restantes k — 2
aristas también dejan a los k vértices de valencia impar en componentes infinitas
y O(G) no es 1-Menger. : O



Capitulo 4
Grafos de linea 1 y 2-eulerianos

En este capitulo caracterizamos los grafos infinitos cuyos grafos de linea o grafos

de linea iterados son 1 6 2-eulerianos.

4.1 Introduccién

Los grafos de linea estdn muy relacionados con la trasversalidad, sobre todo
porque el grafo de linea de un grafo finito euleriano es euleriano y hamiltonia-
no (ver el Corolario 1B de [6]), con lo que los grafos de linea relacionan los dos
tipos de grafos transversales, los eulerianos y los hamiltonianos. El reciproco no
es cierto va que, por ejemplo, Ky no es euleriano pero L(Kj4) si lo es (ver la
Figura 4.6). Nos proponemos estudiar a continuacién los grafos de linea y grafos

de linea iterados 1 y 2-eulerianos.

La mayoria de la literatura sobre transversalidad de grafos de linea trata
sobre grafos hamiltonianos, por lo que hablaremos de esta en el Capitulo 8. Sobre
grafos de linea eulerianos conviene sefialar el trabajo [20] de F. Harary y C.
St. J. A. Nash-Williams del que también hablaremos en el capitulo sobre grafos
hamiltonianos, donde se estudia la relacién entre transversalidad y grafos de linea

en el caso finito.

47
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4.2 Grafos de linea eulerianos finitos

Chartrand en [6] enuncié la siguiente la caracterizacién de los grafos finitos cuyos

grafos de linea o grafos de linea iterados son eulerianos:

Lema 4.2.1 Sex G un grafo finito y conexo distinto de P, para todo n € N.

Entonces debe ocurrir exactamente uno de los siqguientes casos:

1. G es euleriano. Esto es equivalente a que todos los vértices de G tengan

valencia par.

2. L(G) es eueriano y G no. Isto es equivalente a que todos los vértices de

G tengan valencia impar.

3. L*(G) es euleviano y L(G) no. Esto es equivalente a que todas las aristas

de G inciden con una cantidad impar de aristas.

4. No existe n € N tal que L"(() es euleriano. Esto es equivalente a que
exista una arista de G incidente con una cantidad par de aristas y otra

incidente con una cantidad tmpar.

Este resultado se deduce mnediatamente del siguiente:

Proposiciéon 4.2.2 Sca G = (V, A} wu grafo finito conexo no homeomorfo a un
segmento cerrado, es decir que no eviste n € N tal que G sea isomorfo a P,.

Entonces:

1. L(G) es euleriano si y solo si ( ¢s culeriano o todos los vértices de G tienen
valencia impar.

2. L™(G) es culeriano, con 1 > 2 si y sélo si L(G) es euleriano o G es un
grafo bipartito (Vy, Va; A) donde Vi y Vi son los conjuntos de los vértices de

valencia par e impar respectivamente.
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Teniendo en cuenta el resultado de Euler y Hierholzer, ver [4], que dice
que un grafo conexo y finito es euleriano si y sélo si todos sus vértices tienen

valencia par, la Proposicién 4.2.2 es una consecuencia de la Proposicion 4.2.3:

Proposicién 4.2.3 Sce G = (V, A) un grafo conezo, finito o infinito, no homeo-
morfo a un segmento cerrado, es decir que no existen € N tal que G sea isomorfo

a P,. Entonces:

1. L(G) tiene todos los virlices de valencia par si y solo si todos los vértices

de (¢ tienen valencia de la misma paridad.

2. L™(@G), conn > 2 tiene todos los vértices de valencia par si y o bien G es un
grafo bipartito (Vy, Vy; A) donde Vi y Vy son los conjuntos de los vértices de
valencia par e impar respectivamente o bien todos los vértices de G tienen

valencia de la misma paridad.
Para demostrar este resultado necesitamos los siguientes lemas:
Lema 4.2.4 Sea GG un grafo conexo. Son equivalentes:

1. Todas las aristas de G inciden con dos vértices con valencia de la misma

paridad.
2. Todos los vértices de G lienen valencia de la misma paridad.

3. Todos los vértices de L(() tienen valencia par.

Demostracion: Lsta claro que las condiciones 1)y 3) son equivalentes, ya que la
valencia de un vértice vy, .,y de L(G) es la suma de las valencias de u; y us en G.
La condicién 2) implica trivialmente la condicién 1). Supongamos ahora que no
se cumple la condicién 2), entonces existe un vértice u de valencia par y otro w de
valencia impar. Al ser (i conexo existe un camino P = {u = vg,v1,...,Vn_1,Vn =
w} que une u con w. Sea vy, con 1 < k < n, el primer vértice de P de valencia
impar, entonces vj_; tiene valencia par y la arista {vg—1, vk}, que esta en Py por
tanto en G, une dos vértices con valencia de distinta paridad. Por consiguiente

no se cumple la condicién 1) y concluimos la demostracion del lema. o
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Figura 4.1: Grafo no conexo tal que todas sus aristas inciden con dos vértices
con valencia de la misma paridad pero que no todos sus vértices tienen valencia

de la misma paridad.

Lema 4.2.5 Sea G = (V, A) un grafo. Son equivalentes:

1. Todas las aristas de G inciden con dos vértices con valencia de distinta

paridad.

2. G es un grafo bipartilo (V. Vy; A), donde Vy y Vy son los conjuntos de los

vértices de valencia par ¢ impar respectivamente.

3. Todos los vértices de L((') licnen valencia impar.

Demostracion: Lsta claro que las condiciones 1) y 3) son equivalentes.

St se cumple la condic’® 21 entonces cada arista de G incide con un
vértice de V] v con otro de V4 que tienen valencia de distinta paridad y se cumple

la condicién 7).

Si se cumple la condicién /)y Hamamos V; y V, a los vértices de valencia
par e impar respectivamente, entouces, como cada arista de G incide con dos
vértices de valencia de distinte parvidad. necesariamente incide con un vértice de

1y otro de V2. Por tanto se cuinple la condicién 2) y concluimos la demostracién
del lema. =

Hay que destacar el graio dei Lema 4.2.5, a diferencia de él del Lema 4.2.4,
no necesita ser conexo. Lin la Figura 4.1 vemos un ejemplo de un grafo no conexo

que cumple la condicion 2) pero si la 1) del Lema 4.2.4.
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Lema 4.2.6 Si L(G) es un grafo bipartito en el que cada arista incide con dos
vértices con valencia de distinta paridad si y sélo si G es Po, P, P, 6 P4 y L(G)
€S PQ, P] 0 P3.

Demostracidn: Si G es uno de estos grafos estd claro que su grafo de linea es
un grafo bipartito en el que cada arista incide con dos vértices con valencia de

distinta paridad.

Sea G tal que L(G) es un grafo bipartito (V/, Vy; A’), donde V{ y V5 son
los conjuntos de los vértices de valencia par e impar un grafo bipartito en el que

cada arista incide con dos vértices con valencia de distinta paridad.

Supongamos que A(G) > 3. Sea v un vértice de G con valencia al menos
3y wy, wy v ws tres vértices adyacentes con v. Como wy, wy y w3 tienen valencia
de la misma paridad (y distinta de la de v) no son adyacentes entre si y por tanto
v, wy, wy y w3 inducen en L(G) un subgrafo isomorfo a K; 3, pero K;3 es uno
de los subgrafos inducidos prohibidos de un grafo de linea (ver [19]). Con lo que

llegamos a contradiccién.

Como A(L(G)) < 2 entonces L(G) es un grafo de uno de estos 4 tipos:

e L(G) es un grafo infinito homeomorfo a una semirrecta cerrada. En este
caso en L(G) hay aristas que unen vértices con valencia de la misma paridad.

Con lo que llegamos a coutradiccién.

2. En este caso las

o L{C) es un eralo o o ulinito. regular de valencia
aristas de L((/) inciden con dos vértices de valencia par. Con lo que llegamos

a contradiccion.
o L{GYes Pyoly v cuvocaso Ges I, P 6 Py

e L(() es un grafo finito homeomorfo a un segmento cerrado. En este caso
existe ¢ € N tal que L{() es isomorfo a P,yy. Para que L(G) sea un
grafo bipartito en ¢l que cada arista incide con dos vértices con valencia de
distinta paridad, necesaviamente ¢ ha de ser 2 ya que si toma otro valor
entonces existen aristas en L(G) que inciden con vértices con valencia de la

misma paridad. Al ser L(G) isomorfo a P3, G es isomorfo a Py.



52 CAPITULO 4. GRAFOS DE LiNEA 1Y 2-EULERIANOS

]

Veamos ahora la demostracién de la Proposicién 4.2.3:

Demostracion: Por el Lema 4.2.4 L(G) tiene todos los vértices de valencia par si

y s6lo si todos los vértices de G tienen valencia de la misma paridad.

La segunda parte de la proposicién la demostraremos por induccién. L?(G)
tiene todos los vértices de valencia par si y sélo si todos los vértices de L(G) tienen
valencia de la misma paridad. Como, por el Lema 4.2.4, todos los vértices de L(G)
tienen valencia par si y sélo si todos los vértices de G tienen valencia de la misma
paridad y, por el Lema 4.2.5 todos los vértices de L(G) tienen valencia impar si y
solamente si G es un grafo bipartito (Vj, V4; A), donde V; y V; son los conjuntos
de los vértices de valencia par e impar, respectivamente, tenemos el resultado
para n = 2.

Supongamos el resultado cierto para n = m — 1, con m > 3. Si G es
un grafo de uno de los dos tipos del enunciado entonces L*(G) tiene todos los

vértices de valencia par y L™(G') también.

Reciprocamente. sea (¢ tal que L™(G) tiene todos los vértices de valencia
par, entonces o bien L™ #((/) es un grafo bipartito (V/, V4; A’), donde V/ y V4 son
los conjuntos de los vértices de valencia par e impar de L(G) respectivamente,
o bien todos los vértices de L™73((7) {ienen valencia de la misma paridad. Pero
por el Lema -L.2.6 -0 7 7007, ue es ol grale o Linea de L™T3(GY, os un grafo
bipartito donde todas las aristas inciden con vértices con valencia de distinta
paridad entonces L7 () es isomorfo a Py v, por tanto, G es isomorfo a Py, 4s.
Pero este es uno de los evalos excluidos por hivotesis, por lo que L™ () tiene
que ser un grafo en ¢l que todos os vértices tieren valencia de la misma paridad.
En este caso L7717 tiene todos los vértices 4o valencia par y podemos aplicar

la hipétesis de induccién para obtener el resultado. » u

Corolario 4.2.7 Sea G un grafo finito. Si G es euleriano entonces L(G) tam-

bién.
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HEP T *

¢ ®

Figura 4.2: K949 es euleriano.
o 2,2

L(Ki3)

Uz,

Figura 4.3: 7’| 5 no es euleriano, pero L{K; 3) si lo es.
1) 3 s 1 3

Demostracidn: Si G es euleriano entonces todos los vértices de G tienen valencia
par y por tanto tienen valcucia de la misma paridad, por consiguiente L(G) es

euleriano. O

Corolario 4.2.8 e Sin ym son parves entonces LP(K,, ) es euleriano para

todo p > 0 (ver Figura 4.2).

o Sin ym son impares cutonces LP(K es euleriano para todo p > 1, pero
! m,n 3

K0 no lo es (ver Figura 4.5).

o Sin ym tienen distinta puridad entonces LP(K,, ) es euleriano para todo

p>2, pero Ky y LUK, ) no lo son (ver Figura 4.4).

Corolario 4.2.9 e Sin es impar entonces LP(K,) es euleriano para todo

p >0 (ver Fiogura 4.5).

e Sin es par entonces LP(K,) es euleriano para todo p > 1, pero K, no lo es
(ver Figura 4.6).
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Figura 4.4: Ni Ny3 ni L(L,3) son eulerianos, pero L*(K,3) silo es.
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K7

Ks

N\

2

I

HESN

He

!

7, Kg y K son eulerianos.

5, K

Figura 4.5: K
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AN

r Ny ‘.a M" >

LN ek
NN

Uys

Uy

Uy,

Figura 4.6: Ny y ¢ no son eulerianos, pero L(Iy) y L(Ks) si lo son.
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V] vy Vi
> e

vy,

Figura 4.7: G es un grafo l-culeriano cuyo grafo de linea no es 1-euleriano.

Nota 4.2.10 Para concluir la caracterizacién de los grafos cuyos grafos de linea
o grafos de linea iterados son eulerianos basta sefialar que si n y m € N entonces
L™(P,) = Puax {0,n—m} ¥ Dor tanto L™(P,) es euleriano si y sélo si n < m ya que

en este caso L™(P,) es isomorfo a Py, el grafo vacio, que si es euleriano. O

4.3 Grafos de linea 1-eulerianos.

En esta seccién vamos a caracterizar los grafos tales que sus grafos de linea son

1-eulerianos.

El resultado de que un grafo de linea de un grafo euleriano es euleriano (ver
el Corolario 4.2.7) no es verdad, en general, para grafos infinitos. Por ejemplo,

sea G el grafo descrito en la Figura 4.7.

La caracterizacién de los grafos de linea 1-eulerianos es la siguiente:
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Teorema 4.3.1 L(G) es I-euleriano si y sélo si G tiene un final de Freudenthal
y un puente | tal que en una componente de G—1 todos los vértices tienen valencia

impar en G y en la otra componente todos los vértices tienen valencia par en G.

Demostracion: Por el Lema 1.2.1 ¢(L(G)) = ¢(G) y asf lo dnico que tenemos que
probar es que L(G) tiene exactamente un vértice con valencia impar si y sélo si G
tiene un puente [ y en una de las componentes de G — [ todos los vértices tienen
valencia impar en G y en la otra componente todos los vértices tienen valencia

par.

Si ! es un puente tal que en una componente de G — [ todos los vértices
tienen valencia par en (G y en la otra componente de G —1 todos los vértices tienen
valencia impar en G entonces v; tiene valencia impar en L(G), ya que procede
de la arista { que incide con dos vértices con valencia de distinta paridad en G
y si vy es un vértice de L(({) distinto de v; entonces procede de una arista = de
G distinta de [, por lo que x estd en una de las dos componentes de G — [ y por
tanto incide con dos vértices de valencia con la misma paridad, luego v, tiene
valencia par en L(G). En este caso al ser v; ¢l tinico vértice de valencia impar en

L(G) tenemos que L(G) es 1-culeriano.

Reciprocamente, si no existe un puente [ tal que en una de las componentes
de G' — I todos los vértices tengan valencia par en Gy en la otra componente
todos los vértices tengan valencia impar en (& entonces se da uno y sélo uno de

los siguientes dos casos:

o Todos los vértices de (0 tienen valencia de la misma paridad. Por el Le-
ma 4.2.4 todos los vértices de L(() tienen valencia par y por tanto L(G)

no es l-euleriano.

o Lxisten dos aristas distintas {; y [ de (7 que inciden con dos vértices de
distinta paridad. IZn este caso vy, v ¢), tienen valencia impar en L(G) y por

tante L(G) no es Touler’ o,

En el Teorema 4.3.1 sole una de las componentes de G — [ es infinita, ya
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que G tiene s6lo un final de Freudenthal, y esta componente es la que tiene todos
los vértices con valencia par en G, ya que en ella hay exdctamente un vértice
de valencia impar, que es el extremo del puente ! que estd en la componente y
como consecuencia del Lema del apretén de manos, esta componente no puede
ser finita. Es mas, esa componente es un grafo 1-euleriano al tener exactamente

un vértice de valencia impar y un final de Ireudenthal.

Ahora podemos también caracterizar los grafos 1-eulerianos cuyos grafos

de linea sean también l-eulerianos.

Lema 4.3.2 Sea G un grafo I-euleriano. Entonces L(G) es 1-euleriano si y solo

s1 el vértice de G con valencia impar tiene valencia 1.

Demostracion: Como G es un grafo l-culeriano entonces tiene sélo un final de
Freudenthal y un vértice de valencia impar u. Por el Lema 1.2.1 L(G) tiene
también un final de I'reudenthal, por lo que L(G) es 1-euleriano si y sélo si L(G)

tiene exactamente un vértice de valencia impar.

Sea vy un vértice de L(G) que procede de una arista ¢ de G. Si z es
una arista no incidenie con u entonces v incide con dos vértices con valencia de
la misma paridad v por tanto v, ticne valencia par en L(G). Si z es una arista
incidente con u entonces a incide con un vértice de valencia par y otro de valencia

s < . - 1 N i R I . !
IO e I RO RIS N FER R N ; Z PR

PO LRty [IRGIRAF R GO S AN . L N Lrere o
esto equivale a que o tlenc valencin | o
O e inng Lot e Moes wwotaaabidn leeuiong, 2l
puente que separa o vértices de valencia par del vértice de valencia 1 es precisa-

mmente la tnica arts o que incide con ol virtice de valencia 1.

Por tanto Li(:} puede ser i-euleriano aunque (' no lo sea. Por ejemplo,

en el grafo descrito o la Figura 4.3,
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Z1 29 Z3
L L —@ .
L < .
Uz Uz,

Figura 4.8: G no es l-culeriano y L(G) si lo es.

4.4 Grafos de linea iterados 1l-eulerianos.

Al igual que hicimos antes.-con los grafos cuyos grafos de linea son 1-eulerianos,
vamos a estudiar a continuacién aquellos grafos cuyos grafos de linea son iterados,
observando que sim > 1 v m < 3 entonces si el m-ésimo grafo de linea iterado de
un grafo es l-euleriano entonces el n-ésimo gralo de linea de ese mismo grafo es

también es l-euleriano, pero no al revés. Ademas veremos que al crecer m € N,

el coriimta de orafos coo onstdimn v D dde Hnen ee Toenlarianng decrece de * !
- P 1 i . L Lt U
\;\jUI‘dif\}ula PRV I U Pl hirgt Suriit T, e

existe mg & \ tal que pora todo e = g el m-ésimo grato de linea de ese graio

no es i-culerianc. Dsto Jilore del caso fnito donde el conjunte de grafos cuos

m-esvaes ooafos de lines 0 T < b a partiv deom = 2.
o e ﬂi!@f‘}”: (\! o T B : . v b Pes g ‘x,al(:,'? P
segundo grafo de lnea tt-rado es T-enleriano

; . . y DNV aTEN ; B sy R ant . . . 7
Teorema 4.4.1 L*(G) s i-cuiciwno se y solo st G tiene un final de Freudeninal

y un punto de corte w dc volencia 2 tal que siuno de los subgrafos de G separados
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por w es un grafo bipartito (Vi, Vs, A'), donde todos los vértices de V; tienen
valencia par en G, todos los vértices de V, tienen valencia impar en G y ademds

todos los vértices del otro subgrafo de G separado por w tienen valencia par en

G.

Demostracion: Por el Corolario 1.2.2 e(L*(G)) = e(G) y por el Teorema 4.3.1
s6lo tenemos que probar que L(G) tiene un puente ! = {v;,v,} tal que en una de
las componentes de L(G) — [ todos los vértices tienen valencia impar en L(G) y
en la otra componentes de de L(G) — [, todos los vértices tienen valencia par en
L(@G), si y sélo si G tiene un punto de corte w de valencia 2 tal que uno de los
subgrafos de (7 separados por w es un grafo bipartito (W1, V2, A’), donde todos los
vértices de V) tienen valencia par en G y todos los vértices de V, tienen valencia
impar en G y ademds todos los vértices del otro subgrafo de G separado por w

tienen valencia par en (. Pero esto se tiene de los siguientes hechos:

1. w es un punto de corte de valencia dos en G si y sélo si [ = {vg,v,} es un

puente en L((), siendo @ e y las aristas incidentes con w en G.

2. Sea Gy uno de los subgrafos de G separados por w. Por el Lema 4.2.4 G, es
un grafo bipartito (14, 15, A’), donde todos los vértices de V; tienen valencia
par en G todos los vértices de V; tienen valencia impar en G si y sélo si
todos los vértices de L(G1), que es una de las componentes de L(G) — I,

tienen valencia impar en L(G).

3. Sea G el otro subgrafo de G separado por w. Por el Lema 4.2.5 G tiene
todos los vértices de valencia de la misma paridad en G si y sélo si todos los
vértices de L((,), que es la otra componente de L(G) — [, tienen valencia
par en L(G). En este caso como todos los vértices de G, tienen valencia de
la misma paridad en (¢ y como w tiene valencia par en G todos los vértices

tienen valencia par en G.

En el Teorema 4.4.1 sélo uno de los subgrafos entre Gy y G2 es infinito y

este subgrafo es G, ya que la componente infinita de L(G) —l es L(G,), que es la
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que tiene todos los vértices de valencia par en L(G) y por tanto tiene exactamente
un vértice de valencia impar en L(Gy), por lo que por el Lema del apretén de

manos para grafos finitos L(G5) es infinito.

Antes de caracterizar los grafos cuyos n-ésimos grafos de linea son 1-
eulerianos, con n > 3, vamos a ver la caracterizacién para que un grafo y su
segundo grafo de linea iterado sean 1l-eulerianos simultaneamente, que coincide
con la de los grafos tales que su grafo de linea y su segundo grafo de linea iterado

sean l-eulerianos simultdneamente.

Lema 4.4.2 Sea G un grafo tal que L*(G) es I-euleriano. Entonces son equiva-
lentes:

1. L(G) es 1-culeriano.

2. G es I-euleriano.

3. El vértice de valencia impar en G tiene valencia 1 y el vértice incidente

incidente con ¢l tiene valencia 2.

Demostracion: Por el Lema 1.2.1 y el Corolario 1.2.2 tenemos que G, L(G)
y L*(G) tienen la misma cantidad de finales de Freudenthal. Como L%(G) es
l-euleriano tiene un final de Freudenthal y G y L(G) también. Usando el Teo-

rema 4.3.1 sdlo tenemos que demostrar que son equivalentes:

1. L(G) tiene exactamente un vértice de valencia impar.
2. G tiene exactamente un vértice de valencia impar.
3. El vértice de valencia impar en & tiene valencia 1 y el vértice incidente

incidente con ¢! tiene valencia 2.

La condicién 3) implica trivialmente la condicién 2) y por el Lema 4.3.2 también

implica la 1).

Si L(G) tiene exactamente un vértice de valencia impar, es decir, es 1-

euleriano, al serlo L*((7) podemos aplicar el Lema 4.3.2 a L(G), por lo que el
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vértice de L(G) de valencia impar tiene valencia 1. Sea u; el vértice de valencia
impar en L(G) y u, el vértice adyacente con él, entonces la arista | = {wy, w2}
incide en G Unicamente con la arista z = {w;,ws} y por tanto Sg(wy) =1y
dc(w2) = 2. Si existiese otro vértice de valencia impar en G entonces se podria
encontrar un vértice de valencia impar en G distinto de w; que es adyacente con
un vértice de valencia par. Pero el vértice asociado en L(G) a la arista que los une
tendria un valencia impar en L(G) y seria distinto de u;, con lo que llegariamos a
contradiccién con que L(G) tiene exactamente un vértice de valencia impar. Por

tanto tenemos probado que la condicién 1) implica la condicién 3).

Supongamos que (¢ tiene exactamente un vértice w; de valencia impar
con valencia mayor que 1, entonces sean w; y w) dos vértices de G distintos
adyacentes con w; y sean wz y wh dos vértices de G adyacentes con w; y wj
respectivamente distintos de w; (w3 podria ser w} 6 wh y wj podria ser wy). En
cualquier caso wy, w), ws y wh son vértices de valencia par en G. Entonces las
aristas | = {w;, w2} y I’ = {w;,w})} son distintas e inciden con dos vértices con
valencia de distinta paridad, mientras que las aristas £ = {wq, w3} y ' = {w), wh}
inciden con vértices con valencia de la misma paridad. Luego v; y vy son dos
vértices de L(G) distintos con valencia impar, que son adyacentes en L(G) con
vy ¥ v respectivamente, los cuales tienen valencia par en L(G). Por tanto las
aristas @« = {v;, vz} y b = {vy, v} de L(G) son distintas e inciden con dos vértices
de distinta paridad. Por consiguiente v, y v son dos vértices de L*(G) distintos
con valencia impar, lo que contradice que L*(G) sea 1-euleriano. Luego el vértice
de G valencia impar tiene valencia 1 y utilizando el Lema 4.3.2 tenemos que L(G)

es l-euleriano. ]

L*(G) puede ser 1-euleriano sin que ni G, ni L(G) lo sean. Para ello es
necesario y suficiente que el vértice de valencia impar en L%(() no tenga valencia

1. Por ejemplo, en el grafo descrito en la Figura 4.9 (ver también Figura 4.10).
Damos ahora el resultado que caracteriza los grafos cuyos n-ésimos grafos

de linea iterados sean 1-eulerianos.

Teorema 4.4.3 L™*(() es I-euleriano, conn > 3 si y sélo si G tiene un final de

Freudenthal y existen wy, con valencia 1 en G y wa,...,Wn-1 Yy Wy, con valencia
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G

Figura 4.9: G es un grafo no 1-euleriano tal que su segundo grafo de linea si lo

N

Uy,

€es.
Ud

Figura 4.10: Segundo grafo de linea del grafo G de la figura anterior.
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2 en G tales que {wy1, w2}, {wa, w3}, ..., {wn-2;Wn-1} ¥ {Wn-1,wn} son aristas

de G y los demds vértices de G tienen valencia par.

Demostracion: Probémoslo por induccién en n.

Para n = 3, por el Corolario 1.2.2 ¢(L3(G)) = ¢(G) y por el Teorema 4.4.1
s6lo tenemos que probar que L(G) tiene un punto de corte v; de valencia 2, tal que
uno de los subgralos de L(G) separados por v; es un grafo bipartito (V4, V2; A’),
donde todos los vértices de V; tienen valencia par en L(G), todos los vértices de
"V, tienen valencia impar en L(G) y ademds todos los vértices del otro subgrafo
de L(G) separado por v; tienen valencia par en L(G), si y sélo si existen w,, con
valencia 1 en G y wy y ws con valencia 2 en G tales que {w;, w2} y {wq, ws} son
aristas de G y los demds vértices de G tienen valencia par. Pero esto se tiene de

los siguientes hechos:

1. v es un punto de corte de valencia dos en L(G) si y s6lo si | = {ws, w3} es

un puente en (¢, con w, y ws vértices de valencia 2 en G.

2. Sea G7 uno de los subgrafos de L(G) separados por v;. G} es un grafo
bipartito (11, V2; A’), donde todos los vértices de V; tienen valencia par en
L(G) y todos los vértices de V, tienen valencia impar en L(G) si y sélo
si G estd formado unicamente por una arista, por ejemplo, {V(w, w,}» i}
Obviamente la condicién es suficiente. Si G} es un grafo bipartito de este
tipo entonces v; estd en V; ya que tiene valencia 2 en L(G) y por tanto
valencia 1 en G}. Sea v{y, w,) €l vértice de G} adyacente con v;. Como
v € V1 se tiene que vy, ,} € V2 y tiene valencia impar en L(G). Si v{w,,up)
no tuviese valencia 1 entonces tendria al menos valencia 3. Sean v, y v,
dos vértices en (7 adyacentes con Vg wz ) distintos de v;. De vy, vg, ¥y v
no puede haber dos adyacentes ya que los tres vértices estan en V;, por lo
que junto con vy, .,} inducen el grafo K3, que es uno de los subgrafos
inducidos prohibidos de un grafo de linea (ver [19]), con lo que llegamos a

contradiccién. Luego iy, u,} tiene valencia 1 y por tanto G7 es la arista

{v{wl Jwa}s vl}'

3. Sea G7 el otro subgrafo de L(G) separado por v, que es L(G — wy). Gj

tiene todos los vértices de valencia par en L(G) si y sélo si todos los vértices
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de G’ — w; tienen valencia de la misma paridad en G. En este caso, como

wy tiene valencia par en G, todos los vértices tienen valencia par en G.

Supongamos ahora el resultado probado para m — 1 y probémoslo para n. Por
el Corolario 1.2.2 ¢(L™(G)) = (@) por lo que sélo tenemos que probar que
existen w;, con valencia 1 en G y wy,...,w,, con valencia 2 en G tales que
{wi,wa}, {wo,ws}, ..., {wm_1,w,} son aristas de G y los demas vértices de G
tienen valencia par si y sélo si existen vy, con valencia 1 en L(G) y vy, ..., v, _,

con valencia 2 en L(G) tales que {v;,, v, }, {vi,, v}, .-, {wi vy,,_, } son aristas

m-—2"?

de L(G) y los demds vértices de L(G) tienen valencia par. Pero esto se tiene de

los siguientes hechos:

1. Existen wy, con valencia 1 en G y w;,...,w, con valencia 2 en GG tales que
{wy,wa}, {w2, w3}, ..., {twm_1,w,}, son aristas de G si y sélo si existen vy,

con valencia 1 en L(G) y wvy,,...,v,,_, con valencia 2 en L(G) tales que

m—1

{vi, v}, {vpvnt, - o {vi,._,,v1,_,} son aristas de L(G). Para ver esto

basta considerar I; = {w;,w;_} parai=1,...,m— 1.

2. Todos los vértices de L((), exceptuando vy, tienen valencia par si y sdlo
si todos los vértices de (i, exceptuando w;, tienen valencia de la misma
paridad en (7, pero en este caso esta paridad es par, ya w, tiene valencia

par.

A partir del Teorema 4.4.3 podemos ver que el conjunto de grafos cuyo

n-ésimo grafo de linea sea l-euleriano decrece al crecer n.

Corolario 4.4.4 Sea G un yrafo tal que L(G), con n > 3, es I-euleriano.
Entonces G, L(G)...., L") son [-eulerianos.

Demostracion: Como L™((7) es l-culeriano, por el Teorema 4.4.3, G tiene un
final de Ireudenthal y existen w;, con valencia l en G y w,...,w, con valencia

2 en G tales que {wy,wy}, {w2,w3},..., {w,_1,w,} son aristas de G y los demds
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Ty ) Tn

wy wa w3 Wy, Wn41

Figura 4.11: Grafo cuyo n-ésimo grafo de linea no es 1-euleriano pero su (n —1)-

ésimo grafo de linea si lo es.

vértices de G tienen valencia par. Por tanto si 3 < m < n, como G tiene un
final de Freudenthal, w; tiene valencia 1 en G, ws,...,wn tienen valencia 2 en
G, {wi, w2}, {wo,ws},..., {wm_1,wn} son aristas de G y los demds vértices de

G tienen valencia par tenemos que G es 1-euleriano.

Ademas, como G tiene un final de Freudenthal y un punto de corte w,
de valencia 2 tal que el grafo formado por la arista {w;,w,}, que es uno de
los subgrafos de G separados por w,, es un grafo bipartito (V; = {w.}, Vo =
{wi}; A = {{wy,w2}}), donde todos los vértices de V; tienen valencia par en G,
todos los vértices de V; tienen valencia impar en G y ademas todos los vértices
del otro subgrafo de G separado por ws, que es G —wy, tienen valencia par en G,

tenemos, por el Teorema 4.4.1, que L?(G) es también 1-euleriano.

Como L*(G) es l-euleriano, w, es el inico vértice de G de valencia impar
Y wz, el unico vértice adyacente con wy, tiene valencia 2, por el Lema 4.4.2, G y
L(G) son 1-eulerianos. .

Sin embargo el reciproco no es cierto, es decir que existen grafos G tal que
G, L(G),...,L"'(G), con n > 3, son 1-eulerianos, pero L™(G) no es 1-euleriano,
para ello es necesario y suficiente que el vértice w, no tenga valencia 2 (ver la
Figura 4.11).

Esta claro que Go = (V,A) con V = {w, : n € N} y A = {{ws, wp41} :
n € N}, el grafo homeomorfo a la semirrecta cerrada R, tiene todos los grafos de
linea iterados 1-eulerianos, ya que estos son todos isomorfos a Go. Para terminar
esta seccion veamos que Gg y los grafos isomorfos a él (en este caso es equivalente
isomorfo a homeomorfo) son los dnicos grafos tales que todos sus grafos de linea

iterados son l-eulerianos.
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Corolario 4.4.5 Sea G un grafo no homeomorfo a la semirrecta Ry, entonces

existe ng € N tal que para todo n > ng, L*(G) no sea 1-euleriano.

Demostracion: Supongamos que (¢ tiene exactamente un vértice w; de valencia
impar y que este tiene valencia 1, ya que en otro caso L*(G) no seria 1-euleriano.
Como G es infinito y conexo existe un 1-camino P = {w, : n € N} que empieza
en w;. Al ser G no homeomorfo (o isomorfo) a Gy, existe un vértice v de G

distinto de w, para todo n € N que es adyacente con w,, para algun ng € V.

no no puede ser 1 ya que entonces wy, al ser adyacente con ws y u, tendria
valencia al menos 2. Si ng no es 1, al ser wy,, adyacente con wny—1, Wng41 ¥ U,
tendria al menos valencia 3 (de hecho tendria al menos valencia 4, al ser par) y
por tanto L™(() no serfa l-euleriano. Utilizando el Corolario 4.4.4 esta claro

que si n > ng entonces L™(() tampoco es 1-euleriano. a

4.5 Grafos de linea 2-eulerianos con 1 final

En esta seccion y en la siguiente vamos a caracterizar los grafos cuyos grafos de
linea son 2-eulerianos al igual que hemos hecho con los grafos cuyos grafos de

linea sean l-eulerianos.

Como el Teorema 2.1.3 senala que los grafos 2-eulerianos sélo pueden tener
1 6 2 finales de Freudenthal y el Leia 1.2.1 nos dice que un grafo tiene el mismo
numero de finales de Freudenthal que su grafo de liuea, entonces los grafos cuyos
grafos de linea sean 2-eulerianos tienen 1 6 2 finales de Freudenthal. Ademas,
el Corolario 1.2.2 nos dice que un grafo tiene el mismo nimero de finales de
Freudenthal que sus grafos de linea iterados, por lo que los grafos cuyos grafos de

linea iterados sean 2-eulerianos tienen 1 6 2 finales de Freudenthal.

Dado que la caracterizacion de los gralos 2-eulerianos dada por el Teo-
rema 2.1.3 distingue cuando el gralo tiene 1 6 2 finales de Freudenthal, sepa-
raremos el estudio de los grafos Z-culerianos eu estos dos casos. Primero con-
sideraremos cuando el grafo tiene | {inal de Freudenthal y luego cuando tiene 2

finales de Freudenthal.
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Teorema 4.5.1 Sea G un grafo un final de Freudenthal, entonces L(G) es 2-eu-

leriano si y solo si todos los vértices de G tienen valencia con la misma paridad.

Demostracion: Por el Lema 4.2.4 G tiene todos los vértices con valencia de la
misma paridad si y sélo si L{G) tiene todos los vértices de valencia par. Como, por
el Lema 1.2.1, L(G) tiene 1 final de Freudenthal, entonces, por el Teorema 2.1.3,
L(G) tiene todos los vértices de valencia par si y sélo si L(G) es 2-euleriano. Con

lo cual se obtiene el resultado. o

Como un corolario del Teorema 4.5.1 podemos dar una condicidn suficiente
para que todos los grafos de linea iterados un grafo con un final de Freudenthal

sean 2-eulerianos.

Corolario 4.5.2 Sea G un grafo con un final de Freudenthal, entonces si G es

2-euleriano entonces L™(() es 2-euleriano para todon € N.

Demostracion: Si G es 2-euleriano entonces por el Teorema 2.1.3 G tiene todos
los vértices de valencia par y por el Teorema 4.5.1 L(G) es 2-euleriano. Ademas
por el Lema 1.2.1 L(G) tiene un final de Freudenthal. Repitiendo el proceso con
L(G), L} G),..., L"(G),... se obtiene el resultado. o

Si G tiene un final de Freudenthal y L(G) es 2-euleriano, entonces G no
tiene por que ser 2-euleriano. Esto ocurre si y sélo si todos los vértices de G

tienen valencia impar (ver la Figura 4.12).

4.6 Grafos de linea 2-eulerianos con 2 finales

Ahora, vamos a caracterizar los grafos que tienen dos finales de Freudenthal y que
sus grafos de linea son 2-eulerianos, al igual que hicimos en la seccién anterior con
los grafos con un final de Freudenthal. Para obtener esta caracterizacién daremos

la siguiente definicién:
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Figura 4.12: Grafo no 2-euleriano cuyo grafo de linea es 2-euleriano.

Definicién 4.6.1 Sea G un grafo con 2 finales de Freudenthal y sea H un sub-
grafo finito de G. Decimos que H 1-separa G si G — H tiene dos componentes

infinitas y que H 2-separa (i si L(G) — L(H) tiene dos componentes infinitas.

Veamos que es mads restrictiva la condiciéon de que un grafo 2-separe que

la condicién de que 1-separe:

Lema 4.6.2 Si H es un subgrafo de G que 2-separa G entonces también I-separa

G.

Demostracion: Si H no l-separa G v P = {@,}nez s un camino en G — H que
une los dos finales de Ireudenthal de (¢ entonces P’ = {v;, }nez €s un camino en
L(G) — L(H) que uue los dos finales de Freudenthal de L(G), por tanto L(G) —

L(H) tiene solamente una compouente infinita y I/ no 2-separa G. O

Entonces el Teorema 2.1.3, para el caso de grafos con 2 finales 2-eulerianos
. g

se puede reformular de la siguiente forma:

Teorema 4.6.3 Sca G wun grafo con dos finales de Freudenthal, entonces G es
2-euleriano si y sdlo st no existe un subgrafo H de G con todos los vértices de

valencia par que I-separe G.
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El siguiente resultado nos da una caracterizacién de los subgrafos que

2-separan G.

Lema 4.6.4 Sea G un grafo con dos finales de Freudenthal y sea H un subgrafo
finito. Entonces H 2-separa G si y sdlo si H contiene un conjunto de vértices C
que separan G en dos componentes infinitas y todas las aristas incidentes con un

vértice de C estin en H.

Demostracion: Sean Vi y V; los dos conjuntos de vértices de cada una de las
componentes infinitas de G — H. Como H 2-separa G, es ficil de comprobar que
todos los caminos de un vértice de V; a uno de V5 contiene dos aristas consecutivas
de H, en otro caso se podria encontrar un camino en L(G)— L(H) que une las dos
componentes infinitas, con lo que llergariamos contradiccién. Sea C, entonces, el
mayor conjunto de vértices de H tales que todas las aristas de G incidentes con
uno de ellos estan en H. Estd claro que C separa G y por tanto la condicién es

necesaria.

La condicidn es suficiente. Obviamente, si H’ es el subgrafo de H inducido
por la unién de los vértices de C' con sus vértices adyacentes, es facil comprobar

que H' 2-separa G y por tanto H también. a

Para que L(G) sea 2-euleriano, por el Teorema 2.1.3, todos los vértices
de L(G) tienen valencia par y, por el Lema 4.2.4, todos los vértices de G tienen
valencia de la misma paridad. En el siguiente resultado demostramos que esa

paridad tiene que ser par:

Lema 4.6.5 St L(G) ¢s 2-culcriano con dos finales de Freudenthal, entonces

todos los vértices de G tienen valencia par.

Demostracion: Como todos los vértices de GG tienen la misma paridad, lo dnico
que tenemos que comprobar es que alguno de los vértices tiene valencia par. Para
probar esto, podemos suponer, por reduccién al absurdo, que todos los vértices
tienen valencia impar. Sea C un conjunto finito de vértices que separan los dos
finales de Freudenthal de G y sea H el subgrafo de G formado por todas las aristas
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incidentes con algun vértice de C. Por el Lema 4.6.4, H 2-separa G. Entonces

definimos los siguintes subconjuntos de vértices de G

1. C; es el conjunto de vértices que no estan en C y son incidentes con una

numero par de aristas de H.

2. Cy es el conjunto de vértices que no estan en C y son incidentes con un

numero impar de aristas de f.

3. Cs es el conjunto de vértices que no son incidentes con aristas de H.

Tenemos que probar que podemos cambiar H para que hacer C; vacio. Luego,
sea vo un vértice de Cy, como vy incide con un nimero par de aristas de H y
tiene valencia impar en G, vg debe ser incidente a una arista {vg,v1} que no esta
en H; si v estd en C; o en Cj, entonces afiadimos la arista {vg,v1} a H. Si v
estd en ('3, como tiene valencia impar en G y es incidente a un nimero impar de
aristas de (&, v; debe ser incidente a una arista {v;,v;} que no estd en H, con
vy # vg, y repitiendo el proceso una cantidad finita de veces, ya que al ser H
finito €3 lo es, encontramos vy, ..., v,, € Ca y vmy1 € C;UC3, entonces afadimos
{vo,v1}, .., {vm, vme1} a H. Al hacer esto, el nuevo Cy es mds pequeiio que el
anterior y como es finito, al serlo I, al repetir este proceso un nimero finito de
veces construimos un subgrafo finito H que 2-secpara GG y tiene todos sus vértices
con valencia impar en H tal que 2-separa G, luego L(H) tiene todos los vértices
de valencia par en L(H) y separa los dos finales de I'reudenthal de L(G), con lo

cual llegamos a contradiccién con el Teorema 2.1.3. U

Sin embargo el hecho de que todos los vértices de G tengan valencia par

no implica que L((/} sca 2-culeriano (ver Figura 4.13).

De hecho, vamos a probar en el siguiente resultado que si L(G) es 2-
euleriano entonces no sélo (¢ tiene todos los vértices de valencia par, sino que G

también es 2-euleriano.

Proposiciéon 4.6.6 Si L(G) es 2-euleriano con dos finales de Freudenthal en-

tonces G es 2-euleriano.
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G
T Y1 T2 Y2
z1 22
L(G) Uz, Uy Vzy Uy,
Vg, Uz,

Figura 4.13: G tiene todos los vértices de valencia par, pero el subgrafo finito H
de L(G) inducido por los vértices vy, vz,, vy, Vy,, Vs ¥ Uz, separa los 2 finales de
Freudenthal de L(G) y tiene todos los vértices de valencia par en H, por lo que

L({G) no es 2-euleriano.

Demostracion: Si L(G) es 2-euleriano con dos finales de Freudenthal entonces,
por el Lema 4.6.5, todos los vértices de G tienen valencia par y, por el Lema 1.2.1,
G tiene dos finales de Freudenthal, por lo que si G no fuese 2-euleriano, por el
Teorema 2.1.3, existiria un subgrafo finito H con todos sus vértices de valencia
par en H que l-separaria G, entonces vamos a probar que existe un subgrafo de
G finito H' que 2-separa G y que todos sus vértices tienen valencia par en H'.

En tal caso, L(G) no puede ser 2-culeriano.

Sean G, y G4 los vértices de las los componentes infinitas de G — H.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que G — H no tiene componentes
finitas, ya que si las tuviese entonces serian un nimero finito y todos sus vértices
de valencia par, por lo que lo podriamos afiadirlas a H. Por el Lema 4.6.4, si
H no 2-separa (, entonces existen dos vértices adyacentes a; € Gy y a2 € Go.
Vamos a probar que podemos anadir todas las aristas incidentes con a; a H y por
tanto a; dejara de estar en Gy. Como «y tiene valencia par en H y en G, también
tiene valencia par en G1 y como tiene tnicamente un final de Freudenthal, existe
un ciclo C en G que contiene a a;. Entonces afiadimos C a H e iterando el
proceso se construye H' que contiene todas las aristas incidentes con ¢y a H y

conserva la propiedad de que todos sus vértices tienen valencia par en H'. ]

Ma4s adelante veremos que también es suficiente que G sea 2-euleriano para

que L(G) lo sea. Para ello necesitamos antes el siguiente resultado:
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Lema 4.6.7 Sea G con dos finales de Freudenthal y con todos los vértices de
valencia par, si H' C L(G) separa a L(G) y todos sus vértices tienen valencia par
en H', entonces existe H que 2-separa G con a lo sumo dos vértices de valencia
impar de manera que H' C L(H). Mds ain, si H tiene dos vértices de valencia

impar entonces estan uno en cada una de las dos componentes infinitas de G—H.

Demostracion: Sea I, el subgrafo de GG formado por todas las aristas asociadas
a vértices de ' y todas las componentes finitas de su complementario, entonces
todos los vértices con valencia impar en Hy estan en alguna componente infinita de
G — Hp. Es facil de comprobar que se puede aumentar Hy (afiadiéndole caminos
de su complementario y las componentes finitas que pudieran formarse) hasta
obtener Hy con a lo sumo un vértice de valencia impar en cada componente de
G — Hy, ya que si hubiese dos vértices de valencia impar en la misma componente
de G — Hy anadiriamos a Hy un camino entre ellos en G — Hg, con lo que estos
vértices tendrian valencia par en el nuevo Hy. Sea H el nuevo Hg, como el primer
Hy verificaba que su grafo de linca contenia a I’ y H contiene al primer Hy,
entonces H' C L(II). a

Y ahora estamos en condiciones de probar la caracterizacién de los grafos

con dos finales de Freudenthal cuyo grafo de linea es 2-euleriano:

Teorema 4.6.8 Sca G un grafo con dos finales de Freudenthal, entonces L(G)

es Z-euleriano si y sélo si G es 2-euleriano.

Demostracion: Por la Proposicién 4.6.6 sabemos que si L(G) es 2-euleriano con
dos finales de I'reudenthal entonces G también. Ahora, si G es 2-euleriano con
dos finales de Ireudenthal entonces, por el Lema 1.2.1, L(G) tiene dos finales de
Freudenthal y, por el Lema 4.6.5, todos sus vértices tienen valencia par. Luego,
por el Teorema 2.1.3, basta probar que no existe H’, subgrafo finito de L(G),
con todos los vértices de valencia par tal que L(G) — H' tenga dos componentes
infinitas. Si tal subgrafo existe, sca Il ¢l subgrafo de G dado por el Lema 4.6.7
(que no puede tener todos los vértices de valencia par ya que como 2-separa G,
en particular l-separa G, por el Teorema 2.1.3, G no seria 2-euleriano) y sean u

y v los dos vértices de H de valencia impar que estdan en componentes infinitas
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distintas de G — H. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que u y v tienen
valencia 1 en H (en otro caso podemos afiadir nuevas aristas a H y que los nuevos
vértices de valencia impar sean los extremos de esas nuevas aristas). Luego existe
exactamente una arista en H que tiene a u como extremo y otra que tiene a v;
sean l; y I estas aristas. Claramente en L(H) los tnicos vértices con valencia
impar son vy, y v, (los vértices correspondientes a I; y l3). Hay un camino en
L(H) desde v;, hasta v, que no pasa por ninguna arista de H’, ya que como
L(H) — H' sélo tiene dos vértices de valencia impar, por el Lema del apretén de
manos, estos estan en la misma componente de L(H) — H' y por tanto existe un
camino entre ellos en L(H) — H'. Pero éste es un camino en L(G) — H’' que une

sus dos componentes infinitas, con lo que llegamos a contradiccién. 0

4.7 Grafos de linea iterados 2-eulerianos

Como vimos antes, los grafos cuyos grafos de linea iterados son 2-eulerianos tienen
1 6 2 finales de Freudenthal. Para caracterizar estos grafos al igual que hicimos
con los grafos cuyo grafo de linea es 2-euleriano, vamos a estudiar primero el caso

en que los grafos tengan un final de Freudenthal y luego el caso en que tenga dos.

La caracterizacion de los grafos con un final de Freudenthal cuyos grafos

de linea iterados son 2-eulerianos es la siguiente:

Teorema 4.7.1 Sea G un grafo con un final de Freudenthal, entonces L™(G), con
n 2> 2, es 2-euleriano si y sélo si o bien G tiene todos los vértices con valencia
de la misma paridad o bien G es un grafo bipartito (Vy, Va; A), donde todos los

vértices de Vi tienen valencia par, todos los vértices de Vy tienen valencia impar.

Demostracion: Probémoslo por inducién en n. Para n = 2, por el Teorema 4.5.1
L*(G), es 2-euleriano si y sélo si en L(G) todos los vértices tienen valencia de
la misma paridad. Ademads, por el Lema 4.2.4, L(G) tiene todos los vértices de
valencia par, es decir es 2-euleriano, si y sélo si todos los vértices de G tienen
valencia de la misma paridad, mientras que, por el Lema 4.2.5, todos los vértices
de L(G) tienen valencia impar si y sélo si G es el grafo bipartito descrito en el

enunciado. Con esto concluye la demostracién del caso n = 2.
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Supuesto probado el resultado para n = m — 1, con m > 3, veamoslo para
n =m. L™(G) es 2-euleriano si y sélo si o bien L™ %(G) tiene todos los vértices
con valencia de la misma paridad o bien L™~%(() es un grafo bipartito (V4, V2; 4),
donde todos los vértices de V; tienen valencia par, todos los vértices de V; tienen

valencia impar.

Si L™ %(G) es un grafo bipartito de ese tipo entonces no puede haber
ningin vértice de G con valencia mayor o igual que 3 debido a que en este caso
el subgrafo inducido por este vértice v por 3 de los adyacentes es el K, 3, ya que
estos tres ultimos vértices estan los tres en V} o los tres en V5 y por tanto no son
adyacentes entre ellos. Como el K 3 es uno de los subgrafos inducidos prohibidos
en un grafo de linea, ver [19], y como L™~%((/) es un grafo de linea al ser m > 3,
llegamos a contradiccion. Pero el dnico grafo bipartito conexo de ese tipo cuyos
vértices tengan a lo sumo valencia 2 es el Iy 3. con lo que llegariamos nuevamente
a contradiccién ya que L((G) es un grafo infinito y por consiguiente probamos el

resultado para n = m. ]

Si G tiene un final de Freudenthal y L?(G) es 2-euleriano entonces L(G)

no tiene por que ser 2-euleriano (ver figura 4.14).

La caracterizacién de los grafos con dos finales de Freudenthal cuyos grafos

de linea iterados son 2-eulerianos es un corolario inmediato del Teorema 4.6.8:

Teorema 4.7.2 Sean G un grafo con dos finales de Freudenthal y n € N, en-

tonces L™ (() es 2-culeriano si y solo si G es 2-euleriano.

Demostracion: Aplicando el Teorema 4.6.8 ul grafo G se obtiene que L(G) es
2-euleriano si v sélo si G lo es. Suponiendo por hipétesis de induccion que L™(G)
es 2-euleriano si v sélo si G lo es, coro, por ¢l Teorema 4.6.8 aplicado a L™(G),
L™ G) es 2-eul

euleriano si y sélo si ¢ lo es. con lo que termina la demostraciéon del teorema.
0

eriano siy sélo si L5(G) 1o es. se obtiene que L™(G) es 2-
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Figura 4.14: L(G) no es 2-euleriano pero L?(G) si lo es.



Capitulo 5

Grafos totales 1 y 2-eulerianos

En este capitulo caracterizamos los grafos infinitos cuyos grafos totales o grafos
totales iterados son 1 6 2-eulerianos, coincidiendo la caracterizacién de los grafos
totales 1 6 2-eulerianos, al igual que en caso finito, con la de los grafos de linea 1

6 2-eulerianos, respectivamente.

5.1 Introduccion

Los grafos de totales, al igual que los grafos de linea, estan muy relacionados con
la transversalidad, sobre todo porque el grafo total de un grafo finito euleriano es

euleriano (ver Proposicién 5.1.1) y hamiltoniano (ver Corolario 6.2.7).

En la literatura, al igual que sobre grafos de linea eulerianos, no hemos
encontrado trabajos sobre grafos totales eulerianos. Sin embargo los grafos totales
hamiltonianos si han sido tratados en algunos trabajos. Por ejemplo, M. M.
Matthews y D. P. Sumner prueban en [23] que el grafo total de un grafo finito
y conexo que no tiene a K;3 como subgrafo inducido es hamiltoniano. Oftros
trabajos sobre grafos totales hamiltonianos son [7] de N. V. Deshpande y V. S.
Ranadive y {13] de H. Fleischner y A. M. Hobbs.

Es facil comprobar que la caracterizacién de los grafos finitos cuyos grafos

79
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totales y grafos totales iterados son eulerianos es la siguiente:

Proposicién 5.1.1 Sea G un grafo finito, entonces T"(G) es euleriano, con n >

1, st y solo si todos los vértices de G tienen valencia de la misma paridad.

Teniendo en cuenta el resultado de Euler y Hierholzer, ver [4], que dice
que un grafo conexo y finito es euleriano si y sélo si todos sus vértices tienen
valencia par, se deduce que la Proposicién 5.1.1 es una consecuencia de la Pro-

posiciéon 5.1.2:

Proposicién 5.1.2 Sea G un grafo finito o infinito, entonces T™(G) tiene todos
los vértices de valencia par, con n > 1 si y sdlo si todos los vértices de G tienen

valencia de la misma paridad.
Para demostrar este resultado necesitamos el siguiente lemas:

Lema 5.1.3 Sea G un grafo. Son equivalentes:

1. Todas las aristas de G inciden con dos vértices con valencia de la misma

paridad.
2. Todos los vértices de G tienen valencia de la misma paridad.

3. Todos los vértices de T'(G) tienen valencia par.

Demostracion: Las condiciones 1) e 2) son equivalentes por el Lema 4.2.4.

Si se cumplen las condiciones /) y 2) entonces sean w, y w, dos vértices
que provienen de un vértice v y una arista x = {vy,v:} de G respectivamente.
Como ér(gy(wy) = 266(v), é1(cy(ws) = bg(v1) + 6a(v2) ¥ éc(v1) ¥ 8a(v2) tienen
la misma paridad, se tiene que 7(¢)(w,) ¥ dr(c)(w,) son pares y se cumple la

condicidén 3.

Si se cumple la condicién ) entonces sea @ = {v;,vy} una arista de G.
Como 67(g)(vz) = 8G(v1) + 6c(v2) ¥y 61(c)(vs) es par, se tiene que dg(v1) y 8c(v2)
tienen la misma paridad y se cumple la condicién 1. a
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Veamos ahora la demostracién de la Proposicién 5.1.2:

Demostracién: Si G es el grafo vacio entonces el resultado es trivial. Supongamos
que G 1o es vacio y probemos el resultado por induccién. Por el Lema 5.1.3 T(G)
tiene todos los vértices de valencia par si y s6lo si todos los vértices de G' tienen
valencia de la misma paridad. Supuesto probado el resultado para n — 1, con
n < 2, veamoslo para n. Por hipétesis de induccién T™(G) = T~ 1(T(G)) tiene
todos los vértices de valencia par si y sélo si T(G) tiene todos los vértices de
valencia con la misma paridad. En este caso, sea v un vértice de G. Como
é1(c)(wy) = 26¢(v) se tiene que 67(g)(w,) es par y por tanto la paridad comin de
las valencias de todos los vértices de T(G) es par. Luego T"(G) tiene todos los
vértices de valencia par si y sélo si T(G) tiene todos los vértices de valencia par
y, por el Lema 5.1.3, esto equivale a que todos los vértices de G tienen valencia
de la misma paridad, con lo que probamos el resultado para n y concluimos la

demostracion de la proposicién. O

A partir de este resultado son inmediatos los siguientes resultados:

Corolario 5.1.4 Sea G un grafo finito, entonces T(G) es euleriano si y sélo st
L(G) es euleriano.

Demostracidn: Por la Proposicién 5.1.1 T(G) es euleriano si y sélo si todos los
vértices de G tienen valencia de la misma paridad y, por la Proposicién 4.2.2,

esto equivale a que L(() sea euleriano. o

Corolario 5.1.5 T?(K, ) es euleriano si y sélo si n y m tienen la misma pari-
dad, para todo p € N (ver las Figuras 5.1 y 5.2).

Demostracion: n vértices tienen en K, ,, valencia m y m vértices tienen en K,
valencia n, por tanto todos los vértices de K, tienen valencia de la misma
paridad si y sélo si n y m tienen la misma paridad. Como, por la Proposicion 5.1.1,
T?(K,m) es euleriano si y sélo si todos los vértices de K, m tienen valencia de la

misma paridad, se obtiene el resultado. o
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Figura 5.1 T'(Ky4) v 1Ny 3) son eulerianos.
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Figura 5.20 NI TN ) ni 7 *(/y2) son eulerianos.
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Corolario 5.1.6 7" (K,) es culeriano para todo n.m € N (ver Figura 5.3).

Demostracion: Los n vértices de IV, ticuen valencia n — L, por tanto todos los
vértices de I\, tienen valencia de la misma paridad. Como por la Proposicion 5.1.1
T(K,) es euleriano si y sélo si todos los vértices de K, ,, tienen valencia de la

misma paridad, se obtiene el resultado. .
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vy

G

V2

U3

T(G)

Figura 5.4: G es un grafo 1-euleriano cuyo grafo total no es 1-euleriano.

5.2 Grafos totales y totales iterados 1l-euleria-

nos

En esta seccién vamos a caracterizar los grafos infinitos tales que sus grafos totales
sean l-eulerianos, comprobando que no hay grafos tales que algunos de los grafos
de linea iterados, a partir del segundo, sea 1l-euleriano. La caracterizacién de
los grafos cuyos grafos totales son 1-eulerianos, al igual que en el caso finito (ver

Corolario 5.1.4, concide con la de los grafos cuyos grafos de linea son 1-eulerianos.

También veremos que aunque un grafo finito euleriano tiene un grafo total
euleriano, no ocurre lo mismo para grafos infinitos 1-eulerianos. Por ejemplo, sea

G el grafo descrito en la Figura 5.4.

La caracterizacién de los grafos cuyos grafos totales son 1-eulerianos es la
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siguiente:

Teorema 5.2.1 T(G) es I-euleriano si y sélo si G tiene un final de Freudenthal
y un puente [ tal que en una componente de G—1 todos los vértices tienen valencia

impar en G y en la otra componente todos los vértices tienen valencia par en G.

Demostracion: Por el Lema 1.2.3 ¢(7((/)) = e(() y asi lo inico que tenemos que
probar es que T(() tiene exactamente un vértice con valencia impar si y sélo si
G tiene un puente [, en una de las componentes de G — [ todos los vértices tienen
valencia impar en G y en la otra componente todos los vértices tienen valencia

par.

Pero esto se tiene de los siguientes hechos:

1. Todos los vértices de T(G) que proceden de un vértice de G tienen valencia

par en T'(G).

2. Sea [ una arista de G. w; tiene valencia impar si y sélo si los dos extremos
de I, que denotaremos por vy y v, tienen valencia de diferente paridad. En
este caso v; es el dnico vértice con valencia impar si vy tiene valencia par,
por ejemplo, entonces todos los vértices de su componente en G — [ tienen
valencia par y todos los vértices en la componente de v, tienen valencia
impar, por lo que la componente de v; y la de v; no pueden ser la misma y

por tanto [ es un puente.

En el Teorema 5.2.1 sélo una de las componentes de G — [ es infinita y
esta componette es la que tiene todos los vértices con valencia par, ya que en ella
hay exactamente un vértice de valencia impar (el extremo del puente que esta en

la componente). Es mas, esa componente es un grafo 1-euleriano.

Como consecuencias del Teorema 5.2.1 tenemos los siguientes resultados:

Corolario 5.2.2 Sea G un grafo con 1 final de Freudenthal. Entonces T(G) es

I-euleriano st y solo si L(G) es I-euleriano.
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Demostracion: Basta observar que la caracterizacién de los grafos cuyos grafos
de linea son 1-eulerianos, dada en el Teorema 4.3.1, es la misma que la de los

grafos cuyos grafos totales son 1-eulerianos (ver Teorema 5.2.1). o

Corolario 5.2.3 Sea G un grafo I-euleriano. Entonces T(G) es 1-euleriano si

y sélo si el vértice de G con valencia impar tiene valencia 1.

Demostracién: Como consecuencia directa del Corolario 5.2.2 G y T(G) son
simultaneamente 1-eulerianos si y sélo si G'y L(G) lo son. Pero, por el Lema 4.3.2,

esto ocurre si y sélo si el unico vértice de G de valencia impar tiene valencia 1. O
Por tanto T'(G) puede ser 1-euleriano aunque G no lo sea. Por ejemplo,
en el grafo descrito en la Figura 4.8.
Para concluir esta seccién, damos ahora el siguiente resultado que dice que
no existen grafos tales que sus grafos totales iterados sean 1-eulerianos:

Teorema 5.2.4 Sean n > 2 y G un grafo, entonces T™(G) no es I-euleriano.

Demostracion: Por el Teorema 5.2.1 basta demostrar que un grafo total no tiene
puentes. Para ello supongamos por reduccién al absurdo que | = {w,,,w,,} es

un puente de un grafo T'(G).
Pueden darse uno de estos tres casos:
1. z1 y 29 son aristas de G. Entonces son incidentes, tienen un extremo v

comin y P = {{w.,,w,}, {w,,0,,}} es un camino en T(G) que une a w,, y

a W, y no pasa por [, con lo que { no es un puente y llegamos a contradiccién.

o

z1 es una aristas de G y z, es un vértice de G (andlogo si es al revés).
Entonces z; es un extremo de z;. Sea v el otro extremo de z; y P el camino
{{w:,,w,}, {wy,w:,}}. P es un camino en T(G) que une a w,, y a w,, y

no pasa por [, con lo que [ no es un puente y llegamos a contradiccién.
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3. 21y 22 son dos vértices de (. Entonces z; y z; son adyacentes y P =
Hwey, iz 201} {wisy 201, w0, )} es un camino en T(G) que une a w,, y a w,

y no pasa por [, con lo que [ no es un puente y llegamos a contradiccion.

Con lo cual se obtiene el resultado. o

5.3 Grafos totales 2-eulerianos con 1 final

En esta seccién y en la siguienie vamos a caracterizar los grafos cuyos grafos
totales son 2-eulerianos al igual que hemos hechio con los grafos cuyos grafos
totales sean 1-eulerianos. Al igual que pasaba con los grafos finitos eulerianos
y con los l-eulerianos, la caracterizacién de los grafos que ticnen grafos totales

2-eulerianos es la misma que la de los erafos cuyos grafos de linea son 2-eulerianos.
l o v o

Como el Teorema 2.1.3 senala que los grafos 2-eulerianos sélo pueden tener
1 6 2 finales de Freudenthal y el Lema 1.2.3 nos dice que un grafo tiene el mismo
nimero de finales de Freudenthal que su grafo total, se verifica que los grafos cuyos
grafos totales sean 2-euleriancs vienen 1 6 2 finales de Freudenthal. Ademds,
el Corolario 1.2.4 nos dice que un grafo tienc el mismo nimero de finales de
Freudenthal que sus gralos totales iterados, por lo que los grafos cuyos grafos

totales iterados sean 2-eulerizanos tienen 1 6 2 finales de Freudenthal.

Separaremos el estudio de los grafos 2-eulerianos en dos casos, primero
consideraremos cuando (i tiene 1 final de Freudenthal v luego cuando G tiene
2 finales de Freudenthal. i csta seceidn estudiaremos el primer caso y en la

siguiente el segundo.

La caracterizacidi de los grafos con un final de Ireudenthal tales que sus

grafos totales sean 2-eulerianos es la siguiente:

Teorema 5.3.1 Sea G wn yrafo un final de Freudenthal, entonces T(G) es 2-eu-

leriano siy sdlo st todos los vértices de G ticnen valencia con la misma paridad.

Demostracion: Por el Lema 5.1.3 G tiene todos los vértices con valencia de
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la misma paridad si y sélo si T(G) tiene todes los vértices con valencia par.
Como, por el Lema 1.2.3, T(G) tiene 1 final de Freudenthal, entonces, por el
Teorema 2.1.3, T(G) tiene todos los vértices de valencia par si y sélo si T(G) es

2-euleriano. Con lo cual se obtiene el resultado. a

Como un corolario del Teorema 5.3.1 podemos dar una condicién suficiente
para que todos los grafos totales iterados un grafo con un final de Freudenthal

sean 2-eulerianos.

Corolario 5.3.2 Sea G un grafo con un final de Freudenthal, entonces si G es

2-euleriano entonces T™((G) es 2-euleriano para todon € N.

Demostracidn: Si G es 2-euleriano entonces por el Teorema 2.1.3 G tiene todos
los vértices de valencia par y por el Teorema 5.3.1 T(G) es 2-euleriano. Ademas
por el Lema 1.2.3 T'(G) tiene un final de Freudenthal. Repitiendo el proceso con
T(G), T*(@),T*((G),. .. se obtiene el resultado. o

Por ultimo, para acabar esta seccién sefialar que si G tiene un final de
Freudenthal y T(G) es 2-euleriano, entonces G no tiene por que ser 2-euleriano

(ver Figura 5.5).

5.4 Grafos totales 2-eulerianos con 2 finales

Ahora, vamos a caracterizar los grafos que tienen dos finales de Freudenthal y que
sus grafos totales son 2-eulerianos, al igual que hicimos en la seccién anterior con
los grafos con un final de Freudenthal. Para obtener esta caracterizaciéon daremos

la siguiente definicidn:

Definicién 5.4.1 Sea G un grafo con 2 finales de Freudenthal y sea H un sub-
grafo finito de G. Decimos que H 3-separa G si T(G) — T'(H) tiene dos compo-
nentes infinitas.
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Figura 5.5: Grafo no 2-euleriano cuyo grafo total es 2-euleriano.

Veamos que es mas restrictiva la condicién de que un grafo 3-separe que

la condicién de que 1-separe:

Lema 5.4.2 Si H ¢s un subgrafo de (i que 3-separa G entonces también 1-separa

G.

Demostracion: St f/ no 1-separa (/v P = {2, }ez es un camino ed (G — H que
une los dos finales de I'reudenthal o @ entonces P’ = {w,, },.ez es un camino
en T(G) — T(H) aue une los dos finales de Frendeuthal de T(G), por tanto

1G) — T{I) tiene wia <0la comporonte wfinita y H no 3-separa G o

Para que 1'({) sca 2-euleriano, por el Teorema 2.1.3, todos los vértices
de T(G) tienen valencia par y, por ¢l Lema 5.1.3, todos los vértices de (& tienen
valencia de la misma paridad. A partir del siguiente resultado demostramos, no

sélo que esa paridad tiene que ser par, sino que G tiene que ser 2-euleriano:
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Lema 5.4.3 Si T(G) es 2-euleriano con dos finales de Freudenthal entonces
L(G) es 2-euleriano.

Demostracion: Si T(G) es 2-euleriano con dos finales de Freudenthal, entonces por
el Teorema 2.1.3 T(G) tiene todos los vértices de valencia par, por el Lema 5.1.3,
todos los vértices de G tienen valencia de la misma paridad y, por el Lema 1.2.3,
G tiene dos finales de Freudenthal. Usando el Lema 1.2.1, L(G) tiene dos finales

de Freudenthal y por el Lema 4.2.4 tiene todos los vértices de valencia par.

Supongamos por reduccidn al absurdo que L(G) no es 2-euleriano, entonces
por el Teorema 2.1.3 existe un subgrafo Hj de L(G) con todos los vértices de
valencia par que separa los dos finales de L(G). Sea Hy el subgrafo de T(G)
correspondiente a H, es decir, Hy es el subgrafo tal que la arista {w,,w,} esta
en Hy siy sdlo si {vy,v,} estd en Hy y sea H' el subgrafo de T(G) cuyas aristas
son las de Hy y las de la forma {wy,w,} 6 {wiuw},ws}, siendo {u,v} una arista

de G.

Claramente H' es finito y todos sus vértices tienen valencia par, luego sélo
falta ver que separa los dos finales de T'(G). Para ello consideremos P = {w,, }nez

un camino que une los dos finales de T'(G) y sea @ = {wy, }nez siendo z,:

1. z, sl z,, es una arista de (.
2. {zn-1,24} sl 2, ¥ zn-1 son vértices.

3. zp—1 sl z, es un vértice y z,_; es una arista.

Esta claro que para todo n € Z o bien z, = 541 6 &, es incidente con T,4q
¥ que @ une los dos finales de L((), luego existe ng € Z tal que {ve,,, Vony 4 }
es una arista de HJ y por tanto {wrno,wxnoﬂ} es una arista de Hg, entonces,
independientemente de que z,, y z,,41 sean vértices o aristas de G, se tiene que
{w:, Wz 41 } €5 una azista de H' y por tanto H' separa los dos finales de T(G)
y T(G) no es 2-euleriano. Con lo cual llegamos a contradiccién y terminamos la

demostracién de la proposicién. o

A partir de este resultado tenemos como corolario:
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Wy,

Figura 5.6: G es 2-euleriano con dos finales de Freudenthal y T'(G) también.

Proposicién 5.4.4 Sea G un grafo con dos finales de Freudenthal tal que T(G)

es 2-euleriano, entonces G también es 2-euleriano (ver Figuras 5.6, 5.7 y 5.8).

Demostracion: Como por el Lema 1.2.3  tiene dos finales de Freudenthal y por
el Lema 5.4.3 L(G) es 2-euleriano, aplicando el Teorema 4.6.8 obtenemos que G

también es 2-euleriano. a

Mis adelante veremos que también es suficiente que G sea 2-euleriano para

que T'(G) lo sea. Para ello necesitamos antes el siguiente resultado:

Lema 5.4.5 Sca G con dos finales de Freudenthal y con todos los vértices de
valencia par, si ' C T(() separa « T(G) y todos sus vértices tienen valencia
par en ' enlonces existe H que 3-separa G con a lo sumo dos vértices de valencia
impar de manera que H' C T'(H). Mds ain, si H tiene dos vértices de valencia
impar entonces estdn uno en cada uno de las dos componentes infinitas de G — H

y la valencia de cada una de ellos es 1.

Demostracion: Sea Hy el subgrafo de ¢ formado por todas las aristas asociadas

a los vértices de H' y a las aristas de ( incidentes con al menos un vértice
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Figura 5.7: G tiene dos finales de Freudenthal y no es 2-euleriano por no tener
todos los vértices con valencia par. Aunque T(G) tiene todos los vértices de va-
lencia par, no es 2-euleriano, ya que el subgrafo formado por las aristas {we,, We, },
{Weyr Wi}, {Wess 01, }y {Weys Way }y {Wey, Way } ¥ {Wup, Wy, } separa los dos finales

Freudenthal de T'(G) y tiene todos los vértices de valencia par.
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Figura 5.8: G tiene dos finales de Ireudenthal y aunque tiene todos los vértices
de valencia par, no es 2-euleriano ya el subgrafo formado por las aristas 1, y1 ¥
21 tiene todos los vértices de valencia par vy separa los dos finales de Freudenthal.
Aunque T'(() tiene todos los vértices de valencia par, no es 2-euleriano, ya que
el subgrafo formado por las aristas {w0,,, w0y, }+ {We;, Wy, b5 {Ways Wy, by {Wey, Wy §,
{w,, W, }y {way w0, ), (1o, wyy §y {wyys we, b s, wrz}a {02, ww}’ {wu,, wzz}
y {w.,,w,,} tiene todos los vértices de valencia par y separa los dos finales de

Freudenthal de 7'(G).
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de H' y todas las componentes finitas de su complementario, entonces todos
los vértices con valencia impar en H, estidn en alguna componente infinita de
G — Hp. Es facil de comprobar que se puede aumentar Hy (aftadiéndole caminos
de su complementario y las componentes finitas que pudieran formarse) hasta
obtener Hy con a lo sumo un vértice de valencia impar en cada componente de
G — Hg, ya que si hubiese dos vértices de valencia impar en la misma componente
de G — H, anadirfamos a Hy un camino entre ellos en G — Hy, con lo que estos
vértices tendrian valencia par en el nuevo Hy. Sea H el nuevo Hy, como el primer
Hy verificaba que su grafo de linea contenfa a H' y H contiene al primer Hy,
entonces ' C T(H). O

Y ahora estamos en condiciones de dar la caracterizacién de los grafos con

dos finales de Freudenthal tales que su grafo total sea 2-euleriano.

Teorema 5.4.6 Sea G un grafo con dos finales de Freudenthal, entonces T(G)

es 2-euleriano st y sélo si G es 2-euleriano.

Demostracion: Por la Proposicién 5.1.1 sabemos que si T(G) es 2-euleriano con
dos finales de Freudenthal entonces (G también. Ahora, si G es 2-euleriano con
dos finales de Freudenthal, entonces, por el Lema 1.2.3, T'(G) tiene dos finales de
Freudenthal y, por el Lema 5.1.3, todos sus vértices tienen valencia par. Luego,
por el Teorema 2.1.3, basta probar que no existe H’, subgrafo finito de T'(G),
con todos los vértices de valencia par tal que T(G) — H' tenga dos componentes
infinitas. Si tal subgrafo existe, sea H el subgrafo de G dado por el Lema 5.4.5
(que no puede tener todos los vértices de valencia par ya que como 3-separa G,
en particular 1-separa G, por el Teorema 2.1.3, G no seria 2-euleriano) y sean u
y v los dos vértices de H de valencia impar que estan en componentes infinitas
distintas de G — H. Como la distancia de las dos componentes infinitas es al
menos 2 quiere decir que no existe la arista {u,v}. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que u y v tienen valencia 1 en H (en otro caso podemos afadir
nuevas aristas a fl y que los nuevos vértices de valencia impar sean los extremos
de esas nuevas aristas). Como la distancia de las dos componentes infinitas es al
menos dos quiere decir que no existe la arista {u,v} y existe exactamente una
arista en H que tiene a u como extremo y otra que tiene a v; sean ly y I, estas

aristas. Claramente en T'(H) los tinicos vértices con valencia impar son wy, y wy,
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(los vértices correspondientes a l; y {5), por tanto en T'(H) — H' hay exactamente
dos vértices de valencia impar que son w;, y wy,. Por el Lema del apretén de
manos estos vértices tienen que estar en la misma componente de T(H) — H'
y existe un camino P en T(H) — H' que los une. Pero ese camino une las dos
componentes infinitas de 7(G) — H' y no contiene aristas de H’, con lo cual

llegamos a contradiccién y por tanto G no puede ser 2-euleriano. o
Para acabar esta seccién vamos senalamos el siguiente resultado:
Corolario 5.4.7 T(() es 2-euleriano si y sdlo si L(G) es 2-euleriano.

Demostracion: Basta observar que la caracterizacién de los grafos con un final
de Freudenthal cuyos grafos de linea son 2-eulerianos, dada en el Teorema 4.5.1,
es la misma que la de los grafos con un final de Freudenthal cuyos grafos totales
son 2-eulerianos (ver Teorema 5.3.1) y que la caracterizacién de los grafos con
dos finales de Freudenthal cuyos grafos de linea son 2-eulerianos, dada en el
Teorema 4.6.8, es la misma que la de los grafos con dos finales de Freudenthal

cuyos grafos totales son 2-eulerianos (ver Teorema 5.4.6). O

5.5 Grafos totales iterados 2-eulerianos

Al igual que antes vamos a separar el estudio dependiendo del nimero de finales
de Freudenthal. La caracterizacion de los grafos con un final de Freudenthal cuyos

grafos totales iterados son 2-culerianos es la siguiente:

Teorema 5.5.1 Seca (' un grafo con un final de Freudenthal, entonces T™(G),
graf ,

con > 7 ecvdortane <0 e 0T i Todus Do el . oovalencie d

la misma paridad.

Demostracion: Probémoslo por inducién en n.

Para n = 2, por el Teorema 5.3.1, T*(G) es 2-euleriano si y sélo si en T(G)

todos los vértices tienen valencia de la misma paridad, pero esta paridad tiene



5.5. GRAFOS TOTALES ITERADOS 2-EULERIANOS 97

ue uLe uz®

by b, bs
G uz® uQT Uug®

bs by be

@ @ o o o o
Uy A1 Uy Uy U3 d3 Uy g4 Us A5 Ug G U7 A7 Ug

Up

de
b

dy ds

C3 Va, Cq Vay

Figura 5.9:

que ser par, ya que los vértices de T(G) asociados a vértices de G tienen valencia
par en T(G), lo cual, por el apartado 2) del Teorema 2.1.3, equivale a que T(G)
sea 2-euleriano y aplicando nuevamente el Teorema 5.3.1 se obtiene el resultado

para n = 2.

Supuesto probado el resultado para n = m — 1, con m > 3, veamoslo
para n = m. Como T™(G) = THT™ %)) es 2-euleriano si y sélo si T™7(G) =
T(T™~%(G)) lo es, por la hipétesis de induccién esto equivale a que G tenga todos

los vértices de valencia par. Con lo cual obtenemos el resultado. ]

Si G tiene un final de I'reudenthal y L*(G) es 2-euleriano, entonces T(G)

no tiene por que ser 2-culeriano (ver las Figuras 5.9 y 5.10).

La caracterizacién de los grafos con dos finales de Freudenthal cuyos grafos

totales iterados son 2-eulerianos es un corolario inmediato del Teorema 5.4.6:
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Figura 5.10:
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Figura 5.11: T?(G) no es 2-euleriano pero L*(G) si lo es.
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Teorema 5.5.2 Sean G un grafo con dos finales de Freudenthal yn € N, en-

tonces T™(G) es 2-euleriano si y sdlo si G es 2-euleriano.

Demostracion: Aplicando el Teorema 5.4.6 al grafo G se obtiene que T(G) es
2-euleriano si y sélo si G lo es. Suponiendo por hipétesis de induccién que T*(G)
es 2-euleriano si y sélo si G lo es, como, por el Teorema 5.4.6 aplicado a T(G),
T™1(G) es 2-euleriano si y sélo si T™(G) lo es, se obtiene que T™(G) es 2-
euleriano si y sélo si G lo es, con lo que termina la demostracién del teorema.
O



Capitulo 6
Grafos medios 1 y 2-eulerianos

En este capitulo caracterizamos los grafos infinitos cuyos grafos medios o grafos

medios iterados son 1 6 2-eulerianos.

6.1 Introduccién

Los grafos medios, al igual que los grafos de linea y totales, estan relacionados con
la transversalidad. Al igual que ocurria con los grafos de linea y totales, el grafo
medio de un grafo finito euleriano es euleriano (Proposicién 6.2.1) y hamiltoniano
(Proposicién 6.2.6). En la literatura sélo hemos podido encontrar la referencia
del trabajo de T. Hamada y I. Yoshimura [18], que estudia la transversalidad de

los grafos medios en el caso finito.

6.2 Grafos medios eulerianos finitos

Es facil de comprobar que la caracterizacién de los grafos finitos cuyos grafos

medios y grafos medios iterados son eulerianos es la siguiente:

101
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Proposicién 6.2.1 Sea G un grafo finito, entonces M™(G) es euleriano, con

n 2> 1, st y solo si G es euleriano.

Teniendo en cuenta el resultado de Euler y Hierholzer, ver [4], que dice
que un grafo conexo y finito es euleriano si y sélo si todos sus vértices tienen

valencia par, la Proposicién 6.2.1 es una consecuencia de la Proposicién 6.2.2:

Proposicién 6.2.2 Sea G un grafo finito o infinito, entonces M™(G) tiene todos
los vértices de valencia par, con n > 1, si y sélo si todos los vértices de G tienen

valencia par.

Para demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema:

Lema 6.2.3 Sea G un grafo. Son equivalenies:

1. Todos los vértices de G tienen valencia par.

2. Todos los vértices de M(G) que provienen de un vértice de G tienen valencia

par.

3. Todos los vértices de M(G) tienen valencia par.

Demostracion: Sea v un vértice de G, entonces como 6g(v) = bprg)(uo), se tiene

por tanto que la condiciones 1) y 2) son equivalentes.

La condicién 3) implica trivialmente la condiciéon 2). Supongamos que
se cumplen las condiciones 1) y 2), para probar que se verifica la condicién 3)
basta probar que los vértices de A/ (') que proceden de una arista tienen valencia
par. Sea u; un vértice de M(G) que procede de la arista | = {vy,v,} de G. Como
Envray(w) = ba(v1)+8a(v2) v (i) y 8¢ (vy) son pares, entonces dr(y(ur) es par.
Con esto probamos que se cumple la condicién 3) y concluimos la demostracion
del lema. a

Veamos ahora la demostracion de la Proposicién 6.2.2:
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Demostracién: Probémosla por induccién. Para n = 1 se tiene por el Lema 6.2.3.
Supuesta cierta la proposicién para n—1, M*(G) = M™'(M(G)) tiene todos los
vértices de valencia par si y sélo si M(G) tiene todos los vértices de valencia par
¥, por el Lema 6.2.3, esto equivale a que todos los vértices de G tienen valencia
de la misma paridad, con lo que probamos el resultado para n y concluimos la

demostracién de la proposicién. o

Corolario 6.2.4 Si p > 0 entonces MP(K, ) es euleriano si y solo sin ym

son pares (ver las Figuras 6.1, 6.2 y 6.3).

Demostracidn: Si p = 0 entonces el resultado es trivial. Si p > 1 entonces basta
tener en cuenta que K, ,, tiene todos los vértices de valencia par, es decir, es

euleriano si y sélo si n y m son pares y aplicar la Proposicion 6.2.1. o

Corolario 6.2.5 M™(K,) es euleriano para todo m € N si y solo n es impar
(ver las Figuras 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7).

Demostracion: Basta tener en cuenta que K, es euleriano si y sélo si n es impar

y aplicar la Proposicion 6.2.1. o

Proposicién 6.2.6 Si G un grafo finito euleriano entonces M(G) es hamilto-

niano.

Demostracion: Sea G un grafo euleriano finito y sea P = {{Um,Um+1}}m=y un
camino euleriano de G. Vamos a construir @, un camino en M(G) de la siguiente

forma:

Empezamos por ty,, Ufu, u}s Yugy Ufup,us}s Uvs Y Ufvg,u}+ Ol V4 1O €5 V1 (Vg
no puede ser ve 6 w3, al igual que vy, vy y v son distintos dos a dos) entonces
continuamos por los vértices w,, ¥ t{y, .} ¥ S1 v4 €s vy entonces afladimos so-
lamente el vértice gy, .,}. Supuesto que ya hemos afiadido el vértice u(y, vy}

volvemos a distinguir dos casos: st v;y; no es uno de los vértices vy,ve,...,vi_2
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e

1‘;1,2 ]\’](1&’1,2)

Uy a Uy

Ue Uy Uy

AI2(1{1'2)

u-[“ U U Uu

Figura 6.1: M (K ,) v M?(K12) no son eulerianos.
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Figura 6.2: M(K13) y M*(K;3) no son eulerianos.
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K,

(9

Figura 6.3: M(1V2,) v M*(K,,) son eulerianos.
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(%1

K3

Z3 Ty

U3 V2

Figura 6.4:

(L

Uuuz

Figura 6.5: M(K3) y M?*(K3) son eulerianos.
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K,

Ye Y4

Wy W3
Ys

Figura 6.6: M (L) es eulerianos.

(vit1 no puede ser v;_; 6 v;) entonces continuamos la construccién de @ por los
VErtices Uy, ¥ Ufuyy,mse} ¥ S Vig1 €s uno de esos i vértices entonces afiadimos
s6lo el vértice u(y,,, v,,}- Asl sucesivamente hasta llegar al vértice ufy,_; vo=v} ¥

finalmente volvemos a w,, .

Esta claro que cada vértice en () es adyacente con el siguiente (y con el
anterior). Ademds cada vértice de M(G) aparece exactamente una vez en @),

exceptuando u,, que aparece dos veces, porque:

e Sea un vértice u; de M(G) que procede de una arista | de G. Como existe
un unico ¢ tal que [ sea la arista {v;,v;y1}, por aparecer [ exactamente una

vez en P, se tiene que u; aparcce exactamente una vez en ).

o Sea un vértice u,, de A (G') que procede de un vértice w de G. Como existe
¢ tal que w sea el vértice v, porque al pasar P por todas las aristas, pasa
por todos los todos los vértices, se tiene que u, aparece en @ y sélo una

vez o dos si w = v, porque hemos construido () de esta forma.

Corolario 6.2.7 Si G' un grafo finito euleriano entonces T(G) es hamiltoniano.
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G
V1 Iy (%) Ty V3 T3
® —® ®
M(G)
Ugy Uz, Uy
uul u v2 uva

Figura 6.8: G es un grafo l-euleriano cuyo grafo medio no es 1-euleriano.

Demostracion: Si G es un grafo finito euleriano entonces, por la Proposicién 6.2.6,
M(G) es hamiltoniano. Sea Q = {u,,,u
de M(G). Como M(G) es isomorfo a un subgrafo spanning de T'(G) se tiene que

22y -~y Uz, = Uz } un recorrido spanning

Q" = {ws,ws,...,w,, = w,,} es un recorrido spanning de T(G) y por tanto
T(G) es hamiltoniano. O

6.3 Grafos medios o medios iterados 1-euleria-

nos

En esta seccién vamos a demostrar que no existe ningtin grafo infinito tal que su
grafo medio sea I-euleriano. Con esto probamos que al igual que ocurre con los
grafos de linea y los grafos totales, no es verdad que el grafo medio de un grafo
l-euleriano tenga que ser 1-euleriano (ver la Figura 6.8), aunque el grafo medio
de un grafo euleriano finito si es 1-euleriano (de hecho si el grafo medio de un
grafo es euleriano entonces el grafo es euleriano). Es mas, veremos que no existen

grafos cuyos grafos medios iterados sean 1-eulerianos.

Teorema 6.3.1 Sea G un grafo, entonces M(G) no es 1-euleriano.
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Demostracién: Por el Teorema 2.1.3 basta probar que un grafo mediano no puede
tener exactamente un vértice de valencia impar. Para ello basta observar que si G
no tiene vértices de valencia impar entonces M(G) tampoco, si G tiene al menos
dos vértices v; y vy de valencia impar entonces u,, y u,, tienen valencia impar
en M(G) y si G tiene sélo un vértice v de valencia impar y [ una arista de G

incidente con v entonces u, y w tienen valencia impar en M(G). =
Como corolario tenemos el siguiente resultado:
Teorema 6.3.2 Sea G un grafo y n > 2, entonces M™(G) no es 1-euleriano.

Demostracidn: Supongamos por reduccién al absurdo que M™(G) es 1-euleriano,
entonces M™ () seria un grafo cuyo grafo medio es 1-euleriano, ya que M"*(G)
es M(M™"1(G))). Con lo cual llegamos a contradiccién con el Teorema 6.3.1. O

6.4 Grafos medios 2-eulerianos

En esta seccién vamos a caracterizar los grafos cuyos grafos medios o medios
iterados son 2-eulerianos. Como por el Teorema 2.1.3 los grafos 2-eulerianos
tienen 1 6 2 finales de Freudenthal y por el Lema 1.2.5 y el Corolario 1.2.6 un
grafo tiene la misma cantidad de finales que su grafo medio o que cualquiera de
sus grafos medios iterados, los grafos cuyos grafos medios o grafos medios iterados

son 2-eulerianos tienen 1 6 2 finales de Freudenthal.

Vamos a separar el estudio de los grafos cuyos grafos medios o grafos
medios iterados son 2-eulerianos en dos casos. Primero consideraremos cuando G

tiene un final de Freudenthal y luego cuando G tiene dos finales de Freudenthal.

La caracterizacién de los grafos con un final de Frudenthal cuyos grafos

medios son 2-eulerianos es la siguiente:

Teorema 6.4.1 Sea G un grafo un final de Freudenthal, entonces M(G) es 2-

euleriano si y sdlo G es 2-euleriano.
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Demostracion: Si G tiene un final de Freudenthal, por el Lema 1.2.5 entonces
M(G) también. Por el Teorema 2.1.3 M(G) es 2-euleriano si y sélo si todos los
vértices de M (G) tienen valencia par y por el Lema 6.2.3 esto equivale a que todos
los vértices de GG tengan valencia par. Aplicando nuevamente el Teorema 2.1.3

esto ultimo es equivalente a que G sea 2-euleriano. O

A partir de este teorema es facil de caracterizar los grafos con un final de

Freudenthal cuyos grafos medios iterados sean 2-eulerianos:

Teorema 6.4.2 Sea G un grafo con un final de Freudenthal y n > 2. M™(G) es

2-euleriano si y solo si G es 2-euleriano.

Demostracién: Basta aplicar sucesivamente el Teorema 6.4.1 a los grafos G,

M(G), ..., M™1(G). O

Ahora vamos a demostrar que no existe ningin grafo infinito con dos
finales de Freudenthal tal que su grafo medio sea 2-euleriano. Con esto probamos
que al igual que ocurre con los grafos de linea y los grafos totales, no es verdad
que el grafo medio de un grafo 2-euleriano con dos finales de Freudenthal tenga
que ser 2-euleriano (ver la Figura 6.9). Es mads, veremos que no existen grafos

con dos finales de Freudenthal cuyos grafos medios iterados sean 2-eulerianos.

Teorema 6.4.3 Sea G un grafo con dos finales de Freudenthal, entonces M(G)

no es 2-euleriano.

Demostracion: Si G tiene algin vértice de valencia impar entonces, por el Le-

ma 6.2.3 M(G) también y no es 2-euleriano.

Si G tiene todos los vértices de valencia par vamos a construir un subgrafo
H finito con todos los vértices de valencia par que separe los dos finales de M(G).
Para ello consideremos un conjunto de corte C de G y sea H el subgrafo de M(G)
cuyas aristas son del tipo {u,,u.} 6 {uz,u,} donde v € C'y z e y son aristas
incidentes con v en G. Estd claro que H tiene todos los vérices de valencia par.
Veamos que H separa los dos finales de M(G). Sea P = {u,, }nez un camino que
une los dos finales de Freudenthal de M(G) y sea Q = {2, }nez siendo z,: A
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G
U1 z ) 0] U3
o L 4 .
M ( G)
uI1 u.’l:z uz‘s

U,y Uy

Figura 6.9: Grafo 2-euleriano cuyo grafo medio no es 2-euleriano.

1. z, si 2z, es una arista de G.

2. z,—1 Sl z, es un vértice. En este caso z,-; es una arista.

Esté claro que para todo n € Z o bien 2, = z,41 0 bien z, es incidente con
Tpy1 Y que Q une los dos finales de G, luego existe ng € Z tal que Tpy ¥ Trg+t
inciden en un vértice v de C, entonces, independientemente de que 2py ¥ Zng+1
sean vértices o aristas de (&, se tiene que {uzno,uzno+1} es una arista de H y por
tanto H separa los dos finales de M(G) y T(G) no es 2-euleriano. 0

A partir de este teorema es facil observar que tampoco hay grafos con dos

finales de Freudental con algin grafo medio iterado 2-euleriano:

Teorema 6.4.4 Sean G un grafo con dos finales de Freudenthal y n € N, en-

tonces M™(G) no es 2-euleriano.

Demostracion: Supongamos por reduccién al absurdo que M™(G) es 2-euleriano,

entonces M™ (@) serfa un grafo con dos finales de Freudentahal, por el Le-
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ma 1.2.5, cuyo grafo medio es 1-euleriano, ya que M"(G) = M(M""'(G)). Con

lo cual llegamos a contradiccién con el Teorema 6.4.3. a



Capitulo 7

Grafos transformados en

eulerianos.

En los tres capitulos anteriores estudiamos los operadores elementales L, T' y
M que transforman grafos en grafos, caracterizando los grafos que tales que al
aplicarles estos operadores se obtuviesen grafos eulerianos finitos, 1-eulerianos y
2-eulerianos. En este capitulo vamos a dar una caracterizacién de los grafos tales
que al aplicarle un cierto operador, composicién de L, Ty M, obtengamos un
grafo euleriano finito, 1-euleriano o 2-euleriano. También caracterizaremos los
operadores que al aplicarse a un grafo dado se obtiene un grafo euleriano finito,

l-euleriano o 2-euleriano.

7.1 Introduccién y Preliminares

Sea A1 Az ... A, un operador, donde Ay es uno de los operadores elementales L, T
6 M, para todo k = 1,...,n. Utilizando la notacién de los capitulos anteriores y
agrupando operadores elementales iguales y consecutivos, este operador se puede
representar de la forma L9 M™ T™ M™ T™s .. Tmb MM+t [22 M T™ M
Tms ... T™ M+ .. L% M™ T™ M"™ T™ ... T™ M"w+ Lt siendo
T, ¢, pj,NF y mf nimeros enteros no negativos tales que ¢ > 1 para todo k tal

que 2 < k < ry para todo ! tal que 1 <[ < r o bien n;ﬁl > 1 o0 bien p; > 1.

115
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Utilizando esta notacién, vamos a dar en las siguientes secciones de este capitulo
condiciones necesarias y suficientes para que un grafo G verifique que G* = L%
M T™ M T™ T Mt L2 M5 T M T3 . T™ M+ .

Ly M™ T™1 M™ T™ . T™ M"r+ L+1(() sea euleriano finito, 1-euleriano

o 2-euleriano.

Hay que tener en cuenta que, en general, los operadores elementales no

conmutan (ver las Figuras 7.1, 7.2 y 7.3).

Ademas de los resultados sobre grafos de linea, totales y medios de los
capitulos anteriores vamos a necesitar para caracterizar los grafos que se trans-
forman mediante un operador dado (o los operadores que transforman un grafo
dado) en grafos eulerianos finitos, 1-eulerianos o 2-eulerianos los siguientes resul-

tados sobre grafos totales y medios:

Lema 7.1.1 Sea G un grafo finito o infinito, entonces M(G) no tiene ningin

subgrafo inducido isomorfo a Ky 3.

Demostracion: Si M(() tuviese un subgrafo inducido por los vértices u,,, u,,,
U,y ¥ Uz, 1somorfo a K3, de forima que u,, es adyacente con u,,, u,, y u,, y estos

tres ultimos no lo son dos a dos, entonces:

1. Si z; es un vértice de (¢ entonces como u,, es adyacente con u,, y u,, en
M(G), necesariamente z3 y z3 son aristas de G que inciden con z;. Pero en
este caso z; y z3 son incidentes en G, por lo que u,, y u; son adyacentes

en M(G) y llegamos a contradiccidn.

2. Si z; es una arista {vy, vy} de (G entonces, como 2y, 23 y z4 inciden con z;
en G, z;, z3 y z4 son o bien aristas incidentes con vy é vz, o bien los propios

vértices v; y v;. Veamos que en cualquier caso llegamos a contradiccion:

(a) Si z; es un vértice advacente con z;, por ejemplo vy, entonces:

1. 51 z3 es una arista adyacente con vy entonces u,, ¥ t,, son inci-
dentes.

ii. Si 23 es vy entonces:
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P2 L(Pz)
{0,, b} {ba C} {v{a,b}1 v{b,c}}
L 4 —— @ o—9
a b c V{a,b} Vib,c}
I(P) {wepweay MR {gap) vine}

{wg,wp} W {ws,wc}

w{u{a,b}vu{b,c}}

M(L(P,)) T(L(P,))
Unia,) Ufuiy by vine)} Uy g0
— —e —e

wv(b,c} .

Wogqpy

v{“’{a,b}vu{b,c}}

U{ug,ufapy ) Ufugapyrun} U{up,uge,c}t U{up,eyruc)

Figura 7.1:
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v{w{a,b}:w{b,c}}

LT (P,))

v{wG’w{a, ' ' {b,c}va}

v{wa ywb} v{wbywc}

Wugu vy ugpey}

Wiugg pyuo} W, Wiug,ugy,cp}

-~
N

I'igura

<N
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7.1.
M(T(PQ)) u{w{a,b}vw{b,c}}
Uw{“)b} Uw{b'c}
U{u,mw(a'b ,w{byc)} . {w{b,c}ywc}
Uy, U,
!
;!
// ! :
/ \ J
I
u{wa,wb} u{wb,wc}
Uy,

Figura 7.3: M(L(Py)) tiene 3 vértices, L{M(P,)) tiene 5 vértices, T(L(P;)) tiene
3 vértices, L(T(P,)) tiene 7 vértices, M(1'(P,)) tiene 12 vértices y T(M(P))

tiene 10 vértices, por lo que los operadores elementales no conmutan.
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A. Si z4 es una arista adyacente con v, entonces u,, y u,, son
incidentes.

B. Si z4 es una arista adyacente con vy entonces u,, y u,, son
incidentes.

ni. Si z3 es una arista adyacente con vy entonces:

A. Si z4 es una arista adyacente con v; entonces u,, y Uy, son
incidentes.

B. Si z; es vy 0 una arista adyacente con vy entonces u,, y u,,

son 1ncidentes.

(b) Si 2z es una arista adyacente con uno de los vértices adyacentes con

z1, por ejemplo vy, entonces:

1. 51 z3 es v; 0 una arista adyacente con v; entonces u,, y u,, son
incidentes.
ii. Si z3 es vy entonces:
A. Si z4 es v; o0 una arista adyacente con v; entonces u, Uy,
4 1 2 A
son incidentes.
B. Si z4 es una arista adyacente con vy entonces u,, y u,, son
incidentes.
ili. Si z3 es una arista adyacente con v, entonces:
A. Si z4 es v; 0 una arista adyacente con v; entonces u,, y U,
4 1 2 4
son incidentes.
B. Si z4 es v, 0 una arista adyacente con v, entonces u,, Uy
2 3 4

son incidentes.

Por consiguiente obtenemos el resultado. u

Lema 7.1.2 Si (G no es no vacio entonces M(G) no puede ser un grafo con todos

los vértices de valencia 1mpar.

Demostracion: Si G tiene algin vértices de valencia par entonces el vértice de
M(G) que procede del vértice de i con valencia par también tiene valencia par.
Supongamos que G tiene todos los vértices de valencia impar. En este caso los
vértices de M(G) que proceden de aristas de G tienen valencia par en M(G).

Luego en cualquier caso hay vértices de valencia par. o
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Lema 7.1.3 Si G no es ni Py ni P, y M(G) es un grafo bipartito tal que cada
arista incide con dos vértices con valencia de distinta paridad entonces G es P,

y M(G) es Ps.

Demostraciéon: Esta claro que si G no es ni Fy ni P, entonces M (G) tampoco lo
es. Si M(G) fuese un grafo bipartito tal que cada arista incide con dos vértices
con valencia de distinta paridad y no es Ps entonces M(G) tendria un vértice
de valencia al menos 3. Ese vértice y tres de los incidentes con él inducirian un

subgrafo isomorfo a K7 3, por lo que llegarfamos a contradiccién con el Lema 7.1.1.

Si M(G) es P entonces G tiene 3 elementos entre vértices y aristas, por
lo que sdlo puede ser P,. Para terminar sélo hace falta comprobar que M(FP;) es
Ps. O

Lema 7.1.4 Si M(G) tiene un puente x entonces uno de los vértices incidentes

con z en M(G) tiene valencia 1.

Demostracion: Si x = {u., ,u.,} es un puente en M(G) tales que las valencias de
U,, Y U, sOo1 al menos 2 entonces existen dos aristas y = {Uzg, Uz, } €Y = {Uzy, Uz }

en M(G) incidentes con .

Si z; y 23 son aristas de GG que inciden en un vértice v entonces P =
{us,, Uy, Uz, } €s un camino tal que une los dos vértices incidentes con ¢ y no pasa

por x. Por tanto llegamos a contradiccion con que x es un puente.

Si entre z; v z, sélo uno es un vértice de (7, por ejemplo z;, entonces
Zo vz son aristas incidentes con z, e incidentes entre ellas. En este caso P =
Uz, Usys Uz, b €8 un camino tal que une dos vértices incidentes con @ y no pasa

por x. Esto contradice que 2 es un puente. o

Lema 7.1.5 Si G ¢s no vaclo entonces T(G) no puede tener todos los vértices

de valencia itmpar.

Demostracion: Como los virtices de T(G) que proceden de los vértices de G
tienen valencia par en 1'(() entonces T(G) tiene vértices de valencia par en G.
O
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Lema 7.1.6 Si G no es Py 6 Py entonces T(G) no puede ser un grafo bipartito en

el que todas las aristas inciden con dos vértices con valencia de distinta paridad.

Demostracidon: Si G no es Py 6 P, entonces tiene al menos una arista. Sean v,
y vz dos vértices adyacentes en GG. Entonces la arista z = {w,,,w,,} de T(G)

incide con dos vértices de valencia par. O
Lema 7.1.7 S5i G es un grafo entonces T(G) no tiene puentes.

Demostracion: Sea @ = {w,,,w.,,} una arista de T(G) entonces:

Si z1 y z son aristas de G' que inciden en un vértice v entonces P =
{wz,,w,,w,;,} es un camino tal que une dos dos vértices incidentes con z y no

pasa por z, por lo que 2 no es un puente.

Si z; es un vértice de G y zy es una arista {z;,u} incidente con z (o
al revés) entonces P = {w,,, w,,w,,} es un camino tal que une los dos vértices

incidentes con 2 y no pasa por z, por lo que z no es un puente.

Si 21y 2 son vértices de G adyacentes entonces P = {w,,, Wz, 2}, Wz, }
es un camino que une los dos vértices incidentes con z y no pasa por z, por lo

que T no es un puente. o

7.2 Grafos que se transforman en eulerianos

finitos

En esta seccién vamos a caracterizar los grafos que mediante un operador dado
se transformen en un grafo finito. Para cllo vamos a definir una particién {Bu,

By, By, ...} del conjunto de los grafos conexos finitos de la siguiente forma:

1. By es el conjunto de los grafos con todos los vértices de valencia par, es

decir el conjunto de los grafos eulerianos (ver la Figura 7.4).
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K, + K;

Figura 7.4: K, + K3 esta en By.

o

By es el conjunto de los grafos con todos los vértices de valencia impar,

exceptuando el grafo P, (ver la Figura 7.5).
3. B; es el conjunto formado por el grafo P, (ver la Figura 7.6).

4. Bj es el conjunto de los grafos bipartitos donde cada arista incide con dos
vértices con valencia de distinta paridad, exceptuando el grafo Ps (ver la

Figura 7.7).
5. B, es el conjunto formado por el grafo P,_;, si n > 4 (ver la Figura 7.8).

6. Be es el conjunto formado por los grafos conexos finitos que no estén en

las familias anteriores (ver la Figura 7.9).

Del Lema 4.2.4 se deduce que el operador elemental L transforma grafos de
By y By en grafos de By, del Lema 4.2.5 que transforma grafos de Bs en grafos de
By, de la Nota 4.2.10 que transforma grafos de B, con n > 5, en grafos de B,_;,
grafos de By en grafos de B, y a partir de la Proposicién 4.2.2 que transforma

grafos de B, en grafos de B...

Del Lema 5.1.3 se deduce que el operador elemental 7' transforma grafos
de By y By en grafos de By y que los grafos de las demads clases no se transforman

en grafos de By. A partir del Lema 7.1.7 se deduce que los grafos que no son
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K+ K,

Figura 7.5: N3+ K3 esta en B.

P

Figura 7.6: P, esta en B,.
o Z
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K, + K,

Figura 7.9: Ky + K5 estd en Bu.

de By 6 B; no pueden transformarse en grafos de B; o de B,, con n > 4, del
Lema 7.1.5 que no pueden transformarse en grafos de By y del Lema 7.1.6 que
no pueden transformarse en grafos de Bj, por lo que necesariamente tendran que

transformarse en grafos de B,.

Del Lema 6.2.3 se deduce que el operador elemental M transforma grafos
de By en grafos de By y que los grafos de las demés clases no se transforman en
grafos de By. A partir del Lema 7.1.2 que los grafos que no son de By no pueden
transformarse en grafos de B; 6 By, del Lema 7.1.3 que no pueden transformarse
en grafos de B; y del Lema 7.1.4 que no pueden transformarse en grafos de B,,
con n > 5. Del Lema 7.1.2 se deduce que los grafos de B; se transforma en grafos
de B, y los que no son de By 6 B, no, por lo que éstos se tendran que transformar

necesariamente en grafos de B..

Entonces a partir de los resultados de los capitulos anteriores, mediante
el mismo operador elemental los grafos de una misma familia B, se transforman

en grafos de una misma familia Bj. Esto queda reflejado en la Figura 7.10.

En esta seccién definimos sg = min{{s : 1 < s < r —1 : para todo k

con s +1 <k < 7 setiene que ¢p = 0, pp =0y ny ,; =1} U{r}}. También

, 50 50 50 £0 .20 n’0
denotaremos como G’ al grafo Lo+t AM™° T™ Mm™ Tm2 ... T7r0 M Pt
so+1 sg+1 s0+1 a1 so+1 so+1
Lsott M7 Tm® pyma® pma™  TMsonr Mesota¥t | Lar MR T M7

T r T . « v .
T™2 ... IT™r Mmr+1 [9+1((G). Teniendo en cuenta la definicién de so, se tiene
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L

T

M
B(, L Bs B4 B2 % BO
L
T

M

T|\M

B, L B

Figura 7.10: El grafo es euleriano si el recorrido termina en By.
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que G’ es de la forma LMLM ... ML¥+(G). Ademas G* es el grafo L% M
T™ M®™ T™3 . T™ M+ L% M™ T™ M™ T™ ... T™n M "=+ ... L%
M TmP M Tme | T Mo+t Lanti (V).

Como consecuencia de la definicién de sq, necesariamente se ha de dar uno

y so6lo uno de los siguientes casos:

1. so 2 1yng 41 = 0. En este caso necesariamente p;, > 1y por tanto

mi > 1.
Psqg —

2. sg>1 yn;‘;O+1 > 2.

3. s021,n0 . =1yp,>1.

4. s021,m 11=1,py =0y g5 2 2.

5. 80 > 1,n5 11 =1,ps, =0y g5 = 0. En este caso necesariamente so = 1.

6. sg = 0. En este caso G* = (.

Con esta notacién vamos a demostrar una serie de resultados que nos
hardn falta para caracterizar los grafos finitos a los que aplicdndole un operador

se obtengan grafos eulerianos, es decir, de la familia By.

Lema 7.2.1 Sisg > 1y Ny, +1 = 0 entonces G es euleriano si y solo si G' es
un grafo de By, By o de B,.

Demostracién: En este caso el primer operador elemental que actiia sobre G’ es

T.

Si G' es un grafo de By, By 6 B; entonces T(G') es un grafo de Bp. Si
a este grafo le continuamos aplicando operadores elementales entonces seguimos

obteniendo grafos de By y por tanto G es euleriano.

Si G’ es un grafo de alguna familia distinta de By, B, 6 B, entonces al
aplicarle T' se obtiene un grafo de la familia B.,. Si a este grafo le continuamos
aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de Be, y

por tanto G™ no es euleriano. o



7.2. GRAFOS QUE SE TRANSFORMAN EN EULERIANOS FINITOS 129

Lema 7.2.2 Sisg > 1 y n;} 41 2 2 entonces G* es euleriano si y sdlo si G' es
un grafo de B,.

Demostracidn: En este caso M es el primer operador elemental que actia sobre

G’ y también el primer operador elemental que actia sobre M(G").

Si G’ es un grafo de B, entonces M?(G') es un grafo de By. Si a este grafo
le continuamos aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo

grafos de By v por tanto G* es euleriano.

Si G’ es un grafo de alguna familia distinta de By entonces al aplicarle M
se obtiene un grafo de las familias By 6 B, y si a este ultimo grafo le aplicamos el
operador M entonces se obtiene un grafo de Be. Si a este grafo le continuamos
aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de Bo, y

por tanto G* no es euleriano. o

Lema 7.2.3 Si sy > 1, n,f;‘io“ =1y ps, > 1 entonces G* es euleriano si y sélo

st G’ es un grafo de By.

Demostracion:

En este caso M es el primer operador elemental que actia sobre G', mien-

tras que T es el primer operador elemental que actia sobre M(G’).

Si G’ es un gralo de B, entonces T(M(G')) es un grafo de By. Si a este grafo
le continuamos aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo

grafos de By y por tanto (/™ es euleriano.

Si G’ es un grafo de alguna familia distinta de By entonces al aplicarle M
se obtiene un grafo de las familias By 6 By y si a este ultimo grafo le aplicamos
el operador T' entonces se obtiene un grafo de By. Si a este grafo le continuamos

aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de By y

por tanto G* no es culeriano. u
Lema 7.2.4 Sisg 21, 0% 41 =1, psy =0 y ¢s = 2 entonces G* es euleriano si

y solo st G' es un grafo de By ¢ B,.
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Demostracidn:

En este caso M es el primer operador elemental que actdia sobre G', mien-
tras que L es el primer operador elemental que actia sobre M(G’) y también

sobre L(M(G")).

Si G’ es un grafo de By 6 B, entonces L*(M{G")) es un grafo de Bo. Si
a este grafo le continuamos aplicando operadores elementales entonces seguimos

obteniendo grafos de By y por tanto G* es euleriano.

Si G’ es un grafo de alguna familia distinta de By y de B; entonces al
aplicarle M se obtiene un grafo de las familia Bo,. Si a este grafo le continuamos

aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de By, y

por tanto G™ no es euleriano. o
Lema 7.2.5 Si s > 1, nf,ZOH =1, ps, =0 y g5, = 0 entonces G* es euleriano st

y solo st G' es un grafo de By.

Demostracidon: En este caso, como so = 1, G* es M(G') y estd claro que M(G")

estd en By si y solo si (7 estd en Bg. a

Lema 7.2.6 Si sq = 0 entonces G* es euleriano si y sélo st G' es un grafo de

By.

Demostracion: En este caso G~ es 7, con lo que se obtiene trivialmente el resul-
tado. o

A partir de los Lemas 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3, 7.2.4, 7.2.5, y 7.2.6 obtenemos el

siguiente resultado:

Proposicién 7.2.7 G~ es euleriano finito si y sélo si:

4

1. En el caso de que s¢ > 1 y ”’;ZOH = 0, se verifica que G’ estd en By, By ¢

B,.
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2. En el caso de que o bien so 2 1, ny) 41 =1, psg =0 y g5y 2 2 s€ verifica

que G' estd en By ¢ B,.

3. En otro caso, se verifica que G' estd en By.
Otros resultados que necesitaremos son los siguientes:
Lema 7.2.8 (' estd en By si y sdlo si L9+ (G) estd en Bs.

Demostracidn: Si so = 1 entonces G' es el grafo L¥+1(G), con lo que se obtiene

el resultado.

Si so < r —1 entonces el primer operador elemental que se aplica al grafo
Lo+ (G) es M y el segundo es L.

Si L¥+1((G) es un grafo de B, y a este grafo le aplicamos M entonces
obtenemos un grafo de By. al cual le aplicamos L para volver a obtener un grafo de
B;. Continuando aplicando los operadores elementales M y L entonces seguimos

obteniendo grafos de 53, y por tanto G’ esta en B,.

Si L+1(G) es un grafo de By y a este grafo le continuamos aplicando
operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de By y por tanto

G’ no esta en B,.

Si G' es un grafo de alguna familia distinta de By y de B, entonces al
aplicarle M se obtiene un grafo de la familia B,. Si a este grafo le continuamos
aplicando operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de By, y

por tanto G™ no es culeriano. =
Lema 7.2.9 (' estd en By si y sélo si Li+1(G) estd en By.

Demostracion: Si sq = r entonces G es el grafo L¥+(G), con lo que se obtiene

el resultado.

Si sg < r — 1 entonces el primer operador elemental que se aplica al grafo

L+1(G) es M.
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Si L%+1(G) es un grafo de By y a este grafo le continuamos aplicando
operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de By y por tanto
G' esta en By.

Si L+1(G) es un grafo de B, entonces, por el Lema 7.2.8, G es un grafo
de B, y no de By.

Si G’ es un grafo de alguna familia distinta de By y B; entonces al aplicarle
M se obtiene un grafo de la familia B.,. Si a este grafo le continuamos aplicando
operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de B, y por tanto

G’ no esta en B,. O
Lema 7.2.10 G’ estd en By si y sélo si so =1 y L7+ (G) estd en B;.

Demostracion: Si sy = r entonces GG’ es el grafo L9+1(G), con lo que se obtiene
g ) q

el resultado.

Si sp < v —1 entonces el primer operador elemental que se aplica al grafo

Lr+1(QG) es M.

Si LT+1(G) es un grafo de By y a este grafo le continuamos aplicando
operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de By y por tanto
G’ esta en B,.

Si LI+1(() es un grafo de B, entonces, por el Lema 7.2.8, G’ es un grafo
de B; y no de B;.

Si LIr+1(@G) es un grafo de By, entonces, por el Lema 7.2.9, G’ es un grafo
de By y no de B.

Si G’ es un grafo de alguna familia distinta de By y B, entonces al aplicarle
M se obtiene un grafo de la familia B,,. Si a este grafo le continuamos aplicando
operadores elementales entonces seguimos obteniendo grafos de B, y por tanto
G’ no estd en B,. g

A partir de la Proposicién 7.2.7 y de los Lemas 7.2.8, 7.2.9 y 7.2.10 obte-

nemos el siguiente resultado:
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Proposicién 7.2.11 G* es euleriano finito si y sdlo si:

1. En el caso de que so =7 yny. ,; =0, se verifica que L+1(G) estd en By,
B, ¢ Bs.

2. En los casos de que o bien so 2 1, ny) 11 =1, psg = 0 ¥ gsp 2 2, o bien
1<so<r—1yn? . =0, se verifica que L¥+(G) estd en Bo 6 Bs.

3. En otro caso, se verifica que L¥+(G) estd en Bo.
Otros resultados que necesitaremos son los siguientes:

Lema 7.2.12 L9+1(G) esta en By si y sélo st

o 0 bien ¢.11 =0 y G esld en By,
e obien gopy =1 y G estd en By, By ¢ By,

e o0 bien ¢.11 > 2 y G estd en By, con k un entero no negativo que a lo sumo

vale ¢, 41 + 2.

Demostracion: Si ¢,41 = 0 entonces L97+1(G) es G por lo que se tiene trivialmente

el resultado.

St ¢ry1 = 1 entonces L9+1((G) es L(G) y L(G) estd en By si y sélo si G
esta en By, By 6 B,.

Si q,41 = 2 entonces, usando el caso anterior, L*(G) estd en By si y sélo
si L(G) estd en By, B, 6 B,. Como L(G) estd en By siy sélo si G esta en By, By
- 6 By, L(G) estd en By siy slo si (7 estd en B3 y L(G) estd en By siy sélosi G

esta en By, se obtiene el resultado.

Supuesto probado el resultado para ¢, 41 =n > 2, si ¢;41 = n+ 1 entonces
por hipétesis de induccidon L*t(G) estd en By siy sélo si L(G) estd en By con
0<k<n+2 Como L(G) estd en By si y sélo si G esta en By, By 6 By, L(G)

estd en By siy sélo si G estd en Bs, L(G) estd en B, si y sélo si G esta en By,
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L(G) no puede estar en B3 y si 4 < n+ 2 entonces L(G) estd en By siy sdlo si G

esta en Byy,, se obtiene el resultado y concluimos la demostracién del lema. O

Lema 7.2.13 Si ¢,41 > 2 entonces L9+ (G) no estd en By. Ademds L+ (G)

estd en By st y sdlo si

e obien ¢,y1 =0 y G estd en By,

o obien ¢,p1 =1 y G estd en Bs.

Demostracion: Si g-41 = 0 entonces L¥+1(G) es G por lo que se tiene trivialmente

el resultado.

Si ¢41 = 1 entonces L9+1(G) es L(G) y L(G) estd en By si y sdlo si G
estd en Bs.

Si gr41 > 2 entonces, usando el caso anterior, L7+ (G) estd en B si y sélo
si L¥+171(G) estd en B;. Pero Li+17Y(G) es L(L¥+~%(@)) y un grafo de linea

no puede estar en Bs, por lo que L%+1(G) no puede estar en By. a
Lema 7.2.14 L9+1(G) estd en B, si y sdlo si

o obien ¢4y =0 y G estd en By,

o obien ¢,y > 1 y G estd en By ,i+3-

Demostracion: Si ¢,41 = 0 entonces L+ () es i por lo que se tiene trivialmente

el resultado.

Si ¢;41 = 1 entonces L¥+((G) es L(G) y L(G) estéd en By si y sélo si G
esta en By.

Supuesto probado el resultado para ¢,4; = n > 2, si ¢,41 = n+1 entonces
por hipétesis de induccion L**(G) estd en B, si y sélo si L(G) estd en Bpyi.
Como L(G) estd en Byyy si y sélo si G estd en B,ya, se obtiene el resultado y

concluimos la demostracién del lema. a
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Utilizando dnicamente la Proposicién 7.2.11 y los Lemas 7.2.12, 7.2.13
y 7.2.14 se obtiene la siguiente caracterizacién de los grafos que mediante un

operador dado se transforman en grafos eulerianos:
Teorema 7.2.15 G~ es culeriano finito si y solo si:

1. En el caso de que so =7r yn,) =0, se verifica

e o bien g0y =0 y G estd en By, By ¢ en By,
o obien .41 =1 y G estd en By, By, By, Bs ¢ By,

o 0 bien ¢y > 2 y G estd en By, con k un entero no negativo que a lo

sumo vale ¢r41 + 3.

2. En los casos de que o bien s¢ > 1, n:‘ioﬂ =1, ps, =0 yqs > 2, 0 bien

3 - p S0 — o F g
1<sp<r—1y Nyt 41 = 0, se verifica

e 0 bien g,y =0 y G estd en By ¢ en Bs,
o o0 bien ¢,y =1 y G esta en By, By, By ¢ By,

o 0 bien g,41 > 2 y G estd en By, con k un entero no negativo que a lo

sumo vale ¢, 41 + 3.
3. En otro caso se verifica

o 0 bien .41 =0 y G esld en By,

~

e obien q,p1 =1 y G estd en By, By 6 By,

e o bien ¢y > 2 y G oestd en By, con k un entero no negativo que a lo

sumo vale ¢,41 + 2.

A partir de este teorema obtenemos como corolario la siguiente caracteri-
zacién de los operadores que al aplicarse a un grafo dado dan grafos eulerianos
finitos:

Teorema 7.2.16 1. 5i G estd en By entonces G* es euleriano.

2. Si G estd en By entonces G* es euleriano si y sélo st se verifica alguna de

estas dOS condicion €5
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(a) ¢r41 > 1.
(b) Gr+1=0,50=ry n;‘:0+1 = 0.
3. 8i G estd en B, entonces G* es euleriano si y sdlo si se verifica alguna de
estas tres condiciones:
(¢) gr41 > 1.
(b) &r+1=0,1<s5<7r Y n;20+1 = 0.
(¢) ¢r41 =0, 50 >1, ny 41 =1, ps =0 y g > 2.
4. Si G estd en Bs entonces G* es euleriano si y solo si se vertfica alguna de
estas dos condiciones:
(@) ¢ry1 > 2.
(b) ¢y1=1,80=1ry ny 41 = 0.
5. 5i G estd en By entonces G* es euleriano si y sélo si se verifica alguna de
estas tres condiciones:
(@) gr41 > 2.
(b) ¢rp1=1,1<s0<ry npe 41 = 0.
(C) 4r1 = 1) S0 Z 1» 77';20-*-1 = ]-) Psq = 0 Y 4sy Z 2.
6. 5i G estd en B,, conn > 5 entonces G* es euleriano si y solo si se verifica

alguna de estas tres condiciones:

(¢) ¢r41 20— 2.
() ¢py1=n—1,1<sy<r yn;‘io+1 = (.

S

(C) Qry1 =1 — 1) Sp Z 1; nPZo-i'l = 1) Psg = 0 ¥ 4so Z 2.

. St G estd en By, entonces G* no es euleriano.

Como corolarios de este teorema tenemos los siguientes:

Corolario 7.2.17 Sin es impar y G es K, entonces G~ es euleriano.

Demostracidn: Basta comprobar que G est4 en By. O
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Corolario 7.2.18 Sin es par, con n # 2, y G es K, entonces G* es euleriano

st y solo si se verifica alguna de estas dos condiciones:

1 Ir+1 2 1.

2. ¢p41=0,850=1ry n;‘loﬂ =0.

Demostracion: Basta comprobar que (7 estd en By. O

Corolario 7.2.19 Si G es K, entonces G* es euleriano si y sélo si se verifica

alguna de estas tres condiciones:

1- Qr+121-
2. gry1=0,1<s5<r yn;‘ioﬂ = 0.

3. ¢r41 =0, 5 >1, n:ﬁo“ =1,p5=0ygqs, >2.

Demostracion: Basta comprobar que G estd en B,. a

Corolario 7.2.20 Sin y m son pares y G es K, entonces G* es euleriano.

Demostracion: Basta comprobar que G estd en By. O

Corolario 7.2.21 Sin ym son impares, connm # 1, y G es K, ,,, entonces G*

es euleriano st y sélo si se verifica alguna de estas dos condiciones:

L ¢ 2 1.

- e a3 —
2. ¢r41=0,80=1ry n,. 41 = 0.

Demostracion: Basta comprobar que G estd en B. .
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Corolario 7.2.22 Si n y m tienen distinta paridad, con nm # 2, y G es Kom

entonces G* es euleriano si y sélo si se verifica alguna de estas dos condiciones:

1. gry1 2 2.

S
% =1 so=r yn =0,

Demostracion: Basta comprobar que G estd en Bs. O

Corolario 7.2.23 Si G es K, entonces G* es euleriano st y sdlo si se verifica

alguna de estas tres condiciones:

1. gr+41 Z 1.
2. ¢41=0,1<s50<7r yn:030+1:0'

3. dr4+1 = 0; sp 21, n;io+1 =1, Psy = 0 Y 4so > 2.

Demostracion: Basta comprobar que G esta en Bs. a

Corolario 7.2.24 Si G es K, entonces G* es euleriano si y sélo si se verifica

alguna de estas tres condiciones:

1. gry1 2 2.
2. q,+1:1,1330§1'yn;‘10+1:0,

3 gr1=1, 50 >1, n;‘io+1 =1, pse =0yqs = 2.

Demostracion: Basta comprobar que G estd en Bj. o
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Iigura 7.11: Este grafo estd en C,.

7.3 Grafos que se transforman en 1l-eulerianos

En esta seccidon vamos a caracterizar los grafos que mediante un operador (com-

posicién de operadores elementales) se convierten en grafos 1-eulerianos.

Combinando los Lemas 1.2.1, 1.2.3 y 1.2.5 v los Corolarios 1.2.2, 1.2.4
y 1.2.6 es facil comprobar que estos grafos tienen que tener necesariamente solo
un final de Freudenthal, por lo que. al igual que hicimos con los grafos finitos, va-
mos a definir una particion {C.,, (', C), C., Cy, Cy, ...} del conjunto de los grafos

conexos infinitos con un final de Freudenthal de la siguiente forma:

1. C, es el conjunto de los grafos no 1-eulerianos tales que sus grafos de linea lo
son, es decir, son los grafos (G que tienen un puente [ tal que una componente
de ¢ — [ es infinita v todos sus vértices tienen valencia par en G v la otra
componente de G — [ es finita, tiene vértices distintos del vértice incidente

con [y todos sus vértices tienen valencia impar en G (ver la Figura 7.11).

2. Cy es el conjunto de los grafos no l-culerianos tales que sus segundos grafos
de linea iterados lo son, es decir, son los grafos G que tienen un punto de
corte v de valencia 2 tal que uno de los subgrafos de GG separados por v es
mfinivo y todos sus vértices tenen valencia par en Gy el otro subgrafo de
G oseparado por v es finito, tiene aristas distintas a la que incide con v y
es un gralo bipartito, donde cada arista incide con vértices con valencia de
distinta paridad en (7. Este conjunto es también el de los grafos cuyo grafos

de linea no son l-eulerianos, pero que sus segundos grafos de linea iterados
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Figura 7.12: Este grafo estd en C;.

Figura 7.13: Este grafo estd en Cy ya que v es su inico vértice con valencia impar

y ésta es 3.

si lo son (ver la Figura 7.12).

3. Co es el conjunto de de los grafos 1-eulerianos tales que sus grafos de linea
no son l-eulerianos, es decir, son los grafos con un sélo vertice de valencia

impar, el cual tiene al menos valencia 3 (ver la Figura 7.13).

4. C; es el conjunto de los grafos 1-eulerianos tales que sus grafos de linea
también son l-eulerianos, pero que sus segundos grafos de linea iterados no
lo son, es decir son los grafos G que tienen un puente ! tal que una compo-
nente de G —1 es infinita de forma que todos sus vértices tienen valencia par
en (G y el vértice incidente con [ que estd en la componente tiene al menos
valencia 4 en (7 (ya que si en algin grafo este vértice tuviese valencia 2
entonces el segundo grafo de linea iterado seria también 2-euleriano) y la

otra componente de G — [ esta formada inicamente por un vértice incidente
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Figura 7.14: Este grafo esta en Cj.

con l. Este conjunto es también el de los grafos con un inico vértice de
valencia impar y ademds éste tiene valencia 1, de tal forma que el vértice

incidente con él tiene al menos valencia 4 (ver la Figura 7.14).

C; es el conjunto de los grafos 1-eulerianos tales que sus segundos grafos de
linea iterados lo son, pero sus terceros grafos de linea no lo son, es decir,
son los grafos G que tienen un punto de corte v, de valencia 2 tal que uno
de los subgrafos de G separados por v, es infinito de tal forma que todos sus
vértices tienen valencia par en G y el vértice vs, adyacente con v, en este
subgrafo, tiene al menos valencia 4 (ya que si en algun grafo este vértice
tuviese valencia 2 entonces el tercer grafo de linea iterado seria también 1-
euleriano) y el otro subgrafo de G separado por v; estd formado tinicamente
por una arista {vy,v,} incidente con v,. Este conjunto es también el de los
grafos cuyos grafos de linea son 1-eulerianos y sus segundos grafos de linea
iterados también son 1-eulerianos, pero sus terceros grafos de linea no lo

son (ver la Figura 7.15).

Crn, con n > 3, es el conjunto de los grafos tales que sus n-ésimos grafos
de linea iterados son l-eulerianos, pero que sus (n + 1)-ésimos grafos de
linea iterados no lo son, es decir, son los grafos donde existen n + 1 vértices
V1,V2,...,VUn ¥ Uny1 tales que cada uno es adyacente con el siguiente (y por
tanto con el anterior), v, tiene valencia 1, vy,...,v,—1 ¥ v, tienen valencia
2, vpqy tiene valencia par distinta de 2 y los demds vértices de estos grafos
tienen valencia par (si en alguno de estos grafos v,41 tuviese valencia 2
entonces su (n + 1)-ésimo grafo de linea seria también 1-euleriano (ver la

Figura 7.16).
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Figura 7.15: Este grafo estd en C,.

U1 V2 Upn Un+

Figura 7.16: Este grafo esta en C,.
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Figura 7.17: Este grafo estd en Cy.

Figura 7.18: Este grafo estd en C..

7. Cu es el conjunto formado por el grafo homeomorfo a la semirrecta cerrada
(ver la Figura 7.17).

8. C. es el conjunto de los demds grafos con un final de Freudenthal (ver la

Figura 7.13).

Entonces usando los resultados de los capitulos anteriores, se puede de-
ducir facilmente que mediante el mismo operador elemental los grafos de una
misma familia C, se transforman en grafos de una misma familia Cg. Estas

trasformaciones quedan reflejadas en la Figura 7.19.

Utilizando la notacion definida en la Seccién 7.1 de este capitulo es facil

de comprobar que se da uno y sélo uno de los siguientes casos:

l.r>1y n, 41 2 L.

2. r

v

r —_ ’ T g
Lin, .1 =0y my, > 2.
T — L — .
or>lin, =0m; =1lyn >1.

4. r > 1. " =0, m" =1,n" =0y g, > 1. En este caso necesariamente
) Pr 3 r y 4r =

= S e+l P

pres 1.

5. r21,ny 1 =0,m; =1,n, =0yg¢ =0. En este caso necesariamente,

ademas de que p, es 1, r es 1.
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Cy Cs C, Ch

M

Cy Ca

LTM

Figura 7.19: El grafo es 1-euleriano si el recorrido no termina en C,, Cp 6 C..
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6. r=0.

Ahora vamos a demostrar una serie de resultados que nos haran falta para
caracterizar los grafos finitos a los que aplicandole un operador se obtengan grafos

1-eulerianos, es decir, que no estén en las familias C,, Cy 6 C..

Lema 7.3.1 Sir > 1 yn) ,, > 1 entonces G* no es I-euleriano.

Demostracién: En este caso M es el primer operador elemental que actda sobre
el grafo L+1(G), por lo que obtenemos un grafo de C.. Al continuar actuando
operadores elementales sobre M(L7+((G)), seguimos obteniendo grafos de C.,

por lo que G* estd en C, y no es l-euleriano. o

Lema 7.3.2 Sir > 1, n, o =0ymy >2 entonces G* no es 1-euleriano.

Demostracion: En este caso 1" es el primer operador elemental que actia sobre el
grafo L+ (), por lo que obtenemos un grafo de Cy 6 C, y como T es también
el primer operador elemental aplicado sobre T(L%+1((G)), obtenemos un grafo
de C.. Al continuar actuando operadores elementales sobre este grafo, seguimos

obteniendo grafos de C., por lo que G* esta en C. y no es l-euleriano. O

Lema 7.3.3 Sir > 1,

euleriano.

. — T _ T * _
oo =0, my =1yn, > 1 entonces G* no es 1

Demostracion: Ln este caso 1" es el primer operador elemental que actia sobre el
grafo LIr+1((), por lo que obtenemos un grafo de Cy 6 C.. Como M es el primer
operador elemental aplicado sobre T'(L¥+1(G)), obtenemos un grafo de C.. Al
continuar actuando operadores elementales sobre este grafo, seguimos obteniendo

grafos de C.. por lo que G* estda en C. y no es l-euleriano. o

Lema 7.3.4 Sir> 1,1

1-euleriano.

=0, m" =1,n" =0 ygq, >1 entonces G* no es
r+1 Pr ’ r y q —

r
lp »
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Demostracion: En este caso el primer operador elemental que actia sobre el grafo
L¥+1(G) es T, por lo que obtenemos un grafo de Cy 6 C.. Como L es el primer
operador elemental aplicado a sobre T'(L%+!(G)), obtenemos un grafo de C.. Al
continuar actuando operadores elementales sobre este grafo, seguimos obteniendo

grafos de C., por lo que G* est4 en C. y no es 1-euleriano. o

Lema 7.3.5 Sir =1, n} =0, ml =1, n] =0 yq =0 entonces G* es 1-
euleriano si y sélo si L¥+1(G) no estd en ninguna de las familias Co, Ca, Cy y

C..

Demostracion: En este caso G* es T'(L9+1((G)). Si L#+1(G) no esta en ninguna de
las familias Cy, C,, Cy y C. entonces G* esté en Cy y es 1-euleriano. Si L7+1(G)
esta en alguna de las familias Cy, C,, C, y C, entonces G* esta en C. y es no

1-euleriano. a

Lema 7.3.6 Sir = 0 entonces G™ es I-euleriano si y sélo si L9+ (G) no estd

en una de las familias C,, Cy ¢ C..

Demostracion: En este caso G* es L¥+1(G), por lo que se obtiene trivalmente el

resultado. o

A partir de Lemas 7.3.1, 7.3.2, 7.3.3, 7.3.4, 7.3.5, y 7.3.6 obtenemos el

siguiente resultado:

Proposicién 7.3.7 1. Sir > 1 y ademds se da una de las siguientes condi-

crones:

T
* 1, > 1.

T — T .)
o n, = 0y m, 2> 2.

T J— T oy g T
en, .,=0, m, =1yn, >1.

r — A T F
en, =0, my =1,n, =0yq >1.

Entonces G* no es I-euleriano.
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2. 8r=1,nl=0 ml=1n]=0yq =0 entonces G* es 1-euleriano si y
sdlo si L*(G) estd en Co, 6 en Cy, con k > 1.

3. Sir =0 entonces G* es I-euleriano si y solo si LIt (G) estd en Coo 0 €n
Cr con k> 0.

Otros resultados que necesitaremos son los siguientes:

Lema 7.3.8 Li+((V) estd en Cy si y sdlo si G estd en Cy, ., .

Demostracion: Si ¢,41 = 0 entonces L+ (G) es el grafo G, por lo que se obtiene

trivialmente el resultado.

Si ¢,41 = 1 entonces L9+ (() es el grafo L(G) y como L(G) estd en Cp si

solo si G esta en 7y, se obtiene el resultado.
b

Supuesto ¢l resultado probado para ¢,4; = n > 1, vedmoslo para gr41 =
n + 1. Por hipétesis de induccién L"T(G) esta en Cp si y s6lo si L(G) estd en
C., pero esto tltimo es equivalente a que G esté en Cri1, con lo que concluimos

la demostracién del lema. o

Lema 7.3.9 Li+1(G) cstd en C, si y solo si o bien ¢op1 =0 y G estd en Cg, 0
bien ¢,p1 =1 y G estd en Cy.

Demostraeidn = oo D entee e DT s pd erafn O por ie o we obtiene

trivialimente ¢ cosultado.

a

Sigrey = 1 entonces L9+ 10 os ol grafo L(G) y como L((} estd en Cy si

St

v s6lo st G esta o () s obtiene o reanltado.

SIgey = 2 entonces, utiiizando el caso anterior, LY+1(() esta en U, s1y

s6lo st L1710 estd en Oy Pero L9+17HG) es un grafo de linea v un grafo de

linea no puede cstar en () por Yo que L9+ (@) no puede estar en (. a

Lema 7.3.10 Li+1(() estd en Cy si y sélo st gy = 0 y G estd en Cy.



148 CAPITULO 7. GRAFOS TRANSFORMADOS EN EULERIANOS.

Demostracion: Si ¢,41 = 0 entonces L97+1(G) es el grafo G, por lo que se obtiene

trivialmente el resultado.

Si ¢;41 > 1 entonces L9+1(() es un grafo de linea y como un grafo de

linea no puede estar en C, se obtiene el resultado. O

Lema 7.3.11 Lu+1(() estd en Cy, con k> 1, si y sélo si G estd en Cryq,,, -

Demostracidn: Por el Lema 7.3.8 G estd en Ciyy,,, siy sélo si LFt9+1(G) estd en

Co, pero como L¥+or+1 () es L¥(L7+1(()), utilizando nuevamente el Lema 7.3.8,

LF+are1(GY estd en Cy siy sélo si LFH+1((G) estd en Cy, con lo que concluimos
v +9rt19

la demostracion del lema. O

Lema 7.3.12 Para lodo g4y > 0, L7+1(G) estd en Cy, st y sélo st G estd en
Coo.

Demostracion: Si ¢,4+; = 0 entonces Li"+1(() es el grafo G, por lo que se obtiene

trivialmente el resultado.

Supuesto probado el resultado para ¢.4; = n > 1, vedmoslo para ¢.41 =
n + 1. Por hipdtesis de induccion LG estéd en Cu sty sdlo si L(G) estd en
Ceo, pero esto dltimo s cquivalente a que & esté en Cy, con lo que concluimos

la demostracion del lema. d

Utilizando tuicamente los Lemas 7.3.3, 7.3.9, 7.3.10, 7.3.11 y 7.3.12y la

Proposicion 7.3.7 sc obticne la siguiente caracierizacion de los grafos que mediante

un overador dado se translor dos L -oierianos:

Teorema 7.3.13 IS > 1 y adends se da una de las siguientes condi-

CTONES:

bl 7 ]
id Ly i
Prti

>

r S )
o ny, 4y =0ym, =22
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en, 1 =0my =1lyn; 21
en, ,=0,m, =1,n, =0yq 21
FEntonces G* no es I-euleriano.
2. Sir=1,nl=0,m =1, nl =0 yq =0 entonces G* es I-euleriano si y
solo 51 G esta en Cyy 0 en C, con k 2> gr41 + 1.
3. Sir=01yq4 =0 entonces G* es I-euleriano si y sélo si G estd en Co 0
en Cy con k> 0.
4. Sir =0y ¢ =1 entonces G es 1-euleriano si y sdlo si G estd en Ce,
en Cq 0 en Cp con kb > 1.
5.8 =01y gy =2 entonces G~ es I-euleriano si y sélo si G estd en Co,
en Cy 0 en Cp. con k> 2.
6. Sir =0 yq4 >3 entonces G* ¢s I-euleriano si y sélo si G estd en Coo 0

en Cr con 'k > goyq.

A partir de este teorema obtenemos como corolario la siguiente caracteri-

zacién de los operadores que al aplicarse a un grafo dado dan grafos 1-eulerianos:

A partir de este teorema obtenemos como corolario la siguiente

Teorema 7.3.14

Ot

se verifica alyuna de estas dos condiciones:

er=1Lnl=0 mi=1.n1=0uq¢ =0.

St Ghoestd en Cy entonces G es {-culcriano st y solo str =0y g1 =

;
H

x (,’ (\//f Iy (‘ / r'”i/,»”?{"['“ y/:" P ,A/‘/”]() \[ Y 5‘ ’\3]" T = O :Iﬁ! ql

1. Si G estd en C.. entonces G* es I-euleriano si y solo si

StG estd en O entonces (7 es i-cuieriano sty solo sir =0y q = 2.

Si G oesld en O, conn > 1. culonces G* es 1-euleriano si y solo st se
T — *

certfica alyuna de estas dos condiciones:

e r=1,=0,mi=10 =0 w<n—1yq =0

e r =0 yq <n.
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Figura 7.20: Este grafo estd en Dy.

7.4 Grafos que se transforman en 2-eulerianos

En esta seccién vamos a caracterizar los grafos que mediante un operador (com-

posicién de operadores elementales) se transforman en grafos 2-eulerianos.

Combinando los Lemas 1.2.1, 1.2.3 y 1.2.5 y los Corolarios 1.2.2, 1.2.4
y 1.2.6 es facil comprobar que estos gralos tienen que tener 1 ¢ 2 finales de
Freudenthal. Al igual que en capitulos anteriores, vamos a separar el estudio de
los grafos, que se transforman en grafos 2-eulerianos con un final de Freudenthal

y los que se transforman en grafos dos eulerianos con 2 finales de Freudenthal.

7.4.1 Grafos con 1 final de Freudenthal

Para caracterizar los grafos con un {inal de Freudenthal que mediante un operador

se transforman en grafos 2-eulerianos vamos a definir la particion { Do, Dy, D2, D3}

del conjuis wevalos con oo Boal de Trewd bl stendor
: D 1 N N . . ! { . ¥ H 4 M. R .
Lo Dy el conunto de wodos tos grafos con toon fos vértices con valenaia par,
es dect ol conjunto de los erafos 2-eulert o iver la Flgura 7.20).
20Dy e T ooninnto de todos Tos wrafos coo odos los vértices con valencia

impar, cs decir, el conjunto de los grafos no 2-eulerianos cuyos grafos de

linea si 1o son (ver la Figura 7.21).

3. Dy el conjunto de todos ios gralos bipartitos en los que todas las aristas

inciden con vértices con valencia de distinta paridad, es decir, el conjunto
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Figura 7.21: Este grafo estd en Dj.

® ® ®
L ®  J
L 4 @ 4 L —& *—

Iigura 7.22: Este grafo estd en D,.

de los grafos cuyos grafos de linea no son 2-eulerianos, pero cuyos segundos

grafos de linea iterados si lo son (ver la Figura 7.22).

4. D3 el conjunto formado por los demds grafos con un final de Freudenthal,

es decir, el conjunto de los gralos cuyos segundos grafos de linea iterados

no son 2-eulerianos (ver la Iigura 7.23).

A partir del Lema 4.2.4 podemos deducir que el operador L transforma

grafos de Dy y D, en grafos de Dy, del Lema 4.2.5 que transforma grafos de D,

J

en grafos de D; y de ambos lemas que transforma grafos de D3 en grafos de D,

6 Dj. Pero del Lema 4.2.6 se deduce que los grafos de Dj no se trasforman en

grafos de D,, por lo que se transforman en grafos de Ds.

A partir del Lema 5.1.3 podemos deducir que el operador T' transforma

grafos de Dy v D; en grafos de Dy y que transforma grafos de Dy y D3 en grafos

de Dy, Dy 6 D3. Pero del Lema 7.1.5 los grafos de D, y D3 no se trasforman

en grafos de D; y por el Lema 7.1.6 se deduce que los grafos de D, y D3 no se

trasforman en grafos de D,, por lo que se transforman en grafos de Ds.
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® ® ®
[ ] L [ ]
L L & 4 L o

Figura 7.23: Este grafo estd en Ds.

A partir del Lema 6.2.3 podemos deducir que el operador M transforma
grafos de Dy en grafos de Dy y que transforma grafos de Dy, D; y D3 en grafos
de Dy, Dy 6 D5. Pero del Lema 7.1.2 los grafos de D,, D; y D3 no se trasforman
en grafos de Dy y por el Lema 7.1.3 se deduce que los grafos de Dy, D; y D3 no

se trasforman en grafos de D, por lo que se transforman en grafos de Ds.

Por tanto mediante el mismo operador elemental los grafos de una misma
familia D, se transforman en grafos de una misma familia Dg. Estas trasforma-

ciones quedan reflejadas en la Figura 7.24.

Utilizando la notacién definida en Seccion 7.1 es facil de comprobar que

se da uno y sélo uno de los siguientes casos:
T
1. 7'21}’71,,,+1 > 1.
T - aat o o ey T . M
2.r>1yny ., =0. En este caso m; _es mayor o igual que 1.
3. r=0.
Ahora vamos a demostrar una serie de resultados que nos haran falta para

caractenzeu los grafos finitos a los que aplicandole un operador se obtengan grafos

2-eulerianos con un final de Freudenthal, es decir, que estén en la familia Do.

Lema 7.4.1.1 Sir > 1y ny, 41 = 1 entonces G* es 2-euleriano con 1 final de
Freudenthal si y sélo si L9+ (G) estd en Dy.
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L
D 1 D 0
T
T
L
M T
T
D 2 D 3
M

Figura 7.24: Il grafo es 2-euleriano si el recorrido termina en Dg.
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Demostracion: En este caso el primer operador elemental que actia sobre el grafo

L+1(G) es M.

Si L+ (G) es un grafo de Dy entonces M(L%7+1(G)) es un grafo de Do. Si
a este grafo le continuamos aplicando operadores elementales entonces seguimos

obteniendo grafos de Dy y por tanto G~ es 2-euleriano con un final de Freudenthal.

Si L9+(G) no es un grafo de Dy entonces M(L+(G)) es un grafo de
D3. Si a este grafo le continuamos aplicando operadores elementales entonces

seguimos obteniendo gralos de D3 y por tanto G* no es 2-euleriano con un final
de Freudenthal. O

Lema 7.4.1.2 Sir > 1 yn; ., = 0 entonces G* es 2-euleriano con 1 final de
Freudenthal si y solo si Li+1(G') estd en Do ¢ Dy.

,’.

5, = 1, el primer operador elemental que

Demostracion: En este caso, como m

actla sobre el grafo L9+ (G) es T

Si Lr+1(G) es un grafo de Dy 6 D, entonces T(L%+1(G)) es un grafo de
Dqy. Si a este grafo le continuamos aplicando operadores elementales entonces
seguimos obteniendo grafos de Dy y por tanto G™ es 2-euleriano con un final de
Freudenthal.

Si L¥+1(G) es un grafo de D, 6 D3 entonces T(L+1((G)) es un grafo de
D3. Si a este grafo le continuamos aplicando operadores elementales entonces
seguimos obteniendo grafos de Dy y por tanto G* no es 2-euleriano con un final
de Freudenthal. =

Lema 7.4.1.3 Sir =0 entonces G~ es 2-euleriano con 1 final de Freudenthal st
y s6lo si LI+ (() estd en Dy.

Demostracion: Como en este caso (~ es Li+ (), el resultado se obtiene trivial-

mente. o

A partir de los Lemas 7.4.1.1, 7.4.1.2 y 7.4.1.3 obtenemos el siguiente

resultado:
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Proposicién 7.4.1.4 Sea G un grafo con 2 finales de Freudenthal.

euleriano si y sdlo si

e 0 bien se dan una de estas dos condiciones

1.r=0

2.r>1 yn, 321
y ademds L9+ (() estd en Dy,

e obienr>1yn, . =0y ademds LI+ (G) estd en Do ¢ D;.

Otros resultados que necesitaremos son los siguientes:

Lema 7.4.1.5 L4+ (() estd en Dy st y solo st

o 0 bien ¢4 =0 y G estd en Dy,
o 0bien ¢oy1 =1 y G estd en Dy J Dy,

o o0 bien g.py 22 y G estd en Dy, Dy ¢ Dy.

G* es 2-

Demostracidn: Si ¢,+, = 0 entonces L9+1(G) es G, con lo que se obtiene trivial-

mente el resultado.

Si ¢y41 = 1 entonces L¥+1(G) es L(G) y como L(G) estd en Dy si y sdlo

si G esta en Dy 0 D, se obtiene el resultado.

Si q,41 = 2 entonces, usando el caso anterior, L?(G) estd en Dy si y sélo
si L(G) estd en Dy 6 Dy. Como L(G) estd en Dy si y s6lo si G estd en Dy 6 Dy

y L(G) estd en Dy siy sélo si G estd en Dy, se obtiene el resultado.

Supuesto probado el resultado para ¢,+1 = n > 2, si ¢,41 = n+ 1 entonces

por hipétesis de induccion L**t(G) estd en Dg si y sélo si L(G) esta en Do, Dy
6 D,. Como L(G) estd en Dy siy sélo si G estd en Do 6 Dy, L(G) esta en Dy

si y sélo si G estd en Dy y L{G) no puede estar en D3 se obtiene el resultado y

concluimos la demostracidon del lema.

O
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Lema 7.4.1.6 1. Siq,4; = 0 entonces L+ (G) estd en Dy si y solo si G estd
en Dj.

2. Si g.41 = 1 entonces L9+1(G) estd en Dy st y solo si G estd en D,.

3. Si qr41 2 2 entonces L+ ((G) no estd en D;.

Demostracion: Si ¢.41 = 0 entonces LI+1(() es G, con lo que se obtiene trivial-

mente el resultado.

Si g,41 = 1 entonces L9+1((7) es L(G) y como L(G) estd en Dy siy sélo

si G estd en D,, se obtiene el resultado.

Si g,41 > 2 entonces, usando el caso anterior, L9+ () estd en D, siy sélo
si LI+171(G) estd en D,, pero como Li+171((G) es el grafo de linea de LI+ 7%(G)
y un grafo de linea no puede estar en D,, L?+!(G) no puede estar en D, y se

obtiene el resultado. d

Lema 7.4.1.7 1. Siq,41 = 0 entonces LY+ (G) estd en D, si y solo st G estd
en D2.

2. St gry1 > 1 entonces L4+ (G) no estd en Dy.

Demostracion: Si ¢,4, = 0 entonces Li+1(() es G, con lo que se obtiene trivial-

mente el resultado.

Si gr41 > 1 entonces L9+ (/) es el grafo de linea de L¥+1~1(G) y un grafo
de linea no puede estar en D,, por lo que L7+(() no puede estar en D, y se

obtiene el resultado. a

Utilizando tinicamente la Proposicién 7.4.1.4 y los Lemas 7.4.1.5, 7.4.1.6
y 7.4.1.7 se obtiene la siguiente caracterizacién de los grafos que mediante un

operador dado se transforman en grafos 2-eulerianos con un final de Freudenthal:

Teorema 7.4.1.8 Sea G un grafo con 2 finales de Freudenthal. G* es 2-euleriano

st y solo st
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e o0 bien se dan una de estas dos condiciones
1.r=0 Y qr+1 =0
2.r>21, ¢u=0yn, ., #0
y ademds G liene todos los vértices de valencia par,
e 0 bien se dan una de estas tres condiciones

1. r 0 Yqry1 = 1

~ — ar aa b —
2.r2lL ¢ =0yn, ;=0
Brzlgu=1lyn,  #0
y ademds G tiene todos los vértices con valencia de la misma paridad,
o 0 bien se dan una de estas dos condiciones
L.r>1l,¢gunu=1yvy Ny 41 = 0
2. Gr+1 Z 2

y ademds G tiene todos los vértices con valencia de la misma paridad o es
un grafo bipartito en el que todas las aristas inciden con dos vértices con

valencia de distinta paridad.

A partir de este teorema obtenemos como corolario la siguiente caracteri-
zacién de los operadores que al aplicarse a un grafo dado dan grafos 2-eulerianos

con un final de Freudenthal:

Teorema 7.4.1.9 1. Si (0 esld en Dy entonces G* es 2-euleriano.

2. St G estd en Dy entonces G ¢s 2-euleriano si y sdlo si se verifica alguna

de estas dos condiciones:

® ri1 Z L.

¢ =0, r21yn =0

3. Si G estd en Dy entonces (* es 2-euleriano st y sélo si se verifica alguna

de estas dos condiciones:
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Figura 7.25: Este grafo esta en Eo.
® gr+1 Z 2.
¢ ¢gru=1Lr>1lyn ., =0

4. 81 G estd en D3 entonces G* no es 2-euleriano.

7.4.2 Grafos con 2 finales de Freudenthal

Para caracterizar los grafos con dos finales de Freudenthal que mediante un ope-
rador se transforman en grafos 2-eulerianos vamos a definir la particién {Eo, 4}

del conjunto de los grafos con dos finales de Freudenthal siendo:
1. Ep el conjunto de los grafos 2-eulerianos (ver la Figura 7.25).
2. E; el conjunto de los grafos no 2-eulerianos (ver la Figura 7.26).
A partir del Teorema 4.6.8 podemos deducir que el operador L transforma
grafos de Ey en grafos de Ey y que transforma grafos de E; en grafos de E;.

A partir del Teorema 5.4.6 podemos deducir que el operador T transforma

grafos de Ey en grafos de £y y que transforma grafos de E; en grafos de E;.

A partir del Teorema 6.4.3 podemos deducir que el operador M transforma

grafos de Ey y F, en grafos de L.
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Figura 7.26: Este grafo estd en Ey.

M
E 0 E 1

L T L T M

Figura 7.27: El grafo es 2-euleriano si el recorrido termina en Ep.

Por tanto mediante el mismo operador elemental los grafos de una misma
familia £, se transforman cn grafos de una misma familia Eg. Estas trasforma-

ciones quedan reflejadas en la [igura 7.27.

A partir de ellas se obtiene la siguiente caracterizacién de los grafos con

dos finales de [Freudenthal cuyo transformado G* sea 2-euleriano.

Teorema 7.4.2.1 Sea G' un grafo con 2 finales de Freudenthal, entonces:
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1. Sir > 1 y existen hg con 1 < hg <1 yko con 1 < ko < pp, + 1 tales que

h .
nge # 0 entonces G* no es 2-euleriano.

2. En otro caso G* es 2-euleriano si y sdlo si G es 2-euleriano.

Demostracion: Esta claro que » > 1 y existen hg con 1 < he < r y ko con
1 < ko < ppy +1 tales que nﬁg > 1 si y sélo si se aplica alguna vez el operador
elemental M. En este caso, al aplicar A el grafo se convierte en un grafo de Ej.
Al continuar aplicindoles operadores elementales seguimos obteniendos grafos de

E,, por lo que G™ no es 2-euleriano.

En otro caso, es decir, cuando no existen hg 6 kg, si G esta en E; entonces,
como al aplicarle operadores elementales se obtienen grafos de E;, G* no es 2-
euleriano y si G estd en Ey entonces, como al aplicarle operadores elementales se

obtienen grafos de Ey, G* es 2-euleriano. O

A partir de este teorema obtenemos como corolario la siguiente carac-
terizacion de los operadores que al ser aplicados a un grafo dado dan grafos

2-eulerianos con dos finales de Freudenthal:

Teorema 7.4.2.2 1. 81 G oestd en Iy entonces G* es 2-euleriano si y sélo si
se verifica alguna de estus dos condiciones:
o r =0(.

o r>1 yno existen hg con 1 < hy <7v yhg con 1 < ko < ppy +1 tales

h = .
que 2 # 0 enlonces G no es 2-euleriano.

2. 51 G estd en Ey entonces G™ no es 2-euleriano.



Capitulo 8

Grafos hamiltonianos infinitos

En este capitulo probamos que el bien conocido teorema de Chartrand [6], que
dice que si GG es un grafo finito y conexo entonces L™(G) es hamiltoniano para
algin n suficientemente grande, no es cierto, en general, para grafos infinitos,
dando algunos contraejemplos. Ademds, damos algunas condiciones suficientes
para que un grafo G verifique que L"(G) es hamiltoniano para cualquier n su-
ficientemente grande. Finalmente, probamos que los grafos medios y totales de

grafos z-eulerianos o i-hamiltonianos son i-hamiltonianos, para ¢ =1 6 2.

8.1 Introduccién

Como dijimos en el capitulo sobre grafos de linea 1 y 2-eulerianos, los grafos de
linea estan muy relacionados con la transversalidad ya que el grafo de linea de
un grafo euleriano finito es euleriano y hamiltoniano (ver el Corolario 1B de [6]),
con lo que los grafos de linea relacionan los dos tipos de grafos transversales, los
eulerianos y los hamiltonianos. En este capitulo vemos que esto es cierto también

para grafos infinitos.

Aparte del trabajo de Chartrand [6], del que se generalizan para grafos
infinitos varios resultados, en la literatura, como ya dijimos en el capitulo sobre

grafos de linea 1 y 2-eulerianos, existen varios trabajos sobre grafos de linea

161
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hamiltonianos, entre los cuales podemos destacar el articulo [20] de F. Harary y
de C. St. J. A. Nash-Williams, ya citado en ese capitulo, donde se demuestra que
el grafo de linea de un grafo G es hamiltoniano si y sélo si o bien G es isomorfo
a I ;, para algin s > 3, o bien existe en G un camino cerrado que no pasa dos
veces por el mismo vértice (exceptuando el inicial y el final, que han de ser el
mismo) tal que pasa por alguno de los dos vértices adyacentes de cada una de las

aristas de G.

Basandose en este trabajo Zhan demuestra en [36] que si G es un grafo
finito 7-conexo entonces L((G) es hamiltoniano, aproximandose a la conjetura
de Thomassen que dice que si G es un grafo finito 4-conexo entonces L(G) es

hamiltoniano (ver [1]).

Samodivkin en [33] demuestra que si G es un grafo con n > 6 vértices y al
menos una arista tal que para cada arista {v,w} de un grafo G con n > 4 vértices

se tiene que 6g(v) + dg(w) > 2|n]| — 1 entonces GG es hamiltoniano.

8.2 Grafos de linea 1 y 2-hamiltonianos

Esta es la seccién principal del capitulo, donde generalizamos para grafos infini-
tos algunos de los resultados de G. Chartrand en [6], entre los cuales cuales se
encuentra el Corolario 1B que dice que si G es un grafo euleriano finito entonces

L(G es hamiltoniano.

El Teorema 1 de [6] dice que un grafo finito tiene un grafo de linea hamil-

toniano si y sélo si es secuencial. Para grafos infinitos nosotros tenemos:
Lema 8.2.1 Sea G = (V, E) un grafo infinito:

1. L(G) es I-hamiltoniano si y sélo si G es I-secuencial.

2. L(G) es 2-hamiltoniano si y sdélo si G es 2-secuencial.

Demostracion: Condicién suficiente: G es l-secuencial si y sélo si existe una

biyeccién f : N — E tal que f(n) y f(r + 1) son incidentes para todo n € N.
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Esta biyeccién induce una inyeccién f' : N — E’, donde E’ es el conjunto de
vértices de L(G). El subgrafo f/(N) de L(G) es un l-recorrido maximal.

G es 2-secuencial si y sélo si existe una biyeccién f : Z — E tal que f(n)
y f(n + 1) son incidentes para todo n € Z. Esta biyeccién induce una inyeccion
f':Z — FE', donde E’ es el conjunto de vértices de L(G). El subgrafo f'(Z) de

L(G) es un 2-recorrido maximal.

Condicién necesaria: Si W es un l-recorrido maximal en L(G) entonces
existe un morfismo v : J — W tal que induce una biyeccién f : N — E tal que
f(n) y f(n+ 1) son incidentes para todo n € N.

Si W es un 2-recorrido maximal en L{G) entonces existe un morfismo
¢ : L — W tal que induce una biyeccién f: Z — E tal que f(n) y f(n + 1) son

incidentes para todo n € Z. a

La Proposicién 6 de [6] dice que un grafo finito hamiltoniano es secuencial.

Andlogamente, para grafos infinitos nosotros tenemos:

Lema 8.2.2 1. Si (G es I-euleriano o 1-hamiltoniano entonces G es 1-secuen-

cial.

2. 81 G es 2-euleriano o 2-hamiltoniano entonces G es 2-secuencial.

Demostracidn: Si G es 1-hamiltoniano, entonces sea W un 1l-recorrido maximal
de G. Sea vy su vértice con valencia 1 y sea {{vo,v1},{v1,v2}, {v2,vs}, ...} el
conjunto de aristas de V. Para ver que (i es l-secuencial, vamos a dar una
ordenacién adecuada de las aristas de G. Empezamos la secuencia de aristas
seleccionando todas las aristas incidentes con vy que no estén en W (podria no
haber ninguna). Estas aristas pueden elegirse en cualquier orden, y, claramente,
son incidentes dos a dos. Seguimos con la arista {ve,v1}. Las siguientes aristas
en la secuencias son las incidentes con v; que no estén en W (de nuevo, podria
no haber ninguna). Como antes, estas aristas pueden tener cualquier orden.
La siguiente arista en la secuencia es {v,,vs}, seguida por las aristas incidentes
con vy que no estén en IV y que no formen parte de la secuencia anteriormente

formada. Y asi sucesivamente construimos la secuencia de aristas. Dada la forma
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de construir la secuencia, esta claro que toda arista de G aparece sélo una vez
y que dos aristas consecutivas en la secuencia son incidentes. Luego G es 1-

secuencial.
Si G es 2-hamiltoniano de forma anéloga, se prueba que G es 2-secuencial.

Si G es un grafo l-euleriano entonces existe un morfismo ¢ : J — G que
induce una biyeccién sobre las aristas. Como ¢ induce una biyeccién f: N — E
tal que f(n) y f(n + 1) son incidentes para todo n € N. Entonces G es 1-

secuencial.

Si G es 2-euleriano de forma analoga, se prueba que G es 2-secuencial. O

Como consecuencia del Lema 8.2.2 tenemos que:

Lema 8.2.3 1. 5i G es un grafo I-secuencial entonces L™(G) es un grafo I1-

hamiltoniano para todon > 1.

2. 5t G es un grafo 2-secuencial entonces L™(G) es un grafo 2-hamiltoniano

para todo n > 1.

Demostracidn: Si G es un grafo 1-secuencial entonces L((G) es 1-hamiltoniano y
l-secuencial. Por tanto L?*(G) es 1-hamiltoniano y l-secuencial. Y asi sucesiva-

mente.

Si G es un grafo 2-secuencial entonces L(G) es 2-hamiltoniano y 2-secuen-
cial. Por tanto L*(G) es 2-hamiltoniano y 2-secuencial. Y asi sucesivamente.
O

Se sefiala en [34] que si (¢ es 1-hamiltoniano entonces (G tiene exactamente
1 final de Freudenthal y si (¢ es 2-hamiltoniano entonces G tiene 1 6 2 finales de

Freudenthal. Esto se puede generalizar para grafos 1 v 2-secuenciales:

Lema 8.2.4 Si G es I-sccuencial entonces G tiene sélo 1 final de Freudenthal.
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Demostracidén: Por el Lema 8.2.2 si G es 1-secuencial entonces L(G) es 1-hamil-

toniano.

Es facil comprobar que todos los grafos 1-hamiltonianos tienen exacta-
mente un final de Freudenthal, y como, por el Lema 1.2.1 G y L(G) tienen el

mismo numero de finales de Freudenthal se obtiene el resultado. a

Lema 8.2.5 Si G es 2-secuencial entonces G tiene, a lo sumo, 2 finales de
Freudenthal.

Demostracién: Por el Lema 8.2.2 si G es 2-secuencial entonces L{G) es 2-hamil-

toniano.

Es facil comprobar que todos los grafos 2-hamiltonianos tienen a lo sumo
dos finales de Freudenthal, y como, por el Lema 1.2.1 G y L(G) tienen el mismo

numero de finales de Freudenthal se obtiene el resultado. O

El Lema 1 de [6] nos da una condicién suficiente para que un grafo tenga un
grafo de linea hamiltoniano, diciendo que si G es un grafo finito tal que existe un
ciclo de manera que toda arista de G es incidente con el ciclo. Una generalizacion

para grafos infinitos es:

Proposicién 8.2.6 . Si ( tiene un I-camino W con la propiedad de que to-
das la aristas de G son incidentes con, al menos, un vértice de W, entonces
L(G) es I-hamiltoniano.

2. 81 G tiene un 2-camino W con la propiedad de que todas la aristas de
G son incidentes con, al menos, un vértice de W, entonces L(G) es 2-

hamiltoniano.

Demostracidn: La demostracién es similar a la del Lema 1 de [6].

Si el grafo G del primer apartado de la proposicién es 1-secuencial, por el
Lema 8.2.1, L(G) is 1-hamiltoniano. Para ver que G es 1-secuencial, sélo necesi-

tamos dar un orden apropiado de las aristas de G y este orden puede construirse
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usando el mismo método que en el Lema 8.2.2, excepto que después de conside-
rar todas las aristas incidentes con un vértice v dado, la siguientes aristas que
incluimos en la secuencia son las aristas de G que son incidentes con v que no lo
sean con otro vértice de W. Después de esto, procedemos como antes. De aqui

se deduce que el grafo G es 1-secuencial.

Si el grafo G del segundo apartado de la proposicion es 2-secuencial, por el
Lema 8.2.1, L(G) is 2-hamiltoniano. Para ver que G es 2-secuencial, s6lo necesi-
tamos dar un orden apropiado de las aristas de G y este orden puede construirse
usando el mismo método que en el Lema 8.2.2, excepto que después de conside-
rar todas las aristas incidentes con un vértice v dado, las siguientess aristas que
incluimos en secuencia son las aristas de G que son incidentes con v que no lo
son con otro vértice de W. Después de esto, procedemos como antes. De aqui se

deduce que el grafo G es 2-secuencial. o

El Lema 2 de [6] nos da una condicién suficiente para que un grafo tenga,
a partir un cierto n € N, todos los grafos de linea iterados hamiltonianos, la cual
dice que si G es un grafo finito tal que existe un ciclo de manera que entre cada
vértice de G y el ciclo hay un camino con a lo sumo n aristas entonces para todo
m > n L™(G) es hamiltoniano. Una generalizacién de este resultado para grafos

infinitos es:

Teorema 8.2.7 1. Sea G un grafo infinito. Si hay un I1-camino W tal que
para todo vértice v hay un camino P tal que une v con un vértice de W y
P tiene a lo sumo ng aristas. Entonces L*(G) es 1-hamiltoniano para todo

n > ng.

2. Sea G un grafo infinito. Si hay un 2-camino W tal que para todo vértice v
hay un camino P tal que une v con un vértice de W y P tiene a lo sumo

ng aristas. Entonces L™((G) es 2-hamiltoniano para todo n > ng.

Demostracion: El grafo de linea L(G) verifica las condiciones del teorema excepto
que cada camino tiene una arista menos que en & y por tanto la maxima longitud
de los caminos es ng — 1. Luego, aplicando la Proposicién 8.2.6 a L™ Y(G)

probamos que L™*(() es 1 6 2-hamiltoniano para todo n > ng. 0
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G
) ) *
21 Z2 Z3 24
[ ] ® [ ]
Y1 Y2 Ys Y4
. * *® L ® ®- 4———0—
T €9 I3 Ty Xg Te N d Ts
Figura 8.1:
L(G)

Figura 8.2:

Por ejemplo, en la Pigura 8.1 tenemos un grafo que verifica la primera

parte de las hipétesis del teorema (ver también las Figuras 8.2 y 8.3).

En la Figura 8.4 tenemos un grafo que verifica la segunda parte de las

hipétesis del teorema (ver también las I'iguras 8.5 y 8.6).

Sin embargo, esta condicién, en general, no es necesaria, ver las Figu-
ras 8.7, 8.8 y 8.9.

La conclusién mas importante de este capitulo consiste en que, a diferencia
del caso finito (ver el Teorema 2 de [6]), no es verdad que necesariamente alguno

de los L"(G) sean 1 6 2-hamiltonianos para todo grafo infinito.

Esta claro, por el Lema 8.2.4, que si (@) > 2 entonces, para todo n € N,
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L*(G)

Figura 8.3: En G el 1-camino W = {z1, a9, 23, ...} verifica que de cada vértice de
G existe un camino de longitud a lo sumo 2 que empieza en ese vértice y termina

en uno de W, por lo que L*(G) es 1-hamiltoniano.

G
[ J ®
Z1 Z2 <3 24
¢ ®
! Y2 Y3 Y4
—— . - * 0———L————0—
Iy X2 T3 Ty Ts Tg I7 Irs
Lo
T * T2 ¢ T_3 b Ty F”L__5 ¢ T_¢ ¢ .’17_7—‘ T8 h

Figura 8.4:
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Figura 8.5:

Figura 8.6: En G el 2-camino W = {...,a_1,20,21,...} verifica que de cada
vértice de G existe-un camino de longitud a lo sumo 2 que empieza en ese vértice

y termina en uno de W, por lo que L*(G) es 2-hamiltoniano.
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224
222 223
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L2(G)

vax; , /‘1022 vaz; :ﬂ:u
Vo, a2z Vag ass
v A Ky, b B

ve7 velo

Figura 8.9: L%*(G) es 1-hamiltoniano, aunque G no verifica las condiciones del

teorema.
)
/10
G 0 ¢
Ys Ys
°
Y3 Ys Ys
L ] [ ]
hn Y2 Y4 Y7
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I 9 T3 Ty Ts Zg g g

Figura 8.10:

se tiene que L™(G) no es l-hamiltoniano y, por el Lema 8.2.5, que si e(G) >
3 entonces, para todo n € N, se tiene que L™(G) no es 2-hamiltoniano, pero
incluso si nos restringimos a los grafos con un sélo final de Freudenthal, es posible
encontrar grafos, tales que L™(G) no sean ni 1 ni 2-hamiltonianos para ningin
n € N (ver las Figuras 8.10, 8.11 y 8.12).

También es posible encontrar grafos con dos finales de Freudenthal ta-
les ninguno de sus grafos de linea iterados sean 2-hamiltonianos (ver las Fig-
uras 8.13, 8.14 y 8.15). '
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Vyo @

Figura 8.11:

Figura 8.12: A pesar de que (' tiene un final de Freudenthal, niguno de sus grafos

de linea iterados es 1-hamiltoniano o 2-hamiltoniano.
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® A N o—

@ g @
v Vf, vy, vy, U, Ufe Ur, Vfs

Figura 8.15: A pesar de que G ticue dos finales de Freudenthal, niguno de sus

grafos de linea iterados es 2-hamiltoniano.
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8.3 Grafos totales y medios 1 y 2-hamiltonia-

nos

En este capitulo hemos visto que, al igual que en el caso finito, el grafo de linea
de un grafo i-euleriano o i-hamiltoniano es i-hamiltoniano, para i = 1 6 2. En
esta seccidn vamos a probar que ocurre lo mismo para grafos totales y medios.

Asi, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 8.3.1 1. Si G es un grafo 1-euleriano entonces M(G) es 1-hamil-

toniano.
2. 5t G es un grafo 2-euleriano entonces M(G) es 2-hamiltoniano.
3. 5t G es un grafo 1-hamiltoniano entonces M(G) es 1-hamiltoniano.

4. 51 G es un grafo 2-hamiltoniano entonces M(G) es 2-hamiltoniano.

Demostracion: Sea GG un grafo l-euleriano y sea P = {{v,, Vnt1}}neny un camino

l-euleriano de G. Vamos a construir @, un camino en M (G) de la siguiente forma:

Empezainos por wy,, Ufu, ), Luys Uluyus}r Yug ¥ Ulug,we}- Ol Va DO €8 vy (V4
no puede ser vy 6 vs, al igual que vy, vy y v3 son distintos dos a dos) entonces con-
tinuamos por los vértices u,, y Ufs,us} Y S1 V4 €s 1 entonces afladimos solamente
el vértice ug, o, Supuesto que ya hemos afiadido el vértice gy, v;,,} volvemos
a distinguir dos casos: si v;y; no es uno de los vértices vy, va,...,vi—2 (Viy1 DO
puede ser v;1 ¢ v;) entonces continuamos la construccién de @ por los vértices
Uviyy Y Ufoiyyvign) Y ST Uipr €5 uno de esos ¢ vértices entonces anadimos sélo el

vértice Ufy,, | v;,,)- Asl sucesivamente construimos un 1-recorrido spanning de G.

Esta claro que cada vértice en @) es adyacente con el siguiente (y con el
anterior). Ademas cada vértice de M(G) aparece exactamente una vez en Q

porque:

e Sea un vértice u; de M(G) que procede de una arista | de G. Como existe
un unico ¢ tal que [ sea la arista {v;,vi41}, ya que aparece ! exactamente

una vez en P, se tiene que u; aparece exactamente una vez en (.
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e Sea un vértice u,, de M(G) que procede de un vértice w de G. Como existe
¢ tal que w sea el vértice v;, ya que al pasar P por todas las aristas, pasa
por todos los todos los vértices, se tiene que u, aparece en @ y sélo una

vez, porque hemos construido @ de esta forma.

St G es un gralo 2-culeriano entonces se construye en M(G) un camino

2-hamiltoniano de forma analoga.

Si G es 1-hamiltoniano, entonces sea W un 1-recorrido spanning de G.
Sea vy su vértice con valencia uno y sea {{vo,v1}.{v1,v2}, {v2,v3}, ...} el con-
junto de aristas de W. Vamos a construir un 1l-recorrido Q' spanning en M(G).
Empezamos el 1-recorrido seleccionando u,, y los vértices de M(G) que proce-
den de todas las aristas de (7 incidentes con vy que no estén en W (podria no
haber ninguna). Estos dltimos vértices pueden elegirse en cualquier orden, y,
claramente, son adyacentes dos a dos. Seguimos con el vértice Ufyy v} ¥ €l Ua,.
Los siguientes vértices del l-recorrido son los que provienen de las aristas de
G incidentes con v; que no estén en W (de nuevo, podria no haber ninguna).
Como antes, estos vértices pueden tener cualquier orden. El siguiente vértice en
el 1-recorrido es {vy,v,}, seguido por los vértices que proceden de las aristas de
G incidentes con v, que no estén en W y que no formen parte de los vértices
ya tomados. Y asi sucesivamente construimos el 1-recorrido spanning de M (G).
Dada la forma de construir el 1-recorrido, estd clavo que todo vértice de M(G)
aparece s6lo una vez y que dos vértices consecutivos son incidentes. Luego M(G)

es 1-hamiltoniano.

Si G es un grafo 2-hamiltoniano entonces se construye en M(G) un 2-

recorrido spanning de forma analoga. .

Teorema 8.3.2 1. Si G es un grafo I-eulerianc entonces T(G) es 1-hamilto-

niano.
2. S5t G es un grafo 2-euleriano entonces T(G) es 2-hamiltoniano.
3. 51 G es un grafo 1-hamilloniano entonces T(3) es 1-hamiltoniano.

4. S G es un grafo 2-hamilioniano entonces T(() es 2-hamiltoniano.
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Demostracién: Si G es un grafo 1-euleriano o 1-hamiltoniano entonces, por el
Teorema 8.3.1, M(G) es 1-hamiltoniano. Sea @ = {us, }nen un l-recorrido span-
ning en M(G). Como M(G) es isomorfo a un subgrafo spanning de T'(G) se tiene
que Q' = {w,, }nen es un l-recorrido spanning en T(G) y por tanto T(G) es
1-hamiltoniano.

Si G es un grafo 2-culeriano o 2-hamiltoniano entonces, por el Teore-
ma 8.3.1, M(G) es 2-hamiltoniano. Sea @ = {u,, }nez un 2-recorrido spanning
en M(G). Como M(G) es isomorfo a un subgrafo spanning de T(G) se tiene
que Q' = {w,, }nez es un 2-recorrido spanning en T(G) y por tanto T(G) es

2-hamiltoniano. 0

Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre con grafos de linea, el grafo
medio o total de un grafo i-secuencial, con ¢ = 1 6 2, no tiene por que ser -

hamiltoniano.

El grafo mads simple 1-secuencial que no sea ni l-euleriano ni 1-hamilto-
niano es el grafo G de la Figura 8.16. Su grafo medio no es 1-hamiltoniano, sin
embargo, su grafo total si lo es. No obstante, el grafo total del grafo 1-secuencial

G de la Figura 8.17 no es 1-hamiltoniano.

El grafo mas simple 2-secuencial que no sea ni 2-euleriano ni 2-hamilto-
niano es el grafo G de la Figura 8.18. Su grafo medio no es 2-hamiltoniano, sin
embargo, su grafo total si lo es. No obstante, el grafo total del grafo 2-secuencial

G de la Figura 8.19 no es 2-hamiltoniano.

Es facil comprobar que M () es 1-hamiltoniano si y sélo si los vértices y
las aristas de ¢ pueden ser ordenadas como zy, 23, 23, . . ., de tal forma que, para
todon € N, z, y z,41 son incidentes y si z, es un vértice entonces z,4; €s una
arista y que T'(() es {-hamiltoniano si y sélo si los vértices y las aristas de G
pueden ser ordenadas como zy, z3, 23, . . ., de tal forma que, para todo n € N, z,
Y 2Zn41 son incidentes si alguno de ellos es una arista y son adyacentes si ambos

son vértices.

Analogamente se comprueba que M(G) es 2-hamiltoniano si y sélo si los
vértices y las aristas de G pueden ser ordenadas como ..., z_1, 2o, 21, . . . de forma

que, para todo n € Z, z,, v z,41 son incidentes y si z, es un vértice entonces z,41



178 CAPITULO 8. GRAFOS HAMILTONIANOS INFINITOS
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Figura 8.16: G es un gralo I-secuencial cuyo grafo medio no es 1-hamiltoniano.
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v @ G
,vll/
a
c vg 11 Uy Ty V2 T3 VU3 T4 Uy
/ —@ \ 4 L4 o
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0
v/l.
Wy Wynn

Wy, Wiy Wy Wy

Figura 8.17: (i es un grafo l-secuencial cuyo grafo total no es 1-hamiltoniano.
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v G

a
Voo g V1 T3 Vg T (%1 T U2
—o— ° . *—

Wy_, Wy_y Wy, Wg, Wiy

Figura 8.18: G es un grafo 2-secuencial cuyo grafo medio no es 2-hamiltoniano.
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Figura 8.19: (7 es un grafo 2-secuencial cuyo grafo total no es 2-hamiltoniano.
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es una arista y que 7(G) es 2-hamiltoniano si y sdlo si los vértices y las aristas
de G pueden ser ordenadas como ..., z_1, 20, 21, - . -, de tal forma que, para todo
n € Z, 2, ¥ zp41 son incidentes si alguno de ellos es una arista y son adyacentes

s1 ambos son vértices.

De esto se deduce rapidamente el siguiente resultado:

Lema 8.3.3 1. Si M(G) es I-hamiltoniano entonces T(G) es 1-hamiltoniano.

2. 5i M(G) es 2-hamiltoniano entonces T(G) es 2-hamiltoniano.

Sin embargo el reciproco no es cierto en general, como se puede apreciar

en las Figuras 8.16 y 8.18.

También se puede obtener el siguiente resultado:

Lema 8.3.4 1. Si M(G) es I-hamiltoniano entonces L(G) es 1-hamiltoniano.

2. S5t M(G) es 2-hamiltoniano entonces L(G) es 2-hamiltoniano.

Demostracion: Si M(G) es 1-hamiltoniano entonces sea z1, 23, 23, ... una orde-
nacion de los vértices y aristas de (i, de tal forma que, para todo n € N, z, y
Zn41 son incidentes y si z, es un vértice entonces z,4; es una arista. De esta
sucesién extraigamos los vértices y quedémonos sélo con las aristas. Estd claro
que lo que nos queda es una ordenacién de todas las aristas de G de manera que
dos consecutivas son incidentes, ya que si entre dos aristas consecutivas hay un
vértice en la sucesion original, al ser las aristas incidentes con un mismo vértice,

son incidentes entre si. Por tanto (& es 1-secuencial y L(G) es 1-hamiltoniano por

el Lema 8.2.1.

La demostracién es analoga en el caso de que M(G) sea 2-hamiltoniano.

Como se puede apreciar en las Figuras 8.16 y 8.18 el reciproco no es cierto.
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En las Figuras 8.17 y 8.19, pudimos observar que si L(G) es ¢-hamiltoniano,
con ¢ = 1,2, entonces T'(G) no tiene por que ser :-hamiltoniano. En las Figu-
ras 8.20 y 8.21 se puede comprobar que si T'(G) es i-hamiltoniano entonces L(G),

en general, no tiene por que ser i-hamiltoniano.
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Ure
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Figura 8.20: T'(G) es un grafo 1-hamiltoniano pero L(G) no lo es.
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u'e G
b
u' @
a
L L 4 & & —® ——
U_3 Tz U_2 Ty U1 23 Up 51 Uy Y2 U9 Y3 U3
Vp L(G)
Vg
L 4 @ L 4 —@- ——
Ugy Uz, Uz, Uy Uy, Uys
T(G)
Ul us
Wiy Wy, Wy, Wy, Wy, Wy,

Figura 8.21: T(() es un grafo 2-hamiltoniano pero L(G) no lo es.
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