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Resumen

En este trabajo, daremos algunos resultados de existencia y unicidad de so-
lucién para un problema de dindmica de poblaciones estructurado en edad con
difusién. Primero describiremos un método de sub-supersolucién para este tipo
de problemas. A continuacion, utilizaremos dicho método para dar resultados de
existencia y no existencia en el caso particular de la ecuacién logistica, usando
principalmente propiedades del problema de autovalores asociado a dicha ecua-
cion.

1. Introducciéon

En [8] nos planteamos el estudio de un problema de evolucién de dindmica de
poblaciones estructurado en edad con difusion y un término de reaccion.

En dicho trabajo, consideramos u(z, a, t) la densidad de la poblacién de edad a > 0,
en el instante de tiempo ¢ > 0 y en la posicion x € €2, donde €2 es un dominio acotado
de R¥, con frontera, 95, regular.

Siguiendo el trabajo de Gurtin [11], supusimos que la evolucién de la poblacién
esta gobernada por la ley

Uy + Uy = —div q + 8,

donde wu; v u, son las derivadas con respecto al tiempo y a la edad, respectivamente,
q es el flujo de la poblacion debido a la dispersion y s representa la entrada-salida de
individuos.

Consideramos que la difusion, es decir el movimiento de especies de zonas de alta
densidad de poblacién a baja, es lineal. Por tanto, asumimos que el flujo de la poblacion
viene dado por la forma Vu, donde V denota el gradiente con respecto a la variable
espacial. Ademds, se supuso que la entrada-salida de individuos viene dada por un
término de mortalidad y un término de reaccion, i.e.

S = _Q(xvaat)u + f(ZL',CL,t,U),

donde ¢ representa la tasa de la mortalidad natural de la especie y f describe el efecto
del habitat en la poblacién, por consiguiente f serd positiva cuando el entorno es
favorable y negativa cuando es hostil.



También, se consideré que los individuos de la poblacién desaparecen al llegar a
una edad maxima, A;.

Asumimos que el proceso de nacimiento viene dado por la ecuacién,

Ay
u(z,0,t) = B(x,a,t)u(z,a,t)da,
0

donde (3 representa la tasa de fertilidad.

Finalmente, supusimos que la frontera, 0€2, del dominio, €2, es inhabitable, es decir
la densidad de poblacién verifica una condicién de tipo Dirichlet en la frontera, luego

u(z,a,t) = 0 sobre 092 x (0, Ay).

Entonces, el sistema de ecuaciones que describe la dinamica de la especie que estu-
diamos en [8] viene dada por el sistema de ecuaciones siguiente

(up +ug — Au+q(z,a,t)u = f(z,a,t,u) en Q x (0,A4;) x (0,7),
u(z,a,t) =0 sobre 092 x (0, A;) x (0,7,
u(z,a,0) = up(z,a) en 2 x (0, Ay), (1)
\ u(z,0,t) = " B(x,a,t)u(z,a,t)da en Q x (0,7),
0
donde 7" > 0.

En dicho trabajo, describimos un método de sub-supersoluciones y aplicamos dicho
método en el caso concreto del problema logistico, es decir del problema

(u+u, — Au+ g(z,a)u = —u? en Q x (0,4;) x (0,7),

u(z,a,t) =0 sobre 09 x (0, A+) x (0,7,

u(z,a,0) = uy(z,a) en 2 x (0, Ay), 2)
| 0(.0.6) = OAT (@ulz,a,t)da en Q x (0,7).

Gracias a dicho método se estudid, para algunos valores de A, el comportamiento
asintoético.

Para continuar con el comportamiento asintético del problema (1) queremos anali-
zar el problema estacionario asociado al problema (1), y principalmente el asociado al
problema logistico (2).

Es por ello que el objetivo de este trabajo es el estudio del problema estacionario
asociado al problema (1). Asi, que vamos a suponer que la tasa de mortalidad, ¢, es
independiente del tiempo. Luego, estudiamos el problema no lineal siguiente

U, — Au+q(z,a)u = f(x,a,u) en Q x (0, A;),

u(z,a) =0 sobre 02 x (0, Ay), (3)
Ay
u(z,0) = B(x,a)u(z,a)da en Q,
0



Primero, veremos que funciona un método de sub-supersoluciones que nos dara la
existencia de solucién del problema.

Asumiremos que g explota en edad finita, y esto es una de la principales dificultades
de este problema, ademas de la no localidad de la condicién inicial. Es por ello que no
podemos aplicar el método clasico de sub-supersoluciones para problemas parabélicos
(véase por ejemplo [9] y [13]).

Demostraremos que bajo la hipétesis de la existencia de un par ordenado de sub-
supersoluciones de (3), existe una solucién entre la sub y la supersolucién, suponiendo,
béasicamente, la lipschtzianidad de f en la variable u. Luego, este resultado genera-
liza el resultado clasico para los problemas parabdlicos en las dos vias mencionadas
anteriormente.

Este resultado sera usado, principalmente, para el estudio, segiin los valores de A, de
la existencia y unicidad o la no existencia de soluciéon del problema logistico siguiente,

Uy — Au+ g(x,a)u = Au—u?  en Q x (0, Ay),

u(z,a) =0 sobre 082 x (0, Ay), (4)
Ay
u(z,0) = Bz, a)u(z,a)da en 2,
0

con A € R, es decir es el problema estacionario asociado al problema (2).

En general el estudio de existencia de soluciones positivas de un problema similar
a (4) no es trivial. De hecho, en nuestro conocimiento, solamente problemas lineales en
u han sido analizados en [12], aunque en este caso la ecuacién también depende de la
poblacién total, es decir de

P(z) = /OAT u(z,a)da.

Concretamente en [12], no se supone la existencia de un término de reaccién y las
funciones q y 3 verifican

Q($’a) ZQ1(a)+q2(P)> ﬁ(az,a):ﬁl(a),

y ademas P es la solucion positiva del clasico problema eliptico logistico, la cual es co-
nocida (véase Teorema 3.5 en [12]). Bajo estas hipdtesis, el autor prueba que solamente
pueden existir soluciones separables y entonces busca la solucion explicitamente.

Para los resultados de existencia y no existencia de solucién del problema (4) no-
sotros estudiaremos el problema de autovalores asociado a (4). Es decir, analizaremos
el siguiente problema

U, — Au+ q(z,a)u = M en 2 x (0, Ay),

u(z,a) =0 sobre 092 x (0, At), (5)
A
u(z,0) = Tﬁ(ac, a)u(z,a)da en Q.
0



Para esto, seguiremos una idea de [10]. Demostraremos que existe un tinico autovalor
principal (en el sentido que es el tinico con autofuncién asociada estrictamente positiva)
denotado por A\g(q). Obsérvese la gran diferencia que existe entre el problema (5) y el
problema parabdlico clésico (5) con u(z,0) = ug(x) > 0 en vez de la condicién no local,
el cual tiene existencia de solucién positiva para todo A € R.

Aplicando los resultados obtenidos en todo el trabajo al problema (4), veremos
que posee una solucién positiva si y sélo si A > Ag(q). Ademds, si A < A\g(q) la unica
solucién positiva de (4) es la trivial y si A > Ao(g), tendremos unicidad de solucién
positiva. De nuevo, un destacable cambio ocurre con respecto al problema clasico (4)
con u(x,0) = up(z), el cual posee una tnica solucién positiva para todo valor A € R.

2. Hipodtesis
Vamos a considerar las siguientes condiciones,

(H,) q es una funcién tal que ¢ € L=(Q x (0,7)) para r < Ay y

r At
[ ant@da<oe, [ aslada= s, (6)
0 0
donde

0u(a) = inf g(5,0) v qu(e) = supq(z, a).
zeQ zEQ

(Hg) B € L>(Q), >0, no trivial y

mes{a € [0, Ai] : Br(a) = ingﬁ(:v,a) >0} > 0.

Observacion 1. La condicion (6) es necesaria para tener

lim u(x,a) =0

con u solucion de (3).

3. El método de sub-supersoluciones

En esta seccién vamos a describir un método de sub-supersoluciones para el pro-
blema (3).

Suponemos que (3 y ¢ verifican las condiciones (Hg) y (H,) respectivamente, y
f:2x(0,4;) x R — R es una funcién medible.

Primero daremos las definiciones de solucion y de sub-supersolucion para el proble-
ma (3).

Definicién 1.



Diremos que una funcién u € L*(0, Ay; Hy () es una solucidn de (3) si
ta + qu € L*(0, Ag; H™(Q)),

f('? -,u) S LQ(Q X (O,AT))
y ademds verifica que para todo v € L*(0, Ay; Hy(Q2))

Ay
/ <ua~|—qu,v>da+// Vu-Vvdxda:// f(z,a,u)vdxda,
0 QX(O,AT) QX(O,AT)

u(z,a) =0 sobre 02 x (0, A;),
Ay
u(z,0) = B(x,a)u(x,a)da en €,
0

donde (-,-) denota la dualidad entre H*(Q) y Hy(Q).
Diremos que una funcién @ € L*(0, Ay; H'(Q)) es una supersolucion de (3) si
o +qu € L*(0, Ay (H'(Q))),

f('7 'aﬂ) € LQ(Q X (OvAT))
y ademds se cumple que para toda v € L*(0, Ay; H}(2)) positiva

Ay
/ (ﬂa—i-qﬂ,v)da—i-// Vﬂ-Vdedaz// f(z,a,w)vdzda,
0 QX(O,A#) QX(O,AT)
u(x,a) > 0 sobre 0 x (0, A;),

A
u(z,0) > Tﬁ(az:,a)u(:c,a) da en Q.
0

Andlogamente se define una subsolucion, u, intercambiando las desigualdades an-
teriores.

Teorema 1. Supongamos que se verifican las condiciones (Hg), (H,) y f verifica

|f(z,a,81) — f(x,a,s2)| < Llsy — s3], ect (x,a) € 2x(0,4;) ysi,s2 € R (7)

Entonces, si existe un par de sub-supersoluciones de (3) tal que u < W existe una
solucion minimal u, y una mazimal u* de (3), en el sentido siguiente: para cualquier
otra solucion

u € [u,u) == {u e L*(Qx (0,44)) : u < u <},

se verifica que

u<lu, <u<u <u



Prueba: Primero consideramos el problema lineal

Uy — Au+ q(z,a)u = f(x,a) en Q x (0, A;),
u(z,a) =0 sobre 09 x (0, Ay), (8)
u(z,0) = ¢(x) en €.

Es facil comprobar que dicho problema tiene unicidad de solucién en el sentido de la
Definicién 1 y ademas verifica un principio del maximo.

Sea M una constante positiva que sera elegida a posteriori. Vamos a construir dos
sucesiones, definimos la sucesion {u,}, como uy = u y para n > 1, u, la solucién del
problema

(Un)a — Aty + (gu(z,a) + M)u, = f(x,a, up—1)+Mu,—1 en Q x (0, Ay),
Uy =0 sobre 0€) x (0, A;),
A 0,44),  (9)
up(x,0) = B(x,a)u,_1(z,a)da en €,
0

donde ¢, es la funcién truncada de ¢ definida por

N q(x,a,t) para q(x,a,t) <n,
an (0, 1) = { n para q(x,a,t) > n. (10)

0

Y la sucesién {u"},, se define como u’ = w y paran > 1, u™ definidas como la solucién

del problema
(u™)o—Au™ + (gu(z,a) + M)u™= f(z,a,u" )+ Mu""' en Q x (0, A),

ut =0 sobre 0 x (0, A;), (11)
Ay

u™(x,0) = B(x, a)u™ (2, a)da en €.
0

Gracias a las propiedades del problema lineal (8), es facil comprobar que las sucesiones
u, y u" estan bien definidas.

Demostremos, ahora, que la sucesion {u, }, (resp. {u"},) es creciente (resp. decre-
ciente) y que para cada n > 1 se verifica la siguiente desigualdad

u< . LUy S Upyy < U <ut <L <L (12)
En efecto, tomando w := u; — ug, w verifica el problema

w, — Aw + gy (x,a)w + Mw >0 en Q2 x (0, Ay),
w(z,a) >0 sobre 082 x (0, Ay), (13)
w(z,0) >0 en ().

Y usando el principio del maximo para el problema lineal, podemos concluir que w > 0,
ie.,
u=1uy < uj.



Razonando de manera analoga para n > 1, tomando M > L, se llega a que u,, < Up1.
Anélogamente podemos demostrar el resto de desigualdades de (12).

Para estudiar la convergencia de la sucesién {u, }, hacia una solucién minimal, w,,
multiplicamos, la primera ecuacién de (9) por u, e integramos por partes. Gracias a
(7) v las desigualdades (12) se llega a que

1d
——// |un|2dxda+// |V, | da:ch—// (gn+M)u2 dzda < C,
2da J Jaxo,am Qx(0,A1) Qx(0,A1)

con C' independiente de n.
Asi, no es dificil ver que podemos extraer una subsucesion {uy}y tal que haciendo
k — +oo se verifica

up — u. en L2(0, Ay; H (),
Vakuer — w en L?(Q x (0, A;)),
(ur)a + qrur, — z en L*(0,A; H1(Q)).

Por la monotonia de la sucesién u; y usando el teorema de la convergencia monodtona,
podemos concluir que

u, — u, en L*(Q x (0, Ay)). (14)

La hipétesis (7) y la continuidad de la aplicacién traza nos permiten concluir que
U, es una solucién de (3).

Asi, podemos comprobar que u, es la soluciéon minimal de (3). En efecto, si u es
una solucién de (3) tal que u € [u, 1], entonces la sucesién u,, construida en (9) verifica
que 7 < u,, < u. Ademas,

Uy T uy < u.

Razonando de una manera similar con la sucesion u", nos permite concluir la exis-
tencia de una solucién maximal u* de (3). Con lo que concluimos la prueba.

4. Aplicacién a la ecuacién logistica

El siguiente objetivo es aplicar el método de sub-supersoluciones para estudiar la
existencia y unicidad, o la no existencia, de solucién del problema logistico (4).
Para ello primero vamos a estudiar el problema de autovalores (5).

4.1. EIl problema de autovalores

Primero daremos la definicién de autovalor del problema (5) y de autovalor princi-
pal.

Definicién 2. \ es un autovalor de (5) si existe una funcion u tal que
we L0, Ay HY(Q)),

U + qu € L*(0, Ay; H1(Q))



con u # 0 solucion de (5) en el sentido siguiente, para toda v € L*(0, Ay; HY(Q2)) se
verifica

Ay
/ <ua+qu,v>da+// Vu-Vvdxda:)\// wv dz da,
0 QX(O,AT) QX(O,AT)

u(z,a) =0 sobre 0 x (0, A;),
Ay
u(z,0) = Bz, a)u(z,a)da en Q,
0

Diremos que A es un autovalor principal si u > 0 en € x (0, A).

Antes de estudiar el problema (5), necesitamos analizar el caso auténomo, i.e.,
U — Au~+ m(a)u = I en 2 x (0, 4y),
u(z,a) =0 sobre 0€ x (0, A;), (15)

u(x,O):/O Tfy(a)u(gr;,a)da en €,

donde m y ~ verifican

(Hy) m e L*(0,r) parar < Ay y

Ay
/0 m(a)da = +o0. (16)

Nétese que en realidad la condicién (H,,) es equivalente a (H,) cuando g no
depende de la variable espacial x.

(H,) v € L>(0,A;), v > 0y no trivial.

Teorema 2. Supongamos que se verifican (H,,) y (H,). Entonces, (15) tiene una
solucion positiva, si y solo st,

)\ = )\1 — Tm,
donde r,, es la unica solucion real de la ecuacion
AT Ra
1 = / ,Y<a)€—rma— o m(s)ds da, (17)
0

y A1 denota el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para —A. Ademds,
en este caso la solucion tiene la forma

u(z, @) = e E Mg, (7),

siendo @1 una autofuncion positiva asociada a A.

Prueba: Gracias al teorema 3.5 de [12], cualquier solucién de (15) es separable.
Obsérvese que en el resultado citado, A+ = oo, pero se puede adaptar la misma prueba
para el caso A; < oo. Asi

u(z,a) = pla)p(x).
Luego, sustituyendo esta funcién en el problema (15) se llega al resultado.

El principal resultado de esta seccién es el siguiente:



Teorema 3. Supongamos que se verifican (H,) y (Hg). Entonces, existe un inico auto-
valor principal de (5), que serd denotado por A\o(q). Ademds, es simple y el inico que
tiene una autofuncion positiva. Las autofunciones positivas pueden tomarse acotadas.
Y, para cualquier otro autovalor X de (5), se tiene que

Re(X) > X\o(q). (18)

Finalmente, la aplicacion
q — Xo(q)

es creciente.

Antes de la demostracién de este resultado necesitamos algunos resultados prelimi-
nares.
Para cada ¢ € L*(Q2), definimos z,4 como la tinica solucién del siguiente problema

2o — Az +q(x,a)z=0 en Q x (0, A;),
z(z,a) =0 sobre 0$2 x (0, Ay), (19)
(,0) = o() en
y definimos el operador By : L*(Q) — L*(2) por
Ay
By(¢) = B(z,a)e*z4(x, a) da.
0

El siguiente resultado juega un papel muy importante en este trabajo.
Lema 1.
1. El operador By estd bien definido, es compacto y positivo.

2. Se verifica que
An(®) < Ba(¢) <Ci(¢) Vo >0, (20)

donde

A A
Ay(9p) = TﬁL(a)e)‘“wgz,(av, a) da, Ci(o) := T6]\4(a)e’\“y¢,(yc, a)da
0 0

siendo wy e Yy las soluciones de (19) con q(x,a) = qu(a) y q(x,a) = qp(a),
respectivamente (i.e., Wy € Yy son soluciones de los problemas auténomos).

3. By es un operador irreducible.
4. Si ¢ es un punto fijo de By, entonces X es un autovalor de (5).

5. Inversamente, si (A, u) es un par de autovalor-autofuncion de (5), entonces ¢(x) :=
u(x,0) es un punto fijo de By.



Idea de la prueba: La compacidad del operador B es debido a las propiedades de
la aplicacién ¢ — z,, véase [10].

La parte 2 se tiene gracias al principio del maximo que verifica el problema lineal
(8)

Un operador positivo es irreducible si él mismo o una potencia suya es un operador

fuertemente positivo. Asi, se comprueba que el operador By es fuertemente positivo.
Para demostrar la parte 4, vemos que si ¢ es un punto fijo del operador B, entonces,

A es un autovalor de (5), pues en este caso la funcién u = ez, es una autofuncién

asociada a .

Para demostrar el inverso, sea (A, u) un autovalor y una autofuncién, respectiva-

mente, de (5). Se tiene que

24 = Zu(z,0) = e_’\“u(a:, a), (21)

consecuentemente By¢ = ¢. Asi completamos la demostracion.

Definimos por 7(B,) el radio espectral del operador B). Gracias al lema anterior
tenemos que el operador B) es un operador lineal, positivo e irreducible, luego se verifica
que 7(B,) es positivo, ver Teorema 3 en [7]. Usando el teorema de Krein-Rutman (véase
Teorema 12.3 de [6] para una versién general), 7(B)) es un autovalor de multiplicidad
simple y es el Unico autovalor que tiene una autofuncién positiva. Ademsds, se tiene el
siguiente resultado

Corolario 4. Ay es un autovalor principal de (5), si y solo si, r(B),) = 1.

Prueba del Teorema 3. No es dificil comprobar que la aplicaciéon A — r(B,) es conti-
nua y creciente (ver por ejemplo Teorema 3.2 en [1]). De aqui, gracias a las propiedades
de los operadores Ay y C,, definidos en el Lema 1, se sigue que existe un autovalor
principal y ademas es tinico. El Teorema de Krein-Rutman prueba el cardcter simple
del autovalor A\o(q) y (18).

Veamos ahora el crecimiento de la aplicacién g — Ag(q). Tomemos ¢; < go. Entonces
las soluciones de (19) con ¢ = ¢; (resp. ¢ = ¢2), denotadas por z; (resp. zp), verifican
que

21 > Za,

asi se tiene que A\o(q1) < Ao(q2)-
Demostremos que las autofunciones son acotadas. Sea ¢ una autofuncién asociada
al autovalor \g(¢q). Entonces, por (21) se tiene que

Xo(q)

o(r,a) = e V2,0, 0)(2, a).

Y se comprueba facilmente que ¢ esta acotada. Con lo que concluimos la demostracion.

4.2. Resultados de existencia y no existencia de solucion del
problema logistico

Para finalizar, vamos a dar un resultado de existencia y unicidad y de no existencia
de solucién positiva del problema (4), dependiendo de los valores de .



Teorema 5. El problema (4) tiene una solucion positiva si y solo si, A\ > \o(q). Ademds
en el caso en que exista la solucion ésta es unica.

Prueba: Supongamos que u > 0 es soluciéon de (4). Entonces, podemos escribir la
ecuacion (4) como

g — Au+ (q(z,a) + u(z,a) — Nu =0, wu(z,0) >0,

con g + u — A satisfaciendo la condicién (H,). Luego, gracias a las propiedades del
problema lineal se tiene que u es estrictamente positiva, y por el Teorema 3, y teniendo
en cuenta que u, — Au+ (¢(x,a) + u(x, a))u = Au, se sigue que

A= Xo(q + u). (22)
Gracias a la monotonia de la aplicaciéon g — Ag(q), se tiene que
A= o(q +u) > Ao(q)-

Asi, si u es solucion positiva de (4), entonces A > Ao(q).
Demostremos el inverso, es decir supongamos que A > A\o(q), y veamos entonces que
(4) tiene solucién positiva. Para ello vamos a aplicar el método de sub-supersoluciones.
Primero construimos una subsolucién del problema (4). Tomando

u:=ep(z,a)

con € > 0 suficientemente pequeno y ¢ una autofuncién positiva asociada a Ag(q). Es
facil ver que u es una subsolucién de (4), con la condicién que

gp(x,a) < A= Xo(q),

lo cudl es cierto suponiendo ¢ suficientemente pequeno (ndtese que ¢ estd acotado, ver
por ejemplo el Teorema 3).
Ahora vamos a construir una supersolucién. Definimos

F\(a) := Xa — /Oa qr.(s) ds.

Sea yo > 0 tal que

A Fx(a)
/ Bla)e . da <1, (23)
0 14 Yo fO (& A (s) ds

que se sabe que existe para un g, suficientemente grande.
Definimos Y la tnica solucién de la ecuacién diferencial ordinaria

Yo +aqrla)y =py —y>,  y(0) = yo;

donde yo viene definido por (23). Resolviendo entonces dicha ecuacién diferencial, se
llega a que

eF# (a)

1 T ) A
m + [, efus)ds

Y(a) = (24)



Tomemos como supersolucion

u(a) := KY(a),

con K una constante positiva suficientemente grande. No es dificil comprobar que
efectivamente @ es una supersolucion del problema (4).
Luego, podemos elegir ¢ > 0 y K > 0 tal que u < w. Con lo cudl terminamos la
prueba de la existencia de la solucién.
Para demostrar la unicidad, supongamos la existencia de dos soluciones positivas
distintas, u; y us. Definamos
w = uy —uy # 0.

Entonces, w satisface el problema
we, — Aw + (q(z,a) + ug + ug)w = dw en Q x (0, Ay),
w(z,a) =0 sobre 0€ x (0, At),

A
w(z,0) = Tﬂ(:lc, a)w(z,a)da en (.
0

(25)

Asi, puesto que w # 0, por (18), se tiene que
A > )\o(q + ur + u2) > )\o(q + ul),

lo cudl es absurdo. En efecto, ya que u; es una solucién positiva de (3) se tiene que
A = Xo(q + uy), véase (22). Por consiguiente, si A > Ao(g), entonces el problema (4)
tiene una unica solucién positiva. Con lo que se concluye la demostracién.
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