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1

Evolucion de la Teoria de Potencia

“Ca ciencia es solo un ideal. La de hoy corrige a la de ayer, y la de mafiana a la de hoy.”

José Ortega y Gasset

1.1. Introduccién

La teoria de campos electromagnéticos, basada en las leyes de Maxwell, explica
totalmente las interacciones entre los campos eléctricos y magnéticos, e interpreta
cada fenémeno electromagnético, incluido el de transferencia de energia en un
sistema eléctrico de potencia. En el caso de operacién n-senoidal, un campo
electromagnético distorsionado puede ser representado como suma o serie de
campos armdnicos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell y cumplen el
Teorema de Poynting. De forma general puede decirse, que de la teoria de campos
electromagnéticos nacen dos concepciones diferentes para el analisis de la potencia
eléctrica.

La primera de ellas, analiza el flujo de energia eléctrica desde el Teorema y
Vector de Poynting, conceptos que consideramos fundamentales para el
conocimiento e interpretacion del flujo de energia a partir de la teoria
electromagnética. Esta linea de investigacion se ha reivindicado muy recientemente
con los trabajos [1-3], aunque criticada por L. Czarnecki [4], que establece un
marco para el analisis de los sistemas eléctricos, en el que el Vector de Poynting no
es efectivo. Creemos sinceramente que la formulacion e interpretacion de la
ecuacion de potencia en regimenes periédicos n-senoidales a partir de la teoria de
campos, no ha sido completamente investigada.

La segunda y mas comunmente utilizada, esta basada en el analisis de las
variables y propiedades de los elementos de un circuito eléctrico, (fuentes, lineas,
cargas, transformadores, sistemas electrdnicos, etc), mediante técnicas faciles de
aplicar. En este sentido, la Teoria de Circuitos, con reglas muy simples basadas en
la Ley de Ohm, puede ser considerada como un caso particular de la Teoria
Electromagnética, y por ello, la conducta electromagnética de los elementos antes
mencionados, puede ser descrita y analizada por medio de relaciones de tensiones e
intensidades en sus terminales. En este caso, el flujo de energia se limita
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exclusivamente a lo que ocurra entre los distintos elementos del circuito. Sin
embargo, algunos fendmenos como las pérdidas por histéresis en un nacleo
ferromagnético, o el efecto “skin”, por citar algunos ejemplos, no pueden ser
explicados desde la Teoria de Circuitos, porque son caracteristicos del
comportamiento del campo electromagnético.

Un avance importante del andlisis de los sistemas eléctricos de potencia desde
la Optica de la Teoria de Circuitos, se desarrolla a finales del siglo XIX con la
generacion y distribucién de sistemas eléctricos de corriente alterna, basado en la
obtencién de tensiones senoidales a frecuencia constante. En estas condiciones, el
disefio de transformadores, maquinas rotativas, y lineas de transmision, incluyendo
las de larga distancia, adquieren una mayor facilidad. Mas adn, en caso senoidal,
un circuito eléctrico puede ser mas eficiente si ademas la intensidad de corriente de
carga esta “en fase” con la tension de la fuente de alimentacidn. Esta intensidad es
responsable de la potencia Gtil o activa. Por lo tanto, el concepto de potencia
reactiva serd definido para representar la cantidad de potencia eléctrica debida a la
intensidad de corriente de carga, que no esta en fase con la de la fuente de tension.
Pero esta potencia no contribuye a la transmision de energia neta desde el
generador a la carga, porque su valor medio en un periodo es cero. En
consecuencia, con estas dos componentes, activa y reactiva, pueden definirse los
conceptos de potencia aparente y factor de potencia. Asi, la potencia aparente nos
da una idea de la cantidad de potencia consumida en la carga, si tension e
intensidad son senoidales y estan perfectamente en fase. El factor de potencia
relaciona la potencia media consumida en un punto de un circuito con la potencia
aparente en ese punto. Naturalmente, un factor de potencia elevado implica una
mayor eficiencia del circuito desde un punto de vista eléctrico y econémico. Asi,
la teoria de potencia convencional, basada en las definiciones de potencia activa,
reactiva y aparente, es suficiente para el disefio y analisis de sistemas eléctricos de
potencia en determinadas condiciones.

Sin embargo, a partir de 1920 se demuestra que el concepto de potencia
reactiva no es (til en los casos en los que la tensién de alimentacion es n-senoidal
[5-6]. Fruto de estas contribuciones, aparecen dos importantes trabajos sobre teoria
de potencia en regimenes periodicos n-senoidales. EI primero de ellos fue
introducido por C. Budeanu [7] en 1927 y definido en el domino de la frecuencia.
El segundo, fue desarrollado por S. Fryze [8] en 1932 en el dominio del tiempo.
Estas dos teorias, y sobre todo [7], serdn durante bastante tiempo aceptadas por la
comunidad cientifica internacional y por el IEEE Standard [9]. Es a partir de 1960,
cuando la electronica de potencia comienza a formar parte de los sistemas
eléctricos de forma continuada, y con ella, la aparicién de cargas no lineales,
incrementandose sensiblemente las condiciones de distorsion en las formas de onda
de tension e intensidad.

Desafortunadamente, las primeras formulaciones sobre teoria de potencia en
condiciones n-senoidales carecian de significacion fisica concreta y conducian a
interpretaciones y conclusiones erréneas. Aunque las teorias de Budeanu y Fryze
permanecen como esenciales puntos de partida en el andlisis de la teoria de
potencia eléctrica, no contienen toda la informacion necesaria para ser utilizadas en
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un analisis moderno de la ecuacién de potencia de un sistema eléctrico
determinado.

Han sido numerosos los intentos realizados por muy diversos investigadores,
Quade, Kuster y Moore, Nowomiejski, Page, Shepherd, Zand, Zakikhani, Filipski,
Depenbrock, Czarnecki, Slonim, Sharon, Ghassemi, LaWhite, Sommariva etc...,
para llegar a formulaciones cuyo significado fisico sea la extension de los
regimenes senoidales a los n-senoidales, 0 a ecuaciones de potencia que permitan
establecer las condiciones dptimas de transmision energética entre el generador y
la carga. En este contexto, las distintas representaciones de la ecuacion de potencia
en el dominio de la frecuencia, solo tienen en cuenta los valores eficaces (mddulos)
de tension e intensidad con objeto de calcular la potencia aparente S. Sin embargo,
ninguno de estos trabajos de investigacion se ha planteado la posibilidad de una
representacion multivectorial de dicha ecuacién, de forma similar al modelo
fasorial de Steinmetz en los regimenes periddicos senoidales.

Esta Tesis desarrolla un anélisis de la ecuacion de potencia basado en un
Algebra de Clifford, donde se cumplirdn ademas todas las reglas y leyes que rigen
el comportamiento de los circuitos eléctricos. Este punto de vista, encuadrado en la
segunda concepcion antes definida, es mas intuitivo para un ingeniero eléctrico que
el analisis basado en las ecuaciones de Maxwell.

El trabajo realizado abre un nuevo horizonte en la teoria de potencia desde un
riguroso tratamiento matematico (Algebras de Clifford), para dar caracter
multivectorial a la ecuacién de potencia y obtener sus distintas componentes con
los atributos propios de un vector, esto es, magnitud, direccion y sentido. Con ello,
existe la posibilidad de intentar nuevos retos investigadores en los campos de la
compensacion de la potencia no activa, identificacion de fuentes que generan
distorsion, nuevos indices de calidad para control del término “power quality” y
sobre todo para afrontar con garantias una reformulacién multivectorial de la teoria
de potencia en sistemas trifasicos equilibrados y desequilibrados en regimenes
periédicos n-senoidales.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Sistemas senoidales.

La teoria de potencia en los sistemas senoidales monofésicos, no presenta
divergencias entre los resultados obtenidos en el domino temporal y frecuencial.
Asi en 1908, Steinmetz [10] establece su teoria de potencia en sistemas senoidales
(corriente alterna), que con muy ligeras modificaciones permanece vigente todavia.

En efecto, si consideramos una tension u()=/2 U sin(wt) aplicada a una carga

lineal, siendo la corriente resultante i(r) = v/21 cos(wr —¢), la potencia instantanea
p(t) vendra dada por
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p (1) =u(?)i(t) = Ul cos p(1—cos 2mt ) — Ulsenpsen2ot =

= P(l— c0s 2a)t) — QOsenwt 1.1)
—_— T
pa r

donde Py Q son las llamadas potencia activa y reactiva respectivamente, siendo P
el valor medio de p(?) y su unidad en el Sistema Internacional es el watio (W). La
componente Q es la amplitud de una oscilacion de frecuencia 2w . En la figura 1.1
se representan las formas de onda de potencia activa y reactiva a partir de la
tension e intensidad conocidas, suponiendo un angulo ¢ = 60° . Desde la egn. (1.1)

y (Fig.1.1), es féacil entender que el flujo de energia (potencia instantanea) en un
circuito de corriente alterna monofésico no es unidireccional ni constante. Asi,
durante un intervalo de tiempo al que corresponde el area “A”, la fuente genera la
energia que absorbe la carga. En el intervalo de tiempo al que corresponde el area
“B”, una cantidad de aquella energia es devuelta al generador.

-Qsin(2wt) P[I-cos2o)]

Figura 1.1. Representacion de las componentes de la potencia instantanea

Desde nuestro punto de vista, el gran mérito de Steinmetz fue formular una
ecuacion de potencia para el caso senoidal, dando a la tensidn e intensidad caracter
vectorial (fasores) e interpretando graficamente las componentes de dicha ecuacién
en forma de potencia compleja S , (Fig.1.2). Asimismo, utiliz6 los valores de Py
Q anteriores para definir lo que él llamé potencia compleja
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S=U-I"=P+jQ (1.2)
Im
O A S
\50
P= Re

Figura 1.2. Representacion de la Potencia Compleja

El concepto de potencia compleja S es muy Gtil, porque permite sumas
algebraicas de potencias activas y reactivas en el plano complejo. La magnitud

S’=UI’'=P+Q’ (1.3)

es definida como potencia aparente en régimen /-senoidal, y su unidad en el
Sistema Internacional es el volt-amperio (VA). Sin embargo, este modelo,
ecuacion de potencia (1.2), no es trasladable a los regimenes periddicos n-
senoidales.

1.2.2. Sistemas n-senoidales

En el caso de sistemas n-senoidales, existen dos grandes teorias consideradas como
clasicas, citadas en la introduccién. Una de ellas la constituyen los trabajos de C.
Budeanu en el dominio de la frecuencia y la otra esta construida sobre la base de la
ecuacion de potencia de S. Fryze en el dominio del tiempo. Analizaremos
brevemente estas dos formulaciones, asi como otras consideradas importantes, que
fueron desarrolladas por sus seguidores.

1.2.2.1. Ecuacion de potencia de Budeanu: dominio frecuencial.

Las primeras teorias sobre la definicion de potencia reactiva 0 no activa en
regimenes periddicos n-senoidales en el dominio frecuencial datan de la década de
los 20, en la que aparecen dos concepciones distintas. La primera de ellas se basa
en la definicion de la energia media almacenada por los campos alternos eléctricos
y magnéticos. Esta concepcidon supone el punto de partida de los trabajos
realizados por M.A. llliovici [11], que la defini6 por la expresion

Q:—%f;zﬁidt (1.4)



6 Representacion Multivectorial de la Potencia Aparente

donde w es la frecuencia de la onda fundamental, T el periodo, ¢ el flujo, i la

intensidad que circula por el circuito y v la d.d.p. entre los terminales del circuito.
La expresion (1.4) también puede ponerse de la forma

Qz—?i[ﬁidt (1.5)

donde u es el valor instantaneo de ju dt . El desarrollo en serie de Fourier de
(1.4) 6 (1.5) viene dado por

Q:Z%(Uklksen(pk) :Z%Qk (1.6)

enlaque Q, =U, I seng, es la potencia reactiva para el armonico de orden .
A esta definicién llega también A. Lienard [12] al definir la potencia reactiva a
partir de la expresion

Q:—%]‘uth (1.7)

donde u es el valor del la tensién n-senoidal aplicada a los terminales del circuito,

q es la carga transportada por la intensidad, de forma que i = % .
t

El mismo Hlliovici expreso la ecuacion (1.4) de la forma

Q:—%jmm (1.8)

donde # es el valor instantaneo de % siendo el desarrollo en serie de Fourier de
(1.6) la expresion
0=>kU,I sengp, (1.9)

Sin embargo la ecuacion de potencia que mas relevancia ha tenido hasta hoy es
la definida por C. Budeanu, que tiene su origen en la llamada potencia ficticia
(“puissance fictive™)

P, =P’ - P (1.10)

donde P, y P son las potencias aparente y activa (“puissance apparente” y

“puissance reelle”, respectivamente). De forma paralela a la definicion de potencia
activa

P=>YU,1I cosg, (1.11)
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Budeanu define la potencia reactiva (“puissance réactive”):

0=>U,1Isenp, (1.12)
y la potencia deformante se establece como
P, =.[P?-P? (1.13)

Otra forma de expresar la ecuacion (1.13) es

m-n n-m m>~ n-m

D= \/Z(UZIZ +UI2-2U,U,1,1, cos(a, - f3,) (1.14)

mn

donde D es la denominada *Potencia deformante” o de “distorsion”y U, e, son

los valores eficaces de las formas de onda de tension e intensidad, cuyas formas de
onda vienen dadas por:

u(t) =2 U, cos(mot +a,,)
i(t) =2 1, cos(not + B,)

En consecuencia, esta ecuacién de potencia descompone la potencia aparente
en tres componentes ortogonales

PP =P +P*+P’ (1.15)
0 bien

S?=P*+0Q*+D’ (1.16)
definidas en (1.11), (1.12) y (1.14).

Es obvio que en condiciones n-senoidales, solo la potencia activa P tiene un
claro sentido fisico al definirse como el valor medio de la potencia instantanea. Las
potencias reactiva y aparente definidas en (1.12) y (1.16), no caracterizan
satisfactoriamente la eficiencia del sistema eléctrico de transmision, porque entre
otros motivos, la definicion de Q (1.12), no incluye la contribuciéon de los
productos cruzados de armonicos para distintas frecuencias. Asi, las pérdidas de
potencia parecen completamente caracterizadas, si se tiene en cuenta la potencia de
distorsion D definida por Budeanu, y que a su vez es complementariade Py Q.

La ecuacién de potencia (1.16) ha sido aceptada durante mucho tiempo por la
comunidad cientifica internacional, ya que si bien no tiene un significado fisico
claro para muchos investigadores, estd de acuerdo con dos consideraciones
importantes: la primera de ellas se basa en que la expresion (1.12) se conserva
tanto en los sistemas lineales como en los no lineales y por lo tanto, la potencia
aparente puede ser descompuesta ortogonalmente segin (1.16); la segunda
consideracién presupone que solo puede ser aplicada al analisis estacionario de
regimenes periédicos n-senoidales.
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Pocos afios después, en 1933, H. Rissik [13], plantea nuevamente el problema
de la definicion de potencia reactiva en el mismo sentido que Budeanu, llamando a
la potencia deformante potencia armdnica y a la potencia ficticia, potencia sin
vatios 0 potencia de pérdidas. La diferencia es sutil, pero dota de una significacién
mas propia a los diferentes términos de la potencia.

Puede comprobarse que la ecuacién de potencia (1.16), requiere una
descomposicién de tensién e intensidad en series de Fourier. Este hecho fue
criticado por Fryze como un serio problema para el calculo de las distintas
componentes de potencia.

1.2.2.2. Representacion grdfica de la potencia aparente. Factor de distorsion.

De forma similar a la representacion de Seinmetz en el plano complejo mediante
un triangulo de potencias, (Fig.1.1), es posible una representacion grafica de la
ecuacion de potencia de Budeanu en tres dimensiones, conocida como tetraedro de
potencia, (Fig.1.3). Hemos anticipado que el modelo de Steinmetz no es trasladable
a los sistemas n-senoidales, y por ello tendremos que definir una nueva potencia

compleja S, dada por
EPQ :p+jQ:an +szn (1.17)

donde Py Q vienen expresadas en las ecuaciones (1.11) y (1.12) respectivamente.
Asi, teniendo en cuenta (1.16), es posible definir la relacion entre la potencia

aparente S'y la potencia compleja EPQ , obteniéndose la expresion

S=UI=\[P* + 0"+ D* = [5,| + D (1.18)

como se representa en la figura 1.3.

D

Figura 1.3. Tetraedro de potencias

A partir de esta figura pueden definirse los siguientes factores:

« Factor de potencia: cosé :g (1.19)
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P

* Factor de desplazamiento: cos¢ =— (1.20)
[Srol
. 5]
* Factor de distorsion: cosy = 5 (1.21)

siendo vélida la relacion: cosé@ =cos¢g-cosy .

Podemos concluir asegurando que las componentes reactiva Q (1.12) y de
distorsiéon D (1.14) son conceptos puramente matematicos que pueden conducir a
errores de interpretacién, sobre todo en el andlisis de sistemas trifasicos. Es mas, la
definicién (1.12) no suministra una base tedrica consistente para la minimizacién
Optima de la intensidad de carga y carece de significacion fisica determinada [14].

1.2.2.3. Ecuacion de potencia de Fryze: dominio temporal

En 1932, Fryze publica su ecuacién de potencia en el dominio temporal [8],
asociando las componentes de potencia a la descomposicion de la intensidad
instantanea del sistema en dos componentes ortogonales:

i(0) =i, () +i7 (0) (1.22)

En la ecuacion (1.22), i, () es la intensidad activa, y esta asociada a la
transferencia neta de energia, e i, (¢) es la intensidad ficticia, y esta asociada a la

potencia no activa (no Util), caracterizada por los fendmenos de desfase y
distorsion. La intensidad i,(s), fue representada en funcion de la llamada

conductancia equivalente (G,) de Fryze de la forma i, = G,u(r), donde dicha
. P . . . o .
conductancia es G, =i2. Por otro lado, la intensidad reactiva (ficticia) se define
U

como i, =i—i, , siendo ortogonal con la intensidad activa, con lo que se cumple
17
que —J'iair =0. Una vez calculado el valor eficaz de i, (¢) , que designaremos por
T
0

I, se obtiene la potencia activa de Fryze,

P =Ul = % Ioru(t)i(t)dt (1.23)

Si u(t)zx/EZUmCOS(ma)t+am) e i(t):\/EZIncos(na)Hﬂn), el producto
u(2)i(¢), tambien llamado potencia instantanea en régimen n-senoidal, viene
definido por

pO)=u®i(t) =233 U,1,cos(mot +a,, Jcos(nat+ B, ) (1.24)
P q
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A partir de P,y de la potencia aparente convencional Ul , se define la llamada
potencia reactiva de Fryze

P.=Ul, =JUl-P, (1.25)

Es conveniente sefialar que la componente reactiva de Fryze, comprende todos
aquellos términos de potencia que no contribuyen a la potencia activa P, , definida

a’

como valor medio de la potencia instantdnea. Esta formulacién es aceptada
todavia, aunque L.Czarnecki [15] mejora sensiblemente la ecuacién de potencia de
Fryze, porque descompone la potencia aparente en distintas componentes,
asociando cada una de ellas a un fenomeno fisico determinado. Por otra parte, es
posible demostrar que en las formulaciones de Budeanu y Fryze, las potencias
activa y aparente son idénticas, aun habiendo sido formuladas desde distintos
dominios. En este sentido, la potencia activa definida en (1.11), es la misma que la
definida en (1.23), y la potencia aparente definida en (1.18), es la misma que la
tenida en cuenta en (1.25). Sin embargo la potencia reactiva de Budeanu definida
en (1.12) y la de Fryze definida en (1.25), son distintas. Es evidente que la
ecuacion de potencia de Fryze no necesita una descomposicion en series de Fourier
de las formas de onda de tensién e intensidad, pero si es importante calcular los
valores eficaces de ambas sefiales.

1.2.2.4. Otras ecuaciones de potencia

Las ecuaciones de potencia descritas en las secciones anteriores fueron objeto de
serios trabajos dirigidos por Page [16], que luego se vieron fortalecidos con las
contribuciones [17-20]. La formulacion temporal, aun siendo coherente desde un
punto de vista fisico, no contiene los datos adecuados que permiten obtener
informacion sobre la naturaleza del sistema.

Paralelamente se desarrollaron otras formulaciones generalizadas en el dominio
frecuencial, entre las que cabe destacar la desarrollada por Shepherd y Zakikhani,
[21]. Esta sugerente ecuacion de potencia contiene tres componentes ortogonales,
Sr,Sx.Sp, llamadas potencia aparente resistiva, verdadera reactiva y distorsion
respectivamente. Dichas componentes son deducidas a partir de la aplicacion de

una tensién u(t) =2 Z U, sin(pa)t+ ap) a una carga no lineal, donde p es el
peLUN

orden del armonico de wu(#). La intensidad resultante vendra dada por
i(t)=v2 > 1, sin(qot+p,), donde g es el orden del armonico de i(t). En

qgeNUM
condiciones lineales B8, =a,—¢, y ¢, es el angulo de la impedancia. Los indices

de los arménicos de tensidn e intensidad estan contenidos en los conjuntos L, N, y
My los simbolos U, y I, representaran los valores rms de u, () e i (¢).En

estas condiciones, la ecuacién de potencia de Shepherd viene dada por
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§2=524+5% 153 (1.26)
donde

YEDY UIZ, > I(fcoszgoq

pPEN qeN
2 2 2 2
Sy = Z U, Z I sen”g,
PeEN qeN

Sh= X Uy 215

pELUN qeM

Es evidente que el objetivo de (1.26), es puramente el ahorro energético
mediante compensacion de Sy con el elementos almacenadores de energia.

La ecuacion de potencia de Shepherd (1.26) es reformulada por D. Sharon [22],
que contribuyd de esta forma, a la obtencion de la maxima compensacion posible
de la componente reactiva con elementos almacenadores de energia. Teniendo en
cuenta las mismas condiciones de tension e intensidad que en el caso de Shepherd,
la ecuacion de potencia de Sharon se expresa por

§% = P%+85+S& (1.27)

donde P, SQ, Sc, son las llamadas, potencias activa, reactiva Y complementaria
respectivamente y sus expresiones vienen dadas por

P=>"U,I, cosg,

2 _ 2 2 2
So= 2 Up 2 Igsen®y,
peLUN qeN

2 2 2 2 2 2
Sc=2Up 2 lgeos’oy+ 2, Uy 2 I
PEN qeN peLUN qeM

peL p#q

Poco después, Emmanuel [23], hace una simplificacion importante en la
descomposicién de la potencia aparente con la intencion de medir las distintas
componentes, definiendo la potencia complementaria y manteniendo los conceptos
de componente activa y reactiva, utilizando solo el armonico fundamental, como
en el caso senoidal.

El andlisis de la Teoria de Potencia a partir de los trabajos de Shepherd y
Depenbrock [20-21], habia tomado un gran impulso creador de lineas de
investigacién. En estas condiciones, L.S. Czarnecki [15] propone una nueva
formulacién hibrida, incorporando definiciones dadas en el dominio temporal y
frecuencial, para sistemas lineales, en un intento de impregnar de significado fisico
las propuestas de Shepherd y Depenbrock. Asi mismo, Akagi [24] desarrolla un
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modelo de andlisis generalizado de la potencia reactiva instantanea para sistemas
trifasicos, que no es extensible a los sistemas monofésicos. Es el momento
apropiado para investigar la posibilidad de medir las distintas componentes de
potencia definidas, y aparecen los primeros trabajos [25], en los que se utilizan
técnicas de procesamiento digital de sefiales para la obtencion de medidores fiables
de valores eficaces de formas de onda y de distintas componentes de potencia. Sin
embargo, ante la dificultad de interpretar fisicamente algunas componentes
definidas en las distintas formulaciones de la potencia aparente, el interés por la
teoria de potencia sigue creciendo y aparecen nuevos trabajos, tanto en el dominio
del tiempo como en el de la frecuencia, e incluso en el dominio tiempo-frecuencia.
Son destacables las Referencias [26-39].

Un avance importante en la profundizaciéon de los conceptos de potencia
reactiva en regimenes periodicos n-senoidales, coincide con el analisis vectorial
efectuado por LaWhite [40], en un espacio de n dimensiones. El objetivo
prioritario de este autor es sugerir un modelo vectorial conservativo de potencia
reactiva.

Los trabajos desarrollados en el dominio de la frecuencia, publicados a partir de
1999, entre los que se pueden destacar [41-55], generan algunos de ellos, un
conjunto de nuevas representaciones de la potencia aparente, en un intento de
justificar la reversibilidad entre los dominios temporal y frecuencial. Estas
contribuciones, corrigen algunas deficiencias en antiguas ecuaciones de potencia y
extienden el analisis a los sistemas polifasicos. Entre ellos, es justo destacar el
trabajo de A.M Sommariva [54], basado en una concepcion del dominio temporal
como espacio vectorial. En este marco, hace uso de la transformada H de Hilbert
de la sefial de tensidn definida en [69] y utilizada previamente en [19] y [70-71].
Esta formulacién [54], permite descomponer la intensidad en cuatro componentes
ortogonales: i, , i, , iy, € i, ,denominadas activa, reactiva, de scattering activa

y de scattering reactiva respectivamente. El producto de cada una de ellas, definido
de forma conveniente, por la tensién o su transformada 7, le permite obtener la
correspondiente componente de potencia en el dominio temporal. Por otra parte,
Sommariva utiliza los valores rms de fasores espaciales para la obtencion en valor
absoluto de las distintas componentes de potencia en el dominio de la frecuencia.
Esto posibilita al autor la definicion del sugerente concepto de hiper-potencia. A
pesar de las limitaciones que supone su aplicacion exclusivamente a sistemas
lineales, la introducién de un producto antisimétrico en un espacio conformado
vectorialmente, y la representacion de la ecuacién de potencia en dicho espacio,
hacen que [54] represente una importante contribucion a la teoria de potencia en el
caso de sistemas lineales.
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1.3. Algebra de Clifford: Inicio de una apasionante aventura.

Los trabajos de Herman Grassmann (1809-1877) y William Kingdon Clifford
(1845-1879), dieron lugar a la formulacion de una representacion algebraica de
conceptos geométricos, que fue bautizada por Clifford como Algebra Geométrica
y que durante mucho tiempo ha permanecido relegada a ser una subdisciplina
matematica sin mucha relevancia.

Sin embargo, en 1966 D.Hestenes [56], desarrollé un “algebra universal para
matematicos y fisicos” con ciertas innovaciones, que dieron lugar a un lenguaje
matematico aplicable a multitud de fendmenos fisicos. A partir de aqui, un
conjunto importante de investigadores han desarrollado en la actualidad, una nueva
rama de las Matematicas denominada Anadlisis de Clifford, que si bien representaba
un avance importante desde el punto de vista matematico, su significacion
geométrica no tuvo la suficiente atencién para su aplicacién a la Fisica.
Consecuentemente, la evolucion del “Algebra Geométrica” hacia lo que hoy se
denomina Célculo Geomeétrico [57], ha sido fundamental para unificar el lenguaje
de matematicos y fisicos, donde el Algebra de Clifford ha sido aplicada a distintas
areas de la Fisica e Ingenieria [58-64].

A partir del afio 2004, el autor de esta Tesis, bajo la direccién del Dr. M.
Castilla, intenté profundizar en una estructura matematica que obtuviera una
ecuacion multivectorial de la potencia eléctrica para regimenes periddicos n-
senoidales, de forma similar a la de Steinmetz para los senoidales. Esta inquietud
aparece después de analizar en profundidad un articulo sobre anélisis de circuitos
con una estructura de hipercomplejos (hiperniones) [65]. Desafortunadamente,
este trabajo solo era valido para el andlisis de circuitos en condiciones n-
senoidales, pero no tenia la potencialidad necesaria para desarrollar una ecuacion
de potencia, donde todas sus componentes tuvieran caracter vectorial. En este
momento entramos en contacto con las Algebras de Clifford y comenzd una
apasionante aventura que ha cristalizado en la representacion multivectorial de la
ecuacion de potencia desarrollada en esta Tesis y en la publicacién de sendos
trabajos. El primero de ellos [66] titulado “ Geometric Algebra: A Multivectorial
Proof of Tellegen’s Theorem in Multiterminal Network” publicado en Agosto de
2008 en IET Circuits, Devices and Systems . El segundo [67], titulado “ Clifford
Theory: A Geometric Interpretation of Multivectorial Apparent Power”, aceptado
para su publicacion en Noviembre de 2008 en IEEE Transactions on Circuit and
Systems I.

Paralelamente, en Marzo de 2007 se publicé un trabajo [53], que formula una
ecuacion de potencia multivectorial. A nuestro juicio esta representacion tiene
algunos inconvenientes y limitaciones, que quedan resueltos plenamente con el
analisis desarrollado en esta Tesis. Entre ellos se pueden destacar

e EIl criterio de asignacién de las bases de Clifford a los distintos
arménicos de tension e intensidad, no permite una descomposicion de la
ecuacion de potencia donde los términos debidos a productos de
tensiones e intensidades de la misma frecuencia, estén claramente
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separados de aquellos productos de frecuencias cruzadas entre ambas
variables.

e No esté claramente definida la reversibilidad de los dominios tiempo y
frecuencia.

e Todos los arménicos de tensién han de tener fase inicial cero.

En la teoria propuesta en [53], como consecuencia de la asignacién de las
bases de Clifford a las tensiones e intensidades con un criterio muy distinto al que
proponemos en esta Tesis, se obtiene una parte escalar representada solo por el
valor medio de la potencia instantanea (potencia activa). Todos los demas términos
constituyen la parte bivectorial de la ecuacién de potencia y constituyen la llamada
componente no activa. En nuestro trabajo, como consecuencia de la nueva
estructura matematica desarrollada, la ecuacion de potencia obtenida es
perfectamente l6gica desde un punto de vista matematico y fisico. En ella, la parte
escalar estd formada por las componentes de potencia generadas por productos de
tensiones e intensidades armoénicas de la misma frecuencia, (potencias activa y
reactiva). La parte bivectorial esta compuesta por productos de tensiones e
intensidades armdnicas de distinta frecuencia o productos de frecuencias cruzadas
(potencia de distorsion).

En segundo lugar, los autores de la Referencia [53], prescinden de la
informacion que los angulos de fase de los arménicos de tension puedan aportar a
la teoria de potencia, simplificando excesivamente el andlisis. En este sentido, la
teoria expuesta en [53], es un caso particular de la desarrollada en este trabajo de
Tesis.

Finalmente, frente a lo expuesto en [53], se puede afirmar que en el trabajo que
presentamos, no existe ambigliedad alguna acerca del dominio en el que se
desarrolla la teoria y que, como veremos serd el dominio frecuencial, existiendo
siempre reversibilidad con el dominio del tiempo a partir de un nuevo puente que
hemos Ilamado “Transformada de Clifford-Fourier”. En nuestro trabajo, el dominio
de la frecuencia es un espacio de Clifford, y cada base ortogonal de Fourier se
representa de forma univoca mediante una determinada base del espacio de
Clifford, definiéndose por primera vez el concepto de fasor geométrico. Hay que
destacar, que la esencia de este planteamiento es la complementariedad ortogonal,
que esta directamente relacionada con el concepto de dualidad.

Puede decirse, que la ecuacion de potencia desarrollada en [53] es una version
multivectorial de [8], con las limitaciones antes mencionadas. Por otro lado, la
desarrollada en este trabajo de Tesis, es la version multivectorial de [7]. Con ello,
las lineas de investigacion abiertas por Budeanu y Fryze siguen vigentes ahora mas
gue nunca para dar una nueva Vvision, representacion e interpretacién geométrica a
la Teoria de Potencia.
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1.4. Motivacion y objetivos

La eleccion de un nuevo analisis de la teoria de potencia en regimenes periddicos
n-senoidales, esta directamente relacionada con la necesidad de reformular la
ecuacion de potencia en estos regimenes a partir del Algebra Geométrica, con los
siguientes objetivos:

1°. Construccion de una estructura matematica nueva, Algebra Geométrica
Compleja Generalizada (AGCG), a partir de las algebras de Clifford, con objeto de
obtener un entorno capaz de facilitar el analisis multivectorial de las componentes
de potencia a partir de nuevos elementos llamados fasores geométricos.

2°. Analizar y definir la ecuacion de potencia en circuitos monofasicos n-
senoidales de una forma natural y global, desde su reformulacion con la estructura
AGCG. Con esta estructura matemética se puede identificar la posible naturaleza
fisica de las componentes si la tuvieran, y/o interpretar los distintos modelos
formulados por otros investigadores.

Este objetivo pretende los siguientes grados de innovacion:

e Concepto multivectorial de potencia aparente e interpretacion
geométrica de la ecuacion de potencia. En el entorno matematico
generado, la potencia aparente multivectorial y sus componentes activa,
reactiva Yy distorsion, seran definidas sin arbitrariedades y determinada
de forma natural, desde un nuevo producto geométrico del fasor
geométrico de tension por el fasor geométrico conjugado de la
intensidad. El concepto clasico de potencia aparente como producto de
los valores eficaces de tension e intensidad, aparece ahora como un
resultado secundario de la representacion obtenida en esta Tesis. Esta
afirmacion es la aportacion mas importante.

e  Definicién de un nuevo concepto de potencia de distorsion como suma
de componentes ortogonales, con dependencia directa de los angulos de
fase de los armonicos de tensidn, asi como diferenciacion del concepto
clésico.

e Nueva transformada de Clifford-Fourier para analizar la reversibilidad
de los dominios tiempo-frecuencia.

3°. Extender la concepcion multivectorial de la ecuacién de potencia a las
teorias mas conocidas.

Este objetivo pretende los siguientes grados de innovacion:

e Nueva vision y representacion de las ecuaciones de potencia de distintos
investigadores, entre los que destacamos a Sheperd, Sharon, Czarnecki,
Slonim y Sommariva, comprobando que cada una de ellas es
consecuencia de la propuesta en esta Tesis.

e Posibilidad de su representacién geométrica.
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4°. Prueba multivectorial de la conservacion de la potencia aparente:
reformulacion y demostracion del Teorema de Tellegen en el espacio de Clifford.

El grado de innovacion que introduce este objetivo se basa en

e Consecucidn de una prueba multivectorial del teorema de Tellegen en el
dominio de la frecuencia.

e Ley de conservacién de la ecuacion multivectorial de potencia para el
analisis completo de la teoria de potencia.

50, Desarrollar un método, basado en los elementos del Algebra Geométrica, a
los que hemos Ilamado “multivectores”, para conseguir una sencilla y rapida
resolucién de los problemas relacionados con el anlisis de circuitos en presencia
de distorsion armdnica. Esta metodologia “multivectorial” es valida para circuitos
lineales y no lineales.

El grado de innovacion que introduce este objetivo se basa en
e Facilidad operacional en el analisis de sistemas lineales y no lineales.

e Andlisis generalizado de la Teoria de Circuitos en el dominio de
Clifford.

6°. Abrir nuevas lineas de investigacion, una vez formulado el concepto de
potencia aparente multivectorial, que permitan

e Reformulacidon del Teorema de Poynting para investigar la relacion
entre las componentes de la potencia aparente con las oscilaciones que
presenta la potencia instantanea.

e Reversibilidad de los dominios tiempo-frecuencia aplicando la nueva
transformada de Clifford-Fourier.

e El desarrollo de nuevos algoritmos de minimizacién y estrategias de
compensacion de la componente de potencia no activa.

e El establecimiento de nuevos indices de calidad para la evaluacion del
término “Power Quality” en los Sistemas Eléctricos de Potencia.

Finalmente, esperamos y deseamos, que esta Tesis constituya un verdadero
avance en el analisis de la teoria de potencia, y sea el referente adecuado para una
nueva representacion e interpretacion de la ecuacion de potencia en regimenes
periddicos n-senoidales.
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Algebra Geométrica Compleja Generalizada

“... for geometry, you Rnow, is the gate of science, and the gate is so low and small that one can
only enter it as a little child.”

Atribuido a William K, Clifford (1845-1879)

2.1. Introduccion

Como se ha mencionado en el Capitulo primero, ha sido muy intenso el esfuerzo
dedicado a lo largo del tiempo al andlisis de la teoria de potencia. Sin embargo, la
falta de consenso en la comunidad cientifica sobre las distintas representaciones de
la ecuacién de potencia en regimenes periddicos n-senoidales, induce a pensar que
el trabajo no estd terminado. Este es el motivo que nos ha movido a generar futuras
lineas de investigacién sobre esta materia, utilizando para ello un nuevo entorno
matematico que clarifigue muchas de las incognitas que todavia quedan por
resolver. Nos referimos con ello a la utilizacion de un algebra geométrica,
(Algebras de Clifford), con la finalidad de poner de manifiesto las posibilidades
del caracter multivectorial de la ecuacion de potencia en presencia de distorsion
armonica. Actualmente son frecuentes las aplicaciones del algebra geométrica en
los campos de la Fisica y la Ingenieria [1-6], pero no sucede lo mismo con su
aplicacion al analisis riguroso de la teoria de potencia eléctrica. Sélo un trabajo [7]
publicado en Marzo de 2007, cuya ejecucién en el tiempo ha sido paralela al
desarrollo de esta Tesis, puede encontrarse en la literatura existente, donde los
autores proponen una descomposicion de la potencia aplicando un algebra
geomeétrica clasica. Este trabajo ha sido objeto de analisis en el Capitulo primero.
Como puede comprobarse, la aplicacion del algebra geométrica (AG) al anélisis de
la potencia eléctrica tiene una muy breve historia, y ello a pesar de que el 4G
introduce un producto denominado “producto geométrico”, cuyas caracteristicas
son extraordinariamente (tiles para generalizar e interpretar la teoria de potencia en
Sistemas Eléctricos.

En este Capitulo se abordaran las ideas y conceptos basicos de un AG, como
paso previo al desarrollo de una nueva estructura a la que hemos llamado Algebra
Geométrica Compleja Generalizada (AGCG). La construccion de esta herramienta
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se fundamenta en la facilidad con que hace extensible el modelo fasorial de
Steinmetz [8], aplicable s6lo en condiciones puramente senoidales, al analisis de
los regimenes periddicos n-senoidales. Dicha estructura resultara imprescindible
para afrontar de forma rigurosa la multidimensionalidad de la teoria de la potencia
eléctrica.

2.2. Sinopsis del Algebra Geometrica

En esta Seccidén se expone un resumen de las ideas basicas sobre el Algebra
Geomeétrica (4G). Se explicaran ademas de la notacidn, las definiciones esenciales,
asi como la interpretacion geométrica de las expresiones algebraicas resultantes.
Sin embargo, la mayoria de identidades algebraicas y teoremas se estableceran
omitiendo las demostraciones que pueden encontrarse en [1-6]. Un tratamiento
matematico mas especializado, que pudiera ser util para aquellos lectores que
quieran profundizar en esta materia, puede encontrarse en [9-11].

2.2.1. Algebra geométrica de un espacio vectorial

La construccion de un AG puede realizarse de diferentes formas. Una de ellas, que
merece ser destacada por su simplicidad, estd basada en el familiar concepto de
espacio vectorial. Un AG puede entonces ser definida y construida mediante reglas
apropiadas para multiplicar vectores. Los términos “espacio lineal” y “espacio
vectorial” suelen tomarse como sindénimos, sin embargo, en este punto, conviene
matizar sus diferencias. Se mantiene el concepto usual de espacio lineal, como un
conjunto de elementos que son cerrados bajo las operaciones suma y
multiplicacién por un escalar. Sin embargo, esta definiciobn no caracteriza
completamente el concepto geométrico de un vector como la representacion
algebraica de un “segmento orientado”. La caracterizacion matematica de un
vector es completa, si existe un producto entre vectores llamado “producto
geométrico”, que defina sus magnitudes y direcciones relativas. Este matiz es
suficiente para obtener un espacio vectorial a partir de un espacio lineal en el que
se ha definido un producto geométrico. En adelante, significaremos los vectores
con letras minGsculas en “negrilla”.

2.2.2. Producto geométrico

Sea V" un espacio vectorial n-dimensional sobre los nimeros reales R . El
producto geométrico "®" de vectores,a®b o de forma simplicada ab, se define

a partir de tres axiomas basicos si a,b,ce V" :

e Asociatividad: a(bc) = (ab)c (2.1)
o Distributividad: a(b+c)=ab+ac (2.2)
(b+c)a=ba+ca (2.3)

e Contractividad: a’= |a|2 (2.4)
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donde |a| es un escalar positivo (nimero real) denominado médulo de a. Ambas

propiedades distributivas (2.2) y (2.3) son necesarias ya que la multiplicacion es
“no conmutativa”.

Aungue el espacio vectorial V" es cerrado para la suma de vectores, no lo es
para la multiplicacion, como muestra la propiedad contractiva (2.4). Sin embargo,
mediante la multiplicacion y suma de vectores de V", puede generarse un espacio
lineal superior G, =G(V"), llamado digebra geométrica de V". Este espacio es
cerrado tanto para la multiplicacién como para la suma.

Por otra parte, la propiedad contractiva (2.4), proporciona una medida de la

distancia entre vectores en V" . Esta es la razon por la que a este espacio también
se le llama “Algebra Geométrica Euclidea”. En consecuencia, el espacio vectorial
V" puede ser visto también como un espacio euclideo de » dimensiones.

Es importante sefialar, que son posibles distintas construcciones de AG,
mediante la modificacion de la propiedad contractiva, de forma que se permita que
el cuadrado de ciertos vectores no nulos, pueda ser negativo, incluso cero. En
general, es la eleccion de la propiedad contractiva la que distingue un algebra
geomeétrica de otras algebras asociativas.

2.2.3. Productos interno y externo

El producto geométrico de dos vectores ab, a,b € V", puede ser descompuesto en
una parte simétrica o producto interno definido por la magnitud escalar

a-b:%(ab+ba):b~a (2.5)
y una parte antisimétrica o producto externo definido por la magnitud no escalar
a/\bzé(ab—ba)z—b/\a (2.6)

de forma que su representacion canoénica viene dada por
ab=a-b+anab 2.7)

El producto a-b puede identificarse con el producto euclideo estandar,
mientras que el significado geométrico del producto externo a Ab supone una
generalizacion del conocido producto cruzado axb. La magnitud aAb se
denomina bivector y puede ser interpretada geométricamente como un plano
orientado, de la misma forma que un vector representa un segmento orientado o un
trivector un elemento de volumen orientado (Fig.2.1). Por lo tanto, puede

entenderse aAb como un érea dirigida de modulo |aAb|, igual al &rea del
paralelogramo de la figura 2.1, con la direccion del plano en el que descansa dicho

paralelogramo y con una orientacion (o sentido) que puede asignarse en principio
de forma arbitraria.
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Figura 2.1. Representacion de vector, bivector y trivector.

La interpretacién geométrica de estos productos puede sustanciarse facilmente
a través de la ecuaciones (2.5) y (2.6), las cuales implican que

ab=-ba sii a-b=0 (2.8)

ab=ba sii anb=0 (2.9)

En (2.8) y (2.9), “sii” significa “si y solo si”.

Una importante consecuencia de (2.8) es que el producto geométrico ab de dos
vectores a,b anticonmuta sii son ortogonales, mientras que a partir de (2.9) se
demuestra que el producto geométrico conmuta sii los vectores son paralelos. La
forma canonica (2.7), implica que ab contenga una parte conmutativa y otra
anticonmutativa, y representa una medida del paralelismo y ortogonalidad entre
dos vectores en el espacio G, .

2.2.4. Estructura aditiva de G, : Algebra de subespacios

Una vez establecidas la definicion, propiedades e interpretacion geométrica del
producto de dos vectores, es necesario avanzar y contemplar el caso del producto
de varios vectores. Para ello, basta plantear el producto externo de k vectores
a,,a,,...,a,, como generador de una nueva entidad a, na, A...Aa, denominada k-

vector, donde el entero k representa el grado del subespacio generado. Los
distintos k-vectores se forman a partir de las £ combinaciones de los » vectores

posibles de V". Por tanto, el conjunto de k-vectores, es un subespacio lineal de
G, de dimensi(’)n(Z), denominado G* y el espacio G, completo se obtiene como

suma directa de subespacios
G =G +G +.+G +..4+G' => G (2.10)
k=0

Asi, G esun espacio lineal de dimension

dimg, = Y dim * :z(kj oy (241)

k=0
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y un elemento genérico de G,, formado por la suma de k-vectores de diferente
grado &, se denomina multivector. De acuerdo con (2.11), un multivector
cualquiera A puede expresarse como suma de sus componentes k-vectoriales A,

esto es,

A=A+ A+ .+ A +..+ A, =) A4

k=0

Una representacion esquematica de la estructura G, se muestra en la figura 2.2.

Dimension Nombre
ny_ / Pseudoescalar
= n—vector

Pseudovector

=(n—1)—vector

(n—2)—vector

n—k
n g” (n—k )—vector
n—k
g
" k —vector
k

bivector

vector = 1 —vector

escalar

Figura 2.2. Representacion esquematica de G, mostrando su dualidad simétrica. De abajo

- ] 4 - n .
arriba, el k-ésimo escalon representa es subespacio de los k-vectores ( ) La longitud
k

horizontal representa la dimension del subespacio. Esta longitud aumenta hacia la parte
central tanto desde arriba como desde abajo.
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2.2.5. Reversion y producto escalar

Para facilitar los calculos en Algebra Geométrica, es muy Gtil la llamada operacion
reversion, mediante la cual se invierte el orden de los factores (vectores) en
cualquier multivector. La reversion se define

(aa,.a,) =a,a,,.a (2.12)

En el caso de un vector ay un escalar o, se cumple que ()’ =a y o' =« .

En general, el reverso del elemento k-vector de un multivector cualquiera A, viene
determinado por

k(k-1)
(AN, =(A) =1 2 A, (2.13)
Para dos multivectores 4y B se cumplen las siguientes relaciones
(4B)' =B'A" (2.14)
(A4+B) ' =A"+B' (2.15)

La operacién por la cual es posible seleccionar la parte escalar de un
multivector, es tan importante, que se le asigna una notacién especial

(A4)= 4, (2.16)

En la representacion de la potencia aparente propuesta en esta Tesis, dicha
operacion tendrd un significado esencial, como se verad en capitulos posteriores.
Asimismo, existe una importante propiedad de permutacion,

(ABC)=(BCA) (2.17)

2.2.6. Producto escalar

En el espacio lineal G, de 2"-dimensiones, se define el producto escalar para
multivectores como

(4'B)= y (4/B,)=(B'A) (2.18)

k=0

y teniendo en cuenta (2.18), puede determinarse el médulo o norma ||A|| de
cualquier multivector

A = (') = Z Al = XAl (2.19)

Este concepto, posibilita la medida de multivectores, y cumple con la
propiedad euclidea

4] =0 (2.20)
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con ||A||2 =0 si y solo si 4=0. En este sentido se emplean los términos

“Euclideo” 0 “definido positivo”, para caracterizar al producto escalar en G,. Una

consecuencia importante de (2.19), es el hecho de que todo k-vector tiene un
inverso dado por

+
-1 Ak

. (2.21)
Co Al

2.2.7. Transformada de Clifford-Fourier

Existen numerosos trabajos sobre la extension de la transformada de Fourier a
campos vectoriales [12-16]. En una inspirada contribucion, J. Ebling y G.
Scheuermann [16], aplican la transformada de Fourier a campos vectoriales en el
contexto de la convolucion de Clifford, que introducen muy acertadamente. Esta
convolucion, supone una generalizacion de la convolucion cléasica sobre campos
escalares, a una convolucién sobre campos multivectoriales pertenecientes al
algebra geométrica. Esta serd nuestra principal referencia para la adaptacion de la
transformada de Fourier desde campos vectoriales a las funciones multivectoriales,
que de forma general, seran funciones periddicas n-senoidales.

Con objeto de obtener una visidn mas intuitiva, extrapolable al caso general,
comenzaremos desde un analisis de la transformacion en G, generada a partir del

espacio vectorial tridimensional £°. Asi se obtiene un élgebra geométrica §-
dimensional, siendo las bases de este espacio vectorial real

{1, 0,,0, 0;, 00, 0,0;,0,0,,0,0,0,} (2.22)
A
O'LO'20'3
o, g
A ]

\

Figura 2.3. Representacion conjunta de las bases de vectores, bivectores y trivector en G*.
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Figura 2.4. Representacion de los subespacios de vectores, bivectores y trivector en G*.

En este espacio se encuentran elementos con la tipologia
{a+LBla.peR}=g, (2.23)

que son isomorfos con los nimeros complejos C , a través de la relacion
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(L) =-1=(i)’ (224)

En la ecuacion (2.24), I, = 0,0,0; = 0y,, s el pseudoescalar de G, e “i” esel
indice complejo estandar de C . Asi, dado un escalar y, se puede definir

e =cos(y) +1,sin(y) (2.25)

Teniendo en cuenta que /, conmuta con todos los elementos de g, , para
cualquier multivector 4 € G, , se tiene que

Ae" = Acos(y) + Al sin(y)
=cos(y)A+1,sin(y) A (2.26)

I,
=ev A

A partir de (2.26), se establece una relacién que ha sido fundamental en el
planteamiento y desarrollo de esta Tesis. Mediante ella, se pueden relacionar pares
dualesen G, con pares de la transformada de Fourier.

Con objeto de simplificar y clarificar esta importante propiedad, es conveniente
volver al caso particular de G, . En este espacio lineal, como ya se ha definido, el
dual de un multivector A se corresponde con AI,. De esta forma, el dual de un
escalar resulta ser un trivector, y el dual de un vector a, es el bivector al, y
viceversa. Los pares duales serdn

1l 1,
O, <—> 0,0,

' 2 (2.27)
0, <> 030,

0, <> 0,0,
y el multivector genérico 4 puede escribirse de la forma
A=a+a+1,(b+p) (2.28)

con a,feR, abel G, I,=0,, e (13)2 =-1. Es evidente que a partir de

(2.28), pueden identificarse las componentes
ga? =a, g;za, g32 =Lby g33 =L,pB.

Si aplicamos estos conceptos previos al caso de una funcion multivectorial de
variable real f :&* ——¢,, la Transformada de Clifford Fourier (TCF) se define
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como

F{fH@)=[fe)e™ di (2.29)

y su transformada inversa es

FHI@O) =] fl@)edt (2.30)

Hay que recordar, que el ndcleo de Clifford-Fourier {e’“"‘ } , definido en (2.25),

consiste en un escalar mas un pseudoescalar.
En consecuencia, la TCF es una simple combinacién lineal de transformadas

clasicas de Fourier. Particularmente, toda funcion vectorial f:&°——G,
definida como

S =Jfo+ fio1+ 1,0, + [0, +

(2.31)
J1201, + [23023 + f01031 + 123012

puede considerarse como una cuéadruple funcion compleja. Sus componentes,
agrupadas como en (2.31), pueden ser transformadas una a una con la transformada
compleja de Fourier estandar

FO=[£0)+ fis(OL]1+
A0+ 1 ()]0, +
FAGESAGIALA
[0+ £, (0)]] o,

(2.32)

y f(t) puede ser interpretada como un elemento de 7 < C*(cuaternion).

Considerando la linealidad de la transformada de Clifford Fourier, la
transformacion de la funcion completa es la suma de la transformada de cada
componente

F{fH@) = [ FLLWO+ fis (O L} (@) [1+
[F{AO+ £} (@) |0y +
[F{ALO+ (O} (@)]o, +
[ F{AO+ £, (01} () ] o,

(2.33)

Hay que sefialar, que los pares duales {a,al,}, forman pares duales de

Fourier{com, sena}. Asi, la importancia de la complementariedad ortogonal de

las bases clasicas de Fourier, es amplificada por la generalizacion que supone su
insercion en una superestructura como la del algebra geométrica.
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Un caso particular de (2.32), en el espacio G, propuesto como punto de partida,
lo constituyen las funciones periddicas n-senoidales de la forma

f@t) =[a,cos(w,t + o)+ asen(w,t + o)1, oy +
[az Cos(a)zt+0(z)+azsen(a)2t+0:2)I3J0'z + (2.34)

[a5 COS(@ 4t + &) + azsen(w 1 + ) I | 0.

donde w,,w, y @, son diferentes frecuencias. No6tese que si w, es la frecuencia

fundamental, las demas frecuencias pueden relacionarse con ella mediante un
nimero entero (armdnicos) o fraccionario (interarmonicos). Otra apreciacion
importante, es que tanto el escalar como el pseudoescalar, en la descomposicién
(2.34), pueden interpretarse como pares asociados a vectores. La ecuacion (2.34)
puede también representarse como

f()= [ale'3(“’*t+“l) ] o+ [aze]3(”’2”“2) ] o, + [aae'3(”’3’+“3) ] O (2.35)

y su transformada , término a término, es
f{f} (w) = [f{alela(”“”“l)} (a))J o, +
[f{azeIS(zwz”“Z) } (w)} o, + (2.36)

[.7—' {a3e13(3”3’+“3) } (a))] 0,

Finalmente
}"{f} (w) = [511613"1 2w 6 (w— a)l)]dl +
[aze’a“2 2z 5(60—(02)]02 + (2.37)

[ase’3”‘3 275 (w— a)z)J O

donde ¢ es la funcion de Dirac.

A partir de la ecuacion (2.37), se define lo que hemos llamado fasor
multivectorial, multifasor 0 también, fasor geométrico F, segun la expresion

1
22

F =

F { f } (w) = Ao, + A, o, + 4, 5, (2.38)

En (2.38), el coeficiente 4, se identifica con el valor cuadratico medio (valor
rms) de la funcién senoidal correspondiente al arménico .
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2.2.8. Interpretacion geométrica del espacio multifasorial en 93 .

Como se ha establecido en (2.38), el multifasor viene dado por
F = 4, cosa,0, + 4 sena, 1,0, +
+ 4, cosa,0, + A,sena, 1,0, +

+ A4, CoS a0, + Aysenal,o,

o también

F =4 cosa,0,+A4,c08c, 0, + A, C0S; 0, +

+ Asena; + A4,senat, 0,0, + A;sena, 0,0,

(2.39)

(2.40)

En consecuencia, teniendo en cuenta (2.36), el fasor geométrico, puede
representarse mediante una suma de elementos geométricos. En este caso
particular, es suma directa de vectores o segmentos orientados de longitud
A, cose, y bivectores o planos ortogonales orientados, de area A, senc, . Estos

elementos se representan en la figura 2.5.

Figura 2.5. Interpretacion geométrica del espacio multifasorial resultante de la TCF.

Las bases de vectores y bivectores (k-vectores), pueden considerarse a su vez,
como subespacios separados que se complementan ortogonalmente, (Fig. 2.6a) y

(Fig. 2.6b).
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/

Figura 2.6a Subespacio de bases de vectores en G,

0'361

<

i3

EE—

/

Figura 2.6b. Subespacio de bases de bivectores en G,

Asi, debido a la propia potencialidad del algebra geométrica, una sefial
periddica puede ser analizada sin limite de arménicos. Por otra parte, el orden n
del &lgebra que se genera a partir de k£ armdnicos, ha de mantener bien definida la
dualidad. Para ello, la conmutatividad del pseudoescalar debe cumplirse con todos
y cada uno de los k-vectores del algebra. La relacion encontrada para satisfacer
esta condicidn es

{n=4m-1,(me N)| n>k| (2.41)

La generalizacion de estos resultados a G, es directa, y en este caso el fasor
geomeétrico se representa de la forma
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F =Zk:[akel”(“")]0'k (2.42)

manteniendo siempre los pares duales como pares de Fourier. Es obvio que el fasor
geométrico utiliza objetos geométricos multidimensionales, cuya abstraccion
impide cualquier tipo de representacion. Sin embargo, son objetos geométricos que

pueden ser conceptualmente extrapolados a partir de g3 como una primera

aproximacion.

2.3. Algebra Geométrica Compleja Generalizada (AGCG).

2.3.1. Introduccion: nuevos subespacios

Una de las aportaciones importantes de esta Tesis es la construccion de un nuevo
algebra geométrica que incluya coeficientes complejos y generalice el concepto de
producto geométrico. La introduccién de esta estructura de matematica avanzada,
a la que hemos llamado Algebra Geométrica Compleja Generalizada (AGCG), se
justifica por la sencillez con la que posibilita el analisis multivectorial de la teoria
de potencia en regimenes n-senoidales/lineales-no lineales. Podriamos decir
simplificando, que el AGCG es al analisis multivectorial de la ecuacion de potencia
en régimen periodico n-senoidal, lo que el algebra compleja es al analisis vectorial
de la ecuacion de potencia de en régimen senoidal. Debido a esta similitud de
forma, es por lo que hemos introducido el concepto de fasor-vectorial o fasor
geométrico en sintonia directa con el modelo fasorial de Steinmetz. Asi mismo,
con la intencién de facilitar su comprension, la idea de representacion del modelo
fasorial en el plano complejo, la hemos utilizado para representar las componentes
de la potencia aparente multivectorial, en planos complejos ortogonales asociados
a las bases de Clifford. Esta concepcién del nuevo espacio geométrico como
distribucion de planos complejos ortogonales, ha sido determinante en la
construccién de la estructura algebraica AGCG, desde algebra Compleja de
Clifford clésica CG,. Debe advertirse, que es posible formular la ecuacion de

potencia en G, (algebra real de Clifford), donde las magnitudes han de ser tratadas

como elementos geométricos. Esta abstraccién sobre funciones periddicas
senoidales o la complicacion adicional que supone la duplicacion de informacion

como consecuencia de un planteamiento directo en G , han sido otras causas
relacionadas con la decision de construir la estructura AGCG (CG, ) .

Para llevar a cabo la generacion del espacio(an), partiremos de un espacio

lineal n-dimensional V", donde {01‘02,...,0,{,..0”} es una base ortonormal de

V". En primera aproximacion, y para facilitar la comprension de esta nueva
estructura, puede suponerse que » es igual al numero de componentes armonicas en
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sefales periddicas n-senoidales, aunque como se justificara mas adelante, no tiene
necesariamente que cumplirse. Por tanto, a partir de V" se deduce la base del
algebra geométrica G, que es generada por

1, o0, , o040, ,.,0,0,0;.0, (2.43)
escalar vectores bivectores e ——

(k1,..., n)  (k,hid,..nik=h) pseudoscalar

donde A simboliza el producto externo, de manera que o, Ao, =0,0, =0y,

Una importante caracteristica de la estructura que vamos a construir se basa en
la correspondencia existente entre las funciones ortonormales de Fourier

[senkawt, coskewt] con elementos del subespacio de k-vectores, {o,}. Esta
propiedad se ha justificado con la transformada TCF definida en la Seccion (2.2.7)
de este Capitulo.

En estas condiciones, si C es el espacio vectorial complejoy G, es el algebra
geométrica sobre el espacio real n-dimensional V" = se define la estructura

AGCG —{cg,,0} (2.44)

cuyos coeficientes z,, , eC, las bases o, , €G, y ©=(Ro®)es un nuevo

producto geométrico definido a partir del producto geométrico clésico, “® ™. En
consecuencia, cada coeficiente complejo ird asociado a una determinada base,
dando lugar al fasor dirigido o fasor geométrico correspondiente. Por tanto, un

L o . i
elemento genérico Z,=z,6,CG, es un p-vector complejo que puede ser
representado por|Ep|e’“" o,,dondea, es el angulo de fase dez, €C,y 7, € G es

un vector de la base. Analogamente, un elemento genérico Z, =z, o, € CG’ es

. . — Jja,
un pg-vector (bivector) complejo, que puede ser representado por |zpq|e "G,
donde «,, eselangulo de fasede z, y &, es un bivector de la base.

En relacion con los objetivos que se persiguen, elementos tales como
o, seran utilizados para representar fasores-geometricos de

—= .~ _|= |
Z,=zZ,0, —|zp|e g
los arménicos de tension e intensidad. Por otra parte, elementos del tipo

= = Jet, z - Zuss -
zZ,=z7,0, —|zpq|e ‘e, seran utilizados para el analisis de las diferentes

componentes de potencia.

Asi pues, la base multivectorial del algebra geométrica G,, {0, =0, A...A 0, }

con k=12,...,n, junto con el espacio vectorial complejo clasico C, generan el
espacio vectorial CG, definido por
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CG,=2.0, =2 %0, (2.45)
k k
del que pueden obtenerse los subespacios de vectores CG' = Zzpap , de
p=1
bivectores CG; =Yz, o, Yy de forma genérica, de k-vectores CG; = > z,0, . En
P#q k

consecuencia, la ecuacion (2.43) se clarifica con la siguiente representacion de
CG, en forma explicita

0 1 2 k n
CG = CG" @ CG' @ G’ @@ CGF @@ (G (2.46)
—— —— —— — —
escalar vectores bivectores k—vector pseudoscalar
complej plej complej complejo complejo

2.3.2. Producto geométrico complejo generalizado de vectores

El producto geométrico asociado a CG, en la ecuacion (2.44), generaliza el
algebra compleja de Clifford y cumple todas las propiedades de un algebra
geomeétrica.

Debido a su utilidad en el andlisis de la teoria de potencia, definiremos el
“producto geométrico complejo generalizado” "O", partiendo de la base de
vectores de CG,, {o;,...0,},y de dos vectores complejos a, =a,0, (peQ) y

b =l7qaq (ge¥), donde Q¥ c{L2,..n}. Teniendo en cuenta que los

q
coeficientes complejos asociados a cada vector vienen expresados de la forma

a,=a e (2.47)

)4
= B, _ i(a,~,)
b,=be"" =b, """ (2.48)
se define el nuevo producto geométrico "©" como la composicion:
0:(R-®) (2.49)

El simbolo “® ” representa el producto geométrico clésico (2.7) y R es una
aplicacion en los planos complejos asociados a cualquier base de bivectores

{O'paq = o—pq} . Esta aplicacion se define como

72j(aq7ap) .

®(@,.b,)=1¢ sip#g. pgeN (2.50)
1 enotrocaso, p y/o q¢N

donde N=QnNY¥Y vy se asocia al producto entre vectores de indices

correspondientes (p,q € N) . Hay que hacer notar que la aplicacion ‘R se realiza

en C, suponiendo un giro en cada plano complejo correspondiente y no ejerciendo
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ningun efecto sobre g, .

Para el caso de vectores a, yb, , cuyos coeficientes complejos vienen dados
en (2.47)y (2.48), el nuevo producto es

a®b=a,0, 0bo,=ab,o, (2.51)

P

y en la transposicidn de la base de bivectores se verifica que

ab,o,, =(-1)Rabo (2.52)

q-p q-rq

La transposicion definida es involutiva, esto es, una doble aplicacion de la
misma tiene un efecto invariante

RR = Id,. (2.53)

donde Id. simboliza la identidad en C . Esta propiedad, aplicada a (2.52) verifica
que

ba,o,, =(-YRab,o, =(-)R(-YRb,a,0

Paqp r7a " pq qpqp_bqao-

P qp

Para el caso particularen el que a, =a, (¥ p,q € N), se obtiene que
R=1Id,. (2.54)

y ahora, el nuevo producto geométrico “ ® ” definido en (2.49), se identifica con el
producto geométrico “®” definido en (2.7), y la estructura ACGC, con el Algebra
Compleja de Clifforfd clésica. Si ademas C se restringe a los nimeros reales R ,
se obtiene el algebra geométrica real G, desarrollada en la Seccion 2.2.

Para una mejor comprension de la definicion del nuevo producto definido en
(2.49), es conveniente desarrollar esta ecuacién en el caso de dos vectores
complejos.

Sean dos vectores
a=)a,=3a,0,=)a.c"0,
P P P
b=Sb =Nbo =Y b
q q9-4q q q
q q q

(2.55)
donde p,q € N'y los angulos «,y (—aq +(pq) identifican la fase de los armonicos

de orden p de a y orden g de b respectivamente. Su producto geométrico
generalizado es
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aob=

_ Jo, Z Jle, =y, +9,) Z Jla,—a,+9,) _

= Zapbpe o, + Q. a,be o, +t2 abe o, =
P P<q q<p

_ o, Jla,-a,) je, _gpiea,) Jo (2.56)
=Y abe ‘O'O+Z{e e (apbqe “)apq Re’ % (aqbpe ”)O'pq}
P

r<q

_ Jo, Jle,-a,) Jvy J®p
= Zapbpe o, +Z{e (apbqe a,b,e )O'M}
P

r<q
donde

(—])ER ef(aq*aw)aquejwpo_ — (_1) ej(a,,—aq)aql;pej% o

Pq Pq

Esta forma de representacion de la ecuacién (2.51), sera de gran utilidad en
futuros Capitulos en los que se abordara el analisis de la ecuacién de potencia
como producto de dos fasores geométricos.

Notese en (2.56), que este producto contiene una parte escalar-compleja

Yabe o, (2.57)
P

y otra bivectorial-compleja

> {e i(a,-a,) (ap be'™ —ab e ) %} (2.58)

p<q

Esta distribucion del producto en términos escalares, (2.57) y bivectoriales,
(2.58), resultard determinante en la comprension de la naturaleza de las
componentes de la potencia aparente.

2.3.3. Operaciones: Reverso y conjugado

p R w7 ..
Baséndonos en la operacion “reverso” (') de G, , definida en (2.13), en la
estructura CG, el elemento bivector complejo reverso es

i o ) =(ac (2.59)
( ) pa” pq

qp~qp
Por otra parte, en CG, la operacion “conjugacién” (™) viene definida por
(z,0,) =Z'0, (2.60)

donde (") se aplica sélo al coeficiente complejo (C), sin afectar a la parte
bivectorial (G, ) .
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2.3.4. Definicién de norma.

La norma o médulo de un multivector complejo 4 es el escalar tnico|A|
calculado mediante

4l = (A 4), (2.61)

Como puede comprobarse, en la definicion de rnorma se aplica la conjugacion
(") en C, yla reversion (")en G, .

2.3.5. Transformada de Clifford Fourier en CG,

La generalizacion a G supone trabajar con elementos duales que no son

representables. Asi por ejemplo, en G, , el dual de un vector es un 6-vector, el dual

de un bivector es un 5-vector, etc. Por ello, dado lo abstracto del espacio de
multivectores, es recomendable ofrecer una interpretacion mas clara para aquellos
lectores pertenecientes al circulo de la ingenieria. Esta es una de las razones por las
que se utilizard la interpretacion geométrica que proporciona el espacio hibrido

cg, .

La extension de G, a CG,es obvia, dado el isomorfismo que se puede
establecer en base a las propiedades del algebra geométrica:

(1,) =-1=(i)’ (2.62)
donde el clasico indice complejo “i” de C, sustituye al pseudoescalar /,de G, .

La aplicaciéon de la transformada TCF es directa, porque permite aplicar la
transformada clasica de Fourier en la direccién que propone cada vector de G, .

Asi, dada f: R — CG,, que es una funcion multivectorial de variable real de la
forma

fO=Y[ae o, (2.63)
k
su fasor geométrico correspondiente es

1 iy
FEZ\/_—Zﬂf{f}(a))zzk:[ake ]O‘k (2.64)

La interpretacion clasica de planos complejos asociados a cada frecuencia en
una descomposicion en serie de Fourier (Fig. 2.7), pasa a ser ahora un conjunto de
planos complejos asociados a vectores geométricos (Fig.2.8).
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Re

Figura 2.7. Descomposicion clésica de Fourier

Figura 2.8. Descomposicion de planos complejos en CG,

En un entorno estrictamente geométrico, estos planos que se han representado
paralelos entre si, (Fig.2.8), son realmente ortogonales entre si. Ante la
imposibilidad de una representacion real, esta forma de ilustrarlos ha sido elegida
para imaginar una aproximacion a espacios conformados con cualquier nimero de
armonicos.
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2.3.6. Operadoresen CG, : derivada e integral

Sea f': CG, — CG, una funcion multivectorial, expresada de la forma

f= > f,(t)o,donde f,(1):R—>C.

pep(l,...,n)u0

Se define el operador d en g, como:

arm- y 4l 265

Aep(l,...,n)U0 d

donde dies el operador derivada usual en R .
t

Asimismo, se define d* en g, como
o= Y ([rwd)e, (2.66)

donde I(...)dr es el operador integral usual en R vy go({l,...,n})es el conjunto

de todos los subconjuntos de {1,...,n} .

Los operadores d y d™* verifican las siguientes propiedades de linealidad
d(f () +g)=d(f (1) +d(2()
d7(f()+g0)=d (f()+d " (g(t))
d(af (@) =ad(f(1)
d(af()=ad (f()

Es facilmente comprobable que dod *=1d v d*od = Id , donde Id es el
operador identidad.

(2.67)

(2.68)

A

Hoyt+a,)

Finalmente, en el caso particular de f, = A,e o, se cumple que

dLf, (O] = jo, £, () (2.69)
aur,o-222 @10

Notese que las expresiones (2.69) y (2.70), resultan de aplicar los operadores
definidos en (2.65) y(2.66) a una funcién puramente senoidal en CG, .
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Analisis Multivectorial de la Potencia Aparente
en Regimenes Periddicos n-Senoidales vy
Operacion Lineal/No Lineal.

“Only in the light of Grassmann’s outer product is it possible to understand that the careful
Greek, distinction between number and magnitude has real geometric significance... Only in
the work, of Grassmann are the notions of direction, dimension, orientation and scalar
magnitude finally disentangled.”

David Hestenes. (New Foundations for Classical Mechanics).

3.1. Introduccion

Aunque la Teoria de Circuitos clasica tiene mas de 150 afios de vigencia, la falta
de unanimidad sobre algunos aspectos basicos, apuntada en los Capitulos primero
y segundo, hace que en esta disciplina existan problemas aun no resueltos. Uno de
ellos es el analisis completo de la teoria de potencia eléctrica en regimenes n-
senoidales con cualquier tipo de carga. Es bien conocido, que en el caso de
circuitos monofésicos en régimen periddico /-senoidal, la teoria vectorial de la
potencia eléctrica o potencia compleja, estd representada mediante tres magnitudes
basicas: potencia activa, reactiva y aparente. Sin embargo, aun en este caso
considerado el mas simple, dicha ecuacion no es totalmente satisfactoria. De
hecho, mientras que la potencia aparente, definida como producto de los valores
eficaces de tension e intensidad y la potencia activa, como el valor medio de la
potencia instantdnea en un periodo, son conceptos universalmente aceptados, la
significacion fisica de la llamada potencia reactiva es discutible. En régimen n-
senoidal, la dificultad del analisis de la ecuacién de potencia aumenta de forma
considerable. En este caso, la finalidad de las distintas formulaciones publicadas en
la literatura existente, es conseguir una descomposicion ortogonal de la potencia
aparente, que de alguna forma contenga la componente activa. Pero estas
descomposiciones “candnicas” estdn definidas siempre bajo objetivos concretos,
como el ahorro energético, significado fisico, comportamiento matematico, etc. Es
precisamente en estos primeros afios del siglo XXI, [1-5], cuando ha tomado
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impulso la investigacion sobre una ecuacién universal y completa, que sea
reversible con su representacion en el dominio temporal. Pero esto solo es posible
si la Teoria de Potencia se estructura y ordena dentro de un espacio vectorial,
cuyos elementos se correspondan con las variables propias del sistema eléctrico
analizado.

Por otro lado, una de las causas importantes de la aparicion de modos de
operacion n-senoidales, ha sido la creciente utilizacion de receptores no lineales en
los sistemas eléctricos de potencia, que ademas esta originando un aumento
considerable de los niveles de distorsion armoénica. De aqui nace el especial interés
por un profundo analisis de la ecuacion de potencia en aquellos sistemas.

Pero esta inquietud no deberia ser exclusiva de cientificos e investigadores,
sino también del circulo empresarial, siempre sensible a la creciente importancia de
la calidad del suministro, a la necesidad de actualizar los criterios de ahorro
energético, a la facturacion adecuada, a la simplicidad de instalaciones, etc. En este
sentido, el analisis de la ecuacion de potencia en el dominio de la frecuencia, es
muy apropiado para la interpretacion del complejo fendmeno de la transmision de
energia en condiciones n-senoidales y para la posible soluciéon de muchos de los
problemas planteados en los Sistemas Eléctricos de potencia.

En este Capitulo se desarrolla una nueva representacion de la ecuacion de
potencia en regimenes perioddicos n-senoidales [1-3], basada en un original espacio
vectorial definido en el dominio de la frecuencia, y condensado en la estructura
algebraica AGCG desarrollada en el Capitulo segundo. Con esta representacion
multivectorial se pueden analizar aquellos sistemas, de una forma similar al
analisis que proporciona la representacion compleja de Steinmetz en los sistemas
1-senoidales.

3.2. Representacion multivectorial de sefiales periddicas.

Desde ahora en adelante, nos referiremos a una carga lineal/no lineal (Fig. 3.1) ala
que se aplica una tension periddica n-senoidal que cumple las condiciones de
Dirichlet, y que por lo tanto es desarrollable en serie de Fourier

u(t)=+2 > Upsin(pa)t+ap) (3.1

peLUN

En (3.1), p es el orden del armoénico de la tension u(?). La intensidad de carga
resultante serd otra funcién n-senoidal de las mismas caracteristicas que (3.1) y
viene dada por

i(t)=N2 Y 1, sin(qot+p,) (3.2)

geNUM
donde g es el orden del arménico de la intensidad i(z). Se supone ademas, que
existe un conjunto N de componentes armoénicos de tension que tienen sus
correspondientes armonicos de intensidad de la misma frecuencia, un conjunto L
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de componentes armoénicos de tension que no tienen sus correspondientes
armoénicos de intensidad, y un conjunto M de componentes armoénicos de
intensidad que no tienen sus correspondientes armonicos de tension. En
condiciones de linealidad se cumplira que S, =2, —¢,, @, es el angulo de fase

de la impedanciay L = {¢} ,M = {¢} . De forma general, las mayusculas U, e I,

representan los valores eficaces (rms) de u, (¢) e i, (¢).

i(t)

_

u(t) Carga

Figura 3.1. Carga lineal/no lineal genérica

Las formas de onda (3.1) y (3.2) pueden ser representadas por multivectores en
un espacio vectorial n-dimensional )" generado por una base ortonormal de
vectores {0,0,,0,...0, } . En la estructura {CG,,O} expuesta en la Seccién 2.3

del Capitulo segundo, el armonico de tension de orden p y de intensidad de orden
g, son vectores complejos. En lo que sigue, a estos elementos del Algebra los
llamaremos, fasores-geométricos y vienen dados por

_ J&p _77
U,=U,"0,=U,0

rop

(3.3)

- s =
l,=1e"0c,=10, 34
donde U, =|Up|, 1, =|Iq|, U= Z U,el= Z I,.
peLUN geNUM
Un caso de especial interés podria constituirlo la presencia de términos
constantes (corriente continua) en las formas de onda de tension y/o intensidad. En
esta situacion, la asignacion de las bases de Clifford se materializa sumando una
unidad al indice p y/o ¢g. Un ejemplo aclaratorio se expone en el Anexo IV.

Por otra parte, debido al caracter ortonormal de las bases de Clifford, el médulo
de los multivectores, coincide con el médulo o norma de las sefiales u(?) e i(?)
definidas en (3.1) y (3.2). Los valores rms son

||U||2 = Z ||UP||2
LUN
pelu

- > JI

NuM

3.5)
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3.2.1. Generalizacién de las leyes basicas para el analisis de circuitos lineales

Desde el algebra geométrica, la relacion entre tension e intensidad, definida
tradicionalmente como impedancia, se generaliza ahora con la introduccion de un
tensor impedancia cuyo significado es el de un operador que relaciona ambas
magnitudes mediante giros y escalados. Este tensor (matriz) diagonal representa
los parametros caracteristicos del circuito.

El operador impedancia es un tensor que viene representado por la matriz

diagonal Z
Z, 0 0 0
o Z, 0 - 0 7
Z=: 0 . 0 donde Z :I_—” (3.6)
0 Z_, 0 ?
0 0 0 Z

Al ser la matriz Z diagonal, su inversa Z' coincide con la matriz de las
inversas de cada componente de Z . Por tanto la matriz que caracteriza al tensor
admitancia Y se define como

—_

Y=0=27" (3.7)
z' 0 Y, 0 0 0
0 Zz' 0 0% 0 0
z'= 0 0 0 =Y (3.8)
0 0 Z*_ll 0 0 - 0 Y, 0
0 0o - Z 0 0 - 0 Y
En estas condiciones, la Ley de Ohm multivectorial puede expresarse por
U=2-1 (3.9)
o también
I=Y-U (3.10)

En consecuencia, desde la ecuacion (3.10), cada componente del fasor
geométrico intensidad (3.4) puede caracterizarse, en circuitos lineales, a partir de
las componentes del fasor geométrico de tension (3.3) y del tensor impedancia
(3.6)

7= Y e (3.11)
P 7 e/(/?p 7

P P
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Teniendo en cuenta las propiedades de los multivectores y de los tensores
definidos, las leyes, métodos de analisis de circuitos y teoremas fundamentales,
adquieren forma multivectorial con una simple generalizacion simbolica formal [1-
2]. Un ejemplo de ello, lo constituyen las leyes de Kirchhoff, que pueden
expresarse en forma multivectorial:

Ley de intensidades: la suma de los fasores geométricos de intensidad entrantes
en un nudo, es idéntica a cero,

=0 (3.12)

Ley de tensiones: la suma de los fasores geométricos de tension en un lazo, es
idéntica a cero,

YU =0 (3.13)

Formalmente, el andlisis en régimen permanente n-senoidal de circuitos
lineales, puede entenderse perfectamente desde el tratamiento clasico que se
efectiia en circuitos con fuentes senoidales. Esto confiere una gran versatilidad a la
estructura CG, , ya que reune de forma sintética todas y cada una de las variables

n

armonicas, que a su vez, pueden analizarse de forma independiente.

3.2.2. Descomposicién ortogonal de la componente lineal del fasor geométrico
de intensidad

El fasor geométrico del armonico de intensidad de la ecuacion (3.4) puede
expresarse en forma expandida como

7 _ Ja,~9,) Jb,
1,=1e o, qEN+1qe ot (3.14)
La componente lineal de la intensidad definida en (3.14), viene dada por
7 _ J(a,—o,) _ jay —iv, T i _
oun =1,€ o, v =le e o, =1e o, = G.15)

=1, (cosp, — jsing )o,=1 cosp,o, —jl sinp o, =10, —jl,

siendo I, =1,e" . Si introducimos la operacién conjugacion(*), el fasor
geométrico armonico I; puede representarse como
=1, +jl,, =1,0,+jl, 0,=1 cospo,+jl senpo,

a|gen al™ q

Los subindices "||" y "L1" indican “en fase” y “en cuadratura”
respectivamente ¢ [, =1 cosg,, I, =1, sing, , son los fasores geométricos de

los armoénicos de orden ¢ de los multivectores de intensidad “en fase” y en
“cuadratura’.
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3.3. Potencia Aparente Multivectorial.

3.3.1. Caso 1-senoidal

Con objeto de tener una mejor perspectiva de la representacion multivectorial de
la potencia aparente, se analiza primeramente el caso puramente senoidal.

Para ello, se considera que la tension senoidal aplicada a una carga lineal y la
intensidad resultante vienen dadas por

u(t) =~/2U, sen(wt) (3.16)
i(t) =21, sen(wt - ) (3.17)

Las magnitudes definidas en (3.16) y (3.17) pueden ser representadas por sus
fasores geométricos, en un espacio vectorial cuya base es {O'(,,aj} y el algebra

correspondiente seria un CG,

0=[0,|e“0,=U,0, (3.18)

I=|I|e"q,=Tp0, (3.19)

donde U, y I son los clasicos fasores de Steinmetz. La potencia aparente
multivectorial se define

§S=U00I"=(P+jQ)o, (3.20)

donde P+ jO es su parte escalar, siendo P=U,l,cosp, la potencia activa y
Q=U,I,sinp, la llamada potencia reactiva. En este caso la parte bivectorial es
nula.

El modulo o norma del multivector S, puede calcularse a partir de las
operaciones reverso y conjugado (2.61).

”5"2 =(5(8')), = (U,1,cosg, )2 +(U 1 seng, )2 =P’ +0’ =5’ (3.21)

La conclusion inmediata de este analisis es que el algebra compleja coincide
con la estructura CG, , que como es obvio es un caso particular de CG, .

3.3.2. Caso n-senoidal

Consideremos un sistema monofésico no lineal arbitrario (Fig 3.1), alimentado por
la tensiéon (3.1), siendo la intensidad resultante la expresada en (3.2). La
representacion multivectorial de ambas variables esta definida en un espacio
vectorial n-dimensional, y se expresan como combinaciéon lineal de una base
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ortonormal de n vectores complejos {o,,0,...0,} . En este sentido, las ecuaciones

(3.3) y (3.4), representan los fasores geométricos de los armonicos de orden p y ¢
de tension e intensidad.

Una vez calculados los multivectores (fasores geométricos) de tension e
intensidad conjugada, U e ", puede definirse el multivector potencia aparente S .
Para ello es necesario multiplicar dichos fasores utilizando el nuevo producto
geométrico generalizado (2.49), asociado a la aplicacion ‘R definida en (2.50). En
(2.56) se explica claramente la forma de operar de R .

En esta Seccion se considera el caso mas general, en el que tanto los angulos
de los armoénicos de tension, como los indices /€ {L},ne{N}, me{M}, estan

presentes en las ecuaciones (3.1), (3.2). En estas condiciones, el multivector S
resultante de aquel producto geométrico, llamado potencia aparente multivectorial,
se expresa como suma directa de los productos interno y externo, definidos en el
Capitulo segundo, Seccion 2.3.2, ecuacion (2.56).

S= Y U0l => U, I'+ > UAL (3.22)
peNUL P.geN peNUL
qgeNUM qgeNUM

El producto interno (simétrico) de (3.22) viene dado por
z Up -f; :(ZUPIP cos g, +jZUp1p sin(ppJO'0 =P+ O (3.23)
P.qgeN p=q P=q

y el producto externo (antisimétrico) de (3.22) puede descomponerse a su vez en
términos lineales y no lineales de la forma

DUN =Y U+ D U, AL (3.24)
peNUL P.qeN peLUN ,geM
geNUM peLl,geN

Los términos lineales de (3.24) pueden desarrollarse como sigue

YU AL =Y U, 1o, +¢ U 0, =

rra pg 9 P ap
P:geN P.qeN
_ Jla,~a,) s _ J(a,-a,) —
- Z e Up[qo-pq ’R(ap aq)e Uqlpo-pq -
p<q
P.qeN

_ J(a,=ay) 7 9 _x
= Z e (Up[q e =U/le ”)O'pq—ALm

pr<q
P.qeN

qu,Lin

Apg
(3.25)

Por otra parte, los términos no lineales también admiten un desarrollo como se
muestra a continuacion
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& Fxo_ J(a,=B,) _
Z Up /\Iq - Z Uplq € Opy =

peLUN ,geM peLUN ,geM
peL,geN peL,geN
_ Jja, —ib, _A
- z e Uplq e O-pq - AN() lin
pelUN ,geM _—
peL.qeN .
pq,Nolin
Apq (3.26)

En sintesis, el multivector representado en (3.22) contiene un escalar complejo,
P+ jO,y un bivector complejo A, cuyas expresiones vienen definidas por

P= ZUPIP €080, (3.27)
peN

Q = Z U, 1,senp,0, (3.28)
PpeN

A = ALin + ANU lin (329)

Las componentes obtenidas en (3.27), (3.28) y (3.29) son los escalares
potencia activa, reactiva 'y el bivector potencia de distorsion “girada”
respectivamente. La suma directa de todos ellos conforma la potencia aparente

multivectorial S

S=P+jO+A (3.30)
donde las componentes QO y A constituyen la componente multivectorial “no
activa’.

Por otra parte, el multivector potencia aparente S (3.30), puede representarse
también por

S = SL[neal + SN{) lineal — }3 + SNO activa (33 1)
donde
~Lineal = 13 + j Q + ALin (332)
SNG lineal = ANa lin = qu (333)
peLUN ,geM
pel,qgeN
S~Na activa — jQN + ALin + ANo lin (334)

Notese ademas que los modulos de la ecuacion (3.30) cumplen la siguiente
relacion de ortogonalidad

S <o [ =[of | =|A +[a[ +|a = 7+ 0 + »* 6535
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que coincide con la definicién clasica de la potencia aparente en regimenes n-
senoidales, donde D es la clasica potencia de distorsion.

La ecuacion de potencia (3.30), se corresponde ademas con una representacion
multivectorial de la ecuacion de potencia de Budeanu, donde de forma rigurosa se
comprueba que jO es el complemento ortogonal de P y el bivector A, es la

representacion multivectorial de la componente de distorsion. Sin embargo, esta
afirmacion no debe entenderse como un analisis exclusivo para la ecuacion de
potencia de Budeanu en el entorno matematico propuesto. El multivector S (3.22),
es mucho mas general y nace desde una concepcion natural de la potencia aparente
en AGCG. Es mas, en el Capitulo quinto, se comprueba que el concepto de
potencia aparente multivectorial, puede ser extendido a otras teorias de potencia.
Es obvio que los resultados que se derivan del analisis del multivector S, no
pueden ser explicados por ninguna de las teorias existentes en la literatura
cientifica, si exceptuamos la aportacion [4], con las limitaciones que lleva
implicitas y que han sido expuestas en el Capitulo primero.

En este analisis, es muy importante resaltar que la expresion del multivector
potencia aparente S, (3.30), es una nueva representacion de la ecuacion de
potencia en el caso mas general posible [2]. El médulo de este multivector "5”,

(3.35), es el clasico concepto de potencia aparente, que a su vez, es simplemente un
resultado secundario de la representacion propuesta en este trabajo y consecuencia
de S . Notese, que mientras "S ” es un simple valor, el multivector S tiene

modulo, direccion y sentido. Esta es una de las aportaciones mas importantes de la
Tesis.

3.3.2.1. Caso n-senoidal restringido

Un caso particular, por otro lado, muy habitual en los planteamientos
convencionales para la resolucion de problemas en Ingenieria Eléctrica, es aquel en
el que las fases de los armonicos de tension son nulas. En esta situacion, al ser la
tension la magnitud de referencia, se cumple que R = Id. (2.54), simplificandose
el analisis significativamente, y en consecuencia, las ecuaciones (3.22), (3.25) y
(3.26) vienen dadas ahora por

SZZUPO [ZU I, cosp, +]ZU I,sing, Jo-o

PEN p=q
qeN
Joy Py By, _
2 (UL, " =U e o+ Y Udeto, = (336)
p<q peLUN ,qgeM
P.geN peL,geN

=P+ jQ+A=P+jO+D=P+;Q+D,, +D

Nonlin
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7 T* _ oy oy _ A
> A=Y (U1, " -U1e" )0, =4, (3.37)
P.qeN p<q
P.qeN D
pq,Lin
> Unll= Y UI "o, =A (3.38)
P q )2 pqg — T NoLin :

peéuN],\;[eM peﬁuN],\?eM R Za—
peb.gs per.gs qu,No/in

Como consecuencia de (3.37) y (3.38) se obtiene que

1}

A, =D, (3.39)

Lin Lin

= (3.40)

No Lin No Lin

3.3.2.2. Bivectores de distorsion girada y distorsion

En las ecuaciones (3.25) y (3.26), se ha definido el término genérico qu , bivector
de distorsion, que esta relacionado con el término genérico qu, llamado de
distorsion girada, mediante las igualdades

qu,Lin =P

pq.Lin = "qu,Lin :"bpq,Lin” (3.41)

(3.42)

qu,No Lin ~ € prq,No Lin = ||qu,N0 Lin|| ™ ||qu,No Lin

Los términos qu de dichas ecuaciones [3], pueden ser agrupados y definidos

con una notacion simplificada que los relacione con los conjuntos L, N y M como
se expone a continuacion

A=A, =A, =D (3.43)
P.9eN

ALY = § A A =@ )
APV =N, =A, =e D (3.44)

pg.No Lin
pel
qeN

AM=% A, =A, =D (3.45)

Pq pq,NoLin
peL
qeM

AM=3A  =A =D (3.46)

Pq pq,No Lin
peN
qeM

Consecuentemente, el bivector complejo de distorsion girada [Apéndices A y
B], viene dado por

A=AV f AN p ARM L AV (3.47)
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Asi, en los productos cruzados de las ecuaciones (3.25) y (3.26), cada
término A o, representa la interaccion de tensiones e intensidades armoénicas de
distintas frecuencias. La nueva magnitud propuesta como potencia de distorsion
girada A [3], tiene tres atributos basicos: magnitud, direccién y sentido.

En numerosas situaciones, direccion y sentido no son requeridos, y en este
caso, la igualdad "A":"[)", resuelve un problema concreto. Sin embargo, hay

situaciones en las que direccion y sentido son necesarios, como aquellas que

dependen del origen y naturaleza de la distorsion. En estos casos, el bivector A es
la magnitud apropiada para resolver el problema, ya que incorpora en una simple
expresion, toda la informacion requerida. La conveniencia de operar con el médulo
o con el bivector vendra dada por las necesidades de la situacion. En este sentido,

"A" :”D" es una consecuencia de Ay ambas propuestas, modulo y bivector, son

complementarias.

Es obvio que desde la ecuacion (3.47) y teniendo en cuenta la independencia
de las bases o, ,, es cierta la siguiente igualdad

A1 =18 =8 + 3 o+ (348)

3.3.2.3. Ejemplos Numéricos

Con objeto de ilustrar el andlisis de los multivectores definidos en (3.30) y (3.47),
se han desarrollado los Ejemplos 3a y 3b, (Anexo 1), aplicando el método matricial
simbdlico de calculo que se expondra en el Capitulo cuarto.

Ejemplo 3a.- N={1,2}, M ={3}, L={4}, o, =0°, @, =—-30°y a, =30°
Si una tension instantanea
u,(t)= V2 [200sen(a)t) +200sen(2wt —30°) +100sen(4wt + 30")] V

se aplica a una carga arbitraria no lineal, la intensidad resultante es
it= x/§[20sen(a)t +30°)+10sen(2wt — 60°) +10sen(3wt + 60° )] A.

Sus fasores geométricos asociados de tension e intensidad conjugada son
U,=200e"c,+200e "5, +100e’"'c, V.
I/=20e""c,+10e"c,+10e "5, A.

El objetivo es el calculo del multivector 5’1 y de todas sus componentes
escalares y bivectoriales. Aplicando (3.22), (3.23) y (3.24), se obtiene que
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S =U, Oia* =5196.15—;1000+ (3000 + j1732) 5;, +(2000) o, +( j1000) o, +
P Jjo ANN ALN
+ (866 —jSOO) o, +(1000 - j1732)0'13 + (—j2000) o VA
RLM ANM

Notese en este Ejemplo, que los bivectores de distorsion girada y distorsion

son distintos, A, #D,, , Ay, #D,;, A, #D,,, A, #D,, , A,; # D,;, aunque sus

2
modulos coinciden (ver Tabla 3.1).

Ejemplo 3b.- N={1,2} , M ={3}, L={4}, oy =a, =; =0
En este caso, la tension aplicada a una carga no lineal arbitraria es
u, (1) = V2 [200sen(wt) +200sen(Qawt) + 100sen(4a)t)] Vv

y la intensidad resultante es
i) = ﬁ[ZOsen(wt +30°) +10sen(2et —30°) +10sen(3et +60°)] 4

Los fasores geométricos de tension e intensidad conjugada, ahora, son los
siguientes

U, =200¢"c,+200e"c, +100e"c, V.
I'=20e""c,+10"c,+10e7"c, A

y el multivector S’b viene dado por

S, =U,01I; =5196.15— 1000+ (1732 + j3000) o, +

%/'—/_V_/
i jo

ANN_ DN.N
+(1732 - j1000) o, +(866+ j500) o, +(500— j866)0,, +
ALN_ DL.N ALM _ LM

+(1000 - 1732) 5, +(1000- j1732)0,, VA
ANM_ PHNM

Notese en el Ejemplo 3b, que los conjuntos de indices son los mismos que en el
Ejemplo 3a, pero los angulos de fase de los arménicos de tension son ahora:
a,=a,=a,=0. En consecuencia, en este caso los bivectores de distorsion

girada y distorsion son iguales, (3.39) y (3.40).
La Tabla 3.1 muestra para los dos Ejemplos, los valores eficaces de tension e

intensidad, asi como escalares, bivectores y sus modulos correspondientes.
También se han incluido los mddulos o valores del multivector potencia aparente

"S", calculados en ambos casos a partir de la expresion clasica de potencia

aparente, y como suma cuadratica de sus componentes multivectoriales.
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TABLA 3.1
Ejemplo 3a: «, # o, |Ejemplo 3b:«, =a, =0 | Unidad
o) 9.10* 9.10* &
[l 6-10? 6-10? A
1 <[l - 54-10° 54.10° (V4
p V27:10°0, V27 10°6, w
Q -j-10°c, -j-10°c, VAr
A, (-3000+ j1732),, | (~1732+j3000)0,, vAd
D, (-1732 + j3000)0,, | (~1732+3000)0, vad
3. =15 12:10° 12-10° (vady
A, (2000)0,, (1732 - j1000)o,, VAd
D, (1732 - j1000) o, (1732 - j1000) o, vad
|B.] = (2. 4:10° 4-10° (VAdY’
Au (ﬂOOO)Uu (866+j500)0'42 VAd
D, (866+ j500)0,, (866 + j500) o, VAd
|3.] =52 1-10° 1-10° (vAdy
A, (1000 - j1732) 0, (1000 - j1732) 0, vAd
D, (1000 - j1732) 0, (1000 - j1732) 0, vad
3. =[5, 4:10° 410" (VAdY
Azs (—jZOOO)UB (1000 _j1732)0'23 VAd
D, (1000 — j1732) 0, (1000 — j1732) 0, vad
Bl | a0 PR P
A, (866 - j500)0,, (500 j866) 0, VAd
D, (500 j866)0,, (500 j866),, vAd
13, =5, 1-10° 1-10° (VAdY?
I 26-10° 26-10° (VAdY’
s "2 54-10° 54.10° VA
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Es importante advertir que estos dos Ejemplos no son distinguibles en términos
de las conocidas descomposiciones de potencia aparente citadas en la bibliografia,
porque las variables (valores rms de tension e intensidad) y componentes de la
ecuacion de potencia, son iguales en ambos casos:

~ 112 ~ 12 1112 ~ 12 = 12 ~ 12 | ~|2 ~ 12 ~ 12 ~ 12 1~ 2 ~ 2
0 i R R i TR 7 S U Il Il N

Es logico asumir, que cualquier diferencia entre ambos Ejemplos debe estar

basada en la direccion y sentido de las magnitudes antes citadas. En consecuencia,

solo el concepto multivectorial de S, puede ser determinante en su diferenciacion.

3.3.3. Casos particulares

Por la importancia que tienen desde un punto de vista practico en Ingenieria
Eléctrica, es imprescindible analizar tres situaciones que se derivan del analisis
general desarrollado en la Seccion 3.3.2.

3.3.3.1. Carganolineal: N ={n}, M ={m},L={®},a,=0,a, =0,

Si una carga es alimentada por tension n-senoidal y genera un conjunto de
armonicos de intensidad que no tiene armonicos correspondientes de tension, se
dice que la carga es no lineal. Si ademas, los angulos de fase de los arménicos de
tension son nulos y el conjunto L es un conjunto vacio, estamos ante unas
condiciones que constituyen un caso muy generalizado en el analisis de los
Sistemas Eléctricos de potencia. Ahora, las formas de onda (3.1) y (3.2), vienen
dadas por

u(t)zx/zz U, sin(pa)t) (3.49)

PEN

i(l‘)Z\/E >, sin(qa)t—(pq) (3.50)

qgeNUM

y sus fasores geométricos, teniendo en cuenta (3.3) y (3.4), son:

PeN geNUM
El multivector S es
S=> U,0;=> 0,1+ > U~ (3.51)
peN P.geN peN
geNUM geNUM
donde
> U, I =P+jO (3.52)
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_D_ 7 TE _ ivy je,
R=D=Y U,nL;= Y (U1, & -U,1,¢" o, +
P.qeN P<q

P.qeN D

paLin (3.53)

-ip,
+ > U e,
peN,geM ~————~—"
qu,Nolin
y la potencia aparente multivectorial se expresa por
S=P+jO+A=P+;O+D (3.54)
Ejemplo3c. N ={1,2},M ={3} ,L={Q},, =, =0
Si a una carga arbitraria no lineal, se le aplica una tension cuyo fasor
geométrico es U, =200 e’’c,+200¢"’c, V, el fasor geométrico de intensidad
conjugada viene dado por 1" =20 ¢ "o, +10e’c, +10e "o, A. Los valores
rms de tensién e intensidad son |UC|Z =810 V* e |I~C|2 =610 A"y el

multivector S, es

S, =U, oI =5196.15-;1000+(~1732 + j3000)0,, +
P jo ANN_ DN.N
+(1000 - j1732) o, +(1000 - j1732) 0,

ANM _ PHN.M

3.33.2. Carga no lineal con tension senoidal. N={l}, M={m},
L={®}, a,=a,=0

Un caso muy frecuente en Ingenieria Eléctrica, es aquel en el que a una carga no
lineal se le aplica una tension /-senoidal

u(t)zx/EZU, sin(a)t) (3.55)

resultando una intensidad

i(t)zx/? >, sin(qwt—(oq) (3.56)

qgeNUM

Los fasores geométricos correspondientes son U =U, e I= I yel

multivector S viene dado por
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S= > U,0I'=>U0-1'+ > U A (3.57)
q:}VuM Pl q;l\/uM
donde
U,-17 =B+ j0, (3.58)
p=q=1
A=D= U,AIl= > U "o, (3.59)
p=l,geM pelgeM ~————
qu,N{)lin

El multivector S es ahora

S=P+jO+A=P+;0+D (3.60)

Ejemplo3d. N=1, M ={3}, L={D}, o, =, =0
Si a una carga arbitraria no lineal, se le aplica una tension senoidal cuyo fasor
geométrico es U ,=200¢"c,V, el fasor geométrico de intensidad conjugada

viene dado por I," =20 ¢/, +10e’"c, A. Los valores rms de tension e
intensidad son |Ud|2 =4-10"V*? |fd|2 =5-10° A’y el multivector S, es

S, = Ud O ~; = 34§364—j%000+(1000 —]’1732)013
1 Jjo ANM_ PHN.M

3.33.3. Cargalineal: N={n},M ={®}, L={®},a,=0,a,=0

Esta ultima situacion es de indudable interés practico y se corresponde con las
caracteristicas de una carga lineal en régimen periddico n-senoidal. En estas
condiciones, las formas de onda de tension e intensidad vienen dadas por

u(t)=~2Y.U, sin( por) (3.61)

peN

i(t)=~N23 1, sin(qot—gp,) (3.62)

qeN

y sus fasores geométricos correspondientes son

U=3Uo, v I=>1e"0c,=>10, (3.63)
P q q

Si se tiene en cuenta lo expuesto en la Seccion 3.3.2, el multivector S es
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§S=>U,0L'=>0U,I'+> U, (3.64)
PeEN P-qeN P.geN
geN
donde
U, 1;=P+jO (3.65)
P.qeN
En este caso, como en (3.47), el bivector distorsién girada A,, es igual al
bivector distorsién D,,, y vienen dados por
R=D, =Y UL =Y (U1, " -U1e")o, (3.66)
p.qeN /><qEN —
P qu,Lin
El multivector S puede expresarse en funcidn sus componentes por
~L1’nzal = ﬁ+jQ~+ALin = P+jQ+ﬁLin (367)

Ejemplo3e. N ={1,2}, LM ={D}, a, =, =0

Si a una carga arbitraria no lineal, se le aplica una tension cuyo fasor
geométrico es Ue =200 ¢’’c,+200e"c, V, el fasor geométrico de intensidad

conjugada viene dado por ' =20 ¢/, +10e/”c, A. Los valores rms de

U,

tension e intensidad son T28.10" Ve |fe|2 =5-10° 4’ y el multivector S,

€S

S, =U,0I =5196.15-1000+(-1732 + j3000) o,

—_—
P Jjo ANN_ PN.N

Aunque los tres Ejemplos estdn desarrollados en el Anexo II, los resultados mas
significativos se muestran en la Tabla 3.I[. Notese que debido a la condicion
a,=0,a,=0, los términos de distorsion girada son iguales a los de distorsion,

lineales y no lineales.
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TaBLA3IL o, =a, =0

Carga No Lineal. | Carga No Lineal: Carga Lineal
u(t) senoidal .
N:{I,Z},M:{S’} N={1,2} Unidad
L= N ={1}, M ={3} LM=0
L=Y
||U||2 8-10° 410 8-10° y?
||1~||2 6-10° 5.10° 5.10° £
ol il 48-10° 20-10° 40-10° VA
p 33:10°0, 23100, 3J3:10°, w
0 -j-10°c, -j2:10°a, -j-10°c, VAr
A, =D, |(-1732+ j3000)c,, i (~1732 + j3000)0,, | VAd
Ja.[ 1210 - 2100 |0A4d)
A, =D, | (1000—j1732)c,, |(1000—1732)c;, R VAd
3. 4-10° 4:10° : (vAdy’
A, =D, | (1000 j1732)0,, - - Viad
Ja.[ 410° — : (v4dy
||A||2 20-10° 4.10° 12-10° (VAd)
||§||2 48-10° 20-10° 40-10° Ay

3.3.4. Representacion de la componente lineal de la potencia aparente en
términos de la matriz admitancia.

Este caso es caracteristico de los Sistemas Eléctricos lineales, y complementa el
analisis expuesto en 3.3.2.3 desde el punto de vista de los parametros de la carga.
En esta situacién es posible representar el multivector S en términos de la matriz
admitancia de la carga, ya que cada armoénico de intensidad tiene un
correspondiente armonico de tension. Con este objetivo, los armonicos de tension e
intensidad de indices p,q € N (p =¢q) definen las conductancias y susceptancias

armonicas de indice p respectivamente

1 1
G :U—”cos%, B :U—”sen(pp (3.68)

P P
P P
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que a su vez conforman el tensor admitancia representado matricialmente segiin

(3.69)

3.8),
Y=G-/B =Y, =G, - B,

Ohm multivectorial (3.9) puede escribirse

En consecuencia, la ley
[=0Y=X1 =I=0Y=X1I (3.70)
q q
donde
1,=U/G,-jB)o,=1-jl, (3.71)
(3.72)

y su conjugado es
1,=U,G,+jB)o,=1 +jI,

Esta descomposicion ortogonal de la componente lineal de intensidad [5]
permite definir la potencia aparente multivectorial S en funcion de las intensidades
“en fase”y “en cuadratura
S=U0I'=U0I'+jUOI (3.73)
El primer sumando de (3.73) puede ser desarrollado como

Uol =U-I; +UAI (3.74)

donde su producto interno (simétrico) genera la potencia activa P
(3.75)

Del producto externo (antisimétrico) de la ecuacion (3.74), se obtiene la
potencia de distorsion girada “en fase”. Para ello, en un primer paso se deducen

los términos quH

U /\UGO' +UO' /\UpGpO'p

0' /\Ue]a"GO' +Ue "0' /\Ue”GO'

U
zz) /(95 -a, »)
G o, +U U Gpaqp

=U,Ue
= Upqu-"“p‘“q)anM ~RUU, "G o,
='W ,U,G,-UU,G,)o, =" D
= ej(ap_aq)[qull = AMH
y mediante suma directa de todos los términos se obtiene la componente de

’\41

Up A
(3.76)

distorsion girada en fase como sigue
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A =Unl = Z U, iy,
p<q

o sy i (3.77)
"A”” = ;U!‘z[qz (GP - Gq)

Por otra parte, y procediendo de forma analoga, el segundo sumando de (3.74)
se desarrolla segun la expresion
UoI =U-T, +UAI; (3.78)
donde su producto interno (simétrico) genera la potencia reactiva Q

0=U-I;=YU0U,B, =0=YU.B, (3.79)
P P

Del producto externo (antisimétrico) de la ecuacion (3.78), se deduce la
potencia de distorsion girada “en cuadratura”. Procediendo de la misma forma, se

obtienen primeramente los términos A |
~ Tx r T r ok r T et
v,n1, =U,0,AUBo,+Uoc, nU,B,o,
_77 S -, ja, -,
=U,e "o,nUe "Bo,+Ue "o, AU, ""B,o,
=U U " ™Bo +UU“ B o
P9 9= rq qa-p P qp (3 80)
—U U B ~RUU B o '
P4 q-rq q-p P rq

='W U,B,-UU,B)c, =D o

P qaq 9 pr7p PqL> pq

_ e, ma) N _ X
=e quL - quL

y mediante la suma directa de todos ellos, se obtiene la distorsion girada “en
cuadratura” como sigue

A =UAI = > Up/\f;L
P<q

PoaeN (3.81)
"Al "2 - [;I Uﬁzlqz (BP - B, )2

Combinando los resultados deducidos de los productos (3.74) y (3.78), se
obtiene nuevamente la potencia aparente multivectorial

S=UoI'=U0I+;U01;
=(P+jQ)o,+ Y, (D, +jD, ) (3.82)

p<q
P.qeN

=15+jQ+&”+jAl =13+jQ~+A
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Hay que destacar el hecho de que los mddulos o normas de escalares complejos
y bivectores complejos definidos en (3.75), (3.77), (3.79) y (3.81) coinciden con
los definidos en condiciones lineales en las Referencias [5-6]. Sin embargo, debe
tenerse en cuenta que escalares y bivectores, a diferencia de lo realizado en dichas
Referencias, son consecuencia directa del analisis multivectorial que proporciona
la estructura AGCG, desarrollada en el Capitulo segundo.

Para el caso particular en el que a, =a, =0, la ecuacion (3.82) viene ahora

dada por
S=Uol'=U0I +;U0I;
=(P+jQ)o,+ Y. (D, +jD,,.) (3.83)
p<q
p.geN

=P+ jO+D,+jD, =P+ jO+D
y en este caso, son ciertas las igualdades siguientes

RefA, | =Re{D,,} =4, (3.84)

m{A ;b =1m{D,,}=4,, | (3.85)

Es muy importante advertir, que de forma general, como se expondra
geométricamente en la Secciéon 4.2.2 del Capitulo cuarto, los términos A o Y SUS

componentes A,y A, son bivectores complejos, cumpliéndose las siguientes
relaciones:

A, = Re(&m ) + jlm(Am ) =A,, +tiA, . (3.86)

Re(A,,)#A (A, )#A,, (3.87)

gl

Notese que los términos “en fase™ A, 'y “en cuadratura” A de distorsion

P4l pglL >

girada, deben su notacion a los fasores geométricos de intensidad 7, 7, , a partir

ql®
de los cuales son generados [Apéndices A y B]. Solo en el caso particular de que
los angulos de fase de los arménicos de tension sean iguales o nulos, los bivectores

A R A 1. S€Tan numeros reales y se cumpliran las igualdades (3.84) y (3.85).

En esta situacion se simplifica de forma considerable el analisis multivectorial de
la ecuacion de potencia (3.22), como se expuso en la Seccion 3.3.2, Epigrafe
3.3.2.1 de este Capitulo.
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3.4. Indice relativo de calidad (IRC) y factor de potencia (FP).

El multivector S, (3.30), puede ser extraordinariamente util desde el punto de
vista de mejora del factor de potencia, pudiéndose definir un original multivector

llamado indice relativo de calidad & ,(IRC)

~ S 0 4
5:—~:]+ =+—= 388
I5*% (3.88)

(3.89)

donde

(3.90)

La expresion (3.88) muestra que todos los términos vectoriales de las
componentes de potencia reactiva y distorsion, son perfectamente accesibles. La
naturaleza multivectorial de cada uno de ellos, permite la minimizacion de los mas
significativos mediante compensacion “selectiva”, pudiéndose cumplir un

compromiso previamente establecido entre "5 " y el factor de potencia, ecuacion

(3.89), [16]. La metodologia y algoritmos de control de compensacion, asi como
la arquitectura de los posibles compensadores, son algunas de las lineas
propuestas como futuros campos de investigacion.

Para mostrar la potencialidad del multivector S respecto de la optimizacion del
factor de potencia, y la posibilidad de futuras estrategias de compensacion, se han
desarrollado los Ejemplos 3f y 3g. El primero de ellos, muy conceptual, se expone
a continuacion. El segundo, se desarrolla en el Anexo III, con el objetivo de
obtener una compensacion “parcial selectiva” o “total”, en el caso una carga
lineal. La arquitectura de los compensadores y la metodologia son conocidas en la
literatura existente [12-15], [23], aunque en ambos Ejemplos se ha utilizado el
concepto multivectorial de potencia aparente propuesto en este Capitulo.

Ejemplo 3f.-
Considérense dos circuitos hipotéticos, (Figs.3.2a y 3.2b), donde

u)=u,(t)=u,(t)= ﬁ[200sen(a)t) + 200sen(3a)t)] V (3.91)

con @=1rad/s . Su fasor geométrico viene dado por U = 2000, + 2000, V.
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i it
> —_-
1Q 1Q
5/4H 3/4H
u(t) u()
419F 415 F
\4 v

(@) (b)

Figura 3.2. Circuitos a y b para el Ejemplo 3f.

Estos dos circuitos no pueden ser diferenciados a partir de las ecuaciones de
potencia clasicas conocidas. En ambos casos, puede demostrarse que las
componentes de la potencia aparente son iguales, el factor de potencia es 0.548 y

el indice relativo de calidad ("5‘") es 1.825. Por lo tanto, es logico pensar que

cualquier diferenciacion entre ellos debe estar basada en la direccion y sentido. En
consecuencia, solo el concepto multivectorial de de potencia aparente puede
distinguirlos.

Los fasores geométricos de la intensidad (4) resultantes sin compensar (SC) en
ambos circuitos vienen dados por

I¢ =100+ j100) 0, + (20— j60) o, = 141.421e'* ', +63.246¢ 7" 5,  (3.92)
I’ =(20+ j60) o, + (100 - j100) o, = 63.246¢' "5, +141.421¢/*'c, (3.93)
y los multivectores correspondientes son

S =(24-j8)-10° o, + (16 + j32)-10° o, = |S°

43818 VA  (3.94)

52 =(24+j8)-10° o, + (164 j32)-10° 5,, = ||§§;||:43818 VA (3.95)

Compensacion capacitiva: Cep,

Si conectamos en paralelo con la carga del circuito (a), un condensador de
capacidad C,,, =0.04 F'. [12], con el objetivo de conseguir una intensidad de

carga minima, el fasor geométrico de la intensidad resultante es

I¢,, =100+ j108) 0, + (20— j36) 0y =47.187¢'* 0, +41.183¢ /"5, (3.96)
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En este caso, el FP=0.555, ”5" =1.80 y el multivector Sg

opt

viene dado por

S = (24~ j14.4)-10° 0, +(~16 + j28.8)-10° 013:>|

Ja
SCopt

=43230 v4 (3.97)

Siguiendo el mismo procedimiento para el circuito (b), se obtiene una
capacidad  C,, =0.12F que como puede comprobarse es distinta a la del
Ejemplo (a), un FP=0.64 y "5" =1.59 . El fasor geométrico de intensidad y el

multivector potencia aparente compensado, vienen dados por

I =(20+ j84)0, +(100— j28) o, = 86.348¢/ " & +103.846¢ 755,  (3.98)
Copt 1 3 1 3

= 38200 VA (3.99)

Copt

Sty = (24= j11.2)-10° 0, +(16+ j22.4)-10’ o, = [SL,,,

Aunque los dos circuitos tenian la misma potencia aparente (3.93) y (3.94), la
compensacion capacitiva es diferente en ambos casos. Esto solo se puede explicar

por el hecho de que el escalar O y el bivector 5]3 son distintos y pueden ser
compensados en distintas direcciones definidas por las bases de Clifford,

a

ab
Copt CON S¢

opt
direccion y sentido son atributos muy importantes desde el punto de vista de la

(comparense los multivectores S.fc con 55’( y S ). Es obvio que la

optimizacion de los indices FPy "5 " .

Compensacion inductiva: Lay

Si se observa el circuito (a) y su multivector (3.93), se comprueba que una
compensacion inductiva [12], (en vez de capacitiva), conduce a un mayor factor de
potencia y menor indice relativo de calidad ya que el escalar Q en este caso es
negativo (capacitivo). Procediendo como en el caso anterior, se obtiene un

= 25 . .
F.P.=0.628 y "5” =159 para L, = ) H, siendo el fasor geométrico de
intensidad compensada en 4 y el multivector de potencia aparente en VA

I}, =(100+ j28) 0, +(20 - j84)c, =103.846¢"* "o, +86.348¢ /"5, (3.100)

St = 24+ j11.2)-10° 6, + (<16 + j22.4)-10° 0, =[S}, | = 38200 (3.101)

Ja
SLopt

En el circuito (b), al ser positivo el escalar Q , la compensacién inductiva no
mejora sensiblemente los citados indices, que ahora son, FP=0.55 y "5”:1.80 y

sus magnitudes caracteristicas en 4 y VA4 son respectivamente

i b

Lopt

=(20+j36) 0, +(100— j108)c, = 41.183¢’ 5, +147.187¢ 5, (3.102)

qb
SLopt

=(24+ j14.4)-10° 5, + (16 + j 28.8) - 10° 013:>|

qJa
SLopt

=43230 (3.103)
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Compensacion L-C

Si se configura un compensador shunt como una rama L paralelo con otra C
para ambos circuitos, mediante un apropiado algoritmo de optimizacion para
minimizar la intensidad de carga, se obtiene que los valores Optimos de los
parametros del compensador vienen dados por

L=2py ol porpoosi, ||5|| =1.202 para el circuito (a).
27 40
L= % H,C= 4% F = FP=0.832, 5|| =1.202 para el circuito (b).

Los fasores geométricos de intensidad y los respectivos multivectores de
potencia aparente son ahora

I{. =100 o, +20 o, A (3.104)
S =24.10°c, -16-10° 013:|§;C = 28844 VA (3.105)
I).=200,+100 o, 4 (3.106)
Spc =24:10 0, +16:10° 0, = |37, | = 28844 v4 (3.107)

Los resultados de la simulacion vienen dados en las Tablas 3.1I1 (Circuito a) y
3.1V (Circuito b).

TABLA 3.111
Comﬁjgnsar Lopt=25/9 H | Copt=0.04 F '-C:j%’jg ,':4 Unidad

[0] | 28284 282.84 282.84 282.84 v
7] | 15492 135.06 152.84 101.98 4
12| | 24-10° 24.10° 24.10° 24.10° -
o] | -js10° | sz | —jid4-10° 0 Var
1D, | 35777 27527 32946 16000 | (VAd)
"S " 43818 38200 43230 28844 (VA4)
FP | 0548 0.628 0.555 0.832

|8 | 1.82s 1593 1.801 1.202
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TABLA 3.1V
Sin Compensar Lopt=25/3 H Copt=0.12 F I_Czjglfolll:_' Unidad

19] 282.84 282.84 282.84 28284 | ¥
7] 154.92 152.84 135.06 10198 | 4

p 24.10° 24.10° 24.10° 24100 | w

0 j8-10° jl14.4-10° —-j11.2-10° 0 VAr
|5, 35777 32946 27527 16000 | (VAd)
18] 43818 43230 38200 28844 | (V4)
FP 0.548 0.555 0.628 0.832

4] 1.825 1.801 1593 1202

Como puede comprobarse, se requieren dos compensadores distintos para
obtener el mismo moddulo de potencia aparente. La diferencia esta basada
justamente en la direccion y sentido de las componentes compensadas. En este
sentido, se ha establecido un método formal de compensacion, utilizando
elementos del AGCG (fasores geométricos, escalares, bivectores, multivectores) y
la informacion suministrada exclusivamente por ellos. A través de este Ejemplo, es
evidente la superioridad del concepto multivectorial de la potencia aparente (3.30),
frente a cualquier formulacion, en relacion con la minimizacion de la potencia no
activa.

Asi dos situaciones aparentemente idénticas, solo pueden ser diferenciadas
mediante la concepcion multivectorial propuesta en este Capitulo.
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Interpretacion Geométrica del Multivector
Potencia Aparente. Matriz Simbolica de Calculo.

“El dlgebra es generosa: a menudo da mds de lo que se le pide."

D' Alambert

4.1. Introduccion

Este Capitulo complementa el analisis multivectorial de la ecuacion de potencia,
expuesto en el Capitulo anterior.

En primer lugar, se explica la interpretacion geométrica en CG, de las

componentes del multivector S, de forma similar a la representacion en C de la

potencia compleja S en caso senoidal. Esta interpretacion profundiza en los
conceptos de potencia de distorsion y distorsion girada, y es consecuencia directa
de la original estructura matematica definida en el Capitulo segundo y de la
representacion multivectorial de la potencia aparente introducida en el Capitulo
tercero.

En segundo lugar, se analizan algunos aspectos relacionados con la facilidad y
ventajas computacionales de un método matricial de célculo. Teniendo en cuenta la
dificultad para operar con multivectores y no disponiéndose de un software
adecuado, se ha desarrollado un método simbolico de calculo a partir de una matriz
H, que tiene en cuenta las singularidades del analisis multivectorial y obtiene los
resultados adecuados para cada situacion.
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4.2. Interpretacion geométrica de las componentes de la
potencia aparente multivectorial

4.2.1. Representacién geométrica de escalares y bivectores complejos.

En la estructura definida {CG, }, tensiones e intensidades son multivectores que

resultan de la suma directa de fasores geométricos o vectores complejos. En
cambio, la potencia aparente es un multivector cuyas componentes son escalares y
bivectores complejos, que estan asociados a la potencia activa, reactiva y
distorsion, como hemos visto en secciones anteriores.

Las potencias activa y reactiva se representan, en el plano- g, , como parte real

e imaginaria respectivamente de un escalar 4,, generado por los productos de los

fasores geométricos de tension e intensidad conjugada, cuyas frecuencias tienen
el mismo indice, (p =q).

La potencia de distorsion es una suma directa de bivectores complejos que se
representan en planos-o,, , y contienen los productos de aquellas varibles cuyas

D

frecuencias son de indices cruzados, ( p # q ).

Asi, en el caso de un par de indices genéricos p =gq ,( p.geN ), en la figura
4.1 se representa el escalar complejo ;IO y sus componentes son las potencias

activa, P y reactiva, jO .

plano o, P= > p
P

P

Figura 4.1 Escalar complejo ;lo

Si p#gq ( pP,qeN ), los bivectores generados por los productos geométricos
cruzados, se representan en la figura 4.2. La diferencia entre estos productos es el

bivector complejo A, , representado en el plano-o,, y asociado al bivector de

rq°

distorsion girada lineal, (Fig. 4.2).
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Im
Pq ~ B
Up O q
i T ¢p ¢ _ =7
UqO]p - ’z”// Bap_aq
plano o, Re

Figura 4.2 Bivector complejo qu

Adicionalmente, si p#q, pe LUN, geM y pelL,qe N, los bivectores
generados por los productos geométricos cruzados, estan asociados al bivector de
distorsion girada no lineal.

Notese que en las figuras 4.1 y 4.2 la representacion e interpretacion de las
componentes y términos de la ecuacion multivectorial de potencia, esta basada en
la asociacion de planos complejos a los elementos de las bases de Clifford.

4.2.2. Bivector distorsion (D) y bivector distorsion “girada” (A):
Interpretacion geométrica

Una atencion especial merece la diferenciacion geométrica de los bivectores de
distorsién “girada” A 'y el bivector distorsion D, analizados en el Capitulo
tercero, Seccion 3.3.2.2, donde se pone de manifiesto que ambos bivectores son
distintos, aunque tienen el mismo modulo.

Con esta finalidad, combinando (3.25) y (3.26), el bivector distorsion girada
A , puede representarse mediante la suma directa

A= Z{a‘“f"“(Uplq " —Uqlpe"%)am b+

p<q

PqeN D .
bt 4.1)
ja, —ih; _X A
+ > d"UlLe™o, =A,+A,,
peLUN,qeM R g
peL,qeN Dqu NoLin

En la igualdad (4.1), cada término A ,, representa la interaccion, o producto
cruzado, de dos componentes frecuenciales de tension e intensidad, y esta asociado

al término de distorsion lineal, D y/o no lineal D

pq.Lin pq.No Lin *

Mas concretamente, en operacion lineal, cada término A, de la forma
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A aymay) Py Py
A, = (U1, " -U L™ o

rq Pq

4.2)

qu,Lin
representa al correspondiente término del bivector distorsion D, , asociado a una

rotacion definida por el angulo (ap -a, ) .
Anélogamente, en operacion no lineal, cada término A ,, de la forma

X _ e, -iB,

A,=e7Ule ™o, 4.3)
v —

qu,NaLin

representa al correspondiente término del bivector distorsion D, , asociado a una

rotacion definida por los angulos (ap —aq) 0 a,. En las figuras 43 y 4.4, se

muestran ambos bivectores en los casos lineal y no lineal.

Im
Im{AM} M
qu,i N / "
_ Re
Plano o, Re{ﬁpq} qu,n

Figura 4.3 Términos qu y qu lineales (p,q eN,qg# p) y/o No Lineales (p el,ge N) .

Im

>

Pq

o

o pq

Re

Plano G,y

Figura 4.4 Términos de distorsion No lineales qu y qu (p eLUN,qe€ M) .
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Notese (Fig. 4.3), que

Re(A,, | = Re{ej(a"_a")[)pq} - (4.4)

im(A,,| = Im{ej(a"_a")[)pq} A1 (4.5)
Analogamente (Fig. 4.4),

RefA | =Re{e/ Dy | %A, (4.6)

tm{A g} =1m{e’® Dy | # B g @)

Es evidente, que al ser "qu":”qu

, los médulos o normas de ambos

bivectores, no suministran informacion sobre la distorsion de las formas de onda de
tension e intensidad. Sin embargo el bivector A~ propiamente dicho, tiene una

dependencia directa de los angulos de fase de los armdnicos de tension.
Para el caso particular en el que @, =a, =0 en operacion lineal y/o o, = ¢,

y @, =0 en operacion no lineal, el multivector S se expresa como en (3.36)

S= ZUPQN‘; :[ZUpIp cosp, +jZUpIp singopJao +
p=q p=q

peN
geN
o, i) by —
+ Z (UﬁIq e” _Uqlpew )Gﬁq + Z Uﬁlqej Opg = (4'8)
pP<q peLUN,qgeM
P.qeN peL,geN
= }3+]Q+D = 15+jQ+DLin +DNanlin
donde
D, =Y (U,e"-Ule" ), (4.9)
p#q
~ 8,
DN{m/[n = Z Up [q e] O-pq (4 1 O)
peLUN ,geM
peL.geN

En este caso se cumple que

Re{A,,}=Re{D,,} =4, (4.11)

Im{A =11n{15pq}=& (4.12)

pq } pgl

De la interpretacion geométrica sugerida, pueden obtenerse las siguientes
conclusiones:
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El bivector denominado de distorsion girada A (4.1), incorpora en una
simple expresion, tres atributos fundamentales: magnitud, direccion y
sentido.

De forma general, este bivector depende de los angulos de fase de los
armoénicos de tension.

En modo de operacion lineal, si a, =, y/o a,=a, =0, el bivector de

distorsion girada A coincide con el bivector de distorsion D,,, .

En modo de operacion no lineal, si o, =a, =0 y/o a, =0, el bivector

distorsion girada A coincide con el bivector distorsion D,,, ;. .

Para todos los casos se cumple que ”5" = "D"

De todo este analisis se deduce que la presencia de los angulos de fase en
en los armoénicos de tension, genera un cambio del sistema de referencia,

implicando una rotacion de los términos de distorsion D, . La eleccion de

angulos nulos en las fases de los armodnicos de tension, (referencia de
tensién), es una caracteristica generalmente utilizada en la literatura
cientifica para el analisis de la ecuacion de potencia, evitandose la dualidad
distorsion-distorsion girada.

Ejemplo numérico para ilustrar la interpretacion geométrica de las

componentes del multivector S .

CasoA: o, =a, =0

Considérese que una tension cuyo valor instantaneo es

donde w=1

u, (1) =~2[ 200sin (et )+ 100sin(20t) | V

d . . . .
, se aplica a una carga no lineal, cuya componente lineal tiene
seg

una impedancia Z = 3+ j4 para la frecuencia fundamental. Notese que los angulos

de fase de los armonicos de u () son ¢, = a, = 0. La intensidad resultante es

i,(6) =2[ 40sin(wt - 53.1°)+ 11.7sin( 201 - 69.4°) + 10sin (3wt +30°) | 4.

Los correspondientes multivectores de tension e intensidad vienen dados por
las expresiones

0, = 200", +100e"0,,[0|= 223.60 v

I,=40e""0,+11.7¢" 5, +10e" o, |I|= 42.86 4



Interpretacion Geométrica del Multivector Potencia Aparente 79

y el multivector potencia aparente es
S,=U,01, =(52154+j7494)0,+(-1578 - j1006)0c,, +
+(1732- j1000)0,; +(866 - j500)0,,

donde |P,

= 52154 W ,|0,|= 7494 var,
y el factor de potencia es PF,=0.54 .

4,

= 2916 V4d , ||S,|= 9584.15v4

En la Tabla 4.1 se muestran los valores de los términos bivectoriales de
distorsion girada y distorsion, asi como sus respectivos modulos, que como es

obvio, coinciden. En la figura 4.5 se muestra la representacion geométrica de la
potencia activa, reactiva y términos de distorsion de este caso.

TABLAA4.]
(VAd) p=1,4=2 p=1,4=3 p=2,q=3
A | A2=-1578-j1006 | 4 =1732-j1000 | J =866- j500
[) [N)” =-1578-j1006 D”=1732—j1000 D~23 =866 - j500
4] |45 = 2871 |45]= 2000 |22 = 1000
"[) " |D,,] = 1871 |D,4 = 2000 |B,4 = 1000
Imz Plano oo Imz Plano o1,
A
Q
P > Rez Rez
A2 =Dq2
Imz Plano o5 Imz Plano o3
Re z Re z
Ay3 =Dos A3 =D13

Figura 4.5. Representacion geométrica de la potencia activa, reactiva y términos de
distorsion.
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CasoB: o, za, #0
La tension n-senoidal

u, (1) =~2 [ 200sin (et +40°) + 100sin (20t +30°) | V

alimenta a la misma carga del Caso A. Ahora, los angulos de fase de los
armonicos de tension son: o, =40°,a,=30° y la intensidad de corriente

resultante es
()= \/E[40Sin(wt - 13.1") +11. 7sin(2a)t - 39.4") + ]0sin(3a)t +30")] A

Los correspondientes multivectores (fasores geométricos) de tension e
intensidad son

0, = 200e™c,+100¢™s,, |0|=223.60 V
I, =40e""6,+11.7¢"" ¢, +10e"" 5, |I|= 42.86 4
y el multivector potencia aparente es

S,=U, 01, =(52154+ j7494)0,+(-1379- j1265)5,, +
+(1970+ j347.3)0,; +(1000+ j0) o,

|By|=5215.4W |0, = 7494 var, |4,|= 2916 vad , |8, |= 9584.15V4 y el
factor de potencia es PF,=0.54. La Tabla 4.1l y la figura 4.6 muestran los

resultados de la simulacion.

TABLA 4.11
(VAd) p=1,q=2 p=1,q=3 p=2,q=3
A A2 =-1379-j1265 | A1 =1970+ ;3473 | A% =1000+ jO
D D, =1578- j1006 D,, =1732- j1000 D,, = 866 - j500
1A |4:2|= 2871 14| = 2000 |4%2] = 1000

||D|| |D,,|= 1871 |D,,[|= 2000 |D.,[| = 1000
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Imz Plano oo Imz Plano 023
A
Q
P Rez Az _ Rez
> >
30°
D23
Plano o
Imz 13 Imz Plano o4,
Aq3
Re z Re z
40°
Dy
D3
10 A

Figura 4.6. Representacion geométrica de la potencia activa, reactivay términos de
distorsion.

La interpretacion geométrica de los términos de distorsion en ambos ejemplos,
muestra claramente, (Fig. 4.5) y (Fig. 4.6), que los términos del bivector distorsion
girada no coinciden con los correspondientes del bivector distorsion, si estan
presentes los dngulos de fase de los armdnicos de tension. Es mas, estos dos casos
ponen de manifiesto, que el “problema equivalente”, (fases de tension nulas), para
igual carga, influye muy directamente en el bivector distorsion girada.

Notese que en ambos casos
QA = |QB|’

Es evidente, que estas dos situaciones no pueden ser diferenciadas con las
definiciones clasicas de las distintas componentes de potencia, y solo la concepcion
multivectorial de la ecuacion de potencia, desde su interpretacion geométrica,
puede distinguirlos claramente.

2]-I7) Al -5l =

4.3. Matriz simbolica de calculo: Ventajas computacionales

A partir de las caracteristicas y propiedades del multivector S, en esta Seccion se
propone un método simbolico que implemente de forma eficiente el nuevo
producto geométrico "O©". Un software standard no es apropiado para operar con
multivectores, debido fundamentalmente, a que el producto cruzado clasico no se
define para vectores de mas de tres dimensiones. Ademas, el hecho de tener en
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cuenta los angulos de fase del armonico tension, implica la presencia de la
aplicacion ‘R . En estas condiciones se hace necesario un software que proporcione
procedimientos operativos simbdlicos de algebra matricial.

En este contexto algebraico simbdlico se define la matriz de coeficientes
complejos H,

U, -I;-e_zj(a”_a(’) p>q Vp,qeN

Up -Iq otro caso

H= (4.13)

y la expresion matricial de la potencia aparente multivectorial se expresa por

(4.14)

La matriz H viene dada de forma explicita en funcién de los fasores
geométricos de tension e intensidad mediante

lj] 71* U} 2* ' Ul n* U} _m* 0
Uzz*efzj(ara. ) (72_2* . (72_: _2_,:: 0
H=| __ __ IR 4.15
Unll*eizj(a“ 7“‘ ) UII [2*672‘/(&” 7az ) n Iﬂ* HII; ( )
0 0 e e 0
A U, U, 0

En la matriz (4.15), la diagonal incluye todos los elementos del producto
interno, de forma que la traza de H, proporciona el valor del escalar, P+ jO,

directamente.

Por otra parte, los elementos de indices cruzados, caracterizan el nuevo
producto externo y consecuentemente, los diferentes y originales términos
complejos de distorsion: A, =H, —-H .

Los elementos de igual indice (operacion lineal), conforman una submatriz de
términos no nulos, que contemplan una transposicion de fases cuando p>¢g
mediante la aplicacion R .

Por otra parte los elementos de distinto indice, en operacion no lineal,
introducen una fila (columna) nula, cuando una tension (intensidad) no esta
presente. En este caso no es necesaria la presencia de la aplicacion R .
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Como puede comprobarse en (4.15), la aparente complejidad de la estructura
matematica {an,O} se justifica, entre otros aspectos, por la facilidad operativa

traducida en ventajas computacionales y por la intuitiva interpretaciéon geométrica
de la teoria de potencia.

En el caso particular de que @, =, y/o a, =a, =0, la ecuacion de potencia

se simplifica, como se ha demostrado en el Capitulo tercero, y el multivector viene
dado por

S= Z UpOf;‘ =P+j0+D

obteniéndose directamente el multivector distorsion D , como una componente de

S . En estas condiciones, también se simplifica la matriz H definida en (4.15) , que
ahora es

H={T,-T; Vp.q} (4.16)

Las matrices definidas en (4.15), (4.16) han sido utilizadas en los Anexos I, II,
[Ty IV, para resolver los Ejemplos numéricos propuestos.
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Representacién en CG, de Diferentes Ecuaciones de
Potencia en Regimenes Periodicos N-Senoidales

“Ca mayoria de las ideas fundamentales de la ciencia son esencialmente sencillas y, por regla
general pueden ser expresadas en un lenguaje comprensible para todos.”

Albert Einstein

5.1. Introduccion

Una de las fundamentales y, al mismo tiempo, mas controvertidas cuestiones en
Ingenieria Eléctrica, es la aceptacion de una representacion universal de la
ecuacion de potencia en regimenes periodicos n-senoidales. Como se ha visto en
el Capitulo primero, han sido numerosos los intentos, por parte de infinidad de
investigadores, dirigidos hacia la biisqueda de una ecuacion de potencia coherente
y global, que explique el significado fisico de sus componentes y resuelva los
problemas que se plantean a diario en los sistemas eléctricos de potencia.
Desafortunadamente, ninguna de las ecuaciones de potencia propuestas en la
literatura existente tiene capacidad para proponerse como referente, no ya desde
la universalidad, sino desde otros aspectos tan importantes, como la posibilidad de
dar significacion fisica a cada uno de los fendmenos presentes en la transferencia
de energia eléctrica. Pensamos, que desde la Teoria de Circuitos es dificilmente
posible la interpretacion de estos fendmenos, y se tendria que partir de una
interpretacion multivectorial del Teorema de Poynting [1-6], para profundizar en la
influencia del campo electromagnético en todos ellos. Consecuentemente, en los
trabajos publicados y mayoritariamente aceptados, solo existen dos magnitudes con
significado fisico claro. Una de ellas es la potencia instantanea, p(t) (1.1), y la
otra magnitud, llamada potencia activa P o potencia util, se identifica con el valor
medio en un periodo de la potencia instantanea p(?). Ambas mantienen el mismo
significado fisico que en el caso /-senoidal. Sin embargo, la definicion de potencia
reactiva, O, como la amplitud de la componente oscilatoria de p(?), para el caso /-
senoidal, no es trasladable al caso n-senoidal, donde su componente homoéloga es
llamada por algunos autores potencia deactiva, potencia ficticia, o no activa. Si la
componente reactiva Q es totalmente compensable con elementos almacenadores
de energia, surgen dos interrogantes respecto de la componente ficticia:
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1%, ;Qué caracteristicas de la carga estan asociadas al médulo de la potencia
ficticia?

2% ;Qué naturaleza debe tener la potencia ficticia que puede ser minimizada?

Debido a la complejidad del concepto de potencia ficticia, las respuestas deben
estar relacionadas con su descomposicion en otras componentes mas elementales,
que contengan una completa informacion sobre ella. En este sentido, no solo la
forma, sino los distintos significados que han impregnado tal descomposicion ha
motivado que no exista consenso, y se hayan sugerido un buen niimero de ellas:
Budeanu, Sheperd, Sharon, Czarnecki, Kimbark, Depenbrock, Slonim, Sommariva,
entre las mas conocidas.

Una representacion original y distinta es la desarrollada en el Capitulo tercero
de esta Tesis, basada exclusivamente en un multivector de potencia aparente [7-8],
descompuesto en escalares y/o bivectores, que puede interpretar cada uno de los
magnificos trabajos publicados en la literatura cientifica [9-15]. Esto nos lleva a
pensar con mas firmeza, que fuera de las dos magnitudes anteriormente citadas,
p(t) y P, no existen otras que permitan representar un fendémeno fisico
determinado, si excluimos la posibilidad de su origen electromagnético. En
consecuencia, las componentes de las distintas teorias existentes, mas que
magnitudes fisicas, constituyen un conjunto de términos matematicos que
ortogonalmente ordenados influyen directamente en el médulo de la potencia
aparente.

La posibilidad de aumentar las capacidades de las ecuaciones de potencia de los
distintos investigadores, implica su representacidon multivectorial a partir del
Algebra Geométrica. Esta nueva vision de cada uno de aquellos trabajos, permite
obtener toda la informacion posible de sus respectivas teorias.

En consecuencia, el objetivo de este Capitulo es analizar diferentes ecuaciones
de potencia, con objeto de interpretar multivectorialmente las peculiaridades de
cada una de ellas. El caracter geométrico (multivectorial) que adquieren, sera la
llave que abrira sin duda un amplio nimero de nuevas lineas de investigacion,
relacionadas directamente con la profundizacién en los viejos retos planteados en
la Teoria de Potencia.

5.2. Formulacion Multivectorial de Diferentes Ecuaciones de
Potencia (Budeanu, Shepherd, Sharon, Czarnecki, Slonim y
Sommariva)

5.2.1. Introduccion

De forma general supondremos un sistema no lineal alimentado por la tension
definida por

u(t):\/E z Upsin(pa)t—i-ap) 5.1

peLUN
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siendo la intensidad resultante definida por la expresion

i(t)=~N2 Y 1, sin(qor+p,) (5.2)

qgeNUM

A su vez, la potencia instantanea puede ser calculada como el producto de
tension e intensidad

p)=ut)-i(t)=2 Z Upsin(pwt-i-ap)- z Iqsin(qwt-i-ﬂq) (5.3)

peLUN geNUM

y la potencia activa vendra dada por
Iy
P= ?jo p()dt (5.4)

que coincide con el modulo de la ecuacion (1.11).

Una vez definidas las dos magnitudes bésicas de la teoria de potencia, (5.3) y
(5.4), se exponen a continuacion abreviadamente cada una de las ecuaciones de
potencia que seran objeto de analisis. En un primer paso, se representa la
formulacion de un autor determinado y la Referencia bibliografica, donde puede
profundizarse sobre ella. En un segundo paso, se desarrolla su analisis
multivectorial, obteniéndose el multivector correspondiente y la ecuacion
cuadratica de potencias.

La representacion multivectorial de la ecuacion de potencia de Budeanu, como
se dijo en la Seccién 3.3.2 del Capitulo tercero, viene dada por la expresion (3.30).
Este es el motivo de que no aparezca su analisis en las Secciones siguientes.

5.2.2. Ecuacion de Shepherd y Zand
La ecuacion de potencia sugerida por estos autores [10], esta basada en la
descomposicion de la intensidad en fase i,, en cuadratura i, e intensidad de no

linealidad i, , mutuamente ortogonales.
2 2 2 2
SShep:SR +SX +SD (55)

donde Sp es la potencia aparente activa, Sy es la potencia aparente reactiva 'y
Sp es la llamada potencia aparente de distorsion. La descomposicion (5.5) tiene

como objetivo prioritario el ahorro energético con elementos almacenadores de
energia, aunque no aporte datos para el calculo directo del factor de potencia al no
incluir entre sus componentes la potencia activa P.

Cada una de estas componentes tiene una version multivectorial aplicando los
conceptos propuestos en los Capitulos segundo y tercero, de forma que pueden
definirse los multivectores siguientes, junto a sus normas correspondientes:
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Sg= ZUPO Zlqllz
pEN qeN
=P+ > ej(a"_a”)(UpIq cosp, ~U,l,co8¢,)0,, =
p<q

D AN,.N _p, xN,N
—P+2qu” =P+A
pP<q

[5el? =7 +[3 ] =

S~X: ZUPQ Zi;l:
PEN qgeN

= jO+ z ej(a”_a")(UpIq sing, ~U,I,sing,)o,, =

P<q
=jQ+j§ AN =j(Q+Af=N)
pP<q
I3 =lof +[3 ] -3
SD: Z UPO Z INq: AL’N+AL’M+ANM

peL geN
peLUN qeM

~ 12 ~ 2 - 2 - 2
O e R e I S IRL
El multivector potencia aparente S Shep. €S
SShep. = SR +SX +SD

2 e 2 e I ols 1B 2
[ =I5l [ [+ 1o [ = S8

||SShep.

5.2.3. Ecuacion de D. Sharon

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

D. Sharon en [11] propone una ecuacion de potencia cuyo objetivo también se
condensa en el ahorro energético. Pero en esta teoria se define una potencia
aparente reactiva que contiene un nimero mayor de términos compensables con
elementos almacenadores de energia que (5.8). Este autor tiene en cuenta, no solo
los armoénicos comunes de tension e intensidad, sino los armoénicos de tensién no
comunes con los de intensidad, si los hubiere. Si ademas define como componente
activa el valor medio de la potencia instantanea, estamos ante una ecuacion mas
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légica y racional que (5.5). La descomposicién propuesta viene dada por la
expresion

Sehar = P2 +8%+ % (5.14)

donde P es potencia activa, Sy es la potencia aparente reactiva'y Sc es la

potencia aparente complementaria. Las componentes multivectoriales y sus
correspondientes normas pueden definirse mediante las siguientes expresiones

P=>U,0>1,=>U,61,cos,o, (5.15)
PeEN qeN peN
pr=9q9
|7 =P
- (5.16)
it ~ T*
So = ) Upozqu:
peELUN qeN
=jO+j Z ej(apia“)(UpIq sing, —U,1,sing,)o,, + (5.17)
p<q
P-qeN
+J Z ej(a"fa")UpIq sing,o ,, :j(Q—i-AJA_/’N +Aﬁ’N)
peL,geN
& 12 1A LiNNP (GNP o2
1So] =12 +HA N ” +“A L H - 53 (5.18)

Se= 2 U,03 I+ Y U, 1=

peLUN geN peLUN qeM

pP<q pP<q
_ j(ap—aq)[ _ }
= Z e U, cosp,—UI, cosp,|o, +

N,qgeN

heq ' (5.19)

+Zej(ap_““)U I cosp o+ Z Ul o
rq (pq rq rq P4
pel peLUN
geN qeM

R Y G O

[Scll =371 +ae [+l =52 620

El multivector S,
Sshar =P+8p + 8¢ (5.21)
Ssiar|” =[] + 3ol +|3c| = Srar (5.22)
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Una de las ventajas de la ecuacion (5.14) es que su minimizacion mediante
capacidades y/o autoinducciones en paralelo con la carga, conduce a un factor de
potencia minimo. Otra ventaja importante es la independencia de las componentes
Py S, delaarquitectura del compensador.

5.2.4. Ecuacion de L.S. Czarnecki

L.S. Czarnecki [12] descompone la intensidad de carga intentando asociar cada
componente a un fenomeno fisico responsable de las intensidades, activa, reactiva,
scattering y armonica [13]. Su ecuacion de potencia relacionada con la mencionada
descomposicion es

SZ

Czar

=P’+D’+Q’+D; (5.23)

donde P es potencia activa (1.11), D, es llamada potencia de scattering, Q. es

potencia reactiva’y D, es potencia armonica.

En el contexto de esta Tesis, la version multivectorial de las componentes
definidas en [12], viene dada por

P=XU,I cospao} =2 =P (5.24)
peN
[)s = Z 0/7 © ZI;H = Z ej(flp*aq) Re(Uplqej% )O-pq +
peLUN geN pelL.geN
e e , 5 5 (5.25)
+ Z PR Re(U, 1" -U I )o, =A™ +A""
PN
o ~Jat +fa | - 526
0, :S'Q = Z Up OZ:I;i :ZUplpsin(ppao +
peLUN geN r=q
+ > Im(U L™ -U, e )o,, + (5.27)
Z;(IEN qu,Lin
+ Im(Uplqej“’” )am =j(Q+ AV + 4t
eL,geN - -
o qu,Nrmlin
o =1l +laT +a -2 (5.28)

D, ={ > UPJQ[ZI;}&L'MMN'M (5.29)

peLUN qeM
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I I i I (530)

En consecuencia, la potencia aparente multivectorial de (5.23) es

SCzar.:P+Ds+Qr+Dh (531)

y su norma

e [ =170 10 <l +1o.f - =

Czar

Czar

En la estructura CG,, la potencia activa no difiere de la definicion (1.11). La
componente de distorsion en fase y operacion lineal, ZlﬁVN coincide con la
componente multivectorial de scattering D_, cuyo moédulo definido en [12] es

s

consecuencia directa del multivector D, . En modo de operacién no lineal con
L={l},N={n},M ={m} vy referencia de tension, como se propone en esta

Tesis, dicha componente (5.25) pierde totalmente su significado como potencia de
scattering, y es simplemente una componente activa no util.

La potencia reactiva Q es idéntica a la definida por Sharon (5.17), y la

potencia armoénica, es la misma que la componente S 1, de Shepherd (5.10).

5.2.5. Ecuacion de Slonim

Este autor, sobre la base de la teoria de Fourier, diferencia componentes activas y
reactivas en la potencia de distorsion [14] proponiendo para el caso de sistemas no
lineales la ecuacion de potencia siguiente

2 2 2 2
SSion =P+ 07 + D3y, (5.33)
Slonim descompone la potencia total de distorsion D segun la expresion
2 2 2 2 2
Dgj,n =D, + Dy + D, +D;, (5.34)
donde D,, D, son las denominadas potencias lineales de distorsion activa y

D

reactiva, respectivamente,

reactiva,y D,

n s son las llamadas potencias no lineales de distorsion activa y

rn

Por otra parte, su ecuacion de potencia (5.33) ha sido obtenida a partir de la
siguiente descomposicion

SSion =U1 = 3 Uy 2 L+ 2 U 3 Iy + U7 3 I+ 2 U7 3 I,
neN neN neN meM leL meM neN meM
(5.35)

donde
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U=y Ui +>Uf (5.36)
neN leL

F=Y15n+>1 (5.37)
neN meM

En (5.35) es facil comprobar que:
e  El primer término es el producto de las componentes lineales de la
tension e intensidad y contiene a las potencias: P, Q, D, y D,

e Los ultimos tres términos contienen exclusivamente componentes
de distorsion no lineales activas y reactivas: D,,, v D,,, .

En su version multivectorial, las componentes de Slonim son

P=30,0¥0 =YU,1cos,0, =|f =P (5.38)
peEN qgeN peN
p=q

0=Y0,031, =Y U,Isenc, =0 =0 (5.39)
PEN qeN PEN

p=q

Doy=d= Y 0,0 3 I'=3% 434 J¥ 4 3 (540)

peLUN qgeNUM
P*q
~112 ~ 2 ~ 2 ~ 2 ~ 2
|4 =ar +|am [ +a] +|a] = D, (5:41)

De forma individual, estas componentes pueden identificarse con las definidas
en (3.65) y (3.69):

lo. =4 (5.42)
Ip, [ =4y~ (5.43)
[P0 =2 +fai [ +lar| (544
2. =fas [ +fas | +Jarf (5:45)

Finalmente, el multivector potencia aparente de Slonim viene dado por

SS/mz :ﬁ+jQ +l’jSl

oln

(5.46)

(5.47)

2
Q2
=S

~ 2 ~112 ~ 12 ~
[Sue| =120 12 [+

La expresion (5.46) coincide plenamente con la ecuacion de potencia sugerida
en esta Tesis, comprobandose que las componentes de Slonim son simplemente
resultados secundarios directos de la definida en el Capitulo tercero, Secciéon 3.3.

on
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5.2.6. Ecuacion de A.M. Sommariva

En sistemas lineales, la descomposicion de la intensidad realizada por Sommariva
[15], citada en el Capitulo primero, Seccion 1.2, da lugar a un conjunto de
potencias, a las que llama absolutas, en el dominio de la frecuencia,: By By »

R,| e B, ,denominadas potencia activa, reactiva, de scattering activa y de

scattering reactiva respectivamente. Estas componentes se relacionan de nuevo de
forma cuadratica con la potencia aparente absoluta segun

2 2 2 2
P m=F5 +F

2 2 &
Vi u||+PVJ_+PuJ__||SLin

(5.48)

En el entorno CG,, las distintas componentes de potencia antes citadas,
pueden representarse de forma sencilla y directa:

5 o) > A > A N,N > A N,N
PV”:P, PMH:Q’ PVJ_:AH’ yPuJ_ZAJ_’ (549)

y el multivector potencia aparente, manteniendo la notacion orignal del

autor, P, se define como:
i)s()mm :ﬁv” +Pu|| +13VJ_ +i)uJ_ (5.50)
[Pua [ =l 2l Bl sl = P 53

Esta expresion (5.50) también se identifica completamente con la ecuacion de
potencia definida en el Epigrafe 3.3.3.3. Es justo destacar que la identificacion de
las componentes multivectoriales expresadas en (5.49), se establecen término a
término con las definidas en (3.74). Sin embargo, la ecuacion de potencia (5.48) es
una consecuencia de la definida en el Capitulo tercero, Seccion 3.3.3.

5.2.7. Resumen Esquematico

En el apartado anterior se han representado multivectorialmente las diferentes
componentes de potencia que integran cada una de las reconocidas ecuaciones
analizadas. Cada version de ecuacion de potencia multivectorial obtenida, se
caracteriza por una particular distribucion de los términos que definen el

multivector S propuesto en este trabajo.

La Tabla 5.1 muestra de forma resumida el reparto de términos del multivector
S para cada una de las ecuaciones de potencia analizadas. En la parte superior de
dicha tabla, se muestran las componentes del multivector S definido en (3.30) y se
nombran como TESIS. En ella estan representados, ademas de los escalares P y
0, el bivector de distorsion girada A y sus términos lineales y no lineales, en fase

y en cuadratura. A continuacion, para cada autor, el conjunto de celdas marcadas
conforma una seleccion de componentes, cuya suma directa genera la ecuacion de
potencia correspondiente.
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TABLA 5.I. COMPONENTES DE ' : IDENTIFICACION DE FORMULACIONES MULTIVECORIALES.

A
7)) ~ ~ ~ ~
5 5 - ANN ALN ALM ANM
= PO
ot
A NN A NN ALN | XLN A LM LM A NM A NM
AH AJ. AH AJ. AH AJ. AH AJ.
= P e
§2 [ =
S o | Qg °
5 p—
D, °
- S | @ °
8 o
<=~ S
go Sy ° °
= -
Sy ° ° °
P °
52 [
g SQ ° ° )
m ~
Sc ° ) ) °
P
g -
8 wn Q,
R
—
ST D
Sh
P °®
Ew Q ®
=
SR -
w™ | D, ° ° ° °
D, ° ° ° °
Vi ®
<
2 =
E u L
ER [
o Vi ®
w2
P, ®
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5.3. Ejemplo Numérico

Para ilustrar la universalidad del multivector S, se ha utilizado el Ejemplo 3b

desarrollado en el Anexo 1. Con los valores obtenidos de las componentes de S , se
calculan los multivectores de las ecuaciones de potencia analizadas en la Seccion
5.2 de este Capitulo.

Primeramente, a partir de los fasores geométricos de tension e intensidad
conjugada

U=200e"c,+200"c, +100e"c, V.
I"=20e""c,+10e"c,+10e7"c, A.
se ha calculado el multivector S, que viene dado por

S=UoI" :5196—j1900+(—1732 +73000) 0, +

jo ANN_ DN.N
+(1732 - j1000) o, +(866.025 + j500) 5,  +(500~ j866)a,, +
ALN_ PLN ALM_ pLM
+(1000 — /1732) 0, +(1000 - /1732) o, VA
ANM_ PHN.M

Asimismo, se han identificado las componentes en fase y cuadratura de los
bivectores de distorsion. Los multivectores correspondientes de cada ecuacion de
potencia se representan en Tabla 5.11. Finalmente, se han calculado numéricamente
los modulos (normas) de todos los escalares y bivectores, y representado en la
Tabla 5.III. Para cada autor, existe una ecuacion cuadratica de modulos

. .. =l1?
seleccionados, cuya suma coincide con la norma "S" =54.10° V4.
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TABLA 5.11. EJEMPLO NUMERICO: FORMULACIONES MULTIVECTORIALES

(VA) Componentes multivectoriales de la ecuacion de potencia
P 5196 o,
Q —j10000,
% (-1732+ 3000)0,, +(1732 - j1000)o,, +(866.025+ j500)0,, +
= o AN.N_ DN.N ALN_ DLN
AP (500 j866.025) 0, +(1000 — j1732.05), +(1000— j1732) oy
ALM_ PLM ANM_ PNM
~ 5196 o, +(-1732) 0,
Aigy
~ Jj[-1000 o, +3000 o,)]
‘E SX —
) Ay
=
é (1732 - j1000) o, +(866.025+ j500)0,, +(500 - j866.025) 0, +
~ ALN_ DLN ALM_ pLM
S
° +(1000 — j1732.05) 05 +(1000— j1732) 0,
ANM_ PN.M
P 5196 o,
ANN ALN
~ r_/%
S J[-1000 &, +3000 0,,) +(—,1000) 0, +(j500)0,, ]
= AlZJ— A4IL A42L
g
g ANN ALN
»n Il I
-1732 0., +1732 0, +866 0, +(500— j866.025) 0, +
~ — %/_J %/_J
Sc Apy Agy Ay ALM_ DLM
+(1000 — j1732.05) 5,, +(1000— j1732) 0,
ANM_ PHN.M
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TABLA 5.11. (CONTINUACION)

P 5196 o,
RN REN
~ —
Q, j[-1000 &, +3000 012)+(—1000)O'41 +(500)O'42]
—_— ———— ——
% Ay Agil Agpy
g VN ALN
g - ——
Q D, -1732 0, +1732 ¢, +866 0,
Apy Agy Ay
B (500—]866.025)0'43 + (1000 —jl732.05)0‘13 -i-(lOOO—j1732)O'23
" ALM_ PLM ANM_ PHN.M
P 5196 o,
Q —j10000,
ANN ALN RLM ANM
y [ [ I Il
D, -1732 6, +1732 5,, + 866 0,, + 500 o, +1000 &, +1000 o,
§ Apy Ay Agy Agy Ay Agy
=
: e i
—
Jj[3000 o,) + (—1000) oy, + (500)0'42 +
_—
]~) Ay Mgy Ay
r Ai,M AT,M
+(—866) Oyt (—1732) o+ (—1732)0‘23]
Ay Ay Ay,
~V\| 5196 o,
d l~’u” —j10000,
5 ~ -1732 o,
£ P, —
§ Ay
wn
- j3000 o,
PL{L —

AIZL
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2 )
TABLA 5.11111. COMPONENTES DE HSH - IDENTIFICACION DE ECUACIONES DE POTENCIA
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Notese que en el caso de la ecuacion de Sommariva, solo se tiene en cuenta la
componente lineal de la carga, debido a que la formulaciéon de este autor no
contempla la componente no lineal.

Entre las conclusiones que pueden deducirse del andlisis efectuado y
representado de forma resumida en las Tablas 5.1, 5.1y 5.11I, son significativas las
siguientes:

1.

Para su aplicacion a futuras estrategias de compensacion, los
multivectores S, (Sharon) y Q, (Czarnecki), no solo tienen una norma

mayor que la del multivector S’X (Shepherd) o la del escalar Q de
Budeanu, sino que ademas, contienen una informaciéon mas completa.

Como se habia previsto, las componentes de distorsion lineal activa y
reactiva de, “Tesis”, Sommariva y Slonim coinciden.

Se comprueba que todas las ecuaciones contienen un mismo escalar P y
un conjunto de componentes ordenadas ortogonalmente que representan
una aumento de la potencia aparente, pero cuya asociaciéon a un
determinado fendémeno fisico es al menos discutible.

Desde un punto de vista matematico, todas las representaciones
analizadas estan plenamente justificadas.

En las condiciones generales propuestas en este trabajo de Tesis, el
efecto de rotacion que implican los dngulos &, # ¢, , contiene una nueva

informacion que serad necesario investigar para fines determinados.

Elcaso enel que L={®},N ={n} M ={m}yloséangulos a, =a, =0

representa una situacion muy generalizada en los Sistemas Eléctricos de
potencia, y los multivectores expresados en (5.12), (5.21), (5.31), (5.46)
y (5.50) se simplifican significativamente, al no existir el efecto de giro
que producen los dngulos de fase de los armonicos de tension.

La Tabla 5.1 puede ser también extensiva a otras teoria menos adaptadas
al formulismo clasico. No referimos, a ecuaciones de potencia que
presentan particularidades muy concretas, como, por ejemplo, las de
Kimbark [16] o Depenbrock [17].

Finalmente puede comprobarse, que a partir del multivector S propuesto en
esta Tesis y cuyas componentes estan representadas en la Tabla 5.1, es posible
elegir los escalares y bivectores que conformen las propiedades de una ecuacion de
potencia util para cada aplicacion especifica.
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6

Conservacion del Multivector S: Reformulacion del
Teorema de Tellegen

'Cest avec la logique que nous prouvons et avec l'intuition que nous trouvons."

Jules Henri Poincaré

6.1. Introduccion

Cuando el investigador se plantea la busqueda de una nueva representacion de la
Potencia Aparente, no solo debe tener en cuenta que la ecuacion de potencia
contemple las condiciones de ortogonalidad y en la medida de lo posible, de
aproximacioén a la realidad fisica, sino que ademas cumpla con los requisitos
imprescindibles que la configuren como una a teoria sin fisuras. En el caso que nos
ocupa, el mas importante de ellos es el de la conservacion de la potencia aparente
multivectorial. Sin embargo, para todas aquellas definiciones y ecuaciones en las
que las componentes de potencia son simplemente “niimeros” no negativos, es
imposible atender el aspecto conservativo de la teoria propuesta. En este Capitulo
se efectia una prueba multivectorial del Teorema de Tellegen [1-2], vy se
comprueba de forma matematicamente rigurosa y fisicamente realizable, la

conservacion del multivector S definido en el Capitulo tercero.

Para ello, se ha reformulado el Teorema de Tellegen aplicando el nuevo
concepto de representacion multivectorial introducido desde la estructura AGCG.
Esta original interpretacion del teorema ha sido posible mediante una nueva
notacion de los fasores geométricos, deducida desde la simplicidad del analisis de
un circuito constituido por un elemento biterminal, hasta su generalizacion a un
circuito multiterminal. La notacion definida, asociada a los elementos y nudos de
un circuito arbitrario, facilita la representacion de las leyes de Kirchhoff en el
entorno matematico empleado en esta Tesis y permite una sencilla interpretacion
geométrica de la conservacion de la potencia aparente.
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6.2. Representacion multivectorial del Teorema de Tellegen

Con objeto de clarificar la demostracion y prueba del Teorema de Tellegen,
comenzaremos suponiendo un elemento biterminal -z- (Fig. 6.1) al que se aplica la
tension n-senoidal

u(t)=v2 Y U,sin(pot+a,)

peLUN

donde el armoénico genérico de orden p del fasor geométrico de u (t) es

e
U,=J,|e""a,.

1z
UP
S I
q q

Figura 6.1. Elemento biterminal

Si la intensidad resultante en el elemento biterminal es

i(t)=+v2 > 1, sin(qa)t+/3q)
geNUM
el fasor geométrico del arménico genérico de orden q es I~q = |rq|ej(0’q ~a )aq .En
estas condiciones, aplicando el concepto multivectorial de potencia definido en el

Capitulo tercero, la componente de indice pq del multivector S para el elemento
zes

S, =U,o(l) 6.1)
La ecuacion (6.1) puede ser expresada en funcion de las tensiones de los nudos

. . . ~l _ g ~2 _ >
1y 2 del elemento z y para ello, designamos dos intensidades 1,* =17y I;* =-I,
las cuales tienen el mismo modulo y sentidos opuestos [3]. Asi, la ecuacion (6.1)
puede expresarse en funcion de estas variables mediante la ecuacion

82 13 Tz 1 Tz v 172 722y
S,=U,0(l;) =U,o(l,") +U o(l;") (6.2)

donde Uf, = L]%) —L],Z) es el armonico de orden p de tension del elemento z, JB esel

armoénico de tension del nudo n, (n=1,2), anz es el armoénico de orden q de
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intensidad en el elemento z que se origina en el nudo Ny (I~qnz ) es el fasor
geométrico conjugado de anz .

Una vez definidas las variables de tension e intensidad para un elemento

genérico y el multivector S, es posible generalizar la ecuacion e (6.2) para el caso
de un circuito multiterminal (Fig. 6.2), que contenga n+1 nudos, (n=1...N) y z
elementos, (z = 1..... Z).

Ahora, el multivector §pq se expresa como
~ N Z ~ ~
S=2,2Ur0 (IF) Vp<q (6.3)

Notese que en (6.3), la suma se extiende a todos los n nudos de los terminales
externos del elemento z-ésimo del circuito y a los Z elementos conectados al nudo
n-ésimo.

Figura 6.2. Componente z-ésimo de n terminales

Una de las més importantes propiedades del multivector S, si se cumple la

Z ~
primera ley de Kirchhoff, Z( I;")" =0, es la validez de la siguiente igualdad

z=1

~ N z ~ ~
S,=22Up0(I7) =0 Vp<q (6.4)
n=1z=1
La ecuacion (6.4), donde S = §pq =0,Vp<(q, establecera el teorema

Pg
generalizado de Tellegen en forma multivectorial. Esto es, “la potencia
multivectorial aparente transferida por las fuentes de tension y/o de intensidad,
debe ser igual a la consumida por la carga”.

Esta nueva vision del teorema es muy 0til y aplicable a cargas pasivas y activas,
lineales o no lineales.
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6.3. Ley de conservacion de la potencia apparente: Prueba
generalizada del teorema de Tellegen

Considérese el circuito de la figura 6.3 en el que existen z- elementos (z=1...2) y
(n+1)-nudos (n=1...N ), y donde la fuente esta representada por una estrella de
generadores. En la figura 6.4 se representa un nudo genérico j-ésimo.
Consideraremos ademas que los nudos del circuito son los terminales externos de
cada componente o la union de distintas componentes. Asi, por cada n-ésimo nudo
y armoénico de orden ¢, la primera ley de Kirchhoff puede escribirse de la forma

D(igt) =0 (6.5)

En consecuencia, para un armonico genérico g, la suma (6.5) se extiende a los z
elementos o componentes del circuito que estan conectados con el nudo n-ésimo.
Si aplicamos (6.5) a todo los nudos, obtendremos un conjunto de N ecuaciones
para el armoénico de orden ( en el circuito dado. Este conjunto esta desarrollado a
continuacion

N=1= () +.+ (%) +..+(I2) =0
n=j= () +. (1) +.+(1F)y=0 (6.6)

1T T T T T | ) :________7
L = SRR |
I : : :
W SN EEs |

| = « >
| U : ! Z=1 :
| + | [ i j ~J'l: |
: 7=k : & i‘l :
S I ! I
Lo .ol ' [
Y N .
T e |
= 0 . |
Source L___L_oa_d__

Figura 6.3. Circuito genérico con la notacion empleada
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Figura 6.4. Detalle del nudo genérico de orden j

Cuando las ecuaciones (6.6) se multiplican geométricamente por el armonico
de orden p del fasor geométrico de tension en el nudo n-ésimo, U ;, se obtiene

otro conjunto de ecuaciones condensado en la expresion
Z ~ ~ *
YUro(ly*) =0 vp<q (6.7)
z=1

donde la suma se ejecuta sobre todos los z componentes conectados con el nudo n-
ésimo. La ecuacion (6.7), puede desarrollarse cuando se aplica a todos los nudos

que contengan cada fasor geométrico de intensidad de orden q , f;z , de forma que

se cumpla
UL o[(I) +.t (1) + .4 (1) |+
U)o [( ) 44T + o+ (17 )*J+ Vp<q (6.8)
U)o [( o) et () 44 (107 )*]:0

Aplicando la propiedad distributiva del producto, el conjunto de ecuaciones
(6.8) puede también expresarse de la forma
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Uro (i) +.+0Jo (') +.+0)o (I )+

=
Shq

+U0 (1) +..+0)o (I}) +.+0) 0 (1) + (6.9)

X
Sha

71 11Z \* Ti 1JZ \* N I'NZ \*
+tU, o)y +.+Ujo (17 )y +.+U O (1;7) =0

=7
Sha

De acuerdo con (6.9), la ecuacion (6.4) puede ser expresada por
- z z N B
Sp =25 =2 2U;0(l") ]=0 v p<qg (6.10)

y teniendo en cuenta (6.3) y (6.10), el multivector potencia aparente S cumple la
siguiente igualdad

S=>S,=0 vp<qg (6.11)
pq

La ecuacioén (6.11) constituye la prueba multivectorial del teorema de Tellegen
en un sistema eléctrico multiterminal en condiciones n-senoidales [4].

Notese a partir de la ecuacion (6.10), que pueden obtenerse los mismos

resultados para cualquier sistema o circuito que cumple una de las dos leyes de
Kirchhoff.

6.4. Ejemplo Numérico

Una estrella de fuentes de tension, cuyos fasores geométricos U" = z V]

vienen dados por las expresiones
U'=U;}+U; =10e'* 0, +5¢°5, (V)
U?=U2+U2=5e"%, +5¢/*c, (V) (6.12)
U®=U]+U; =100, +5¢ ¥c, (V)

estd aplicada a los componentes ( Z =1...5) de una carga lineal como se muestra en
la figura 6.5.
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U:) +
1
‘ z=1 e——= >
4@ Ry
- q 9 q
2 +
p 2 =
|~22 |”24 |:_E|
a °q
3 + 34
P 3 qa N
q = <4- -
0 z |~33 3 |”35

Figura 6.5. Circuito lineal

Los fasores geométricos de las intensidades resultantes 1™ = Z q”Z , son

=01 +10 =320 6, +257¢ %%,
% =17+ =343e"" 0, +3.37¢ "%,

I® =12+ =474¢"%0,+1.80e""" 0,
=0+ =105e7""0, +2e""c,

r24_

iz
¥ =1+ =426e""%5, +2.24e %0,
I =0°+0°=259¢"¢5 +065¢ "0,

i35 15
1> =

(6.13)

Procediendo con la notacion propuesta y aplicando (6.5) y (6.10), se obtiene un
conjunto de multivectores cuya suma es cero, para n=1,2,3, y z=1,2...5,

q

U,o (I~“)* +UZo (IZ) +Uio (f§3)* +

) +U%o (i) + (6.14)

Desde (6.14), una vez desarrollados los productos geométricos, el multivector
genérico S »q Puede expresarse como
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S~1zz = (§121 + S_zzz)o'o + S_1220—12 =P +jQ + Z‘122 (6.15)
- 7
i Ay
Si en el ejemplo propuesto se calcula el multivector §f2 para cada elemento z,
se obtiene
SL =(14.5- j14.7)o, +(-40.2- j8)o,,
SZ =(-45+ j4.9)0, +(32.8+ j5.9)0,,
S =(-38.3+j29.6 )0, +(29.4 + j1.9)5,, (6.16)
Sy, =(28.3-j34.9)0, +(-40.8+ j11)o,,

S% =(j15.1)0, +(18.8 - j10.8)o,,

Combinando las ecuaciones (6.10), (6.11) y (6.16), se obtiene el multivector
potencia aparente total S para todos los componentes del circuito
S= > S,+SL+S,+S,+S;,=0 (6.17)
}

pe{l,Z
qe{l,Z}

La interpretacion geométrica de (6.17) se muestra en las figuras (6.6) y (6.7).
Asi, cuando p=q y p,ge {1,2} , en el plano o, se representa la conservacion de
los productos expresados en (6.14) debido a fasores geométricos de la misma
frecuencia, o parte escalar del multivector S . Por otra parte, cuando p # q, en el
plano o, se representa la conservacion de los productos expresados en (6.14)
debido a fasores geométricos de distinta frecuencia, o parte bivectorial del

multivector S .

Re

Plano o, X

Figura 6.6. Conservacion de escalares complejos A, = Z A)Z =0
z
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Plano 6,,

Figura 6.7. Conservacion de bivectores complejos Zlfz = Z Zlfz =0

La descomposicion n-dimensional de tensiones e intensidades de formas de
onda n-senoidales es esencial para mostrar el caracter multivectorial de la potencia

aparente. Consecuentemente, el nuevo multivector S , permite una suma vectorial
de todas sus componentes en planos complejos definidos para cada elemento
multivectorial de las bases de Clifford. En las representaciones clasicas, esta
interpretacion no es posible. Por ello, la prueba multivectorial presentada del
teorema de Tellegen, basada en la ley de conservaciéon de la potencia aparente
multivectorial en cada plano, constituye una generalizacion de la realizada por
Steinmetz basada en la conservacion de la potencia aparente compleja en
situaciones senoidales [2].

Referencias bibliogréaficas

[1] P. Penfield, R. Spence, and S. Duinker, “A Generalized Form of Tellegen’s Theorem”,
IEEE Trans. on Circuit Theory, CT-17, (3), pp. 302-305.1970.

[2] M.E. Van Valkenburg, “Analisis de Redes”. Editorial Limusa, México. 1977.

[3] M.G. Vitkov, “Zakoni elektricheskich cepey dlya vzveshennich tokov”, Elektrichestvo
No. 5, pp.73-75. 1991.

[4] M. Castilla, J.C. Bravo, M. Ordofez: “Geometric Algebra: A Multivectorial Prof. of
Tellegen’s Theorem in Multiterminal Networks”. IET Circuits, Devices and Systems,
Vol.2, No.4, August 2008.

[5] N. La White, and M.D. Ilic, “Vector Space Decomposition of Reactive Power for
Periodic Nonsinusoidal Signals”, IEEE Trans. on Circuits and Systems-1, 44, (4), pp.
33.1997.

[6] J. Cel, “Tellegen’s Theorem for 2-Isomorphic Networks”. International Journal of
Circuit Theory and Applications, Vol. 27, pp. 275-276, 1999.



7

Conclusiones y Futuras Lineas de Investigacion

“Todas las teorias son legitimas y ninguna tiene importancia. Lo que importa es [o que se hace

con ellas. “

Jorge Luis Borges

7.1. Introduccién

En este ultimo Capitulo se resumen las aportaciones mas importantes de la presente
Tesis Doctoral. En cada uno de los puntos que se exponen a continuacion como
conclusiones, explicamos brevemente los resultados obtenidos y las contribuciones
originales mas importantes, centrandolas en el Capitulo donde se han desarrollado.
Asi mismo se indican, cuando el caso lo requiere, las Referencias publicadas y/o
aceptadas para su publicacion, en fase de revision y/o desarrollo para futuros
articulos, de cada una de las partes de esta Tesis.

En una segunda parte se proponen algunas de las posibles lineas de
investigacion, que un futuro proximo podrian ser fundamentales en el analisis de
los Sistemas Eléctricos de Potencia. Hemos analizado algunos de estos nuevos
retos investigadores, paralelamente a la ejecucion del trabajo de Tesis, y puede
afirmarse que a priori, son viables. Sin embargo, la investigaciéon pormenorizada y
experimental de estas nuevas lineas, esta por hacer.

7.2. Conclusiones

1%. Los objetivos primero y segundo mencionados en el Capitulo primero se han
conseguido ampliamente. Para ello, ha sido necesario crear una nueva
estructura matematica llamada Algebra Geométrica Compleja Generalizada
(AGCG), que mantiene para el régimen n-senoidal, la definicion clasica del
modelo fasorial de Steinmetz, limitado exclusivamente al régimen senoidal.
Esta poderosa estructura (Capitulo segundo), abre un gran numero de
posibilidades en el analisis de la Teoria de Potencia (Capitulo tercero). La



114 Representacion Multivectorial de la Potencia Aparente

2%,

3%

4%,

consecuencia inmediata ha sido la definicion de potencia aparente como un
producto geométrico de una tension por el conjugado de la intensidad, teniendo
en cuenta que las magnitudes, tension e intensidad conjugada en nuestro
trabajo, son fasores geométricos y el producto que las multiplica es un nuevo
producto geométrico definido en el Capitulo segundo. El resultado final ha
sido, la obtencion de una representacion multivectorial universal y completa de
la ecuaciéon de potencia y de sus distintas componentes ademas de su
interpretacion geométrica. Por lo tanto, las componentes de la potencia en
regimenes N-senoidales en operacion lineal/nolineal, tiene los atributos basicos
de un vector: magnitud, direccion y sentido. Una consecuencia inmediata es
que el concepto clasico de potencia aparente como producto de los valores
eficaces de tension e intensidad, es un resultado secundario de la representacion
propuesta en este trabajo. Los dos primeros objetivos constituyen las dos
aportaciones mas importantes de la Tesis. El primero, desde un punto de vista
matematico y el segundo desde un punto de vista fisico. Ambas contribuciones
han cristalizado en una importante publicacion [1].

El nuevo concepto de potencia de distorsion como un bivector, demuestra que
la componente de distorsion de la potencia aparente, tiene una gran
dependencia de los angulos de fase de la tension de alimentacion, cuando
aquellos existen, (Capitulo tercero). Se ha demostrado que no es posible, a igual
carga, la reduccion al “problema equivalente” de angulo ceros en los arménicos
de tension, como se suele interpretar en la literatura existente. Esto solo es
cierto cuando se trabaja con valores eficaces de tensiones e intensidades. Por
ello, la diferenciacion entre distorsion girada y distorsion es una original
consecuencia de los dos primeros objetivos [2-4].

Comprobacion de la ley de conservacion de la potencia (Teorema de Tellegen)
en sistemas de potencia/operacion n-senoidal en forma multivectorial (Capitulo
sexto). En este sentido, la demostracion del Teorema de Tellegen, que no es
posible en la teoria clasica en el dominio de la frecuencia, ha constituido por si
solo un importante trabajo publicado en Agosto de 2008 [5] y puede
considerarse como una original aportacion de esta Tesis.

La transformada Clifford-Fourier definida en el Capitulo segundo de esta tesis,
hace viable una auténtica correspondencia entre los dos dominios tiempo y
frecuencia (Capitulo segundo). Con esta herramienta, desde el dominio
frecuencial se pueden identificar todas las frecuencias de las oscilaciones
temporales y desde el temporal cada una de la componentes de la potencia
aparente multivectorial. Esta reversibilidad estd practicamente comprobada en
un nuevo trabajo que en estos momentos estamos desarrollando. Noétese que el
objetivo 4° podria haber sido mas ambicioso y no quedar solo en la
transformada Cliford-Fourier, pero debido a la dificultad que podria llevar
implicita, la reversibilidad tiempo-frecuencia se trasladé a una futura linea de
investigacion una vez obtenida la transformada Clifford-Fourier,
imprescindible para su desarrollo.
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5% Representacion multivectorial de la ecuacion de potencia de las diferentes
formulaciones clasicas, sin despojarlas de sus principales peculiaridades
(Capitulo quinto). Estas nuevas ecuaciones, consecuencias de los objetivos
primero y segundo son producto de la potencialidad de la estructura AGCG. Por

primera vez, a partir de de las componentes del multivector S obtenido en el
capitulo tercero, puede componerse un “puzzle” cuyas “piezas” interpretan
rigurosamente cualquier ecuacion de potencia, (Capitulo quinto, Tabla 5.1).
Esta contribucion esta caracterizada por su originalidad y universalidad.

6*. La utilizacién de los “multivectores” como elementos del Algebra Geométrica,
para conseguir una sencilla y rapida resolucion de los problemas relacionados
con el analisis de circuitos en presencia de distorsion armonica, valida para
circuitos lineales y no lineales, introduce nuevas aportaciones como por
ejemplo:

e Facilidad operacional en el analisis de sistemas lineales y no lineales.

e Analisis generalizado de la Teoria de Circuitos en el dominio de

Clifford.

Creemos sinceramente, que de la misma forma que el modelo fasorial de
Steinmetz en situaciones senoidales representd un nuevo enfoque del analisis de
circuitos en toda su extension, la concepcion multivectorial de las magnitudes
eléctricas basicas y su aplicacion al analisis de circuitos, y mas concretamente, al
analisis de la potencia eléctrica, puede constituir una nueva forma de afrontar el
analisis de la Teoria de Circuitos.

7.3. Lineas futuras generadas

Hemos terminado la Seccion anterior proponiendo como futuro investigador, la
posibilidad de una Teoria de Circuitos reformulada desde la optica multivectorial.
En esta Seccion concretamos algunas de las lineas de investigacion que emanan de
aquella vision “generalista”:

12, Andlisis de la ecuacién de potencia multivectorial desde la teoria
electromagnética.

En este sentido, la aplicacion del AG a la teoria electromagnética, de la que la
teoria de circuitos es una consecuencia natural, puede resultar muy util desde un
punto de vista fisico. Para ello, necesitariamos investigar las posibilidades de una
estructura basada en AGCG, que ademas pueda utilizarse en el espacio Euclideo.

En una primera fase, se ha desarrollado dicho entorno matemético CG —R°, y
definido los conceptos de intensidad de campo eléctrico E y campo magnético
H como fasores-geométricos asociados a una direccién del espacio Euclideo. El
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cumplimiento de las leyes de Maxwell en este entorno, la formulacion
multivectorial del teorema de Poynting, asi como la explicacion del origen de las
componentes reactiva y distorsion desde el concepto de densidad de energia
eléctrica y magnética, y la posibilidad de interpretar los productos cruzados de los

armoénicos de los multivectores E yH , son aspectos que estamos analizando
profundamente, pero que aun estan pendientes de un acabado definitivo.

22, Extension del analisis multivectorial a los sistemas trifasicos.

En un primer acercamiento al analisis e interpretacion, desde el algebra
geométrica, de los sistemas trifasicos, hemos comprobado su absoluta viabilidad.
Los sistemas equilibrados y fundamentalmente aquellos que presentan
desequilibrios en presencia de distorsion, han sido objeto de atencién por nuestra
parte. Asi, la reformulacion del Teorema de Fortescue desde AGCG, es una de los
primeros logros, con el fin de facilitar el estudio de los desequilibrios en sistemas
eléctricos de potencia. Sin embargo, queda mucho por hacer en este campo para
generar un analisis completo de estos sistemas.

3% Desarrollo de nuevos algoritmos y estrategias de compensacion.

Esta linea puede representar un papel importante desde el punto de vista de ahorro
energético. La posibilidad de representar las componentes de la potencia no-activa
con magnitud, direccion y sentido, abre nuevos horizontes a una posible
compensacion con elementos almacenadores de energia o con fuentes controladas.
Tanto los posibles algoritmos como estrategias, podrian obtenerse desde la propia
teoria de control mediante la imposicion de condiciones ligadas al tipo de
compensacion. Por otra parte con la formulacion multivectorial de la potencia no-
activa desarrollada, es posible una compensacion selectiva, que tenga en cuenta
solo aquellas componentes reactivas y o/de distorsion mas significativas. Esta
estrategia permitiria, ahorro del tiempo de procesamiento y simplicidad en la
arquitectura del compensador.

42, El establecimiento de nuevos algoritmos para la estimacion de indices y
mejora del término “Power Quality”.

La propuesta de nuevos indices (PQ) y el desarrollo de algoritmos para la mejora
de la medida de dichos indices, son campos de extraordinaria actualidad, [6-7].

En este trabajo de Tesis se ha definido un multivector § como “indice de calidad

relativo”, § =%=1+ j%+%, para la consecucion de un compromiso con el
1 ~2 D 2
factor de potencia, PF =§, donde ‘5‘ = |1+ ==+ [1]. Sin embargo creemos que
P

esta linea de investigacion, ademas de ser muy actual, puede aumentar su interés a
partir de los resultados de la Tesis.
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58 Reversibilidad de los dominios tiempo-frecuencia aplicando la nueva
transformada de Clifford-Fourier.

El Algebra Geométrica (AGCG) es una herramienta muy util para un riguroso
tratamiento de la reversibilidad tiempo-frecuencia en circuitos monofasicos n-
senoidales porque muestra claramente la naturaleza multidimensional de las

potencias instantanea y aparente. En este sentido, el multivector S suministra toda
la informacioén necesaria para analizar la correspondencia entre sus componentes y
la ecuacién de la potencia instantanea. La nueva transformada Clifford-Fourier
resultara imprescindible para verificar la conexion entre dominios, asi como para
la identificacion de componentes en el dominio frecuencial frente a valores
caracteristicos del dominio temporal, como amplitudes y frecuencias de las
oscilaciones.

Finalmente, esperamos y deseamos que esta Tesis y los nuevos campos de
investigacion que de ella puedan derivarse, constituyan un verdadero avance en el
analisis de los sistemas eléctricos de potencia.
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Apéndice A

Grupo de Bivectores Lineales

El multivector T, puede ser definido por

Fi=2 0,020 =>U,03 (I +il)=

peN geN peN qeN
7 T * - 1 r*
- ZUpOZIq\\+JZUpOZIqL
peN gqeN peN qeN
l:Lin‘H l:Lin,L

donde

Fly =2 0,02 0= U2+ > U Ay

peN gqeN peN gqeN peN geN

Producto Interno Producto Externo

Producto Interno

Producto Externo

ANN 3 T i(ap—aq)
AH _Zup/\zlqll_ze (UpIqCOS(”q _Uqlpcos(”p)o-pq

peN qeN p<q

DP‘HI

De la misma forma

fLin,L:zUpOzrgL: ZUp'ZQﬁZUpAzm

peN qeN peN qeN peN qeN

Producto Interno Producto Externo

Producto Interno

Q: ZUP'Z~JLI UplpSin¢pUD

peN qeN p=q

(A1)

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

(A6)
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Producto Externo

Al =2 U, a2 05 =

peN qeN
ey -a : , A7
= > WU 1 sing, ~U, 1, sing, o, (A7)
pacn By
Multivector lineal:
T =T, +if, =2 U l,0,+iD.U,l, 0,+A""=
peN - peN - - (A8)
=>U,l,cos¢,0,+ > Ul sing o, +A"
peN peN

donde teniendo en cuenta (A4) (A7), se obtiene

AN < AN 4 AN (A9)



Apéndice B

Grupo de Bivectores No Lineales

T Jj(ag—pq) B e . . . =
Sea | = Z’; e ™ "o, + ZM 1,6 el fasor geométrico de intensidad, siendo I
qe qe

es armanico de orden q. El grupo de bivectores no lineales viene dado por

fNonn:[zupj@[zrgH ¥ UPJO(ZE}‘J:

pelL geN peLuUN qeM
_ i(ap—aq) joq
= > e U,le"o,+ (B1)
peL,qeN —_—
qu,NoIin

jay By _ XLN | XLM | ANM
+ > e'u 1 eMo =AY AR 4 A
peLuUN —_—
4eM Dpq,NoIin

donde

AN :[ZUJ@ [z r;j: Z ej(QPﬂQ)Uplqej%O—pq

peL qeN peL,qeN —
Dpq.NoIin
TLN _ i(ap-aq) i
AH - Z e Re(uplae )qu (BZ)
pel,qeN —_—
D

Pl

LN _ iap-ay) iy
AtN= Y e Im(Uplqe )apq
pelL,qeN —_—

Dpg.L

ALM _ 3 | jay S

A _(ZUPJO (ZIqJ_ Z € Uplqe O
peL gqeM pel,geM —_—

qu.l\blin

AM= Y e Re(UpIqe’j'B“)am (B3)

peL,geM

quvH

AM= e Im(UpIqe"ﬁ“)oDq
peL,geM —_—
pg,L
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AV :[ZUJ@ (quj: > eéeuleto,
L)

peN geM peN,geM
pg,Nolin
ANM I —iA
A= 3 e Re(Uyle o,
| Z pq M
peN,geM —_— (B4)
qu,\l

ANM _ jay S
AM= e Im(UpIqe )O'pq

peN,qgeM [ —
pa,L
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Ejemplos 3ay 3b

Introduccion

En este Anexo se desarrollan los Ejemplos 3a y 3b, en los que la tension e
intensidad contienen armonicos cuyos indices pertenecen a los conjuntos L, My N
(caso mas general). Ambos Ejemplos se diferencian en que, en el primero de ellos,
los angulos de fase de los armonicos de tension son distintos, e iguales a cero en
el segundo. Esta situacion corresponde a dos cargas distintas, con idéntica
componente lineal. Sin embargo, en los dos Ejemplos, las potencias activa,
reactiva, de distorsion y aparente son iguales, y no serian diferenciados por
ninguna de las teorias conocidas. Solo es posible distinguirlos cuando se utiliza la
teoria multivectorial propuesta en esta Tesis, porque cada componente del

multivector S queda completamente caracterizada por su modulo, direccién y
sentido.

Ejemplo3a. L={4},M={3}, N={1,2}, &, =0°, @, =30y &, =30°
Una tension periodica n-senoidal de valor instantaneo dado por
u, ()= \/5[200sinwt +200sin(2wt - 30° )+ 100sin(4wt + 30° )] V
se aplica a una carga no lineal. La intensidad instantanea resultante es
i,(1)=~2[20sin(wt +30° )+ 10sin2wt - 60° )+ 10sin(3wt +60° )] A
Los correspondientes fasores geométricos de tension e intensidad conjugada son
U,=200e"c,+200e""c, +100e""c, V
I7=20e""c,+10"c,+10e7"c, A
y sus valores rms son

0,[ = 200° + 200° + 100 = 9- 10" ¥

L[ =20°+10° +10° =6-10° 4
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A partir de ellos puede calcularse la potencia aparente segun
Bl =E 1 =s4-10 v

Las componentes de potencia activa, reactiva y distorsion se deducen del
producto geométrico entre los fasores definidos anteriormente y se calculan a partir
de la matriz H (4.13) y (4.15). En este caso, dicha matriz viene dada por:

3464- 72000 1000+ j1732  1000- j1732 0
4000 1732471000 52000 0

H = VA
0 0 0 0
2000 1000 866-j500 0

La potencia aparente multivectorial es

S,=0,01I =5196-;1000+(-3000 + j1732)0,, +
P Ty
jo ANN
+(2000) o, +(,1000) 5, +
ALN
+(866 — j500)0,, +
ALM
+(1000- j1732) &, +(~,2000) 0,

ANM

VA

Los bivectores A,y A, | vienen dados en VAd (Voltamperios de distorsion),

y sus normas, en (VAd)’

A ~ 2

Apy :(_1500_j866)0_12, "AIZ\\" =3.10°
A, =(2598+ j1500)0,,, " 5m||2 ~9.10°

A+ jA,, =(-3000+ j1732)0,, =A,,, A, # D, =(-1732 + j3000) 0,

A,y =(1500+ j866) 0, A, =3-10°
A, =(-866-j500)c,,, A, [ =1-10°

Ay + A, =(2000)0, =4, A, # D, =(1732 - j1000)o,,
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Ay =(433+ /7500, &, =0.75-10°

Apy (250+J433)O'42, ||A4u||2 =0.25-10°

Ay +jA4u = (j1000)0'42 = 542 > A42 # 542 = (866+j500)0'42

Ay, (1000)0’13 , "Amw"z -1-10°

Ay, =(-1732)0,, ||5m||2 ~3.10°

Ay + Ay, =(1000 - j1732)0,, =A,,, A, =D, =(1000 - j1732) o,

23” (866 ]500)0’23 , ||A23”||2 _ 1 106

A, =(~1500+ j866) o &, [ =3-10°

Agy + jABL = (_j2000)0_23 = AZB > Az} # D23 (1000 ]1732)0_23

= (433+/250) 0, | =025-10°

43||

Ay, =(-750-j433)o,,, " Am"z ~0.75-10°

Ay +j&4u = (866_j500)0'43 = A43 5 543 * 543 = (500—]866)043

w2, [0, =1-10° Al =26-10° (v4ady

Los valores de |P,

determinan la norma de la potencia aparente multivectorial ”5"2’ de acuerdo con
(3.35):
"S "2 :|13a|2 +|Qa|2 +||5a ||2 =54-10" (VA)’

Ejemplo3b. L={4},M={3}, N={1.2}, o, =, =2, =0

En este caso, la tension periddica n-senoidal instantanea que se aplica a una carga
no lineal viene dada por

u, (t) =N 2[ 200sincwt + 200sin(2et)+ 100sin(4et)| V
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y la intensidad instantdnea resultante es
i ()= NE] [ZOSin(wt +30° )+ 10sin(2wt - 30° )+ 10sin(3wt +60° )] A
Los correspondientes fasores geométricos de tension e intensidad conjugada son
U, =200 e"c,+200e" s, +100e"c, V
I)=20e""c,+10e"c,+10e7"c, A
y sus valores rms son idénticos a los del Ejemplo anterior
0,[ =200+ 200° + 100° = 9- 10" = [0, ¥?
L[ =202 +10° +10° = 6-10° =|I,] 4°
También la potencia aparente mantiene el mismo valor numérico
S =la[ |2 = 54100 =[S 04
Las componentes de potencia activa, reactiva y de distorsion se obtienen a

partir del producto geométrico entre los fasores definidos anteriormente y se
calculan mediante la matriz H (4.13) y (4.15), que este caso viene dada por:

3464-j2000 1732+ 1000 1000- j1732 0
4y | 3642000 1732+ 1000 1000- 1732 0

VA
’ 0 0 0 0
1732- 71000 866+ 7500  500-j866 0
La potencia aparente multivectorial es
S, =U0,0I = 5196— 1000+ (—1732 + j3000)0,, +
jo ANN_ DNN
+(1732 - j1000) o, +(866 + j500) 0, +
ALN_ PLN
AWT- D VA
+(500- j866) 0, +
ALM_ PLM

+(1000 — j1732) 0, +(1000 - j1732) &
ANM_ PHN.M

Para cada par de elementos cruzados, los bivectores de A,y A en VAd, y

pgl>
sus normas, en VAdZ, son



A12“ = (_1732)0-12 = D~]z” 5

A, =(3000)c,, =D, ,

A12\| + jAIZL = (—1732 +j3000)o'12

41H (1732)641 = D~41H 5

8411- = (_1000)041 = D4u_ >

Ay +jA,,

Apy (866) Opn = [)42u )
A 42l (500)0-42 - D4u
A42“ =(866+ j500)0,,
Ay, =(1000)0;, = Dyy,
AUl = (_1732)0_13 = Dl}J_ )

Ay +jAs,

Ay =(1000)0,, = DZSH,

Ay, =(-1732)0y = Dy,

Ay + Ay,

Ay (500)0-43 = D~43H >
A‘m = (_866)0'43 = Dzm >

Ry + jAs, = (500- j866)0,,

:Au:D

= (1732 - j1000) o,

= (1000 - j1732) 5, = A

= (1000 j1732) o,

"Am\"2 =3:10° = ”[)IZM "2
3] =9-10° =5,

12

||A41||||2 = 3106 = ||D41H||2

Ao =110°=[D,, [

= A41 = D~41

||A42I|||2 =0.75-10° = ||[)42H||2

Baleemop

=D,

|8, =1-10° =B,

2

=Ay =D,

|3, =025-10° =B,

"A“ﬂ"2 =0.75-10" = ||D43L||2

=D,

Anexo |
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Los valores de|13b|2, |Q,,|2 y "51,"2 son idénticos a los del Ejemplo anterior y

~ 12
determinan la misma norma de la potencia aparente multivectorial "Sb " :

||§b||2 - |Pb|2 +|Qb|2 +||Ab||2 =54-10° (VA)’
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Ejemplos 3c, 3d y 3e

Introduccion

En este Anexo se desarrollan tres Ejemplos en los que los angulos de fase de los
armoénicos de tension son nulos. Estos Ejemplos se diferencian en el nimero de
indices armoénicos incluidos en los conjuntos L, M y N. Se analizan por tanto
sistemas diferentes, sometidos a excitaciones distintas, que representan casos de
especial interés dentro de la Ingenieria Eléctrica.

Ejemplo 3c: Cargano lineal, (N={1,2},M ={3} ,L={T},a =, =0)

En este Ejemplo se supone una tension periddica n-senoidal instantanea
u, (1) = N2[200sinct + 200sin(200)] V
aplicada a una carga no lineal, cuya intensidad de carga es
it)= V2 [20sin(wt +30° )+ 10sin(2wt - 30° )+ 10sin(3wt +60° )] A

Los correspondientes fasores geométricos de tension e intensidad conjugada
son

U, =200e"c,+200e"c, V
I'=20e¢""c,+10e"c,+10e'"c, A
Yy Sus valores rms son

0.[ = 200° +200° = 510" 12

Pl =2004100+10°=6-10° 4

c

En estas condiciones, el modulo del multivector potencia aparente es

S| =0 |2 =48-10° var

La matriz H, (4-13), (4-15), viene definida por
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3464- j2000 1732+ 71000 1000- j1732
H_=| 3464-j2000 1732+ 71000 1000- 1732 | VA
0 0 0

y la potencia aparente multivectorial es

S =U00I = 51P96—j1000+(—1732 +j3000) o, +
jo

ANN_ DN.N
+(1000 —jl732)o-13 +(1000—j1732)o-23
ANM _ HN.M

En todo lo que sigue, los bivectores A sal Y A vendran dados en VAd

pgl>
(Voltamperios de distorsién), y sus normas, en (VAd)’:

AIZH = (_1732)012 = DIZH > "Aun"2 =3-10" = ||[~)12|| "2

Ap, = (3000)0,, = Dy, "Alunz =9-10° = "Dlunz

Ay +JjA,, =(=1732+3000)0, = A, = D,

AISH :(1000)0'13 = Blsu ’ "Am\"z =1-10° :”le\”2

AUL = (_1732)0-13 = bl}l > "Alunz =3-10° = ||DI3L||2

Ay, +jA,, =(1000 - j1732)0,, =A,, =D,

Azsu = (1000) Oy = D23|| > "Azauuz =1-10° = ”Dm"2

Azu = (_1732)0-23 = Dzu ) "Azu”2 =3-10° = "f)zun2

Ay +jA,;, =(1000- j1732)0,, =A,, = D,

2
Las normas de s

P

~ |2 ~
QC| YA

©=20-10° (VAd)’, determinan |)S.|

51 =12 o] +[a.f =10 oy
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Ejemplo 3d: Caso no lineal con tension senoidal, (N =1, M ={3},
L={D}, a,=a,=0)
En este caso la tension instantanea periodica aplicada a la carga no lineal es
u,(t)= \/E[ZOOSina)t] V
y la intensidad resultante
i, (1) =2 [20sin(wt +30° )+ 10sin(3t +60° )] 4

Los correspondientes fasores geométricos de tension e intensidad conjugada
son

U,=200e¢"c, V
I/ =20e""c,+10e""c, A

y sus valores rms son

0, =200° =4-10" 12

[ =20°+10° = 5-10° #°

El médulo del multivector potencia aparente es
S =0 [l =20-10° cvay

y la matriz H, (4-13), (4-15)viene dada por

3464- j2000 0 1000-j1732
H, = 0 0 0 VA
0 0 0
La potencia aparente multivectorial en este caso es
S,=U0,01I = 3464 — j2000+(1000 — j1732)0,; VA
Jjo ANM_ PN.M
Los bivectores A pall Y A pql Y Sus normas respectivas, para cada par de

elementos cruzados, vienen dados por

Ay =(1000)0,, = Dy, VAd, "ABH"2 =1-10° 2”[)13\\”2 VAd®

Ry =(-1732)0, =D, VAL, A, [ =3-10°=|D,,[ vae
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Ay + jA;, =(1000 - j1732)0,, =A,, =D, VAd

En consecuencia, las magnitudes |13d|2 =12-10°W*, |Qd|2 =4-10°(VAr)’ y

"Adnz =4-10° (VAd)’, determinan de nuevo ||§d "2 :

ISl =12 +l0u] +[Ba]f =20-10" (vay

Ejemplo 3e: Carga lineal, (N ={1,2}, LM ={@}, o, =2, =0)

En este caso, la tension periddica n-senoidal instantanea
u, (1) =N2[200sinet + 200sin20y)] V
se aplica una carga lineal, obteniéndose la intensidad instantdnea
i,(t) =2 [ 20sin(et + 30° )+ 10sin(20t - 30° )] A

Los correspondientes fasores geométricos de tension e intensidad conjugada
son

U,=200e¢"c,+200e"c, V
I'=20e""c,+10e""c, 4
y sus valores rms de tension e intensidad son ahora
0. =200+ 200° =810 ¥
L[ =20°+10° =5.10° 4
La norma de la potencia aparente es

S| =g |L] =40-10° vay2

y la matriz H, (4-13), (4-15) es
_(3464-j2000 1732+ j1000
¢\ 3464- 2000 1732+ ;1000

y la potencia aparente multivectorial es

S,=U,0I =5196- 1000+ (~1732 + j3000)o,, VA
P Jjo ANN_ PNN
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Los bivectores A pal Y A pgl Y SUS modulos, para cada par de elementos
cruzados, vienen dados por
~ ~ ~ 2 ~ 2
Ay =(-1732)0, =Dy, |Ay[ =3-10°=[D,)
2

AIZL = (3000)0'12 = [)1u ) "&u”z =9-10° = ||D~1u||

Ay +j&12i = (—1732 +j30()0)o'12 = 512 = DIZ

~12 )~ 2 ~ 2 . ~ 12
Los médulos de |E| ,|Qe| y "Ae” =12-10° (VAd)’, determinan de nuevo "Se" :

1] =|2[ +[2.] +|A.[ =40-10° (v
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Compensacion Parcial Selectivay Total: Ejemplo.

Introduccion

Para mostrar la potencialidad del multivector S respecto de futuras estrategias de
compensacion, se desarrolla a continuacion un Ejemplo, donde se intenta mejorar
el factor de potencia de una carga lineal, con arquitecturas clasicas y metodologia
conocida en la literatura existente.

Carga Lineal y Compensador Pasivo

En la figura AIIl.1 se representa un esquema unifilar de una carga lineal con un
compensador pasivo, cuyo objetivo es el de minimizar la potencia no activa de
forma parcial y total. Los parametros de la cargan se ilustran en la figura AIIL.2.

Linea A

Compensador

Carga lineal

Figura. Alll.1. Representacion unificar del conjunto carga + compensador.

T 2yF 100 mH

Figura. Alll.2. Configuracion de la carga lineal
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Inicialmente, sin compensador, se aplica una tension en el punto A, cuyo valor
instantaneo viene dado por

u(t)= x/§[200sina)t +200sin(3wt - 30° )+ 100sin(Swt + 30° )] V
y la intensidad resultante es

i, (t) =2 [3.86sin(wt - 36.65° )+ 1.63sin(3wt - 90.94° )+ 0.35sin(Swt - 26.49° )] A

donde w = ]()Oﬂﬂ.
S

Las formas de onda de tension e intensidad se muestran en la figura AIIL3.

400

200

—200

—400

Figura All1.3. Formas de onda de tension, u(z) (=== ) ¢ intensidad 50 x i, (¢) (====)

En AGCG, la carga esta caracterizada por la matriz impedancia Z:

R, + jX, 0 0
Z=| 0  R,+jX, 0 |=
0 0 R, + jX;
41.57+ j30.93 0 0
= 0 59.64+ j107.23 0 Q)
0 0 157.74+ j238.23

y los multivectores de tension y conjugado de intensidad vienen dados por

U=200e"c,+200e" s, +100e"c, V
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I,=386 """ c,+1.63¢""" 6,+0.35¢""" 5, 4

El multivector potencia aparente puede calcularse a partir de la definicion
(3.27),

SL =(797.14+ j774.91)c, +(—311.21—j382.82)o-13 +
+(—32(). 75—j13.48)o-15 +(—93.11—j6.9)0'35
donde

B =797.140, W, 0, =(j774.91)0, VAr, A, =(-311.21- j382.82)c,, Vad,

4y =(-320.75- j13.48)0,; VAd, A,

Vs,

—93.11-j6.9)o,;s VAd.
35

De estos resultados se deduce que

|B|=797.14

O,|=7m91v4r,

A =|B,|=595.97 v .
5.1 =12 +lo.f +|o.[ = 1.591-10" (vay .

Utilizando los valores eficaces de tension e intensidad, "U”Z =9-10°V’ y

||fL||2 =17.68 A*, se obtiene el mismo valor para ”SL "2 en los terminales de la
carga,

18,1 =[2 || =1.592-10° (vay
y el factor de potencia FP=0.63.

Diferentes aspectos, (econdémico, arquitectura del compensador, factor de
potencia, indices de “power quality” etc.), pueden ser significativos para una
minimizacion de la componente no activa de la potencia aparente.

En el ejemplo que nos ocupa, se adopta la estrategia de compensacion
propuesta por Czarnecki en [1]. Tras adaptarla al entorno multivectorial AGCG, se
contemplan dos opciones: compensacion parcial selectiva y compensacion total.

Compensacion parcial selectiva

En un primer caso se realiza una compensacion selectiva al cancelar el término
reactivo, O; =0,y el término de distorsion mas significativo, 4,; =0, (de ahi el
nombre de compensacion parcial selectiva).

La arquitectura del compensador resultante se muestra en la figura AIIL.4.
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J LSl 051
i L, A 1
—p—o~>@—p—] Carga
yi-
LSZ Csz
FS
LP
CP2
CPl

FP

Figura Alll.4. Arquitectura del compensador: Filtro serie (FS) y filtro paralelo (FP).

Para conseguir la compensacion parcial, en un primer paso, se conecta un filtro
shunt para obtener una impedancia equivalente cuya parte real sea constante con la
frecuencia, [1]. En este caso, el multivector potencia aparente en el punto de
acoplamiento A4 viene dado por

§F,,_Cmga =(1261.3+ j1050.4)5, +(529- j916)0,; +
+(-177+j227 )0, +(23+ j322)0 ;4
Un segundo paso, de acuerdo con la referencia [1], implica insertar un filtro

serie como se muestra en la figura AIIL.4, obteniéndose un multivector de potencia
en los terminales de este filtro

ng =(0-j1050.4)6,+(-529+ j916)0,; +(-54- j93)o,; +(-157 - j90)o;; VA
siendo la intensidad resultante tras la compensacion parcial (CP)

I,=31"c,+31e 7" c,+021/" 5, = || iCP" —439 4

El multivector potencia aparente total sera S.=S +S s - Bste resultado

FP-Carga
viene dado igualmente por

Sep =U I, =(1261.4) 0, +(-231.4+ j133.6) o, +(~133.6 + j231.4)o,; VA

donde | P =1261.4w, 0] =0, |4,]=0.

Ay|| =268 vad , ||4,| =268 vad,
|Scr| = 1316.73v4 y FP=0.96
Puede comprobarse que una estrategia de compensacion selectiva solo es

posible con el concepto multivectorial de la potencia aparente, y puede ser
suficiente para un aceptable objetivo de minimizacién mediante un compromiso

entre el factor de potencia y el indice relativo de calidad "5‘ " . En la figura AIILS se
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muestran las formas de onda de la tension de alimentacion, u(z) y de la intensidad
obtenida, icp(?).

Los resultados de la simulacion se muestran en las Tablas AIIL.1 y AIIL.2

400

200

—200

~400

Figura All1.5. Compensacion selectiva: u(?) (====)y 50X, (t) (=)

Compensacion total

En segundo lugar, hemos realizado una compensacion total (CT), esto es,
0,=0y 4 =0 :>(A~]3L =0, Zl”L =0, 213& =0), obteniéndose un PF =1 .

La compensacion total de potencia no activa, puede ser obtenida por el mismo

procedimiento [1-3]. Los parametros del compensador, filtros serie y paralelo, se

dan también en la Tabla AIIl.1 En este caso, los multivectores de potencia

obtenidos en el punto A y terminales del filtro serie son

Sip-ons = (1395 + j645) 5, +(529 - j916) 0, +

+(413+ j715.3) 0,5 +(1173.4+ j677.5) 05

VA

Sps = (0 j645) 0, +(-529+ j916) 0, +
+(-413- j715.3) 0,5 +(~1173.4 - j677.5) 0

VA

El multivector intensidad total es ahora

I,=31¢"c,+31e "o, +1.55¢ " 6, = || I. || —465 4
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y el multivector de potencia S. =U © I}, = 13955, VA. Se deduce por tanto que

[Pl=1305w. Jo]=0.[a.|=[a.|=]4. =0

En la figura AIIl.6 se muestra las formas de onda de la

alimentacion, u(z) y de la intensidad icr(?) para una compensacion total. Los

resultados de la simulacién se muestran en las Tablas AIIl.1 y AIIL.2

400

200

—200

~400

Figura All1.6. Compensacion total: u(?) (====)e 50xi.,(t) (=)

TABLA AIIL.1: PARAMETROS DEL COMPENSADOR

L, =500mH,C,, =12.63uF

FP
Compensacion C,,=313uF
Parcial - L, =200mH,C,, = 50.66 uF
L,=390mH,C,=244uF
L, =2343mH,C, =17.6 uF
Compensacion FP C,,=7uF
Total
L,=200mH,C, =50.7uF
ES

L,=441mH,C,=22uF

S.|=1395va, FP=1
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TABLA AIIL.2: RESULTADOS NUMERICOS

Sin Compensacion | Compensacion Unidad

compensacion parcial total nida
Lo 4.2 4.39 4.65 A
|2 797.14 1261 1395 o
lof | o 0 0 Var
||§13|| 493.36 0 0 VAd
"515 321.04 268 0 VAd
|25 9334 268 0 VAd
18] 1261.39 1316.73 1395 "
PF 0.63 0.96 1 -

145

A partir de los resultados se comprueba que estas estrategias producen un
incremento apreciable de potencia activa y la posibilidad de resonancias. Notese
que el factor de potencia no es un indice exclusivo de calidad del suministro y que
la compensacion total podria no ser oportuna desde un punto de vista practico. En
este sentido, como puede comprobarse a través de este ejemplo, para obtener un
buen compromiso entre el indice de calidad y el factor de potencia, es necesario un
modelo de analisis distinto del convencional. EI multivector de potencia propuesto
en esta Tesis puede ser uno de estos modelos, debido a la superioridad y
potencialidad frente a otras ecuaciones de potencia existentes.
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Formas de onda con términos constantes.

Introduccion

Para ilustrar la posible presencia de términos constantes en los desarrollos en serie
de Fourier de las variables de tension e intensidad, se ha incluido un Ejemplo que
clarifique la mencion expresa que se hizo de esta situacion, en el Capitulo tercero,
Seccidn 3.2 de la Tesis. En el entorno multivectorial AGCG, el tratamiento del
término constante ha de ser idéntico al de cualquier arménico y, por tanto,
interpretado como una excitacion/respuesta de frecuencia nula (término de
continua).

Circuito Rectificador de media onda

El circuito elegido para el objetivo propuesto esta constituido por un rectificador de
media onda resistivo (Fig. AlV.1), sometido a la excitacién de tension senoidal

u(t) = U2 sinwt V

donde w=1002"%  U=2207 y R=100.
S

La intensidad resultante es bien conocida y viene dada por el desarrollo en serie

i(t):é U\/E—ﬁ-U;/E sin(wt)+2[%\]/§)cos(pwt)] A

7
p=2

Figura. AIV.1. Circuito rectificador
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Este ejemplo corresponde por tanto, al caso n-senoidal no lineal en el que
N=1, M:{oo} ,LE{@} y o, =0.

La intensidad instantanea resultante es

i(t)= 9.9+\/§{11 sin(a)t)+4.67sen(2a)t—%) +0.93 sen(4wt-%)+

[ee]
+0.4 sen(6wt -2 )+0.22 sen(Sewt-Z ) +..+ E Msen(pwt-z) } A
2 2 z7R(p° -1 2

p=2
p par

y las formas de onda de tensién e intensidad se muestran en la figura AlV.2.

330 [\ A
0
-330 '
0 6.28 12,57

o-t

Figura AIV.2. Formas de onda de tension, u(z) (==—)e intensidad 10X i(¢) (=)

Los multivectores de tensién y conjugado de intensidad se construyen de la
forma siguiente:

U=220¢"c, V
i*:9.90,+1102+...+z ij)%,
- ZR(p°—1) "
b par

Para imponer un valor eficaz de intensidad menor del 0.02 % , basta truncar la

serie a partir del sexto armdnico, obteniéndose el multivector de intensidad
aproximada:

['~990,+110,+j4.670,+ j0.93c,+ j0.40, A
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Notese que la asignacion de bases de Clifford se ha realizado sumando una
unidad al indice del arménico “p” ylo “g” correspondiente. Asi, al término de
continua considerado como armonico “cero”, se le asigna “o;", al fundamental

“primero” se le asigna "o,"; al armdnico “segundo” se le asigna "o," Yy asi
sucesivamente.

A partir de esta intensidad aproximada se calcula el multivector potencia
aparente

S =UOI" ~(2420)c,+(2178.8) 0, +(j1027.1)0,, +(j205.4) 0,5 +(/88)0,,
VA

donde
P=24200, W, O, =0 VAr, D,, =(2178.8)c,, VAd,
D,, =(j1027.1)o,, VAd, D,;=(j205.4)c,; VAd, D,, =(j88)c,, VAd.
De estos resultados se deduce que

|A=2420w, |Q| =0 var, |D |~ 2419.1v4d .
IS =1l +|p | =11708.3-10" (v4) = |3 =3421.7 va.

Utilizando los valores eficaces de tension, ||U||2 =4.84-10° V?, e intensidad

: =12 . : |2
aproximada, “IH ~241.9 A’ se obtiene el mismo valor para ||S || :

BT =T | = 05510y

El factor de potencia resultante es FP=0.707.

Es importante resaltar que el analisis multivectorial de la potencia aparente
permite expresar de forma exacta el multivector:

UZo- +\/§U26 +i U 0,0 =
RO R 7 = J7Z'R(p2—]) 20 pai
p par

S=U00I=

& (.3081.24
=(2420)0,+(2178.8) 0, + Y ( jZ—O'ZGPHj

p=2 (p _1)

p par

Ahora, el valor exacto de ||§ || se obtiene a partir de la expresion anterior segin

e (U (U 8|, & 2 Uy
S R e I P B
p par
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"S” =2 [g—;j =J2.2420=3422.4 VA

Como se deduce de los calculos efectuados, el circuito consume potencia activa
(||i’||:2420 W) y de distorsion (”D ||:2420 VAd), siendo nula la potencia

reactiva. Ademas, la potencia de distorsion activa es generada por el término de
continua, mientras que la distorsion reactiva es consecuencia del resto de productos
cruzados de tension e intensidad conjugada.

Se obtiene asi una interpretacion sencilla de la potencia puesta en juego en el
circuito rectificador, explicando el tratamiento de los términos constantes de las
formas de onda, en la estructura AGCG y superando la ambigiiedad de la llamada
“resistive load paradox” de Slonimy Van Wyk [2].
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