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Introduccion

Motivacién, objetivos y aplicaciones del Proyecto

El interés por la Aerodinamica no estacionaria es cada vez mayor debido a sus multiples apli-
caciones. Por ejemplo, en el campo de la aeronautica, es de interés conocer el incremento de carga
cuando un avién atraviesa rafagas y zonas de turbulencias, o prevenir fendmenos no deseados (como
el flameo y la divergencia) que provienen de la interaccién entre la estructura (que es eldstica) y el
fluido, y que pueden originar la destruccién de la aeronave. En el campo de la ingenieria civil, los
edificios y puentes de gran altura se ven afectados por el viento. También es de interés para otros
campos comprender cémo consiguen moverse los insectos, o cémo funcionan las cuerdas vocales,
las valvulas cardiacas, etc.

Para estudiar los fenémenos relacionados con el campo de la aerondutica, se desarrollé la teoria
potencial linealizada no estacionaria del flujo alrededor de perfiles, que permite hallar el campo
fluido alrededor de un perfil que presenta movimiento vertical y/o se adentra en una réfaga, ademads
de estar sometido a una corriente incidente constante. En ocasiones, esta teoria es también de apli-
cacién en otros &mbitos como la biomedicina. Por ejemplo, las cuerdas vocales pueden considerarse
como perfiles flexibles que estdn sometidos a una corriente incidente, que es el aire expulsado por
la garganta.

Las ecuaciones que componen esa teoria tienen expresiones sencillas y de claro significado fisico.
Sin embargo, su resolucién analitica es muy compleja, siendo habitual en la literatura tratar de
abordarla en el dominio de la frecuencia, dando lugar a desarrollos y soluciones tediosos y, a menudo,
sin interpretacién fisica posible. Ademds, muchas de las soluciones tedricas conseguidas son sélo
vélidas para determinados casos particulares (por ejemplo, movimiento arménico del perfil), y son
imposibles de extender, en la practica, a otros casos.

Afortunadamente, el gran desarrollo experimentado por los ordenadores hasta hoy dia permite
obtener el flujo no estacionario alrededor del perfil de una forma alternativa. Esta consiste en
implementar métodos numéricos que resuelven las ecuaciones de la teoria potencial linealizada
haciendo uso de los fenémenos fisicos que gobiernan dicho flujo y sin salir del dominio del tiempo.
Esto les otorga un valor diddctico anadido, puesto que permiten llegar a los resultados finales de
forma mas directa e intuitiva, y no a través de un conjunto tedioso de ecuaciones en el dominio
de la frecuencia, que suele desorientar al lector. Ademads, estos métodos tienen la ventaja de que
son sencillos, precisos y vélidos para cualquier movimiento del perfil y/o rafaga, y de que permiten
obtener resultados (como la traza de la estela y la sustentacién sobre un perfil flexible) que de
forma tedrica son imposibles de conseguir.

Entre otros, hay dos métodos numéricos, ambos basados en el uso de torbellinos potenciales
(métodos Vortex-Lattice), que permiten evaluar el campo fluido no estacionario alrededor del
perfil. Uno es el método de Katz-Plotkin [20], que es valido para el régimen de vuelo puramente
incompresible, y que se fundamenta en una base tedrica ya muy estudiada y conocida. El otro es
el método de Hernandes-Soviero [18][19], que es valido para el caso compresible, tanto subsénico
como supersénico. A diferencia del método anterior, la base tedrica en la que se apoya este método
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no es tan conocida, y no hay ninguna referencia que la explique por completo. En la literatura,
sélo se dispone de unas pocas referencias que tratan algunas partes de forma aislada y, a veces, no
lo hacen para el caso 2D no estacionario (que es el caso del presente Proyecto), sino para el caso
3D estacionario supersénico (que es andlogo). Ademds, la explicaciéon que dan Hernandes y Soviero
sobre su propio método [18][19] es un tanto criptica, y no deja claro el porqué de los pasos a seguir
en su algoritmo.

Gracias a esos métodos es posible calcular variables de especial interés del campo fluido como
son, entre otras, las fuerzas que actian sobre el perfil y la dindmica de vértices de la estela (es
decir, la traza de la estela). Las fuerzas que actian sobre el perfil se pueden calcular segin indican
los propios autores de los métodos, y son importantes de cara a cédlculos estructurales, puesto que
los eventos no estacionarios como las rafagas y los cambios bruscos de dngulo de ataque conllevan
incrementos del factor de carga. Por otro lado, la traza de la estela puede calcularse segin lo visto
en la referencia [6], y es de importancia para estudiar cémo la estela tras un perfil puede afectar a
otros en instantes posteriores. Esto sucede, por ejemplo, en los helicépteros, donde las palas de los
rotores se afectan mutuamente a través de la estela que dejan tras de si, o también en los vuelos en
formacién de cazas militares. También es el motivo de que, en los aeropuertos, un avién no pueda
despegar hasta que no haya transcurrido un tiempo minimo desde que despegé el avién anterior;
de lo contrario, se veria afectado por la estela de éste ultimo, lo que perjudicaria su control.

Figura 1: Estela turbillonaria tras un avidén que puede afectar a otros que aparezcan pos-
teriormente por el mismo lugar.

Los métodos anteriores tienen el inconveniente de que se ralentizan en un punto donde el
cdlculo computacional es muy costoso (“cuello de botella”). Asimismo, son de utilidad cuando el
movimiento del perfil es conocido, pero hay ocasiones en las que éste es precisamente la incognita,
y lo que se conoce son las caracteristicas dindmicas del perfil (modeladas, por ejemplo, a través de
muelles y amortiguadores que lo sujetan a una pared).

Asi pues, con la motivacién de mejorar los métodos numéricos comentados, y de promover a la
vez un enfoque alternativo al usado clasicamente en Aerodindmica no estacionaria, nace el presente
Proyecto, que tiene por objetivos:

= Explicar las bases de la teoria potencial linealizada no estacionaria sobre las que se apoyan los
métodos de Katz-Plotkin y Hernandes-Soviero. Esto es especialmente necesario para la parte
relacionada con el régimen compresible (en la que se fundamenta el método de Hernandes-
Soviero) puesto que, como se comenté antes, estd poco desarrollada en la literatura.
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= Exponer una adaptacién del método de Katz-Plotkin, utilizada actualmente en las clases
de Aeroelasticidad de la E.T.S.I. de Sevilla [6], y explicar el método de Hernandes-Soviero
de forma mucho mas detallada que la que ofrecen los propios autores. Es necesario senalar
que, puesto que la descripcién de Hernandes y Soviero de su propio método no es clara,
dicha explicacion es personal en algunos puntos, y puede diferir de la idea original de dichos
autores.

= Exponer como se calcula la dindmica de vortices en la estela a partir de los métodos anteriores,
segun lo mostrado en la referencia [6].

= Proponer mejoras que reducen el coste computacional del método adaptado de Katz-Plotkin
y del método de Hernandes-Soviero.

= Elaborar algoritmos que acoplen la dindmica del perfil con los métodos anteriores (capaces
de calcular las fuerzas aerodindmicas sobre el mismo), de tal forma que pueda obtenerse el
movimiento del mismo cuando éste sea una incognita, y lo que se conozca sean sus carac-
teristicas dindmicas. Con ellos, se obtendran los puntos de flameo y divergencia de distintos
perfiles, tanto rigidos como flexibles.

Son varias las aplicaciones que este Proyecto podria tener. Por ejemplo, seria de utilidad para
la docencia de asignaturas como Aeroelasticidad, en las que es necesario impartir un bloque de
Aerodinamica no estacionaria. A menudo, los estudiantes se ven desorientados por una gran can-
tidad de ecuaciones que requieren un alto grado de manipulacién matematica, o acaban prestando
mas atencion a su compleja resolucion analitica que a los resultados, que es donde realmente se
encuentran los conceptos fundamentales de la asignatura. Mediante los métodos Vortex-Lattice,
esto no sucede, puesto que se puede llegar a los resultados finales de forma maés directa y mads
intuitiva.

Por otro lado, también se podria obtener de forma numérica las velocidades de flameo y diver-
gencia de perfiles, tanto rigidos como flexibles, lo cual puede llegar a ser muy complejo de conseguir
de forma analitica. Por ejemplo, para el caso de un perfil rigido en régimen supersonico, es necesario
todo un trabajo de 60 péginas [14]. Para el caso de un perfil flexible en régimen subsénico compre-
sible, no hay resultados teéricos conocidos por el autor y el tutor de este texto. Sin embargo, una
vez se dispone del método numérico adecuado, calcular eso mismo es mucho mas sencillo, como se
muestra en el contenido del Proyecto.

Al mismo tiempo, puesto que los métodos anteriores permiten un estudio extenso sobre per-
files, son de aplicacién también para el diseno preliminar de alas de gran envergadura, palas de
aerogeneradores o cualquier aplicacion aeronautica en la que sea de validez la teoria bidimensional.
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Figura 2: Imagen de una bandera flameando (oscilando con una amplitud que no se amor-
tigua con el tiempo). La velocidad del viento para la cual se produce este fenémeno se
calculard mediante los métodos Vortex-Lattice que se explican en este texto.

Estructura y contribuciones del Proyecto

El Proyecto esta estructurado en cuatro capitulos que, en ocasiones, revisan aspectos ya estu-
diados por otros autores y, en otras, explican las contribuciones de este texto.

En el primer capitulo, se exponen los fundamentos de la teoria potencial linealizada no esta-
cionaria del flujo bidimensional alrededor de perfiles. Los conceptos que aparecen estan ya muy
estudiados y pueden encontrarse también en cualquier texto sobre el tema. Sin embargo, los méto-
dos numéricos hacen gran uso de dichos conceptos, por lo que conviene repasarlos previamente y
evitar asi que el lector tenga después que consultar otras referencias.

El segundo capitulo trata de la resolucién numérica del régimen puramente incompresible. Para
ello, se expone en primer lugar el método adaptado [6] de Katz-Plotkin [20]. Posteriormente, se
explican dos de las principales contribuciones del Proyecto, que son la modificacién que reduce el
coste computacional de dicho método y los algoritmos que lo acoplan con la dindmica del perfil
(de utilidad para los casos en los que el movimiento de éste sea desconocido).

El tercer capitulo recoge aspectos tedricos que no se han expuesto en el primero, que concier-
nen al régimen compresible y cuyo conocimiento es necesario para la comprension del método de
Hernandes-Soviero. El contenido del mismo es una adaptacién y extensién de lo publicado en otras
referencias ([5],[26]).

El cuarto capitulo habla sobre la resolucién numérica del caso compresible, tanto subsénico
como supersénico. Para ello, se explica primero el método de Hernandes-Soviero aunque, como se
coment6 con anterioridad, dicha explicacién es personal y puede diferir, en algunos puntos, de la
idea original de los autores. Posteriormente, se propone una modificacién que disminuye el coste
computacional de dicho método. Por 1ltimo, se propone también un algoritmo que lo acopla con
la dindmica del perfil, y que permite obtener, entre otros resultados, la velocidad de flameo de
un perfil flexible semiempotrado en régimen compresible, resultado no encontrado en la literatura
disponible ni por el autor ni por el tutor de este Proyecto.

Tras estos capitulos, se comentan las principales conclusiones del Proyecto y se proponen algunas
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lineas futuras de investigacion. Hay también cuatro anexos en la parte final, de los cuales dos tratan
sobre el calculo de ciertas variables e integrales, y los otros dos son contribuciones de este Proyecto
al estudio de aspectos que no se encuentran explicados en otras referencias:

s La validez de la férmula de Wagner en t = 0: Dicha férmula aparece frecuentemente en la
literatura como la que determina la sustentacién tras un cambio brusco del dngulo de ataque
en el caso incompresible. Sin embargo, se comprueba en el anexo A que la férmula sélo es
vélida para t > 0% y que no lo es para el instante ¢ = 0, en el que la sustentacién debe ser del
tipo delta de Dirac. La intensidad de dicha delta (es decir, el drea encerrada por la misma)
también se calcula en ese anexo.

s La circulacion alrededor de un torbellino en el caso compresible no estacionario: A diferencia
de lo que sucede en el caso incompresible, dicha circulacién no tiene por qué ser igual a la
intensidad del torbellino, sino que depende de varios factores como la curva sobre la que se
calcula o el movimiento del propio torbellino. En el anexo D se exponen varios ejemplos que
ilustran este fendémeno.

Por dltimo, se incluye la bibliografia de interés.






Capitulo 1

Fundamentos tedricos (I):
Ecuaciones generales

1.1. Introduccion

En la imagen 1.1 se muestra un perfil sometido a una corriente uniforme y constante en el
tiempo que posee velocidad U,,. Se puede establecer un sistema de referencia ortogonal xz tal que
el eje x es paralelo a la corriente incidente y el eje z pasa por el borde de ataque del perfil. Este
sistema de referencia xz es tal que el perfil no se mueve horizontalmente, sino que es la corriente
la que incide sobre el mismo con velocidad Uy,. Hay dos fenémenos que otorgan al campo fluido
alrededor del perfil un cardcter no estacionario: (i) el movimiento vertical del perfil, determinado
a través de las coordenadas del extradds z.(t,x) y del intradds z;(t,z), y/o (ii) la presencia de
rafagas verticales, que son zonas que el perfil ha de atravesar donde el aire se mueve con velocidad
Wy

o

T

Figura 1.1: Esquema de un perfil volando a velocidad horizontal constante U y vertical
variable, determinada por ze(t,z) y zi(¢,x), y que puede estar también sometido a una
rafaga vertical de aire wy,. El sistema zz se traslada horizontalmente con el perfil.

El campo fluido alrededor del perfil estd gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes. Sin
embargo, a dia de hoy su resolucién es bastante compleja y computacionalmente muy costosa,
por lo que es necesario simplificar el problema de tal forma que queden ecuaciones mas sencillas
de resolver y que proporcionen buenos resultados. En este capitulo se aborda la obtencién de
dichas ecuaciones, con sus correspondientes condiciones de contorno, y que seran resueltas de
forma numérica en capitulos posteriores. Las ecuaciones son similares para los casos (i) y (ii), salvo
una condicién de contorno que se discutird en el apartado 1.5. A grandes rasgos, el proceso a seguir
consta de diferentes etapas:

= Distinguir primero en qué zonas de caracteristicas diferenciadas se puede dividir el campo
fluido, para realizar luego una serie de hipdtesis y simplificar asi las ecuaciones de Navier-
Stokes (apartado 1.2).

11
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= Deducir que el campo de velocidades es irrotacional (apartado 1.3), lo cual permitird reducir
el nimero de incégnitas a una sola, que es el potencial, y obtener las demas variables a partir
de ella.

= Observar que el problema es linealizable en torno a las condiciones en el infinito aguas arriba,
y obtener la ecuacién linealizada del potencial, con sus correspondientes condiciones linea~
lizadas de contorno (apartados 1.4 y 1.5). De esas condiciones de contorno, hay una que
ha de interpretarse de cierta forma de cara al desarrollo de los modelos numéricos y que se
discutird en el apartado 1.8.

El capitulo concluye con un apartado adicional (1.10) en el que se introducirdn dos fenéme-
nos importantes y que seran estudiados maés adelante mediante métodos numeéricos, que son la
divergencia y el flameo.

1.2. Ecuaciones simplificadas de Navier-Stokes. Barotropia

En la imagen 1.2 se muestra un perfil sometido a una corriente Uy,. Debido a la presencia del
perfil, el flujo se divide en varias regiones:

N\)—)I

O |
U c
: \QQ

—

Figura 1.2: Zonas en las que se divide el campo fluido.

= Zona I, que ocupa la mayor parte del espacio, caracterizada porque la viscosidad es despre-
ciable. En efecto, tomando, por ejemplo, los datos caracteristicos de un avién, como longitud
del perfil ¢ ~ 1m, velocidad Uy, ~ 100m/s y viscosidad dindmica del aire v ~ 1075m?/s,
se puede comprobar que el ntiimero de Reynolds caracteristico es Re ~ 107 > 1.

= Capa limite sobre el perfil (II): zona en la que la corriente pasa de tener la velocidad del
perfil (en la superficie del mismo), que serd mucho menor que Uy, a tener la velocidad de
la corriente potencial, del orden de Uy, y en la que los efectos viscosos son importantes.
Si los dngulos de ataque son pequenos y el nimero de Reynolds grande (como es el caso),
permanecerd adherida al perfil y su espesor serd muy reducido (§ ~ ¢/ Re!/? a lo sumo), por
lo que no jugara un papel importante en el cdlculo de la sustentacién sobre el perfil.

= Estela (II1): zona delgada que juega un papel importante en el caso no estacionario subsénico,
ya que la vorticidad que alli se genera influye sobre el campo de velocidades en el perfil. A
su vez, la vorticidad generada en la estela depende del movimiento previo de éste, por lo que
la estela guarda asi memoria de la historia anterior y provoca que ésta influya en el campo
fluido en instantes posteriores. Esto no sucede en el régimen supersénico, ya que en él las
pertubaciones no se pueden transmitir aguas arriba.

Se supone que el espesor del perfil y el dngulo de ataque son pequenos, lo cual permite modelar
el perfil como un segmento situado entre x = 0y x = ¢. Asimismo, se supone también que los efectos
viscosos de la estela estan confinados en una regién de pequeno espesor, por lo que se modelara la
estela como una semirrecta que nace en = ¢ y se extiende hasta x — oo. En ambos (perfil y
estela) hay singularidades y se produce una discontinuidad de velocidades, como se explicard mas
adelante.
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La capa limite sobre el perfil, como se ha mencionado antes, se supone adherida al mismo
y no juega un papel importante para la corriente exterior al perfil y la estela. Por ello, queda
finalmente que el campo fluido se puede modelar por una semirrecta coincidente con el semieje ™,
que contiene al perfil y a la estela, rodeada de un fluido no viscoso (véase figura 1.3).

z

Fluido no viscoso

Perfil

Fluido no viscoso

Figura 1.3: Esquema de la simplificacién del campo fluido, en el que se observa que el
perfil y la estela ocupan el semieje ™, mientras que el resto del plano estd ocupado por
un fluido no viscoso.

Las ecuaciones que gobiernan la zona no viscosa se obtienen eliminando los términos despre-
ciables de las ecuaciones de Navier-Stokes. Ademaés de los términos relacionados con la viscosidad,
también son despreciables los términos relacionados con las fuerzas gravitatorias y con la conduc-
cién de calor, ya que los nimeros de Froude y de Peclet son grandes:

U3 (100m/s)?

Fr = ~ T =10° > 1
" gc  10m/s?-1m >

Pe=Pr-Re~0.7-10">1

Introduciendo las simplificaciones anteriores en las ecuaciones de Navier-Stokes se obtienen las
ecuaciones de Euler:

» Ecuacién de continuidad:

Dp
— -V = 1.1
Di +pV-v=0 (1.1)
= Ecuacién de cantidad de movimiento:
Dv Vp
— 4+ —=0 1.2
= Ecuacién de la entropia:
Ds
— =0 1.3
Dr (1.3)

Téngase en cuenta que el operador D/ Dt representa la derivada siguiendo a la particula D/Dt =
0/0t+v-V. La ecuacién de cantidad de movimiento es vectorial y proporciona 2 ecuaciones escalares
en un problema bidimensional, por lo que en total se tiene un sistema de 4 ecuaciones y 4 incégnitas
(2 variables de estado y 2 componentes de la velocidad).

De la ecuacién (1.3) se deduce que cada particula fluida tiene entropia constante. Como todas
ellas proceden de una regién uniforme, se concluye que todo el campo fluido tiene la misma entropia.
Para un fluido compresible, esto se escribe como:

’% = cte (1.4)
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Este resultado es muy importante puesto que implica que existe una relacién de barotropia (es
decir, la densidad del fluido depende de la presién) tanto para el caso compresible, dada por (1.4),
como para el incompresible (p = cte), y esto, a su vez, implica que el movimiento es irrotacional,
como se vera a continuacion con el teorema de Bjerkness-Kelvin.

1.3. Teorema de Bjerkness-Kelvin. Irrotacionalidad y den-
sidad de circulacién

Sea C una curva cerrada que se mueve con el fluido y sea I' la circulacién sobre la misma,

definida como:
I'= §1§ vdl
c

La derivada de la circulacién alrededor de dicha curva estd determinada por:

Dr Dy 4 D

oL 1.
Dt Dt « " Dt (15)

El primer término de la derecha de la ecuacién anterior se calcula a partir de la ecuacién (1.2):

—dl 75 ——dl i (1.6)
c P

Si se hace uso de la condicién de barotropia, se tiene que dp/p ha de ser una diferencial exacta y,
por tanto, la integral anterior igual a cero. En efecto, para un liquido, la densidad es constante,

por lo que:
d
P _ _§1§ d (p> =0 (incompresible) (1.7)
c

c P P

Para un gas, pueden combinarse las relaciones termodinamicas:

de +d (p)
p
1
—pd () + Tds
0

donde h y e son la entalpia y la energia interna por unidad de masa, respectivamente. Eliminando
de y utilizando que la entropia es constante (ds = 0), se obtiene que:

dh

de

dh = dp/p (1.8)

y, por ello:

W = —% dh =0 (compresible) (1.9)
cPp c

El segundo término de la parte derecha de la ecuacién (1.5) también es nulo, como se demos-
trard a continuacién. Para ello, ha de tenerse en cuenta que la variacién de un elemento diferencial
de linea fluida viene dada por (véase figura 1.4):

vt + dl+ d(dl) = dl + (v + dv)dt

lo cual implica que d(dl) = dvdt y, por ello:

2o ()
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di+d(dl) i g

A(t + dt)
vdt (v+dv)dt
A(t) B(t)

dl

Figura 1.4: Variacién de un diferencial de longitud de una linea fluida.

Sustituyendo entonces las relaciones (1.6) - (1.10) en la ecuacién (1.5), se tiene que:
br
Dt

lo cual equivale a decir que la circulacién en dicha curva no varia con el tiempo.

0

El teorema de Bjerkness-Kelvin es muy importante puesto que, como se vera a continuacion,
explica la generacion de circulacién sobre un perfil, la cual estd intimamente ligada con la sustenta-
cién (véase apartado 1.7). Ademds, permite demostrar que el campo de velocidades es irrotacional,
salvo en una zona singular ocupada por la capa limite sobre el perfil y la estela, donde la vorticidad
es no nula (V x v # 0). En efecto:

= Generacion de circulacion: Considérese una curva cerrada ABEF, que se mueve con el fluido,
como la de la figura 1.5. En el instante inicial, el perfil estd en reposo respecto al aire y la
circulacion en dicha curva es nula, y asi debe permanecer a lo largo del tiempo segun el teo-
rema de Bjerkness-Kelvin. Cuando el perfil comienza a moverse, la viscosidad y la geometria
del perfil hacen que se generen torbellinos en el borde de salida que se convectan aguas abajo
con la corriente, generando circulacién en CDFE. Para mantener nula la circulacién en la
curva ABEF, en la region ABCD se genera una circulacién en sentido contrario, que es la
responsable de la sustentacién del perfil.

A D F
—_ to="0
B C E
A D 1 F
to =1t @(‘ (G (G o ¢
B E

C G

Figura 1.5: Esquema de la generacién de circulacién como consecuencia del teorema de
Bjerkness-Kelvin.

= [rrotacionalidad del campo de velocidades: Témese ahora, con el perfil ya en movimiento,
una linea fluida cerrada C' aguas arriba. Puesto que en dicha zona el flujo es uniforme, se
tendrd que la circulacién en dicha curva es nula, y asi lo serd para cualquier instante de
tiempo. Sea S la superficie encerrada por C' en un instante cualquiera. En virtud del teorema

de Green, se tiene que:
Oz% v-dI:/(va)~dS
c s

Puesto que C' es una curva genérica, se tiene que V x v = 0, es decir, el campo de velocidades
es irrotacional y, por tanto, proviene de un potencial v = V¢, tanto en el caso incompresible
como en el compresible. Nétese que esta conclusion sélo es valida para la zona no viscosa, y
no se cumple para la zona del perfil (en la que no se puede definir v, al estar ocupada por
un sélido) ni para la estela, que es una superficie de discontinuidades.
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= Vorticidad en el perfil y la estela: La capa limite sobre el perfil y la estela se comportan como
fuentes de vorticidad, es decir, como puntos en los que V x v # 0. En efecto, volviendo a la
imagen 1.5 y tomando la curva ABGH (cuyo interor serd S), se tiene que la vorticidad no
puede ser nula en toda la superficie S, ya que, en general:

F:/S(va)-ds;éo

Como la zona no viscosa es irrotacional, han de ser el perfil y la estela quienes aporten la
vorticidad necesaria para generar la circulacién. Puesto que, segtin la teoria linealizada, el
perfil y la estela se modelan como una semirrecta situada en el semieje 2T, se supondra que
dicha vorticidad se consigue a partir de una distribucién lineal de torbellinos situada en el
mismo lugar, como se muestra en la figura 1.6. La distribucién de torbellinos tendra una

= Vxv=0
Perfil >
% OC\C\EC\'C\C\'C\C\C\JC@(@)
(¢, zo
‘ C
Vxv=0

Figura 1.6: Ubicacién de la distribucidn lineal de torbellinos. Téngase en cuenta que dicha
distribucién puede estar superpuesta a otro tipo de distribuciones elementales que no
generen vorticidad.

intensidad ~y(¢, x), también llamada densidad de circulacién, que se define de tal forma que
(véase figura 1.6):

[(t,z) = §£Cvdl = /OI ~(t, xo)dxzg (1.11)

La densidad ~(¢, ) tiene un claro significado fisico que se explicard en el apartado 1.6. Nétese
que el razonamiento anterior no implica que el perfil y la estela puedan sustituirse exclusi-
vamente por una distribuciéon de torbellinos. En principio, dicha distribuciéon podria estar
superpuesta a otra que no generase vorticidad. No obstante, se vera en capitulos posteriores
que, en el caso del problema no estacionario, la distribucién de torbellinos es suficiente para
caracterizar el perfil y la estela.

1.4. Ecuacion linealizada del potencial

El hecho de que el campo de velocidades sea irrotacional permite reducir las ecuaciones (1.1)
- (1.3) que gobiernan el problema a una sola de una incégnita, que es el potencial de velocidades.
Calculado éste, es posible obtener todas las variables deseadas (velocidades, presiones, etc.). Por
ello, es conveniente deducir su ecuacién y las relaciones que lo ligan con el resto de variables.

Para ello, se hard uso de una hipétesis que simplifica notablemente las ecuaciones. Esta es la
de pequenas perturbaciones, que es adecuada cuando los dngulos de ataque y el grosor del perfil
son pequenos, y no hay separacién de la capa limite sobre el perfil. En ese caso, el perfil y la estela
modifican muy poco el flujo con respecto al incidente, y cualquier cualquier magnitud v del campo
fluido puede expresarse como 1 = 1o, + ¢’, donde la variable v’, denominada de perturbacion,
satisface 9’ < 1. Esta hipdtesis permitird linealizar las ecuaciones entorno a su valor aguas
arriba y facilitara su resolucion.
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En particular, para el caso bidimensional que se esta estudiando, la velocidad y el potencial se
escribirdn como:

v = Usxu;+V = Ux +u)u, +w'u, (1.12)
¢ = oo+ ¢ (1.13)
donde ¢ se define de tal forma que Usu, = V. De esta forma, se puede deducir que:

o9’

= = 1.14

u o (1.14)
o¢’

= — 1.15

w P (1.15)

Las ecuaciones linealizadas se obtendran a continuacién, distinguiendo dos casos: liquido in-
compresible (densidad constante) y fluido compresible (densidad variable).

1.4.1. Ecuacion linealizada del potencial para un fluido incompresible

Para el caso de un fluido incompresible, al ser la densidad constante, la ecuacién de continuidad
(1.1) queda como:
V-v=0
Puesto que v = Ugu, + V¢', se tiene:
V3¢ =0 (1.16)

que es la ecuacién de Laplace.

Es 1til relacionar la perturbacion de presién con el potencial de perturbacién, ya que a partir
de ella se obtendran las fuerzas sobre el perfil. Esto se consigue a partir de la ecuacién de cantidad
de movimiento, escrita de la forma:

ov v? Vp
at+V<2>v><(V><v)+p—O (1.17)

Si ahora se hace uso de que V x v =0, v=V¢ y p = ps se tiene que:

— -t =22yt (1.18)

Si se usan variables de perturbacién, se tiene en cuenta que v? = (Uy +u/)% +w'? ~ U2 +2U ' y
se utiliza la relacién (1.14), entonces queda una expresién que relaciona la perturbacién de presién
con el potencial de perturbacién, que viene dada por:

0 0
/__ 7 . /
P = —peo <8t+Uooax>¢ (1.19)

1.4.2. Ecuacion linealizada del potencial para un fluido compresible

Para el caso de un fluido compresible, la relacién entre la perturbacién de presion y la pertur-
bacién de densidad se obtiene linealizando la ecuacién (1.4):

/ /
r_, 2 (1.20)

P Poo
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Se puede relacionar la entalpia con el valor del potencial. Para ello, se parte de la ecuacion de
cantidad de movimiento en la forma dada por la relacién (1.17) y se usa la relacién barotrdpica
(1.8), quedando que:

ov

ot
Haciendo uso de nuevo de la definiciéon de ¢ y de que V x v = 0, se tiene que:

0 v? B
V~<8t+2+h)—0

2
+v<”2>—v><(V><v)+Vh=0

lo que conduce a la ecuacion de Euler-Bernouilli no estacionaria para gases:

dp  v? 09 U2
E‘F;‘Fh—w‘i—T—f—hO@ (1.21)

Si se tiene en cuenta que v? = (Us + ¢/)? + w'? =~ U2 + 2Uu’ y se opera en la relacién de
Euler-Bernouilli, se tiene que:

r_ (9 9\

Con la ecuacion (1.22) ya se tiene una relacién entre una de las variables de estado y el potencial
de perturbacién. Puede obtenerse la relacién entre otra variable de estado (perturbacién de presion)
y dicho potencial linealizando la siguiente relacién termodindmica:

Lo TP
vy—1p

y combindndola con las relaciones (1.20) y (1.22), obteniendo:
0 0
e (L v, L) 1.23
P = ( o4 %) " (1.23)

Nétese que esta ultima ecuacién coincide con la férmula (1.19) obtenida para la perturbacién de
presién en el caso incompresible.

Serd 1til también expresar la perturbacién de densidad en funcién del potencial de perturbacion.
Para ello, se combinan las ecuaciones (1.20) y (1.23), obteniendo:

f_ _Px (O 9\
F="a (8t+U°°8x)¢ (1:24)

donde a., representa la velocidad del sonido aguas arriba.

La ecuacién del potencial se obtiene a partir de la ecuacién de continuidad (1.1) escrita de la

forma: 5
a—i—i—v-Vp—i—pV-v:O
Teniendo en cuenta que dpso /0t = 0y que U /Ot = 0, sustituyendo (1.12) y (1.24) en la ecuacién

anterior y despreciando los productos de perturbaciones, se tiene:

2y L (0 OV,
V¢_ago (aﬁUmax ¢ (1.25)

Se puede probar que la relacién anterior corresponde a una ecuacién de ondas que se propagan
a la velocidad del sonido aguas arriba (a,) respecto de un foco que se convecta aguas abajo con
la velocidad de la corriente incidente (Uy). En efecto, témese un nuevo sistema de referencia Tz
que se desplace con el flujo incidente, como el de la figura 1.7.
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z z

Ut

Figura 1.7: Sistemas de referencia ligado al perfil (zz) y ligado a la corriente (Zz).

Las relaciones entre uno y otro sistema son:

t =t
T = TH+Uxt
Utilizando la regla de la cadena se tiene que:
0 0 0
a - oo ™
9 _ 9
or  Ox
9 _ 9
0z 0z
con lo cual, la ecuacién (1.25) se transforma en:
—2 1 9%¢
V¢ =5 — (1.26)
% Ot

que es la ecuacién de ondas. Dichas ondas se propagaran con velocidad a., respecto a un sistema
de referencia que se mueva con la corriente incidente, tal y como se muestra en la figura 1.8. En
ella, también puede apreciarse que, debido a la conveccién, las perturbaciones no afectan por igual
a todos los puntos del mismo (véase la diferencia entre los frentes de onda en el borde de ataque y
en el de salida). De hecho, a velocidades superiores a la del sonido, las perturbaciones sélo pueden
afectar a puntos que estén contenidos dentro del cono posterior de Mach.

a) Uso < G b) Uso > oo

U At

Figura 1.8: Transmisién de perturbaciones en el caso compresible. Por simplicidad, se han

dibujado sélo perturbaciones originadas en el borde de ataque del perfil. En un instante ¢,

el centro de la onda originada en el instante t — At se ha desplazado una distancia U At

aguas abajo y el radio de la misma tiene un valor acsAt. Para el caso supersénico, se
observa que todas las perturbaciones han de estar tras el cono de Mach.

Es conveniente notar que, para el caso de un perfil volando a bajos nimeros de Mach (M, < 1),
se pueden despreciar los efectos de compresibilidad y suponer que se halla en el seno de una corriente
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incompresible. En efecto, tomando érdenes de magnitud en la ecuacién (1.24), se tiene:

P/ oo (]— Uoo> ¢I
— o~ = + =) =
Po ag, tO & ¢oo
Puesto que, en problemas generales de Aeroelasticidad, el tiempo caracteristico del movimiento del
perfil tp es mayor o, a lo sumo, del mismo orden que el impuesto por la corriente ¢/Us, y el orden
de ¢ s Uc, entonces:
P/ poo
¢ /b
Es decir, las variaciones relativas de p estan a otra escala inferior a las variaciones relativas del
potencial, que ya de por si son pequenas puesto que asi se definen las variables de perturbacion. Por
ello, pueden despreciarse las variaciones de densidad y suponer asi que el fluido es incompresible,
y utilizar la ecuacién de Laplace (1.16) en lugar de la de ondas (1.25).

~ ML <1

Otra forma de llegar a la misma conclusién consiste en adimensionalizar la ecuacién (1.25) con
las variables ¢, Uso, ¢ y to, obteniendo:

to o 19  Us 9\,
gb%v%,:q&%o I )
c a2, \to Ot c 0T
El simbolo “se utiliza para denotar las variables adimensionales. Teniendo en cuenta de nuevo que,
en general, ty es mayor o del mismo orden que ¢/U,,, entonces:

N 9  o\2%. .
V2§ = M2 (Ucto(%+3§:> ¢~ MY << 1

por lo que se puede tomar la aproximacién V2¢’' = 0, que es la ecuacién que corresponde al caso
incompresible.

1.5. Condiciones de contorno

Las ecuaciones del potencial (1.16) y (1.25) han de estar acompanadas de una serie de condi-
ciones de contorno para ser resueltas. Para que éstas sean lo més generales posibles, ademas del
movimiento vertical del perfil se tendré en cuenta la presencia de rafagas verticales wg(t, ) como
las de la figura 1.9. De esta forma, la perturbacién de velocidad vertical sobre el eje x serd w’ +w,.

wg, (t) z N wg(t, )

v TM

Figura 1.9: Esquema de un perfil atravesando una rifaga. La velocidad vertical que incide

sobre el borde de ataque en cada instante se denota por wy, (t), mientras que la que incide

sobre un punto cualquiera = del perfil se denota por wy(t,z). Puesto que la rifaga se
convecta con la corriente, se verifica wy(t,z) = wy, (t — ¢/Uss).

Las condiciones de contorno son:

1. Infinito no perturbado: Se impone puesto que, muy lejos del perfil, el campo de velocidades
no se ve afectado por la presencia del mismo. Mateméticamente, esto se escribe como:

v =V¢ =0 si |r| = oo (1.27)
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2. Impenetrabilidad: La velocidad relativa entre el fluido y el perfil debe ser tangente a las
superficies (extradds e intradés) del mismo. La ecuacién que representa este hecho fisico se
puede obtener a partir de la expresién de ambas velocidades:

v = (Us+d)uy+ (wy+w)u,
0z
Vp = 67:112

donde z, son las coordenadas del extradés o del intradds, segiin convenga. Restando, se
obtiene la velocidad relativa entre ambas:

ot

Si se impone que esta velocidad debe ser proporcional a un vector tangente a la superficie
del perfil, por ejemplo, dzu, + dz,u,, entonces:

0z
v—vy,=Us+u)u, + <wg—|—w'— p) u,

/ 82?
Wy +w' — E %
Us +/ ox
Despreciando v’ frente a U, queda:
t t
w'(t,z, zp(t,x)) = W + Umw — wy(t, )

Dado que el grosor del perfil es muy pequeno (z, < c), en vez de imponer la condicién anterior
sobre la superficie real del perfil, se impondréd sobre z = 0, simplificando asi los céalculos.
Denotando e por el extradds e i por intradds, se tiene finalmente que, para 0 < z < ¢:

0z (t, ) 0ze(t, )
/ + _
w'(t,x,z=0") 9 +Ux D wy(t, x) (1.28)
_ 0zi(t,x) 0zi(t, )
/ —
w'(t,xz,z=07) = 5 + Uso o wy(t, x) (1.29)

Un razonamiento similar, aunque mas grafico, puede realizarse a partir de la figura 1.10. En
ella, se halla representado el triangulo de velocidades formado por los movimientos del fluido
y del perfil, y a partir del cual se puede hallar la velocidad relativa entre ambos.

0zp
et} : fil
ot W +w guperfici® per

g dz,

V=V,

dx

Uy + '

Figura 1.10: Esquema de las velocidades del fluido y del perfil y de un diferencial de
superficie del mismo.

3. Continuidad en la estela: Témese un rectangulo como el de la figura 1.11, de dimensiones
H x dx y de masa por unidad de longitud m;,;. Aplicando la ecuacién de conservacién de la
masa, queda que:

(P + 0') [ (t, 2,2 = 0F) + wy(t,z)] do =
(pOO + pl) [w’(t,x, = 0_) + wg(ta J})] dx + mlat + mint (130)

donde 1h4; representa el gasto masico por unidad de longitud que se escapa por las paredes
laterales. Despreciando los productos de perturbaciones y haciendo el limite H — 0 (con lo
que Mnt, Myqar — 0) se tiene la condicién de continuidad en la estela:

w'(t,z,z=0")=w'(t,r,2=0") (1.31)
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w'(t,z, 2 =0") + w,(t, x)

Viat

Estela

w(t,z,z2=07) +wy(t, x)

>

dzx

Figura 1.11: Esquema de un rectdngulo diferencial que atraviesa la estela y sobre el que
se aplica la ecuacién de continuidad.

4. FEquilibrio en la estela o condicion de Kutta generalizada: Puesto que la estela es una superficie
de discontinuidad sin masa, es necesario que la presion en la parte del extradés sea igual a
la presion en la parte del intradds. Si se utiliza la ecuacién (1.23), que relaciona presién y
potencial de perturbacién, se tiene que:

(53 + s ) (@ = 60 =0 (1:32)

Nétese que, en el caso estacionario (9/9t = 0), la condicién de Kutta quedaria como u, = u},

que es su expresién mas conocida.

De cara a comprender los métodos numéricos que se desarrollan en los siguientes capitulos,
es esencial entender que la condicién de Kutta implica que los torbellinos de la estela han de
convectarse con la corriente incidente. No obstante, ello requiere primero cierta manipulacion
matematica que permita relacionar el salto de potencial con la densidad de circulacion. Esto
se hard en el apartado 1.6.

5. Teorema de Bjerkness-Kelvin: tal y como se vio en el aparado 1.3, la circulacién total generada
por los torbellinos del perfil y la estela ha de ser nula. Por ello:

/00 ~y(t,x)dx =0 (1.33)
0

1.6. Relaciones entre salto de potencial, circulacion y dis-
continuidad de velocidades

Es conveniente relacionar la densidad de circulacién en el semieje 2+ (donde se hallan el perfil
y la estela) con el salto de potencial y la discontinuidad de velocidades en dicha zona. Para ello,
témese un rectangulo R como el de la figura 1.12; en el que los lados AB y CD se suponen muy
préximos al eje horizontal, y el lado AD esté colocado en z = 07, donde todavia no ha aparecido
ninguna discontinuidad.

La circulacion, que se medird en sentido horario, se obtiene a partir de la formula:
B C T
L(t, x) :§£ v-dl= / udxg — / udxg = / (ue(t, zo) — ui(t, zo))dzo
R A D 0

Si ahora se relaciona con la definicién de densidad de circulacién, dada por la ecuacién (1.11), se
tiene que:
Yt x) = ue(t, ) — u; (¢, x) (1.34)

La ecuacion anterior implica que la densidad lineal de circulacién sobre el perfil y la estela debe
estar asociada con un salto de velocidades tangenciales del mismo valor.
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Figura 1.12: Rectangulo ABCD sobre el que se calcula la circulacién T'(¢, x).

Al mismo tiempo, si se hace uso de la definicién de ¢, y se tiene en cuenta que el potencial sélo
es discontinuo en el lado BC, que es el inico que atraviesa singularidades, entonces:

r(t7) = 7% 06 = 6(B) — 6(C) = ¢'(B) — #(C) = ¢ (t.) — &(t.2) (1.35)

Es decir, la circulacién acumulada desde xzg = 0 hasta xy = z estd relacionada con el salto de
potencial en x.

1.7. Fuerzas por unidad de longitud sobre el perfil

Es interesante hallar expresiones que permitan relacionar variables conocidas del campo fluido
con la sustentacién y resistencia (por unidad de longitud) que experimenta el perfil. Estas fuerzas
se podrian calcular, en principio, integrando las presiones que actiian sobre la superficie del mismo.
No obstante, si se supone (como se ha estado haciendo hasta ahora) que el perfil es infinitamente
delgado, al integrar sélo se obtendra una fuerza perpendicular a la linea media, y no se estard te-
niendo en cuenta la succién en el borde de ataque, que aparece debido al rebordeo de la corriente
por el mismo (ver figura 1.13). Por ello, es preciso obtener una expresion para la fuerza de succién
y sumarla a la fuerza obtenida por integracién directa de las presiones sobre el esqueleto del perfil.

FNormaI

F Succién

Figura 1.13: Esquema de las fuerzas que actiian sobre el perfil. La fuerza normal es calcu-
lable integrando las presiones obtenidas suponiendo perfil infinitamente delgado. La fuerza
de succidn ha de afiadirse para tener en cuenta el efecto del rebordeo de la corriente. Foto-
grafia modificada de http://jeb.biologists.org/content/206/23/4191/F5.expansion.html.

Para el caso subsénico, dicha succién Fg,. fue estudiada por Garrick [13], quien obtuvo que
esta fuerza era horizontal, de sentido opuesto al de la corriente incidente y de valor:

2
Foye =mp [ lim ’y(t,x)\/f] (subsénico)
z—0t
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Para el caso supersénico no hay rebordeo, por lo que:

Fo.=0 (supersénico)

De esta forma, la sustentacion [ por unidad de longitud puede calcularse a partir de la férmula:

1) = [ it.2) = (t.0))ds
0
Utilizando las relaciones (1.23) y (1.35), se tiene que:

1(t) = pooUsoL(t, €) + poo /C oLt z) dx (1.36)

0 ot
que es la generalizacién de la férmula de Kutta para el caso no estacionario.

Por otro lado, la resistencia d queda como:

¢ 0z, 0z;
d(t) = ede_ zdz _Fsuc: e — Pig d _Fsuc 1.
0= etz piz) | (n 5z =052 ) as (137

Es conveniente senalar que, en el caso estacionario, se verifica d = 0 de acuerdo a la paradoja
d’Alembert. Ademds, para algunos casos no estacionarios como movimiento arménico, es posible
que la fuerza de succién sea mayor que la fuerza debida a la distribucién de presiones, por lo que
la resistencia deja de ser una resistencia como tal y pasa a ser una fuerza propulsiva. Es asi como
se explica que los pajaros puedan volar hacia delante batiendo sus alas verticalmente [31].

Existe otra forma de calcular las fuerzas sobre el perfil que consiste en establecer un volumen
de control muy grande, que contiene al perfil y a la estela, y hacer un balance de cantidad de
movimiento del fluido asociado él. Sabiendo la fuerza que actia sobre el fluido, se podra conocer
también la fuerza que actia sobre el perfil por el principio de accién y reaccién. Esto ha sido
realizado por Bai, Li y Wu [2] para el caso incompresible.

1.8. Conveccion de torbellinos de la estela con la corriente
incidente

Como se senalé en el apartado 1.5, es importante ver que la condicién de Kutta implica que
los torbellinos de la estela se convectan aguas abajo con la corriente incidente. Para ello, tomese
ahora la condicién de Kutta (1.32) y sustitiiyase la relacién (1.35). Se tiene entonces que:

0 B
<8t + Uoo(%c) T'(t, ) =0

Si se deriva la ecuacion anterior respecto a x, entonces:

(;’t + Umaax) y(t,z) =0 (1.38)

La expresién anterior implica que un observador que viajase con la corriente incidente siempre veria
la misma densidad de circulacién a su lado. En efecto, supéngase que dicho observador esta situado
en x en el instante ¢ y ve una densidad de circulacién (¢, z). Al cabo de un instante dt, se hallard en
el punto = + Usdt y verd una densidad de circulacién v(t + dt, x + Uxdt). La variacién de v que
percibe el observador en dicho intervalo dt sera:

Yt +dt, x + Usedt) — y(t,x) _ 0y O _
dt TR




1.9. Descomposicién en problemas estacionario y no estacionario 25

v(t, )

‘—% Estela en t

—>

Usodt

‘—% Estela en t + dt

vt + dt,x + Usdt) = y(t, x)

Figura 1.14: Esquema de la conveccidn de torbellinos de la estela con la corriente incidente.
Por simplicidad, sélo se representa el movimiento de uno de ellos.

Es decir, en el caso no estacionario, la condicién de Kutta implica que los torbellinos de la estela
se convectan aguas abajo a una velocidad Us,. Este hecho serd fundamental de cara al desarrollo
de los modelos numéricos que se exponen en los siguientes capitulos.

Ademsds, este fenémeno implica que el campo fluido guarda memoria (en el caso subsénico)
de lo sucedido anteriormente. Esto se debe a que los torbellinos de la estela inducen velocidades
sobre el perfil, de tal forma que la solucién en un instante ¢ estd afectada (a través de la condicién
de impenetrabilidad) por toda la estela que se ha formado hasta ese momento y que contiene
informacién de lo sucedido previamente. Es por eso que en las soluciones tedricas existentes suelan
aparecer ecuaciones integro-diferenciales, ya que asi se relaciona la variacion de una magnitud en
un instante dado con la historia anterior de dicha magnitud. Esto se retomara y se vera con mayor
claridad en siguientes capitulos.

Notese también que lo anterior sucede s6lo para el caso subsénico, ya que en régimen supersonico
la informacion no puede transmitirse aguas arriba.

1.9. Descomposicion en problemas estacionario y no esta-
cionario

En general, las funciones z.(t, x) y z;(t, z) que denotan el extradds y el intradds del perfil pueden
separarse en dos componentes, una componente independiente del tiempo y la otra dependiente de
él. Por ejemplo, para el caso de un perfil rigido, la componente no estacionaria se debe a la geometria
de una placa plana y la componente estacionaria se debe a las lineas de espesor y curvatura (véase
figura 1.15):

i i i i
= + +
| * * * ’
Zes Zi Zpp Zc t2z
Total Placa plana Curvatura Espesor
(No estacionario)  (Estacionario) (Estacionario)

Figura 1.15: Descomposicidn de la geometria de un perfil rigido en componentes estacio-
naria y no estacionaria.

No estacionario Estacionario
—— —N—
ze(t,z) = Zpp(t, )+ ze(z) + 2(2)

2i(t, T) Zpp(t, )+ ze(z) — 2(2)
—_—— — ——

No estacionario Estacionario

Para un perfil flexible, en cambio, la curvatura es dependiente del tiempo, aunque el espesor sigue
siendo constante (véase figura 1.16):
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x ‘ x
Rey % Zc +2z
Total Curvatura Espesor
No estacionario)  (Estacionario)

]

Figura 1.16: Descomposicién de la geometria de un perfil flexible en componentes estacio-
naria y no estacionaria.

No estacionario Estacionario
— ~ =
ze(t,x) = ze(t,x)  +  z(x)
zi(t,x) = ze(t, ) —  z(x)
—— ——

No estacionario Estacionario

Es decir, para un perfil genérico, se puede descomponer z.(t,x) y z;(t,z) en una componente
estacionaria (E) mds otra no estacionaria (N):

ze(t,x) = =z
zi(t,x) = 2N(t,z)+ 2!

Tl
—~ o~
8
=

Noétese que la parte no estacionaria es la misma tanto para el intradds como para el extradds,
puesto que la dnica componente que no es idéntica para ambos es la debida al espesor (z;), que es
siempre estacionaria.

Ya que la ecuacién del potencial y las condiciones de contorno son lineales, es posible aplicar
el principio de superposicién y separar el problema en dos: uno estacionario y otro no, en el que
la tnica diferencia se halla en la condicién de impenetrabilidad. Denotando como E al problema
estacionario y N al no estacionario, dicha condiciéon queda de la siguiente forma:

= Problema estacionario:

» Problema no estacionario:

02N 02N
wN(t,z,z=0") =w™N(t,z,2=07) = %+Um57

El problema estacionario puede resolverse mediante teorias clasicas o métodos numéricos rela-
cionados con el ambito de la Aerodindmica estacionaria de perfiles. Este es un problema ya muy
estudiado y que no se tratard en el presente trabajo. Lo que aqui se abordara es la resolucion
numérica del problema no estacionario, que es de interés para aplicaciones como Aeroelasticidad,
ya que permite el estudio de fenémenos como el flameo.

1.10. Introduccion a la divergencia y el flameo

Una de las aplicaciones de los métodos numéricos que se implementaran en los siguientes capitu-
los serd la de calcular las velocidades de divergencia y de flameo de perfiles, tanto rigidos como
flexibles. Estos dos fenémenos representan un peligro para la integridad estrutural de aeronaves
y puentes y son por ello objeto de estudio de la Aeroelasticidad. Por ese motivo, es conveniente
hacer una breve introduccion sobre la naturaleza de dichos fenémenos.
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= La divergencia sucede cuando la posicién de equilibrio estdtico es inestable. A modo de
ejemplo, considérese el siguiente perfil:

c

Figura 1.17: Esquema de un perfil con un solo grado de libertad sometido a una corriente
uniforme.

Si este perfil sufre una perturbacién A« respecto de su posicién de equilibrio, sufrird un mo-
mento por unidad de longitud sobre el eje de rotacién (positivo en el sentido de encabritado)
igual a:

_ I R _ Y.
Am—Al(xe—c/él)—kaa—{2pooUmc<xe 4>le ka} A«

El momento sera restaurador (y el equilibrio estable) si los signos de Am y A« son distintos.
Esto implica que existe una velocidad Up, llamada velocidad de divergencia, a partir de la
cual el equilibrio es inestable, y que viene dada por la ecuacion:

1 c

—pecUbc (me - 7> ¢, —ka=0 (1.39)
2 4

Fisicamente, lo que sucede es que, a ciertas velocidades, las fuerzas aerodindmicas (que son

desestabilizantes) son tan grandes que las fuerzas eldsticas no pueden compensarlas.

= Por otro lado, el flameo se caracteriza porque la respuesta natural del sistema mecédnico en
cuestion deja de ser amortiguada. Considérese, por ejemplo, una barra de metal que sufre un
pequeno golpe. Si dicha barra esta en el vacio o en el seno de un fluido sin apenas movimiento
(por ejemplo, una habitacién llena de aire), sufrird una vibracién que tenderd a amortiguarse
con el tiempo. En cambio, si la misma barra sufre el mismo golpe pero estd sometida en
el seno de una corriente fluida (por ejemplo, viento), entonces entran en juego las fuerzas
aerodinamicas, cambiando la tasa de amortiguamiento del sistema. En general, cuanto mayor
sea la velocidad de la corriente, mayor serd el tiempo que tarde en amortiguarse la respuesta,
hasta que llega un punto en el cual la respuesta no se amortigua nunca y mantiene una
oscilacién arménica. Eso es lo que se conoce como flameo. Nétese que, en esta situacion, se
extrae energia del fluido, tanta como la disipada por las fuerzas de amortiguamiento.

En la figura 1.18 se puede apreciar el flameo experimentado por las alas de un planeador.
Ademas, este fenémeno se puede presentar también en edificios, puentes y otras construccio-
nes civiles. En particular, un caso muy famoso es el del puente de Tacoma, que se destruyé en
1940 a causa del flameo (figura 1.19).
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Figura 1.18: Imagen de un planeador que presenta un modo asimétrico de flameo en las alas.
Fotografia obtenida de la pagina http://www.dg-flugzeugbau.de/dg1000-flattern-e.html.

Figura 1.19: Puente de Tacoma flameando. Fotografia obtenida de la pdgina
https://sites.google.com /site/puentescolgantesxxi/home/tipos-de-tableros-en-los-
puentes-colgantes.



Capitulo 2

Método Vortex-Lattice para el
caso incompresible

2.1. Introduccion

En el capitulo 1 se hizo una descripcién general de la fisica que gobierna el flujo de aire alrededor
de un perfil en el caso no estacionario. Entre otras cosas, se vio que: (i) el perfil y la estela podian
sustituirse por una distribucién lineal de torbellinos (¢, x), (ii) que los torbellinos de la estela
debfan convectarse aguas abajo con la corriente incidente y (iii) que la circulacién total entre el
perfil y la estela debia ser nula.

En este capitulo, se expondra un método que hace uso de esa fisica (en especial, de los aspectos
(i)-(iil)) para hallar el valor de (¢, z) y obtener luego otras variables del campo fluido, para lo cual
es preciso definir primero el torbellino elemental (apartado 2.2). Dicho método es una adaptacién
[6] del método de Katz-Plotkin que consiste en suponer los ejes ligados al perfil y los vértices,
tanto del perfil como de la estela, situados en el eje z = 0 (de acuerdo a la teoria linealizada).
Se ha comprobado que esta aproximacién, utilizada actualmente en las clases de Aeroelasticidad
de la E.T.S.I. de Sevilla, estabiliza el método propuesto por Katz y Plotkin en la referencia [20].
En particular, las variables del campo fluido cuyo cédlculo se expondra son las fuerzas que actian
sobre el perfil, y se estudiard también la dindmica de vértices en la estela (apartado 2.4), esto es,
la traza de la estela cuando se convecta aguas abajo. Ademas de explicar el método, se obtendran
algunos resultados con él y se compararan con algunas referencias existentes.

El método adaptado de Katz-Plotkin tiene el inconveniente de que presenta un punto en el
cual el calculo se ralentiza, debido a que ha de efectuarse una operacién computacionalmente muy
costosa (“cuello de botella”). Para solucionar este problema, se propone una modificacién que
acelera los cdlculos, sin que esto conlleve pérdida apreciable de precisién (apartado 2.5).

Por otra parte, el método adaptado de Katz-Plotkin es de utilidad cuando el movimiento del
perfil, dado a través de z, = z,(¢,x), es conocido. Sin embargo, hay ocasiones en las que no se
conoce dicho movimiento, sino que es incégnita. Por ejemplo, considérese un perfil, sometido a una
corriente, del que se conocen sus caracteristicas maésicas y dindmicas (normalmente representadas
mediante muelles y amortiguadores que lo sujetan a una pared). Si se perturba la posicién de
equilibrio estatico de dicho perfil, éste describird un movimiento que, a priori, es desconocido. Pues
bien, para esos casos, se propone un método que acople las fuerzas aerodindmicas (mediante el
algoritmo adaptado de Katz-Plotkin) con la dindmica del perfil, de tal forma que pueda obtenerse
su movimiento a lo largo del tiempo (apartado 2.6). Esto serd de utilidad para hallar los puntos
de divergencia y de flameo de perfiles, tanto rigidos como flexibles.

29
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2.2. Ecuaciones para la distribucion de torbellinos y des-
cripcion del torbellino elemental

En el capitulo 1, se mostré que las ecuaciones y condiciones de contorno que rigen el problema
no estacionario para el caso incompresible son:

= Ecuacién principal, escrita en términos del potencial de perturbacion:
Vi =0 (2.1)

o en términos del campo de velocidades de perturbacion:

V-v=0 (2.2)
= Condicién de infinito no perturbado:
v—0; |r| > o0 (2.3)
= Condicién de impenetrabilidad:
w(t,x,zz()i):%—i—Uw%—wg(t,m); 0<z<c (2.4)
= Continuidad en la estela:
w(t,z,z=0") =w(t,z,2=07); z>c (2.5)
= Condicién de Kutta: o .
E+U%:0;x>c (2.6)

= Teorema de Bjerkness-Kelvin:

/000 Y(t, o)dzo =0 (2.7)

Noétese que, por comodidad, se han omitido las tildes que aparecian en las ecuaciones para las
variables de perturbacion. Este abuso de notacién se debe a que, en lo que sigue, se manejaran sélo
dichas variables.

También es preciso mencionar que z,(¢,x) es ahora la componente no estacionaria de las coor-
denadas del extradds y del intradds, y que se explicé en el apartado 1.9.

Para resolver las ecuaciones (2.1) - (2.7), es necesario introducir primero una solucién elemental
llamada torbellino (ver figura 2.1), que es una singularidad que genera un campo de velocidades
dado por la expresion:

L >0 (2.8)
V=——uy r )
omr

donde I es la intensidad del torbellino, y » y 6 son las coordenadas polares que se indican en
la figura 2.1. Es facil comprobar que: (i) dicho campo de velocidades proviene de un potencial
¢ = —(T'0)/(27), (ii) induce una circulacién I" en sentido horario sobre cualquier curva cerrada que
encierre al torbellino y (iii) su divergencia es nula. Ademds, ha de notarse que la relacién anterior
tiene sentido para r > 0. Para el caso r = 0, se considerard que v = 0, ya que un torbellino no
induce velocidad sobre si mismo.

La distribucién lineal de torbellinos que ocupa el lugar del perfil y la estela, y de la que se
hablaba en el capitulo 1, es una extensién de la singularidad puntual anterior a una linea. En
ella, cada elemento dzg tiene asociada una densidad de circulacién (¢, xg) y se comporta como un
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Figura 2.1: Esquema en el que se ilustra el campo de velocidades generado por un torbellino

elemental (azul). El vector velocidad apunta siempre en direccién del vector ugy (celeste),

tal y como se muestra mediante las lineas de campo (verde). Ademds, el médulo de la
velocidad depende sélo de 7, de la forma que se muestra en la grafica (magenta).

torbellino puntual de intensidad dI" = (¢, zg)dxo. Desarrollando (2.8) y utilizando el principio de
superposicién, se tiene que el campo de velocidades viene dado por:

z [ ~(t, zg)
bl VA 2.
u(t, z, z) o ), (@ NE ZQdﬂUO (2.9)
1 7 (t, zo) (% — wo)
2.1
w(t,x, z) 2/0 (=29 1 22 dxg (2.10)

dl' = ~vdzxg ~(t, zo)

Figura 2.2: Esquema en el que se ilustra la distribucién «y(¢, x) de torbellinos que sustituye
al perfil y la estela. Mediante dicha distribucidn, puede considerarse que, en cada punto
Zo, hay un torbellino puntual de intensidad dI" = ~(t, zo)dxo.

Puede comprobarse que una distribucién (¢, o) adecuada es la que genera el campo fluido
gobernado por las ecuaciones (2.2) - (2.6). En efecto, la divergencia del campo de velocidades es nula
en virtud del principio de superposicién, sea cual sea (¢, zg), satisfaciendo as{ (2.2). Asimismo, las
condiciones de infinito no perturbado (2.3) y de continuidad en la estela (2.5) también se satisfacen
automaticamente. Por otro lado, si se define w, como:

0z 0z
a—t” + Uooa—; (2.11)

wy(t,x) =
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entonces la condicién de impenetrabilidad quedaria de la siguiente forma:

1 > 7(t7 $0)
— ———dxg = wy(t,x) —wy(t,z); 0<x<c 2.12
27_‘_‘%0 To— T 0 p(a ) 9(7 )7 = = ( )
Notese que la integral anterior ha de resolverse en términos del valor principal de Cauchy. Esto
se debe a que ha de eliminarse la la singularidad que aparece en xy = x, ya que este término
representa la velocidad inducida por un torbellino sobre si mismo, y ésta es nula, como se vio
anteriormente.

Por tanto, ha de encontrarse una distribucién de vorticidad ~y(¢,x) que verifique la ecuacién
(2.12), la condicién de Kutta (2.6) y el teorema de Bjerkness-Kelvin (2.7). Una vez encontrada, es
posible hallar el campo de perturbacién de velocidades a través de las ecuaciones (2.9) - (2.10) y
cualquier otra magnitud deseada a partir de lo estudiado en el capitulo 1.

Nota acerca de la discontinuidad tangencial de velocidades en el perfil y la estela:
En el capitulo 1, se senalé que la densidad de circulacién (¢, z) llevaba asociada un salto de
velocidades tangenciales que venia dado por la ecuacién (1.34):

Y(t, ) = ue(t, z) — ui(t, x)

Sin embargo, el torbellino elemental mostrado en la figura 2.1 induce u = 0 en el semieje =+, y
podria pensarse que asi deberia suceder con la distribucién lineal de torbellinos, ya que en el fondo
ésta es una superposicién de torbellinos diferenciales. En ese caso, podria parecer que u, = u; = 0
y que no se cumple la ecuacién anterior.

No obstante, puede comprobarse que el argumento anterior no es correcto, que u. y u; Son no
nulos en general en la zona del perfil y la estela y que, en efecto, se verifica la ecuacién (1.34).
Para ello, témese un punto P situado en el extradds, muy cerca del eje = (es decir, z no nulo pero
tendiendo a cero). Para ese punto, la perturbacién de velocidad horizontal serd:

1 e t
ue(t,z) = — lim / Mdayo
2m 220 | Jo (w0 — )% + 22

La integral anterior se puede descomponer en otras tres integrales:
[e'e] Tr—e€ r+e [ee)
0 0 xr—e x+e
—— N———
(1]

——
2] (3]

donde € es un valor muy pequenio, que también tiende a cero. Al hacer el limite z — 0, las integrales

[1] ¥ [3] se anulan, mientras que la integral [2] podria dar un valor no nulo, ya que el denominador

del integrando se anula para xo = x. Puesto que € es muy pequeno, la integral [2] puede aproximarse

por:
xr+e x+e
27y(t, zo) / z
——— —dxg ~ (¢t ——d
/x—e (70 — 2)2 + 22 xo =~ (t, ) . (w0 —2)2 122 Zo

que, a su vez, se puede resolver mediante el cambio de variable g — x = z tan(n). De esta forma,
queda finalmente que u, vale:

t
v(t,2) lim atan (E)
z

s €,z2—0

ue(t,x) =

El valor del limite depende de cémo se haga tender a la vez a cero € y z. Puede verse en la figura
2.3 que, cuando P estd muy cerca del extradds, a una distancia z, la regién de torbellinos que
influyen en su velocidad, de longitud 2e, es infinitamente méas grande que z. De no ser asi, se
estarfan excluyendo torbellinos que podrian influir en la velocidad en P.

Asi pues, €¢/z — o0, por lo que wu.(t,z) = y(t,x)/2. Si se tiene en cuenta que el campo de
velocidades es antisimétrico respecto del eje x, es decir, u(t, z, z) = —u(t,x, —z), entonces se tiene
que u;(t,z) = —y(t,x)/2 y, por tanto, y(t,z) = ue(t, ) — u;(t,x), como se querfa demostrar.
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a) b)
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P(x,z—0) e
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Figura 2.3: Esquema en el que se ilustra la situacién del punto P(z, z) (azul) y el intervalo

de longitud 2¢ (verde) utilizado en las integrales anteriores. En la parte izquierda (a), se

muestra que, visto a escala del tamafio de la cuerda ¢, z y € son, simplemente, distancias

muy pequefias (z,e — 0). Sin embargo, en la parte derecha, se muestra que, visto a escala

del tamafio de ¢, se debe cumplir que z/e — 0. De lo contario, se estaria excluyendo la
influencia de algunos torbellinos sobre P.

2.3. Meétodo adaptado de Katz-Plotkin para w, conocido

2.3.1. Descripcion del método

El método Vortex-Lattice que se presentard en este apartado es una variante [6] del descrito
por Katz y Plotkin [20]. Como se explicé en la introduccién de este capitulo, dicha variante se
diferencia del método original en que, como se verad a continuacién, utiliza unos ejes ligados al
perfil y supone los torbellinos del perfil y de la estela situados en el semieje z+, lo cual lo hace més
estable.

Este método trata de averiguar cudl es la distribucién (¢, ) en el perfil y la estela y que, como
se ha visto, es suficiente para obtener cualquier variable del campo fluido. En particular, resultan
de especial interés para estudios de Aeroelasticidad hallar la sustentacion y el momento de cabeceo
sobre el perfil. Por ello, se presentara ahora dicho método, que permite calcular esas dos variables
para un perfil cuyo movimiento z, = z,(¢, ) es conocido, y que puede estar también sometido a
una rafaga wy (¢, z), también conocida.

Para ello, se divide el panel y la estela en pequenos segmentos (llamados paneles), y se les
asigna a cada uno de ellos una densidad de circulacién constante. A su vez, la variable tiempo se
discretiza en T instantes de simulacién separados por un intervalo At, de manera que los instantes
k=1,...,T suceden cuando t; = (k — 1)At.

En un instante k, hay IV paneles en el perfil y T' paneles en la estela. Los paneles estdn numerados
de modo ascendente, de tal forma que el primero (j = 1) es el correspondiente al borde de ataque y
el ltimo (j = N+T) es el més alejado del mismo (véase figura 2.5). Como se vera mas adelante, los
T — k ultimos paneles de la estela tendran densidad de circulaciéon nula, ya que ésta no habra tenido
tiempo de llegar hasta ellos.

Para un panel cualquiera j, es conveniente definir:

» Longitud (h;): los paneles del perfil tendrén todos la misma longitud h, = ¢/N, aunque el
método seria el mismo en caso de adoptar un mallado diferente. Por otro lado, los paneles
de la estela tendrdn una longitud h, que ha de ser igual (ya se entederd por qué) a la
distancia recorrida por la corriente incidente durante el At elegido para la simulacion, es
decir, hy, = UsxAt. Por comodidad, se denotard h; a la longitud de un panel genérico j, de
tal forma que hj =h,sij=1,..., Nyhj=hysij=N+1,..., N+T.

= Densidad de circulacion e intensidad de torbellino: cada panel tendrd asociada una densidad
de circulacion constante vj’-“ = 7, (tx). En ocasiones, a efectos de calculo, dicha densidad de
circulacion se supondra concentrada en un torbellino puntual de intensidad T? = hj’yj’?.
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= Punto de centrado de torbellino: estd situado a 1/4 de la longitud del panel, y es donde se
ubica el torbellino puntual. Su coordenada x se denota por z,.

= Punto de colocacion: estd situado a 3/4 de la longitud del panel, y es donde se aplicard la
condicién de impenetrabilidad. Su coordenada x se denota por z;.

k_ ok
Tj—’yjhj
Sy SN
Lyg; Le,
h;/4 h;/4

Figura 2.4: Esquema en el que se ilustra un panel j y sus principales elementos.

Supdéngase que, en un instante dado k — 1, con k£ > 1, se conocen todas las intensidades de
torbellino de los paneles. Como consecuencia de la condicién de Kutta, al cabo de un tiempo At,
los torbellinos se habran desplazado aguas abajo una distancia U, At, que es justamente la longitud
de los paneles de la estela (y, por ello, la distancia entre sus puntos de colocacién). Asi pues, en el
instante siguiente k, los torbellinos de la estela se habran desplazado al panel contiguo, quedando
como incognitas las intensidades de torbellino de los paneles j = 1,..., N+1, tal y como se muestra
en la figura 2.5.

L
e
2
227 _
2

o I? v

h, he = Uso At

Figura 2.5: Esquema en el que se ilustra la base del algoritmo. En azul, se representan
los paneles del perfil; en verde, los paneles afectados por la estela; y en negro, los paneles
donde afectara la estela en instantes posteriores. La intensidad de los torbellinos asociados
a estos Ultimos paneles es nula, puesto que la estela atin no ha llegado hasta ellos. Entre
los instantes tx—1 y tx, los torbellinos de la estela se desplazan un panel hacia la derecha,
debido a la condicién de Kutta. Por tanto, si en un instante tx_1 se conocen las intensidades
de todos los torbellinos, en el instante t; sélo se desconoceran las correspondientes a los
N + 1 primeros paneles.

Para hallarlas, han de obtenerse N 4 1 ecuaciones. De ellas, N proceden de aplicar la condicién
de impenetrabilidad (2.12) sobre los N puntos de colocacién del perfil:

N+k Tk
j .
———— = wy(tk, Tc,) — Wy (lk, x¢,); i=1,...,N
j; 27T(~ng _Ici) P( C) 9( C)

mientras que la ecuacién restante aparece al imponer el teorema de Bjerkness-Kelvin (2.7):

N+k

ZT?zO
j=1
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lo cual resulta en un sistema lineal de IV 4+ 1 ecuaciones con N + 1 incognitas. Manipulando las
expresiones anteriores, este sistema se puede escribir de forma matricial como:

_ 1 1 _ o
- - s
2n(zg, — Tey) 27 (xgy  — Tey) Tk ————
. . ) 1 wp(tk, Tey )
1 1 p— : J—
27T(x91 - xCN) 27r(x9N+1 - xCN) * Wpl\lk) Tey
L 1 e 1 | =xk 0
=A
=Wg
—_——
wg(tka xq)
wg(tkv xCN)
0
_ e _
=B
~ o Z
1 1 TN+2
27T(IL'9N+2 - Icl) ZW(IQN+T - xcl) b
: . : k Tk
1 1 Nl (2.13)
27T($9N+2 — Tey) 27r(ng+T ~ Te) T’va-o-;" =0 |
J=N+k
k
> T
j=N+2
——
L =S _

Noétese que el producto BZI{» es un vector que contiene las velocidades inducidas por los torbellinos
N + 2 a N + T sobre los puntos de colocacién del perfil, mientras que S representa la suma de
intensidades de los torbellinos N +2,..., N + k.

El hecho de completar el vector zli- con ceros obedece a que asi las dimensiones de B y del propio
z% no dependen de k, lo cual es més eficiente en términos numéricos. Més adelante (apartado 2.5)
se comentaran también formas de efectuar el producto lefr y ganar eficiencia aprovechando que
zX puede llegar a tener gran parte de sus componentes nulas.

Asi pues, las intensidades de torbellino del perfil y del primer panel de la estela pueden obtenerse
a partir de la expresion (2.13) que, escrita en forma compacta, queda:

k A_1|:W11§W]g(BZI§\:|

A partir de éstas, es posible calcular la circulacién acumulada I'(¢, ) mediante la expresion:

I =T (tg, zg,) = / V(tr, xo)do ~ Z hﬂﬂk - Z T§
o .
Jj=1

j=1

Esta circulacién acumulada se calculard para los paneles del perfil. No ha de confundirse F?, que
es la circulacion acumulada en el instante k& por todos los torbellinos desde el primer panel hasta el
j-ésimo, con T;‘? , que es la intensidad de torbellino del panel j en el k-ésimo instante. Por motivos
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de eficiencia numeérica, es conveniente escribir la expresion anterior en forma matricial:

1 0
Iy L1 1Y
=1 . . : (2.15)
k : : .' k
Iy 1 1 1 Tx
Dr

Una vez conocidas las densidades de circulacién ’y;-“ = T? /h; v la circulacién acumulada F?
en los paneles del perfil, puede calcularse la distribucion de presiones Ap = p; — p. a partir de la
férmula (1.23):

ol'(t, x)
ot

de tal forma que a cada panel se le asocia una presién uniforme dada por:

Ap(t, ‘T) =Di (tv :E) — Pe (tv ‘r) = Poo + PooUoo’Y(t7 1')

rk — k-1

Conocida ésta, es posible hallar la sustentacion y el momento de cabeceo sobre el borde de ataque
(por unidad de longitud) como:

A I S O |
mh | T -y, oz

Téngase en cuenta que m se considera positivo cuando representa un momento de encabritado.

Aplf ~hy
: (2.17)
Ap?v . hN

Un resumen de los distintos pasos del algoritmo se halla esquematizado, de forma muy simpli-
ficada, en el diagrama de flujo de la figura 2.6.

Para las simulaciones en las que intervengan rafagas (que se supone viajan con la corriente
incidente), es aconsejable escoger unos valores de h, y At tales que la réfaga se propague un
nimero entero de paneles sobre el perfil, es decir, Usxx At = nhy, n € N. Esto evitard la aparicién
de oscilaciones numéricas.

2.3.2. Comparacion con resultados conocidos de Aerodinamica no esta-
cionaria

Para ver la precision del método, se compararan resultados obtenidos mediante el mismo con
otros tedricos, ya conocidos, de Aerodindmica no estacionaria. En particular, se calculardn la
sustentacién y/o el momento de cabeceo sobre una placa plana debido a: (i) un cambio siibito en
el dngulo de ataque, (ii) una rafaga escalén y (iii) movimiento arménico del perfil.

Para eliminar la dependencia con el mayor numero posible de pardmetros, se representaran
el coeficiente de sustentacién ¢; = 1/(1/2 - pooU2 ) y el coeficiente de momento sobre el borde
de ataque ¢, = mo/(1/2 - poUZ2.c?), que serd positivo en el sentido de encabritado, frente a
parametros adimensionales caracteristicos del problema.

Cambio subito del dngulo de ataque (problema de Wagner)

Supéngase un perfil de semicuerda b que se halla volando en condiciones estacionarias y que,
de repente, su angulo de ataque experimenta un cambio stibito de valor «. Debido a ese cambio
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Calcular matrices constantes:
A~! B, Dr,..

I

Inicializar circulacién en instante anterior T'(tg_1, ),
vector con las intensidades de los torbellinos N +2,..., N+ T
y circulacién acumulada por éstos .S:
1 = 0nx1, 2% = 0(r_1)x1, S =0

I

@

e O
i
Evaluar velocidades inducidas por los torbellinos N +2,... , N +T
Wk = Bzk

I

Evaluar la velocidad que deberia tener
el fluido por impenetrabilidad (datos conocidos):
Wk — Wk
P g

|

Evaluar intensidades de los torbellinos 1,..., N + 1 en t:
Kk
x5k =A"" [ W

— Wg — Bz’?r
-S
retener las componentes pertenecientes al perfil
Tk =xK(1:N)
y obtener circulacién I'(¢, z):
Tk = DpYX

I

Evaluar distribucion de presiones sobre el perfil:
y Fk _ I\kfl ]_'\k
P*=poo——m— Usow—
Evaluar cualquier fuerza generalizada que
interese como, por ejemplo, la sustentacion:
Wtgs1/2) = hp [l ... 15] PX
Pasar los torbellinos de la estela al panel siguiente
2y (T 1) =

- T xl-}(N+1)]

7%
y actualizar otras variables:
I\k—l — Fk
S = S+xE(N+1)

k=k+1

Figura 2.6: Diagrama de flujo propuesto para esquematizar el método adaptado de Katz-
Plotkin. El simbolo [] que aparece en uno de los bloques denota que se han de eliminar las

componentes del vector sefialadas entre pardntesis.
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brusco, el perfil experimenta un periodo transitorio en el cual el coeficiente de sustentacién varia
desde su valor estacionario inicial ¢;, hasta alcanzar su valor estacionario final ¢;, +27a. Se supone
que el perfil se halla fijado de tal forma que no presenta ningin tipo de movimiento vertical ni de
giro (tras el cambio sibito) a pesar de la variacién de fuerzas aerodindmicas.

El problema puede ponerse como suma de otros dos: el estacionario original més un problema
incremental. Es éste ltimo el que corresponde al ambito de la Aerodindmica no estacionaria, y
el que se estudiard a continuacién. Si se desea, las soluciones obtenidas pueden sumarse a las del
problema estacionario original, que se supone conocido.

La solucién tedrica fue estudiada por Wagner, quien obtuvo que:

aq = 2mad(s)
1
Cmo = —C] 1

donde s = Uuot/b es una medida adimensional del tiempo y ¢(s) es la funcién de Wagner, cuyo
célculo se puede encontrar en la referencia [11].

La solucién numérica se puede obtener imponiendo z, = —zy + az, donde 2y es cualquier
constante, lo que conduce a:
wp(t,x) = —Usotx
Por otro lado, al no haber rafagas:
wy(t,z) =0

Los resultados tedricos y numéricos coinciden, salvo por la presencia de un pico al inicio de la
solucién numérica, tal y como se muestra en la figura 2.7. En ella, puede verse que la sustentacién
es la mitad al inicio que cuando se alcanza el régimen estacionario (¢ — o), en cuyo caso la
sustentacién es conocida (¢; = 27a). Lo mismo sucede con el coeficiente de momento sobre el
borde de ataque, ya que, en este tipo de movimiento, la sustentacion permanece siempre aplicada
a 1/4 de la cuerda, por lo que momento y sustentacién estdn siempre en la misma proporcién. La
discrepancia inicial entre el método numérico y la soluciéon de Wagner se halla justificada en el
apéndice A.

Rafaga escalén (problema de Kiissner)

En este caso, el perfil se halla volando en condiciones estacionarias hasta que penetra en una
rafaga vertical wg, (t) = woo(t) como la de la figura 2.8, donde o(t) es la funcién escalén unitario.
Ademas, a pesar del incremento de sustentaciéon que experimente debido a la rafaga, el perfil se
halla fijado de tal forma que no presenta ningin tipo de movimiento vertical ni de giro.

Como ya se hizo con el problema de Wagner, se supondré que la situacion estacionaria original es
conocida y se estudiard soélo el incremento de sustentaciéon [ respecto a la misma. Dicho incremento
de sustentacién fue estudiado analiticamente por Kiissner, quien obtuvo la férmula:

l= 27TpooUoobw0¢(3)
donde 9 (s) es la funcién de Kiissner, cuyo cdlculo se detalla en [21].

La solucién numérica se obtiene imponiendo z, = 0y wy (¢, z) = wy, (t—2/Usx) = woo(t—2z/Us)
(véase figura 1.9). De nuevo, los resultados tedricos y numéricos coinciden, como se muestra en la
figura 2.9. En ella, puede verse también que la sustentacién es nula al comienzo, cuando la rafaga
aun no ha afectado al perfil, y va aumentando progresivamente hasta alcanzar su valor estacionario,
dado a través de ¢; = 2mwy/Us.
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a=1,N=100; T =12001 a=1,N=100; T =12001
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Figura 2.7: Comparacion entre los resultados obtenidos numéricamente mediante el método
Vortex-Lattice y los obtenidos tedricamente por Wagner para un perfil que experimenta
un cambio sibito a = 1 en su dngulo de ataque.

Figura 2.8: Esquema de un perfil que atraviesa una rifaga escalén de velocidad wq. El
perfil se halla sujeto de tal forma que siempre tiene velocidad horizontal U .

Movimiento arménico (problema de Theodorsen)

La placa presenta ahora un movimiento caracterizado por dos grados de libertad: h, que es el
desplazamiento vertical hacia abajo del eje de giro (también llamado eje elastico); y a, que es el
giro alrededor del mismo. La posicién del eje de giro se denota por x.

Al ser armoénico, cualquier magnitud ¢ podra representarse mediante un fasor 1[) tal que:

v = R(pe™)

Los fasores h, & y las variables w y z. determinan la sustentacién y el momento de cabeceo
a través de la férmula de Theodorsen, que aparece con detalle en [11]. Por otro lado, la solucién
numérica se consigue a partir del fasor de z:

Zy = —h—a(r —x.)

Usando la relacién (2.11) y la definicién de fasor, esto conduce a:

Wy = jwz, + Uoo%% = —jwh — [Uso + jw(z — z.)] &
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Conocido ,, ya s6lo hay que introducir w, = R(w,e’*?) y w, = 0 como variables de entrada en

WO/Uoo =1, N=200; T =2000

Vortex-Lattice
1 x  Kussner i
.................. Estacionario
0 1 1 1 T
0 2 4 6 8 10

Uw-t/c

Figura 2.9: Comparacién entre los resultados obtenidos numéricamente mediante el método
Vortex-Lattice y los obtenidos tedricamente por Kiissner para un perfil sometido a una
réfaga escaldn de intensidad wo/Us = 1.

Figura 2.10: Grados de libertad que describen el movimiento de un perfil rigido.

el programa y ejecutar.

Los resultados para una placa cuyo movimiento estd caracterizado por B/c =0.01, « = 0.03 +
0.04j, wb/Uysx = 2.5y x./c = 0.65 se muestran en la figura 2.11, en la que puede apreciarse
que los resultados vuelven a coincidir. Que la precisiéon para el movimiento arménico sea alta
serd fundamental para el estudio de la velocidad de flameo de perfiles puesto que, como es sabido,

el movimiento es armonico en dicha situacion.
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Figura 2.11: Comparacién entre los resultados obtenidos numéricamente mediante el méto-
do Vortex-Lattice y los obtenidos tedricamente por Theodorsen para un perfil con moviento
arménico de traslacidn vertical y de cabeceo.

2.4. Dinamica de vortices en la estela

A continuacién, se expondrd un algoritmo visto en la referencia[6] que permite obtener la
evolucion de la forma de la estela a partir del método adaptado de Katz-Plotkin. Supéngase primero
que, en un instante k, se conocen las posiciones rf’ = (xf, zzk) de los torbellinos del perfil y de la
estela. Entonces, es posible calcular la velocidad inducida v¥ en cada uno de los torbellinos de esta
ultima. Como se ha visto antes, esto se puede conseguir a partir de la ecuacién (2.8) aunque, para
obtener resultados mas suaves, es mejor sustituir dicha férmula por la correspondiente al modelo
de Burgers, que tiene en cuenta efectos viscosos:

r (1 e/ )
v=——————Zuy r>0 2.18
27y o ( )
donde 7. es una constante, llamada radio caracteristico, de valor tipico r. ~ 0.03c. De esta forma,
la velocidad inducida vf sobre el torbellino correspondiente al i-ésimo panel se puede poner como:

z
xT

S Ntk oT (176*(%)2/’“3) {

SRS

}; i=N+1,...,N+k

[N

Z j=1,j#N+i 2 (75)2

kN2 _ (..k k)2 k E\2
donde (rij) = (xl —zj) + (zi —Zj) .

La ecuacién anterior es valida sélo para los torbellinos correspondientes a los paneles de la
estela (i = N+1,..., N +k), ya que se mueven con el fluido. El resto de torbellinos (i = 1,..., N)
se halla fuera del dominio fluido, al estar colocados sobre el perfil, por lo que no se puede aplicar
la ecuacién anterior sobre los mismos.

Notese también que las velocidades inducidas sobre los torbellinos de la estela son velocidades
de perturbacion, que han de sumarse a la de la corriente incidente. De esta forma, la posicién de
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los torbellinos de la estela en el instante siguiente k& + 1 puede calcularse a través de la férmula:
i =rf + (Usu, +vE) Aty i=N+1,...,N+k (2.19)

El subindice 7+ 1 de la ecuacién anterior se debe a que, en cada instante, el torbellino i de la estela
se desvincula de su panel y se asocia al panel contiguo. Por otro lado, si se desea, puede usarse
también alguna otra férmula explicita de integracién de mayor orden como las que se muestran en
el apéndice B.

La férmula anterior determina la posicién, en el instante k& + 1, de todos los torbellinos de la
estela, excepto del més cercano al borde de salida del perfil (i = N +1). Para ubicar a éste tltimo,
se supondré que se mueve de forma solidaria al perfil, es decir:

k+1  _
TNy = Tgnia
k+1
ZN+1 Zp (tk+1v %N+1)

A continuacién se muestran dos resultados de interés obtenidos a partir de los cédlculos ante-
riores: (i) estela tras un perfil que se mueve arménicamente, cuyo resultado puede compararse con
los datos experimentales obtenidos por Bratt [7], y (ii) estela tras un cambio sibito en el dngulo
de ataque, en el que se observa la aparicién de un torbellino de gran intensidad al comienzo del
movimiento (llamado torbellino de arranque).

Los resultados para el caso (i) se muestran en la imagen 2.12, en la que puede apreciarse que la
precision del método numérico es buena ya que, aunque no reproduce la forma de la estela de forma
totalmente exacta, si lo hace con un alto grado de aproximacién. Podria mejorarse el resultado
obtenido de dos formas:

= Sustituyendo la férmula (2.19) por una férmula de integracién de orden superior, como las
que se detallan en el apéndice B.

= Modificando el método Vortex-Lattice de tal forma que éste, a la hora de calcular las inten-
sidades de torbellino de los paneles, no suponga que éstos se hallan siempre sobre el eje x,
sino que tenga en cuenta su posicién real. Esto aumentaria la precisién, aunque tendria la
desventaja de que, entonces, las matrices de influencia de los torbellinos sobre los puntos de
colocacion no serian constantes, sino que habria que modificarlas cada instante de simulacién.
De esta forma, el coste computacional seria mucho mas elevado y, a efectos de calcular las
fuerzas sobre un perfil (que es un problema de mayor importancia en Aeroelasticidad), la
precisién obtenida hasta ahora es suficiente.

Por otro lado, los resultados para el caso (ii) se muestran en la figura 2.13, en la que se observa
un torbellino de gran intensidad, llamado torbellino de arranque, que aparece en la estela cuando
el perfil se ve sometido a cambios bruscos. En particular, lo que se observa en dicha imagen es
el torbellino de arranque correspondiente a un cambio stibito del dngulo de ataque (Aa = 1).
Puede comprobarse que la circulaciéon generada por dicho torbellino es antihoraria, puesto que,
por el teorema de Bjerkness-Kelvin, debe compensar la circulacién generada en el perfil (que va en
sentido horario, puesto que genera sustentacién).
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Figura 2.12: Comparacién entre la forma de la estela obtenida numéricamente (imagen

superior) mediante el método Vortex-Lattice y la obtenida experimentalmente (imagen

inferior) por Bratt [7]. El perfil posee un movimiento arménico de cabeceo determinado por

los parametros ﬁ/c =0.019 y wb/Us = 8.5789. Téngase en cuenta que, en las imdgenes,
el perfil estd situado a la derecha y que el flujo se desplaza de derecha a izquierda.
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Figura 2.13: Torbellino de arranque obtenido numéricamente.
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2.5. Optimizacion del método

El paso de mayor coste computacional del programa anterior corresponde al clculo de BzX.,
es decir, al cdlculo de las velocidades inducidas en los paneles ¢ = 1,..., N por los torbellinos
it=N+2,....,N+T. Esto se debe a que, conforme transcurre la simulacién, hay cada vez mas
torbellinos en la estela cuya influencia sobre el perfil ha de calcularse una y otra vez.

Por ello, para mejorar la eficiencia del programa, se estudiara a continuacién:

= Distintas formas de efectuar el producto BZl{«, para evaluar cudl es la mas eficiente.

= Una expresién aproximada que puede sustituir a le}, que es muy precisa y, a la vez, mucho
menos costosa de evaluar.

2.5.1. Formas de efectuar el producto Bzk

A la hora de efectuar el producto leff7 es importante tener en cuenta que zl} es un vector

cuyas T — k componentes finales son nulas (sélo las k — 1 primeras componentes son no nulas, véase
ecuacién (2.13)). Esto permite que haya tres posibles formas de efectuar dicho producto:

1. Seleccionar las componentes no nulas de z% y multiplicarlas por las correspondientes colum-
nas de B. Escrito de forma similar a una orden de MatLab':

B(;,1:k —1)z%(1:k 1) (2.20)

2. Declarar z%} como variable dispersa. Esto tiene la ventaja de que, al introducir la orden lefr,

el ordenador emplea un algoritmo especial en el que multiplica sélo las componentes no nulas
de z1-§- por las correspondientes columnas de B. Sin embargo, tiene la desventaja de que la
actualizacién de z% es ligeramente m4s lenta.

3. No declarar z%¥ como variable dispersa y efectuar siempre el producto completo Bz¥., sin
distinguir entre submatrices nulas y no nulas.

El célculo de BzX (y la posterior actualizacién de z%) han de efectuarse T veces durante
la simulacion. Por ello, para evaluar la opcién mas eficiente, se ha fijado un valor de T y se ha
calculado, para cada k = 1,...,T, el tiempo total empleado en dichas operaciones desde t; hasta
tx, segin la opcién elegida (1,2 6 3). Los resultados se muestran en la figura 2.14, en la que se
observa que:

= La opcién 1 es la més lenta, con diferencia, para valores de k grandes. Esto se debe a que, para
el ordenador, la instruccién (2.20) equivale a leer B(:,1:k — 1), almacenar temporalmente
B(:;,1:k—1), leer z%(1:k— 1), almacenar temporalmente z% (1:k — 1) y luego multiplicar las
variables almacenadas. Para valores de k altos, las matrices B(:,1:k — 1) y z%(1:k — 1) son
muy grandes, por lo que leerlas y almacenarlas una y otra vez supone un coste significativo.

= La opcién 3 es la méds lenta para valores de k pequenos, aunque las diferencias son mini-
mas. Esto se debe a que no aprovecha los elementos nulos de zX para reducir coste. Puede
comprobarse también que, para esta opcion, el tiempo total de célculo crece de forma lineal
con k, debido a que la operacién que efectiia en cada k (Bz]}) es siempre igual de costosa,
independientemente de k.

IDe este modo, A(:, k1 :k2) es una matriz formada por las columnas ki, ..., ks de A.



46 Capitulo 2. Método Vortex-Lattice para el caso incompresible

= La opcién 2 es siempre la més rapida, ya que, al declarar Zlfr como vector disperso, el orde-
nador emplea un algoritmo diferente en el cual sélo trabaja con los elementos no nulos de z%-
(a diferencia de la opcién 3) de forma directa, sin tener que extraer y almacenar submatrices
(a diferencia de la opcién 1).

T =8000
40 1 1 T T 1 T T
——— Opcion 1 /
©, 35F | —— Opcion 2
:(-; ——— Opcion 3 /
<
5 25 /
kel
)
© 20
o) /
kel
©
oL 15
a
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O 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
k

Figura 2.14: Tiempo total de célculo del producto Bz desde ¢; hasta t; como funcién
de k, segln se elija la opcidén 1, 2 6 3.

2.5.2. Aproximacién del producto Bz%

El hecho de declarar zX como vector disperso reduce el coste computacional, aunque éste
se puede reducir atin mas si se sustituye la expresién le-} por otra aproximada pero, a la vez,
suficientemente precisa y menos costosa de calcular.

Para obtener dicha expresién aproximada es necesario tener en cuenta que el producto Bz
representa las velocidades inducidas en los paneles 1,..., N (los del perfil) por los torbellinos de los
paneles N+2, ..., N+T. Ahora obsérvese la imagen 2.15, en la que se representan las velocidades
verticales inducidas a lo largo del perfil por dos torbellinos: uno situado cerca del perfil y, el otro,
lejos. Més adelante se aclarard qué se considera cerca y qué lejos. Como puede verse, el campo de
velocidades generado por el torbellino lejano es muy suave, por lo que puede aproximarse por un
polinomio en x. En cambio, el campo de velocidades inducido por el torbellino cercano presenta
grandes variaciones a lo largo de los paneles 1,..., N, por lo que es dificil de aproximar.

Esto permite dividir la estela en dos partes a partir de cierto instante de simulacion: region
cercana y region lejana. El punto de separacién entre ambas se halla en Tqpr0. que, en principio,
serd una variable de entrada del programa, aunque se recomienda tomar 4,05 = 10c. Sea kgproz Un
valor tal que la estela cercana se pueda considerar formada por los paneles N+1, ..., N+kqproz —1,
mientras que la lejana sea la formada por los paneles N + kqproz, - .., N + T, tal y como se muestra
en la figura 2.16. Puesto que en un instante k sélo las intensidades de los torbellinos de los paneles
1,..., N + k pueden ser no nulas, puede verse que la divisién anterior de la estela es efectiva para
k > Koprox- Es decir, para k < Kkgproz, atin no hay torbellinos en la seccién lejana de la estela.

Puede estimarse un valor de kqproq Si se tiene en cuenta que el intervalo de tiempo At escogido
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xolc =1.05

0.017

w/Y

0.016

x/c

Figura 2.15: Velocidades verticales inducidas sobre el perfil por un torbellino situado cerca
del mismo (imagen superior) y por otro situado /ejos (imagen inferior). La posicién de los
diferentes torbellinos viene denotada por xo.

I
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Perfil Estela cercana
1N N+1 o N+kopros — 1

Laprox

Figura 2.16: Divisién de la estela en las regiones cercana y lejana. Esta dltima regién

comienza a partir del primer panel situado a una distancia superior a Zaproz (que es una

variable de entrada del método Vortex-Lattice optimizado) del borde de ataque. El valor

de Kapros se define de tal forma que el panel N + kqproe coincida con dicho panel de inicio
de la seccién lejana de la estela.

para las simulaciones debe ser mucho menor que el tiempo de residencia sobre el perfil (At ~

(¢/Us)/100). En ese caso:
10c 10c

k ~— =
WTOT T Ry UsoAt
Es decir, la aproximacién es efectiva para simulaciones en las que haya del orden de mas de 1000
paneles en la estela.

~ 1000

Considérese un instante k& > kqpror. El campo de velocidades generado por los torbellinos de la
regién cercana de la estela (Weerca) presentard, en general, grandes variaciones a lo largo de los

paneles 1,..., N + 1, por lo que se ha de calcular de forma exacta, a través de la formula:
hN+2 hN‘f'k‘aprom_l
.. k
2m(an o= er) 2 (I-‘?NM@WOI—F“’CI) Thi2
Weerca = - (221)
B ANt kapros —1 k
5 Nt2 . ap TN—i—kapmm—l
(2o 2w S COTEN)
—zk
Serca
:Bcerca

A su vez, el campo de velocidades generado por cada uno de los torbellinos de la regién lejana de
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la estela se puede aproximar por un polinomio. Como el campo de velocidades generado por todos
los torbellinos de dicha regién (Wiejos) es suma de los campos de velocidades generado por cada
uno de los torbellinos, éste podra aproximarse también por un polinomio. Esto implica que no es
necesario calcular directamente la velocidad inducida sobre los paneles del perfil, sino que se puede
calcular sobre n < N paneles especificos, y obtener la velocidad inducida en el resto de paneles por
interpolacion. El pardametro n es una variable de entrada del programa, cuyo valor recomendado
esn =4.

Para ello, llamese pq,...,pnx a los n paneles donde se calcula la velocidad inducida por los tor-
bellinos de la seccién lejana de la estela de forma exacta. Para que éstos estén lo mejor distribuidos
posible sobre el perfil, se tomara:

L)

pi=T (1 +

n—
donde T es la funcién techo?. A modo de ejemplo, si n = 4, se tendrd p; = 1, pp = T(1+(N—1)/3),
ps =T (1+2(N—1)/3), pa = N. La velocidad sobre dichos paneles puede obtenerse a través de la
féormula:

FNtkapros _ hnigr

) — g — .

wle]os (ICPI ) m (mgNJrkaprom $CP1) 71-(ngJrT Tepy ) TN—HCaprom
. = : . : : (2.22)

Wiejos (mcpn) AN+ kapros o  hngr T?V_"_T

W 2m (x9N+kaproz —iCcp") 271'(CE»‘1N+T7:”cmL

; :Zk N
lejos
=Biejos

Ahora lldmese L;(z) al polinomio de Lagrange, de grado n— 1, que vale 1 en el punto de colocacién
del panel p; (L;i(z¢, ) = 1) y 0 en los puntos de colocacién de los paneles p;, con j # i (Li(xcpj) =
0, j # i). Entonces, las velocidades inducidas por la seccién lejana de la estela sobre los paneles
del perfil podran escribirse como:

wlejas(xcl) Ll (xc1) e Ln(xcl)
wlejos(ch) Ll(xCN) e Ln(xCN)
:Wlejos =L

Combinando las ecuaciones anteriores, se tiene finalmente que:
k k k .
BZ‘I‘ = chrca + Wlejos == Bcercazcerca + L (Blejoszlejos) 3 k Z kaprom

Es importante senalar que, para que de verdad se reduzca el coste computacional, es importante
respetar el orden de las operaciones indicado por el paréntesis de la ecuacién anterior.

Para un instante k < Kqproz, Puesto que todavia no hay torbellinos en la seccién lejana de la
estela, se tendra la siguiente igualdad:

k k .
BZ-r = Weerca = Bcercazcerc37 k< kaproa:

En la figura 2.17 se halla un diagrama de flujo en el que se esquematizan los cambios respecto
al método Vortex-Lattice original de Katz-Plotkin.

A continuacion, se examinaran los costes del algoritmo original y del algoritmo optimizado
mediante las aproximaciones anteriores. Por un lado, para el método original, ha de efectuarse el
producto BzX. repetidas veces. Puesto que B es una matriz de dimensiones N x (T — 1), y z%
es un vector con k — 1 componentes no nulas, el coste de efectuar el producto le-} una sola vez

2La funcién techo 7 (z) devuelve el menor entero que es mayor o igual que
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Inicio aproximacién Wk = Bzk.

k k
W = Bcercazcerca k< kaproz
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Figura 2.17: Diagrama de flujo en el que se muestran las modificaciones que se han de
implementar en el método adaptado de Katz-Plotkin para optimizarlo. Téngase en cuenta
que hay algunas variables que deben ser inicializadas previamente con los siguientes valores:
Zléerca = O(kapmx—Q)m
Zeerca = O(T—kaproz+1)x1
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crece como N (k — 1). Puesto que éste se efectiia desde k = 1 hasta k = T, el coste total asociado
crecerd como NT?/2.

Por otro lado, para el algoritmo optimizado se tiene que:

» Para k < koproz, ha de efectuarse la operacién indicada por la ecuacién (2.21). La matriz
Bcerca tiene dimensiones N X (kgproz — 2). A su vez, el vector zlc‘erca tiene kaprox — 2 com-
ponentes pero, para k < Kqproq, s6lo las k — 1 primeras componentes pueden ser no nulas.
Por ello, se recomienda declararlo como vector disperso, de tal forma que el coste de efectuar
una vez el producto BeercaZierea crecerd como N(k —1). Si se efecttia dicho producto desde
k =1 hasta k = kqproe — 1, se tiene que el coste total asociado crecerd como Nk?lpmz/Q.

= Para k > Kgproz, se tiene que calcular, por un lado, Weerca ¥, por otro, Wigjos. Puesto que
ahora zX_ .. es un vector sin elementos nulos, el coste asociado a calcular una vez Weerca
crece como N (kqprox —2). Por otro lado, atendiendo a las ecuaciones (2.22) y (2.23) y teniendo
en cuenta que Zjejos €5 0tro vector disperso con k — kgprop +1 componentes no nulas, se puede
deducir que el coste de calcular una vez Wigjos crece como n(k — kgproz + 1) + Nn. Si se
tiene en cuenta que n K N, kqproz, €l coste de calcular Weerca ¥ Wiejos desde k = kgprox

hasta k = T crece aproximadamente como NKaproz (T — Kaproa) + n(T? — k2 pr00) /2.

Por ello, el coste total desde k = 1 hasta k = T se comporta como Nkgproz(T — kaproz/2) +
n(T? — k2,.0,)/2. Para valores de T moderados, el término dominante de la expresién anterior
es Nkaproz (T — kaproz/2), que es siempre menor que el coste del método original, que va como
NT?/2. De hecho, el comportamiento con T es ahora lineal, y no parabélico, lo cual supone mayor
eficiencia. Por otro lado, para valores de 7' muy grandes, el término dominante es nT?/2, que es

también mucho menor que NT?/2.

En la gréfica 2.18 se muestra el tiempo de resolucién del problema de Wagner mediante el
método optimizado y mediante el método original, segin el ntimero 7' de paneles en la estela.
Puede comprobarse que el método optimizado es méas eficiente que el original.

Por otro lado, en la imagen 2.19 se muestra el error relativo cometido por el algoritmo opti-
mizado respecto del original. Puede verse que los errores son suficientemente pequefios (~ 1078)
como para validar el método. Ademads, todos los resultados que prosiguen a esta seccién se han
obtenido también con el algoritmo optimizado, y coinciden con los hallados en otras referencias.
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Figura 2.18: Tiempo de resolucién ts;, en segundos del problema de Wagner para el
método adaptado de Katz-Plotkin original y el método optimizado, como funcién de T
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Figura 2.19: Error relativo cometido en el calculo del coeficiente de sustentacién del proble-
ma de Wagner entre el método adaptado de Katz-Plotkin original y el método optimizado,
como funcién del tiempo adimensional.
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2.6. Extension del método para w, incégnita

El método descrito anteriormente es tutil cuando, conocido el movimiento del perfil, se desean
calcular las fuerzas que actian sobre el mismo. Sin embargo, considérese el perfil de la figura 2.20(a),
de dimensiones y caracteristicas conocidas (masa, inercia, centro de gravedad, etc.), que estd sujeto
por unos muelles y amortiguadores de caracteristicas también conocidas, y que estd sometido a una
corriente incidente U,,. Si ese perfil sufre una perturbacién respecto de su posicién de equilibrio,
iniciard un movimiento oscilatorio como consecuencia del acoplamiento de fuerzas elédsticas, de
amortiguamiento y aerodinamicas.

Considérese también el perfil de la figura 2.20(b), que se halla volando a velocidad Uy, hasta
que atraviesa una rafaga vertical de aire. A diferencia del problema de Kiissner, en el que el perfil
estaba sujeto de tal forma que no presentaba movimiento vertical pese a la rafaga, ahora el perfil
no tiene ningun tipo de sujecién y puede moverse libremente.

b) wWo
SRREER
111101
TTTT 1T 1, .-l
REEREE

Figura 2.20: Esquema en el que se ilustran dos ejemplos en los que el movimiento del
perfil es desconocido. En la imagen de la izquierda (a), el perfil, que estd sometido a una
corriente Us, estd sujeto a una pared mediante muelles (kr, ko) y amortiguadores (ca,
ca) de constantes conocidas. En la imagen de la derecha (b), se muestra un perfil que
se adentra en una rafaga vertical de aire y que, a diferencia del problema de Kiissner,
puede girar y/o moverse fuera de la linea discontinua. Ambos ejemplos podrian servir para
modelar el comportamiento de una seccidn tipica de un ala (imagen (a)) o para estudiar
la respuesta de un avidn o de un ala volante que se adentra en una rafaga (imagen (b)).

En estos dos ejemplos, el movimiento del perfil deja de ser un dato conocido y pasa a ser una
incégnita. Si se desea calcularlo, ha de modificarse entonces el algoritmo anterior para que reciba
como datos las caracteristicas del perfil y de su sujecién y que dé como salida sus desplazamientos
y velocidades a lo largo del tiempo. Esto se puede conseguir a partir de los métodos multipaso de
Adams, de dos formas diferentes:

= Mediante un método multipaso explicito: supdéngase que, en un instante tj, se conocen los
grados de libertad ¢¥, ¢¥ que describen las posiciones y las velocidades de los puntos del perfil.
Mediante el método Vortex-Lattice, pueden calcularse las fuerzas aerodindmicas que actian
sobre el mismo, mientras que el resto de fuerzas (eldsticas, amortiguamiento, externas) pueden
obtenerse conociendo las caracteristicas de los muelles, amortiguadores, etc. A través de la
ecuacion de movimiento, que también es conocida, pueden hallarse las aceleraciones qf en tg.
Estas aceleraciones permiten hallar las posiciones y velocidades del instante siguiente ty41,
mediante una férmula de integracién explicita como las del apéndice B. De forma general,
una férmula de p pasos se escribird como:

P

ot = g YA (2:24)
j=1
P . )

Qf—ﬂ _ quFZ)‘?qi —ptJ (2.25)
j=1

donde A? son los pesos de integracion.

= Mediante un método multipaso implicito: los métodos explicitos tienen la ventaja de que son
mas sencillos de implementar pero, en ocasiones, son numéricamente inestables. Por ello, se ha
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desarrollado un método implicito que, a diferencia de los explicitos, impone que qf“ y q'f“

dependan también de ijf“, lo cual lo hace més estable. Sin embargo, tienen la desventaja de
que son mas complejos, ya que ijf“ depende de las distintas qf“ y q;?“, por lo que se ha

de resolver el sistema.

p
k k41— j
q; +1 qf: + E )\é)ql"r p+J
=1
2 k
& . okt l—ptj
q; +1 qic + E )\giql‘i‘ p+J
=1
ok k k -k -k
@tt o= fgft gt g gkt (2.26)

donde n es el nimero de grados de libertad del perfil® y A? son ahora pesos de férmulas
implicitas de integracién de p pasos (véase apéndice B). Aunque en una gran cantidad de
problemas de fisica la resolucién de dicho sistema es compleja, en los casos que aparecen en
el presente trabajo la relacién (2.26) es lineal, lo cual permite resolver el sistema anterior de
forma sencilla.

Cabe senalar que, ademds de con los métodos multipaso anteriores (férmulas de Adams), puede
integrarse también con férmulas de Runge-Kutta. Sin embargo, en el presente caso, las aceleraciones
son muy costosas de evaluar, y esto hace que los métodos multipaso de Adams sean maés eficientes.

A continuacion, se explicardn con mas detalle los métodos multipaso explicito e implicito uti-
lizados y se ilustraran algunos resultados conseguidos con ellos.

2.6.1. Descripcién del método explicito de p pasos

Sean q1(t),...,qn(t) los valores de los n grados de libertad del perfil a lo largo del tiempo, y
sea ( el vector definido por:

alt) = (a1 (t), ... q.(t)]"

Denétese por g = q(t;,). La posicién zp de la linea media del perfil se podrd poner, en general,
como:

zp(te) =Y wi(2)q;(t)
j=1

donde 91 (z),...,¥n(x) son las funciones de forma. A su vez, la velocidad w, impuesta al fluido
por el perfil se puede escribir del siguiente modo:

n

) ) -
wy(t,x) = % + Uoog = Use Y ¥j(@)a;(t) + D wi(2)g; (1)
j=1

j=1

Si se particulariza la expresién anterior para los puntos de colocacién del perfil x., y para un
instante tj, se tiene:

Vi(e) o dp(Ee) Vi(Te,) - Ynl(Te)
WE =Us : : q“ + : : - (2.27)
V1(@ey) 0 Un(Tey) V1i(Tey) 0 PnlTey)

Asi pues, si en un instante t; se conoce el vector ¥ y su derivada ¢¥, se conoceran también ng
y, a través de las ecuaciones (2.14)-(2.16), la distribucién de presiones Ap¥ sobre el perfil. Conocidas

3No confundir con la n utilizada en el algoritmo de aproximacién.
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éstas, es posible calcular las fuerzas aerodindmicas generalizadas por unidad de longitud* sobre el
perfil. Para ello, se supone que el perfil efecttia un desplazamiento virtual dado por:

n
8zp =Y thidy;
i=1
El trabajo virtual realizado por las fuerzas aerodinamicas es:

5W:/ Apdxézpzz:{/ pridx]éqi
0 — Lo

de donde se deduce que la fuerza aerodinamica generalizada correspondiente al grado de libertad
1 es:

c N
Qacero, (1) = / Ap(t, x) ;(z)dx ~ Z Ap(t,xg, )Yi(xg,)h; (2.28)
0 e
La relacién anterior permite escribir la siguiente relacién matricial:
Qaero, (tk) Vi(zg,) o i(Tgy) hy Ap}
lz:ero = = - . (229)
Qaero, (k) Vn(Tg,) - Yn(Tgy) hn AP?V

Conocidas las fuerzas aerodinamicas generalizadas en un instante ¢y, es posible despejar las ace-
leraciones de la ecuacién de movimiento del perfil. De forma general, dicha ecuaciéon de movimiento
se podré escribir como:

Elk =1 (tkv Qla(erov qk7 qk) (230)

A su vez, las aceleraciones permiten obtener las posiciones y velocidades en el instante siguiente
mediante las férmulas (2.24)-(2.25). Tras ello, se repite el mismo procedimiento para calcular los
valores de q(t) en sucesivos instantes, hasta llegar al instante de tiempo deseado.

Como puede comprobarse, las nuevas variables de entrada del algoritmo son:

= El nimero p de pasos. En general, cuanto mayor sea p, mayor es la precisién y mayor el
At necesario para obtener buenos resultados, lo que disminuye el coste computacional. Sin
embargo, un valor de p muy alto puede provocar inestabilidades numéricas. Por ello, se
recomienda p < 5.

» Las funciones de forma ;(z) y sus derivadas ¢}(z).

= La funcién f que permite hallar las aceleraciones § como funcién del tiempo t, las fuerzas
aerodinamicas generalizadas Qaero, l0s valores de los grados de libertad q y las velocidades

q.

Un resumen del método multipaso explicito se halla en el diagrama de flujo de la figura 2.21. Nétese
que, para los instantes k < p, se cambia la férmula de integracién de p pasos por una de k pasos.

2.6.2. Descripcion del método implicito de p pasos

El método explicito anterior es sencillo de implementar y da, en general, buenos resultados. Sin
embargo, hay ocasiones en los que se vuelve numéricamente inestable, salvo que se tome un solo

4En ocasiones, se omitir4 el término “por unidad de longitud” por comodidad. No obstante, aunque esto suceda

b b tl

siempre que se trate de flujo bidimensional se considerard que todas las fuerzas, trabajos, constantes de masa, inercia,
etc. serdn por unidad de longitud.
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Inicializar variables Xant = O2,x0 (matriz auxiliar), q(0), g% = g(0)

-

Conocidos g* y ¢¥, evaluar intensidades de torbellino y §* mediante (2.27)-(2.30) y actualizar Xang:

-k
)‘(ant - |:).(ant; |: ?-lk :|:|

NO <>p>

Eliminar componente més antigua de Xant v evaluar q¥, ¥ del instante siguiente:
kant(U 1) = H
A
<k <k
i) = L]
Ab
Calcular pesos de integracion \¥. ... )\ﬁ y evaluar xg de instante siguiente:
AT
L -k - k .
8- [E]ee]]
Ak
Actualizar Tk=1 S, 2k zk . Zjgjos SegUN lo visto en los diagramas 2.6 y/o 2.17.

I

k=k+1

D

Figura 2.21: Diagrama de flujo del método Vortex-Lattice explicito de p pasos para el caso
subsénico incompresible.
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paso de integracién (p = 1). No obstante, si se elige p = 1, la precisién disminuye considerablemente
y se ha de tomar un paso de integraciéon At muy pequenio para obtener buenos resultados. Esto
hace que el coste de obtener el movimiento del perfil en un intervalo de tiempo fijo se dispare.

Como se explicé antes, puede obtenerse un método (implicito) més estable, si impone que los
vectores de posiciones (q¥) y velocidades (¢*) en un instante ¢, dependan también de las aceleracio-
nes en dicho instante (§*) y no sélo de las aceleraciones en el instantes anteriores (g%, gk=2,...),

como sucede en el método explicito.

No obstante, hay que expresar primero la ecuacién (2.26) como una relacién lineal entre ¢;, ¢;
y §i, lo cual facilitard la implementacién del método. Para ello, es necesario que la ecuacién del
movimiento del perfil sea de la forma:

Mq(t) + CQ(t) + Kq(t) = Qaero(t) + Qext (t)

donde M, C y K son matrices constantes de masa, amortiguamiento y rigidez, y Qext (t) son fuerzas
que no son ni eldsticas, ni de amortiguamiento ni aerodindmicas. Si M, C y K son constantes, lo
cual sucede para la mayoria de problemas de interés en Aeroelasticidad, se podran expresar las
aceleraciones en un instante t; como:

.k 1y ok 1 oek 1 -1
=-M"'Kq*—-M"C M oxt (T M aerolt 2.31
q q G +M ! Qexe () + Qaero(tr) (2.31)
=Qo =Q1 =Qq (tk) =Qa

Ahora bien, Qaero también depende de ¥ y ¢¥. Para hallar esa relacién, se definird primero el

vector xlé €como:
[
qx
y se reescribiran algunas relaciones que dependen, directa o indirectamente, de xg (que es incognita)
de la siguiente forma:

= Valor de W§ (ecuacion (2.27)):

1//1 (1.61) T 1%(%1) (1 (‘r61) T qZ}n(xcl)
k _ . . . . . . k

wk = U, : . : : . : Xk (2.32)

d/l (ICN) T 1/};7(‘TPN) U1 (‘TCN) T ¢n(ch)

=W,
= Intensidades de los torbellinos 1,..., N 4+ 1 en t; (ecuacién (2.14)):
Kk k Wk

x]-}_Al{Vgp } Al{wggw } (2.33)

donde Wk denota el producto le.} o) Bcercazlc‘ema + BIGJOSZ%(ejos’ segun se elija el algoritmo
original o el optimizado.

= Circulacién acumulada I'(tx, x) en los paneles del perfil (ecuacién (2.15)):

1 0
k
I 1 1 0
o= x¥
F?v . . . .

1. 10 Nx(N+1)
=Tk

=Lr
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= Densidad de circulacién y(tx, z) en los paneles del perfil:

" R
: = . . Xl-}
k 1
TN v O d v v
=" -D,
» Distribucién de presiones sobre el perfil (ecuacién (2.16)):
k
Api k _ 1k-1
rk-T .
: = pooT + PooUsoy
A t
Apy
—_——
—Ppk
= Fuerzas aerodindmicas generalizadas (ecuacién (2.29)):
(a1 (xgl) e (‘rgN) hy
1a(ero = . . T . Pk
1/Jn($g1) wn(xgzv) hn

=Qp

Se recomienda declarar Ly y D, como matrices dispersas. Si se combinan las ecuaciones anteriores,

puede hallarse la relacion lineal buscada:

. k
.k q 0 | I, :| k |: O0pnx1 :|
=3 |= +

a [ g~ } { Qq *a b};
—— ——

=Qx :bi

donde:

o L]_" —1 Wx
Qq = [Qo|Qi]+rxQaQp (At + UooD'y) A [ 01uon }

rk-1 L kK | Wk
blo(l = Qt(tk) - pooQaQP ( + <F + UooD’y> A |: Wg +W

At At S

(2.34)

) o

y donde I,, es la matriz identidad de dimensiones n x n. Notese que Qx es una matriz constante,
mientras que b¥ es un vector que depende del instante ¢ y de la historia anterior de q(t) (a través

de las velocidades WX inducidas por la estela).

La ecuacién Xl(; ha de combinarse con una férmula de integracién multipaso implicita como las

del apéndice B que, de forma general, se escribe:

P
Al
k _ k-1 ck—p+1| |ok-1 . <kyp
Xq=Xq T [Xq | |Xq ]an(p_n : +Xq)‘p
)\P
=xk p—1 1 (p—1)x1
=\P

ant

Combinando esta dltima ecuacién con la (2.34), se tiene:

XK = [Ton — NQu]  [xE71 + %K, AR, + AZb]
N————
:@

(2.36)

que es la férmula que permite obtener, instante a instante, los valores de los grados de libertad

qi(t) y de las velocidades g;(t).
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La férmula anterior es vélida cuando se pueden efectuar p pasos en la integracion. Para 1 <
k < p, esto no es posible, por lo que (2.36) ha de sustituirse por:

Af
-1 _ . . k— .
XK = [Ton — AEQi] |8 4+ [RE] - [%E7Y] D |+ Abk (2.37)
M
Por otro lado, para £k = 1 no ha de efectuarse ningun tipo de integracién, puesto que xlé va
estd determinado por las condiciones iniciales (recuérdese que t; = 0):

%= 40

En el diagrama de la figura 2.22 se esquematizan los principales pasos de los que consta el
método implicito. Las nuevas variables de entrada del mismo son:

= El ntimero p de pasos, cuyo valor recomendado es p < 5.

» Las funciones de forma t;(x) y sus derivadas ¢;(x).

= Las matrices constantes Qo, Q1 y Qa y €l vector dependiente del tiempo Qg (t).

2.6.3. Ilustracion de algunos resultados
A continuacién, se ilustraran dos resultados de interés para problemas de Aeroelasticidad:

= Puntos de flameo y divergencia de un perfil rigido de dos grados de libertad.

= Punto de flameo de una placa flexible semiempotrada.

En ambos casos, se representa la solucién obtenida numéricamente y se compara con la solucién
tedrica.

Flameo y divergencia de un perfil rigido de dos grados de libertad

Supdngase un perfil rigido y con dos grados de libertad, similar al que se estudié en el problema
de Theodorsen (apartado 2.3.2). El perfil tendrd masa por unidad de longitud m, centro de gravedad
situado en z, e inercia por unidad de longitud I sobre el eje de giro o eje eldstico (situado en z.) ,
y estard sujeto con dos muelles de rigideces por unidad de longitud conocidas ky, y k,, tal y como
se muestra en la figura 2.20(a).

La ecuacién que rige el movimiento del perfil es:

m m(xq - l‘e) h + kh 0 h _ Qaeroh
m(a:g — .Ie) 1 I} 0 ke « Qaeroa
donde h y a se miden respecto de la posicién de equilibrio estatico. La ecuacién anterior se puede
escribir de la formas:

Mq + Kq = Qaero

De este perfil, interesa conocer sus velocidades de flameo Ur y/o de divergencia Up. La velo-
cidad de flameo tedrica puede obtenerse a partir de las férmulas de Theodorsen [29], de la forma
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Calcular matrices constantes O, )\ant, Qx, e inicializar variableS' Xant = 027,%0,
k-1 — Onxi1, S = 0, Z'r = O(T 1)x1, Z cerca = Y(kaproz—2)x1» ZleJOS = O(T_kaprom"‘l)Xl
N
<i:§%§;:> 0
Evaluar Wk (conocido) W’C (diagramas
2.6 02.17) y bk+1/2 (er. (2.34) y (2.35))
k> p NO
st
Evaluar posiciones y velocidades y eliminar componente més antigua de Xant:
chi = O [Xg_l + kantAgnt + Agbi}
Xant(,1) = H
NO
kE>1
Y
Calcular pesos de integracién ¥, ..., )\’,g y evaluar Xg mediante (2.37):
AY
-1 . . ]
xq = [Ton = NiQx] | xq7h+ [Kql - KgTH | 5|+ ABX
M
Las posiciones y velocidades vienen dadas por las condiciones iniciales:
[ q0)
<= | }
a4 a(o)
Calcular intensidades de torbellino combinando (2.32) y (2.33):
k ] k | Wk
Xl.} _ Ail WSXq . A71 |: Wg ;W :| k—

[

. k—1 k k
Actualizar I'7%, S, 2%, Zéercas Zlojos

segtn lo visto en los diagramas 2.6 y/o 2.17.

[

Actualizar velocidades y aceleraciones de los p — 1
(o k — 1, segtin el caso) instantes anteriores:
Xant = [)'(ant ‘ Qxxlé + b,l:]

[

(k=k+1)

@

Figura 2.22: Diagrama de flujo del método Vortex-Lattice implicito de p pasos para el caso
subsdnico incompresible.
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que se describe en la referencia [11]. Numéricamente, esta velocidad puede hallarse mediante uno
de los Vortex-Lattice que se han explicado en el subapartado anterior. Puesto que la linea media
del perfil se describe por la ecuacién:

2t x) = —h(t) — alt)(@ - 2.)
las funciones de forma que han de pasarse como entrada al programa son:

z/;h(:c) = -1
Vo) = Te—2x

Por otro lado, si se utiliza el método explicito, la funcién f que determina las aceleraciones del
perfil (ecuacién (2.30)), y que ha de pasarse como entrada al método Vortex-Lattice, serd:

f(t7 Qaerm q, (.l) = Mil [Qaero - K(ﬂ

En cambio, si se utiliza el método implicito, se pasaran como entradas las siguientes matrices:
Qo = _M_1K§ Q1 =02x2; Qa= M_1§ Qt(t) = 02x1

La forma de obtener numéricamente la velocidad de flameo es la siguiente:

1. Se escoge una velocidad U, cualquiera para la corriente incidente.

2. Se establecen unas condiciones iniciales arbitrarias, por ejemplo, q(0) = [0.05b, 57/180]T,
G(0) = [0, 0]T. De esta forma, se saca al perfil de su posicién de equilibrio estético (es decir,
se introduce una perturbacién en el sistema).

3. Se ejecuta el método Vortex-Lattice y se obtiene la respuesta h(t), a(t) del sistema que
tendra, en general, un caracter oscilatorio. Si ésta se amortigua con el tiempo, la velocidad Uy,
elegida en el paso 1 es menor que la de flameo. En cambio, si la amplitud de las oscilaciones
se amplifica, se tiene U,, > Up. Por tanto, en funciéon de la respuesta obtenida, se ha de
elegir una nueva U, y repetir el paso 3 hasta obtener un movimiento oscilatorio de amplitud
constante. Es entonces cuando se tendra Uy, = Up.

Por su parte, la velocidad de divergencia tedrica viene dada por la expresién (1.39). Numéri-
camente, esta velocidad puede determinarse con un proceso similar al descrito para hallar Ur. La
unica diferencia estriba en que ahora no se ha de analizar si la amplitud de las oscilaciones aumenta
o disminuye, sino que el valor medio de la respuesta tienda a infinito con el tiempo (Us, > Up) 0
no (Us < Up).

Para reducir el nimero de pardmetros, se definiran las siguientes variables adimensionales:

m Ty — Te Te—b 9 I
To = ;oa= ;

b e T e

p=——3;
PocTb? '
y se definiran también otras dos variables de interés, que representan las frecuencias naturales que
tendria el sistema si el perfil sélo se pudiera mover a flexién o a torsién:

_ ke R,
Wh = m’ Wo = T’

En la figura 2.23 se representa la velocidad adimensional de flameo Up/ (wab), obtenida de
forma tedrica y de forma numérica, como funcién de la relacién wy, /w, para dos valores diferentes
de la posicién del centro de gravedad (determinada por z,). También se representa la velocidad
adimensional tedrica de divergencia, que no depende de z, ni de wy/w,. Puede verse la buena
concordancia entre la velocidad de flameo obtenida tedricamente y la obtenida mediante el método
Vortex-Lattice.
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Es interesante observar la respuesta del perfil correspondiente al caso wy/wo = 0.6, 2, = 0.2,
U, = Ur puesto que, como puede verse en la gréafica 2.23, presentara divergencia y flameo a la
vez. Dicha respuesta se halla en la figura 2.24, en la que se ve cémo los valores medios de h(t) y
a(t) tienden a infinito con el paso del tiempo (divergencia) y, al mismo tiempo, mantienen una
oscilacién cuya amplitud es constante (flameo).

Por dltimo, en la grafica 2.25 se representa la respuesta del perfil correspondiente a wy, /w, = 0.6
v 4 = 0.2 para dos velocidades diferentes de la corriente incidente cercanas a la velocidad tedrica
de divergencia (en particular, Uy, = Up y Us = 1.01 - Up). Puede verse que, para la velocidad
mas pequena de las dos, aun no se presenta el fenémeno de divergencia. Sin embargo, para Uy, =
1.01 - Up, puede verse que la respuesta tiende a infinito con el paso del tiempo, a pesar de que las
oscilaciones se amortiguan. Por tanto, la velocidad numérica de divergencia es entre 1 y 1.01 veces
la tedrica, lo cual es un resultado muy preciso.

Flameo de una placa flexible semiempotrada

Considérese una placa flexible semiempotrada, sometida a una corriente que incide en direccién
desde el borde empotrado hacia el borde libre, tal y como se muestra en la figura 2.26. Este modelo
puede servir, por ejemplo, para simular el comportamiento de una bandera cuando ondea debido
al viento. La placa tiene dimensiones L x H, aunque se considerard H — oo. De lo contrario, el
flujo no serfa bidimensional y su estudio quedaria fuera del a&mbito del presente Proyecto. Se desea
calcular numéricamente la velocidad Ugr que provoca el flameo de la placa.

Para ello, se parte de la ecuacién de movimiento, descrita en la referencia [9]:
4
o 0%z _
ot? Ozt
donde z, es el desplazamiento de la linea media de la placa, o es su densidad superficial, D es

su rigidez a flexion y Ap es la diferencia de presiones entre el intradds y el extradds. A su vez, la
rigidez a flexién viene determinada por:

Ap (2.38)

Eh?

D=nma=m

donde F es el médulo de Young, v el coeficiente de Poisson y h el espesor de la placa.

A continuacién, se utiliza la descomposicién de Galerkin, es decir, se escribe el desplazamiento

de la linea media como:
n

zp(t,x) = Z A;(t)pi(x) (2.39)
i=1
donde A;(t) son unas coordenadas generalizadas y ¢1(z), ..., ¢n(z) son los n modos de vibracién
en el vacio con frecuencia mas baja. El valor de n recomendado depende de las caracteristicas de la
placa, aunque con un nimero bajo de modos (desde n = 3 hasta n = 5) es suficiente para reproducir
bien el comportamiento de la misma. En la referencia [1], puede encontrarse una expresién para
dichos modos, que es:

¢i(x) = [sin (B; L) — sinh (5;L)] [sin (B;x) — sinh (B;x)] + . ..
[cos (B;L) + cosh (B; L)] [cos (Bix) — cosh (B;x)]  (2.40)
donde 1 < B2 < ... son las diferentes soluciones de:
cos (B;L)cosh (B;L)+1=0

Sin embargo, para evitar errores numéricos, es conveniente no utilizar los modos dados por (2.40),
sino otros proporcionales, que se obtienen efectuando los siguientes pasos:
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n=2,a=-04;r> =025
28
Flameo, X, = 0.2, teodr.
261 Flameo, X, = 0.4, teodr.
24F x Flameo, X, = 0.2, V-L
20k x  Flameo, X, = 0.4, V-L
—_ Divergencia, tedr.
o]
e 2 -
s
3 1.8}
16F
14F
1.2} x *
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Figura 2.23: Velocidades adimensionales de flameo y divergencia de un perfil rigido con

dos grados de libertad, como funcién de wy, /wa y para dos valores de zq.

U =U.
* 2
n=2;,a=-04; r= 0.25

X =02, 0 /o =0.601
o h "o

A
VAN
B h/b |1
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\/\ o
i /\
- \\/\
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t-ma

Figura 2.24: Respuesta h(t), a(t) de un perfil que diverge y flamea a la vez.
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u=2;x =0.2;,a=-04, ? =025
o o

0.1¢ -
n ——hib, U_=1.00U5"
ooshs o, U =1.00US"
- 1 (teér
0 ——hib, U_=1.01U5
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Figura 2.25: Respuesta h(t), a(t) de un perfil que diverge.

Figura 2.26: Esquema en el que se ilustra una placa flexible (negro) sometida a una corriente
Us (azul), con uno de sus extremos empotrado en un mastil (verde). Los demds extremos
de la placa estan libres.

= Dividir ¢;(z) por %L, Esto se hace porque, a medida que se escogen mas modos de vibracién
(por ejemplo, n =4 6 n = 5), el valor de 8;L de los modos de mayor frecuencia comienza a
ser bastante alto y, por ello, el valor de ¢; se dispara (a través de los términos cosh (5;L) y
sinh (3;L)), provocando errores. Al dividir entre e?%% se acota el valor que puede tomar ¢;.
Para ello, definanse las funciones:

s@) =
Cla) = =5
Su(x) = sir;ilzr: 1—26*293
Chlz) = co:g};x _ 1+2e’2””

Es importante declarar Sy, como (1 — e~2%)/2, y no como sinh x/e®, para que el ordenador
nunca llegue a calcular sinh x, que es el término que introduce errores. Lo mismo se puede
decir de Cj. Asi pues, con ayuda de las funciones anteriores, se pueden obtener unos nuevos
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modos ¢; que vengan definidos por:

o)

iy = ¢ T IS B = Sn(BLNIS (Biw) S (Biw)] +

[C(BiL) + Cpn (B:L)] [C (Bix) — Ch (Bi)]]

i (x) =

= Calcular el siguiente valor mediante lenguaje simbodlico:

lo que implica que el area barrida por el cuadrado de cada modo vale siempre lo mismo:

L
/ Yidr = — (qs;)?dx =1 (2.41)

De esta forma, aunque los modos no sean iguales entre si, se puede asegurar que todos toman
valores parecidos, y que no hay ningino que sea siempre mayor (en valor absoluto) que otro.
Con esto se consigue que todos los modos tengan el mismo “peso” a lo largo de la simulacién
con el método Vortex-Lattice, disminuyendo asi los errores numéricos.

Se puede comprobar que los modos de vibracién libre verifican:

d*e;
dzt

/ " puyda

Asimismo, la expresién (2.39) ha de sustituirse por ésta otra:

= @%pi (2.42)

0 (i#)) (2.43)

z) =Y qi(t)i(x) (2.44)
i=1

donde ¢y, ..., g, son las coordenadas generalizadas asociadas a los distintos modos ;(¢) de vibra-
cién. Sustituyendo ahora (2.44) en (2.38), utilizando las propiedades (2.41)-(2.43) y teniendo en
cuenta (2.28), se tiene que:

DB}

1
= Qaero - 7 2.45
oL ‘ 1 ( )

Las funciones de forma 1;(x) y la ecuacién (2.45) son las que se han de pasar al método Vortex-
Lattice para evaluar la respuesta g1 (t), . . ., g, (t) del sistema. Para ello, si se usa el método explicito,
se ha de definir la funcién:

b fehy
(t Qaerm q,q9 ) Qaero - q
ag 64

mientras que, si se usa el implicito, han de definirse las matrices:

e .
QO = E

5 Ql = Onxn; Qa = In; Qt(t) = On><1

AT
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Para eliminar el mayor ntimero posible de parametros, se definiran las variables adimensionales:

L
A - Pl
ag

* g
Ut = | 5LUx (2.46)

En la figura 2.27, se muestra la respuesta ante unas perturbaciones iniciales arbitrarias para el
caso M* = 0.74 y U* = 5.09, calculada con tres modos de vibracién. Puede verse que, para esta
situacién, el perfil mantiene una oscilacién armoénica, a través de los modos 1 y 2, por lo que se
produce flameo. Asimismo, el hecho de que las oscilaciones del tercer modo se disipen indica que
es suficiente simular el sistema con esos tres modos, y que no se necesita ninguno mas. Este valor
de U* hallado para el punto de flameo correspondiente al caso M* = 0.74 coincide con el obtenido,
también de forma numérica, por Kornecki et al [22].

M =0.74: U* = 5.09

0.08 T
q 1/L
0.06 q2/L 1
0.04 a5/t |
0.02
-
a2 0 )‘ " # r /ﬂ "n
-0.02
-0.04 ; w i
-0.06 -1
_008 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12
t-(o/D)"2/1.2
Figura 2.27: Respuesta ¢;(t) de una placa flexible, cuyos desplazamientos se modelan con
tres modos de vibracién mediante el método de Galerkin.
Asimismo, una vez conocidos los valores de ¢ (t),...,qs(t), es posible reproducir la forma que

adquiere el perfil a lo largo de un ciclo de oscilacién (modo de flameo). Dicho modo se halla
representado y comparado con los resultados experimentales (obtenidos por Eloy y otros [9]) en la
figura 2.28.

Por ultimo, en la grifica 2.29 se muestran, como funcién de M*, los valores de U* = U} que
provocan el flameo del perfil, y se comparan con los obtenidos por Kornecki et al. [22]. En dicha
grafica, puede verse que los resultados de uno y otro coinciden, salvo en el punto correspondiente
al minimo relativo que se presenta entre M* =1y M* = 2. En ese caso, el resultado obtenido por
el Vortex-Lattice del presente texto es mas conservativo que el obtenido por Kornecki et al.
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M’ =0.74: U* = 5.09
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Figura 2.28: Comparacién entre el modo de flameo de la placa obtenido numéricamente

(imagen superior) y el obtenido experimentalmente (imagen inferior) por Eloy y otros [9].

Para una mayor claridad visual, se han destacado en rojo en la imagen superior cuatro de
las posiciones que toma el perfil a lo largo del ciclo de oscilacién.
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Figura 2.29: Comparacién entre los resultados obtenidos mediante el método Vortex-Lattice
del presente trabajo y los obtenidos numéricamente por Kornecki a través de un método
numérico similar [22].






Capitulo 3

Fundamentos tedricos (II):
Torbellinos no estacionarios

3.1. Introduccion

En el capitulo 2 se desarrollé un método numérico preciso y eficiente para calcular el flujo
incompresible no estacionario alrededor del perfil. Ese método se basaba en colocar unas singulari-
dades elementales, llamadas torbellinos, en el lugar del perfil y de la estela e imponer una serie de
ecuaciones para calcular su intensidad. Conocida la intensidad de los torbellinos, se podian hallar
todas las demds variables de interés.

Si se desea conseguir un método igualmente preciso y eficiente para el caso compresible, es de
esperar que éste sea parecido al anterior, pero reproduciendo la naturaleza propia de este régimen.
Esto obliga a estudiar tres aspectos en profundidad antes de abordar la construcciéon del modelo
numérico, que son:

= La generacién impulsiva de torbellinos como consecuencia del movimiento del perfil. Esto se
estudia mediante una extensién, realizada en este texto, de la teoria del piston expuesta por
Bisplinghoff y otros [5].

= El campo de velocidades generado por un torbellino en el caso compresible no estacionario,
lo cual se obtiene mediante una generalizacién de la ley de Biot-Savart. La expresién final
obtenida para dicha ley es andloga a la que aparece en la referencia [26] para el caso 3D
supersonico estacionario (que puede demostrarse que es analogo al caso 2D no estacionario
que aqui se trata), aunque el procedimiento aqui empleado para determinar la férmula es
distinta a la utilizada en la literatura (véanse, por ejemplo, las referencias [28] y [32]).

= La velocidad inducida por un elemento (¢, x)dx sobre si mismo en régimen supersénico. Esta
puede obtenerse a partir de una generalizacién al caso 2D no estacionario de lo expuesto para
el caso 3D estacionario por Miranda y otros en la referencia [26].

Estos tres conceptos seran utilizados de cara a la implementacién (en el capitulo 4) del método
Vortex-Lattice de Hernandes-Soviero.

69
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3.2. Teoria del pistén

3.2.1. Deduccion de la féormula

Supdngase un piston cilindrico como el de la figura 3.1, de seccién infinitesimal, cuyo eje esté ali-
neado con el eje z y cuyas bases estan situadas en x = 0 y * — —oco. El pistén se halla en reposo
en el seno de un fluido con velocidad Uy, en direccién del eje « cuando, sibitamente, comienza a
moverse con una velocidad vertical wq.

Wo

Figura 3.1: Esquema en el que se ilustra un pistén (gris) sometido a una corriente uniforme
Us. El pistén se halla en reposo hasta que, de forma sibita, comienza un movimiento
vertical con velocidad wyg.

Si se supone que, dada la naturaleza impulsiva del movimiento, las perturbaciones de velocidad
generadas son sélo verticales (0¢/0x = 0), entonces la ecuacién de ondas que gobierna el potencial
de perturbacién (1.25) queda como:

1
¢zz = 5 ¢tt
aOO

Como ya se hizo en el capitulo 2, se omiten las tildes para las variables de perturbacién. La ecuacién
anterior se puede escribir de la forma:

o 1aN(o, 10y,
0z  as Ot 0z  as Ot o

que, a su vez, se puede satisfacer mediante una solucién del tipo:
¢=f(t—z/ax) +g(t+ z/as)

La expresién anterior representa la suma de dos ondas que se desplazan en direccién del eje z. En
la zona z > 0, que es la regiéon no ocupada por el pistén, las ondas f se alejan del foco z = 0
conforme transcurre el tiempo y las ondas g se acercan. Puesto que, por motivos fisicos, las ondas
solo pueden alejarse del foco, y nunca volver a él, se tiene g = 0.

Si se impone ahora la condicién de impenetrabilidad:

0p 0z, 0z,
5z o T Ue gy T
~—~
=0
se tiene: )
o
(oo

Combinando la ecuacién anterior con la (1.23), puede obtenerse la perturbacién de presién en la
cara del pistén:

P = —Po Ot oS ) = PoolooWp
v

=0
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Ahora supéngase que se hace tender la longitud del pistén anterior a cero, manteniendo las dos
bases en z = 0, como se muestra en la figura 3.2. De esta forma, la base inferior (intradds) también
queda banada por el fluido. Si este nuevo pistén se mueve hacia arriba, por analogia, se tendra que
las presiones en el extradds y el intradés valen:

/
Pe = PoolooWo

Pi = —PoolocWo
Restando ambas ecuaciones, se tiene que:
Pi = P = —2po0locWo (3.1)
lo cual implica que el fluido ejerce una fuerza opuesta a la direccién del movimiento del pistén.

z

Figura 3.2: Esquema en el que se ilustra un pistén infinitamente delgado (gris) sometido
a una corriente uniforme Us. El pistdn se halla en reposo hasta que, de forma subita,
comienza un movimiento vertical con velocidad wy.

Se pueden extender los resultados anteriores (expuestos en la referencia [5]) para el caso de
que el fluido, ademads de presentar una velocidad incidente horizontal U, presente también una
cierta velocidad vertical (pequena) w; en la zona del pistén. Dicha w; podria ser, por ejemplo,
la velocidad inducida por una serie de torbellinos que se hallen ubicados en algunos puntos del
campo fluido. Nétese que, debido a la condicién de impenetrabilidad, el pistén no se podria hallar
en reposo en t = 07, sino que deberia tener una velocidad vertical w;.

Para ello, se puede descomponer el problema en dos, tal y como se muestra en la figura 3.3, y
utilizar luego el principio de superposicién. De esta forma, el campo fluido total se puede escribir
como suma de:

= El campo responsable de generar una velocidad vertical w; en la zona del pistén (campo no
impulsivo).
= El campo asociado al movimiento impulsivo (bajo el seno de Uy,) del pistén desde el reposo

hasta una velocidad wg — w; (campo impulsivo).

De esta forma, la diferencia de presiones entre el extradds y el intradds generada por el problema
impulsivo (al que se le denotard por I), se escribird como:

I
(p; _p/e) = _2p<>oaoo (wo - wz) (32)

Esta deberd sumarse a la del problema no impulsivo para obtener la diferencia total de presiones.

3.2.2. Generacién impulsiva de torbellinos

La férmula (3.2) implica que, cuando el pistén cambia sibitamente su velocidad, entonces
aparecen unas fuerzas que se oponen a su movimiento. Sin embargo, es conveniente entender que
esto también implica la generacion impulsiva de dos torbellinos contrarrotatorios.
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z z
w; Wy — W;
[ 1, "
x x
No impulsivo Impulsivo

Figura 3.3: Descomposicién del campo fluido en parte no impulsiva (izquierda) y parte
impulsiva (derecha). El campo impulsivo es el que se estudia mediante la teorfa del pistén,
mientras que el no impulsivo se supone conocido.

En efecto, considérese sélo el problema impulsivo, sabiendo que sus resultados pueden sumarse
(si se desea) a los del no impulsivo. Si se tiene en cuenta que, bajo la teorfa del pistén, d¢l/0x =
¢! /0x = 0, y se utilizan las relaciones (1.23), (1.35) y (3.2), se obtiene que:

I
aait = —2000 (Wo — w;) (3.3)
Supdéngase ahora que el piston se halla en un punto z = xg, y que tiene una longitud dx. Como
es sabido, la variable T'T representa la circulacién (en sentido horario) a lo largo de una curva C
como la que se muestra en la figura 3.4. Notese que dicha curva llega hasta el punto xg, dividiendo
al pistén en dos mitades. De acuerdo con la ecuacién (3.3), al cabo de un instante dt después del
impulso del pistdn, la circulacién en C' debe haber variado una cantidad:

dr! = —2000 (Wo — w;)dt

lo cual sélo es posible si se genera un torbellino de intensidad —dI'! en la parte izquierda del pistén,
y en el sentido de la figura 3.4. Al mismo tiempo, para satisfacer la condicién de Bjerkness-Kelvin,
en la parte derecha ha de generarse otro torbellino de la misma intensidad y sentido contrario. De
esta forma es como el movimiento del piston genera dos torbellinos contrarrotatorios.

z

wo — W;

t=dt

Lo

Figura 3.4: Generacién impulsiva de torbellinos. El instante ¢ = 0~ (imagen superior)

corresponde al momento inmediatamente anterior al impulso del pistén (gris). Al cabo de

un instante dt (imagen inferior), se han generado dos torbellinos (azul) en los extremos

del pistén de intensidad —dI'!: el de la izquierda, para que la circulacién en C' varie segiin

(3.3); el de la derecha, para mantener nula la circulacién total. El signo menos se debe a

que asi, para el caso de la figura (wo — w; > 0), la direccién real de los torbellinos es la
indicada.
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3.3. Ley de Biot-Savart compresible no estacionaria

3.3.1. Deduccion de la formula

Para el caso incompresible, es posible definir una solucién elemental, llamada torbellino, tal
que el campo de velocidades que éste genera posee las siguientes caracteristicas:

= Es irrotacional.

= Es adivergente o, lo que es lo mismo, el potencial del que proviene satisface la ecuacién de
Laplace.

= La circulacién alrededor de una curva que envuelve al torbellino es igual a la intensidad del
mismo.

Puesto que para el caso compresible también se desea implementar un método numérico basado en
torbellinos, habra primero que encontrar una solucién elemental que sea similar a la anterior pero
que satisfaga las ecuaciones propias del régimen compresible. Es decir, el campo de velocidades
deberd tener las siguientes propiedades:

= Irrotacionalidad.
= El potencial del que proviene satisface la ecuacién de ondas convectadas (1.25).

= La circulacién alrededor de una curva que envuelve al torbellino es igual a la intensidad del
mismo.

Para ello, se parte de la ecuacién (1.25), que era la expresién que gobernaba el potencial de
perturbacién en un sistema de referencia IZ que se movia con la corriente, y que se introdujo en
el apartado 1.4.2:

2
—o, 1 0%

Vio= 55

a2, Ot

Esta ecuacién puede transformarse en la de Laplace mediante el cambio de variables (puramente
matemdtico, sin interpretacion fisica) ¢ = iaoot, & = T, 2 = Zz. Para trabajar en este sistema,
es conveniente introducir los vectores de posicion, velocidad y vorticidad generalizadas, definidos
como:

r = tAuf + Zuz + Zuz

A . R . ¢ 0¢ oler

vV = 0u; +0u; 00Uz = o u; + (%ui + 93 uz
O = Vxv

donde u;,uz,uz son vectores unitarios con la direccién de los ejes t,2,%. El uso del término ge-
neralizado obedece a que las magnitudes en cuestiéon no tienen interpretacion fisica estricta. Por
ejemplo, tAug no representa una posicion fisica real, pero si la posicion dentro del sistema ficticio
t2%. Lo mismo sucede con U¢u;: no representa ninguna velocidad fisica pero, dado que se define
como ¢ /dt, por su aspecto si se puede interpretar como una “velocidad ficticia” en direccién del
eje t.

En el sistema t7:2, al satisfacer ¢ la ecuacién de Laplace, se tiene que ¥ ha de ser adivergente.
Ademas, si se quiere encontrar el campo de velocidades generado por un torbellino, es de esperar
que se satisfaga @ = 0 fuera de la regién ocupada por éste y @ # 0 dentro de la misma, al igual
que sucedia en el régimen incompresible.



74 Capitulo 3. Fundamentos tedricos (I1): Torbellinos no estacionarios

El campo de velocidades generalizadas buscado puede obtenerse si se hace uso de la analogia
con Electromagnetismo. En efecto, considérese un diferencial de volumen dVO = dtodiodZo situado
en el punto #( por el que circula una densidad de corriente J (To). El campo magnético (diferencial)
dB en un punto T generado por dicho elemento de corriente J (f‘o)dVO vendra dado por la expresion:

dB(#) = med% (3.4)

|F — o3
donde K, es la constante magnética. El campo magnético B total puede hallarse integrando la
expresién anterior a toda la regién (lldmese 7) en la que J # 0. Como es sabido, dicho B es
adivergente, al igual que debe serlo v. Por otro lado, también es conocido que J es directamente
proporcional al rotacional de B, por lo que B s6lo es irrotacional fuera de T, al igual que ¥ sélo lo
es fuera de la regién turbillonaria. Por ello, se puede establecer una analogia y considerar que B y
J juegan los papeles de V y @ respectivamente, y que 7 es la regién turbillonaria. De esta forma, el
campo (diferencial) de velocidades generalizadas generado por un elemento turbillonario dVp viene
dado por:

(:J(f‘()) X (f’ — f‘o)

a(E) =K T

vy (3.5)
donde K es una constante adecuada cuyo cédlculo se discutird méas adelante.

Es conveniente sefialar que v es un campo puramente matemético, que (en la regién irrotacional)
proviene de un potencial que satisface la ecuacién de Laplace. En ningin caso representa un campo
de velocidades real, ya que la variable ¢ = iast no representa ninguna coordenada espacial (como
si lo hacen % y 2).

Ahora ha de deshacerse el cambio de variables. Por conveniencia, en vez de trabajar en el sistema
bidimensional original ZZz, se trabajard en un sistema tridimensional £Zz, que es similar pero incluye
la variable tiempo como una coordenada independiente. Al igual que se hizo para el anterior, pueden
definirse en este sistema los vectores de posicion, velocidad y vorticidad generalizadas como:

r = tuy+zuz + zus

V = 0iup +Ugzuz +Uuz = %ug—i— 8—u— + %u—
e ot or © 0z °

@ = Vxv

Notese que v, y U, coinciden con las velocidades fisicas u y w que se desean hallar. Por ello, calcular
la velocidad generalizada en tTZ equivale a encontrar el campo de velocidades en Tz, que es el que
interesa.

La relacion entre las componentes de la velocidad generalizada en uno y otro sistema se puede
hallar haciendo uso de la regla de la cadena:

09 .09 .

U = g =ilas i 1000 Ut (3.6)
09 09 _ .

N A A (3.7)
_ 09 09 .

T 9z T e (3.8)

Haciendo uso de las definiciones de @ y @, de las relaciones (3.6)-(3.8) y de la regla de la cadena,
puede demostrarse que la relacién entre los vectores vorticidad generalizada en uno y otro sistema
viene dada por:

Gy = Wy (3.9)
1
e = —— 3.10
w iaoow ( )
R 1 _
W, = —W, (3.11)
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Utilizando ahora las relaciones (3.6)-(3.11) y operando en la igualdad (3.5), se tiene:
GJ(T()) X (f — f(])

a2, (F —f0)% — (T — %) — (2 — %)?)2

lo cual se puede interpretar como el diferencial de velocidad dv generado en un punto T por un

elemento dVy = dtgdZodzy situado en Tq en el que hay una vorticidad generalizada &. Para obtener

la velocidad generalizada total, basta integrar la expresién (3.12) a lo largo de una regién 7 donde
la vorticidad sea no nula.

dv(T) = —Kaso dVp (3.12)

Es importante observar que, en dicha regién 7, las lineas de campo de & han de ser cerradas
o infinitas. Esto se deduce de que @ es adivergente, puesto que se define como el rotacional de
v. En efecto, témese un tubo de campo ) como el de la figura 3.5, cuya superficie externa 02
estd constituida por una superficie lateral S;,; tangente a @ y por dos bases S; y S2 que cortan a
Siat- Si se aplica el teorema de Gauss-Ostrogradsky:

515 E;dS:/ (V-@)dV =0
o Q N——
=0

se tiene que el flujo neto de @ a través de 0N es nulo. Como por la superficie Sy, el flujo de @ es
nulo, al ser @ tangente la misma, se deduce que el flujo que entra por S; debe ser igual al que sale
por Ss. O sea, que las lineas de campo deben ser cerradas o infinitamente largas.

/ CT)
7
A Slat

Figura 3.5: Esquema de un tubo de campo formado por dos bases S; y S2 y una superficie
lateral Sj,:. Las lineas negras son paralelas al vector @; por ello, el flujo de & a través de
Siat €s nulo.

Para el presente trabajo, serd de interés particularizar la expresion (3.12) para el caso en el que
la regién de vorticidad no nula 7 (sobre la que se ha de integrar) sea un hilo infinitamente delgado.
Para ello, basta imaginar que 7 es un tubo (cerrado o infinitamente largo) como el de la figura 3.5,
que confina un campo @, y cuya seccién A se hace tender a cero. Cuando A es suficientemente
pequena, puede escribirse:

@dVy ~ |@| Adrg

donde dTy es un vector tangente a la linea media del tubo. La aproximaciéon anterior serd tanto
m4s precisa como menor sea A. Ademds, en el limite A — 0, se tiene que |@| — oo, ya que la
vorticidad se va concentrando en una region cada vez mas pequena. Por ello, es preciso definir la
intensidad de torbellino como:

= lim |@|A (3.13)

A—=0
|| — oo
de tal forma que, en el limite A — 0:
@dVy = I'dr

Teniendo esto en cuenta y reescribiendo la ecuacién (3.12), se llega a que el diferencial de velocidad
generalizada creado por un elemento del hilo viene dado por:

df'o X (f — fo)

dv(T) = —KaxT' — —— S
a3, (t = t0)* = (Z — T0)? — (2 — 20)?]

(3.14)

(M
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Nétese que, al hacer el limite A — 0, se estd obteniendo la ley de Biot-Savart frecuentemente
utilizada en Electromagnetismo, con la salvedad de que el denominador es diferente debido al
cambio de variables realizado para pasar del sistema £43 al sistema tZZ.

3.3.2. Conos generalizados de Mach

A raiz de la ecuacién (3.14) puede observarse que, para que las velocidades inducidas sean reales
(v tengan, por ello, sentido fisico), es necesario que se verifique la desigualdad:

a’ (t—19)* > (z —z0)* + (2 — %)? (3.15)

Es decir, la distancia entre el punto causa (Zg,Zp) y el punto efecto (Z,z) ha de ser menor que
la distancia recorrida por el sonido en el intervalo ¢ — tg. Geométricamente, esto implica que un
elemento situado en (fg, Zg, Zg) sélo puede influir sobre el conjunto de puntos (¢, 7, z) que se halla
en el interior de un cono como el que se muestra en la figura 3.6(a). Dicho cono es la extensién del
cono posterior de Mach que aparece en el régimen supersénico estacionario.

También se puede ver desde otro punto de vista: en un instante ¢, el punto (z,z) sélo puede
verse afectado por perturbaciones (elementos) nacidas en instantes ¢ y en puntos (Zo, zg) situados
dentro de lo que seria la extensién al caso no estacionario de un cono anterior de Mach, como el
que se muestra en la figura 3.6(b). Al conjunto de puntos (g, Zo, Zp) interiores a dicho cono se le
denotars por C, (%, 7, 2).

to

Figura 3.6: Esquema en el que se ilustra la generalizacién al caso no estacionario de los

conos de Mach. En la figura (a) se representa el cono posterior, en cuyo interior se halla

el conjunto de puntos (¢, Z, Z) que son influidos por un elemento (to, Zo, Z0). En la figura

(b) se representa el cono anterior, en cuyo interior se hallan los elementos (Zo, Zo, 20) que
influyen en (¢, Z, z).

Noétese que en ambos casos se cumple que £ > g, ya que una perturbacién sélo puede afectar
en instantes posteriores a su nacimiento. Sin embargo, si se observa la ecuacién (3.14), puede verse
que, mateméaticamente hablando, sf serfa posible que algin elemento dly indujese velocidad sobre
(t,Z,Z) con ty > t, siempre y cuando verifique la desigualdad (3.15). Adem4s, segiin la férmula
(3.14), las velocidades podrfan ser complejas si el elemento Py = (fo, Zo, 2o) estd fuera del cono de
Mach anterior a P = (t,7,2), lo cual no tiene sentido fisico. Por ello, es conveniente redefinir la
ecuacién (3.14) como:

— Kax I'dFy x (F — To) [
dv(r) =4 [0, (f — 1) — (T — T0)? — (2 — 20)?]2 io Z ?Eg
St I a

Para calcular el campo de velocidades generado por un hilo turbillonario L, basta con desarrollar
la expresion anterior e integrarla a lo largo de la parte de L que esté dentro del cono anterior de
Mach, obteniendo:

u(t,z,z) = —KFaoo][ (f — to)dzo — (2 — 20)dlo (3.16)

InC.(tz.2) [a2 (T —10)2 — (Z — Z0)?2 — (2 — 20)?]

e
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_ T — To)dty — (t — to)dx
w(f,z,7) = —KFaoo][ _(Z = Bo)dlo = (—to)dTo (3.17)
InCa(t,2,2) [a%,(t —10)? — (T — To)* — (2 — 20)*]2
El simbolo { denota la parte finita de Hadamard de la integral, e indica que hay que excluir de
la integracién los términos que provoquen que el resultado de la misma sea singular. En este caso,
dichos términos son los elementos de L N Cy (%, T, Z) que verifican:

a (t—19)* = (z —70)* + (2 — %)? (3.18)

es decir, son los puntos de L que se hallan justo en la superficie del cono de Mach anterior a (, z, Z).
Fisicamente, lo que sucede es que dicho cono es una superficie ideal que contiene en su interior
a los puntos (tg, To, Zo) que afectan a (t,Z,z), y en su exterior a los puntos (fg,Zg, Zg) que no lo
afectan. Por ello, la integracion se debe hacer siempre en el interior de dicho cono, hasta llegar
muy cerca de la superficie, pero sin llegar a tocarla.

Esto también puede verse de otra forma. Si se expresa la ecuacién (3.18) en términos de las
variables (t, Z, ), se tiene:
(t —t0)? + (2 —20)? + (2 —20)* =0
Es decir, la singularidad en el integrando se produce para el punto ty = ¢, &9 = &, 29 = 2. Como un
torbellino no induce velocidad sobre si mismo, la contribucién de este término ha de ser eliminada.

3.3.3. Valor de K

Ahora queda hallar el valor de K. Esto se puede hacer imponiendo que la circulacién alrededor
de un hilo sea igual a su intensidad I". No obstante, es preciso matizar que, a diferencia de lo
que sucede en Electromagnetismo, la circulaciéon alrededor de un hilo no tiene por qué ser siempre
la misma y que, en ocasiones, puede depender de la curva que se elija o del propio hilo. Esto
puede parecer extrano dado que ¥ es irrotacional, aunque ha de tenerse en cuenta también que,
en ocasiones, Vv no es derivable en algunos puntos, y esto cambia algunas cosas. Puesto que esto
no se puede explicar de forma concisa, se calculard K a partir de un ejemplo sencillo, en el que la
circulacion alrededor del hilo siempre es la misma, y se dejard una explicacién més clara, mediante
una serie de ejemplos, para el apéndice D.

Considérese un hilo turbillonario rectilineo infinito L, de intensidad I', como el de la figura 3.7,
que estd descrito por las ecuaciones:

Tog = mfo -
L= _ 3 to € (—o0,00
{ o = 0 ) 0 ( 5 )
La constante m representa la velocidad a la que se mueve el torbellino en direccion del eje Zy. Para
este ejemplo, se considerara que el torbellino es subsénico, es decir, 0 < m < Guo-

Ahora témese un punto P = (f,7,2) cualquiera. Si se observa la figura 3.7, la regién de L
que interseca con el interior del cono de Mach anterior a P estara comprendida entre los valores
to — —oo y tg = t.(P), donde . es una variable que se utiliza para definir el punto (., mt.,0)
interseccién entre L y la superficie de dicho cono. Asi pues, si se emplean las ecuaciones (3.16)-

(3.17), se tiene que las velocidades en dicho punto P son:

. [P dt,

w(P) = KlaxZ — — 3 3.19
( ) ][—oo [ago(t _ 0)2 _ (j _ mt0)2 _ 22]5 ( )

— ) £e(P) dto

w(P) = —Klax(Z— mﬂ]{m R (@ i) (3.20)

Por comodidad, se definird F'(¢o, P) como:

I dfy
Flto. P) = / (02 — fo)? — (% — mto)? — 222 (3:21)
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Su valor se halla calculado en el apéndice C:

(i, P) = — (@, — m*)tg +mz — a’ t
o (02 (& — mE)? + (a2, — m?)22] \/a2o(F — o)? — (& — mily)? — 22

oo

(3.22)

Es importante notar que, cuando (to, mto,0) es un punto perteneciente a la vez al hilo L y al cono de
Mach anterior a P, F (%o, P) tiende a infinito, puesto que se verifica que a2, (t—to)?—(Z—mft)?>—2% =
0.

(te, mtc,0)
\ m

to

Figura 3.7: Esquema en el que se ilustra (en azul) un torbellino L situado siempre en Zo = 0

y que se mueve en direccién del eje o con velocidad constante m, con 0 < m < Goo-

En verde, se muestra la proyeccién sobre el plano Zp = 0 del cono de Mach anterior a

un punto genérico P = (£,%,%). La interseccién de dicho cono con el plano zy = 0 se

representa en rojo. Puede verse que, por tanto, la regién de L que genera velocidad en P

es la situada entre el punto definido por to — —o0, To — —00, Zo = 0 y el punto definido
como (t., mic,0).

Mediante la definicién de F', las ecuaciones (3.19)-(3.20) se pueden reescribir como:

W(P) = KTawz# [F (i(P), P) — F(~c0,P)] (3.23)

w(P) = —Klax(z—mit)H [F (t.(P),P) — F(—o0, P)] (3.24)

donde el simbolo H indica que se ha de tomar la parte finita de Hadamard de la expresién entre
corchetes. Aunque se puede calcular de forma maés rigurosa, resolviendo limites, en la préctica
basta con eliminar el término divergente. En este caso, el término divergente de las expresiones
(3.23)-(3.24) es F (t.(P), P), ya que el punto (t.(P), mi.(P),0) pertenece a la vez a L y al cono
de Mach anterior a P. En cambio, el término F(—oo, P) es finito, y su valor se puede calcular
tomando el limite ¢y — —oc en la expresién (3.22), resultando:

2 _ 2
_ at, —m

P00, P) = e (3.25)

De esta forma, el campo de velocidades queda definido por la expresién anterior y las dos siguientes:

wW(P) = —KlaxzF(—o0,P) (3.26)
w(P) = KlawzF(—o0,P) (3.27)

t =0
C={ Z = Rcosf ; 0¢€]0,2m)
Z = Rsinf
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w
z
0
e,
0 z

Q

Figura 3.8: Diagrama a partir del cual se puede obtener la relacién entre vp, u y w.

La velocidad tangencial 7y a la circunferencia C' est4 relacionada con @ y w mediante la expresion
(véase figura 3.8):

Vg = —usinf + w cos 0
Combinando la ecuacién anterior con las relaciones (3.25)-(3.27) y sustituyendo Z, Z por sus valores
en funcién de R, 6, se tiene que:

_ KT as (aoo 1
Vg = — —

)2
R m m 60529—1—(%")2—1

El valor de K debe ser tal que la circulacién alrededor de la curva C sea igual a I'. Por tanto, debe
satisfacerse la ecuacion:

2
r= 75 GoRdO = KT2= (‘L"’)Q - 1/ “_ (3.28)
c m m 0 COSQH—&-(%") -1
I

El valor de I esta calculado en el apéndice C y es:

j 2T :
oo (‘L'o) _1
m m
Sustituyendo el valor de I en (3.28), puede despejarse el valor de K:
1
K=— .2
27 (3.29)

Puede comprobarse que, en este caso, la circulacién alrededor de cualquier otra curva que
encierre al torbellino serd siempre igual a I'. En efecto, témese una curva cerrada C’ como la de
la figura 3.9, y dendtese como S a la superficie entre C'y C’. Si en esa superficie S el campo de
velocidades es derivable, entonces se podra aplicar el teorema de Stokes:

gﬁ/wﬁ_yﬁémz/s(vxv)ds

y, puesto que V x v = 0, se deduce que la circulacién es la misma en C'y C’. No obstante, hay
que remarcar que para ello se necesita que v sea derivable en S, puesto que asi lo exige el teorema
de Stokes. A raiz de las ecuaciones (3.25)-(3.27), puede deducirse que eso sucede cuando:

a’ (z —mt)* + (a®, —m*) 22 £ 0

oo o0

lo cual se cumple para todos los puntos del espacio tZZz, salvo para aquellos pertenecientes al propio
hilo turbillonario (z = mt, z = 0). Como S no interseca con el hilo, sino que lo rodea, se tiene que
¥ es derivable dicha superficie y, por ello, la circulacién alrededor de cualquier curva que encierre
al torbellino serd igual a T'.
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>\ i’o, T

fo,t P

L

Figura 3.9: Esquema en el que se muestran dos curvas cerradas C'y C’ (verde), paralelas
al plano Zz y que encierran al torbellino (azul). El conjunto S (amarillo) es una superficie
cualquiera comprendida entre ambas curvas que no corta a dicho torbellino.

3.3.4. Campo de velocidades generado por una herradura

En este subapartado, se estudiara el campo de velocidades generado por una herradura turbi-
llonaria de intensidad I' como la de la figura 3.10, que es la que se usard en el modelo numérico.
La herradura estd contenida en el plano #4Zg, y consta de dos tramos semiinfinitos! L; y L3 (de
velocidades my y ma), y de un tramo finito Lo (paralelo al eje Zg). Los vértices A; y As se suponen
colocados en dos puntos genéricos (¢1,7%1,0) y (t2,Z2,0), con t; = t5.

to

Figura 3.10: Herradura turbillonaria plana formada por tres segmentos L1, L2 y Ls. Se
utilizard posteriormente para el método numérico.

Nétese que la herradura representa dos torbellinos contrarrotatorios que nacen en A; y As y
luego se desplazan con velocidades m; y mqy en direccién del eje Zy. Por ello, puede servir para
reproducir la generacién impulsiva de torbellinos estudiada en el apartado 3.2.2.

Para el método numérico, sélo interesa conocer el campo de velocidades verticales w en el plano
tz. Este puede hallarse descomponiendo la herradura en cuatro hilos semiinfinitos, tal y como se
muestra en la figura 3.11, utilizando luego el principio de superposicién. Por ello, es preciso calcular
primero la velocidad generada por un hilo rectilineo semiinfinito.

Asi pues, considérese un hilo turbillonario L descrito por las ecuaciones:

_ T = mto |
L_{ZO -0 ; toE[0,00)

La intensidad del torbellino es I', y se supone orientada en el mismo sentido que la intensidad de

1Se entiende por hilo semiinfinito aquél que nace en un punto acotado del espacio tZZ y se extiende hasta otro
punto situado en el infinito.
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Figura 3.11: El campo de velocidades generado por la herradura se puede obtener co-
mo superposicion de los generados por cuatro hilos semiinfinitos como los que aqui se
esquematizan. Todos ellos nacen de A; o As.

L, de la figura 3.10. Ahora témese un punto P, situado en el plano zZ = 0, tal que el origen del
torbellino (que se ubica en t = 0,7 = 0,z = 0) esté situado en el cono de Mach anterior a P, como
se muestra en la figura 3.12(a). Entonces, desarrollando las ecuaciones (3.16)-(3.17) y empleando
la definicién de F, dada por la ecuacién (3.22), se tiene:

w(P) = —%Faw(f —md) H [F (£.(P), P) — F(0, P)]

Nétese que ya se ha hecho la sustitucién K = 1/(27). Como sucedié en el ejemplo anterior, f.(P)

es una variable utilizada para definir el punto (f., mt.,0) interseccién entre L y el cono de Mach

anterior a P. Recuérdese que, por ello, F' (EC(P), ]5) tiende a infinito. Si se elimina la contribucién de

este tltimo término mediante el concepto de parte finita de Hadamard, y se desarrolla F(0,,z,0),
se tiene que:

_ T mz — a?.t

w(P) =~ 2
) = o e —miy =

La expresion anterior es valida tnicamente cuando el origen del torbellino esta situado en el
interior del cono de Mach anterior a P. Si esto no es asi, puede suceder que:

(3.30)

» El hilo esté fuera de dicho cono (figura 3.12(b)). En ese caso, P no recibirfa influencia de

ningiin punto del hilo y se tendria @(P) = 0.

= El cono corte en dos puntos al hilo (figura 3.12(c)). Entonces, se tendria w(P) = 0, debido
al concepto de parte finita de Hadamard.

Como la condicién matematica que expresa que el centro del torbellino estd dentro del cono de
Mach anterior a P es a? t? —z? > 0; t > 0, entonces la expresién (3.30) se puede escribir de forma
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general como:
— 2 e
r mr — as.t

_ - st >0
w(P) = 2o (7 — mit) /a2 t2 — 72

(3.31)
si t<0
Nétese que ¢t y Z estdn medidos desde el origen del torbellino, que coincide con el origen de

coordenadas. Si esto no fuera asi, sino que el origen del torbellino naciera en un punto (Z;, Z;, 0),
tan sélo habria que sustituir ¢ por t — t; vy Z por T — ;.

0

8l

(a) (b) (c) P

r r

Figura 3.12: Representacidn de las distintas posibilidades de corte del cono de Mach anterior

a P (verde) con el hilo turbillonario rectilineo semiinfinito que tiene origen en O (azul).

En la situacién (a), el cono corta una vez al hilo, asi que la velocidad inducida en P es, en

general, no nula. En las otras dos situaciones, el cono no corta al hilo (b) o lo corta dos
veces (c), por lo que la velocidad inducida en P es nula.

Una vez conocido el campo de velocidades generado por un hilo rectilineo semiinfinito, ya es
posible hallar, por superposicién, el que genera una herradura como la de la figura 3.10.

A la vista de la ecuacién (3.31), w = 0 para t < t; = 5. Para el resto del plano ¢z, la velocidad
w vendra de sumar las contribuciones de los hilos descritos en la figura 3.11. Por comodidad, se
introducirdan unas nuevas variables:
T o= i-i

Xl' _ 7i’27 Z:172

81 H

Nétese que T = T ya que f; = 5. De esta forma, y recordando la expresién (3.31), la contribucién
de los hilos 1 y 3 de la figura 3.11 se podra poner como:

7(1) F lel — agofl
w = - R|— — = =
271'(100 (X1 7m1T1)\/(J%OT12 7X12
o = o) meXemanTs
2776[00 (X2 - mQTQ)\/ agoTQQ - X22

Por otro lado, la contribucién de los hilos 2 y 4 puede obtenerse haciendo el limite m — oo en la
expresion (3.31), quedando que:

52 I X
w = - — —
27Taoo T1 agon — X12
o® = L X
27Taoo 112\/(1%0,1—‘22 7X22

Sumando las expresiones anteriores y manipuldndolas, se obtiene finalmente que:

r [Vam-x2 JaI-X3 o
) R _ago1 11 7_&_002 2 : T1:T2>O
w = 27raoo T1 (Xl — mlTl) T2(X2 — mQTg) (332)

0 N T1:T2§0
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que es la expresién que se utilizard en el método Vortex-Lattice.

Ahora conviene reflexionar sobre lo que se comenté en este apartado acerca de que la circu-
lacion alrededor de una curva que envolviese al hilo turbillonario no tenia por qué ser siempre la
misma, sino que dependia de la curva o del propio hilo. Por ejemplo, para este ultimo caso, puede
comprobarse que la velocidad sélo es no nula en puntos que estén situados en el interior de al
menos uno de los conos de Mach posteriores a A; y As. En efecto, si P es un punto situado fuera
de ambos conos de Mach, podra suceder que:

= El cono de Mach anterior a P no corta al hilo en ningiin punto, por lo que la velocidad es
nula.

» El cono de Mach anterior a P corta a un mismo segmento rectilineo en dos puntos, por lo
que la velocidad es nula debido al concepto de parte finita de Hadamard.

La figura 3.12 puede servir para comprender esto tltimo, aunque en este caso P no tiene por
qué estar en el plano z = 0.

Témese entonces una curva como las circunferencias C7, C5 y C5 que aparecen en la figura
3.13, que se caracterizan por estar situadas fuera de ambos conos de Mach. Resulta evidente que la
circulacion alrededor de cualquiera de ellas es nula, ya que en ellas la velocidad inducida también
lo es. Ademds, en el apéndice D se comprueba que la circulacién también puede ser nula alrededor
de algunas curvas que intersequen con el cono de Mach como, por ejemplo, las circunferencias Cs y
C4 de la misma figura. Sin embargo, es esencial que el hilo encerrado por ellas genere circulacién,
o de lo contrario esta herradura turbillonaria no podria reproducir la fisica del problema (basada
en zonas de vorticidad no nula) descrita en el capitulo 1.

(a) z

Figura 3.13: Distintas circunferencias que envuelven a una rama de la herradura (azul).

Dicha rama puede tener velocidad subsénica (a) o supersénica (b). Por simplicidad, se

supone que la otra rama estd suficientemente lejos. Las curvas C1, C3 y Cs (rojo) estan

siempre fuera del cono de Mach (verde), por lo que la circulacidn alrededor de ellas es

nula. Asimismo, en el apéndice D se comprueba que, en algunas curvas como C2 y C4

(celeste), la circulacién también es nula, a pesar de que éstas intersecan con el cono de
Mach.

Una justificacion de este fenémeno se halla en que, aunque sobre las curvas anteriores la circu-
lacién es nula, es posible encontrar algunas otras curvas en las que la circulacién si es igual a la
intensidad de la herradura I'. Sobre qué curvas es no nula la circulacién es lo que se estudia, junto
con otros aspectos, en el apéndice D.
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3.4. Autoinduccién de velocidades en el régimen supersoni-
co

Una diferencia fundamental entre el régimen subsénico y el régimen supersénico es el hecho
de que, en este ultimo régimen, las densidades de circulacién (¢, z) inducen velocidades sobre
si mismas. Puesto que el perfil y la estela se modelan como una densidad de circulacién, esta
diferencia habra de ser estudiada y tenida en cuenta en los modelos numéricos.

Para ello, es necesario introducir primero el concepto de densidad superficial de circulacién & en
el espacio tridimensional {ZZ, y estudiar algunas de sus propiedades y su relacién con la densidad
lineal de circulacién v(t, Z) en el espacio bidimensional ¢Z. Posteriormente, se calcula la velocidad
autoinducida mediante una serie de limites e integrales.

3.4.1. Densidad superficial de circulacién en el espacio {7

Considérese un volumen infinitesimal dt dz h, situado en el plano z = 0, en el que hay una
vorticidad @ (que es paralela a z = 0). Si se hace el limite h — 0, se concentrard toda la vorticidad
en una superficie, tal y como se muestra en la imagen 3.14. En ese caso, se verificard |@| — oo, por
lo que es preciso introducir el concepto de densidad superficial de circulacién, que se define de tal
forma que:

(t,z)dtdz = lim @(t,z)dtdz h (3.33)
h — 0
@] — oo
_ dzx
z —
dt/ @ e dz
t h—=0| ,~--F->
// w

Figura 3.14: Esquema en el que se muestra la equivalencia entre una densidad volumétrica
de vorticidad @ y una densidad superficial &. La segunda puede obtenerse a partir de la
primera si ésta se concentra en una superficie (b — 0).

Esta densidad superficial & tiene dos componentes en los ejes ¢ y T que se denotardn por &; y
0z, respectivamente, y de las cuales se pueden obtener interpretaciones fisicas. Por ejemplo, puede
demostrarse que la componente ¢; estd relacionada con la densidad lineal de circulacién (%, Z)
en el espacio Tz. En efecto, témese una curva C' como la de la figura 3.15, que encierra un area
S contenida en un plano ty = cte. En virtud del teorema de Stokes y de la definicién de &, la
circulacién I' alrededor de la misma (en el sentido indicado en la figura) serd:

To=T To=T
r:/wds:/ —w-ughd:foz—/ & - ug 7
S Zo=0 Zo=0

Si se relaciona esta férmula con la ecuacién (1.11), se tiene que:

v, %) = —6(t,T) -ug = —5¢(t,T) (3.34)

Por otro lado, el cociente m = d,/d; es la velocidad con la que se desplaza la densidad de
circulacién (f, ) por el eje x. En efecto, témese un tubo de campo 7, que tendréd espesor h —
0, cuya vista en planta estd delimitada por dos lineas paralelas al vector & (que se suponen
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Figura 3.15: Esquema en el que se ilustran: (i) una densidad superficial de circulacién

contenida en el plano zo = 0 (azul), (ii) una superficie S contenida en un plano to = cte

(verde claro) limitada por una curva cerrada C' (verde) y (iii) la interseccién entre el plano
Zo =0y S (rojo), que tiene dimensiones h X T, con h — 0.

infinitesimalmente juntas) y por dos superficies transversales dS; y dSo, tal y como se muestra en
la figura 3.16. Puesto que @ es adivergente, ya que proviene de un rotacional, se tiene que el flujo
neto de @ a través de las paredes de dicho tubo debe ser nulo. Como por las paredes laterales no
escapa @, al ser tangente a las mismas, se tiene entonces que:

/ wdS = @dS
dS1 dSs

Ahora bien, por tener el tubo de campo seccién infinitesimal, la expresién anterior se puede poner
como:

@wdS1 = wdS»

Por otro lado, los diferenciales de superficie dS; y dSo pueden elegirse paralelos al plano Tz, de
tal forma que dS; = hdZ; ug y dSa = hdZs uz. Utilizando entonces la definicién de & (ecuacién
(3.33)) y la igualdad (3.34), la relacién anterior se puede escribir como:

ardx = —(t,T)dx = cte (3.35)

Es decir, la cantidad d;dx, que es una medida del flujo de & en el interior de dicho tubo de campo,
se conserva. Ahora lldmese T = Z () a la ecuacién que define la linea media del tubo de campo 7, y
témese un punto cualquiera P = (¢, (), 0) de la misma. En virtud de la ecuacién (3.35), sea cual
sea P siempre se tendra, visto en el espacio £z, un mismo torbellino de intensidad ~(¢, z)dz. Por
tanto, la ecuacién de la linea media T = %, (¥) representa también el movimiento en el eje T de dicho
torbellino de intensidad (%, Z)dZ. La velocidad con la que se mueve el mismo vendra determinada
entonces por:

dz,
m= — 3.36
pr (3.36)
A su vez, como la linea media del tubo de campo es también tangente al vector &, se tiene:
dt  dz,
G Oy

Combinando las dos ultimas ecuaciones, se deduce que:

tal y como se queria demostrar.

3.4.2. Expresion para la velocidad autoinducida

Considérese ahora una densidad superficial de vorticidad & (to, To) situada en el plano zp = 0,
y lldmese P al punto (¢, Z,0). Se desea calcular la velocidad vertical @ inducida por el elemento
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o

Figura 3.16: Vista en planta de un tubo de campo 7 sobre el que se aplica el teorema de

Gauss. El tubo tiene espesor (en direccién z) h — 0, su vista en planta estd limitada por

dos lineas paralelas a & infinitesimalmente préximas (azul) y por dos secciones transversales

paralelas al plano Zz, y su linea media esta definida por la ecuacién Z = z-(t); z = 0. Dicha

linea media representa el movimiento en el espacio-tiempo de un torbellino de intensidad
v dz (rojo).

& (P)dtydzg sobre el punto P. Para ello, se hace primero, por comodidad, el siguiente cambio de
variables:

T = t—1p (3.37)
X = T-—1 (3.38)

A continuacién, se define una regién Ss como la que se muestra en la figura 3.17, que estd delimitada
por:

= Las semirrectas X = ta.T, con T > 0, que son la interseccién del cono de Mach anterior
a P con el plano zy = 0. Sélo los elementos &dTdX comprendidos entre las dos semirrectas
podrén inducir velocidad sobre P.

= La recta T = § + X/m, que es paralela al elemento &(P)dTdX, donde § es un valor que
tiende a cero. Se supondra |m| > a, de tal forma que dicha recta corta a las dos semirrectas
X = +axT; T > 0 en dos puntos de abcisas X1 y X3 (con X7 < 0 < X3), tal y como se
muestra en la imagen 3.17.

X P\
a(P)

Figura 3.17: Esquema de la regidn S5 en el caso |m| > aoo.

Atendiendo a la ecuacién (3.12), a la definicién de & (ecuacion (3.33)) y al cambio de variables
realizado (relaciones (3.37)-(3.38)), la velocidad vertical inducida en P por la densidad & contenida
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en el interior de S5 vendra determinada por:

_ X2 5+X/’m = X o T
w(P)=-2= [ “ax ar 0 (3.39)
21 Jx, X|/aw  [a2T? — X?]

Nétese que la expresién anterior da la velocidad inducida en P por el elemento &(P)deX_ cuando
se hace el limite § — 0 ya que, en ese caso, la region Ss tiende a convertirse en el punto P.

Al ser ¢ un valor muy pequenio, ¢; y d, pueden considerarse constantes e iguales a d;(P) y

0. (P), respectivamente. En ese caso, la integracion respecto a T' se puede hacer teniendo en cuenta
las siguientes igualdades demostradas en el apéndice C:

/ T - T

(a2, T2 — X2)*/ X2,/a2 T? — X2
T dT 1

/ @272 — X272 a2\ al T — X2

Si se utiliza también el concepto de parte finita de Hadamard (es decir, no se evaldan las primitivas
anteriores en T = | X|/as ya que, en ese caso, tenderfan a infinito), entonces la expresién (3.39)
queda como:

o(P) = %= ((fI(P)&t?SlP))/:Z dx o

2
2m I\ A% V% 6+ X/m)? - X?
=I
X
2 dX
o (3.40)
X1 Xy/a2, (64 X/m)* — X2
=1
En el apéndice C se demuestra que:
= El valor de la integral I es:
P
1=
m? — a2,

= La integral I, es convergente.

Teniendo esto en cuenta, utilizando (3.34) y (3.36), y haciendo el limite § — 0 en la expresién
(3.40), se obtiene que:

_ 1 m /m2—a2 _

w(P)=-—+——2~(t,% 3.41

(P) = 5 V(i) (3.41)

Es decir, una densidad de circulacién (¢, Z) que se mueva con velocidad |m| > as a lo largo del

eje ¥ inducird velocidad sobre si misma. Eso sucede, por ejemplo, con la densidad de circulacién

que sustituye al perfil cuando éste vuela supersénicamente. A este fendémeno se le llamard, en lo

que sigue, como autoinduccion de velocidades.

Cabe senalar que, para el régimen subsénico, no puede obtenerse la misma conclusién. En
efecto, en el caso |m| < ao, €l procedimiento anterior carece de sentido, ya que Sj seria una regién
abierta, tal y como se muestra en la figura 3.18. Por ello, al hacer el limite 6 — 0, S5 no tiende a
convertirse en el punto P, y no se obtiene la velocidad inducida por el elemento &(P)dT'dX sobre
s{ mismo.



88
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T
T
0 T=5
to .
)
X
P

Figura 3.18: Esquema de la regién Ss en el caso |m| < acs.



Capitulo 4

Método Vortex-Lattice para el
caso compresible

4.1. Introduccién

En este capitulo se exponen métodos Vortex-Lattice para calcular el flujo aerodindmico alre-
dedor de un perfil en el caso compresible, tanto para el caso subsénico como para el supersonico.
Los métodos originales, que obtienen las fuerzas que actiian sobre un perfil cuando el movimiento
de éste es conocido, han sido desarrollados por Hernandes y Soviero [18][19], y hacen uso de tres
aspectos tedricos que se explicaron en el capitulo 3:

= La generacion impulsiva de torbellinos.
= El campo de velocidades generado por una herradura turbillonaria en el caso compresible.

= En régimen supersénico, la induccién de velocidades de una densidad de circulacién (¢, x)
sobre s{ misma.

En particular, se comienza exponiendo el método de Hernandes-Soviero para el régimen subséni-
co (apartado 4.2). Sin embargo, este método tiene el inconveniente de que presenta un “cuello de
botella”, es decir, un punto en el cual el cdlculo es computacionalmente muy costoso. Por ello, se
propone un algoritmo de optimizacién que resulta ser muy preciso y, a la vez, mucho maés eficiente
(apartado 4.3).

Ademés, como se vio en el capitulo 2, hay ocasiones en las que lo que realmente se conoce son
las condiciones de contorno del perfil (muelles, amortiguadores, etc.), mientras que lo que se desea
calcular es el movimiento del mismo. Para esos caso, se desarrolla un método implicito que acopla el
método de Hernandes-Soviero con las ecuaciones que rigen el movimiento del perfil (apartado 4.4).
Esto servird para hallar, por ejemplo, el punto de flameo de un perfil flexible semiempotrado (que
se comporta de forma similar a una bandera que ondea debido al viento), resultado no encontrado
por el autor y el tutor de este texto en la literatura disponible.

Por 1ltimo, se realiza una extensién de los métodos anteriores al caso supersénico (apartado
4.5), siguiendo las pautas establecidas por Hernandes y Soviero [18][19].

89
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4.2. Meétodo de Hernandes-Soviero para el régimen subsoéni-
co, con w, conocido

4.2.1. Descripcion del método

La base de este método radica en combinar la teoria del pistén con la ley de Biot-Savart para el
caso compresible no estacionario, conceptos estudiados en el capitulo anterior. Para ello, se divide
el perfil en N paneles de la misma longitud (h,) y se evalda el campo fluido en T' instantes de
simulacién, todos separados por un mismo intervalo At, y con t; = 0. Los paneles estan numerados,
de tal forma que el panel 1 corresponde al del borde de ataque y el panel N al de salida. El extremo
del i-ésimo panel mds cercano al borde de ataque se denotard por xi,, el mas lejano por za, y el
punto intermedio entre ambos extremos por x;.

—_
U | 1 \ DY \ ’L \ PR \ N .
o0 r T 1.1 x xl T x \_C
ry, = 0 1; e L2 2N =
_— —_—
hp

Figura 4.1: Mallado del perfil en paneles y definicién de los puntos z1,, z2; ¥ Z¢;.

En cada instante ¢, y panel i, el fluido tendrd inicialmente una velocidad vertical inducida
Wind(tk, Tc;) en el punto medio de dicho panel, debido a la presencia de torbellinos en el campo
fluido. Sin embargo, debido al movimiento del perfil y/o rafagas, la velocidad en tﬁ deberd ser
Wy (tr, ;) — Wy (tk, Tc,) que serd, en general, diferente a winq(tx, ., ). Por ello, se generan stbita-
mente dos torbellinos contrarrotatorios (de acuerdo a la teoria del pistén) en los bordes del panel,
que luego permanecen en el campo fluido e inducen velocidades sobre el mismo (a través de Biot-
Savart). Esto se puede esquematizar mediante una serie de herraduras turbillonarias como las que
aparecen en la figura 4.2:

X
/ Panel Panel Panel Panel Panel
1 2 T N-1, N

Wind

I ]
I |
I I
I I
B | S | - iH- = 4H - - -
I |
I I
| |
I I

Figura 4.2: Mallado del espacio-tiempo en herraduras para el método de Hernandes-
Soviero. A la izquierda, se muestra el mecanismo de generacién de torbellinos, que se
estudia mediante la teoria del pistén. La pareja de torbellinos que nace (y permanece
después en el campo fluido) puede ser modelada mediante una herradura como las que
aparecen a la derecha. Asi pues, en cada instante ¢; nacen N herraduras, cada una asocia-
da a un panel del perfil, y éstas inducen un campo de velocidades en instantes posteriores
(wina) que pueden obtenerse mediante la ley de Biot-Savart. Los ejes //t y //x son
paralelos a los ejes t y .



4.2. Método de Hernandes-Soviero para el régimen subsénico, con w, conocido 91

En efecto, cada herradura representa el nacimiento de dos torbellinos contrarrotatorios en los
extremos de los paneles, y su posterior permanencia en el campo fluido. Es preciso observar que
todos los torbellinos, una vez nacen, se quedan para siempre en la misma posicién z (son torbellinos
ligados al perfil), salvo el que nace en el borde de salida, que se convecta aguas abajo con la corriente
(es un torbellino libre). Esto se hace para satisfacer la condicién de Kutta. Al mismo tiempo, el
hecho de que los torbellinos siempre aparezcan por parejas contrarrotatorias hace que la circulacién
total en el perfil y la estela sea nula, tal y como exige el teorema de Bjerkness-Kelvin.

La intensidad de la herradura asociada al panel i que nace en el instante t; se denotard por
AT*. El campo de velocidades que ésta induce, y que se denotaré por (w;)¥(¢, ), puede obtenerse
a partir de la férmula (3.32), aunque hay que observar que:

= Dicha férmula estaba expresada en un sistema de referencia £z que se movia con la corriente
incidente. Para expresarla en términos del sistema zz que viaja con el perfil, ha de hacerse
el cambio de variables: t = t, ¥ = x — Uyot.

» La intensidad de la herradura AI‘;c tiene direccién opuesta a la de la herradura a la que hace
referencia la ecuacién (3.32).

= Para las herraduras coni = 1,..., N —1, ha de tomarse m; = my = —U,, que es la velocidad
de sus extremidades vista en el sistema de referencia Zz. En cambio, para el caso i = N, se
tiene my = —Uy, mo = 0.

Teniendo esto en cuenta, queda que:
(Wina)F(t,z) = G¥(t, z) AT¥ (4.1)

donde G¥(t, ) es una funcién que se define como:

\/a2 T2 — (X, — UsTs,)?
27raOO Xg >t
\/(LQTQ— 1 = UseTh, )2 "i=1,...,N-1
chli
k _
Gi(t,z) = 1 . a2, T3 — (Xa, — UscT, )2 (4.2)
27‘(@00 Tgk (XQI — UOOT2k) - t> tk
\/agolek - (quz - UOOle)Q =N
T, X4,
0 C <t
y donde, a su vez, Xi,, X»,,T1,,Ts, vienen dados por:
Xli T — X1,
XQi = T — X2
Ty, =15, = t—tg (4.3)

En cada instante tj, con k > 1, se suponen conocidas las intensidades AT de las herraduras
nacidas en los instantes anteriores ¢; (I = 1,..., k— 1), mientras que las intensidades AT'¥ de las que
nacen en dicho ¢ son incégnitas. Para hallarlas, se impone la teorfa del pistén (ecuacién (3.3)) en
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los puntos medios de los paneles y en el instante definido como 441 /0 = (t + try1)/2, quedando
que:

1 AT¥

200 At

Wy (trg1/2, Te;) — Wo(trr12, Tey) — Wind(tpg1/2, Te, )
t1=1,...,N; k>1

El hecho de que la ecuacién se aplique en t;11/5 y no en tg, que es donde realmente se originan
subitamente los torbellinos, obedece a motivos de estabilidad numérica. Ahora bien, la velocidad
inducida w;(ty41/2,%,) depende también de las incégnitas AI‘;’? (j = 1,...,N) a través de la
siguiente relacion:

k—1 N N
l k k
Wind(tk41/2, Te;) = E E G (thg1/2, e, )AL+ E G (ter1/2, e, )AL
=1 j=1 j=1
Velocidad inducida por herraduras Velocidad inducida por herraduras
cuya intensidad se conoce cuya intensidad se desconoce

De esta forma, se obtiene que:

55
Z { (tsryar@e) = 55 ]At] AT} = wy(tps1/2, e;) —

E

-1 N
> Ghltiprjewe )AL i=1,... ,Nik>1 (4.4)

=1 j=1

(1

donde d;; es la delta de Kronecker, que vale 1 si 2 = j y 0 en caso contrario. La ecuacién anterior,
junto con la definicién de G, permite hallar AF?, aunque es conveniente expresarla de forma
matricial para obtener una mayor eficiencia numeérica.

Para ello, se definird la matriz A,, como aquélla cuyo elemento (i, j) representa la velocidad
inducida en z., por una herradura de intensidad unitaria que haya nacido en el j-ésimo panel un
tiempo (m + 1/2)At antes, es decir:

[Amlij = G ™ (thy1/2, 7e,) (4.5)

En la expresién anterior, no importa qué valor se tome para k, puesto que el resultado no depende
de ella, como puede comprobarse a través de (4.2) y (4.3). Asimismo, conviene definir los siguientes
vectores y matrices:

A = [Ar].. [Araa]yene-n (46)
2r = [Ar’f AT ATE AT 0 On g ()
ng+1/2 = [wp(tk+1/2,$cl)7~"?wp(tk+1/27xCN)];><1
W§+1/2 [wg(tk_,,_l/Q,Icl),...,wg(tk-‘rl/Q?xCN)}ﬁXl

Noétese que x’li es el vector que contiene las incégnitas, y que z{i es un vector que contiene todas

las intensidades de herraduras que han nacido en instantes anteriores a k. Mediante las variables
anteriores, se puede reescribir (4.4) como:

-1
1
k _ k+1/2 k+1/2 k
xk = {AO = AtIN] WiH2 W2 o Agf (4.8)
—Wk+1/2

=B
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donde Iy es la matriz identidad de dimensién N x N. La ventaja de escribirlo de esta forma
es que las matrices A y B, que pueden tener muchas componentes, no dependen del instante k
de simulacién, sino que son siempre las mismas. Por tanto, sélo es preciso calcularlas una vez
y almacenarlas en memoria. Ademads, el poder despejar x{i de forma matricial, evitando bucles,
disminuye notablemente el tiempo de célculo.

El término Wk+1/2 representa la velocidad inducida en #_, /o por todas las herraduras nacidas

enty,...,ty—1. Es importante notar que, de forma similar a lo que sucedia para el método Vortex-
Lattice del caso incompresible, el producto Az{i que define a WKt1/2 ge efectiia de forma mucho
k

mds rapida si se declara zf: como un vector disperso (véase apartado 2.5.1).

Conviene senalar también que, para el caso k = 1, dicho término y el senalado con un [1] en la
ecuacién (4.4) no se podrian calcular tal y como estan definidos, ya que se obtendrian a partir de
intensidades AT'Y que no existen. Sin embargo, puesto que dichos términos representan la velocidad
inducida por herraduras nacidas en instantes anteriores a k, y en el caso k = 1 dicha velocidad es
nula, basta omitirlos de las ecuaciones (4.4) y (4.8) para que éstas sigan siendo vélidas.

Una vez conocidas AF?, es posible hallar otras variables de interés como:

= Circulacidn acumulada hasta el panel i: en la figura 4.3(a), se representa la circulacién acu-
mulada por las distintas extremidades de todas las herraduras aparecidas hasta un instante
genérico ¢, . A raiz de dicha imagen, puede obtenerse que la circulacién acumulada hasta un
panel genérico ¢ vale:

Ff = F(t;,l‘ci) =

k=1 ATl .
{ L AL k>l (4.9)

0 ;o k=1

Nétese que, al definir (por motivos totalmente arbitrarios) I'¥ en ¢, , y no en ¢, se ha de
suponer entonces que la circulacién es igual a T'¥ en el intervalo (tx_1, ). Del mismo modo,
se tiene que la circulaciéon serd igual a I‘,’f“ en el intervalo (tg, tx+1). Para no dejar indefinido
el valor de la circulacién en t, se tomard T'(tg,z.,) = I'¥. Esta situacién se esquematiza en
la figura 4.3(b).

+
Panel Panel k
[ . ] L J

K/ \/I Panel N \,/
25;11 Arll E{C;ll Ar‘11 2 L; 7\‘ arl :;. 71‘ Al [,
(a)
C
I(t, zc,)
k+1
FZ-JF
g——o
re ALY
—e
Ly : : ¢ (b)
A t lit1

Figura 4.3: En la imagen superior (a), se muestra la circulacién total acumulada en cada

extremo de cada panel por todas las herraduras aparecidas hasta ¢, . La circulacién k=

I'(t; , ;) se mide en sentido horario sobre la curva sefialada en rojo. En la imagen inferior

(b), se muestra la evolucién de la circulacién hasta el i-ésimo panel I'(¢, z.,) como funcién
del tiempo. Se considerard que, justo en ty, I'(ty, zc,) = I'F.

= Densidad de circulacion: la densidad de circulacién se supone constante en cada panel, y su
valor debe ser tal que la circulacion hasta el i-ésimo panel sea igual a la calculada anterior-
mente. Atendiendo a la figura 4.4, esto se puede conseguir si se verifica:
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V¥

CcCcC | cCcC .. | CcCC

Figura 4.4: Distribucién de circulacién en el método de Hernandes-Soviero. A cada panel
se le asocia una densidad de circulacién constante (azul), de tal forma que la circulacién
en una curva cerrada que llegue hasta x, (verde) siga siendo Ik

D=3k,
j=1

lo cual equivale a:

-ri,
T ;o 1>1
vE = it (4.10)
—i - oi=1
hy

Al igual que la circulacién, se supone que la densidad de circulacién en el i-ésimo panel
permanece constante e igual a ¥ en el intervalo (¢_1, tx).

= Distribucion de presiones sobre el perfil: se obtiene utilizando diferencias finitas en la ecuacion
(1.23), lo que conduce a:

k
k+1/2 F’L
Api+ / = pint(tk—&-l/%xci) *pext(tk-i-l/Qazci) = Poo At + PooUoo"Yf—H (4~11)

donde int se refiere al intradés y ext al extradés'. A partir de la distribucién de presiones,
es posible hallar la sustentacién, el momento de cabeceo o cualquier otra fuerza generalizada
de interés que actie sobre el perfil.

Para mayor eficiencia, es conveniente escribir las ecuaciones (4.9)-(4.11) en notacién matricial.
Para ello, se definen primero los siguientes vectores y matrices:

T
r* = [If,....T%] v
T
o= ] e
T
pk+1/2  _ [Apllv-&-l/Q’.”’ApﬁﬁV-&-l/ﬂ
Nx1
1
1 -1 1
D = —
P .
-1l vn
de tal forma que las ecuaciones (4.9)-(4.11) se reescriben como:
<1 = r*4xk T=0na (4.12)
~k = Drk (4.13)
pkti/2  _ 'OAO;XIE+pooUoo’7k+1 (4.14)

L Ahora no se utilizard ¢ para el intradés y e para el extradés para no causar confusién con el indice i que recorre
los paneles del perfil.
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Estas tres tltimas ecuaciones serdn importantes de cara al algoritmo para w,(t, z) desconocido. Se
aconseja también definir D como variable dispersa.

Un esquema de los diferentes pasos del algoritmo se halla en el diagrama de flujo de la figura
4.5.

4.2.2. TIlustraciéon de algunos resultados

A continuacidn, se representard la sustentacion en funcién del tiempo para tres casos diferentes:

cambio unitario escalén en el angulo de ataque, movimiento armonico del perfil y rafaga escalén.
Todas las variables asociadas a estos tres casos, incluidas las funciones wy(t, z) y wq(t, ) (que son
variables de entrada del programa), son las mismas que las que se describieron en el capitulo 2. La
validez de los resultados obtenidos se halla contrastada, para los casos My, = 0.5y My = 0.8, con
otros tedricos en el propio articulo de Hernandes-Soviero [18][19]. Aqui se expondran los resultados
para M., = 0.8 y se complementaran con los obtenidos para otros nimeros de Mach.

La sustentacion que aparece tras un cambio subito del dngulo de ataque se muestra en la figura

4.6. En ella, pueden apreciarse tres cosas:

= El pico inicial es tanto més acusado cuanto menor sea el nimero de Mach. Esto se debe a

que el perfil, al moverse sibitamente, ha de desplazar también de forma siubita la masa de
aire a su alrededor. A medida que M, crece, la compresibilidad del aire es mayor y esto
amortigua las fuerzas que el perfil ha de ejercer sobre el aire a su alrededor para moverlo (y,
por accién y reaccién, la fuerza que aparece sobre el perfil). En cambio, a medida que M,
se hace mas pequeno, el fluido se comporta en mayor medida como un liquido, y en este caso
no es posible compresién (ni amortiguamiento) alguna, de ahi que el pico de sustentacién sea
mayor.

Una vez superados los primeros instantes, el ¢; es mayor conforme mayor es el nimero de
Mach. Esto se debe a que la sustentacién debe ir tendiendo progresivamente a su valor en el
caso estacionario, que crece con M, a través de la férmula:

2r A«
1— M2

oo

C;&st —

Para M., = 0.001, la solucién obtenida coincide en general con la tedrica de Wagner, a
excepcién del primer instante. Esto se debe a que, en el caso incompresible, el perfil ha
de realizar una percusidn (fuerza infinita en un tiempo nulo) sobre el fluido que estd a su
alrededor para moverlo. Por accién y reaccién, se deduce que la sustentacién debe tener una
componente del tipo delta de Dirac centrada en el instante t = 0. La férmula de Wagner no
muestra esto, porque su expresién es valida para ¢t > 0T, pero los métodos numéricos si que
lo hacen, de ahi la aparente discrepancia en t = 0. En el apéndice A se halla una reflexién
acerca de la funcién delta de Dirac que deberia acompanar a la funcién de Wagner.

En la figura 4.7 se muestra la sustentacién que aparece en un movimiento armoénico. Nétese

que se omite la parte correspondiente al intervalo Ust/c < 4, ya que se pretende representar sélo
el régimen permanente. Puede apreciarse que:

= La compresibilidad introduce un desfase en las curvas, es decir, las desplaza hacia la derecha.

Dicho desplazamiento es tanto mayor cuanto méas alto sea el niimero de Mach.

= La amplitud de las curvas varia con M. El valor maximo del ¢; no se presenta para el Mach

mds alto ni para el mas bajo, sino para uno intermedio.

= Como sucedia para el cambio escalén en el dngulo de ataque, la sustentacién presenta un

pico inicial que es mayor cuanto menor sea M.
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Calcular matrices constantes:
A, B, D,...

|

Inicializar circulacién I'(t,z) y vector con las
intensidades de las herraduras anteriores:

'k = Onx1, Zlf = 0N(T71)><1

I

Evaluar velocidades inducidas por otros torbellinos:
Wht1/2 — AzX

|

Evaluar la velocidad que deberia tener
el fluido por impenetrabilidad (datos conocidos):
W11§+1/2 B Wg-s-l/z

I

Evaluar saltos de circulacion en t:
xk =B [W'/2 - w2 ez

I

Evaluar distribucién de presiones sobre el perfil:
pk+1l/2 _ %Xlﬁ + pocUseD (rk + xlf‘)

I

Evaluar cualquier fuerza generalizada que
interese como, por ejemplo, la sustentacion:
Wtpg12) = hp[11 ... 15 PRFL/2

|

Actualizar circulacién y vector con las
intensidades de las herraduras anteriores:

rk = Tkyxk
ZX(N(T—2)+1:N(T-1)) = |
Kk _ le‘
ZF = les‘
k=k+1

Figura 4.5: Diagrama de flujo propuesto para esquematizar el método de Hernandes-
Soviero. El simbolo [] que aparece en uno de los bloques denota que se han de eliminar las
componentes del vector sefaladas entre parantesis.
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Aa=1; N=100; T = 1001
10

—— Wagner (M_=0)
M_ =0.001

—_—M =02
8 / ©

| / Moo =04
7 / . Moo =0.6

M_=038

Z

0 2 4 6 8 10
Uoo-tlc

Figura 4.6: Evolucién en el tiempo del coeficiente de sustentacién tras un cambio subito
en el dngulo de ataque, para varios valores del nimero de Mach.

= Para M = 0.001, la curva se ajusta bien a la dada por Theodorsen. Las mayores diferencias
se producen en los valores maximos y minimos del ciclo, aunque pueden reducirse si se toma
un paso de integracién At méas pequeno.

Por ultimo, en la figura 4.8 se muestran los efectos de la compresibilidad en la sustentacién que
aparece cuando el perfil atraviesa una rafaga escalén. Al igual que ocurria en el caso incompresible,
se recomienda elegir un At de simulacién tal que U At/h, sea un nimero natural para que los
resultados no presenten oscilaciones numéricas. De forma similar al cambio sibito del dngulo de
ataque, puede verse que en la figura 4.8 que:

= Durante los primeros instantes (Usot/c < 1), la sustentacién es menor cuanto mayor es el

ntmero de Mach. Esto se debia a que, cuanto més compresible sea el aire, més se amortiguan
las fuerzas en los primeros instantes.

= Para tiempos mayores, la sustentacién debe tender a la del caso estacionario, dada por:

wo
2 T

1— M2

o0

Ccp =

que es tanto mayor cuanto mayor sea M.
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o'b/U_=0.8;N=100; T =501

0.6
__*__Theodomen(Mw=O)
M =0.01
04 s -
' M_=02
M_=04
M_=06
M_=038
=

U -tlc

oo}

Figura 4.7: Evolucién en el tiempo del coeficiente de sustentacién para un movimiento
arménico del perfil. Los valores numéricos de los fasores que determinan el movimiento del
perfil son h = 0.005c y & = (3 + 45)7 /180, y el eje elastico estd situado en z./c = 0.75.

WO/UO(): 1, N=100; T = 501

5
o 4 —»— Kussner (M_=0)

MOO =0.01

3r MOO =0.2

2| MOO =04
M =06

! —_M_=08

0" L 1 1 ' J

0 2 4 6 8 10
U _tc

Figura 4.8: Evolucién en el tiempo del coeficiente de sustentacién tras una rafaga escaldn,
para varios valores de M.
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4.3. Optimizacion del algoritmo para el caso subsoénico

El principal cuello de botella del programa anterior se halla en el calculo del producto Wht1/2 —
Azlli7 es decir, en el célculo de las velocidades inducidas en t;1,5 por herraduras nacidas en los
instantes t1,...,tx_1. Esto se debe a que, en general, A y z’li tienen un gran numero de compo-
nentes, y a que el dicho producto ha de realizarse en repetidas ocasiones (una para cada instante
de la simulacién). Por ello, el tiempo que ocupa el cdlculo del mismo es una parte importante del
tiempo total (alrededor del 70 %) de ejecucién del programa.

En particular, A es una matriz de dimensién N x N(T—1), y z& es un vector de dimensién N (7 —
1) x 1. Si se declara zt como variable dispersa, entonces el ordenador ignorard las componentes
nulas de z¥ y las correspondientes columnas de A para hacer el producto. De la ecuacién (4.7),
puede deducirse que zlli tiene N (k — 1) componentes no nulas, por lo que el coste de efectuar dicho
producto crece como N?(k — 1). Puesto que este producto ha de efectuarse desde k = 1 hasta

k =T, el coste total crecerd como N2T?/2.

Sin embargo, cuando las herraduras han nacido mucho antes de t, es posible utilizar expresiones
aproximadas del campo de velocidades que éstas generan que son menos costosas de calcular y, a
la vez, son suficientemente precisas. De esta forma, se puede obtener un alto grado de precisién
con un coste computacional mucho menor.

Estas expresiones aproximadas se obtendran a continuacién, distinguiendo dos casos: herraduras
correspondientes a los paneles ¢ = 1,..., N — 1 y herraduras correspondientes al panel i = V.
Posteriormente, se explicard como utilizar dichas expresiones para disminuir el coste computacional,
y se analizard cuanto disminuye éste.

4.3.1. Aproximacién de las velocidades inducidas por las herraduras i =
1,...,N—=1

Considérese una herradura como la de la figura 4.9, que es similar a las usadas en el método
Vortex-Lattice para los paneles i = 1,..., N — 1 del perfil. Su campo de velocidades w; viene dado
por la expresién (4.2), que se puede reescribir de la siguiente forma:

T
X1 X9
t
T Ts
P} [P}
Figura 4.9: Esquema de una herradura tipica del método de Hernandes-Soviero correspon-
diente a uno de los panelest=1,..., N — 1.
wl(t,x) = 2 [Hl(TQ,XQ) —Hl(Tl,Xl)] (415)
Tl

donde H; es una funcion definida como:

g [ VR = (X - ULT)?
B T*X

Hy(T*, X)

(4.16)
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En la figura 4.10 se halla representada H; como funcién de sus variables. Puede verse que depende
mucho de X, pero que apenas depende de T* (al menos para los valores grandes de T*), de ahi que
se pueda escribir H; como un término principal (dependiente sélo de X') mds un término corrector
(mucho menor que el principal).

200
1004 i 100
: 50
r % : = 0
-1004 L -50
: -100
-200] :
0 ¥ -150
1
0 -200 : ; ,
.10 X 1 05 0 05 1
T X

Figura 4.10: Representacién de H; como funcién de T* y X (izquierda), y como funcién
de X para diferentes valores de T* (derecha).

En efecto, si se supone Us,T* > | X|, entonces el radicando de (4.16) puede escribirse como:

X \?2
a2 (T*)? = (X = UssT*)? = a2 (T*)* = UL(T*)* (1 - ~
Uso T
(a%, —UL)(T*)? +2UT*X
—_— N——
A B

Puesto que el término A ~ (T*)? y | B| ~ T*, habr4 algtin valor de T* para el cual A > |B|. Dicho
valor vendra dado por la siguiente relacion:

RY 1- M5

U1 < 202

De esta forma, H; se puede reescribir como:

\/Z<1+IB>

VA+B 2 A Vai —UZ Uso
T*\/a3, — Uz

Término principal L
p p Término corrector

Noétese que el simbolo f desaparece dado que |B| < Ay A > 0. Puede comprobarse también que
el término principal es mucho mayor que el corrector:
T. principal a2, — U2 U, T* 1—- M2 2M2

- —9
T. corrector Uz, X = M2 1- M2
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Una vez separada H; en sus partes principal y correctora, ya sélo queda hallar cémo se apro-
ximarfa finalmente la expresién (4.15). Para ello, se combina dicha ecuacién con (4.17), resultando
que:

o AT \/ago—Ugo_\/ago—UEO+ Uso 1 1
' 27man Xo X1 Vai —U2 \Tx Ty

Como T7 es igual a Ts, los términos correctores se cancelan y queda:

_B 11
wn = 5 AT (= (4.18)

donde 8 = /1 — M2,. Si se tiene en cuenta que |X| ~ ¢, las hipdtesis bajo las cuales esa aproxi-
macion es valida se reescriben como:

c 1— M2

1
U S0 T2

(4.19)

Noétese que wq no depende de T™*. Por ello, a partir de cierto instante de simulacién, no sera necesario
calcular una y otra vez la velocidad inducida por herraduras que hayan nacido suficientemente
antes, sino que bastara calcularla una vez y suponer que se mantiene constante. Esto se verd mas
adelante con mayor detalle.

4.3.2. Aproximacion de las velocidades inducidas por las herraduras i =
N

Considérese ahora una herradura como la de la figura 4.11, similar a las utilizadas en el método
Vortex-Lattice para el N-ésimo panel del perfil. La expresién de la velocidad wy inducida por ésta
viene dada por (4.2), que se puede reescribir como:

X

X1 X5
t ]
T TS
1
Uoo
qp

Figura 4.11: Esquema de una herradura tipica del método de Hernandes-Soviero corres-
pondiente al N-ésimo panel.

AT

2T

wa [Hy (T2, X2) — Hi (T, X1)] (4.20)

donde Hs es una funcién que se define como:

g [ VET (X ULT

H(T", X) T*(X — U T)

Si se representa Ho frente a sus variables (figura 4.12), se puede ver que, para valores altos
de T*, H, varia principalmente con 7™, mientras que con X la dependencia es menor. Por ello,
puede ponerse como suma de un término principal, dependiente de T, més un término corrector,
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dependiente de T* y X y pequeno en comparacién con el principal. Para ello, han de tomarse de
nuevo las hipdtesis sefialadas por (4.19), con lo que Hs queda de la siguiente forma:

Hy =

* U X
Vad —ULT (HW)NJ/@*U&O - §
P (1) UL IR T

lo cual representa la suma del término principal, dependiente de T', més el término de correccion.

-0.05

-0.06

-0.07

-0.08

-0.09

-0.1

-0.11

-0.12 : :
15 20 25 30

*

T

Figura 4.12: Representacién de Hy como funcién de T* y X (izquierda), y como funcién
de T para diferentes valores de X (derecha).

Combinando la ecuacién anterior con (4.17) y (4.20), se tiene que:

AT 1 AT 1 AT X,

— - 4.21
2r X1 2B UT* 27B (UxT*)? ( )

w21 w22 w23

Las tres componentes wo1, woe ¥ wos en las que se ha desglosado wy serdan importantes para la
implantacién del algoritmo de aproximacién de velocidades. Notese que, al igual que sucedia con
w1, wey no depende de T', y que el término wye no depende de X.

4.3.3. Algoritmo para la aproximacién de velocidades

Las aproximaciones anteriores son buenas cuando el nacimiento de la herradura y el punto
donde se calcula la velocidad que ésta induce estan suficientemente separados en el tiempo, tal
y como indica la inecuacién (4.19). Considérese entonces un valor de T = Atgpror que verifique
dicha inecuacién, como por ejemplo:

i 2M?2 c
Atap’!‘o;l: = 10 max (17 1_]\04?020) @

Lldmese Kkapror al menor valor de k que verifica t1/2 > Atapror. Atendiendo a la figura 4.13,
se puede ver que dicho kqproq €s el primer instante de simulacién en el cual se pueden aplicar las
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aproximaciones (4.18) y (4.21). En particular, se pueden aproximar las velocidades inducidas por

la fila de herraduras nacidas en ¢, =0, ya que tg, . 11/2 —t1 > Alapros-

Figura 4.13: Esquema mediante el que es posible calcular el instante kqproz @ partir del
cual se pueden utilizar las aproximaciones anteriores.

Supéngase entonces que, estando en el instante de simulacién k = kqpros, se desea calcular la
..,tr_1. Esta se

velocidad inducida (¢ 1 /25 x.;) por las herraduras nacidas en los instantes ¢y,

podré poner como suma de tres contribuciones:

.,tr_1: ha de calcularse de la forma

= Velocidad inducida wgy por las herraduras nacidas en ta, .
habitual, puesto que, al no estar suficientemente lejos en el tiempo de ;1 /2, su velocidad no

puede aproximarse. Con ayuda de las matrices A,,, definidas por (4.5), esto se puede escribir

de la forma:
’IIJQ (tk+l/2a ‘r01) Al“]{f—l AF%
. — Al 4+ ‘Akﬂmoxf2
wo(tk+1/27 ch> AI‘?\;I AF?\]
:W15+1/2
n Velocidad inducida wy por las herraduras ¢ = 1,..., N — 1 nacidas en t: puede obtenerse

extendiendo la férmula (4.18) al caso de varias herraduras, obteniendo que

N-1
y B 1 1
W1 (thv1/2,2,,) = D P - AF} (4.22)
— =1 ci j ci j
:[v“vl;ﬂ/z} o

i

= Velocidad inducida (wa1 + waog + wag) por la N-ésima herradura nacida en el instante ty:
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utilizando (4.21), se tiene:

B

W21 (thr1/2, Te;) = T on(ze — ) ATy (4.23)
\ﬂ_/ C; N

=[wsit?] =[Cal,
’ 1 ATY
Baaltrrryo ) = 27U tyi1sa — ti
— 00

)

1 AT}

D t Cs = - N [
\—w23( kﬂ,—//%x ) 27TBU<>2<> (tk+1/2 - t1)2 (5’7 1 xQN)

:[v“v‘;;l”]i

Como puede observarse, los términos sefialados en las ecuaciones anteriores sirven para definir los
elementos de algunos vectores y matrices que se utilizaran posteriormente.

Ahora supéngase que se pasa al siguiente instante de simulacion, es decir, k = kqprox + 1. En
ese caso, se podrdn aproximar las velocidades inducidas en ¢ 1,7 por las herraduras nacidas en #;
y en ty. La velocidad inducida total w(ty1/2, Zc,) se podra poner de nuevo como suma de otras
tres, cuyas expresiones se obtienen de forma similar al caso anterior:

= Velocidad inducida por las herraduras nacidas en ts, ..., tg_1:

ATH! AT$
V‘V:]H—l/Z = A, 4+ Akapmx_z
ATH ! AT,

= Velocidad inducida por las herraduras i = 1 : N — 1 nacidas en ty,ts: en principio, podria
ponerse como:
AT! AT?
W11(+1/2 =C; +Cy
AT AT%
(1]
No obstante, para ahorrar coste computacional, es mejor utilizar que el término senalado [1]
ya se calculd en el instante anterior, por lo que:
AT
Wllc+1/2 _ Wllc—l/z e :
AT%

» Velocidad inducida por las herraduras © = N nacidas en t1,ts:

WE2 = CuATY + CoATS, = WE Y2 4 C,ATY,
[Wk+1/2} - _ 1 { Ay ATy }
22 i 21U 12 —t2 lgp12—
© K+1/2 1 AT? AT}
[Wzg / } T T 2rpU2 Rvh " | (@ — )
i ThUse | (tks1/2 — t2) (trs1/2 —t1)

Si se prosigue con el mismo razonamiento, se llega a que, para un k& > kgprop genérico, la
velocidad inducida @(tg41 /25 Z.,) por las herraduras nacidas desde ¢; hasta t;_; puede calcularse
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a partir de las expresiones:

Wkt+1/2  _ W15+1/2+W11<+1/2+W12<1+1/2+W12<;r1/2+wlz<;r1/2 (4.24)
W2 = AcercaZliorca (4.25)
AT Fapront]
WV R ; (4.20)
AT Horrort]
WE2 = WEY2 4 gy AT Ferre (4.27)
Wl;;—l/2 _ (C3Zﬁjos) C, (4.28)
Wl;;—l/2 _ (Cszﬁjos) Ce (4.29)
donde:
Wkt1/2  _ [w(tk+1/2’xcl)7...,w(tk+1/2,ch)}§Xl
Acerca = [A1l. |Akupon—2] NXN(apros—2)
Z5 . = [Ar’f—l, AR AT Rerrea 2 Arﬁv"““’"‘"”ﬂ;
(kaproz—2)x1

Wl gy
Wi = oy
Cs = — 1 { 1 L 1 ’ 1 ]
21U At | kapros — 5 T-3T-1 L X (T —kapront1)
Cs = [Li,-. - 1n]8oy
Cs = ) 21 2[ : 20 . 2 . 2]
AU (AL) (kam"om - %) (T - %) (T - %) 1X(T=kaproz+1)
Cs = [z foN,...,xCfogN]ﬁxl
Ziojos = [ADY Ferreett AT 04, - OT—k]’(E"—kaproz+1)X1

Las variables C; y Cg estdn definidas por las ecuaciones (4.22) y (4.23). Se recomienda declarar
Zjpjos COMO variable dispersa. De esta forma, se aprovechard que tiene muchos elementos nulos
durante gran parte de la simulacién, y el coste computacional de los productos C3zi‘ejos y C5Z{{ejos
serd el menor posible.

Asi pues, el algoritmo optimizado es parecido al original de Hernandes-Soviero, con la salvedad
de que se modifica la forma de calcular Wh1/2 y de que aparecen dos nuevas variables que han
de actualizarse cada instante de simulacién: zX_ .. v z}‘ejos. Por ello, el diagrama de flujo de la
figura 4.5 sigue siendo valido, siempre que se sustituyan los bloques relacionados con el calculo de

Wht1/2 y zllﬁ por los que se indican en la figura 4.14:

4.3.4. Comparacion con el coste del método sin optimizar

A continuacién se examinara el coste de calcular W* a lo largo de toda la simulacién, y se
comparara con el coste equivalente del método sin optimizar.

= Para los instantes k < kqproz, No se puede utilizar todavia el algoritmo para aproximar las
velocidades. Como se vio antes, el coste serd del orden de N2k para cada k = 1,. .., kaproz — 1,
lo cual supone un coste total del orden de N2k ., /2.

= Para cada k > kqprox, se tiene, analizando las dimensiones de las matrices correspondientes:
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Inicio calculo Wk+1/2

Wht1/2 = Acercaz]éerca el
NO
Wl(;+1/2 Acercazlc(erca
WE/2 = W2 L Clzaun(1: N - 1)
W12<1+1/2 _ Wk+1/2 + C2ZauX(N)
Wg;1/2 = C3zlejos C4
% -k+1/2
W23 / = C5zﬁjos Ce
Wit/z W2 [z gtz gz | ke

Fin célcul@

. . . .z k k
Inicio actualizacion Zgerea ¥ Zigjos

" Zaux = ZE:{erca(]V(ka;m‘om - 3) +1: N(kfwﬂ“ox - 2))
Zlejos (T - kaprow + 1) -
Zk — zaux(N)
lejos Z}(ejos
zl;erca(N(kﬂpTOZ - 3) +1: N(kaPW‘OI - 2)) = [] K
k X
“eerca = |: Zlée:ca :|
k

. . s k
Fin actualizacion zge,ca ¥ Zigjos

Figura 4.14: Diagrama de flujo en el que se muestran las modificaciones que se han de
implementar en el método de Hernandes-Soviero (figura 4.5) para optimizarlo. Téngase en
cuenta que hay algunas variables que deben ser inicializadas previamente con los siguientes

valores:
Zcerca — ON(kaprozf2)><1
Zcerca O(T—kaprom +1)x1
W11(+1/2 _ lecrl/Z — Onus
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Céleulo de WET2 (ecuacion (4.25)): O(N2kapron)
o Calculo de W2 (ecuacién (4.26)): O(N?)

e Calculo de VuVlz‘irl/2 (ecuacién (4.27)): O(N)

e Cilculo de VvVl;;rl/z y le(;rl/z (ecuaciones (4.28) y (4.29)): O(N(k — kaproz))
e Coste total para cada k: O(N%kaproz + N(k — kaproz))-

Operando, se llega a que el coste total asociado desde £ = kqpror hasta k = T serd del orden
de N2kaproz (T - kaproz) + N(T - kaproz)2/2~

= El coste total asociado a la simulacién completa serd, pues, del orden de N 2Icap,«,m(T —
kaprow/2) + N(T - kapTOl‘)Q/z'

Si se toma ahora un caso tipico, N ~ 100, kqpror ~ 300, T' ~ 1500, se puede llegar a la conclusién
de que el primero de los dos términos es el de mayor orden. Por ello, se puede decir que lo tipico
es que el coste de este método sea del orden de NV 2kapmz (T — kaprox/2), que se puede demostrar
que es siempre menor que N272/2 (el orden de magnitud del coste del método original), tanto
como menor sea kqprop/T. La ventaja computacional es grande, puesto que ahora el coste depende
linealmente con T' y no parabdlicamente. Esta ventaja se obtiene porque ya no hay que calcular de
forma exacta la velocidad inducida por todas las herraduras nacidas desde t; hasta t;_1, sino sélo
las de las més cercanas en el tiempo, mientras que la de las més lejanas se calcula de forma répida
y aproximada.

Ademss, en el caso de realizar una simulaciéon con un 7' muy grande, la diferencia seria ain
mayor, puesto que el coste del algoritmo aproximado crecerfa como NT?/2, mientras que el del
algoritmo original lo harfa como N2T2/2, que es N veces superior.

En la figura 4.15 se muestra, en funcién de T, el tiempo que tardan ambos programas (el
optimizado y el original) en calcular la sustentacién a lo largo del tiempo tras un cambio siibito
del dangulo de ataque. Puede verse que, efectivamente, el coste del método optimizado es bastante
menor que el del original. Ademads, puede comprobarse también que el coste del método optimizado
varfa de forma lineal con 7', mientras que el del original varia con T2, como se sefialé anteriormente.

Por otro lado, en la figura 4.16 se muestra el error relativo entre uno y otro método. Puede verse
que es suficientemente pequeno como para validar el método aproximado. Ademads, los resultados
que siguen a este apartado se han obtenido mediante dicha aproximacion, y coinciden con los
obtenidos por otros autores.

Por ultimo, es preciso senalar que el método aproximado sirve también para solucionar proble-
mas de falta de espacio en memoria. Estos aparecen cuando se intenta guardar las intensidades de
todas las herraduras pero éstas son mas de las que el ordenador puede almacenar. Puesto que el
método aproximado no necesita las intensidades de todas las herraduras, sino sélo las de las maés
cercanas en el tiempo, el uso de memoria es menor y se solucionan dichos problemas.
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tsim [s]

[(Cl)opt B CI]/CI

N =100; k =126

aprox
100 L) T L] T T
—6— Optimizado
90 —e— Original
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Figura 4.15: Tiempo tsim de resolucién (en segundos) del problema de Wagner como
funcién del nimero de instantes de simulacién T', para un ndmero N de paneles en el
perfil y un valor de kqprox fijos.

x10°
0 .
10k i
_20 1L L 1 1L L 1 1L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Uoo-t/c

Figura 4.16: Error relativo entre la sustentacién medida por el método Vortex-Lattice
de Hernandes-Soviero optimizado y la medida por el original, como funcién del tiempo
adimensional. Para Ust/c < 10, ambos coinciden puesto que atin no se ha iniciado el
algoritmo de aproximacién. Para instantes posteriores, los errores son del orden de 1074,
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4.4. Extension del método de Hernandes-Soviero para el
régimen subsénico al caso w, desconocido

Se dispone ahora de un Vortex-Lattice que calcula las fuerzas sobre un perfil cuando el movi-
miento de éste, dado a través de w, (¢, x), es conocido. Sin embargo, como se vio en el capitulo 2, es
necesario extender este método para casos en los que el movimiento del perfil sea una incégnita. Tal
y como se explicd en dicho capitulo, esto se puede conseguir de dos formas: mediante un método
explicito o mediante uno implicito. Las caracteristicas de ambos se encuentran explicadas en el
apartado 2.6. El modelo que se desarrollard a continuacién sera implicito, puesto que es numérica-
mente mas estable y proporciona mejores resultados que el explicito, tal y como se comenté en el
capitulo 2. No obstante, si se desea, puede construirse también un modelo explicito, mas sencillo
de abordar, siguiendo las pautas establecidas en el apartado 2.6.1.

4.4.1. Descripcion del método multipaso implicito
Entradas del programa

Supdngase un perfil que posee n grados de libertad, y dendtese por g (t),. .., ¢n(t) a los valores
que toman dichos grados de libertad a lo largo del tiempo. La posicién de la linea media del perfil
podré definirse a partir de unas funciones de forma 1;(x) tales que:

2(tir) = 3 di(@)ai(t)
i=1

Por otro lado, la ecuaciéon de movimiento del perfil podra ponerse como:

Mq(t) + Ca(t) + Kq(t) = Qaero(t) + Qext(t) (4.30)

donde M, C y K son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, Qaero €S un vector que
contiene las fuerzas aerodindmicas generalizadas, Qext €s un vector que contiene las fuerzas gene-
ralizadas que no sean ni las eldsticas, ni las de amortiguamiento ni las aerodindmicas y donde:

a(t) = [q1(t),- -, qn(®)]ns

Para el método, serd de mayor utilidad reescribir la ecuacién (4.30) como:

() = —M 'K qt) -M'Cq(t) +M ' Qext (t) +M ™! Qacro(t 4.31
q(t) q(t) q(t) +M™ " Qext (t) + Qaero(?) (4.31)
=Qo =Qi =Q:(t) =Qa

Las variables de entrada que sustituyen a w, (¢, z) en el nuevo programa seran:

= Las funciones de forma 1;(x) y sus derivadas 1.(z), puesto que permiten relacionar los grados
de libertad q con la forma del perfil, y esto 1iltimo es determinante para evaluar las fuerzas
aerodinamicas.

= Las matrices Qo, Q1, Qt(t) y Qa, puesto que permiten obtener la evolucién del sistema a lo
largo del tiempo a partir de las fuerzas generalizadas que actian sobre el mismo.

Por supuesto, el niimero de paneles, At, los datos de la corriente incidente, réfagas, etc. se mantienen
también como entradas.
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Calculos internos

Puesto que el sistema es de segundo orden, conviene reducirlo a un sistema de orden 1 mediante
la variable:

Denotese por xlc: al vector xq(x). El objetivo ahora es conseguir una relacién matricial entre las

. . ck+1/2 . . . k41/2
aceleraciones (contenidas en xq+ / ) y las posiciones y velocidades (contenidas en xq+ / ). Tanto

k+1/2 L k+1/2 .
xq " /% como S /% se suponen desconocidas.

Para ello, se escriben primero las velocidades w, inducidas por el movimiento del perfil en
términos de las funciones de forma:

n
0z 0zp

wy(t,w) = 28 + Uso 52 = > Ut (@)g;(t) + 5 (2)d; ()]

j=1
Si se particulariza la expresién anterior para los instantes ;1,2 y los puntos medios z., de los
paneles, que es donde el método Vortex-Lattice necesita evaluar wp, se tiene la siguiente relacién:
wll ($C1) e w;z(x(d) ¢1 (xc1) e 1%(%1)
Wt = U | A xg"1? (432)
wi(‘TCN) o TML(%N) ¢1(l’cw) T wn(xCN)

=W,

Las intensidades de las herraduras nacidas en un instante ¢, contenidas en el vector xlli, se se

relacionan con Wy, mediante la ecuacién (4.8). Por otro lado, las presiones sobre el perfil guardan
una relacién con x¥ que puede obtenerse combinando las ecuaciones (4.9)-(4.11), lo que resulta en:

pk+1/2 _ (%’IN + ponoD) xK 1 poo U DTK (4.33)

A su vez, conocidas las presiones, es posible calcular las fuerzas aerodinamicas generalizadas me-
diante la férmula (2.28), que escrita matricialmente queda como:

Vi(Te,) oo Pr(Tey)
Qk+1/2:h . . .

aero P

: - : pht1/2 (4.34)
¢n($c1) e lbn(l‘cN)
=Qp

Si se combinan las ecuaciones (4.8), (4.31)-(4.34), se tiene que la relacién entre aceleraciones y
posiciones y velocidades es lineal:

El(tk-t,-l/z) — qug+1/2 + bl(;+1/2

donde:
_ Poo
Qu = [QolQi] +QuQp (X In + poclUsD) BW,,
bETY2 = Qultes1/2) + QaQp [poclUsDT* — ..
Poo k+1/2 | \Xrk+1/2
( Iy + pooUooD) B (Wg W )] (4.35)

. . . k+1/2 .
Nétese que Qg es una matriz constante, mientras que bq+ /2 65 un vector que depende del tiempo

a través de: (i) Qg, que es una medida de las fuerzas sobre el perfil que no son ni las aerodindmicas,
ni las eldsticas, ni las de amortiguamiento; (ii) T'¥, que contiene la circulacién acumulada en los
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puntos del perfil hasta el instante ¢, ; (iii) la velocidad de réfaga W§+1/ 2.y (iv) las velocidades

inducidas por los torbellinos nacidos en ty,...,t5_1.
. . . . . Jk+1/2
Manipulando las expresiones anteriores, se tiene que la relacién entre Xq y
es lineal:

k+1/2 .
Xq+/ también

. 0 In On 1
Xl(;ﬂ/z _ [ (‘Qq ]Xgﬂ/z + [ bgﬁm ] (4.36)
~———
=Qx —plkt1/2

Esta relacion ha de combinarse con una féormula de integraciéon como las que se explican en el
apéndice B. En caso de usar una férmula implicita de p pasos, se tendra que:

Ay
k+1/2 _ _k—1/2 . k+3/2— ck—1/2 . ck+1/2
XIH/2 — k1) +[Xq /2P| |5k /} | k2
p
:)‘(la(nt )\p71
:}‘Z'n_t
donde N}, ..., AP son los pesos de integracion, cuyo célculo se detalla en el apéndice B. Combinando
las dos tultimas ecuaciones, se puede despejar la incognita XI(TLI/ 2,
—1 _ .
KETYZ = [Tan = MQx] ™ [3E2 4 KU AL, + MDY (4.37)
| S —

=0

Esta 1ltima ecuacién es la que permite efectuar la integracién y obtener la evolucién del sistema.
Notese que la matriz © es constante, por lo que se puede calcular una sola vez y dejarla almacenada

en memoria, al igual que sucede con el vector AP .  que contiene los p — 1 primeros pasos de
. ., . L . . [ . k+1/2 .
integracién. En cambio, la historia anterior del sistema estd contenida en by / y en %X . por lo

que estas variables si han de ser actualizadas en cada iteracién.

Respecto a la ecuacién (4.37), cabe senalar que sélo es vdlida cuando se cumple k > p, debido
a que proviene de una férmula de integracion de p pasos. Sin embargo, para los instantes de
simulaciéon 1 < k < p, sélo se podra usar como mucho una férmula de k pasos. En ese caso, la
ecuacién (4.37) se reescribirfa de la siguiente forma:

M
XI(;+1/2 = [Ton — /\ZQx]il Xloifl/2 + [5(2/2| o |5<1c;*1/2 : + Appk+1/2 (4.38)

k
k-1
3/2 . . . s .
El valor de xq/ , que se obtiene en el instante de simulacién k£ = 1, se calcula a partir de las
condiciones iniciales xé mediante la féormula:

3/2 1
.3/2 _ Xa T Xq

*a T A2

la cual, combinada con (4.36), da como resultado:

At -t At
3/2 1 ]:3 2
xq/ - |::[2n 9 Qx:| |:xq 92 x/ :| (439)

En la figura 4.17 se muestra un diagrama con los diferentes pasos de los que consta el algoritmo.
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Calcular matrices constantes @, AP .. Qx,...
e inicializar variables: X3 = [ gggg } T'* = Onx1, Xant = 0210
K<T NO
Y
Evaluar Wg+1/ % (conocido), W*+1/2 (diagramas
450 4.14) v b2 (ecs. (4.35) y (4.36))
<> o
st
Evaluar posiciones y velocidades y eliminar componente més antigua de Xant:
chi+1/2 e [Xl(;—&-l/Z F X AL, +/\§b,1§+1/2
Xant(,1) = H
NO
kE>1
Y
Calcular pesos de integracién A¥, ..., )\’,: y evaluar xl;rl/ ? mediante (4.38):
Af
S e I R L
Mk
Evaluar posiciones y velocidades utilizando (4.39):
L

NP At
xq 1/ = {Izn - QQX] {xé + 5 by 2]

[

Calcular saltos de circulacién combinando (4.8) y (4.32):
xk = B {WXXI‘;+1/2 — WEHL/2 _yfke1/2

[

k

cercas Zlgjos S€gUN 10 visto en los diagramas 4.5 y 4.14.

Actualizar TX, zX, z

[

Actualizar velocidades y aceleraciones de los p — 1

(o k — 1, segtin el caso) instantes anteriores:

. . k+1/2 k+1/2
Xant = |Xant ‘ Qqu + bx :|

[

(k=k+1)

Fin

Figura 4.17: Diagrama de flujo del método Vortex-Lattice implicito de p pasos para el caso
subsénico compresible.
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4.4.2. TIlustraciéon de algunos resultados

Gracias al método anterior, se resolveran a continuacién tres problemas de interés en Aeroelas-
ticidad:

= Célculo del punto de flameo de un perfil rigido de dos grados de libertad: en este caso, la
solucién hallada se compararda con otra obtenida a partir de férmulas tedricas. La buena
concordancia de los resultados servird para validar el método.

= Célculo de la velocidad de divergencia de un perfil rigido al que sé6lo se le permite el giro:
en este caso, se comparara con la solucién teodrica, que es muy sencilla de obtener, para
comprobar de nuevo la precisién de los resultados.

= Calculo del punto de flameo de un perfil flexible empotrado en uno de sus extremos: en este
caso, no se ha encontrado ningiin resultado en la literatura con el que realizar la comparacion,
por lo que el resultado aqui obtenido es original o poco conocido.

Estos son idénticos a algunos de los estudiados en el capitulo 2, con la salvedad de que ahora
se tendran en cuenta los efectos de la compresibilidad. Por ello, los pardmetros adimensionales,
funciones de forma y cualquier otra variable que sirva para definirlos seguiran siendo las mismas.

También serd igual el procedimiento para hallar el punto de flameo y el de divergencia, esto
es, se dardn unas condiciones iniciales no nulas al perfil, y se estudiard su movimiento para varios
valores de Uy, M. El punto de flameo corresponderé a aquélla velocidad para la cual la respuesta
del perfil no se amortigua ni se amplifica, sino que oscila arménicamente, mientras que el punto de
divergencia es aquél para el cual la respuesta tiende a infinito con un caracter no oscilatorio.

Flameo de un perfil rigido de dos grados de libertad

En este caso, la comparacién se hace con otro resultado obtenido a partir de las férmulas de
Mateescu [23], que dan una expresién aproximada del valor de la distribucién de presiones a lo
largo del perfil cuando éste oscila armdnicamente con una frecuencia reducida wb/Us, < 1. Esto
permite hallar, de forma tedrica (siguiendo un proceso que se omitird, al no estar dentro del &mbito
del presente Proyecto), el punto de flameo del perfil.

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.18, en la que puede apreciarse la gran
concordancia entre los mismos.

Divergencia de un perfil con un grado de libertad (giro)

Considérese ahora un perfil rigido al que sélo se le permite el giro, idéntico al que aparece en
el apartado 1.10. La velocidad tedrica de divergencia puede calcularse a partir de la ecuacién 1.39
particularizada para el caso ¢;, = 27/f3, que es el correspondiente al régimen subsénico compresible.
Con ello, se obtiene:

ko
Up = L

TPooC(Te — §)

Por otro lado, en la imagen 4.19 se muestra la respuesta «(t) del perfil, calculada de forma numérica,
para dos valores de Us,. Para la velocidad mds grande (1.07Up), la respuesta tiende a infinito con
el paso del tiempo y con un caracter no oscilatorio, a diferencia de lo que sucede para la velocidad
més pequena (1.06 Up). Por ello, puede deducir que, numéricamente, el fenémeno de divergencia
se presenta para una velocidad comprendida entre 1.06 y 1.07 veces la tedrica, es decir, hay a lo
sumo un 7% de error relativo.
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Figura 4.18: Representacién del Mach de flameo M frente a la velocidad adimensional del

sonido a /(wb), obtenida a través del método Vortex-Lattice (rojo) y mediante la solucién

de Mateescu (azul). El perfil esta caracterizado por los parametros adimensionales p = 100,
To = 0.25, 72 = 0.4, a = —0.65, &, = 0.05, £, = 0.05 y wh/wa = 0.8.

Flameo de una placa flexible

Por ultimo, considérese una placa flexible semiempotrada, idéntica a la estudiada en el apartado
2.6.3. Para el caso particular de M* = 0.6, los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.20,
en la que se aprecia la dependencia de la velocidad de flameo Uy con el Mach de flameo M¢. Puede
verse que existe un minimo en torno a My = 0.2 y que, a partir de ahi, la velocidad de flameo
aumenta cuanto mas aumenten los efectos de compresibilidad.
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U, L-(c/D)""

*

Ys

10x10'3

— U, =1.06U,
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Figura 4.19: Respuesta a(t) del perfil para dos velocidades Us. Las caracteristicas de
fluido y del perfil son poo = 1Kg/m3, My = 0.5, I, = 1007 Kg‘m2, ko = 100 N -m,
c=2m, xe =1m.
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Figura 4.20: Velocidad adimensional de flameo UyL+/(0/D) como funcién del Mach de
flameo M} para un perfil flexible semiempotrado y régimen subsénico.



116 Capitulo 4. Método Vortex-Lattice para el caso compresible

4.5. Extension de los métodos anteriores al régimen su-
personico

4.5.1. Descripcion de cémo realizar la extension

En el capitulo 3, donde se estudiaban las propiedades de los torbellinos en régimen compre-
sible no estacionario, se vio que habia una diferencia fundamental entre el régimen subsénico y
el supersénico. Esta consistia en que, en este ultimo régimen, los elementos de una distribucién
lineal de circulacién (¢, x) inducian velocidad vertical sobre si mismos. A este fenémeno se le dio
el nombre de autoinduccién de velocidades.

En el método de Hernandes-Soviero, la fila de herraduras nacidas en un instante cualquiera t
representa, en el fondo, una densidad lineal de circulacién (¢, z) (obsérvese la ecuacién (4.10)),
aunque esté modelada como un conjunto discreto de parejas de torbellinos contrarrotatorios que
nacen en los extremos de pequenos paneles. Esto es andlogo a lo que sucedia en el caso incom-
presible, en el cual se modelaba una distribucién continua de circulacién por un conjunto discreto
de torbellinos puntuales. Para el régimen subsénico, este modelado es correcto porque, si se coge
un numero suficiente de paneles, el campo de velocidades generado por el conjunto discreto de
torbellinos puntuales es muy parecido al generado por la densidad lineal de circulacién (de hecho,
en el limite h, — 0, coinciden).

No obstante, el fenémeno de autoinduccion de velocidades que aparece en régimen supersénico es
una caracteristica intrinseca de las densidades lineales de circulacién, y es dificilmente reproducible
mediante herraduras (es decir, parejas de torbellinos puntuales que se desplazan a lo largo del
tiempo). Para entender esto, supéngase, a modo de ejemplo, que se modela una distribucién de
circulacién y(x) constante en el tiempo mediante dos herraduras de intensidades I'y y T'y, como
se muestra en la 4.21. Si se observa la ecuacién (4.2), puede apreciarse que las velocidades serdn
nulas en puntos situados fuera de los conos generalizados de Mach que se senialan en dicha imagen.
Sin embargo, la velocidad debe ser no nula en dichos puntos debido al fenémeno de autoinduccién.
Por ello, se puede concluir que las herraduras no reproducen bien este fenémeno.

T
Ay ATy

Figura 4.21: Esquema en el que se muestra cédmo, para el régimen supersénico, el campo

de velocidades generado por las herraduras (azul) puede ser nulo en el interior de las

mismas. En particular, es nulo fuera de los conos de Mach (verde). Sin embargo, la fisica

del problema exige, a través del fendmeno de autoinduccién, que la velocidad sea no nula
en cualquier punto del interior de dichas herraduras.

A pesar de ello, puede construirse un método exactamente igual que el utilizado para el régimen
subsoénico, basado en herraduras, con la salvedad de que las velocidades autoinducidas se introduz-
can de forma “artificial” en las ecuaciones. Este nuevo método es el de Hernandes-Soviero para el
régimen supersonico. Para ello, se ha de usar nuevamente la teoria del pistén, teniendo en cuenta
que:
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= Justo antes de la generacién de torbellinos en el i-ésimo panel en un instante ¢, la velocidad
vertical del fluido es wina(ts, c,) + Wy (tk, Z¢,; ), donde w;,q es la velocidad vertical inducida
por las herraduras nacidas en tq,...,%;, y wy es la velocidad inducida por los elementos de
la distribucién de circulacién (¢, z) sobre si mismos, y que no se puede reproducir mediante
las herraduras.

» Justo después, la velocidad ha de ser w,(ti,xc,) — wq(tx, zc;), donde w, es la velocidad
impuesta por el movimiento del perfil y —w, es la velocidad impuesta por la rafaga (si la
hubiera).

Empleando la ecuacién (3.3), se tiene:

1 or
_Wa(tk’xci) = wp(tkvxci) - wg(tkvxci) - wind(tkvxci) - w’y(tkvxci)
[e's)

Ahora bien, el método es numéricamente mas estable cuando wy, wy y Wina se calculan en ;1 /o
en vez de en t;. Teniendo esto en cuenta, pasando a notacién matricial y manipulando, se tiene:

xp =B |[WETH/2 - WitHt/2 - Whtl/2 _ wk (4.40)

donde W,lj es un vector que contiene las velocidades autoinducidas por los elementos de la distri-

bucioén lineal de circulaciéon justo antes de la generacién subita de torbellinos. Este viene dado por

la expresion (3.41) aplicada al caso m = —Uy, que escrita matricialmente queda como:
/M2
k _ oo 1 k
W,Y D — Dr

La expresién (4.40) sustituye a (4.8) en el método orientado al caso en el wy(t, x), es decir,
el movimiento del perfil, es conocido (método original de Hernandes-Soviero). Por lo demds, el
método es idéntico. Si el movimiento del perfil no es conocido, entonces sirve el método estudiado
en el apartado 4.4.1 siempre que se cambie la definicién de bg+1/ 2, dada a través de (4.35), por

esta otra:

Poo

b2 = Qultis1/2)+QaQp [p U DI* — (2

In + pocUnoD ) B (W2 4 Wit1/2 1w |

4.5.2. Optimizacién del algoritmo para el caso supersonico

A diferencia del régimen subsoénico, en el que la optimizacion del algoritmo estaba basada
en aproximaciones puramente matematicas, la optimizacién del algoritmo correspondiente al caso
supersonico esta basada en el hecho fisico de que la informacién no puede transmitirse aguas arriba.
Esto hace que algunas matrices con coeficientes de influencia sean triangulares lo cual, a su vez,
permite declarlas como matrices dispersas y disminuir asi el coste computacional.

En efecto, considérese una herradura correspondiente a un panel j como la de la figura 4.22.
En virtud de la ecuacién (4.2), las velocidades s6lo serdn no nulas dentro de los conos de Mach
sefialados en la misma imagen, que se caracterizan porque sus generatrices se desplazan aguas
abajo. Por ello, dicha herradura no podra influir, al menos, sobre los paneles i =1,...,j5 — 1.

Si ahora se recuerda que el elemento (7, j) de la matriz A,, representaba la velocidad inducida
en t11/2 sobre el punto medio del i-ésimo panel del perfil por una herradura de intensidad unitaria
nacida en tx_,, en el panel j, se deduce que Ay, ha de ser triangular inferior, puesto que dicha
velocidad es nula, al menos, para los elementos con i < j. Ahora bien, las matrices Aq,...,A1_3
se utilizan para construir otra matriz por bloques (A) que permite calcular el vector de velocidades
inducidas W¥+1/2 4 través de (4.7) y (4.8). Puesto que A tiene, en general, un gran ntmero de
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Panel

r>x
]
t

Panel Panel Panel

Figura 4.22: Esquema en el que se muestra la influencia, en régimen supersdnico, de una

herradura (azul) correspondiente a un panel j sobre los paneles del perfil en instantes

posteriores. La informacién, contenida en el interior de los conos generalizados de Mach

(verde), sélo puede transmitirse aguas abajo. Por ello, puede verse que dicha herradura
nunca tendrd influencia, al menos, sobre los paneles i = 1,..., ;.

elementos (en particular, N filas y N(T — 1) columnas, véase ecuacién (4.6)), pero una gran parte
de los mismos son nulos, se obtiene una gran ventaja si se declara como matriz dispersa.

Puede obtenerse una segunda mejora si se observa que no es necesario almacenar en memoria
las intensidades de todas las herraduras. En efecto, considérese ahora el conjunto de herraduras
nacidas en un instante t;. En virtud de lo visto anteriormente, existird un instante de tiempo
t;+ Aty (olv quiere decir “olvido”) para el cual dichas herraduras no influyan sobre ningin panel
del perfil y su intensidad pueda borrarse de la memoria (el algoritmo se “olvida” de ellas). Dicho
instante puede calcularse con ayuda de la gréfica 4.23(a), y vale:

Ten
Atolv =77
Uoo — 0o

Eso quiere decir que, en un instante tj, sélo inducen velocidad las k., filas de herraduras mas
cercanas en el tiempo, tal y como se observa en la figura 4.23(b), donde k,;, es el menor natural
que verifica:

1
(kolv + 2> At 2 Atolv

Ast pues, el nimero méximo de filas de herraduras que influirdn en 5, /o vendrd dado por 71,

que es un parametro que se define como T = min(7, k., ). Puesto que en el cdlculo de Wkt1/2
no se tiene en cuenta la fila de herraduras nacidas en t, se tiene:

Wk+1/2 = Aolvzlglv
donde Ay es una matriz constante dada por:
Aoy = [Al‘ s |AT1—1}N><N(T1—1)

y donde zlglv es un vector, de dimensiones N (77 — 1) x 1, que contiene las intensidades de las herra-
duras de las T — 1 filas anteriores (sin contar la correspondiente a ti), y que debe ser actualizado
cada instante de simulacion:

[ATY ' AR L AT AT |01 Onery gy s E<Th

Zolvy =
AT} ATK L ATy AT T k>T
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Figura 4.23: En la imagen superior (a), se ilustra el cono generalizado de Mach (verde)
perteneciente al vértice izquierdo de una herradura nacida en el primer panel (azul) en
un instante ¢;. Al cabo de un tiempo At,,,, dicha herradura (ni las correspondientes a
los demds paneles) no influird sobre ninguno de los paneles del perfil, puesto que ninguno
de los puntos z., de dichos paneles estdn dentro del cono de Mach. De ello, se deduce
que sélo las ko, filas de herraduras mas cercanas en el tiempo, nacidas en los instantes
th—ky1y+1,-- -, tet1/2 influyen en ¢, /5, como se muestra en la imagen inferior (b).



120 Capitulo 4. Método Vortex-Lattice para el caso compresible

4.5.3. Ilustracién de algunos resultados para w, conocido

Como se hizo en el apartado 4.2.2, se mostrara la evolucién del coeficiente de sustentacion
a lo largo del tiempo para tres casos: (i) cambio escalén del dngulo de ataque, (ii) movimiento
armonico y (iii) rafaga escalén. La validez de los resultados se halla contrastada con otras fuentes
en los articulos de Hernandes-Soviero [18][19] para los casos My, = 1.2 y My = 2. Aqui se
expondran dichos casos y se complementaran con otros obtenidos para distintos niimeros de Mach.

Los resultados obtenidos para el caso (i) se muestran en la figura 4.24. En ella, puede apreciarse
que el ¢; es menor cuanto mayor sea el numero de Mach, justo al revés de lo que sucede en régimen
subsénico (véase figura 4.6). Ademds, ahora la sustentacién no presenta un minimo relativo, sino
que crece hasta alcanzar su valor estacionario, dado por:

Yo"
c. =

o« JMZ 1

Ao =1, N=50; T = 351

5
M =2 /
Mw 2.5 1/

0 1 2 3 4 5 6 7
Uoo-t/c

Figura 4.24: Evolucién en el tiempo del coeficiente de sustentacién tras un cambio subito
en el angulo de ataque, para varios valores del niimero de Mach.

Para el caso (ii), los resultados se plasman en la figura 4.25. Como sucedia antes, el ¢; es mayor
cuanto menor sea el numero de Mach, a diferencia de lo que sucedia en régimen subsénico (véase
figura 4.7). Ademds, existe otra diferencia entre los dos regimenes, y consiste en que no aparece
desfase relativo entre ninguna de las respuestas.

Por ultimo, la respuesta ante una rafaga escalon se halla representada en la figura 4.26. Como ya
sucedia para el cambio subito del angulo de ataque, el ¢; es menor cuanto mayor sea el nimero de
Mach. También puede verse que la sustentacién es siempre creciente, desde un valor nulo (ya que,
en el instante inicial es cuando el perfil comienza a atravesar la rdfaga) hasta su valor estacionario,
dado por:

wo
d7s
2 _

VMZ —1

Cc =
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Figura 4.25: Evolucién en el tiempo del coeficiente de sustentacién para un movimiento

arménico del perfil. Los valores numéricos de los fasores que determinan el movimiento

del perfil son h/c = 0.03 —0.04j y & = (2 — 45)7/180, y el eje elastico estd situado en
ze/c=0.3.
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Figura 4.26: Evolucién en el tiempo del coeficiente de sustentacidn tras una rafaga escaldn,
para varios valores de M.
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4.5.4.

Ilustracién de algunos resultados para w, desconocido

A continuacion se muestran los resultados correspondientes a los tres siguientes problemas:

= Célculo de la velocidad de flameo de un perfil rigido de dos grados de libertad, cuya soluciéon
tedrica viene determinada por Garrick-Rubinow [14].

= Movimiento vertical de un perfil que atraviesa una rafaga escalén, cuya solucién tedrica viene
determinada por Heaslet-Lomax [17].

= Calculo de la velocidad de flameo de un perfil flexible semiempotrado, como el del apartado

2.6.3, de lo que no se

ha encontrado una solucién teérica en la literatura disponible.

Flameo de un perfil rigido de dos grados de libertad

El resultado obtenido para el primer problema se muestra en la figura 4.27, en la que se aprecia
la concordancia entre la solucién numérica y la tedrica. Puede observarse también que la velocidad
de flameo es minima cuando wy, /ws ~ 1, es decir, cuando la frecuencia natural que tendria el perfil
si sOlo se moviese a flexion fuese similar a la que tendria si sélo se moviese a torsion.

M
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Figura 4.27: Representacién de la velocidad adimensional de flameo Uy /(wa/b) frente al
cociente de frecuencias wn/wa, para un perfil caracterizado por los pardmetros p = 10,

Movimiento vertical de

Ta=02712=025ya=0.

un perfil que atraviesa una rafaga

Supdgase ahora un perfil que vuela con velocidad horizontal Uy, que no tiene permitido el giro,
pero si el desplazamiento vertical, y que se adentra en una rafaga escalén de intensidad wg = Ux,
como se muestra en la figura 4.28. Si se llama y al desplazamiento vertical del perfil, la ecuacién

del movimiento sera:

Yo=0; g =0
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donde m es la masa del perfil y I(¢) es el incremento de sustentacién, que se debe a la réfaga y al
movimiento vertical del perfil. Por ello, introduciendo como variables de entrada del programa:

Pi(z)=1; Qo=0; Q1=0; Qe(t)=0; Qa=1/m

se puede hallar el movimiento vertical del perfil.

wo = U

i

***** UL —-—

Figura 4.28: Esquema de un perfil que inicialmente vuela con velocidad horizontal U y

que, de repente, atraviesa una rafaga escalén de intensidad wo/Us = 1. Como conse-

cuencia de la réfaga, el perfil adquirird un movimiento vertical, caracterizado por y(t), que
se superpondra al movimiento horizontal inicial.

En particular, en la gréafica 4.29 se representa la aceleraciéon adimensional d?(y/b)/ds? frente
al tiempo adimensional s obtenida para unos valores de u = m/(7pU2.b) = 100 y My, = 1.2.
Ademsds, también se ha representado la solucién tedrica obtenida por Heaslet y Lomax [17] y, como
puede verse, la precision es muy buena.

u=100;M_=1.2
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x  Vortex-Lattice
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©
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o
o
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0.004

0 50 100 150 200
s=Utb

Figura 4.29: Aceleracién adimensional en funcién del tiempo adimensional al que se ve

sometido un perfil con un solo grado de libertad (desplazamiento vertical) cuando atraviesa
una rafaga escalén de intensidad wo = Uo.

En dicha grafica, puede observarse también que las aceleraciones son siempre positivas, pero que
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empiezan siendo nulas y acaban siendo también nulas cuando se alcanza el régimen estacionario
(s = 00). Esto se debe a que, justo cuando el perfil se adentra en la rafaga, la sustentacién (y, por
ello, la aceleracién) es nula, de acuerdo a lo visto en la gréifica 4.26. Por otro lado, en un instante
cualquiera del movimiento, la sustentacion total se puede poner como suma de dos términos:

= Kl primero se debe a la réafaga, y es el que se muestra en la figura 4.26.

= Elsegundo se debe al dangulo de ataque inducido en el perfil como consecuencia del movimiento
de éste. Como puede verse en la figura 4.30, éste es negativo, de valor:

N
Uso \
Figura 4.30: Esquema en el que se muestra la velocidad (azul) que incide de forma efectiva

sobre un perfil (gris), cuando éste, ademds de volar con velocidad horizontal U, posee
un movimiento vertical hacia arriba de velocidad g.

U
ef Uoo
Por tanto, la contribucién de este segundo término a la sustentacién total es negativa, y es
tanto mayor (en valor absoluto) como mayor sea la velocidad del perfil.

De lo anterior, se deduce entonces que el perfil comienza a moverse hacia arriba, cada vez con
una velocidad mayor, hasta que la sustentacion total es nula porque el término debido a la rafaga
se compensa con el término debido al dngulo de ataque inducido. Es entonces cuando el perfil
adquiere una velocidad vertical constante.

Flameo de una placa flexible

Por 1ltimo, la velocidad de flameo de un perfil flexible semiempotrado se halla representada en
la figura 4.31. Puede apreciarse cémo, a diferencia del caso subsoénico, ahora el valor de la velocidad
de flameo crece con el nimero de Mach. Esto se debe a que, como se vio en la figura 4.25, el valor
del ¢; es tanto menor cuanto mayor sea M, por lo que se necesita una velocidad U,, mayor para
generar las fuerzas necesarias para mantener un movimiento armaénico.



4.5. Extension de los métodos anteriores al régimen supersénico 125
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Figura 4.31: Velocidad adimensional de flameo UyL+/(0/D) como funcién del Mach de
flameo My para un perfil flexible semiempotrado y régimen supersénico.






Conclusiones y lineas futuras de
investigacion

En este texto se han expuesto y desarrollado una serie de métodos Vortex-Lattice que calculan
el flujo aerodindmico alrededor de un perfil para los casos en los que éste, ademds de estar some-
tido a una corriente incidente, presente un movimiento vertical y/o esté sometido a una rifaga,
otorgandole un caracter no estacionario al campo fluido. También se ha hecho una revisién de la
base tedrica existente (en especial, de la parte relacionada con el régimen compresible) que permite
modelar dichos métodos.

Segun lo visto a lo largo del Proyecto, puede concluirse que los métodos Vortex-Lattice estudia-
dos tienen grandes ventajas. Por ejemplo, son sencillos de implementar, tienen un enfoque basado
en el dominio del tiempo y hacen uso de la fisica que gobierna el flujo de aire alrededor del perfil.
Por ello, son también muy intuitivos y constituyen una excelente herramienta para la docencia.

Al mismo tiempo, proporcionan resultados (sustentacién, punto de flameo, etc.) que concuerdan
con los predichos por la Teoria potencial linealizada, tanto si el movimiento del perfil es conocido
como cuando no lo es. También dan resultados que coinciden con otros obtenidos de forma experi-
mental, como son los casos de la evolucién de la estela y del modo de flameo de una placa flexible.
Por ello, pueden ser utilizados para el diseno preliminar de perfiles, palas de aerogeneradores y
otras componentes aeronauticas.

Ademids, aunque en este texto sélo se ha calculado la fuerza de sustentacion, cabe senalar que
la fuerza de resistencia (o de propulsién, segin el caso) también puede obtenerse numéricamente.
Para ello, puede calcularse la distribucién de circulacién sobre el perfil (mediante los métodos
Vortex-Lattice) y aplicar después la férmula de Garrick [13].

Por otro lado, son métodos muy rapidos, que ejecutan sus cdlculos en un tiempo del orden
de decenas de segundos. Esto es aproximadamente 10000 veces més rapido (segun referencia [19])
que los CFD. Ademas, las mejoras propuestas para disminuir su coste computacional son muy
efectivas, llegando a reducir el coste hasta la mitad (caso incompresible) o la cuarta parte (caso
compresible).

Como desventajas, cabe senalar que se desprecia el efecto del espesor, lo cual puede inferir
cierto error relativo en el caso de perfiles gruesos. Esto podria solucionarse optando por un método
de paneles, en vez de por un método Vortex-Lattice, lo cual se propone para futuros proyectos.
Otro inconveniente es que el método de Hernandes-Soviero no tiene una extension clara al régimen
tridimensional. Esto se debe a que, en el caso bidimensional no estacionario, es posible construir un
sistema tridimensional ficticio si se incluye la variable tiempo como una dimensién maés, y utilizar
después analogias con conceptos conocidos de Electromagnetismo y Aerodindmica estacionaria
tridimensional. Sin embargo, en el caso tridimensional no estacionario, si se incluye la variable
tiempo como una dimensién més, se pasa a un espacio de cuatro dimensiones, y no se puede
realizar ninguna analogia a no ser que se tengan otros conocimientos mas profundos como, por
ejemplo, de Relatividad.
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En cuanto a la revision realizada de los fundamentos tedricos, se extraen otras dos conclusiones.
En primer lugar, la soluciéon de Wagner no es valida en ¢t = 0, a no ser que se le anada una delta
de Dirac (véase apéndice A). Por otro lado, los torbellinos pierden su significado fisico en régimen
compresible ya que, en algunas ocasiones, la circulacién alrededor de los mismos (y, a veces, también
la velocidad) es nula, como se muestra en el apéndice D.

Para complementar lo desarrollado en este texto, se propone como futuras investigaciones:

= Realizar un estudio més extenso acerca de la naturaleza y el comportamiento de los torbellinos
potenciales en régimen compresible no estacionario.

= Extender los métodos anteriores al caso tridimensional.

= Tratar de desarrollar otros métodos (de paneles, basados en dobletes, etc.) y compararlos
con los aqui estudiados. Para el régimen compresible, podria ser de un interés especial tratar
de obtener el flujo aerodindmico resolviendo la ecuacién de ondas convectadas (1.25) por
diferencias finitas, sin utilizar elementos aerodindmicos (dobletes, torbellinos, etc.).

= Encontrar un método alternativo para el caso compresible, basado en torbellinos/densidades
de circulacién/etc., que no utilice herraduras para modelar el perfil y la estela como sugieren
Hernandes y Soviero. Esto se propone debido a que, en el método de Hernandes-Soviero, las
herraduras utilizadas no son capaces, en ocasiones, de reproducir bien el campo de velocidades
real. Por ejemplo, no reproducen las velocidades inducidas después de la generacién siibita
de los torbellinos, ni tampoco las velocidades autoinducidas, lo cual obliga a anadir dichas
velocidades de forma artificial en el modelo. Por ello, lo que se propone es elaborar un método
que utilice elementos para sustituir al perfil y a la estela que sean capaces de reproducir, de
forma natural, tanto las velocidades inducidas por la generacion subita de torbellinos como
la velocidad autoinducida.



Apéndice A

Discrepancia entre la solucion
numeérica y la solucién de Wagner

A.1. Introduccion

Si un perfil se somete a un cambio brusco en su dngulo de ataque, la evolucién tedrica del
coeficiente de sustentacion a lo largo del tiempo vendra dada, en el caso incompresible, por la
férmula de Wagner. Sin embargo, los métodos Vortex-Lattice desarrollados, tanto para el caso
puramente incompresible como para el compresible (aplicado al caso My, = 0.001), muestran un
valor mucho més alto del tedrico para el coeficiente de sustentacién en el instante ¢ = 0 (véanse
gréficas 2.7 y 4.6), aunque para t > 0 si se ajustan bien a la solucién tedrica. Hay, por tanto, una
discrepancia que ha de esclarecerse.

En un primer principio, podria pensarse que se trata de un error numérico. Sin embargo, para
otros problemas, como el de Kiissner, la solucién obtenida numéricamente para M., = 0 coincide
con la tedrica [21] en t = 0. Para el problema de Wagner y otros nimeros de Mach como My, = 0.5
0o My, = 0.8, tampoco hay discrepancia apreciable entre la solucién numérica y la tedrica (como se
puede comprobar en las referecias [18][19]). Por ello, los métodos parecen suficientemente robustos
como para producir una discrepancia inicial tan grande.

Ademais, si se supone que los resultados numeéricos son fiables para valores del nimero de Mach
My, > 0.1, puede obtenerse el valor del ¢; inicial como funcién de M., lo cual se recoge en la
grafica A.1. En ella, puede observarse que el valor inicial del ¢; es tanto mayor cuanto menor sea
M. Por ello, cabe plantearse dos posibilidades:

= Que esa tendencia se mantenga también para valores M., < 0.1, presentando valores muy
altos para M., — 0, tal y como sugiere la figura A.2 (obtenida numéricamente) y que sea la
solucion de Wagner la que no dé un resultado preciso para t = 0.

= Que la solucién de Wagner sea totalmente correcta y que sean los métodos numéricos los que
no dén un resultado preciso para My, < 0.1y t=0.

Pues bien, es posible demostrar, a partir de férmulas tedricas y sin hacer uso del método
Vortex-Lattice, que la sustentacion inicial debe ser muy grande al inicio, aunque luego tiende a
la solucién de Wagner, como predicen los métodos numéricos. En particular, puede obtenerse que
la sustentacién debida a un cambio escalén en el dngulo de ataque debe ser igual a la indicada
por Wagner mas una componente del tipo delta de Dirac centrada en t = 0. Esto se estudiard a
continuacion para dos casos:
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¢, (t=0)

=~ 25 .

¢, (t=0

40 T T T T T T

35 .

30 .

15 .

10 .

5
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
M

0

Figura A.1: Representacién del coeficiente de sustentacién inicial frente al nimero
de Mach tras un cambio subito del dangulo de ataque, obtenido numéricamente para
0.1 < M. <0.8.
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Figura A.2: Representacién del coeficiente de sustentacidn inicial frente al nimero de Mach
tras un cambio sibito del dngulo de ataque, obtenido numéricamente para Mo, < 0.8.
Obsérvese cémo parece que el ¢;(t = 0) presenta una asintota vertical en Mo, = 0.



A.2. Perfil con desplazamiento vertical 131

= Perfil que cambia su dngulo de ataque efectivo debido a un desplazamiento vertical.

= Perfil que cambia su dngulo de ataque debido a un giro de cabeceo.

A.2. Perfil con desplazamiento vertical

A.2.1. Tlustracién de la aparicién de la delta de Dirac

Supdngase un perfil que se mueve de tal modo que pasa de tener, de forma progresiva, un angulo
de ataque efectivo (aey) inicial nulo a tener a.; no nulo. Esto se puede conseguir, por ejemplo,
con un perfil que se desplace hacia abajo sin rotacién de acuerdo a la siguiente ley:

dh (zz ; s<0
— (s = o _ s ; 0<s<s¢
" y (1-eos(35)) s

ho ’ =°f
al(s) = 0 ; Vs

donde hy y sy son dos pardmetros a elegir cuyo significado se explicard posteriormente. En ese
caso, el angulo de ataque efectivo al que se ve sometida toda la seccién en cada instante de tiempo

valdra:
1 dh

T Uy dt
La evolucion en el tiempo del dangulo de ataque efectivo se halla representada en la grafica A.3, en

la que puede verse que se asemeja a un escalén unitario, con la diferencia de que, ahora, el salto
en a.f se consigue de forma progresiva. Puede comprobarse ademds que:

Qe f

= El parametro lio marca el valor del salto de a.s a través de la relacién:
ho

o0

Ater = tep(s = 00) — aep(s = 0) =

= El pardmetro sy es el instante de tiempo adimensional en el que ¢ toma su valor final. Por
ello, el caso escaldén ideal se corresponde con el limite sy — 0.

Figura A.3: Evolucién del angulo de ataque efectivo a.¢ a lo largo del tiempo adimensional
5. Nétese que el limite sy — 0 se corresponde con un escalén unitario.

FEl coeficiente de sustentacion correspondiente al movimiento descrito se puede obtener a partir
de la siguiente férmula, desarrollada en la referencia [11]:

t
1)y, = poomb’h + 27TpooUOOb/ h(t)p(t —t')dt’
0
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que, escrita en términos adimensionales, queda como:

()., = wdj—;f + 27r/0 dj—j(s’)d)(s — §')ds' (A.1)

Nétese el uso del subindice s; para remarcar que el ¢; obtenido depende del valor de sf escogido.
Por otro lado, si s¢ es un valor suficientemente pequeno, el movimiento real serd parecido al
correspondiente a un cambio escalén en h. En ese caso, el coeficiente de sustentacién deberia
aproximarse al dado por la férmula de Wagner (véase referencia [11]):

(€)ese = 215 -0(5) (a2)

El subindice esc hace referencia a que dicho ¢; es el que deberia obtenerse tras un movimiento
puramente escalén. A medida que sy disminuye y el movimiento real se aproxima mas al de un
escalén ideal, los coeficientes de sustentacién indicados por las ecuaciones (A.1) y (A.2) deberfan
ser cada vez mas aproximados. Dicho de otra forma, el coeficiente de sustentacién indicado por la
férmula de Wagner deberfa ser el mismo que el obtenido mediante la férmula (A.1) cuando sy — 0.

Sin embargo, esto no sucede asi. Para comprobarlo, puede observarse la grafica A.4, en la que
se muestran los coeficientes de sustentacién como funcién de s para varios valores de sf, obtenidos
mediante la expresién (A.1). Nétese que también se han incluido los resultados conseguidos me-
diante el método Vortex-Lattice, para comprobar la robustez del mismo y para que sirvan de apoyo
a los hallados mediante la férmula (A.1). En dicha grifica, puede verse que el (Cl)sf (s) presenta
forma de campana alta y estrecha al inicio y que, posteriormente, se aproxima al (¢;),,. (s) dado
por la féormula de Wagner. Puesto que la campana inicial es mas estrecha y mds alta conforme s
disminuye, se supondré que, en el limite sy — 0, el ¢;(s) real vendra dado por el indicado por la
formula de Wagner mas una delta de Dirac centrada en s = 0:

ho

7 [#(s) + A3(s)] (A3)

(Cl)Sf—)O =27

donde A es la intensidad de la delta de Dirac, que se determinard mas adelante.

La delta de Dirac que aparece en la ecuacién (A.3) tiene una interpretacion fisica. En efecto,
cuando el perfil se desplaza hacia abajo de forma sibita, debe mover el fluido que esta alrededor
suyo, cambiando su velocidad también de forma repentina. Para ello, debe realizar una percusién
(fuerza infinita en tiempo nulo) sobre el mismo hacia abajo por lo que, por accién y reaccién, el
fluido responde con otra percusién hacia arriba sobre el perfil. Dicha percusién hacia arriba es, en
el fondo, una sustentacién tipo delta de Dirac.

La ecuacién (A.3) implica que la férmula de Wagner (ecuacién (A.2)) no estd completa, al
faltarle el término de la delta de Dirac, o que sélo es véalida para ¢t > 0. Ademsds, el hecho de que
haya una delta de Dirac centrada en s = 0 indica que los métodos Vortex-Lattice no son imprecisos
en t = 0, sino que reproducen bien la fisica del problema.

A.2.2. Intensidad de la componente tipo delta de Dirac y comprobacio-
nes

El valor de A puede calcularse si se impone aef(s) = ho/Use(s) en la ecuacién (A.1), donde
o(s) es la funcién escalén unitario, cuya derivada respecto a s es la delta de Dirac §(s). En ese
caso, la derivada de aef(s) respecto a s se podré escribir como:

dacy(s) h
— == ié(s) (A.4)



A.2. Perfil con desplazamiento vertical 133

La delta de Dirac verificard, para todo € > 0, la siguiente propiedad!:

1=0o(e) — o(0) = /O " 5(s)ds (A.5)

Combinando (A.1), (A.4) y (A.5), se tiene que:

h 1
o = QWi {d)(s) + 25(8)]
lo cual, comparado con la ecuacién (A.3), permite hallar el valor de A:
A=t
2

Este resultado puede comprobarse de forma numérica, a partir del drea encerrada bajo la
campana cuando sy — 0. Para ello, ha de reescribirse primero la expresién (A.3) de la siguiente

forma:
= [(a),, ()
0

/ Aé(s)ds = lim ‘
0 QWL}]‘—:O

Sf*)O

- (b(s)] ds

Utilizando la relacién (A.5), se tiene:

A= lim

Sf*)O

= [(e),, (5
—2 = #(s)| ds (A.6)
0 QW%
La integral anterior (lldmese I(sy)) se puede efectuar de forma numérica para diferentes valores de
sy. El valor de A correspondera a I(sy — 0) que, como puede comprobarse en la grafica A.5, es
aproximadamente 0.5.

También es interesante comprobar que la relacién (A.1) puede obtenerse a partir de la férmula
de Wagner corregida (ecuacién (A.3)). Para ello, ha de descomponerse el éngulo de ataque efectivo
como suma de pequenos escalones:

a(s) = / B does(s)o(s—s") = daey (s")o(s —s")ds'
s'=0 o ds

Cada escalén daes(s")o(s —s") provoca un aumento diferencial del coeficiente de sustentacién que,
a raiz de la expresién (A.3), valdré:

dey = 2rdar s (s') [(b(s ~ ') + 5005 - s’)}

Integrando la expresién anterior entre s’ =0y s’ = s, y utilizando la propiedad (A.5), se tiene:

daef
ds

S d e
o = 27r/ ;/f (sNp(s — s")ds' + 7
0 S

expresién que coincide con (A.1).

LAunque esta propiedad es muy conocida, aqui se introduce puesto que, en algunos textos, se considera una
1
opcién diferente: [ _6(s)ds =1y [56(s)ds = 5
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la solucién numérica y la solucién de Wagner

s;=0.1
2
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Vortex-Lattice
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S
Figura A.4: Evolucién del coeficiente de sustentacién para los casos sy = 0.1 (imagen

superior) y sy = 0.01 (imagen inferior), obtenida de forma analitica y mediante el método

Vortex-Lattice y comparada con la solucién de Wagner. En los primeros instantes, la gréafica

adquiere forma de campana, que es tanto mas alta y mas estrecha cuanto mas brusco es el

cambio de h (menor sy). Para instantes posteriores, las gréficas se adaptan a lo establecido
por la férmula de Wagner. En ambas situaciones se ha tomado lio/Uoo =1.
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Figura A.5: Representacién de la integral que aparece en la ecuacién (A.6) como funcién
de sy. El valor A de la intensidad de la delta de Dirac es el correspondiente a sy = 0, que

puede verse es igual a 0.5.
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A.3. Perfil con giro de cabeceo

El procedimiento desarrollado hasta ahora se basa en suponer que el perfil se desplaza hacia
abajo (con velocidad h) sin girar. El hecho de haber escogido este tipo de movimiento se debe a
que, de esta forma, todos los puntos del perfil se hallan sometidos a la vez al mismo angulo de
ataque efectivo, dado por aey = h/Uoo.

Sin embargo, el problema de Wagner original trata de obtener la sustentacion tras un cambio
escalén en el dngulo de ataque. Aunque el problema estudiado en el apartado anterior y el de
Wagner son equivalentes, puesto que la seccién se ve sometida a un mismo dngulo de ataque
efectivo, cabe preguntarse de qué modo se verian afectados los resultados anteriores si se trata de
reproducir exactamente el problema de Wagner, es decir, si se deja h = 0 y se varia « de la misma
forma que antes se vario h.

Como se verd posteriormente, para sy pequeno, la sustentacién obtenida en ese caso es parecida
a la anterior, es decir, es igual a la indicada por Wagner més una campana inicial alta y estrecha.
Cuando sy — 0, dicha campana tiende de nuevo a una delta de Dirac. Sin embargo, la intensidad
de dicha delta de Dirac no es la misma que antes, y depende de la posicién del eje eldstico.

Cabe senalar, no obstante, que desde el punto de vista fisico es imposible que el perfil cambie
subitamente su dngulo de ataque. Es fisicamente realizable, mediante percusiones, cambiar en un
tiempo que tiende a cero la velocidad de un punto material, pero no su posicion, puesto que para
ello se necesitaria velocidad infinita, y ninguna velocidad puede ser superior a la de la luz. Por
ello, la forma mas realista de reproducir el problema de Wagner es, en realidad, la expuesta en el
apartado A.2. Aun asi, por si fuera de interés puramente matemaético, se tratard de obtener una
férmula similar a (A.3) pero para el caso de un perfil con giro de cabeceo.

A.3.1. Obtencion de la férmula

Para ello, se supondra que « varia de forma similar a como varié h en el apartado anterior, es
decir:

= « es creciente entre s = 0 y sy, y se mantiene constante e igual a un valor oy para s > 0:

a(0) =0; a(s>sf)=ag (A7)

= El perfil inicia y termina su giro en reposo:

dao_da

L) =Tz =0 (A8)

La sustentacién tedrica viene dada por la férmula (véase referencia [11]):

= poob? (—abi) + PoeTh?Usele+ ...

=l =lnm

27TpOOUOOb/Ot (d(t’)b (; — a) + Uooa(t’)) ot —tdt'" (A.9)

=l

donde Iy, I, I son las componentes de masa aparente, de Magnus y circulatoria, respectivamente.
A medida que sy disminuye, a(s), da/ds(s) y d?a/ds® (s) presentan el siguiente aspecto (véase
figura A.6):
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= «s) presenta un aspecto similar a un escalén. Asf pues, en el limite sy — 0:

a(s) = apo(s) (A.10)

= da/ds (s) presenta un aspecto de campana alta y delgada, cuya 4rea encerrada es, en virtud
de la ecuacién (A.7):

5 da
/0 Eds =a(sy) —a(0) =

En el limite sy — 0, dicha campana tendera a convertirse en una delta de Dirac, que encierre

un area «g, por lo que:
da

I (s) = apd(s) (A.11)

» d?a/ds? (s) presenta un aspecto de doble campana (una campana hacia arriba més otra hacia
debajo). Utilizando la ecuacién (A.8), puede verse que el drea que encierran entre las dos

sera: )
1 da da do
—ds = — ——(0) =
/0 ds2 ™~ s (s1) ds (0)=0

Por ello, en el limite sy — 0:
o
32 8 =0

En vista de lo anterior, se puede deducir a qué tenderan las diferentes componentes de la ecuacién
(A.9) cuando se hace sy — O0:

= La componente de masa aparente [, al ser proporcional a d*a/ds?, se cancela:
ly,=0

= La componente de Magnus, al ser proporcional a da/ds, tenderd a:

d
I = pmﬂbU;d—j = poeTbUZ apd ()

= Para calcular a qué tiende la componente circulatoria, es necesario hacer primero ciertas
manipulaciones. En primer lugar, la integral que aparece en (A.9) puede realizarse desde
t' = 0 hasta t’ = bsfy/Us, ya que para instantes posteriores tanto ¢ como ¢ son nulos. En
segundo lugar, ha de tenerse en cuenta que, en el intervalo 0 < ¢/ < bs;/Us (que es un
intervalo muy reducido, ya que s; — 0), tanto & como & presentan grandes variaciones, pero
no ¢(t —t'). Por ello, puede tomarse la aproximacién ¢(t —t') ~ ¢(t). Teniendo todo esto en
cuenta, el término circulatorio se puede reescribir como:

le = 27 PooUscbd(t) /Ot (d(t’)b (; - a) + Uooa(t’)> dr’

Realizando la integracién respecto de t’, se tiene que:
L1
le = 27PocUscbd(t) | b g ¢ + U

Utilizando (A.10) y (A.11), se obtiene:

le = 2mpecUbaod(t) 4 2mpocUSb (; — a) agp(t)8(t)
N———

Término de la solucién de Wagner

Término anadido
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Si se suman las componentes anteriores, se tiene en cuenta que ¢(t)d(t) = ¢(0)d(t) = 6(t)/2 y se
adimensionaliza, se llega a que:

¢ = 2ra {qb(s) + % (‘;’ - a> 5(5)]

que es la férmula de Wagner més un término de correccion del tipo delta de Dirac. La ecuacién
anterior indica que el valor de la delta depende la posicién del eje respecto del que se gira el perfil
para obtener el nuevo angulo de ataque, y es tanto mayor cuanto menor sea a. Esto se debe a que,
cuanto menor sea a, mas adelantado esté el eje de giro y mayor cantidad de fluido ha de empujarse
subitamente hacia debajo. De esta forma, ha de ejercerse una mayor fuerza sobre el fluido hacia
debajo por lo que, por accién y reaccion, la sustentacién que aparece sobre el perfil es mayor.

A.3.2. Comprobacion numérica

Para corroborar los resultados anteriores, se ha calculado numéricamente, mediante la férmu-
la (A.9), el coeficiente de sustentacién correspondiente a un movimiento dado por la siguiente
ecuacion:

0 ; s<0
Qg
a(s) = ?(1—cos<ﬁs>) ; 0<s< sy
(7)) ) stf
h(s) = 0 ; Vs

El valor de las distintas componentes del coeficiente de sustentacién (masa aparente, Magnus y
circulatoria) se halla representada, como funcién de s, en la gréfica A.7, para ag =1,a = —-05y
s¢ = 0.01. Puede comprobarse que, efectivamente:

= El término de masa aparente presenta un pico hacia arriba y luego otro hacia abajo.
= El término de Magnus presenta un pico hacia arriba.

= El término circulatorio presentan un pico inicial y luego tiende (lentamente) a la solucién
dada por Wagner.

Asimismo, también es posible calcular las dreas barridas por cada uno de dichos picos, que son las
constantes que multiplican a las distintas delta de Dirac. De acuerdo a lo visto anteriormente, se
debe tener:

(c)g = 0
(c)my = mopd(s)
(a)e = 2mapp(s)+7 (; - a) apd(s)

Numéricamente, se obtiene que las dreas barridas por las distintas campanas entre s =0y s = sy
son:

= Area barrida por (c1)g=—2.6-107° ~0.
= Area barrida por (¢;)y = 3.1416.

= Area barrida por (¢;). = 3.1416.

que es lo que debe hallarse para ap =1y a = —0.5.
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x 10"

da/ds

0 05 1 1.5 0 05 1 1.5 0 05 1 1.5

s/sf s/sf s/sf

Figura A.6: llustracién de la evolucién de a(s) y sus derivadas durante un cambio progresivo
(pero répido) del dngulo de ataque.
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Figura A.7: Evolucién de las componentes del coeficiente de sustentacién tras un cambio
progresivo del dangulo de ataque.



Apéndice B

Foéormulas de integracion multipaso

B.1. Formula explicita de p pasos

Sea x(t) una funcién cuya derivada se escribe de la forma:

dx
— =f({,x
dt ( Y )
De esta funcion, se conoce su evolucién a lo largo de diferentes instantes ¢; < tg, y se desea conocer
su valor en tj1. Por comodidad, se denotard x; = x(t;) v £; = £(¢;,%;).

El valor de xj41 puede hallarse, de forma aproximada, a partir de una férmula explicita de p
pasos, que relaciona xjy1 con Xj y las derivadas en los p instantes previos (fx—_p11,...,fx). Para
obtener esta féormula, se parte de la expresion:

te41
Sa— +/ £(t,x (1)) dt

tr
La integral anterior no se puede calcular de forma exacta, ya que ni x ni f son conocidas en el

intervalo (tg,tr+1). Sin embargo, f es conocida en los p instantes previos a tx1, por lo que puede
interpolarse e integrarse, obteniendo como resultado:

tht1
/ f(t,x(t) dt ~wify_pi1 + ...+ wply (B.1)
tr

donde wy, ..., w, son unas constantes llamadas pesos de integracién. Como se ha dicho, éstos
pueden conseguirse interpolando f (con polinomios de Lagrange) y efectuando la integracién, lo
cual resulta ser un procedimiento tedioso. Existe, sin embargo, una forma alternativa de obtener
los pesos de integracién.

En efecto, supéngase que f es un polinomio de grado r < p. Al haber p nodos de interpolacién
los puntos (tx_p+1,fk_pt1),..., (tx, fr)), la interpolacion de f coincidird con el valor real de f

p p+ p+1/s ) ) ’ P Ys
por ello, la aproximacién dada por (B.1) se transformara en una igualdad:

tht1
/ ft,x(t) dt =wify_pi1+ ... +wpli

23

Imponiendo f = At" en la ecuacién anterior, donde A es un vector constante cualquiera de dimen-
siones adecuadas, se tiene:

tr+1 _ tr+1
k+1 k
7"—"—71 = U)1t27p+1 4+ ...+ U}ptz

141
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lo cual constituye una ecuacién con p incdgnitas, que son los pesos wi, ..., w,. Imponiendo esta
ecuacion parar =0,1,...,p — 1, se llega al siguiente sistema:

0 0 _

Bepr1 -+ b w1 L1 — Lk

: : = ; (B.2)
-1 p—1 tr =t

th t w el ke

k—p+1 k p D
Resolviendo dicho sistema, pueden obtenerse los valores de wi,...,w,. Sin embargo, conviene

senalar que la matriz del sistema anterior es una matriz de Vandermonde, que se caracteriza, entre
otras cosas, por estar mal condicionada. Por ello, resolver el sistema tal y como estd planteado
podria provocar errores numéricos muy grandes.

Para obtener una mayor precision, es conveniente hacer el siguiente cambio de variables:

T =
g

donde p es la media de los términos t;_p11,...,t; ¥ 0 es la desviacién tipica. De esta forma, la
ecuacién (B.1) se reescribe como:

tet1 Th+1
/ f(t,x(¢t)) dt = o/ f(r,x (7)) dr ~ o [wifk—ps1 + ... + wpf] (B.3)
tr Tk

donde wq,...,wp, son los pesos de integracién respecto de 7. Dichos pesos se podran calcular a
partir del sistema (B.2) reescrito para la variable 7:

T,?_pH Ce T,g w1 Tk4+1 — Tk
p—1 p—1 Thi1—Th
Th—p+1 Tk Wp —

Aunque la matriz del sistema sigue siendo una matriz de Vandermonde, el hecho de que los valores
Thk—p+1,---, Tk estén escalados de tal forma que tengan media nula y desviacién tipica unidad
mejora la precisién de los resultados [24]. Dicha precisién puede mejorarse ain mds si, en vez de
resolverse el sistema mediante los procedimientos habituales, se utiliza la férmula de la matriz
inversa de Vandermonde, descrita en la referencia [30].

Asi pues, calculados los distintos w;, los pesos de integracién respecto a ¢ seran, comparando
(B.1) y (B.3):

w; =ow;; 1=1,...,p

y la férmula final que permite obtener una aproximacién a xj4+1 queda como:

Xp+1 = X + wlfk,erl +...+ wpfk (B4)

Invariancia de la férmula ante traslaciones en la variable ¢

Es conveniente senalar que la férmula (B.4) es también vélida cuando se desplazan los valores
th—p+1,---,tk+1 Una misma cantidad At en el eje ¢t. En efecto, considérense los instantes dados
por:

U, = ti+At i=k—-p+1,...k+1

7

donde At es conocido, y denétese:
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Si se desea calcular x;_, ;, la férmula de cuadratura a aplicar serd de la forma:

t;c+l
x§€+1:x§€+/ f(t,x(t)) dt ~xp +wify 0 +... +w,fy
t/

k

Los pesos de cuadratura wi,... ,w; pueden obtenerse interpolando f a partir de sus valores en
t= t;cfp 415+ by, ¥ efectuando la integracion. Sin embargo, esto no es necesario, ya que la integral
anterior se puede transformar, mediante el cambio de variables n =t — At, en esta otra:

| e a= [Tt ) dn

12
En ese caso, habria que interpolar f a partir de sus valores en los puntos 1 = ty_pi1,...,tk ¥
efectuar la integracién para hallar wi, . .. ,wj’?. Pero eso es justamente lo que se hace para aproximar

la integral que aparece en (B.1). Por ello, los pesos de integracién siguen siendo los mismos:

/
wy = Wi, ... W, = Wp

En los métodos Vortex-Lattice desarrollados en el presente trabajo, los valores de ¢; en los que
se calculan los desplazamientos del perfil estdn siempre igual de espaciados por un tiempo At. Por
tanto, para instantes de la simulacién en los que p es fijo, los pesos de integracién seran siempre
los mismos. Es por ello que se calculan una sola vez al principio y no instante a instante.

B.2. Formula implicita de p pasos

La férmula implicita de p pasos se caracteriza por relacionar xj41 con Xi y con las derivadas
en el propio instante ¢x41 (cosa que no hace la férmula explicita) y en los p—1 instantes anteriores:
frpr2s - fhtas

Xp+1 2 X+ wlfk_p+2 + ...+ wpfk+1 (B5)
A diferencia de la férmula explicita (B.4), que permite hallar x; a partir de datos conocidos de
x y f en instantes anteriores, la férmula (B.5) no permite determinar directamente Xj1, puesto
que fx41 depende también de xj1. Para hallar x5 es preciso, por tanto, imponer una ecuacion
adicional:

for1 = f(thr1, Xp41) (B.6)
En los capitulos 2 y 4 del presente trabajo se explica cdmo resolver el sistema formado por (B.5) y
(B.6), aunque se dejé pendiente, para este anexo, el célculo de los pesos de integracién wy, ..., wp.

Segun lo visto anteriormente, dichos pesos de integracién provienen de realizar una aproxima-
cién del tipo:

tht1
/ f (t,X (t)) dt ~ wlfk,erQ + ...+ U)pkarl (B7)
23
Esta aproximacién puede conseguirse interpolando f a partir de sus valores en t;_py2,..., 541

y efectuando la integracién respecto a t. Nétese que, ahora, el intervalo de integracién (¢, tr+1)
estd situado entre el primer nodo de interpolacién (tx—p+2) v el Gltimo (fx41). En cambio, para
hallar la férmula explicita, se integraba f en el intervalo (¢, tx+1) pero los nodos de interpolacién
estaban entre t;_p, 41 ¥ t, fuera de ese intervalo. Es decir, en realidad f no estaba interpolada en
(tg,tg+1), sino extrapolada. Es por eso que las férmulas implicitas son més precisas y mds estables
que las explicitas.

Como se vio anteriormente, no es necesario interpolar f (con polinomios de Lagrange) y efectuar
la integracion de forma analitica para obtener los pesos de integracion, sino que basta imponer que
la aproximacién (B.7) se transforma en una igualdad cuando f es un polinomio de grado r, para
los valores 7 = 0,...,p — 1. De esta forma, se utiliza un procedimiento similar al empleado para la
férmula explicita, que se resume en los siguientes pasos:
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= Centrar los valores ty_pt2,...,tx+1 respecto a su media u y escalarlos con su desviacion
tipica o, para disminuir los errores numéricos:

li —p
o

T, =

= Calcular los coeficientes w; que se obtienen de resolver el sistema:

0 0 —
Th—pt+2 - Tyl w1 Tk+1 — Tk
p—1 p—1 Tlf+1_7-l€
Th—pt2 - Thyl Wp -

= Los pesos de integracion seran:

w; =ow;; t=1,...,p

Obsérvese que la férmula (B.5) también es invariante ante traslaciones en la variable ¢, como ya
sucedia con la formula explicita. La demostracién de ello es idéntica a la que se empled con ésta.



Apéndice C

Calculo de algunas integrales utiles

C.1. Primitiva de la pagina 77

La primitiva en cuestién es:

F(fy,1,7,2) = / dto

a2, (F — o) — (T — mlo)? — 2]

Por comodidad, se definira:

r2 =a? (t— 1) — (z — mtp)* — 22

Supénganse £, Z, 7 fijos. Completando cuadrados en la variable o, r2 se puede escribir como:

2

_ 2 T _ 2 7\ 2
2 2 oy | 7, mT —agt 272 -2 =2 2 2y ((MT —agt
'f‘a:(aoc_m) t0+ﬁ +aoot —Tr —z _(aoo_m) S 5
oo—m aoo—m
=A
=B =C

Nétese que A, B y C son valores constantes. Por motivos fisicos, F' siempre es evaluada en un
puntos #g tales que 72 > 0. De esos puntos fy, hay uno de especial importancia, que se denota por
te, en el cual r2 se anula. Teniendo esto en cuenta, se deduce que:

= Si as > |m| (caso subsénico), A > 0, por lo que se debe verificar C' < 0 para que r2 se anule
en ty = t..

m Sias < |m| (caso supersénico), A < 0, por lo que se debe verificar C' > 0 para que se cumpla
2
re > 0.

Asi pues, para el caso as, > |m/, denotando por A2 = A > 0y u? = —C > 0, se tiene:

dto
[\2(t + B)? — 2]

F(to,t,z,z) = /
Dicha integral se puede resolver mediante el cambio de variables:
Ato + B) = pcoshu; u>0

con lo que:

P / %sinhudu 1 th
= [ A — = _—— cothu
13| sinh?® ul 12

145
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Deshaciendo el cambio y operando, se llega a:

1ty +B

el (C.1)

F(to,t,7,2) =

Para el otro caso (as < |m|), denotando por A> = =4 > 0y p? = C > 0, se tiene:
_ dt
Hmtia:/ 2 5
(32 + B2 + ]

Esta integral se puede resolver mediante el cambio de variable:

A
<
AN

Ao + B) = psinu; —g <

con lo cual:

Fo //\CObudu 1 ¢
——tanu
3lcosdu|  plA

Deshaciendo el cambio y operando:

o 1ty+ B
F%mi52*0+

Ta

expresion que coincide con (C.1). Por ello, la primitiva es la misma para los casos ao < |m|y
Ao > |m|. Sustituyendo ahora los valores de B y C' como funcién de ¢, 7, Z en la expresién (C.1) y
operando, se obtiene que la primitiva es:

(a?, — m*)tg +mz — a’ t

[a2,(Z — mt)? + (a2, — m?)Z?] \/ago (t—1t0)? — (z — mtg)? — 22

F(E()ap):*

C.2. Calculo de la integral de la ecuacién (3.28)

La integral que se desea calcular es:

2
do
Py
o cos?26+ A
donde A es un parametro definido por:
2
A= (aﬁ) -1>0
m
Dado el cardcter de la funcién cos? §, es posible escribir la integral anterior como:

/2
1:4/ _
o cos?20+ )\

Para demostrarlo, puede descomponerse I en las siguientes integrales:

37/2 2m
f—/ ~+/ ~+/ b
77/2 371'/2

14

El término I se puede expresar, mediante el cambio de variable 8’ = m — 6, de la siguiente forma:

/Tr/2 4o’
h=| —
o cos?(m—0")+ A
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cos? 6

I
I
I
I
I
I
s 3 o2

NIE
\

Figura C.1: Representacién de la funcién cos® 6.

Utilizando que cos(m — ") = — cos(#’), se llega a la conclusién de que Iy = I;. De forma similar, si
se utilizan los cambios de variable 8/ =0 — 7w y ¢’ = 27 — 0 y las propiedades cos(6' — ) = — cos ¢’
y cos(2m — ") = cos @', puede demostrarse que Is = Iy = I;. Por tanto, I = 41, como se querfa
probar.

Por otro lado, para calcular I; puede hacerse primero el cambio de variables u = tan 6, ya que
el integrando es una funcién par en senos y cosenos. De esta forma, se tiene:

ho= M2+ A+ 1
0 %

A su vez, esta integral se puede resolver mediante el cambio de variables vAu = A+ 1tann,

obteniendo:
/2

B w/2 d77 B
h _/0 AOTD VAT

De esta forma, se tiene finalmente que:

I =4I, = 27 :
G/ (%2) -1

C.3. Integrales de la pagina 87 (I)

Las integrales en cuestion son:

T
Jl = -_—
/ (a2, T2 — X2]3/

T dT
J2 = B —— P
/ (a2, T2 — X2]*/

La segunda integral es inmediata si se escribe de la siguiente forma:

1 202, TdT 1 d (a2, T% — X?)
 2a2% (a2, T2 — X2]3/2

J: =
’ 02,72 — X2P?2 2a%

du 2
TN
1

w2 JR2 T X2

La primera integral puede resolverse mediante el cambio de variables a,,T = |X|coshu, con
u > 0. De esta forma:

Utilizando que:

se llega a:
Jo =

[X]

Jo= [ o g —
! | X sinh u|3 “ oo X 2

sinh u
cothu
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Deshaciendo el cambio: T

X2\/a2.T? — X2

Ji=—

C.4. Integrales de la pagina 87 (II)

Las integrales en cuestion son:

/ dX
\/&2 (6 + X/m)* — X?
L, = / dX
X1 X /a2, (6 + X/m)® — X2

Aqui se calculard el valor de I; y se demostrara que I es convergente, para lo cual serd de utilidad
recordar que |m| > ax ¥y que X7, Xo (con X7 < 0 < X3) son las dos soluciones del sistema:

X? = a2 717 (C.2)
T = 5+% (C.3)
T > 0

Para calcular I, se escribe el radicando que aparece en la integral (y al que se llamard r2) de
la siguiente formas:

r2 = a2 (6 + X/m)” — X? = [a2T? - XQ]T:HX/m

Teniendo en cuenta que X1 y Xo son las soluciones del sistema (C.2)-(C.3), se tiene que r2 se anula
para esos valores X; y Xs. Esto permite escribir r2 como:

m? — a2,
r2 = — (Xy — X) (X — X))
De esta forma, se tiene que I es:
|m| Xa dX

vm?—aZ Jx, /(X2 —X)(X - X1)

Ahora efectiiese el siguiente cambio de variable:
X1 +Xo  Xo— Xy
2 T ¢

Entonces, I; se transforma en la siguiente integral:

I =

X =

|m| / L du
I, =
Vm2 —aZ J o1 V1 —u?
A su vez, la integral anterior puede resolverse mediante el cambio de variable u = sin 8, quedando:

/2

m m
J U 7 —]
m? — a2, J-x/2 m? — a2,
Por otra parte, la integral I se puede expresar como:
|| X2 dX

I =

vVm2 —aZ Jx, X/(Xo—X) (X — Xy)

—=I*
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La integral I'* presenta una singularidad en X = 0, que estd en el interior del intervalo (X7, Xs).
Por ello, conviene descomponerla en otras dos integrales:

. 0 dx X2 dx
I = +
0 XV -X)(X -X1)  Jo XV(X-X) (X - X))
=I =I;

Tanto I7 como I5 son divergentes por separado, puesto que la singularidad que presentan es del
tipo 1/X, pero la suma de ambas es finita, como se verd a continuacién. En efecto, si se hace el
cambio de variable X = Xju en la integral I}, y el cambio X = Xsu en la integral I3, se obtiene
que:

* /1 du
7 = -
o u/T—u/[X1] (X2 — Xju)
. /1 du
5 =
0 U\/l—U\/XQ(XQU—Xl)

Sumando ambas expresiones, se tiene:

1 1 1 1
I* :/ — du
0o w1 —u \/X2 (Xou — X1) \/|X1‘(X2 - Xqu)

=f(u)

Puesto que X; < 0 < X3, puede deducirse que f(u) es no singular cuando u € [0, 1]. Por ello, las
unicas singularidades en el integrando de I* aparecen para u = 0 y para u = 1. Esto hace que sea
conveniente descomponer, de nuevo, I* en otras dos integrales:

o /1/2 F0) g [ S
0 uv1—u 12 uv1—u
| S ——
:[g ZIZ

De esta forma, el integrando de I3 es singular sélo para u = 0 y, el de I}, sélo para u = 1. Ahora
se usard un resultado conocido (y facilmente demostrable) de Célculo Infinitesimal, que es que las

siguientes integrales:
12 qu ! du
/0 up’ /1/2 (L—u)p

convergen si, y sblo si, p < 1. Para comprobarlo, basta demostrar, mediante el cambio v’ =1 — u,
que la segunda integral es igual a la primera, y efectuar ésta ultima (que es inmediata), obteniendo
que su resultado es finito si p < 1.

Asi pues:
= Para averiguar la convergencia de I}, cuyo integrando es singular en u = 1, se puede aplicar

el teorema de paso al limite con la funcién 1/4/1 — u, cuya integral entre w = 1/2 y u = 1,
segun lo visto en el parrafo anterior, es convergente. Para ello, ha de calcularse el limite:

. a/iu 1 [ 1 1 ]
lim = f(1) = _ 0
u—1 117u f) VX=X (VX2 X4 7

Puesto que dicho limite es finito y la integral de 1/y/1 —u entre u = 1/2 y u = 1 es con-
vergente, el teorema de paso al limite establece que la integral I} es también convergente.
De modo més intuitivo, puede decirse que el integrando de I y 1/4/1 — u se comportan de
forma similar en u = 1, por lo que si una converge, la otra también.
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= Para ver si I (cuyo integrando es singular en u = 0) es convergente, puede aplicarse el

teorema de paso al limite con la funcién 1/y/u. En ese caso, ha de calcularse el limite:

f(w)

L= tfm W gy LS
u—0 ﬁ u—0 /1 —u \/a
SN——"

=1 =L*

A partir de la definicién de f(u), puede verse que f(0) = 0. Por ello, L* es una indeterminacién
del tipo 0/0, que puede resolverse mediante la regla de L’Hoépital:

!/
L = tim £
u—0 1

2V/u

Operando, se tiene que:

1 X% - X3
f(0) = 5172
[ X1]Xo]2
por lo que:
L*=0

lo cual, a su vez, implica que el limite original L verifica L = 0. Por tanto, segin el teorema
de paso al limite, como la integral entre u = 0 y u = 1/2 de 1/1/u es convergente, entonces la
integral I3 también lo es. Dicho de modo maés intuitivo, el integrando de I3 tiende a infinito
en u = 0, pero de forma m4és lenta que la funcién 1/4/u, por lo que si la integral de ésta
ultima es convergente, también lo serd I3.

Puesto que I3 e I} son convergentes, se deduce que I* = I + I y, por tanto, I (que es
proporcional a I*), también lo son, como se querfa demostrar.



Apéndice D

Acerca de la circulacién alrededor
de hilos turbillonarios en régimen
compresible

En régimen incompresible, la circulacién alrededor de un torbellino elemental siempre es igual
a la intensidad del mismo. Sin embargo, en régimen compresible, esto no sucede asi, sino que la
circulacién puede depender de la curva sobre la que se calcula y/o del movimiento del torbellino
(representado por un hilo turbillonario en el sistema tzz). Un ejemplo de esto se mostré en el
capitulo 3, a partir del campo de velocidades generado por dos torbellinos contrarrotatorios de
intensidad I" que nacen de forma stbita y luego se desplazan a lo largo del eje Z (que se pueden
representar mediante una herradura turbillonaria contenida en el plano ¢Z). También en ese capitulo
se habl6 de la importancia de encontrar alguna curva que rodease a uno de esos torbellinos en la que
la circulacién fuese igual a I', para garantizar que la herradura que los representa es un elemento
que genera vorticidad, y que puede ser utilizada, por tanto, para modelar el perfil y la estela.

Con el objetivo de encontrar dichas curvas y de estudiar la circulacién alrededor de torbellinos
con diversos tipos de movimiento, se estudiard en este anexo:
= (i): La circulacién alrededor de un torbellino que se mueve supersénicamente por el eje .

» (ii): La circulacién alrededor de dos torbellinos contrarrotatorios con nacimiento sibito (o,
equivalentemente, de una herradura en el plano tZ) que se mueven subsénicamente.

= (iii): Idem (ii) pero con movimiento supersénico.

D.1. Circulacion alrededor de un torbellino moviéndose su-
persénicamente

Un torbellino que se mueve por el eje T con velocidad m > a, estd representado por un hilo
turbillonario L que tiene por ecuaciones:

_ & = mty _
L:{EO _ 0 ;o € (—o0,00)

Se supone que dicho torbellino lleva un tiempo infinito efectuando su movimiento, de ahi que
to € (—00,00). Ahora considérese un punto cualquiera P = (, T, z). Podré suceder que:

151
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= El cono generalizado de Mach anterior a P corte al hilo en dos puntos (f.,,mt.,,0) y
(tey,micy,0), como se puede ver en la figura D.1(a). En ese caso, la velocidad vendréd da-
da por expresiones similares a las ecuaciones (3.23) y (3.24):

(
(

donde F' es una funcién definida por la ecuacién (3.22). Al ser (f.,,mtc,,0) v (fcy, micy,0)

puntos que pertenecen a la vez al hilo turbillonario y al cono de Mach anterior a P, se verifica
que F(t.,,P)y F(t.,, P) tienden a infinito, como ya se explicé en la pagina 3.3.3. Puesto que
la parte finita de Hadamard consiste en desechar los términos divergentes, se tiene finalmente

que el campo de velocidades es nulo en el punto P.

I

= KTaw?H|F(t,,, P) — F(f.1, P)]

= —KTaw(z — mi) H[F(I,,, P) — F(i.1, P)]

g
:9' :9\

= El cono generalizado de Mach anterior a P no corte al hilo en ningin punto, como se muestra
en la imagen D.1(b). En ese caso, el hilo no influird sobre P, por lo que el campo de velocidades
es también nulo.

Es decir, el campo de velocidades es nulo en todo el espacio tZ7 y, por consiguiente, también es nula
la circulacion alrededor del hilo. Dicho de otra forma, un torbellino moviéndose supersénicamente
desde un tiempo infinito antes no genera velocidades ni circulacién alrededor del mismo.

Sin embargo, en el caso subsénico (|m| < a), la circulacién alrededor del hilo si era igual a
I', como se vio en el capitulo 3. Por ello, el ejemplo anterior constituye una muestra de que la
circulacion alrededor de un hilo turbillonario puede depender de la forma del hilo. Esta idea difiere
de lo que sucede, por ejemplo, en Electromagnetismo, donde la circulacién del campo magnético
alrededor de cualquier hilo cerrado o infinitamente largo es siempre igual a la intensidad de corriente
del mismo, independientemente de su forma.
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a P 7 P r

Figura D.1: llustracién de las diferentes posibilidades de corte del cono generalizado de
Mach anterior a P con el hilo turbillonario (azul). La proyeccién del cono sobre el plano iz
se representa en verde, mientras que la interseccién con el mismo (que es una hipérbola) se
representa en celeste. En la parte izquierda (a), el cono interseca con el hilo en dos puntos
(rojo), por lo que la velocidad inducida en P es nula debido al concepto de parte finita
de Hadamard. En la parte derecha (b), el cono no interseca con el hilo, por lo que éste
no tiene ninguna influencia sobre Py la velocidad inducida en dicho punto es igualmente
nula.
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D.2. Circulaciéon alrededor de una herradura en el caso sub-
sonico

Considérese la herradura propuesta en la pagina 80, aplicada al caso m; = may = m < G,
t1 =13 =0y 7y = 0. Como se vio en el apartado 3.3.4, la velocidad sélo serd no nula dentro de
los conos de Mach posteriores a los vértices de la herradura, que se denotaran por D; y Do, v que
se muestran en la gréfica D.2.

A continuacién, se estudiara la circulacién alrededor de distintas curvas que encierran a la rama
izquierda. Por simplicidad, se consideraran solo curvas que estén fuera del cono de Mach posterior
al vértice derecho (D), de tal forma la rama derecha no tenga influencia sobre la circulacién
alrededor de las mismas. Cada una de dichas curvas es una circunferencia C' de ecuacién:

= t*
= mt*+Rcosf ; 0¢€]0,2n)
= Rsind

C=

VBl ok
|

La diferencia entre una y otra curva se halla en el valor de R. Si se observa la imagen D.3, pueden
distinguirse tres casos:

= SiR< (a_oo —m)t*, entonces C estarfa siempre dentro del cono de Mach posterior al primer
vértice (D).

m Si (o —m)t* < R < (aso +m)t*, parte de la circunferencia estarfa dentro de dicho cono de
Mach y parte fuera.

» Si R > (as +m)t*, entonces C estarfa completamente fuera del cono de Mach y las veloci-
dades inducidas sobre ella serfan nulas, al igual que la circulacién alrededor de C.

En el interior de D; (y fuera de D5), el campo de velocidades podra obtenerse como suma del
generado por dos tramos, el diagonal (L; en la figura D.2) mas el horizontal (Ls en la figura D.2).
La velocidad generada por el tramo L; puede hallarse a partir de las expresiones (3.16), (3.17),
(3.21) y (3.22), obteniendo que:

= (o 2

,ﬁ(l) _ Faoo z (ml’ — aoo{) _ (Dl)
21 a2 (% — mi)? + (a2 — m?) 2] Al —2° — 22

s - Lo (z —mt) (m — a%.1) (D.2)

21 [0, ( = mi)? + (a2 — m) ]l P~ = 2

Por otro lado, la velocidad generada por el tramo Ly se puede obtener a partir de las expresiones
anteriores, haciendo el limite m — oo y cambiando luego su signo:

a? = 0 (D.3)

r _
@ = i te (D.4)

2 (2P — ) JaP — 2 — 2

Asi pues:
a=a"+a?; o= +a®

Para no causar confusién, se denotara por I'* a la circulacién a lo largo de C, distinguiéndose
asi de la intensidad del hilo I'. Esta circulacién puede calcularse a partir de lo visto en la figura
3.8:

"= §1§ (—@cosf + wsinf) Rdb
c

De forma numérica, se obtiene que:
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= Para el caso R < (ax — m)t*, se tiene que I'* =T

» Para el caso (@ — m)t* < R < (a0 +m)t*, el valor de I'* depende del valor de R elegido.
Por comodidad, se definirdan las cotas de R como:

Ry = (a0 —m)t" (D.5)
Ry = (a0 +m)t" (D.6)

de tal forma que el valor R puede determinarse a partir de un pardmetro s € (0, 1) tal que:
R=R; + (R2 — Rl)S (D7)

El valor de I'*/T" se halla representado frente a s en la figura D.4, en la que se puede comprobar
que I'* = T" siempre que s sea menor que un cierto valor (que se llamard s..), y que I'* =0
en caso contrario. Los valores de ao, y m no influyen en la forma de la gréfica, sino sélo en el
valor de s, y el valor de t* no influye en nada. Al valor de R a partir del cual la circulacién
se anula se le llamard R..,.

Este cambio en el valor de I'* se debe a que el campo de velocidades presenta una discontinui-
dad en la superficie del cono de Mach, como se puede apreciar en la figura D.5. Si se observa
dicha imagen, puede verse que, si se toma un radio R < R,,, las velocidades siempre apuntan
en direccién del recorrido de la curva, provocando una circulacién positiva. En cambio, si se
toma un R > R.,, en las cercanias al cono de Mach, las velocidades no apuntan en direcciéon
del recorrido de la curva, sino en la opuesta, mientras que més lejos si que lo hacen. De esta
forma, es posible que la circulacion se anule. Esto puede entenderse mejor si se observa la
figura D.6, en la que se muestra la velocidad tangencial a C, denotada por 7, frente al dngulo
0 que recorre la curva.

El valor de R, es, por tanto, aquél tal que la circunferencia C' corta al cono de Mach en
los puntos donde se produce la discontinuidad de velocidades que se muestra en la figura
D.5. Para encontrar dichos puntos, pueden analizarse las expresiones que determinan « y w,
obteniendo que la discontinuidad se produce para la componente @?) en los puntos Z = 0,
Z = fast*.

En efecto, témese un punto P muy cercano a la superficie del cono, tal que se verifique:

2+ 22 =d? (t7)* - o?
donde § > 0 es una constante muy pequeiia, tanto mas cuanto mayor sea la cercanfa de P al

cono de Mach. Entonces, la ecuacién (D.4), que determina el valor de @0, se puede reescribir

Como: e
'ZI)(2) . _Faoo t*x

21 (22462)6
Si se fija Z = € > 0, donde € es una constante muy pequena, y se hace el limite § — 0t
para acercar lo méximo posible P al cono de Mach, entonces se tiene que @(?) — —oco. En

cambio, si se fija Z = —e < 0 y se calcula el mismo limite, entonces w(?) — +oc0. Es por eso
que las velocidades sobre el cono de Mach son discontinuas y tienden a infinito en los puntos

T =0,z = *fast.
El valor de R, puede obtenerse por inspecciéon geométrica a partir de la figura D.7:
Rer = /a2, + m2t*
Si se utilizan las relaciones (D.5)-(D.7), se obtiene que el correspondiente valor de s, es:
1 oo \ 2
ser =3y (5) 1

Para el caso particular m/a. = 0.5, se obtiene s.. = 0.62, valor que se corresponde con el
de la gréafica D 4.
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Ly

L1 L3

Figura D.2: Esquema de una herradura (azul), compuesta por tres tramos (L1, Lo y L3),

cuyas extremidades representan torbellinos que se mueven de forma subsénica. La velocidad

es no nula tnicamente en el interior de los conos generalizados de Mach (verde) posteriores
a los dos vértices. A esos conos se les denota por Dy y Ds.

S0\

\

\ \

\ [ f \ | o
1\ 9 ] 1 T

| |

|
I

X \i///
Tmt

I

Figura D.3: Vista en verdadera magnitud del plano ¢ = t*. En verde, se representa el cono

generalizado de Mach D1, fuera del cual las velocidades son nulas. En azul, se dibuja el

torbellino (de movimiento subsénico) correspondiente a la extremidad L1 de la herradura.

En celeste, se dibujan tres circunferencias cuyo centro coincide con dicho torbellino. Segtin

su radio, pueden estar completamente dentro del cono de Mach (C4), parte dentro y parte
fuera (C2), o completamente fuera (Cs).
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r/mT

0.6

0.4

0.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura D.4: Valor de la circulacién T'* alrededor de una circunferencia en cuyo centro se
halla un torbellino subsénico y cuyo radio viene determinado por el parametro s.
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o t ' ' —= Cono de Mach
15} “‘\_L\ Wi, 1 | —=R<R,
ol - L. ,};.’ | | —=FRR,
2 /
5t / / .
N OF / /
\ \
5t ‘ \\ \ f
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Figura D.5: Campo de velocidades en el interior del cono de Mach. En particular, se

representan las velocidades sobre puntos muy cercanos a su superficie (azul), sobre una

circunferencia que verifica R < R., (verde) y sobre una circunferencia que verifica R > Rer

(rojo). Para una mejor visualizacién, las velocidades no se han representado a escala, asi que
las magnitudes de los vectores son meramente cualitativas.
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Figura D.6: Velocidades tangenciales U9 como funcién de 6 para dos circunferencias: una

cuyo radio es menor que el critico (verde) y otra cuyo radio es mayor (rojo). Para la

primera, la circulacién es positiva porque vy también lo es. Para la segunda, la circulacién

es nula porque la parte en la que Ty es negativa (que es la parte cercana a la superficie
del cono de Mach) se compensa con la parte en la que Uy es positiva.
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Figura D.7: Esquema que permite hallar, por inspeccidon geométrica, el valor de R, .
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D.3. Circulacién alrededor de una herradura en el caso su-
personico

Supdéngase que la herradura del ejemplo anterior corresponde a torbellinos que se mueven
supersénciamente (m > as) y utilicese una circunferencia C similar a la del ejemplo anterior, es
decir:

= situada en el plano t = t*, con centro (t*, mt*,0) coincidente con el torbellino y de radio R.

= situada fuera del cono Ds, para que la rama derecha de la herradura no tenga influencia
sobre C.

Como se vio en el capitulo 3, la velocidad sélo serd no nula dentro del cono D;. Por ello, observando
la figura D.8, se puede deducir que sélo cabe esperar circulacién no nula alrededor de C' cuando su
radio R esté comprendido entre dos valores Ry y Ra, que se definen como:

Ry = (m—a)t* (D.8)
Ry = (m+a)t (D.9)

Al igual que antes, se definird un parametro s tal que:
R = Rl + (RQ — Rl)s (D].O)

y se representard la circulacién I'* alrededor de C frente a dicho pardmetro. Dicha circulacién se
ha calculado de forma numérica teniendo en cuenta que el campo de velocidades sigue estando
determinado por las ecuaciones (D.1)-(D.4).

El resultado obtenido se muestra en la figura D.9, donde se aprecia que, ahora, la circulacién
I'™* es igual a la intensidad del hilo T" si R (s) estd entre dos valores Rer, (Sery) ¥ Rery (Ser, ). Como
sucedia anteriormente, as, y m no influyen en la forma de la grafica, sino sélo en los valores de
Sery Y Serss ¥ T 1o influye en absoluto.

El porqué de esta situacién es el mismo que en el caso anterior, sélo que esta vez hay cuatro
discontinuidades de velocidades en el cono de Mach, como se puede apreciar en la figura D.10.
Puede comprobarse que dos de ellas se producen para los puntos P de la superficie del cono en los
que QD(Q)(P) es singular y esto, como se vio antes, sucede para T = 0, Z = Fast. Las otras dos
se producen cuando @M (P) y @) (P) son singulares. En efecto, utilizando sus definiciones, dadas
por (D.1)-(D.3), puede verse que ambas son proporcionales a la siguiente funcién:

-1 mz — a’ .t
PN R B PR g

Fi(P) =

=F»(P) =Fy(P)

Nétese que Fy es siempre positivo, salvo en puntos que coinciden con el hilo turbillonario (Z =
mt, 2 = 0), donde se hace singular. Como C' no pasa por dichos puntos, las discontinuidades no
pueden proceder de F,. Ahora témese un punto P cercano al cono de Mach, definido por un
parametro v tal que:

&I

(aoot™ — 0) costh (D.11)
= (aoot™ — &) sinp (D.12)

I\

donde ¢ > 0 es un niimero muy pequenio, tanto mayor cuanto mas cerca esté P del cono de Mach.
En ese caso, Fi se reescribe como:

* 42 g
Fi(P) = Fy(P) m (aoot 5)6cos7,/1 as .t

=F3(P)

(D.13)
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Existe un valor de v = ¥* para el cual F3 se anula, dado por:

a? t*
e —— D.14
cosy m (acot* — 9) ( )

Ahora escéjase un punto P tal que, ademds de estar cerca del cono de Mach, esté cerca del punto
en el que Fj3 se anula. Esto se puede conseguir si se elige un angulo % de la forma:

v=9"+e ex1

Linealizando la expresién (D.13), se tiene:

Fi(P) = —Fy(P)sing" 5

Si se fija € > 0 y se hace el limite § — 0T, se tiene F; — —oo. En cambio, si se fija ¢ < 0 y se
hace el mismo limite, se tiene F} — 400. Es decir, hay una discontinuidad de velocidades de salto
infinito en los puntos correspondientes a ¢ = ©* (e = 0). Dichos puntos se obtienen utilizando las
relaciones (D.11), (D.12) y (D.14) y haciendo el limite § — 0:

2 %
— as.t
m
2
_ a
z = Zast* 1—%
m

Los valores anteriores de Z en los cuales el campo de velocidades se hace singular determinan
los valores de R, v Rer,. Por ejemplo, para el caso correspondiente a Z = a2 t*/m, se puede
hallar R.,, si se aplica el teorema del coseno sobre el tridngulo ABC' de la figura D.11:

R2

CTr1

= (aoot™)? + (mt*)? = 2asom(t*)? cos ¢

Si ahora se tiene en cuenta que el valor de ¢* viene dado por la expresién (D.14) particularizada
para § — 0, entonces:

2 *

2t

cos* = mt*
oo

*
Rer, = /m? — a2,
Por otro lado, la discontinuidad situada en = 0 corresponde a un R.., = \/m? + a2_t*, como ya

se calculé en el ejemplo anterior. Es interesante comprobar que los tridngulos ABC'y ABD de la
figura D.11 son rectangulos.

a

con lo cual:

Puede verificarse que los resultados obtenidos son correctos si se calculan los correspondientes
valores de S¢r, ¥ Ser, a través de las relaciones (D.8)-(D.10), obteniendo que:

\/m_(m_GOO)

2050

Vvm2+a2, — (m—ax)

2050

Sery, =

Sery =

Para el caso particular m/as = 1.6, las relaciones anteriores dan s.., = 0.32, s.., = 0.64, tal y
como puede comprobarse en la figura D.9.
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Figura D.8: Vista en verdadera magnitud del plano = t*. En verde, se representa el cono

generalizado de Mach D1, fuera del cual las velocidades son nulas. En azul, se dibuja el

torbellino (de movimiento supersénico) correspondiente a la extremidad L1 de la herradura.

En celeste, se dibujan tres circunferencias cuyo centro coincide con dicho torbellino. Segtin

su radio, pueden estar completamente fuera del cono de Mach (Cy y C3), o parte dentro
y parte fuera (C2).

m/aoo =16
1k

0.8F

06F
=
.

04F

0.2F

0 0.2 04 0.6 0.8 1
S

Figura D.9: Valor de la circulacién T'* alrededor de una circunferencia en cuyo centro se
halla un torbellino supersénico y cuyo radio viene determinado por el pardmetro s.
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15} —= Cono de Mach
S R<RCI’
10F 1
_— RCF <R<Rcr
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—_— R>Rcr2
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_15 L
-20 -10 0 10 20

Figura D.10: Campo de velocidades en el interior del cono de Mach. En particular, se

representan las velocidades sobre puntos muy cercanos a la superficie (azul), sobre una

circunferencia que verifica R < Re,, (verde), sobre otra que verifica Rer;, < R < Rer,

(rojo) y sobre otra que verifica R > R, (celeste). Para una mejor visualizacién, las

velocidades no se han representado a escala, asi que las magnitudes de los vectores son
meramente cualitativas.

Figura D.11: Esquema que permite hallar, por inspeccién geométrica, los valores de R,
y Rers,.
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D.4. Comentarios acerca de los ejemplos anteriores

Los ejemplos anteriores sirven para ilustrar lo que se comenté en el capitulo 3 acerca de que
la circulacién alrededor de un hilo turbillonario no es siempre la misma, sino que puede depender
del propio hilo o la curva que se elija. Esto es diferente a lo que sucede en Electromagnetismo,
donde la circulacién del campo magnético alrededor de un hilo con intensidad de corriente I es
siempre proporcional a I, independientemente de la forma del hilo (siempre que éste sea cerrado o
infinitamente largo) o de la curva (cerrada) que se elija para calcular la circulacién.

No obstante, puesto que en dicho capitulo se establecié una analogia entre el campo magnético
y el campo de velocidades, cabe preguntarse por qué ahora no se mantiene también la analogia
con la circulacién alrededor del hilo. La respuesta radica en que la analogia se establecié en el
sistema &2 pero, en el sistema tzZ (en el cual se estd trabajando), la naturaleza del problema es
diferente. Por ejemplo, utilizando la ecuacién (3.4), puede verse que un elemento J(#0)dVj situado
en iy = (to, &0, 20) por el que circula una densidad de corriente J induce un campo magnético en
todo punto (£, &, 2) que verifique:

(t—10)* + (& —30)> + (2 —2)* >0

La inecuacién anterior se cumple siempre y cuando el punto objeto (f, #,%) sea distinto del punto
fuente (to, 2o, 20). Es decir, las perturbaciones creadas por el elemento J(f¢)dVy afectan a todos
los puntos menos a si mismo.

Sin embargo, se ha visto que un elemento turbillonario situado en (o, o, Zo) sélo puede afectar
a puntos situados en el interior de un cono posterior de Mach con vértice en (ty, Zo, Zo). Por tanto,
si las perturbaciones se transmiten de forma diferente, es de esperar que algunos resultados sean
diferentes. En particular, puesto que en el sistema tZZ no todas las perturbaciones llegan a todos
los puntos, o algunas han de ser eliminadas debido al concepto de parte finita de Hadamard, es de
esperar que, en ocasiones, la circulaciéon sea nula, como se ha visto en ejemplos anteriores.

Convendria estudiar, de forma ma&s rigurosa, bajo qué condiciones la circulacion es igual a la
intensidad del torbellino y bajo cudles es nula. Sin embargo, esto escapa al alcance del presente
Proyecto, y se considerard suficiente el haber demostrado, mediante los ejemplos anteriores, que las
herraduras utilizadas en el método de Hernandes-Soviero generan circulacion alrededor de ciertas
curvas, por lo que pueden servir para modelar el perfil y la estela.
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