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El objetivo de esta tesis es estudiar la homogeneizacion de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
elipticas. Principalmente, proporcionamos condiciones de integrabilidad sobre los coeficientes del sistema que
nos permitan tener un resultado de homogeneizacion local. En el caso de ecuaciones, se sabe que es suficiente
que los coeficientes estén acotados en L' y sean equiintegrables para dimensiones N > 3 y solo acotacién en L'
para dimesién N = 2 ([7, 8,4} [2]). Sin embargo, estos resultados se basan en el principio del maximo, resultado
que no es cierto para sistemas. Por tanto, para poder abordar este problema necesitamos usar otras técnicas y
herramientas. Otro problema interesante en el marco de la homogeneizacion es la posibilidad de deducir ciertas
propiedades de los problemas limite, una cuestién que también tratamos en la 1iltima parte de la tesis.

Esta tesis estd dividida en 4 capitulos:

En el Capitulo 1 consideramos el sistema eliptico lineal de M > 1 ecuaciones en derivadas parciales

—Div (A, Du,) = f, en Q,

Uy =0 sobre 012,
donde 2 C RY es un subconjunto abierto y acotado y los coeficientes 4, : Q@ — L(RM*N) no estdn aco-
tados uniformemente ni son uniformemente coercitivos. Suponemos acotaciéon de los A, en cierto espacio
LP(Q; L(RM>*NY)) y una condicién de coercitividad integral sobre los A,
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para cierto ¢ > 1. Recordamos que la coercitividad integral y la coercitividad puntual no son equivalentes en
el caso de sistemas. Nuestras hipdtesis nos permiten aplicar nuestros resultados al sistema de la elasticidad.
Ademsds, aunque no suponemos que los A, son simétricos, puesto que hacemos usos de algunas herramientas
propias de la teoria de la I'-convergencia, necesitamos controlar de forma uniforme la parte antisimétrica de A,
por su parte simétrica.

Para probar el resultado usamos una generalizacién del Lemma del Div-Rot de Murat-Tartar obtenida en [5].
Por la naturaleza de las hipétesis, si p es pequeno, necesitamos que g sea grande, y reciprocamente. Por ejemplo,
para ¢ = oo, solo necesitamos p > %, mientras que si p = 0o, entonces nos basta con g > %

En el Capitulo 2 consideramos el caso de los sistemas elipticos no lineales. Para ello, estudiamos el I'-limite de
una sucesiéon de funcionales no lineales definidos sobre funciones vectoriales por

Fn(v) = /QFn(l‘,DU) dr parav € Wol’p(Q)M, con p € (1,00), (0.1)

donde Q C RY es un subconjunto abierto y acotado y M > 1. Por simplificar, en este caso si imponemos una
condicién de elipticidad débil uniforme sobre los coeficientes. En este marco, la no linealidad del problema nos
impide usar la extensién del lema del Div-Rot que empleamos en el Capitulo 1. En cambio, nuestros resultados
se apoyan en otra extensién del lema del Div-Rot obtenida en [I] y més concretamente en un lema anterior
que aparece en dicha referencia. Se trata de un resultado de compacidad por compensacién para sucesiones
acotadas en W1 9(Q) que se basa en la inclusion W14(SN=1) ¢ L« (SVN=1) (donde SV~ es la esfera unidad en
RN~1). Puesto que el resultado que aparece en [I] es una generalizacién del que aparece en [5], mejoramos el
resultado del Capitulo 1 mostrando que en el caso ¢ = oo, es suficiente tener p > % También cabe destacar
que las hipodtesis que hacemos en este capitulo no implican la convexidad de las energias con respecto a su
segunda variable. Recordemos que si un funcional del tipo es semicontinuo inferiormente con respecto a la
topologia débil de WP, entonces la aplicacién & € RM*N s F(z,€) es rango-1 convexa. Como consecuencia,
esta aplicacién es convexa si M = 1 (el caso de ecuaciones) pero no lo es, en general, si M > 2. En este capitulo

también mostramos algunas aplicaciones que incluyen algunos materiales hiperelasticos.



En el Capitulo 3 estudiamos el problema de homogeneizacién para el sistema de elasticidad con coeficientes
no acotados cuando el dominio esta siendo reducido a una dimensién. En concreto, consideramos el siguiente
problema de elasticidad en el dominio €. := (0,1) x ew, donde w C RN~ es un subconjunto abierto y regular,

—Div(Ace(ue)) = fe en Q.
Ace(ue) - ve =0 sobre 0Q. \ T, (0.2)
ue =0 sobre T,
con I'; := {0} X ew. En este capitulo suponemos que los coeficientes A, verifican las dos condiciones
1
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el Aellpoc .. c @~y cuando e — 0.

Obtenemos un resultado de homogeneizacién que nos lleva a un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordi-
narias en el intervalo (0, 1), permitiéndonos obtener una aproximacién de u. del tipo de Bernouilli-Navier que
también contiene un término de torsion.

En el capitulo 4, para un tensor eliptico periédico L € L5g, (Y L(RY*NY)) (donde Yy es el cubo unidad en RY,

es decir, Y,, := [0,1)"), consideramos el problema

(0.3)
u® =0 sobre 02,

{—DiV(LEDuE) =f en

donde L#(y) := L(y/e). En este capitulo tenemos dos objetivos principales.
En primer lugar, generalizamos los resultados existentes que dan condiciones sobre el tensor I para que se
tenga la homogeneizacién de ([0.3)). El resultado maés cldsico afirma que si L es muy fuertemente eliptico,
entonces la homogeneizacién es directa. Nosotros estudiamos este problema solo bajo hipdtesis de elipticidad
fuerte. En [§] los autores prueban que, en este marco, se tiene el resultado de homogeneizacién (por medio
de T'-convergencia) suponiendo que la constante de coercitividad funcional clsica de L es no negativa y que
la constante de coercitividad funcional periédica de L es positiva. Usando una perturbacion de L fuertemente
eliptica, obtenemos una mejora de este resultado y probamos que, de hecho, es suficiente que la constante de
coercitividad funcional cldsica de L sea no negativa. Ademds, siguiendo las ideas de [6] para dimensién 2,
mostramos varios ejemplos en dimensién 3 para los que el resultado de [§] se aplican.

En segundo lugar, para tensores L fuertemente elipticos que muestran una estructura laminada, es decir, L(y) =
L(y1), damos justificacién desde el punto de vista de la homogeneizacién a la pérdida de elipticidad fuerte
mediante el proceso de laminacién de rango 2 llevado a cabo en [J] para dimensién 3. Con la intencién de
aplicar el resultado principal de la primera parte del capitulo, probamos que es imposible perder la elipticidad
fuerte a través de una laminacién de rango 1 cuando la coercitividad funcional se puede probar por medio
del método de translacién mediante los lagrangianos nulos. Esto nos conduce a una segunda laminacién en la
direccion yo entre el tensor efectivo obtenido en la primera laminacién y un nuevo material muy fuertemente
eliptico. Bajo ciertas condiciones obtenemos un tensor homogeneizado que pierde la elipticidad fuerte. El
resultado es completamente diferente al que se tiene en dimensién 2, donde la elipticidad fuerte si se puede
perder por medio de una laminacién de rango 1 (véase [0]).
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