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1. Introduccion

1.1. Simulaciones moleculares

El objetivo de este trabajo es obtener propiedades mecanicas y térmicas mediante
técnicas computacionales de nanoestructuras como los nanohilos de silicio. A diferencia
del mundo macroscépico, cuando se quieren conocer propiedades de materiales a esca-
la microscépica su determinacién resulta mucho mds compleja al abandonar el mundo
continuo y pasar a trabajar con sistemas discretos, ademas de que las propiedades que se
miden durante la simulacién no son directamente las que se quieren conocer y por tanto
hay que establecer relaciones entre unas y otras que sean consistentes con las leyes fisicas.

La mecénica estadistica [1] proporciona la base tedrica para estudiar el comporta-
miento termomecdanico de la muestra de estudio. A través de un tratamiento probabilisti-
co, es posible conocer observables macroscépicos de la muestra a partir del conocimiento
de sus variables microscépicas. Una de las metodologias mas usadas para calcular estos
observables es el denominado método de Monte Carlo [2], y consiste en evaluar de forma
aleatoria posibles estados del sistema, de modo que cuantos mas estados aleatorios ten-
gamos y cuanto mas se acerquen estos al estado real en el que se encuentra el sistema,
menor serd el error cometido. Otra de las metodologias para realizar simulaciones mole-
culares més extendida es la dindmica molecular [3]. Esta técnica consiste en resolver las
ecuaciones de movimiento de Newton para un sistema de N particulas hasta que las pro-
piedades del sistema no varien, momento en el que se habré alcanzado el equilibrio. Una
vez alcanzado el equilibrio, se puede medir cualquier observable de la muestra, como la
temperatura o la energia, a partir del conocimiento de la posicién y velocidad de cada
particula.

En este trabajo se utilizard una teoria termodindmica estadistica de no equilibrio
[4], que permitird el estudio de sistemas fuera del equilibrio, pudiendo trabajar en todo
momento con valores macroscépicos de las variables.
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1.2. Materiales termoeléctricos

Aproximadamente el 90% de la produccién de energia del mundo es generada por
motores térmicos que usan combustibles fésiles como fuente de calor y que operan gene-
ralmente entre un 30 — 40 % de eficiencia, de modo que cerca de 15 teravatios de calor se
pierde al ambiente. Los materiales termoeléctricos pueden convertir energia térmica en
energia eléctrica o viceversa y podrian convertir parte de este calor perdido a electricidad
aprovechable. La eficiencia de un material termoeléctrico se caracteriza por su figura de
mérito (ZT), un pardmetro adimensional que viene dado por

S2GT
K

ZT =

(1.1)

donde S es el coeficiente de Seebeck, G es la conductancia electrénica, T es la tempera-
turay x es la conductividad térmica, respectivamente. Los materiales que tienen ZT =~ 1
se consideran como buenos termoeléctricos, mientras que ZT > 3 se requiere para com-
petir con refrigeradores convencionales o generadores. Un material termoeléctrico ideal
es aquel que se comporta con los fonones como vidrio y los dispersa, dando un valor bajo
de x, mientras que con los electrones es como un cristal perfecto sin dispersién, dando
un valor alto del factor de potencia (S2G).

El material termoeléctrico mas ampliamente usado comercialmente es el telururo de
bismuto (Bi, Te3) y sus aleaciones con Sb, Se, etc, que tienen una figura de mérito ZT ~ 1.
Es dificil escalar el telururo de bismuto macizo para conversién de energia a gran escala,
pero fabricar nanoestructuras sintéticas con este propdsito es incluso mas dificil y caro.
El silicio, por otro lado, es el conductor més abundante y usado, con una gran infra-
estructura industrial para su procesamiento a bajo coste. El silicio macizo, sin embargo,
tiene una figura de mérito ZT =~ 0,01 a 300K [5]. La distribucién espectral de fonones que
contribuyen a la x del silicio a temperatura ambiente es bastante amplio. Debido a que
el ratio de dispersién fonén-fonén Umklapp se escala como w?, donde w es la frecuen-
cia del fonén, los fonones actsticos de baja frecuencia (o gran longitud de onda) tienen
un gran camino libre medio y contribuyen significativamente a la x a altas temperaturas
[6,7] . Asi, incorporando elementos de dispersién de fonones a distintas escalas se puede
esperar una alta disminucién de la « del silicio.

Los nanohilos de silicio son candidatos prometedores como materiales termoeléctri-
cos eficientes [8, 9, 10] a pesar de que el silicio macizo no lo sea. Los nanohilos conducen
bien la carga, pero la conductividad térmica se reduce drasticamente debido a la disper-
sién de fonones en las superficies rugosas.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se hace una descrip-
cién general del material a estudiar, el silicio. En el Capitulo 3 se presenta la teoria ter-
modindmica estadistica de no equilibrio que se utilizara para el estudio. Seguidamente,
en el Capitulo 4 se presenta un modelo simple de calculo de conductividad térmica para
nanohilos de silicio. En el Capitulo 5 se comentardn los métodos matematicos utilizados
para la resolucién de los sistemas de ecuaciones no lineales planteados. En el Capitulo
6 se introduciran y describirdn los potenciales interatémicos utilizados para simular las
fuerzas entre dtomos y generar un modelo mas complejo que incluya la parte mecdnica.




1. Introduccién 3

Finalmente, en el Capitulo 7 se recogerdn las conclusiones y se presentardn las lineas de
trabajo futuras.




2. El silicio

El silicio es un material que no se encuentra en la naturaleza solo. Normalmente
aparece formando d6xido de silicio, conocido como silice. No se puede considerar ni como
metal ni como no metal. Es un metaloide, un elemento que se encuentra entre ambos y
que tiene propiedades de ambos, pareciendo metdlico pero conduciendo la electricidad
solo a medias. En concreto, el silicio es un semiconductor, que conduce mejor la electri-
cidad cuanto mds aumenta la temperatura.

El silicio fue aislado por primera vez en 1824 por el quimico sueco J6ns Jacob Berze-
lius, mediante calentamiento de silice con potasio. Hoy en dia, es el elemento principal
utilizado en alta tecnologia, dado que como semiconductor puede ser usado para hacer
transistores. Se usa en toda la industria, desde en placas solares hasta en teléfonos mévi-
les.

Actualmente, se estdn llevando a cabo estudios para la fabricacién de nanoagujas de
silicio para la neovascularizacion [11] o para la utilizacién del nanohilos en biosensores
[12, 13] y baterias [14]. Todo esto convierte al silicio en un material de rabiosa actualidad,
presente constantemente casi en cada momento de nuestra vida y con infinitas posibili-
dades de aplicacién en multiples campos, desde el energético al sanitario.

2.1. Descripcién de la red cristalina del silicio

El silicio tiene una estructura cibica de diamante con un pardmetro de red a =
5,430710 A a temperatura ambiente. Esta estructura ctibica se forma por la repeticiéon
de 8 4tomos y pertenece al grupo espacial Fd3m, formada por dos estructuras cdbicas
centradas en las caras. Tiene un factor de empaquetamiento atémico de FEA = 0,34 y

V3

la distancias de un atomo a su primer, segundo, tercer y cuarto vecino son: nnd; = a,
nnd, = ‘/TEa, nnds = —“41151 y nndy = a. A continuacién, se presenta en la Figura 2.1 la

estructura cubica de diamante
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Figura 2.1. Estructura cristalina ctibica de diamante, presente en el silicio.

2.2. Conductividad térmica del silicio

En un semiconductor, varios portadores pueden contribuir a la conductividad térmi-
ca: fonones, fotones, par electrén-hueco y electrones y huecos por separado. En el caso
concreto del silicio, el calor es transportado casi exclusivamente por fonones [7]y serd ne-
cesario conocer tanto la relacién de dispersién como el camino libre medio. La primera
no es mas que la relaciéon que existe entre la frecuencia del fonén y su vector de onda.
El segundo es la distancia media que recorre el fonén entre colisiones sucesivas. Este
camino libre medio se ve afectado por distintos procesos de dispersién: fonén-fondn,
electron-fonon, defectos puntuales..., y todos dependen fuertemente de la temperatura y
la concentracién de impurezas [6, 15]. Ademads, cuando las dimensiones de la muestra son
del orden o mas pequenas que el camino libre medio de electrones o fonones, las propie-
dades fisicas cambian drasticamente debido a la dispersién de frontera. A continuacién,
en la Figura 2.2 se muestra la conductividad térmica del silicio frente a la temperatura.

10000 5
=
= 1000 -
) ko T? ko T
[\]
Qo
E
)
|_
B 100 -
° ]
=
©
3
e]
c
(o]
(&)
10 —— —— —— et
1 10 100 1000

Temperatura (K)

Figura 2.2. Conductividad térmica del silicio macizo frente a la temperatura.

Se puede observar como para temperaturas bajas, la conductividad es x o T2, ya que
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domina la dispersién de frontera. A temperaturas medias las impurezas toman impor-
tancia y se alcanza un maximo de la conductividad. A partir de este maximo, la conduc-
tividad se comporta como x o« T~ y para altas temperaturas el proceso de dispersion
fonén-fonén Umklapp se vuelve dominante.

La principal ventaja de usar nanohilos de silicio para aplicaciones termoeléctricas re-
side en la gran diferencia en las longitudes del camino libre medio entre electrones y fo-
nones a temperatura ambiente: 110nm para electrones en muestras altamente dopadas y
~ 300nm para fonones. Consecuentemente, incorporando estructuras con dimensién/es-
paciado critico por debajo de 300nm en silicio deberia reducir la conductividad térmica
sin afectar significativamente al factor de potencia. En la Figura 2.3 se representa la con-
ductividad de nanohilos de distintos didmetros en funcién de la temperatura obtenida
recientemente de forma experimental [16].
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Figura 2.3. Conductividad térmica de distintos nanohilos de silicio frente a la
temperatura.

Se puede comprobar como la conductividad puede llegar a ser de hasta dos 6rdenes
de magnitud inferior en comparacién con el silicio macizo, asi como que al disminuir el
didmetro disminuye igualmente la conductividad. Esto muestra claramente que la dis-
persién de frontera tiene un fuerte efecto en el trasporte de fonones en los nanohilos
de silicio. Asi mismo, se observa que para los didmetros mayores el pico de conductivi-
dad térmica se alcanza para temperaturas bastante mayores que para el caso del silicio
macizo, de modo que la dispersién de frontera domina sobre la dispersién fonén-fonén
Umbklapp, lo que disminuye la conductividad térmica al incrementar la temperatura.




3. Teoria termodinamica
estadistica de no equilibrio

A continuacién se presenta una teoria termodindmica estadistica de no equilibrio pa-
ra conjuntos de dtomos y moléculas propuesta por [4]. Esta teoria permite el desarrollo
de modelos computacionales capaces de simular procesos termo-mecanicos lentos, como
la corrosién. En concreto, este trabajo se centra en procesos de difusiéon térmica y, por
tanto, la descripcion de la teoria obviard la parte correspondiente a procesos de difusiéon
de masa.

Esta teoria es una aplicacion del principio de maxima entropia de Jaynes, que permi-
te el tratamiento estadistico del sistema fuera del equilibrio. Maximizando una entropia
restringida adecuada se obtienen potenciales termodindmicos efectivos que caracterizan
el estado instantdneo del sistema. Ademas se caracteriza la evolucién del sistema me-
diante ecuaciones cinéticas de tipo Onsager [17, 18], y en base a estas se introduce un
potencial cinético discreto empirico que hay que modelar, de la misma forma que los po-
tenciales interatémicos. Por dltimo, se presenta una teoria variacional de campo medio
[19] que permite el tratamiento computacional de sistemas termodinamicos complejos.

3.1. Aproximaciéon de maxima entropia y relaciones de equilibrio

Se considera un sistema formado por N particulas. Los estados microscépicos del
sistema estdn definidos por la posicién {q} = (qi)f‘\;1 y la cantidad de movimiento {p} =
(p,~)§\i1 de las N particulas.

Supdngase que la funcién A({q},{p}) representa una propiedad fisica del sistema. El
valor macroscépico esperado de A viene dado por

(4)= 7z | Alal hptial (pl)dadp 1)

donde T = (R*xR3)N, h es la constante de Planck y h™3N se considera la unidad de
volumen del espacio de fases para un sistema de particulas distinguibles. La funcién
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p({q}, {p}) se conoce como funcién de densidad de probabilidad y representa la probabili-
dad de encontrar al sistema en un momento dado en el estado definido por ({q}, {p}). Esta
funcién cumple la condicién de normalizacién

(py=1 (3.2)

Se asume que la estadistica del sistema obedece el principio de maxima entropia
de Jaynes. Este principio postula que la funcién de densidad de probabilidad que mejor
caracteriza la probabilidad de encontrar el sistema en un estado dado es aquella que
maximiza la entropia teérica de la informacién

S[p] = —kg(logp) (3.3)

entre todas las posibles probabilidades que sean consistentes con las condiciones de con-
torno del sistema. En la Ecuacién 3.3 kg representa la constante de Bolzmann.

El sistema considerado esta formado por particulas distinguibles, cuyos hamiltonia-
nos tienen la estructura aditiva

H= ihi (3.4)

i=1
donde h; es el hamiltoniano local de la particula i. Supéngase que los valores esperados
de las energias de cada particula

(hi)=e; (3.5)

son conocidos.

Considerando las restricciones locales (Ecuacién 3.5) mediante el uso de multiplica-
dores de Lagrange se puede construir el lagrangiano

Llp. (B} = Slp]-kplp)" ((m) (3.6)

donde {{(h)} = ((h))fil. Optimizando L[p,{f}] en funcién de las medidas de probabilidad
obtenidas resulta

p= LBl (3.7)
donde
RN (O L Py (3.8)
N

Por analogia con la mecdnica estadistica del equilibrio, se pueden interpretar las
Ecuaciones 3.7 y 3.8 como la generalizacién de la funcién de densidad de probabilidad




3. Teoria termodinamica estadistica de no equilibrio 9

gran canénica de Gibbs fuera del equilibrio. Ademds, por la misma analogia se puede
interpretar

1
ksBi
como la temperatura absoluta de la particula i, que puede variar de una particula a otra.

Ademds, la entropia total del sistema se puede identificar con la entropia de la informa-
cién para la distribucién gran canénica

0; (3.9)

S = kg{B}T (e} + kglog2 (3.10)
De forma directa se puede calcular la relacién local de equilibrio

1 dS
Bi = Ea_ei({e}) (3.11)

que relaciona la energia de cada particula con su temperatura.

3.2. Relaciones cinéticas

Una vez conocidas las expresiones que permiten conocer los valores macroscé- picos
de las variables del sistema considerado, se procede a introducir la formulacién que se
utilizard para el estudio de procesos cinéticos.

3.2.1. Balance local y desigualdad de disipacién local

Se comienza examinando el balance de energia a nivel de particula. La energia de la
particula i puede identificarse como el valor esperado del hamiltoniano de la particula

u; = (h;) (3.12)

parai=1,..,N. Supdngase, ademas, que los hamiltonianos locales h; dependen de varia-
bles macroscépicas. Entonces, el balance de energia a nivel de particula se escribe como

Lli Zwi-i—i’i (3.13)

donde w; es el trabajo mecédnico externo y r; es el flujo de calor en la particula i.

Suponiendo que el flujo de calor r; en la particula i es de la forma

¥ = ZRI] (314)

donde la suma se extiende a todas la particulas distintas de i y
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ij = i
es el flujo de calor discreto desde la particula j hastala i.

(3.15)

Ahora, se busca formular el balance de entropia y una desigualdad de disipacién a
nivel de particula. Para ello, se considera cada particula como un sistema en equilibrio
con su entorno, considerado como un bafo de calor, y se espera que aparezca disipaciéon
como resultado del flujo de calor entre particulas. Como analogia con la termodindamica
continua, se puede definir la variacién de entropia a nivel de particula por medio de la
relacién

=~ (3.16)

Adicionalmente, si se considera un subsistema formado por dos particulas, i y j, la
cantidad

1 .
Eij_g i wi_ZRik
! k=i, j
1. . 3.17
+a Mj—w]'— ZR]'I ( )
J I,
=4+ 2 -pR
0; ; 1j %]
donde se escribe
1 1
Pij=6—i—5=k3(ﬁi—l3j) (3.18)

]

mide la tasa de produccién interna de entropia para el par de particulas, es decir, la tasa
de entropia dentro del par en exceso de la tasa de entropia debido al calor externo sumi-
nistrado. Entonces, se postula la desigualdad de produccién interna local de entropia

%ij20 (3.19)

La Ecuacién 3.19 es analoga a la desigualdad de disipacion clasica de Clausius-
Duhem de la termodindmica continua.

3.2.2. Cinética de Onsager

Evidentemente, la desigualdad local de disipacién (3.19) restringe el tipo de proce-
s0, o de evolucion, de la temperatura que puede ocurrir. Ademas, la desigualdad (3.19)
establece el emparejamiento dual entre flujos y fuerzas: los flujos de calor R;; estdn im-
pulsados por el gradiente dual discreto de temperatura P;;. Asi, por analogfa con la teoria
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de Onsager de relaciones cinéticas, la desigualdad local de disipacién (Ecuacién 3.19) su-
giere una ley cinética del tipo

oV

R..=—

{P}) (3.20)
donde W({P;;}) es un potencial cinético discreto. La Ecuacion 3.20 se puede considerar
como una ley discreta de Fourier de conduccién de calor. La ecuacién discreta de conser-
vacién de energia puede escribirse entonces como

S ov
of ~ Lap; (P (3.21)

j#i

3.2.3. Cinética Lineal

La relacién cinética considerada es una relacién empirica, que tiene que ser modela-
da de la misma forma que los potenciales interatémicos.

Para obtener un modelo cinético simple con el que trabajar, se considerard que la
relacién entre flujos y fuerzas es lineal y que el potencial cinético es la suma de las con-
tribuciones de cada enlace entre particulas. De esta forma, el potencial tiene la forma
general

W({P}) = ZAijefjpj (3.22)
)
donde (i, j) representa el enlace definido por las particulas i y j y la suma se extiende

sobre todos los enlaces del sistema. Ademas, se ha introducido la temperatura media de
enlace definida como

1

El coeficiente A;; es un coeficiente cinético que depende, de forma general, de la tem-
peraturay es diferente para cada material. Entonces, la ley discreta de Fourier ( Ecuacién
3.20) se escribe como

S

G = 2 AP = )_AijO5ks(Bi =) (3.24)

(i) (i.j)
3.3. Teoria variacional de campo medio

A pesar de la simplicidad formal de la teoria mecanica estadistica del no equilibrio
presentada, el cdlculo de potenciales termodindmicos en forma cerrada es, en general, in-
tratable. Para lidiar con este problema, considérese un conjunto de funciones de densidad
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de probabilidad de prueba P y p;, la mejor probabilidad dentro del conjunto obtenida
por medio del principio de méxima entropia

L[poAP} = sup L[po.{p}] (3.25)
Po€Po

para {f} fijo. En la practica, se elige una funcién de densidad de prueba de la forma

1
o = :_Oe_{ﬁ}T{ho} (3.26)
donde
oo L[ B g g (3.27)
== qdp .

y {ho} en algtin conjunto H, de hamiltonianos locales de prueba. Entonces, el principio
de méxima entropia (Ecuacién 3.25) es equivalente a minimizar el funcional

F [{ho}, (B} = kp{B} {(h — ho)o} — kplogEy (3.28)

Se considerara un hamiltoniano de prueba de la siguiente forma

2

Ho: L s M e 3.29

1 ’ - . 1 1 1 1 °

oi{q}, {p}) o lpi—p; 1"+ 5 lqi—q; | (3.29)
1

de modo que los hamiltonianos estaran parametrizados por los campos {q} = (ﬁi)f-\i 17
{p} = (ﬁi)fil, y {w} = (wi)f\il, que pueden ser considerados como la posicién y el mo-
mento medios de las particulas y su frecuencia de vibracién efectiva respectivamente. El
valor 6ptimo de esos campos se obtiene variacionalmente mediante la minimizacién del
funcional. Ademas, nétese los hamiltonianos de prueba se han elegido de forma que sean

cuadréticos y que solo dependan de la posicién y el momento de la particula.

De esta forma, el funcional puede ser escrito de la forma

F[{hoh ABY = kg ) _[Bihido — 3+ 3log(hp;w;)] (3.30)

1=

i=1

—%

Bajo condiciones cuasiestaticas, los valores 6ptimos {q*}, {p’}, y {w"} se obtienen mi-
nimizando F bajo {f} constante. Las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange se
escriben

dF o

aq; - Jq; (kB{ﬂ}TKh)o}) =0

J d

= 2 (kalB) Ghol) =0 1)
J 0

a:. = 20, (kB{ﬁ}T{<h>o})+ % -0
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3.4. Evaluacion de las medias de fase de campo medio

Como se puede observar en la Ecuacién 3.30, la evaluacién del funcional requiere el
célculo de los hamiltonianos locales (#; ), es decir, la media de fase de los hamiltonianos
locales con respecto a la funcién de densidad de probabilidad de campo medio. Si, por
ejemplo, los hamiltonianios locales son de la forma

hi(lal (o)) = 5 — | p: I +Vi(la). (o)) (332)

donde V;({q},{p}) es un potencial interatémico multiespecie, entonces se tiene

31,
(hi)o = 2; + m; | p; 7 +(Vi)o (3.33)

En general, la evaluacion exacta de este valor efectivo no es posible, atin para un ha-
miltoniano de prueba simple como el propuesto. Para calcular entonces dicho valor, se

aproxima la integral utilizando dos métodos distintos: expansién multipolos y cuadratu-
ra de Gauss.

3.4.1. Expansion multipolos

Sea y una medida acotada sobre R" y sea f € C(R"). La accién de la medida y sobre
f se escribe

u(f) = ff<x>dy<x> (3.34)

La aproximacién por multipolos de grado k de y es la medida py tal que

pr(f) = Z ce D £(0) (3.35)

lal<k

donde «a es un indice en N3 y los coeficientes {c,,| & |< k} son elegidos para que la aproxi-
macién sea exacta para polinomios de grado <k, tal que

p(x) = p(x?), | |<k (3.36)

Este requisito implica que

Co = % x%du(x) (3.37)

Utilizando esta metodologia, la expansién multipolos de segundo orden de (V;) tie-
ne la forma
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= 2 2| dgd
Vo= [ vitiah| [ Jeusop’e o | dadp
j=1
N 213
/3]1’}’1]0_) _ m()jl |
=JVi({q}) ]]:[[ 50 ]] Fi—zmlmail |44 (3.38)
Yoo
~Vilgh)+ ) —A;Vi(lq)
]:Zl'fw]m]a)]z J
donde
3
AVil@) =) a2 vi@) (3.39)
a=1

De este modo, se puede considerar que el potencial esta termalizado en tanto en
cuanto las temperaturas (B; = 1/kg6;) aparecen involucradas en el cdlculo del valor efec-
tivo del mismo.

3.4.2. Cuadratura de Gauss

Supdngase que cada funcién V; involucra un namero finito de dtomos vecinos. En-
tonces, la integral (V;) puede ser calculada usando la regla de cuadratura Hermite-Gauss
apropiada para la dimensién del espacio. Para el caso general de un potencial de interac-
cién de n cuerpos ¢(qy,...,q,) el valor esperado resulta

(0(qu,-qn)) J(P Q1 qn szdqzdp,
f¢m,qn mm>]1e3mp“
i=1
i—1 (hpiw; "]
:nlﬁﬁw) fFPZ“““dmﬂj¢qp,%>ﬁ |,wdq]
T (hBiw;)? | 21m; ’] ’3"”’“1| Q-G
- h3n -11:1[( ﬁz ) [j‘P 91,9 1 dq]
T (i) [ pnmiy [2Y
- h3n ]_[( Bi ) ]_[(wl pim )
| i=1 ]
U (1, @ e dx ]
iy i =l |
:(ﬁ) [J(j)(xl,...,xn)e i ”dxi---dxn]

111,

(3.40)
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donde la Ecuacién 3.40 es de dimensién 37y se ha hecho el siguiente cambio de variables

_ | Bimj -
Xi = [ > wildi —q;) (3.41)

¢(X1, ...,Xn) = (P(ql (xl)’ e qn(xn))

Para una regla de cuadratura que utiliza M puntos la integral anterior se reduce a

3n

3n M
Gava (=) ) docrxu (3.42)

TC
k=1

donde wy es el peso de cuadratura correspondiente. Debido al tamafio del espacio de in-
tegracion que requiere un potencial multicuerpo como el MEAM, se utilizard una apro-
ximacién de 3°” orden. Para el caso de un potencial que considere n vecinos para calcular
la energia de un 4tomo, se tendrdn puntos de cuadratura de dimensién m = 3n hasta un
total de M = 2m.

Para un espacio de dimension m los puntos de cuadratura propuestos por [20] son

(3.43)

y los pesos se escriben como

wy = — k=1,.,M (3.44)




4. Modelo simple para el
estudio de la
conductividad térmica en
nanohilos de silicio

A continuacién se pretende reproducir los resultados experimentales obtenidos en
[16]. Para ello, se utilizard la teoria expuesta en el Capitulo 3, pero realizando varias
simplificaciones. En primer lugar, se considera que el sistema es rigido y por tanto los
atomos estan fijos, de modo que solo es necesario resolver la ecuacién discreta de Fourier
(Ecuacién 3.21). Ademads, se considerara que se trabaja en estado estacionario.

Se define una celda computacional () consistente en una rebanada de expesor / for-
mada por 20 (111) planos atémicos y se utiliza un sistema de coordenadas cartesiano
cuyo eje z coincide con el eje del nanohilo. Ademads, se establece la temperatura de un
atomo a temperatura ambiente, denominada Ty, y un gradiente térmico

= AT
T,=—
L
donde AT = 5.0 K es aproximadamente la maxima variaciéon de temperatura observada
en el experimento, y L = 3.0 um es la longitud aproximada del nanohilo.

(4.1)

En régimen estacionario, el campo de temperatura {6} se obtiene resolviendo el pro-
blema

] 1 2 p2
n{lel}nZEAijeijPij (4.2)
j)
S.a. Zeiai - Z 91'0‘1' = |Q|TZ (43)
i€l i€l
sa. 0; =Ty (4.4)

0

donde I} y I} son el primero y el tltimo plano atémico de la rebanada respectivamente,
y o; es el rea de la seccién correspondiente al 4tomo i, que viene dada por
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nR?
= 4.5
oi="3 (45)
siendo R el radio del nanohilo. Haciendo uso del método de los multiplicadores de La-

grange, el problema se puede escribir como

]. 2 ..2 72 3
ZEAijeijpl] - Zeiai_zeiai_K)sz (4‘6)

an Ty \iet, ieTh
= M0, - Ty) = 0
donde J, y A son los multiplicadores de Lagrange introducidos, representando el primero

de ellos el flujo medio de calor que atraviesa el nanohilo. De este modo, la conductividad
térmica efectiva se puede calcular como

(a) b

Figura 4.1. Modelo computacional para la conducciéon de calor en nanohilos de silicio
(@) D=56 nm; 7, = 1.7 nm (b) D = 115 nm; 7, = 3.5 nm. Atomos pertenecientes a la
capa amorfa coloreados en rojo.

Como se puede ver en [16], los nanohilos usados durante el experimento tenian una
capa rugosa de un espesor aproximado ¢t = 1 nm para un didmetro de 22 nm. Se han rea-
lizado muchos estudios [21, 22, 23, 24, 25] sobre la efecto de esta capa amorfa superficial
en la conductividad térmica de los nanohilos de silicio. Segiin se ha observado en [26], la
relacién entre el espesor de esta capa rugosa y el radio del nanohilo es aproximadamente
t = 0,06 R. En este estudio se ha utilizado esta relacién, y dicha capa amorfa se genera
desplazando de forma aleatoria los dtomos desde su posiciéon en la red perfecta hasta un
méaximo del 10% del pardmetro de red. En concreto, la posiciones atémicas medias se
obtienen como

_(0) .. )
— {qi +pid;, siieQ),; (4.8)

_i , en otro caso
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donde qﬁ.o) representa la posiciéon media del 4tomo 7 en la red perfecta del Si'y

_(0)2 —(0)?
Qa:{e Qh/qu) +qgg) >R—Ta} (4.9)

identifica a los atomos localizados dentro de la capa amorfa.

El espesor de la capa amorfa 7, se ha calculado como 7, = 0,06 R como se ha comen-
tado antes, mientras que p; y d; son un mdédulo y una direccién que se generan aleato-
riamente. El médulo se genera mediante una distribucién Gausiana N (p”—é“", (%)2), con
Pmax = 4/10, mientras que la direccién se genera con una distribucién uniforme en una
esfera unidad S? = {x eR3||x|]?’= 1}. En la Figura 4.1 se representan los modelos compu-
tacionales para nanohilos de D = 56 nm y D = 115 nm, donde la capa amorfa se colorea

en rojo.

En cuanto al coeficiente cinético de transporte, se supone que es de la forma

Ay sii€Q,0j€Q,llg-q;ll<r,
={ Ao siijeQ\Q,llq;-gjll<r (4.10)
0, sillq;-q;ll<re

con

A.(T,D)=a(D)T?+ B(D)T*+y(D)T

+6(D) (4.12)

A,(T,D)
0,005

donde A, y A, son los coeficientes de transporte para las fases cristalina y amorfa y r.
es un radio de corte. Se establece el valor de dicho radio segun r, = (r; + r,)/2, donde r;
y 1, son los radios de la primera y segunda capa de vecinos en la red perfecta. De este
modo, solo se considera la interaccién con los primeros vecinos en la red perfecta. Para
fijar la relacién entre A, y A, se han comparado los resultados presentados para el silicio
cristalino en [5] con los obtenidos para el silicio amorfo en [27], y se ha observado que
para el rango de temperaturas de interés dicha relacién se encuentra en torno al valor
escogido.

A(T,D) = (4.13)

Asi mismo, los coeficientes a(D), (D), (D) y 6(D) dependen del didmetro del na-
nohilo. Al igual que para la dependencia de A, y A, con la temperatura, para los coefi-
cientes a(D), B(D),y(D) y 6(D) también se han usado polinomios ctbicos. En concreto,
tienen las expresiones:

@(D) =—(1,526-107"%)- D* +(3,032-107"%) - D? (4.14)
~(1,27-107%)- D +(1,538-107°) :
B(D)=(9,616-107'%)- D>~ (1,909-107') - D?

. ) (4.15)
+(7,565-1078)-D — (8,689 -107°)
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y(D)=—-(1,781-10"'1). D% +(3,540-107%) . D?
(1,297 -1075)- D + (1,401 -1073)
o(D)=(2,730- 10_10) .D3— (5,362 - 10—7) .D?
+(1,821-107%)-D —(1,742-107?)

donde D esta dado en nm.

(4.16)

(4.17)

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con el modelo presentado. En
la Figura 4.2 se representa la evolucién de la conductividad térmica con la temperatura
para nanohilos de distinto didmetro

50 . | |
v— D=22nm o —
2ol -6 o BT Bos Hbﬁ-lm
X D=56nm » .
E 40 |—=—D=1150m| © 1
a
g a
o ®
RS ;h
S N B U
= C
2 ﬁ
g |
3 e
g 20 f “ /A i kb
2 Q .- N y ‘AﬁAik |
© i e B
S5 15 ] y
_g : <
4 iy -
5 P a J—W'__—/_W—T" -
JERESE. Avavi A A
0 AT YV 3
T

150 200 250 300
Temperatura (K)

Figura 4.2. Conductividad térmica de los nanohilos de silico: resultados
computacionales (smbolos rellenos) y datos experimentales (smbolos huecos).

Ademis, en la Tabla 4.1 se comparan los valores de conductividad a T = 300 K para
los distintos tamafos de nanohilo obtenidos con este modelo computacional y los valores
experimentales.

diameter (nm) | espesor (nm) | x - num. (W/m-K) | « - exp. (W/m-K)
22 0.7 7.29 6.9+ 0.5
37 1.1 17.18 17.6+ 0.5
56 1.7 25.23 25.7+ 0.5
115 3.5 39.69 40.5+ 0.5

Tabla 4.1. Comparacién de la conductividad térmica de nanohilos de silicio de diferente
didmetro obtenida en este trabajo (num.) frente a resultados experimentales (exp.).

Se puede observar que el modelo reproduce adecuadamente los resultados experi-
mentales. Tanto la evolucién de la conductividad con la temperatura, como la variacién
con el tamano del nanohilo estan bien recogidas por el modelo propuesto. La diferencia
observada a T = 300 K entre los valores numéricos y experimentales se encuentra entre
un 2% y un 6% en funcién del tamario del nanohilo.

En todas las simulaciones se ha observado un campo de temperaturas practicamente
uniforme (~ Tj) en la zona cristalina pero una variacién en la capa amofra. En la Figura
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4.3 se muestra un ejemplo. Esto se explica por la gran diferencia que existe entre los coe-
ficientes cinéticos A, y A,.

Seguidamente, se ha estudiado el efecto que el espesor de la capa amorfa tiene sobre
la conductividad. En concreto, se ha simulado un nanohilo de didmetro D = 37 nm a una
temperatura T = 300 K. En la Figura 4.4 se representa la conductividad térmica obtenida
para distintos espesores de capa amorfa, expresados como porcentaje del didmetro del
nanohilo. Se pone de manifiesto que es suficiente con utilizar una capa rugosa de espesor
un 3% del didmetro para obtener una conductividad de un orden de magnitud menor
que la conductividad del silicio, en consonancia con [8].

320.2
320.14
320.1
320.06
320.02
320
319.96
319.9
319.8
319.78

(a) (b)

Figura 4.3. Solucién del campo térmico para un nanohilo de didmetro D =22 nm.

| : 1 o —
0 T T T T T T T T T "

T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Espesor de capa amorfa (%)

Figura 4.4. Variacién de la conductividad térmica con el espesor de capa rugosa.




5. Métodos numéricos para
la optimizaciéon de
problemas no lineales

Los métodos numéricos se utilizan para aproximar la solucién de una ecuacién o
conjunto de ecuaciones cuando dicha solucién no puede obtenerse de manera algebraica.
De forma general, estos métodos consisten en empezar por un punto arbitrario (lo mas
cercano a la solucién posible) y realizar sucesivas iteraciones construyendo una aproxi-
macidn de la solucién en cada una, de modo que cuando se cumplan uno o varios criterios
de parada escogidos la aproximacién se de por buena. En la literatura se pueden encon-
trar multitud de métodos numéricos: métodos de Newton [28], gradiente conjugado [29],
residuos minimos generalizados [30], métodos de broyden [31]..., siendo necesario con-
siderar dos criterios a la hora de la seleccién de uno u otro: convergencia del método y
coste de calculo del mismo.

En este caso concreto, el sistema de ecuaciones a resolver viene dado por la Ecuacién
3.31. De forma general se puede escribir como

F(x)=0 (5.1)

con F: R’N — R7N siendo la derivada del funcional F que se quiere minimizar con res-
pecto a las posiciones {q}, las velocidades {p} y las frecuencias {w} atémicas. Suponiendo
que las velocidades atémicas con nulas {p} = {0}, el sistema que habria que resolver re-
sulta

JF d
7q, = 7q kalB)" [(h)o}) = 0

| (5.2)
§f = %(kB{ﬁ}T{<h>0})+

Por simplicidad, se ha decidido resolver el sistema de forma desacoplada de forma
iterativa, de modo que en cada iteracién se minimiza primero F con respecto a las po-
siciones ng = 0 y posteriormente respecto a las frecuencias g—f = 0, hasta que las dife-

q; W;

rencias entre una iteracion y la anterior sean lo suficientemente pequefias como para dar
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por valido el resultado.

A continuacién se describen los dos métodos que se han implementado para resolver
este sistema de ecuaciones: el método del gradiente conjugado no lineal (NLCG) y el
método de relajacién dindmica adaptativa (ADR).

5.1. Gradiente conjugado no lineal

En el gradiente conjugado no lineal, NLCG por sus siglas en inglés, la solucién a la
Ecuacién 5.2 se busca mediante pasos del tipo

q,"' =q,+a'd’ (5.3)
donde d’ es la direccién de busqueda, direccién en la que la funcién disminuye, y a’ es
la magnitud del paso en dicha direccién.

Para obtener el valor del pardmetro a' es necesario encontrar el cero de la expresién
f'(ql + a’d’). Para ello se utilizar4 el método de la secante, que evita calcular la segunda
derivada de f(q!+a'd’) aproximandolo por el valor de la primera derivada en dos puntos
a' =0y a' =0, donde ¢ tiene un valor pequefio arbitrario

d2 f( : + aidi) =~ [%f(q; * aidi)]ai:(f B [%f(qz + O(idi)]ai:O
dat’ 9Qa ~ . B
R R G K
o

Entonces, utilizando un desarrollo de Taylor y la expresién presentada se puede
aproximar f’(q, + a'd") como

L fiavaid) = [f@] @i+ %i{[f’(qi; va'd)] d-[f(q))] 4} (55)

Minimizando f’(q} + @'d’) haciendo su derivada nula se obtiene

(1 T i
S [f(@h)] d 56

[F(qi+aidh)] d~[f(q})] d

El método de la secante aproxima f(q’, + a’d’) con una parébola usando la derivada
de la funcién en dos puntos. El valor del pardmetro o puede elegirse arbitrariamente en

la primera iteracién. En las siguientes, se elegira como valor ¢'*! = —a’.

Para obtener la direccién d’ se utiliza el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
Denominando residuo a r' = —f’(q},), se definen para el paso inicial la direccién como
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Diagrama de bloque del NLCG

en la version de Polak-Ribiére

Calcular

r=-F(q), i=0

Calcular la direccién de busqueda

d=1, e = r’d, 8o = Gnue

No

S lpax?

Si
j= 0, 6[1:de, a = —0y

Nprev = [Fl(qa + O-Od)]Td

dj < jmax ?

Si

n=[F(qa+od)]’d, a=-—"—, q,=q,+ ad

,
Nprev—"

¢ a?dy < error??

Si
Calcular

Snue—0,
L _F’(Qa)' S=T1, Sant = Onues Onue = s, B = nu;ant’ k=k+1
ant

ik=300p<0?

Figura 5.1. Diagrama de bloques del método del gradiente conjugado no lineal.




5. Métodos numéricos para la optimizacién de problemas no lineales 24

d’=r"=-f"(qg) (5.7)

y en los siguientes pasos se obtiene una direccién ortogonal a la del paso previo mediante

di+1 — ri+1 +ﬁl+1dl (58)

En el gradiente conjugado lineal, hay diferentes expresiones para el parametro f3,
pero éstas no son vdlidas para el NLCG. Todavia se estd investigando en busca de la
mejor eleccién para la expresién de este parametro, pero dos de las mds usadas son la
féormula de Fletcher-Reeves y la de Polak-Ribieére

. T . T . .
r1+1 I.z+1 i+ 1PR r1+1 (r1+1_r1)
e Pt T 59)

/))i+1FR

El método de Fletcher-Reeves converge si el punto de inicio esta lo suficientemente

cercano al minimo buscado, mientras que el método de Polak-Ribiére puede no converger

en casos raros. Sin embargo, Polak-Ribiere converge mas rapidamente normalmente, y es

el método que se utilizara en este trabajo. En la Figura 5.1 se presenta un diagrama de
bloques completo del método implementado.

5.2. Relajacién dinamica adaptativa

Desde hace tres décadas, el método de Relajacién Dindmica Adaptativa, ADR por
sus siglas en inglés, se ha estado usando para resolver ecuaciones no lineales en el méto-
do de los elementos finitos con buenos resultados en aplicaciones como los problemas
de hiperelasticidad. El método estd basado en la siguiente idea: supéngase que se quie-
ren encontrar los ceros de un vector de fuerza. Entonces, la idea es reemplazar por una
ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

Mq +Cq +F(q,) = {0} (5.10)

La ecuacién introduce unas matrices de pseudomasa y pseudoamortiguamiento, My
C respectivamente. Estas matrices son equivalentes a las de masa y amortiguamiento en
el caso de un problema masa-muelle-amortiguador. Sin embargo, las matrices My C no
incluyen cantidades fisica del problema. Por lo tanto, cuando se alcanza la solucién es-
tacionaria del problema, ésta coincide con la solucién de la ecuacién original. Entonces,
se puede usar un integrador temporal para resolver la ecuacién y calcular las posiciones
de equilibrio de los 4tomos. La principal ventaja de este método es que las matrices M y
C pueden ser modificadas para asegurar la convergencia 6ptima del problema y que el
tiempo necesario para la integracién viene determinado por la rutina de evaluacién de
las fuerzas.

En este trabajo se utiliza un integrador temporal explicito con un esquema de dife-
rencias finitas, por su simplicidad en la implementacién y porque su gran estabilidad en
la integracién de ecuaciones de segundo orden. Especificamente, se utiliza un método de




5. Métodos numéricos para la optimizacién de problemas no lineales 25

diferencias centrales con estacién intermedia. De este modo, las velocidades se definen
en el punto medio del paso de tiempo y la aproximacién para las derivadas temporales
son

1
n+§_l

da ' = (0" - ai) (5.11)

1 1 1
qg:E(qZ”_qZ 2) (5.12)
donde h es el incremento de tiempo fijado. El vector de velocidad para computar la fuerza
amortiguadora se puede estimar como

1 1 _1
qg:-(qZ+2—qZ 2) (5.13)

Introduciendo las Ecuaciones 5.12y 5.13 en 5.10 y reagrupando términos en la Ecua-
cién 5.11, se llega a que la velocidad y el desplazamiento en el siguiente paso de tiempo
son

sl (2—ch\ w-l [ 20\,
4o ZZ(m)qa 2+(2+ch)M (F ~Fl)

(5.14)
1
1 . n+5
Q' =dg+hge
donde la inversa de la matriz M se calcula de forma trivial al ser M una matriz diagonal.
La ecuacién anterior nos da el proceso iterativo para calcular q,, pero el paso inicial no
estd determinado. Dado que 4 y q¥ son conocidos, se puede obtener la siguiente relacién

3 he 1 .
4i = ;M 1(ngt—F?nt)+§(2—ch)q2 (5.15)

El algoritmo de integracién queda asi completo a falta de determinar los parametros
de integracién, como M, cy h.

Para calcular cada componente diagonal de la matriz M se utiliza la siguiente expre-
sion

h?
M;; > Z;|Kij| (5.16)
]:

donde K es la matriz global de rigidez, que en general es muy dificil de obtener para
sistemas atémicos. En su lugar, se podria calcular la matriz cuasi-armonica de rigidez de
cada nodo como en [32], pero en este trabajo se ha optado por utilizar M;; = m, donde m
es un parametro que se estima con la ayuda de la matriz cuasi-armoénica de rigidez. Por
otro lado, h es el paso de tiempo y normalmente toma el valor h = 1,0 y N es el numero
de filas de la matriz K. El coeficiente de amortiguamiento se calcula como

c~2+/Ag (5.17)
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Diagrama de bloque del ADR

Calcular la matriz de masa

Mii =m

Calcular la aceleracion

Ln+1/2 —1pn+1/2
qa = M “Fiyr

Calcular la velocidad
2—ch 2h
Sn+1/2 .n—1/2 . n+1/2
Qa (2 + ch) Qa . (2 + ch) Qa

Calcular la posicién

Q3= qit Ay

¢ |Finr(qg)| < tol?

Figura 5.2. Diagrama de bloques del método del relajacién dindmica adaptativa.
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donde A es el menor autovalor de la matriz de K y se calcula como

_WIs"W,
WIM"W,,
Ft _fpt-1

no_ _int " int
Sii =

hq,

0

(5.18)

donde W es una matriz de peso elegida (en este caso la matriz identidad) y S;; es el com-

ponente ii de la matriz de rigidez direccional.

En la Figura 5.2 se presenta un diagrama de bloques completo del método imple-

mentado.




6. Potenciales
termodinamicos para el
silicio

A la hora de estudiar las propiedades de un material a nivel atémico, los resulta-
dos mds precisos se obtienen mediante calculos ab initio, resolviendo la ecuacién de
Schordinger, pero la complejidad es alta y el tamafio de la muestra que se puede anali-
zar estd muy limitado. Alternativamente, se realizan simulaciones atémicas con métodos
como Monte Carlo o dindmica molecular. Estos métodos necesitan un modelo de fuerzas
entre los 4&tomos que forman la muestra, los denominados potenciales interatémicos.

Dada la importancia tecnoldgica del silicio, se han publicado y comparado [33, 34,
35] multitud de potenciales interatémicos para este material, con diferentes grados de
sofisticacion. A continuacidn se introducen dos de los mas usados: el potencial Stillinger-
Weber [36] y el potencial del método modificado del 4tomo embebido [37], MEAM por
sus siglas en inglés. El primero tiene siete pardmetros y la energia total de una configura-
cién atémica viene dada por términos de interaccién entre dos y tres atomos. El segundo
incluye enlaces direccionales y puede aplicarse a sistemas covalentes.

Se presenta la formulacién de ambos potenciales y los valores de los pardmetros con-
siderados en este estudio. Ademds, en los Apéndices A y B se recogen las expresiones de
las fuerzas y del término de expansién por multipolos presentado anteriormente.

6.1. Potencial Stillinger-Weber

La energia potencial del sistema se aproxima como:

N N
E= % szij(rij) + ZZ Zvjik(rij:rik) (6.1)

i=1 jzi i=1 j#i k=i,j
donde el parametro € se elige de forma que f, toma como valor minimo -1, y ¢ se elige
1 Z . 7 . .
para que el valor f, (23) sea nulo. Ademas, f; posee simetria traslacional y rotacional.
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El termino de interaccién entre pares se escribe de la forma:

vij(rij) = €fa(rij/0) (6.2)

A(BrP—1)el7, r<a

6.3
0, r>a (6.3)

fa(r) = {
donde los A, B, p y a toman valores positivos. Esta forma genérica corta la funcién parar =
a sin discontinuidad en ninguna derivada, siendo esto una ventaja para las aplicaciones
en dindmica molecular. A continuacién, en la Figura 6.1 se representa el valor de f, en
funcién de r;;/0.

0,5+

-0,5 4

0,6 0,8 1,0 1.2 1,4 16 1.8 2,0

Figura 6.1. Evaluacion de la funcién f(r;;/0).

Por otro lado, el termino de interaccién de tres cuerpos toma la forma

Vjik(tij, tix) = €f3(x;j/0, ¥/ 0) (6.4)
f3(tij,xix) = h(rij, ri, Ojik) + h(rji, 1jk, Oijk) + h(ryi 1j, Oig ) (6.5)

donde 6;;y es el angulo entre r; y r; subtendido al vértice i. La funcién h depende de dos
parametros (A,y), y tiene la forma:

_ _ 1\?
h(rij, 1ig, 0jix) = Ae? @) ¥y ri=a)” (cosﬁk + 5) (6.6)
El angulo tetrahédrico ideal 6, es tal que
1
cos; = 3 (6.7)

de modo que la parte trigonométrica de la expresién discrimina a favor de pares de en-
laces que salen del vértice i con la geometria deseada.

Los valores utilizados para los parametros que aparecen en las expresiones anteriores
se presentan en la Tabla 6.1, donde se han modificado los valores originales de acuerdo
con [38].
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7.526106281
0.6022245584
4
1.8
22.4196
1.20
0.20951
2.1678

alAR|[>~o o |

Tabla 6.1. Parametros utilizados para el potencial Stillinger-Weber.

6.2. Potencial MEAM

En el formalismo MEAM, la energia total del sistema se aproxima como

_ 1

E=) SE@)+5) ¢ijlry) (6.8)
i j#i

donde F; es la funcién embebida, p; es la densidad electrénica de fondo en el sitio 7, y

¢ij(rij) es el par de interaccién entre d4tomos i y j separados una distancia r;;, respectiva-

mente.

De forma general, para calcular la energia tienen que ser dadas las expresiones de las
funciones F; y ¢;;(r;;). La densidad electrénica de fondo se calcula teniendo en considera-
cién la direccionalidad del enlace. La funcién embebida F; tiene una forma dada, pero no
asi el término entre pares. En su lugar, se define una estructura de referencia donde los
atomos se encuentran en puntos exactos de la red y la energia total por d4tomo de dicha
estructura se estima de la ecuacién universal de estado a temperatura cero de Rose. En-
tonces, el término entre pares se evaltia a partir de valores conocidos de la energia total
por dtomo y la energia embebida, como una funcién de la distancia a sus vecinos.

La energia embebida tiene la forma

Fi(p;) = AiE{p,Inp; (6.9)
donde la energia cohesiva EZ-O y el pardmetro A; dependen del tipo de atomo. La densi-
dad electrénica de fondo,p; estd compuesta por una parte esférica simétrica, 550), y otras

)

—(1) —(2) — . .
partes angulares, pi. ) pg , p5-3). Su expresién se escribe como

P
pi = jGi(D) (6.10)

donde
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Sl
_ i
L=) t [m]
= \p; (6.11)
2
G(I) = ——
® 1+e T

Las densidades electrénicas parciales vienen dadas por

j#i
3 2
_(1 1 T
P =) 12 e sy
a=1] j=i ]
3 3 2 (6.12)
B
T=) ) 1) 6P sy - ZPJ (rij)Sij
a=1p=1| j=i rij j=i
(3) Shuly 3),. |\ lija l]lgrllV ’ 3% rl]a ’
— _ a _hatiptiy 2
pi - ZZZ Zp] (rl]) T?}» 5 Z Zp]
a=1p=1y=1| j=i 1] a=1| j=i
donde
o rij
_(k [‘ﬁi ﬁ‘l]
i (1)) = poe ) (6.13)

siendo py un factor de escalado, (") ajustables y r la distancia al primer vecino en el
equilibrio para la estructura de referencia.

Como se coment6 anteriormente, la funcién ¢;;(r;;) no se especifica directamente. En
su lugar, viene dada por

¢ij(rij) = 51']'(71'1')51'1'
_ 2 _
B = [

El(rij) = —EX(1+a}; + da))e (6.14)

Tl]
l]

donde E/(r;;) es la funcion universal para una expansion o contraccién uniforme en la
estructura de referencia.

En cuanto a la funcién de apantallamiento, estd disenada para que tome el valor
Sij = 1 si los dtomos i y j no estan apantallados y dentro de un radio r,, mientras que
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toma el valor S;; = 0 si estdn completamente apantallados o fuera del radio de corte. La
funcién es producto de una funcién de corte y una funcién de términos de tres cuerpos
que considera el resto de atomos del sistema

c l]
—ea
§1] = ]_[ Sikj
k#i,j
ikj = Cmin,ikj )

Sik;j fc
I (Cmax ikj — Cmin ikj
2,2 . ,2.2 _ 4

(6.15)

Cikj =1+ 2r1]11k " T;Jr]kz J
r]—(rik—rjk)2
1, x2>1
felo =1 [1-0-x4], 0<x<1
0, x<0

El parametro Ar controla la distancia sobre la cual el radio de corte es suavizado des-
de 1 aOcercader;=r..

La version del potencial MEAM utilizada en este trabajo considera hasta segundos
vecinos y los valores de los pardmetros utilizados vienen dados en la Tabla 6.2.

E. | 463 @ | 0.00
r. | 235 | B | 3.00
a [490] D | 145
d | 003]| t? | 7.61
A 053] 8 |-210
B 13.00 | Cpax | 2.60
BV | 7.5 | Cpin | 2.75

Tabla 6.2. Parametros utilizados para el potencial MEAM.

6.3. Comparacién entre la aproximacién de multipolos y la cuadratura
de Gauss para el potencial Stillinger-Weber

En este apartado se presenta una comparacién entre las dos aproximaciones presen-
tadas en el Capitulo 3 para evaluar las medias de fase de campo medio. En concreto, se
comparardn los resultados obtenidos a la hora de calcular distintas magnitudes con el
potencial Stillinger-Weber, asi como los tiempos de calculo requeridos para ello.

En las Figuras 6.2 y 6.3 se representa la energia de formacidn, energia por atomo de
la red perfecta, y el valor del pardmetro de red de equilibrio para distintas temperaturas,
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calculado minimizando el potencial F respecto al valor del parametro de red. Se com-

prueba que apenas hay diferencia entre ambas aproximaciones y, por tanto, ambas son
validas para evaluar el potencial.

——MP
450 | —o—GAUSS |
S
)
c
Nel
E
2 455
Rl
[0]
©
Y
S 4,60
C
w
-4,65 T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Temperatura (K)

Figura 6.2. Comparacién de la energia por atomo de la red perfecta para distintas
temperaturas, calculada con el potencial Stillinger-Weber y las dos aproximaciones
presentadas: multipolos (MP) y cuadratura de Gauss (GAUSS).

1,006
——MP
—— GAUSS
1,004 -
g
r
< 1,002
1,000
T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Temperatura (K)

Figura 6.3. Comparacion del pardmetro de red de equilibrio para distintas
temperaturas, calculado con el potencial Stillinger-Weber y las dos aproximaciones
presentadas: multipolos (MP) y cuadratura de Gauss (GAUSS).
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A continuacién se presenta en la Tabla 6.3 la diferencia entre el valor de la energia
de formacidn calculada con ambas aproximaciones para distintas temperaturas y valores
del parametro de red.

a/ag | T=0K | T=50K [ T=100K | T=300K | T=500K [ T =1000K
0.85 0.0 4.10°° 1,4-107° | 1,22-107% [ 3,39-107% | 1,37-1073
1.0 0.0 0.0 2,0-10°° [ 2,30-10™° | 4,70-10 | 2,93-107%
1.23 0.0 2,30-10 | 9,40-107° | 9,19-10* | 2,81-1073 | 1,55-1072

Tabla 6.3. Diferencia entre la energia de formacién, calculada por ambas
aproximaciones para distintas temperaturas.

De este modo, considerando que el valor proporcionado por la aproximacién por
multipolos es el real, el error maximo que se da para los distintos valores del cociente
a/ag y las distintas temperaturas ensayadas toma un valor de err,,,, = 0,696 %, un valor
que resulta admisible.

En cuanto a las fuerzas, se ha utilizado un cubo con condiciones peridédicas de con-
torno con el &tomo que debe estar en el origen desplazado a la posicién [d, d, d] a distintas
temperaturas y se ha calculado el médulo de la fuerza del atomo desplazado. En las Ta-
blas 6.4, 6.5y 6.6 se recogen las fuerzas, dadas en eV/A, calculadas utilizando cada una
de las aproximaciones presentadas (MP y Gauss) de forma analitica (A) y la diferencias
entre ellas para distintos valores del desplazamiento d. Se observa como al aumentar el
valor de d la diferencia entre las aproximaciones aumenta, asi como al aumentar la tem-
peratura para un valor de d fijo.

T | FA|(MP) | | FA|(Gauss) | | FA(MP)—-FA(Gauss) |
0 1.808792 1.808792 2,49-1078

100 1.808902 1.808895 6,74-107°

500 1.809342 1.809174 1,68-107%

1000 | 1.809891 1.809241 6,5-107%

Tabla 6.4. Fuerza de un atomo calculada con las dos aproximaciones para distintas
temperaturas y un valor de desplazamiento d = 0,01a4.

T | FA|(MP) | | FA|(Gauss) | | FA(MP)—-FA(Gauss) |
0 0.167930 0.167930 1,16-10713

100 | 0.167891 0.167890 6,00-10~7

500 | 0.167735 0.167720 1,54-107°

1000 | 0.167540 0.167478 6,17-107°

Tabla 6.5. Fuerza de un atomo calculada con las dos aproximaciones para distintas
temperaturas y un valor de desplazamiento d = 0,001a4.

En cuanto a los tiempos de calculo, en las Tablas 6.7-6.9 se presentan los tiempos
de cédlculo de la energia, la fuerza, donde FN; es la fuerza calculada de forma numérica
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T | FA|(MP) | | FA|(Gauss) | | FA(MP)—-FA(Gauss) |
0 64.98393 64.98393 3,50-10711

100 | 65.05589 65.05599 9,87-10°

500 | 65.34371 65.34617 2,45-1073

1000 | 65.7035 65.71335 9,85-1073

Tabla 6.6. Fuerza de un atomo calculada con las dos aproximaciones para distintas
temperaturas y un valor de desplazamiento d = 0,1a4.

utilizando diferencias centradas, y la frecuencia de equilibrio utilizando distinto nimero
de nucleos

Ei Fi FNi a)i
MP | 5,68-107°|3,61-1072]291-1072 | 6,87-1073
Gauss | 1,12-1073 [ 4,65-107% | 6,84-1073 | 4,96-1072

Tabla 6.7. Comparacién de los tiempos de calculo, en segundos, de distintas
magnitudes calculadas con el potencial Stillinger-Weber utilizando las dos
aproximaciones presentadas, utilizando un solo ntucleo.

Ei Pi PNl w;
MP | 1,67-1073]3,69-102 | 1,30-10°2 | 2,08-1073
Gauss | 3,21-107% [ 5,16-107% ] 2,18-107% | 1,75-1072

Tabla 6.8. Comparacién de los tiempos de calculo, en segundos, de distintas
magnitudes calculadas con el potencial Stillinger-Weber utilizando las dos
aproximaciones presentadas, utilizando un cuatro nicleos.

Ei Fi FNi a)i
MP | 1,27-103[3,96-102 | 1,49-102 | 1,73-1073
Gauss | 2,32-107% [ 6,14-107% [ 1,79-1073 | 1,19-1072

Tabla 6.9. Comparacién de los tiempos de calculo, en segundos, de distintas
magnitudes calculadas con el potencial Stillinger-Weber utilizando las dos
aproximaciones presentadas, utilizando ocho nucleos.

Se aprecia que la aproximacién por cuadratura de Gauss requiere menor tiempo de
célculo para obtener la energia y la fuerza de un 4tomo pero tarda mucho mads en obtener
las frecuencias de equilibrio.

6.4. Comparacién entre potenciales en términos energéticos

A continuacidn, se realiza una comparacién entre los dos potenciales presentados
donde se calcula la energia y el valor del funcional F para distintas temperaturas y dis-
tintos valores de la distancia a primer vecino con ambos potenciales. Ademas, también
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se comparan los valores obtenidos para las frecuencias de equilibrio de un cuboa x a x a
con condiciones periddicas de contorno, donde a es el parametro de red y toma el valor
comentado anterioremente, y se comparan también los tiempos de cdlculo de energia,
fuerzas y frecuencias de equilibrio para el caso del cubo comentado. Todos estos cdlculos
se llevan realiza con la aproximacién multipolos expuesta anteriormente, puesto que re-
sulta mds rapida a la hora de utilizar el potencial MEAM.

4,48 ——

4494 | —a—sW
4,50 1| —o— MEAM .
4,51
4,523
4,53 ]
454 ]
4,55
-4,56

4,57 /'
4,58 3

-4,59 ;/
4,60 ] /
4,61 A

4621 48"

4631 8°
4,64

E/atom (eV)

— T T T T — T T T T T T T T T T T T
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T(K)

Figura 6.4. Energia por atomo de la red perfecta calculada con los potenciales SW y
MEAM para distintas temperaturas usando la aproximacién multipolos.
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Figura 6.5. Valor del funcional F por atomo de la red perfecta calculada con los
potenciales SW y MEAM para distintas temperaturas usando la aproximacién
multipolos.
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En primer lugar, en la Figura 6.4 se compara la energia por 4tomo de la red perfecta
frente a la temperatura para ambos potenciales. Se puede observar como la evolucién de
la energia en ambos casos es la misma y la diferencia entre ambos potenciales es muy
pequenia. En concreto, la diferencia entre ambos alcanza el valor de AE = 0,004 eV para
la temperatura T = 1000 K. Ademds, en la Figura 6.5 se compara el valor del funcional
F por atomo de la red perfecta frente a la temperatura para ambos potenciales.

Ademas, se presenta en la Figura 6.6 el valor de la energia por dtomo de la red pa-
ra distintos valores del parametro de red y distintas temperaturas. Como se puede ver,
para valores de la distancia a primer vecino (nnd) de hasta nnd = 2,5 A los potenciales
practicamente coinciden, aumentando la diferencia entre ambos con la temperatura, pa-
ra luego empezar a diferenciarse. Asi mismo, se observa como para valores pequefos de
nnd aparecen también pequefias diferencias. También se representa en la Figura 6.7 el
valor del funcional F de nuevo para distintos valores del pardmetro de red y distintas
temperaturas. En ambos casos se observa como lo sefialado para la energia es valido tam-
bién para el funcional F.

En cuanto a las frecuencias de equilibrio, se han calculado con ambos potenciales
a distintas temperaturas. En este caso, como ya se vi6 anteriormente, los resultados no
varian al variar la temperatura, por lo que se presentan en la Tabla 6.10.

SW MEAM | Diferencia
wy | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
w, | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
w3 | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
w4 | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
ws | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
wg | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
w7 | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813
wg | 0.080579 | 0.066766 | 0.013813

Tabla 6.10. Valores de las frecuencias 6ptimas (1/fs) de los atomos que componen la
muestra, calculados con las potenciales SW y MEAM.

En este caso si se observa una diferencia considerable entre los valores que arrojan
ambos potenciales.

En cuanto a los tiempos de cédlculo, en las Tablas 6.11-6.13 se presentan los tiempos
de calculo de la energia, la fuerza y la frecuencia de equilibrio utilizando disto nimero
de nucleos. Se concluye que el potencial Stillinger-Weber requiere mucho menos tiempo
de célculo que el potencial MEAM, siendo la diferencia entre uno y otro de hasta tres
6rdenes de magnitud.
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Figura 6.6. Energia por atomo de la red para distintos valores del parametro de red y

distintas temperaturas, calculada con los potenciales SW y MEAM utilizando la

aproximacién multipolos.
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Figura 6.7. Valor del funcional F por 4tomo de la red para distintos valores del
parametro de red y distintas temperaturas, calculada con los potenciales SW y MEAM
utilizando la aproximacién multipolos.
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Ei Fi PNI wj
SW 568-103 | 3,61-1072 ] 2,91-1072 | 6,87-1073
MEAM 2,01 5,96 11,4 2,02

Tabla 6.11. Comparacién de los tiempos de calculo, en segundos, de distintas
magnitudes calculadas con el potencial MEAM y el potencial SW utilizando la
aproximacién multipolos y un solo nucleo.

Ei Fi FNI‘ wi
SW 1,67-10731]3,69-1072 | 1,30-10°2 | 2,08-1073
MEAM | 5,56-1071 6,04 3,24 5,43-1071

Tabla 6.12. Comparacién de los tiempos de calculo, en segundos, de distintas
magnitudes calculadas con el potencial MEAM y el potencial SW utilizando la
aproximacién multipolos y cuatro ntcleos.

6.5. Validacién de los potenciales para representar el comportamiento
del silicio

En esta seccion se calculan propiedades del silicio como la matriz de constantes de
fuerza, las constantes eldsticas y las curvas de dispersién de fonones utilizando ambos
potenciales y se comparan estos resultados con otros resultados, tanto experimentales
como numéricos, obtenidos por otros grupos de investigacion.

6.5.1. Matriz de constantes de fuerza

Debido a la periodicidad de las redes cristalinas, la posicién de un atomo cualquiera
puede expresarse como

r(;):R(l)+rj (6.16)

donde R(I) es la posicién de un dtomo de referencia de la celda a la que pertenece el ato-
mo en cuestién y r; es la posicion relativa respecto a dicho dtomo de referencia. Ademas,

un pequeno desplazamiento del dtomo (;) se escribira como u(j) =, (;)

Ei Fi FNI' a)i
SW 1,27-1073 [ 3,96-1072 | 1,49-102 | 1,73-1073
MEAM | 3,44-107! 6,11 2,14 3,79-1071

Tabla 6.13. Comparacién de los tiempos de calculo, en segundos, de distintas
magnitudes calculadas con el potencial MEAM y el potencial SW utilizando la
aproximacién multipolos y ocho ntcleos.
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La energia potencial de la red @ se puede escribir utilizando un desarrollo de Taylor
de la forma

D =Dy + ;@a(;)ua(;) + % qunaﬁ(]l. j)ua(j)uﬁ(;) +0(uP) (6.17)
]

donde

)]
TG, (6.18)
(z l’) J*®
A P NESTIN
] ] _8xa(]-)8x/3(j,) 4o

La fuerza que actua sobre el dtomo (;) se puede calcular derivando @ con respecto a

[ l v I
H) =) Tl i) rouur (619

Teniendo en cuenta que en la configuracion de equilibrio se da que F(]l) =0, la fuerza
resulta

z Ly (1
Bl )==) @l - Jugl’ 6.20
(]) - ﬁ(] J')uﬁ(l') (6:20)

donde se han despreciado los términos de orden superior. Entonces, la matriz @aﬁ(]l. ;)
representa la fuerza cambiada de signo que aparece en el dtomo (]l) en la direccién «a

’
cuando se aplica un desplazamiento unitario en el atomo (;) en la direccién .

Imponiendo las distintas condiciones de simetria de la red es posible establecer rela-
ciones entre las matrices de los &tomos que se encuentran a la misma distancia del &tomo
de referencia conformando los distintos niveles de vecinos. En el caso de este trabajo se
va a considerar hasta segundos vecinos. Las matrices de constantes de fuerza de prime-
ros vecinos para la estructura ctuibica de diamante tienen, de acuerdo con [39], la siguente
forma

a p P a -p P a -p P a p P
P a p b a B b a B pa -p
BB a P B« P B «a P B «a

Por otro lado, las matrices correspondientes a segundos vecinos tienen la forma
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p v oo uo-v | U v =0 u v =0
v pu o -V u -0 -V u 0 v u -0
v v 4 vy v 4 -y v 4 v oy A
oo v oo —v [ -6 —v w =5 v
vy oAy yoA -y oAy v Ay
v 6 pu -y -0 qu -v 6 pu v -0 pu
Ay Y] Ay -y ERand BN
o u v o u v -0 u v -0 u v
[0 v pl -0 —v p | [0 v oy -6 v u

En este trabajo se han calculado las 7 constantes (a, §, u, v, 0, ¥ y A) utilizando los
dos potenciales presentados. En la Tabla 6.14 se comparan los resultados obtenidos con
los valores calculados mediante primeros principios [40].

Constante SW MEAM | Ab initio
a -7.8115 | -5.4678 -5.47
-4.9131 | -4.1257 -3.88
-0.1207 | -0.368 -0.35
-0.1207 | -0.3128 -0.29
0.2415 | 0.3776 0.68
-0.2415 | -0.3776 -0.68
0.4831 | 0.0103 0.17

SR (R =R ™

Tabla 6.14. Comparacién de los valores de las constantes de fuerza para primeros y
segundos vecinos del silicio calculadas con distintos métodos. Los valores estan dados
en 10*dyn/cm.

Se puede comprobar como el potencial MEAM es el que ofrece unos resultados mas
cercanos a los obtenidos mediante primeros principios. Ademads, se han calculado las
constantes elasticas del silicio, utilizando las constantes de fuerza calculadas, para com-
parar también la validez de ambos potenciales. En concreto, las constantes eldsticas se
pueden calcular a partir de las constantes de fuerzas mediante las expresiones de la Ecua-
ci6én 6.21

c11 =—(a+8u)/a
cip=(a—-2B+4u—8v+41)/a (6.21)
Caa = (—a—dp—41+ p*/a)/a

donde a es el pardmetro de red y toma el valor ya mencionado. A continuacién, se presen-
ta en la Tabla 6.15 una comparacién entre los valores de las constantes eldsticas obtenidas
con los potenciales presentados, con el método de primeros principios usado en la com-
paracion anterior y con los valores experimentales [41]
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Constante | SW | MEAM | Ab initio | Experimental
11 161.6 | 154.9 152.3 165.7
1 81.6 | 71.0 71.6 63.9
Cas 60.3 | 69.7 63.3 79.6

Tabla 6.15. Comparacion de los valores de las constantes elasticas del silicio calculadas
con distintos métodos. Los valores estan dados en GPa.

Se observa como de nuevo el potencial MEAM presenta la mejor aproximacién a los
valores experimentales.

6.5.2. Matriz dindmica

Utilizando la matriz de constantes de fuerza definida en la seccién la ecuacién de
movimiento del 4&tomo (;) se puede escribir como

1 L1y (1
mitig| .|+ E ) ., Jugl ., ]=0 (6.22)
’“@)lw “41 ])ﬁb)

donde m; es la masa del d4tomo j en la celda.

Considerando la variable reducida

wa(j) = m; g j) (6.23)
la Ecuacién 6.22 resulta
. I-r I
wa(1)+ZDaﬁ .., Jwgl ., ] =0 (6.24)
7 ] J
donde
I - 1 I-r
Daﬁ( R )= _cbaﬁ(. ) (6.25)
] mjmij ]
es la matriz dindmica.
Ensayando una solucién del tipo
. . 1
w(;) = Wy(j)e e () (6.26)

se tiene
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! I =-U o —ilefr(1)-x (")
wzwa(j): ;Daﬁ(j p )wﬁ(] e ke ()] (6.27)

resultando un problema de autovalores y autovectores.

En el silicio la red esta compuesta por dos tipos de &tomos, uno por cada una de las
dos redes FCC que se entrecruzan, de modo que la matriz dindmica tiene la expresiéon

_[Daa®) Dap(k)
D‘“‘[DQ?(k) Dar(k)

Resolviendo el problema de autovalores y autovectores planteado en la Ecuacién 6.27
se obtienen las frecuencias de vibracién para distintos valores del vector de onda k para
cada uno de los 6 modos de vibracién, 3 por cada tipo de atomo. En el caso del silicio,
considerando que el 4tomo de referencia es de tipo A, todos los primeros vecinos seran
del tipo By todos los segundos vecinos seran del tipo A. De este modo, las submatrices
que forman la matriz dinamica seran de la forma

(6.28)

donde Q7 y (3, son los conjuntos de primeros y segundos vecinos respectivamente.

6.5.3. Dispersion de fonones

La relacién w(k) se conoce como relacion de dispersiéon y es muy util a la hora de
estudiar procesos de transporte puesto que contiene informaciéon de la forma en la que
vibra la red. Debido a la periodicidad de la red, esta relacién solo es necesaria calcularla
dentro de una pequefia zona conocida como Primera Zona de Brillouin, de modo que los
valores del vector de onda que se estudian son los contenidos en esta zona. Ademas, se
estudian normalmente direcciones de alta simetria, que vienen definidas generalmente
por una serie de puntos caracteristicos.

La Primera Zona de Brillouin para el caso del silicio se muestra en la Figura 6.8. Las
posiciones de los puntos de alta simetria sefialados en la figura se presentan a continua-
cion

2n0 2711 Zn%
r==|0|X==|0[L="]|3
&lo ao a%
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2711 271%L 27[1

_ 1 _ 3 _ 1
W‘73K‘7 ilU=" 11
0 1

Figura 6.8. Primera zona de Brillouin en la estructura ctbica del diamante.

En esta estructura, las lineas de simetria a lo largo de las cuales se estudia la disper-
sidén son estas tres

AW k:%(é,o,o) 0<&<1
A k= 2771(5,6,5) 0<¢& <% (6.29)
PO k:%(é,é,o) 0<&x<1

De esta forma se han obtenido las curvas de fonones para ambos potenciales. Ademis,
para el caso del potencial Stillinger-Weber se han considerado dos modelos: uno has-
ta primeros vecinos y otro hasta segundos. En las Figuras 6.9, 6.10 y 6.11 se comparan
los resultados obtenidos con resultados experimentales [42, 43]. Se observa como ambos
potenciales captan bien la tendencia y las magnitudes observadas en los experimentos,
aunque presentan mayor rigidez.




6. Potenciales termodinamicos para el silicio 46

650
600
550
500 -
450 4

<

%350-_ . [
300
250 .
200 o .

150 -
100 ? ) Ly et
50 4

Frecuenc

Figura 6.9. Curva de dispersion de fonones obtenida con un modelo hasta primeros
vecinos del potencial Stillinger-Weber (linea continua) frente a resultados
experimentales (circulos [43], tridngulos [42]).
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Figura 6.10. Curva de dispersién de fonones obtenida con un modelo hasta segundos
vecinos del potencial Stillinger-Weber (linea continua) frente a resultados
experimentales (circulos [43], tridngulos [42]).
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Figura 6.11. Curva de dispersién de fonones obtenida con un modelo hasta segundos

vecinos del potencial MEAM (linea continua) frente a resultados experimentales
(circulos [43], tridngulos [42]).
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Figura 6.12. Curva de dispersién de fonones obtenida con un modelo hasta primeros

vecinos del potencial Stillinger-Weber (azul) frente a resultados obtenidos en [33]

(amarillo).
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Figura 6.13. Curvas de dispersién de fonones obtenida con un modelo hasta segundos
vecinos del potencial Stillinger-Weber (azul) y del potencial MEAM (rojo) frente a
resultados obtenidos en [33] (amarillo).

Por altimo se comparan los resultados obtenidos en este estudio con otros resultados
computacionales obtenidos con dindmica de red en [44], utilizando el potencial EDIP
(Environment Dependent Interatomic Potential)[33]. En la Figura 6.12 se comparan los
resultados obtenidos con el modelo hasta primeros vecinos del potencial Stillinger-Weber
con los de la fuente citada, mientras que en la Figura 6.13 se comparan los resultados del
modelo hasta segundos vecinos de los potenciales utilizados en este estudio con los de la
fuente.

Se comprueba asi que los resultados obtenidos con la misma metodologia aqui em-
pleada y distinto potencial presentan resultados similares a los presentados anteriormen-
te.




/. Conclusiones y trabajos
futuros

En este trabajo se ha aplicado una teoria termodindmica estadistica de no equili-
brio para el estudio procesos termomecédnicos en materiales a escala nanoscépica. Se ha
presentado un modelo simple para calcular la conductividad térmica en nanohilos de
silicio, se han ajustado los coeficientes empiricos de dicho modelo y se han comparado
los resultados del mismo con otros resultados experimentales, quedando demostrada la
capacidad del mismo para reproducir el comportamiento de este nanomaterial.

También se han presentado dos potenciales interatdmicos de amplia utilizacién para
el estudio termomecanico del silicio y dos métodos numéricos para la resolucién de sis-
temas de ecuaciones no lineales que se utilizan para resolver los sistemas que aparecen
en la teorfa comentada.

Para la validacién de la teoria y los potenciales presentados se ha obtenido distintas
magnitudes fAsicas como la energia de formacion, las constantes de fuerza, las constan-
tes eldsticas o las curvas de dispersién de fonones y se han comparado ambos potenciales
entre si y con otros resultados tanto experimentales como numéricos, poniéndose de ma-
nifiesto la idoneidad tanto de la teoria como de los potenciales para su utilizacién en
procesos termomecdnicos en silicio.

Los posibles trabajos futuros se centran principalmente en las siguientes lineas:

» Construccién de un modelo méas complejo para el estudio de conductividad térmica
en nanohilos de silicio que involucre la utilizacién de los potenciales presentados.

» Estudio de la influencia de defectos en las propiedades termomecédnicas de nanohi-
los de silicio.

» Estudio del comportamiento de otras estructuras como las nanoparticulas de silicio.

» Aplicacién de la teoria presentada a otros materiales de interés tecnolégico y actua-
lidad como el grafeno.



A. Apéndice A

A.1. Derivadas del potencial Stillinger-Weber

Conociendo la expresién de la energia para el potencial Stillinger-Weber

Y e+ XY e ]

i=1 j=i i=1 j#i k#i,j

, la fuerza se puede escribir entonces como

_]. avl 1 avl 1
fi= arl [Z (;rj] Z ajrl]

j#i
+Z Z av]zk ijr 1k Z Z av]zk jir ]k)
j#i k=i,j J#i k=i,

A.1.1. Derivadas del término v;;(r;;)

avl](rlj) avq(”l}) arl] arl] avl](rl])rl
Jr; drij  drj; or; ar;

Tij
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A.1.2. Derivadas del término vij(rji)

9vij(rji) _ 9vijrji) Irji Ixji _ Ivij(ri) xii

91'1- B 81’]'1' 91’]'1‘ al'i B (97’]'1' a (AS)

dvij(rji)  Ivij(rij)
i\Tji) _ ovijti
ar]-l- B 0 (A6)

1’1']'

A.1.3. Derivadas del término vj;(r;j, rix)
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. 1 ri -l 2
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A.1.4. Derivadas del término Vjik(rjixrjk)
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or; Irji ar]l arl )
) (A.12)
I O A € I 07
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A.2. Expresién del término A;V(q) para el SW
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B. Apéndice B

B.1. Derivadas del potencial MEAM

Conociendo la expresion de la energia para el potencial MEAM

j#i

E= Z{Fi(ﬁi)+ % Z(Pij(rij)}

, la fuerza se puede escribir entonces como

JE  OJE drj 1 Z Z JE 95, 9rij  OE
_— 4 — —+
ai’i]'a ari]- Qrija 2 T 85[,” 8rl~j 8rija ar,-ja

JE  OE 0Sj; ( JOE 9S;, OJE 9Sjk)
=+ -+ Z +
97’1‘]' 851] (91’1']' QSik arij 88]k arﬁ

1/'. .
k=i, j 4

JE P P —
ari], :Fi(pi)apg)+P]'(P]‘)a()]<?+q')ij5ij

Tija

(B.4)
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B.1.3. Derivadas del término 55;()
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B. Apéndice B
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B.2. Expresion del término A;V;(q) para el MEAM

(B.57)
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En este caso, debido a la complejidad del potencial, el término se calculard de forma

numérica, utilizando diferencias centrales de segundo orden

f//(xo) ~ f(X() +h) B 2f]/§§0)+f(x0 _h)

De este modo, el término se aproxima como
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