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1. INTRODUCCION

1.1 Motivacion de la Tesis

La progresiva incorporacion de materiales compuestos (o composites) a las
estructuras aeronduticas, por sus inmejorables propiedades mecanicas especificas (por
unidad de peso), comportamiento a fatiga e impacto, lleva necesariamente asociada la
problemadtica de la unién de dichos materiales compuestos a las estructuras primarias
metalicas, de forma que el conjunto trabaje adecuadamente desde un punto de vista
mecanico.

De entre las muchas posibilidades de union entre materiales de distinta
naturaleza, como son los materiales metalicos y compuestos, la uniéon adhesiva es una
alternativa a otros métodos de unién como el remachado o las uniones atornilladas
(Camanho, 1999), con sus ventajas, entre las cuales cabe mencionar: un mejor
comportamiento a fatiga por las amplias superficies de transmision de las cargas,
capacidad de union de chapas de pequefio espesor tipicas de las estructuras ligeras, poco
peso afadido, etc.

Aunque la tecnologia asociada a los procesos de encolado metal-composite esta
ampliamente desarrollada en el sector aerondutico, es patente la desconfianza de los
fabricantes de componentes aeronduticos a utilizar la uniéon adhesiva como método
exclusivo de unidon en componentes de responsabilidad primaria, lo cual por el momento
restringe su uso mayoritario a uniones de estructuras secundarias. La amplia variedad de
formulaciones quimicas de adhesivos, unida a la complejidad de los mecanismos de
fallo presentes en dichas uniones, sumada a la complejidad de los mecanismos de fallo
de los adherentes de material compuesto (Paris, 2001) y a la inexistencia de un criterio
de fallo universalmente véalido, como el de von Mises para predecir la plastificacion en
componentes de materiales metalicos, dificultan la utilizacion masiva de dicho método
en uniones de responsabilidad.

Desde el sector aerondutico se estan haciendo esfuerzos en profundizar en el
conocimiento de los métodos de analisis y comportamiento mecénico de uniones
adhesivas, fruto del cual puede considerarse que surgi6 este trabajo de Tesis Doctoral
(ver proyecto Eureka X!1882).

La finalidad de la presente Tesis Doctoral es el analisis de las uniones adhesivas
a solape entre materiales metalicos y materiales compuestos. De la amplia variedad de
tipologias, tipos de adherentes y adhesivos, el presente trabajo se ha centrado en unas
uniones que habitualmente se presentan en la fabricaciéon y montaje de componentes del
sector aeronautico: uniones a solape de chapas finas de metal (generalmente aluminio) y
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laminados de material compuesto (generalmente preimpregnado de fibra de carbono)
utilizando adhesivos tipo film (generalmente epoxy) con curado a temperatura. Esta
tipologia concreta de unién y materiales a unir restringen significativamente los
modelos de andlisis que pueden ser empleados y los mecanismos de fallos que pueden
aparecer, asimismo permiten, como se expondrd mas adelante, enfocar el problema
utilizando un enfoque de tensiones singulares. Es preciso matizar que esta limitacion
tipologica no supone un ambito reducido de aplicacion, dado que los adhesivos
desarrollan su maximo potencial en uniones de este tipo, no siendo tan ventajoso su uso
en otro tipo de uniones, como por ejemplo en uniones a tope.

1.2 Problema bajo estudio

De forma muy resumida y simple, el problema que se trata de resolver, se puede
esquematizar en la Fig. 1.1 en la cual se muestra una uniéon adhesiva a doble solape
entre una lamina de material metalico y una de material compuesto.

metal adhesivo | _______________________________________________________ ‘ :>
<:] ’ ‘( material compuesto

Fig. 1.1.- Esquema del problema bajo estudio.

Conocidos los parametros geométricos (longitud y anchura del solape, espesores
de adherentes y adhesivo), los materiales, sus propiedades mecanicas y las cargas
externas, se trataria de determinar la carga méaxima que soporta la unidon antes de
alcanzar un determinado criterio limite de disefio, que no necesariamente tendria por
qué implicar la rotura catastréfica de la union.

La contribucion de esta Tesis se centrara fundamentalmente en los pasos a
desarrollar para poder llegar a dictaminar el fallo: el estudio tensional detallado de la
unidon mediante técnicas analiticas y numéricas, caracterizacion e identificacion de los
mecanismos de fallo que se pueden activar y un programa de ensayos experimental
especificamente disefiado a tal efecto. Se trata de ver qué parametros del estado
tensional controlan, o son los responsables del fallo de la union.

Aunque en el programa de ensayos s6lo se van a realizar ensayos con aluminio y
preimpregnados de cinta unidireccional de carbono como adherentes, las herramientas
que se van a desarrollar no poseen dicha limitaciéon en cuanto al tipo de material,
pudiendo ser aplicadas en analisis donde aparezcan otro tipo de materiales. Asimismo el
programa de ensayos experimentales tratara de barrer de una forma razonable un rango
de valores de los parametros geométricos involucrados en la definicidon de la geometria
de la unién que se muestra en la Fig. 1.1, con el fin de que los resultados que se
obtengan no sean el resultado de un ajuste para un caso particular.
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Mas adelante, dentro de este mismo capitulo se estableceran detalladamente las
hipoétesis y limitaciones de las herramientas desarrolladas y los analisis llevados a cabo,
de forma que dichas herramientas puedan ser utilizadas fuera del &mbito de este trabajo.
Una revision exhaustiva de trabajos previos relacionados con el analisis mecanico de
uniones adhesivas se acomete en el apartado siguiente (Apartado 1.3).

1.3 Revision bibliografica

La mejor forma de entrever la complejidad del tema abordado es revisar con
detalle los trabajos y publicaciones precedentes. Aunque se ha restringido la tipologia
de unioén (solo uniones a solape) la variedad de enfoques empleados en el andlisis
tensional es muy amplia y los criterios de fallo adoptados en las diferentes propuestas
también muy variada.

Sin animo de establecer una clasificacion definitiva de los trabajos revisados,
¢éstos se han agrupado atendiendo al tipo de enfoque adoptado en ellos en:

e Propuestas basadas en estados nominales de tension (apartado 1.3.1): donde los
analisis se basan en la Teoria de la Elasticidad o la Resistencia de Materiales y
los criterios se establecen utilizando valores limite de variables del problema
elastico  (tensiones principales, deformaciones principales, tensiones
equivalentes, densidad de energia de deformacidn, invariantes del tensor de
tensiones, etc).

e Propuestas basadas en estados locales de tension (apartado 1.3.2): en la que los
analisis realizados presuponen la presencia de grietas (o geometrias donde la
teoria de la Elasticidad lineal predice un estado no acotado de tensiones) para
caracterizar el estado tensional (factores de intensificacion de tensiones, integral
J, apertura de grieta o C.0.D., tasa de liberacion de energia, etc).

e Otras propuestas (apartado 1.3.3): donde se engloban otros tipos de enfoques
como propuestas basadas en la Mecanica del Dafio y similares, que degradan las
propiedades de los materiales y que en el caso de los adhesivos poliméricos
tratan de recoger comportamientos y mecanismos de fallo mas complejos que no
se pueden recoger utilizando otros enfoques. Este grupo de propuestas es menos
nutrido que los anteriores, dadas las dificultades inherentes al método, puesto
que necesita de un mayor esfuerzo durante la fase de validacion del modelo.

1.3.1 Propuestas basadas en estados nominales de tension

La generacion de modelos de andlisis basados en estados nominales de tension
ha sido més fructifera en comparacion con otros enfoques, es por ello que se ha
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considerado adecuado abrir un subapartado 1.3.1.1 para comentar dichos modelos y otro
subapartado 1.3.1.2 para resumir las propuestas de criterios de fallo.

1.3.1.1 Modelos de analisis basados en estados nominales de tension.

El primer modelo tedrico de referencia para la determinacién del estado
tensional en uniones a solape se debe a Volkersen (1938), quien analiza uniones a
solape simple en las cuales considera exclusivamente la deformacion a traccion en los
adherentes y la deformacion a cortadura en el adhesivo, ver Fig. 1.2 (a). El modelo de
Volkersen para uniones a solape simple fue adaptado por de Bruyne (1944) para
uniones a doble solape, ver Fig. 1.2 (b).

H T 1 —
~—

a) b)
Fig. 1.2.- (a) Modelo de Volkersen 1938 y (b) Volkersen 1938 / de Bruyne 1944.

La sencillez de los modelos tedricos de Volkersen/de Bruyne no resta la
poderosa utilidad que dichos modelos tienen en lo que respecta a un primer
acercamiento a la influencia que sobre el estado tensional (tensiones tangenciales en el
adhesivo y tensiones normales de traccion en los adherentes) tienen los diversos
parametros considerados en el analisis.

Dichos modelos también ilustran de forma sencilla el mecanismo de transmision
de carga entre los adherentes y predice, para el caso de adherentes iguales (mismo
material y espesor), una distribucién de tensiones tangenciales en la capa de adhesivo
con forma de coseno hiperbolico en la cual los maximos se alcanzan en los extremos de
la zona de solape.

La principal carencia del modelo de Volkersen en las uniones a solape simple
reside en no considerar el efecto de la excentricidad de la carga en la zona de solape.
Dicha excentricidad provoca la aparicion de un momento flector, el giro de la zona de
solape y la aparicion de tensiones normales en adhesivo en la direccion del espesor,
denominadas usualmente tensiones de pelado (ver Fig. 1.3).
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Fig. 1.3.- Efecto de la excentricidad en las uniones a solape.

La importancia de esta flexién, aunque originalmente resaltada por de Bruyne
(1944), fue tratada con detalle por primera vez por Goland y Reissner (1944) quienes
incorporaron al modelo la capacidad de flexion en los adherentes y las tensiones de
pelado en la capa de adhesivo. El trabajo se puede dividir en tres partes: Parte I, en la
que se obtiene el valor de los esfuerzos (incluyendo el momento flector) en los extremos
de la zona de solape (Fig. 1.4); Parte II, para el calculo de las tensiones en uniones con
adhesivos rigidos y Parte III, para el calculo de tensiones en uniones con adhesivos muy

flexibles.

Fig. 1.4.- Modelo de viga de Goland y Reissner (1944).

Los modelos de Volkersen/de Bruyne (para uniones a doble solape) y Goland y
Reissner (para uniones a solape simple) son trabajos clasicos sobre los cuales se han ido
incorporando mas o menos habilidades y mejoras en lo que respecta al comportamiento
de los materiales y/o tipo de analisis, siendo hoy en dia modelos de referencia
completamente validos, a efectos comparativos y de verificacion para nuevas propuestas
de analisis.

Dichos modelos han sufrido un exhaustivo analisis por parte de muchos
investigadores desde entonces. Cabe resaltar por su importancia, un cierto nimero de
publicaciones (Sneddon (1961), Kuenzi y Stevens (1963) y Adams y Peppiatt (1974)
entre otras) entre los afios 1961 y 1974 que anunciaban errores en las formulas de la
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tension de pelado introducidas por Goland y Reissner, errores que finalmente no
resultaron ser tales. Dichas publicaciones probablemente indujeron a otros
investigadores a utilizar expresiones erréneas durante afios, hasta que finalmente
Carpenter (1989) despeja todo tipo de dudas dando validez a las expresiones finales de
las tensiones de pelado publicadas por Goland y Reissner, aunque dejando claro ciertos
errores de imprenta en expresiones intermedias que fueron los que probablemente
indujeron al error.

Las tensiones tangenciales predichas por los modelos anteriores no cumplen las
condiciones de contorno en los extremos de la zona de solape (tension tangencial nula).
Este hecho se produce como consecuencia de no considerar la variacion de las tensiones
de pelado en el espesor de adhesivo, Benson (1966), lo cual evidentemente complica el
analisis. Algunos autores (Kelsey y Benson (1966), Pahoja (1972), Pirvics (1974) y
Allman (1976)) han incorporado dicha variacién en sus modelos dando como resultado
mas significativo el desplazamiento del valor maximo de las tensiones tangenciales
hacia el interior de la zona de solape, del orden de una vez el espesor del adherente;
Ojalvo y Eidinoff (1978) obtuvieron evidencias experimentales de este hecho. Conocido
el efecto de incorporar la variacion de tensiones de pelado en el espesor de adhesivo (lo
que origina un pequefio desplazamiento del maximo de las tensiones tangenciales hacia
el interior de la zona de solape), en la gran mayoria de los casos practicos no es
necesario acudir a estos modelos méas complejos.

Un salto cualitativo importante en la mejora de los modelos de Volkersen/de
Bruyne y Goland y Reissner fue la realizada por Hart-Smith (1973 a, by c y 1974), en
cuatro trabajos; tres de ellos, publicados en 1973, especificamente dedicados a
tipologias de unioén diferentes: uniones a doble solape (1973a, NASA CR-112235),
uniones a solape simple (1973b, NASA CR-112236) y uniones biseladas y escalonadas
(1973c, NASA CR-112237), y un tltimo trabajo, publicado en 1974 (NASA CR-2218),
a modo de resumen. El trabajo de Hart-Smith es amplio y escrupuloso, siendo las
mejoras respecto a los trabajos precedentes las que a continuacion se resumen:

e La incorporacion de materiales compuestos al analisis. Se realizan multitud de
analisis paramétricos: la influencia de la distribucion, dentro del laminado, de la
fibra unidireccional alineada con la carga, se particularizan los analisis para
diversos tipos de laminados habituales (en fibra de carbono), distintos tipos de
adhesivos (ductiles y fragiles) y fibras (de alto modulo / de alta resistencia).

e La incorporacion en los analisis de los efectos de la temperatura y la diferencia
entre los coeficientes de dilatacion térmica de los adherentes. Hay que tener en
cuenta que la mayoria de los adhesivos estructurales (con base epoxy) tienen un
ciclo de curado a temperatura. Dado que la polimerizacion del adhesivo se
realiza a temperatura (tipicamente superiores a 100°C), y que los adherentes, si
no son iguales, tienen distintos coeficientes de dilatacion térmica, el
enfriamiento hasta temperatura ambiente, una vez curado el adhesivo, genera
tensiones residuales en la union.
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e En lo que respecta a los materiales, Hart-Smith incluye en los anélisis la
capacidad de comportamiento no lineal en el adhesivo, suponiendo una ley de
comportamiento elasto-plastica.

e En la union a solape simple, corrige las expresiones del momento de flexion que
se origina por la rotacion de la zona de solape (generada por la excentricidad de
la carga, Fig. 1.3).

Esta tultima modificacion en el modelo de Hart-Smith (la correccion del
momento flector en las uniones a solape simple) predice valores del momento de flexion
bastante mas bajos que el modelo de Goland y Reissner (Fig. 1.5). Si bien Goland y
Reissner realizaron el andlisis con grandes desplazamientos, eliminaron en la

determinacion del momento flector el efecto del adhesivo (que si tuvo en cuenta Hart-
Smith).

GOLAND & REISSNER

ASYMPTOTE

ECCENTRICITY FACTOR k
n

= HART-SMITH

0 | ] ] | ] ] I ) 1
0 5 10

NON-DIMENSIONALIZED OVERLAP Ec

Fig. 1.5.- Diferencia entre los momentos de flexion GyR y H-S (Hart-Smith 1973b).

Es notable comprobar, en lo que respecta a la determinacion de este momento
flector, como después de mas de 20 afios desde la publicacion de los trabajos de Hart-
Smith (y 50 desde Goland y Reissner), se ha seguido cuestionando la validez y precision
de cada uno de los modelos. Asi, Oplinger (1991, 1994), realiz6 anélisis con grandes
desplazamientos en la zona de solape, no contemplados en los modelos anteriores,
obteniendo expresiones alternativas. Tsai y Morton (1994a) zanjaron en cierto modo la
discusion con la definicidon de “uniones cortas” y “uniones largas™ division en la que
intervienen parametros como la relacion entre la longitud de la zona de solape y el
espesor de adherente y la rigidez del adherente y el nivel de carga. Dado que los efectos
de grandes desplazamientos en la zona de solape sélo se dejan notar en “uniones
largas®, el campo de validez de cada modelo quedaba perfectamente acotado.

De entre las sucesivas mejoras incorporadas a los modelos descritos a lo largo de
los afios 90, cabe destacar, por su importancia en el analisis de uniones con materiales
compuestos, el modelo de Tsai ef al. (1998) quienes incorporaron una variacion lineal
de la tension tangencial a través del espesor de los adherentes. Este efecto juega un
papel relevante en materiales con un modulo de cortadura transversal bajo (el caso de
los materiales compuestos laminados) y fue observado experimentalmente por Tsai et
al. (1996) en uniones a doble solape, Fig. 1.6.
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Fig. 1.6.- Campos de desplazamiento (moiré) en una unién a doble solape para: a) laminado [0,90,-
45,+45], b) laminado [0g] y ¢) modelo tedrico de Volkersen/de Bruyne. (Tsai et al. 1996)

Diversos autores (ver por ejemplo: Richardson et al. 1993, Tsai y Morton 1994b
y Gongalves et al. 2002) han realizado también andlisis numéricos tridimensionales con
el objetivo de validar los modelos bidimensionales en deformacion plana, mas sencillos
y tratables analiticamente. De estos trabajos se puede concluir que los modelos
bidimensionales son, con pequefias limitaciones, suficientemente representativos para el
analisis de uniones adhesivas 3D.

1.3.1.2 Propuestas de criterios de fallo basadas en estados nominales
de tension.

Una exhaustiva revision de las propuestas de criterios de fallo y modelos de
analisis (hasta principios de los 80) fue realizada por Matthews et al. (1982) con casi
100 referencias a trabajos precedentes. Disponiendo de una herramienta como alguna de
las descritas en el apartado anterior o bien haciendo uso de modelos numéricos
(mayoritariamente Elementos Finitos) que permitan conocer el estado tensional nominal
en la unidn, las propuestas de criterios de fallo, dicho de forma simplificada, se basan en
el establecimiento de valores admisibles de alguna (o algunas) variable del problema
elastico para definir el fallo. Dichos valores admisibles pueden ser obtenidos como los
valores que predice el modelo en el instante del fallo, que puede ser determinado por via
experimental.
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Un claro ejemplo de lo anterior lo encontramos en el trabajo de Hart-Smith, en el
cual, una vez puesto a punto el modelo tedrico, las curvas de disefio se obtienen
definiendo distintos mecanismos de fallo (hasta tres diferentes) y obteniendo la
envolvente de las curvas de fallo para cada uno de ellos. Los tres mecanismos de fallo
potenciales elegidos por Hart-Smith fueron: el fallo del adherente fuera de la unidn, el
fallo del adhesivo por cortadura y el fallo por pelado del adhesivo (o delaminacion del
adherente si se trata de un material compuesto laminado). Los admisibles para cada
mecanismo de fallo deben ser determinados experimentalmente. Basandose en estos
mecanismos de fallo, Hart-Smith generd innumerables curvas de disefio que han sido
una referencia valiosisima desde entonces, a lo mejor no tanto por la infalibilidad y
universalidad de las predicciones sino porque la cantidad de informacion que plasmo
graficamente ha servido, al menos cualitativamente, para comprender mejor la
influencia de los parametros considerados (que no son pocos) en la eficiencia de la
union.

Un ejemplo de las curvas de disefio obtenidas por Hart-Smith se muestra en la
Fig. 1.7 para uniones a solape simple con un laminado [0°45°,-45°90°] de fibra de
carbono de alta resistencia como adherentes y un adhesivo fragil, en la que una vez
fijado el espesor de adherente en abcisas y definida la relacion (I/t = longitud de
solape)/(espesor de adherente) se obtiene la eficiencia de la unidén, medida como la
carga que soporta la union en relacion con la resistencia a traccion de los adherentes.
Las curvas muestran claramente (para relaciones I/t > 25) tres partes diferenciadas de la
curva de disefio, a medida que el espesor de adherente es cada vez mayor, cada una de
ellas asociada a un mecanismo de fallo que se ha activado, y representando la curva
completa, como se menciond antes, la envolvente de todas ellas. Las predicciones
mostraron un buen acuerdo con posteriores resultados experimentales obtenidos por
Leman y Hawley (1979).
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Fig. 1.7.- Ejemplo de curva de disefio (Hart-Smith, 1973)
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Hart-Smith concluye que la magnitud dominante de la influencia del adhesivo en
la eficiencia de la union a doble solape es la energia de deformacion a cortante por
unidad de area de pegado, en cuyo caso la caracterizacion del adhesivo a cortadura pura
es fundamental, para lo cual los trabajos experimentales de Arcan et al. (1978),
Weissberg y Arcan (1988) y Tsai et al. (1996), entre otros, son de aplicacion. En
cualquier caso, la lectura de las 4 publicaciones citadas de Hart-Smith es altamente
recomendable para una comprension del establecimiento de una propuesta de fallo
basada en la mecanica de medios continuos.

También es interesante el extenso trabajo de Crocombe y colaboradores en una
numerosa serie de publicaciones de distinta indole entre los afios 80 y 90 de entre las
cuales cabe por su originalidad destacar tres de ellas:

1) En Crocombe (1989) se presenta, utilizando un modelo de elementos finitos y
considerando comportamiento elastoplastico en el adhesivo, una propuesta de fallo
basada en un mecanismo de colapso plastico de la union, que predice con cierta
fiabilidad la carga de fallo encontrada experimentalmente en uniones a solape simple y
doble solape y ademas recoge la evidencia experimental de un aumento de la resistencia
con la disminucidn del espesor de la capa de adhesivo.

2) En Bigwood y Crocombe (1989), aprovechando que casi todas las tipologias de
uniones adhesivas a solape presentan una “celdilla fundamental” consistente en una
estructura “sandwich” adherente-adhesivo-adherente, se obtienen expresiones muy
sencillas, en base a analisis eléasticos, que correlacionan los valores méaximos de las
tensiones normales de pelado y las tensiones tangenciales en el adhesivo con los
esfuerzos elementales que actian en los extremos de la zona de solape (traccion,
cortante y flector), ver Fig. 1.8. Dichas expresiones son Utiles para un primer disefio de
uniones adhesivas.
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Fig. 1.8.- Estructura elemental “sandwich” y tensiones maximas (de pelado y tangenciales)

originadas por cada tipo de esfuerzo. Crocombe (1989).
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3) Aunque nos adelantemos un poco a los criterios de fallo basados en la mecénica de la
fractura y que analizaremos mas adelante, en Crocombe y Richardson (1995), se
propone un criterio de fallo igualmente valido para uniones que presentan fisuras y
uniones sin fisuras. Se realiza un extenso estudio de distintos criterios de fallo basados
en evaluar una variable del problema elastico a una cierta distancia de las esquinas de la
union adhesiva y se analizan efectos sobre el comportamiento del adhesivo como la
velocidad de deformacion y la influencia de la tension hidrostatica. Finalmente se
propone un modelo de muelles distribuidos, que simulan la zona de dafio, para definir
un criterio de fallo basado en un valor critico de apertura de grieta (COD), criterio que
da buenos resultados en uniones sin presencia de grietas y uniones con grietas.

En otras muchas publicaciones, también se analiza el comportamiento de
uniones adhesivas bajo cargas de fatiga, Xu, Crocombe y Smith (1994) y Crocombe y
Richardson (1999) y bajo solicitaciones de creep, Crocombe y Wang (1998).

Si bien Hart-Smith analiz6 extensivamente el papel de los materiales
compuestos (concretamente fibra de carbono) en las uniones adhesivas, Kairouz (1991)
en su trabajo de Tesis Doctoral y Kairouz y Matthews (1993) realizaron posteriores y
mas profundos estudios, analizando, entre otra cuestiones, la gran influencia de la
secuencia de apilado en la resistencia de las uniones adhesivas, identificando los
distintos mecanismos de fallo asociados a cada tipologia de apilado, ver Fig. 1.9.
También Tong (1997) realizé un estudio comparativo de hasta 9 criterios asociados al
fallo interlaminar de la primera capa de adherentes de materiales compuestos con
ensayos experimentales en uniones a doble solape balanceados y modelos numéricos
que incorporaban no linealidades tanto en la geometria (grandes desplazamientos) como
en el comportamiento (adhesivo con comportamiento elastoplastico).

Fast ‘brittle’ failure

4 A
Fast ‘brittle’ failure in

adherend and adhesive Slow ‘ductile’ failure

A 5 A

L G v |

1
L )
r o

Delamination

' Shear crack ) Delamination

Fig. 1.9.- Mecanismos de fallo asociados a la secuencia de apilado (Kairouz y Matthews)

De entre el numerosisimo conjunto de publicaciones existentes acerca de la
prediccion de la resistencia de uniones adhesivas mediante enfoques de Mecénica de
Medios Continuos son también destacables las aportaciones de Adams (Universidad de
Bristol, G.B.) y sus colaboradores con mas de una treintena de publicaciones durante los
80 y 90. El trabajo de Adams y colaboradores abarca un amplio abanico de estudios y
analisis, de entre los cuales cabe mencionar:
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1) Las propuestas de modelos para el andlisis de uniones a solape simple y doble solape,
entre ellas: Adams y Mallick (1992), que si bien posee un mayor grado de complejidad
respecto a los modelos expuestos en el apartado anterior, no admite una resolucion
explicita y debe ser resuelto numéricamente.

2) Evidencias experimentales Adams, Coppendale y Peppiatt (1978) de cémo el fallo
comienza en el entorno de las esquinas en los extremos de la zona de solape, ver Fig.
1.10, que dan pie a utilizar otro tipo de enfoques para predecir la resistencia de uniones
adhesivas como es la Mecanica de la Fractura y que se analizard mas adelante.

Quter adherend

5 [ Glue-line

N

Central adherend

Fig. 1.10.- Fallo originado en la esquina de la zona de solape, (Adams et al. 1978)

3) Una interesante revision de predicciones de resistencia en uniones adhesivas a solape
con materiales compuestos como adherentes, Adams (1989).

4) Exhaustivos andlisis teoricos y experimentales acerca del efecto que sobre el estado
tensional y la resistencia de la union tiene la geometria del rebose de adhesivo que se
genera en los extremos de la zona de solape, que se analiza en detalle, junto con gran
parte del trabajo de Adams en: Adams, Comyn y Wake (1997) (“Structural adhesive
Jjoints in engineering”, segunda edicion).

En lo que respecta a este ultimo comentario, es notable observar la dedicacion,
por parte numerosos investigadores, a analizar la influencia en el estado tensional y el
comportamiento frente al fallo de la geometria de dicho rebose de adhesivo. Asi, cabe
citar a Crocombe y Adams (1981), Tsai y Morton (1995) con modelos numéricos y
verificacion experimental mediante interferometria moiré, ver Fig. 1.11, Lang y Mallick
(1998) analizando por elementos finitos numerosas geometrias de rebose (Fig. 1.12) y
Belingardi et al. (2002) estudiando tanto la geometria del rebose como la del extremo
del adherente.
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Fig. 1.12.- Distintas geometrias de rebose (Lang y Mallick, 1998)

1.3.2 Propuestas basadas en estados locales de tension

Existe una caracteristica fundamental en la tipologia de las uniones adhesivas
que permite abordar el problema de predecir el fallo (o inicio del fallo) de las mismas
mediante enfoques basados en estados locales de tension.

Dicha caracteristica fundamental reside en la presencia de ciertos puntos criticos
(ver Fig. 1.13) donde confluyen varios materiales de distinta naturaleza y tanto las
propiedades mecanicas como la geometria cambian abruptamente. En estas “esquinas
multimateriales” la Teoria de la FElasticidad FElastica Lineal predice tensiones no
acotadas, siendo pues puntos potencialmente criticos para el inicio del fallo.
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metal
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Fig. 1.13.- Puntos potencialmente criticos para el inicio del fallo en una union a solape.

Dado que la Mecénica de la Fractura Eléstica Lineal, de aplicacion con estados
tensionales singulares (no acotados), ha demostrado su habilidad para predecir la
propagacion de grietas en medios homogéneos, mediante conceptos como: los factores
de intensificacion de tensiones (K), la tasa de liberacion de energia (G), la apertura de
grieta (COD) y la integral J, entre otros, no hay, a priori, razon aparente para que un
enfoque de este tipo no fuese viable para predecir el fallo en las uniones adhesivas.

En todo caso hay que tener presente dos consideraciones fundamentales antes de
exponer la revision de los trabajos precedentes:

1. Un enfoque basado en estados locales de tension tendra validez para la
prediccion de la resistencia de uniones adhesivas siempre que se cumplan las
hipotesis que hacen que el mecanismo de fallo que controla dicho fallo admita
ser caracterizado mediante los conceptos previamente mencionados (K, G, COD,
Integral J...). La presencia de grandes zonas plastificadas, por ejemplo,
invalidaria un acercamiento al problema mediante este enfoque.

2. En este enfoque no tiene por qué presuponerse la existencia previa de grietas en
la estructura, dado que las esquinas multimateriales presentes en las uniones
adhesivas, tienen ya de por si, un estado tensional singular que puede ser
caracterizado de forma similar al de una grieta. Si es preciso resaltar que muchos
de los conceptos que originalmente se definieron de la Mecanica de la Fractura
en presencia de grietas, pueden no tener una equivalencia en su ausencia, aunque
el estado tensional de la esquina multimaterial sea singular. Volveremos sobre
este punto a medida que en la revision bibliografica vaya siendo necesario.

Dejando para temas posteriores el andlisis de los trabajos dedicados a la
caracterizacion del estado tensional singular de este tipo de esquinas multimateriales
nos centraremos por el momento en aquellos trabajos que proponen criterios de fallo y
tratan de predecir la resistencia de las uniones adhesivas utilizando el enfoque basado en
estados locales de tension. Para ello, agruparemos los trabajos revisados en aquellos que
consideran, o no, la presencia previa de una grieta en el vértice de la esquina
multimaterial.
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1.3.2.1 Estados locales de tensidn con presencia de grietas

Una de las primeras propuestas clasicas se debe a Malyshev y Salganik (1965),
quienes ya ponen de manifiesto que el inicio del fallo y la posterior progresion de la
fisura son dos problemas completamente independientes que deben ser estudiados por
separado. El trabajo se Malyshev y Salganik se centra en el segundo de estos problemas,
suponiendo por lo tanto la presencia de una grieta inicial que parte de la esquina que se
genera entre el adhesivo y el adherente. Analizando una grieta de interfase y con la
realizacion de varias tipologias de ensayo distintas, obtienen valores criticos para la tasa
de liberacion de energia de deformacion que controla la propagacion de la grieta
(siempre bajo configuraciones de propagacion estable).

Por su parte, Hamoush y Ahmad (1989) analizando las grietas que discurren por
la interfase de una unidon adhesiva entre dos materiales diferentes, encontraron que la
tasa de liberacion de energia de deformacion caracterizaba satisfactoriamente el avance
de este tipo de grietas. En los ensayos realizados constataron que el valor critico de
dicho parametro permanecia aproximadamente constante ante variaciones de la longitud
inicial de la grieta, espesor de la capa de adhesivo y modo de carga (modo I, modo Il y
modos mixtos), pudiendo ser asimilado como una propiedad del conjunto adhesivo-
adherente susceptible de ser utilizado en criterios de propagacion en otras aplicaciones.
Otros autores, Destuynder et al. (1990), han propuesto métodos alternativos que
minimizan las necesidades de refinamiento, imprescindible en las mallas de elementos
finitos en este tipo de analisis, para el calculo de la tasa de liberacion de energia en
uniones adhesivas.

Ferlund y Spelt (1991a, 1991b) desarrollan un criterio de fallo que presupone la
existencia de grietas en la union. Dicha propuesta ademas la adaptan a la prediccion del
fallo en uniones sin la presencia previa de grietas haciendo coincidir el vértice de una
grieta ficticia con la esquina del rebose del adhesivo. El trabajo ademads tiene cierta
similitud con el trabajo de Bigwood y Crocombe (1989), ya citado previamente en el
apartado 1.3.1.2, en lo que se refiere a la definicion de una celdilla fundamental que se
repite en todas las uniones adhesivas a solape, consistente en una estructura tipo
sandwich con los dos adherentes y la capa de adhesivo intermedia, que utilizan para
obtener expresiones explicitas de la tasa de liberacion de energia de deformaciéon en
funcion de los parametros geométricos de la union, las propiedades mecénicas de los
materiales y los esfuerzos (axil, cortante y flector) en los extremos de la union, ver Fig.
1.14. El calculo de G se realiza indirectamente mediante la evaluacion de la Integral J y
la suposicion del comportamiento elastico lineal de los materiales (que deja G=J). En
Fernlund et al. (1994) se valida la propuesta encontrando una buena correlacion con los
ensayos experimentales llevados a cabo con uniones a solape simple con y sin presencia
previa de grietas y uniones a doble solape.
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Fig. 1.14.- Estructura basica elemental y expresiéon G=J (Fernlund y Spelt, 1991)

Con un grado mas de complejidad y utilizando elasticidad anisotropa, Hwu
(1993) obtiene expresiones explicitas de los factores de intensificacion de tensiones para
el caso de una grieta de interfase entre dos materiales con comportamiento ortétropo.
Dicha expresion queda en funcion de las constantes ingenieriles de los materiales y se
relaciona con la tasa de liberacion de energia para los casos de deformacion plana
generalizada y tension plana generalizada.

Yuuki et al. (1994) con un completo trabajo numérico y experimental de uniones
aluminio-epoxy-aluminio estudian la fractura en una grieta de interfase, analizando las
condiciones bajo las cuales la grieta progresa por la interfase (generalmente en ensayos
de traccion), o bien se desvia y progresa por el epoxy (kink) (generalmente en los
ensayos de compresion). El criterio de avance se establece en funcion de los factores de
intensificacion de tensiones generalizados (FITG’s), los cuales se calculan mediante
modelos numéricos de Elementos de Contorno. Se proponen, a la vista de los resultados
experimentales, dos mecanismos de fallo bien diferenciados: uno de ellos asociado al
progreso de la grieta por la interfase (con una colaboracion cuadratica de los respectivos
FITG’s en modo I y II y sus respectivas tenacidades) y otro por kink (asociado al valor
maximo de la tension circunferencial).

1.3.2.2 Estados locales de tensidn sin presencia de grietas

Gradin (1982), Gradin y Groth (1984) y Groth (1984, 1985, 1988a, 1988b)
hacen varias aportaciones significativas a la prediccién de la resistencia de uniones
adhesivas utilizando estados locales de tension pero sin presuponer la existencia de
grietas en la unién. En este sentido acuden a la representacion del estado tensional
singular que se genera en la esquina multimaterial y definen un criterio de fallo asociado
a un valor critico del factor de intensificaciéon de tensiones generalizado (FITG en
adelante) que se calcula por via experimental. Dicho criterio se verifica
experimentalmente bajo diferentes combinaciones de traccion y cortante en Gradin y
Groth (1984), en uniones adhesivas a solape simple en Groth (1984, 1985, 1988) junto
con la generacion de modelos numéricos para el calculo de los FITG.

En Groth (1988b) se trata por primera vez la presencia de dos modos singulares
en una esquina, en los trabajos precedentes (y en muchos trabajos posteriores de otros
autores) dichos modos simplemente no se toman en consideracion haciendo uso de la
idea de que a medida que nos acercamos a la esquina so6lo el primer modo singular es
significativo. Dado que los modelos numéricos de elementos finitos generados por
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Groth no alcanzan un tamafio de elemento, en el entorno de la esquina, lo
suficientemente pequefio para adoptar con confianza el anterior comentario y despreciar
el segundo modo singular, trabaja con ambos modos simultineamente, aunque sélo
momentaneamente, ya que Groth resuelve la presencia de los dos modos singulares
generando un estado tensional singular equivalente definido por un solo término
equivalente. Aunque el modo singular equivalente definido reproduce
satisfactoriamente el estado tensional en la zona de estudio y coincide con los resultados
obtenidos por el modelo de elementos finitos, ver Fig. 1.15 a), un detalle de ambas
distribuciones (con dos términos singulares y un so6lo término equivalente) en el entorno
de la esquina (0<g<0.002) destapa que evidentemente el ajuste no es valido en esa zona.
La buena correlacion experimental obtenida por Groth utilizando esta técnica debe pues
estar justificada por el hecho de que el mecanismo de fallo depende del estado tensional
a una cierta distancia de la esquina.
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Fig. 1.15.- a) Distribucion de tensiones de pelado (Groth, 1988b) y b) detalle en (0<€<0.002).

Hattori ef al. (1988) y Hattori (1991), en la misma linea que Gradin y Groth,
proponen un criterio de fallo, basado en valores criticos de los FITG. La aportacion
significativa de Hattori consiste en la definicion de la estrategia para definir un tal
criterio de fallo: debiéndose obtener para cada modo singular (caracterizado como
veremos mas adelante, y en detalle, por los 6rdenes de singularidad en tensiones) el
valor critico del FITG que origina el fallo. Asi se generaria una curva de disefio para
este tipo de uniones, en la cual, conocido el tipo de singularidad existente en la esquina
y el FITG para un cierto estado de carga se puede verificar si la esquina ha fallado o no.

Delamination criterion
;- Sarination Critenon

7/

Intensity of stress singularity K

] 1 ] 1
01 02 03 04 05
Order of stress singularity 4

Fig. 1.16.- Propuesta de criterio de fallo basado en parametros singulares (Hattori, 1991).
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Una de las evidencias mas significativas de que el inicio del fallo se puede
correlacionar con valores criticos de los FITG se encuentra en los trabajos de Reedy
(1990, 1991, 1993, 2000) y Reedy y Guess (1993, 1995 y 1998). La viabilidad de que
los estados tensionales singulares sin presencia de una grieta controlen el fallo también
se ha visto apoyada por: Fett (1996), quien introduce en el material (sin grieta) una
grieta ficticia infinita entre cuyos labios se permite un cierto tipo de interaccion.

Desmorat y Lemaitre (1998) correlacionando el estado tensional singular con
una funcién de dafio, Lefebvre y Dillard (1999a) y Lefebvre, Dillard y Dillard (1999b)
quienes aplican el trabajo de Hattori (1991) a la prediccion de la iniciacion del fallo bajo
solicitaciones de fatiga y por tanto amplian la propuesta de Hattori (ver Fig. 1.16),
introduciendo la curva S-N en la curva de disefio (Fig. 1.17).

L
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CRITERICN

AQ or Q max
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Fig. 1.17.- Ampliacion del criterio de Hattori bajo cargas de fatiga (Lefebvre y Dillard 1999)

Imanaka et al. (1999) también analizaron la viabilidad de correlacionar la vida a
fatiga mediante los parametros singulares de las esquinas (con y sin grietas) de la unioén
adhesiva. Para tal fin definen un estado singular equivalente que obtienen mediante un
ajuste por minimos cuadrados de una cierta componente tensional (tensién principal
maxima) en un rango concreto a cierta distancia de la esquina (entre 0.05 y 0.5 mm).

Ousset (1987, 1988) y Destuynder y Ousset (1988) estudiaron, en una serie de
tres informes sucesivos, los ordenes de singularidad de tensiones (informe 1), los
factores de intensificacion de tensiones generalizados (informe 2) y su aplicacion
numérica a tipologias concretas de uniones adhesivas (informe 3) sin presuponer grietas
en las esquinas. La capacidad de incluir en los andlisis materiales con comportamiento
no-isotropo, un enfoque y una herramienta numérica diferentes para la determinacion de
los FITGs y el programa experimental de ensayos realizado, suponen una mejora
importante de esta Tesis respecto a estos trabajos.

Quaresimin y Ricotta (2006, 2006b y 2006c) evaluaron en uniones a solape
simple con presencia de materiales compuestos, los factores de intensificacion de
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tensiones generalizados, la tasa de liberacion de energia de deformacion y la evolucion
del dafio, todo en el marco de la prediccion de vida a fatiga de uniones adhesivas.

Interesante también es el trabajo de Leguillon (1999) quien, estudiando la
delaminacién en el borde de un laminado utilizando los pardmetros singulares que
definen el estado tensional, sugiere, que si bien la presencia de una grieta es
imprescindible para obtener una buena correlacion entre las predicciones y los
resultados experimentales, el tamafio de dicha grieta es una propiedad del material
siendo dicho tamafo aproximadamente del orden de la longitud caracteristica de la
inhomogeneidad del material, o sea del tamafio del didmetro de la fibra. Posteriormente,
Leguillon (2001, 2002) define una formulacion general para la nucleacion de una grieta,
que coincide en el caso de una grieta con el criterio clasico de la Mecénica de la
Fractura (G>G,) y en el caso de un borde recto, con el criterio de resistencia (c>ov),
siendo respectivamente G,y o, el valor critico de la tasa de liberacion de energia y la
resistencia del material a traccion. Por tltimo, Leguillon y Yosibash (2003) corrigen las
predicciones del criterio al tener en cuenta que la geometria de cualquier esquina
siempre presenta en la realidad un pequeio radio de acuerdo en el fondo de la entalla.

En la discusion de si la presencia de una grieta previa (sea cual sea su tamafio)
en la esquina es necesaria para que la Mecénica de la Fractura sea viable en la
prediccion del inicio del fallo, también destaca por su originalidad el trabajo de Towse
et al. (1999) en el que los autores proponen un criterio de fallo utilizando una funciéon
de densidad de probabilidad de Weibull, obteniendo valiosas relaciones entre los
parametros que definen la funcion de densidad de probabilidad y la sensibilidad del
criterio de fallo a pequefias variaciones locales de la geometria.

También cabe recordar un tema de controversia ya mencionado con anterioridad
que hasta la fecha sigue siendo motivo de numerosas investigaciones y publicaciones.
Dicha controversia se centra en la idea de que en ausencia de una grieta (y aunque el
estado tensional de la esquina sea singular) el concepto de “tasa de liberacion de energia
de deformacion” (G) desaparece. Grenestedt y Hallstrom (1997) suponiendo un tamafo
de grieta muy pequefio en el vértice de la esquina (tan pequefio que el estado tensional
en la esquina no se ve afectado salvo en regiones muy proximas al vértice de la grieta)
encontraron una relacion lineal entre los factores de intensificacion de tensiones de la
grieta y los de la esquina sin grieta, estableciendo un punto de conexion entre las dos
tendencias.

Otra controversia que surge en la aplicacion de la MFEL en estos casos, es
determinar con claridad que existe una zona donde el campo singular domina el estado
tensional, dado que los efectos de plasticidad (o dafo) en el vértice de la esquina (o
grieta) y la influencia del campo lejano, a cierta distancia del vértice, podria hacer que
el estado tensional asintdtico no se manifestase realmente y no tenga capacidad para
controlar el fallo. Reedy y Guess (1996), Hutchinson y Evans (2000) y Dunn et al.
(2001) entre otros, son una muestra de lo anteriormente expuesto. Concretamente Dunn
et al. (2001) en un estudio bastante riguroso, concluyen que un criterio basado en

-19-



Capitulo 1: Introduccion.

valores criticos de los FITG puede ser completamente valido para predecir el inicio del
fallo por fractura en una esquina.

1.3.3 Otras propuestas de andlisis y criterios de fallo

Entre las numerosas propuestas de analisis y criterios de fallo en uniones
adhesivas también existen enfoques que tratan de recoger el mecanismo de fallo
progresivo que se produce en la union, presentando claras diferencias conceptuales en
relacion con los dos enfoques previamente descritos. La Mecanica del Dafio es una
herramienta que persigue describir el proceso de degradacion previo a la aparicién de
macrogrietas; dicha herramienta ya ha sido aplicada en adhesivos de forma extensiva,
ver Simo y Ju (1987), Edlund y Klarbring (1993) y Edlund (1994) entre otros.

Un claro ejemplo de lo anterior es el trabajo de Laschet y Stas (1992) en el cual,
se establece un vinculo entre el analisis tensional global de la union y el mecanismo de
fallo micromecanico asociado. Utilizando un criterio de maxima tension principal y uno
de maxima deformacion principal combinado con un analisis elasto-plastico de la union
se supone que el dafio generado cuando alguno de los criterios se alcanza es equivalente
a una pequefia grieta orientada perpendicularmente a la direccion de la maxima
tension/deformacion principal alcanzada en dicho punto, Fig. 1.18. Dicha grieta actua
en el modelo numérico reduciendo de forma direccional (degradacidon anisétropa) las
propiedades de rigidez del material mediante dos coeficientes de degradacion P; y P,
que actiian respectivamente sobre el modulo de elasticidad en direccion perpendicular a
la grieta y el médulo de cortadura asociada a la orientacion de la grieta. Numerosos
analisis se realizan para evaluar la influencia del grado de anisotropia en la degradacion
y su aplicabilidad a diferentes geometrias.
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Fig. 1.18.- Modelo de degradacion micromecanica (Laschet y Stas, 1992)

Sheppard (1996) en su trabajo de Tesis Doctoral y Sheppard et al. (1998)
utilizando elementos finitos y definiendo una zona dafiada en el adhesivo, mediante un
criterio de fallo micromecanico asociado a las deformaciones, correlacionan el fallo
global de la unién con un tamatfio critico de dicha zona dafiada.
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También se pueden considerar dentro de este grupo los enfoques basados en
modelos cohesivos, dado que aunque en éstos aparecen grietas como mecanismos de
fallo, la interaccion entre los labios de las mismas anulan el caracter singular de las
tensiones que manejaban los enfoque del apartado anterior (1.3.2), ver por ejemplo
Busch et al. (1994) como aplicacion a la prediccion del fallo en esquinas, Simonov y
Kariahaloo (2000) en adhesivos, Mohammed y Liechti (2000) en esquinas bimateriales
o Gomez y Elices (2003, 2006) aplicando dichos modelos cohesivos como solucion a
problemas con entallas reales, que no presentan un radio nulo en el vértice, entre otros.

Los modelos que se engloban en este apartado, que genéricamente podemos
denominar de la Mecénica del Dafio, comparten una caracteristica comun: la de estar
basados en la definicion de una serie de parametros constitutivos del modelo que
finalmente hay que determinar, en la mayoria de los casos por via experimental. La
capacidad y habilidad de estos modelos para evaluar el progreso del dano queda en
muchos casos mermada por la dificultad en la determinacion de dichos parametros
constitutivos.

Un andlisis en profundidad de propuestas basadas en estos modelos no es el
objetivo de esta Tesis, si bien podria constituir un desarrollo futuro de la misma.

1.4 Enfoque adoptado y descripcion de los capitulos

En esta Tesis se va a analizar el problema presentado en 1.2 y que
esquematicamente se mostraba en la Fig. 1.1 bajo un enfoque de la MFEL sin
presuponer la presencia de grietas en ningun punto de la union adhesiva.

Del examen de los trabajos previos analizados en el apartado anterior (1.3) se
puede extraer la idea de que tal cantidad de propuestas, ninguna de ellas con una
aplicabilidad universal a la prediccion del fallo en uniones adhesivas, s6lo puede estar
asociada a que el problema es considerablemente complejo, y en determinadas
situaciones algunas propuestas funcionan mejor que otras. Por esta razon seria bastante
pretencioso, ademads de una temeridad, anunciar que el trabajo que aqui se presenta, con
independencia del enfoque utilizado, constituye la panacea de los modelos de prediccion
del fallo en uniones adhesivas, sino que tratindose de un enfoque diferente, trata de
aportar un mayor grado de conocimiento al problema.

La decision de abordar el problema mediante un enfoque basado en estados
locales de tension, enfoque que hemos revisado en el apartado 1.3.2, se fundamenta en:

e El conocimiento del estado tensional singular que se produce en las esquinas no
impide en absoluto el manejo de las variables del estado tensional global de la
unidn, sin embargo un enfoque basado en propuestas que hemos englobado en el
apartado 1.3.1 (Propuestas basadas en estados nominales de tensidon) no permite
acceder al estado tensional asintético.
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e Las propuestas que hemos englobado en el apartado 1.3.3 (Otras propuestas de
analisis y criterios de fallo), y que podemos asociar a la Mecénica del Daio,
aunque conceptualmente diferentes a las englobadas en el apartado 1.3.2
(Propuestas basadas en ), pueden ser en algunos casos extensiones de estas
ultimas (un modelo de grieta cohesiva no deja de ser una grieta a la que afiaden
elementos de interaccién entre sus labios y a los que hay que dar ciertas
propiedades de comportamiento). El potencial demostrado, en cualquier caso,
por propuestas basadas (sobre todo) en modelos cohesivos no impide que uno de
los desarrollos futuros de esta Tesis ya vayan en esta direccion, sin embargo se
antoja imprescindible abordar primero, con cierta profundidad, la caracterizacion
de estos estado locales de tension.

Elegir un enfoque basado en estados locales de tension no implica
necesariamente, como ya se ha mencionado con anterioridad, presuponer la existencia
de grietas en el problema. En presencia de esquinas multimateriales como las que
aparecen en el problema en cuestion, el estado tensional es igualmente singular (no
acotado a medida que nos acercamos al vértice de la esquina, »—0,) y el fallo podria
estar controlado, al igual que ocurre en presencia de grietas, por valores criticos de los
factores de intensificacion de tensiones generalizados (FITGs) que definen dicho estado
tensional singular.

Para resumir brevemente el contenido de los diferentes capitulos, introducimos
también someramente la estructura del estado tensional y los desplazamientos que
vamos a manejar. Definiendo un sistema de referencia polar centrado en el vértice de la
esquina, veremos que en determinadas circunstancias las tensiones y desplazamientos
asintoticos (r—0+) o(r,0) y ud(r,0) admiten separacion de variables y tienen la
estructura definida por el desarrollo en serie mostrado en (1.1).

o, (r,0) = Z —— i f4(0) + 5, (0)
/L) ) (1.1)
u,(r,0) = ZKk (r/L)* g, (0)+u,(r,0)

donde: r es la distancia al vértice, L una distancia caracteristica del problema, K; son los
coeficientes del desarrollo en serie denominados factores de intensificacion de tensiones
generalizados (FITGs), Ax son los exponentes caracteristicos (y 1- A; los ordenes de
singularidad en tensiones), fix(6) y gi(6) las funciones caracteristicas, ojo(6) es el
término no singular independiente de la coordenada r y u,o(r,6) es una funcioén asociada
a la solucion particular de las ecuaciones diferenciales.

Sin 4nimo de entrar en més detalles por ahora, pero teniendo la idea de que la
caracterizacion del estado tensional singular es primordial desde un enfoque como el
adoptado y conociendo los pardmetros que ella intervienen, el contenido de los capitulos
siguientes se define a continuacion.

22-



Capitulo 1: Introduccion.

Capitulo 2: Exponentes v funciones caracteristicas.

Dentro de la estructura mostrada en (1.1) los exponentes y funciones
caracteristicas, A, fi(6) y gir(6) respectivamente, solo dependen de la geometria y
condiciones de contorno locales, las propiedades de los materiales y acciones locales
como pueden ser la distribucion de temperaturas, independientemente de la geometria y
distribucion de cargas lejanas. Dado este cardcter local de A, fiu(@) y gu(6), su
determinacion se puede abordar en la gran mayoria de los casos con herramientas
analiticas y con un alto grado de precision y sin necesidad de tener en cuenta el
problema completo, lo cual les confiere cierto grado de universalidad, puesto que una
configuracion local idéntica en otro problema tendria los mismos exponentes y
funciones caracteristicas. Veremos en qué situaciones la representacion (1.1) no admite
la separacion de variables y qué tipo de exponentes caracteristicos podemos
encontrarnos. Aunque solo los términos del desarrollo con 0</;<1 tienen un caracter
singular en las tensiones, contemplaremos en el desarrollo en serie la contribucién de
otros términos no singulares (4;<0).

Para la determinacion de A, fi(6) y gi(6) se ha generado un cddigo en
Mathematica (también disponible en Fortran) que recibe por fichero la geometria y
propiedades de los materiales y evalua semianaliticamente los valores de A; y
numéricamente los valores de fx(0) y gu(6). El codigo generado queda como una
herramienta auténoma que, independientemente del uso dado para este trabajo, puede
ser utilizada en cualquier otro problema donde se deban determinar estados tensionales
singulares como el descrito en (1.1). La novedad de esta herramienta frente a otras
precedentes, como veremos a lo largo del desarrollo del capitulo, es la capacidad de
incorporar al andlisis unos materiales muy particulares, los denominados en el
Formalismo de Stroh de elasticidad anisétropa, que expondremos mas adelante, como
materiales “degenerados” y “extraordinariamente degenerados”, que pueden aparecer en
las uniones consideradas.

En esta herramienta que permite pues la introduccion de materiales de distinta
naturaleza (aunque siempre con comportamiento eldstico y lineal) y distintas
condiciones de contorno, se ha puesto un énfasis especial en un determinado grupo de
materiales, los transversalmente isotropos (por su importante relacion con los materiales
compuestos), para los cuales se ha obtenido el conjunto completo de las expresiones
explicitas de ciertas matrices caracteristicas de la teoria de la elasticidad anisétropa, lo
cual constituye también un resultado novedoso de esta Tesis y que puede ayudar en
futuros desarrollos con estos materiales en la elasticidad anisotropa.

Capitulo 3: Factores de Intensificacion de Tensiones Generalizados.

Para la caracterizacion completa del estado tensional asintético definido en (1.1),
una vez obtenidos A y fix(6) solo faltan los FITGs (K) que representan en (1.1) el peso
de cada término en el desarrollo en serie. Dado que los cimientos del enfoque adoptado
se basan en correlacionar el fallo de la unidn, o al menos el inicio del fallo, con valores
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criticos de estos factores su determinacion para el problema bajo consideracion es, por
tanto, fundamental.

En la determinacion de K si influyen las condiciones de geometria y cargas de
todo el problema, por lo que necesariamente este capitulo introduce la presencia de
modelos numéricos de los problemas bajo estudio. En concreto, para los andlisis
numéricos realizados en esta Tesis, se ha utilizado un cédigo de Elementos de Contorno
desarrollado por el Grupo (Graciani, 2006), el cual permite la presencia de varios
solidos, condiciones de contacto y materiales con comportamiento ortoétropo y
transversalmente isotropo. En este capitulo se justifica el uso de esta herramienta para
este tipo de problemas y se describen mas en profundidad las caracteristicas y
habilidades de este programa.

También se describe en este capitulo el procedimiento de célculo de K}, que esta
basado en un ajuste por minimos cuadrados de la solucién en desplazamientos. Se
realiza un completo exhaustivo para estudiar la influencia de los distintos parametros en
el ajuste y se verifica la precision del procedimiento comparando con resultados
precedentes de problemas de referencia. Es de suma importancia destacar la capacidad
de analisis de la herramienta desarrollada en presencia de varios modos singulares (y no
singulares) conjuntamente, a diferencia de numerosos trabajos precedentes, en los que
habitualmente solo se trabaja con el modo mas singular, dado que éste es el que mayor
peso tiene a medida que r—0,.

Tipicamente en este tipo de problemas, con la presencia de un campo de
tensiones singular, un método de ajuste por minimos cuadrados no da buenos resultados
si en el ajuste se incorporan resultados muy cercanos al vértice (por problemas
numéricos asociados a la discretizacion) o se incorporan resultados muy alejados del
vértice (puesto que se alejan de la expresion del campo asintdtico (1.1) que se trata de
caracterizar). Este hecho se trata en profundidad en el capitulo, evaluando para los
problemas particulares que se analizan, las zonas donde se puede esperar un buen ajuste.

El método de ajuste por minimos cuadrados se anexa al codigo generado en el
capitulo 2 para la determinacion de los exponentes y funciones caracteristicas dando
como resultado una herramienta completa para la caracterizacion completa del estado
tensional definido en (1.1). Utilizando dicha herramienta y en paralelo con el programa
de ensayos (capitulo 4) se obtienen los F/TGs de las esquinas para las cargas de fallo
obtenidas experimentalmente.

Capitulo 4: Programa de ensavos.

En este capitulo se describe el programa de ensayos desarrollado. Se describen
los materiales utilizados (preimpregnado de fibra de carbono unidireccional, aluminio y
adhesivo con base epoxy), las configuraciones y tipologias de unién fabricadas, los
procesos de curado, mecanizado y ensayo. Para tener un control completo del curado y
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preparacion de las muestras a ensayar, todos los procesos anteriormente descritos se han
llevado a cabo personalmente por el doctorando en el laboratorio.

La materia prima ha sido suministrada por la empresa del sector aerospacial
SACESA, fabricantes de componentes aerospaciales en materiales compuestos y
especialistas en procesos de encolado.

Se han realizado ensayos a rotura, y también a carga parcial sin rotura, mas un
pulido metalografico de la superficie lateral, para tratar de ver por microscopia optica si
existe un dafio previo al fallo catastréfico. Todos los ensayos se han llevado a cabo
utilizando los procedimientos de calidad implantados en el laboratorio, donde la
trazabilidad queda garantizada en caso de que se pretendan repetir los ensayos descritos
garantizando unas condiciones de ensayo iguales a las que existian durante dicho
ensayo.

La caracteristica fundamental de este programa de ensayos es que se ha disefiado
“a medida” con las herramientas de los capitulos previos y el conocimiento de la
dependencia del estado tensional descrito por (1.1). Concretamente se han fabricado
uniones en las que aparecen las mismas configuraciones locales de esquinas
multimateriales (y por tanto los mismos exponentes y funciones caracteristicas) pero en
las que se han variado parametros geométricos y disposiciones de laminado (que
conducen a cambios en los FITGs). Lo que se quiere destacar es que el programa de
ensayos se ha concebido a priori utilizando las herramientas analiticas y numéricas
desarrolladas.

Capitulo 5: Correlacién numérico-experimental

Con los estados tensionales completamente caracterizados (capitulos 2 y 3) y
obtenidas las cargas de fallo o iniciacion del fallo (capitulo 4) es este capitulo se pone
todo en comun y se analiza la representatividad que el estado singular de tensiones tiene
en el fallo de launién.

Se sumarizan los andlisis realizados para cada configuracion y las cargas de fallo

obtenidas, constituyéndose una base de problemas de referencia para validaciones y/o
comparaciones con trabajos posteriores.

Capitulo 6: Consideraciones finales, conclusiones v desarrollos futuros

Como el propio nombre indica, en este capitulo se realizan las consideraciones
finales tomando todo el trabajo realizado con una perspectiva global. Se plasman de
forma clara las conclusiones derivadas de esta Tesis y se definen las posibles mejoras y
lineas de investigacion futuras.
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1.5 Limitaciones e hipotesis realizadas

Aunque las limitaciones e hipotesis que se vayan realizando en el progreso de
los capitulos se iran detallando y justificando, se ha estimado oportuno agruparlas e
introducirlas en este capitulo de Introduccién, de manera que de un répido vistazo se
conozca el alcance y capacidades de los analisis aqui realizados. Sin animo de que el
orden elegido para detallar las limitaciones e hipotesis realizadas tenga una correlacion
directa con su importancia u orden cronoldgico, pasamos directamente a su descripcion:

Homogeneizacion: en los andlisis realizados en los que intervienen materiales
compuestos, ¢éstos se han considerado como materiales equivalentes con
comportamiento transversalmente isotropo (u ortétropo) y homogéneos. Dado que los
materiales compuestos considerados (plasticos reforzados con fibra larga
unidireccional) estdn claramente constituidos por dos fases diferenciadas (fibra y
matriz) de propiedades mecanicas completamente diferentes, atendiendo a esta
clasificacion deberian ser considerados como materiales heterogéneos. Si bien a nivel
macroscopico esta clasificacion podria considerarse irrelevante (el diametro tipico de las
fibras es de unas 7 um) en los mecanismos de fallo a nivel micromecanico si podria
estimarse fundamental la consideracidon y consecuente caracterizacion mecanica del
material compuesto como un material heterogéneo. La caracterizacion como material
heterogéneo dificultaria significativamente los analisis realizados. En cualquier caso
podria acudirse a técnicas de homogeneizacion como en Raghavan et al. (2001).

Deformacion plana generalizada: en todos los desarrollos se ha considerado un
estado de deformacion plana generalizada, en la que el campo tridimensional de
desplazamientos depende solo de las coordenadas de un plano (u=u(x;,x;) con i=1,2,3).
Un estado de deformacion plana generalizada aparece cuando ni la geometria, ni las
propiedades de los materiales, ni acciones externas varian a lo largo de una direccion
(siendo coherentes con el campo de desplazamientos expresado anteriormente, esta
direccion seria x3). Si bien esta no parece a priori una limitacion importante o una
hipotesis muy restrictiva, elimina la posibilidad de analisis de los estados tensionales
singulares tridimensionales que aparecen en los bordes libres de las uniones a solape
consideradas. Los comentarios a este respecto se realizan en el capitulo 2.

Comportamiento eldstico lineal: independientemente del grado de anisotropia
considerado en los distintos materiales, s6lo se ha considerado un comportamiento
elastico lineal de los materiales.

Singularidades logaritmicas: en determinadas circunstancias muy particulares,
que seran analizadas en profundidad en el capitulo 2, las singularidades que pueden
aparecer en las esquinas multimateriales consideradas (cuando r—0;) pueden ser
distintas a las habituales del tipo O(r’S). En estos casos las singularidades pueden incluir
términos logaritmicos y/o trigonométricos. SOlo se han considerado las singularidades
habituales O(r"y), con O real o imaginario, correspondiendo el resto de casos a
situaciones muy particulares, que aun teniendo un gran interés desde un punto de vista
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matematico, representan una muy pequefia parcela de los casos reales de aplicacion
practica.

Configuraciones a doble solape: De las posibles tipologias de unién adhesiva,
solo se han considerado en este trabajo configuraciones a doble solape. A efectos de los
analisis llevados a cabo en esta Tesis, la eleccion de la configuraciéon a doble solape
atiende simplemente a una simplificacion de los analisis dado que en ausencia de la
rotacion macroscopica que se produce en la zona de solape (en el caso de uniones a
solape simple) no es necesario un analisis de segundo orden, o grandes
desplazamientos, a la hora de realizar las modelizaciones numéricas. Por lo demads, esta
simplificacion no introduce mayores limitaciones en lo que se refiere al aspecto de
modelizacion, aunque si es necesario hacer hincapi¢ en que el distinto comportamiento
entre estas tipologias (solape simple y doble solape) puede activar, en uno y otro caso,
mecanismos de fallo diferentes (en las uniones a solape simple, con la rotacion, se
inducen mayores tensiones de pelado que en el caso de la configuracion a doble solape).

Por ultimo, aunque no se trata verdaderamente de una limitacion, si hay que
resaltar que dentro del programa de ensayos, solo se ha utilizado aluminio (anodizado o
simplemente decapado) como adherente metalico y cinta unidireccional de fibra de
carbono para generar los laminados en los adherentes de material compuesto. Los
paneles fabricados son laminados unidireccionales [0], y laminados cross-ply [0,/90,];.
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2. TRABAJO ANALITICO: EXPONENTES Y
FUNCIONES CARACTERISTICAS

2.1 Introduccion

Este capitulo se dedica integramente a la determinacién de los exponentes y
funciones caracteristicas que definen el comportamiento singular del estado tensional.
Para ello se realiza primero una revision bibliografica de los métodos disponibles para
su evaluacion (apartado 2.2), a continuaciéon se hace un breve resumen de las
caracteristicas mas significativas del formalismo de Stroh de la elasticidad anisétropa
(apartado 2.3), herramienta fundamental en este capitulo. En el apartado 2.4 se revisaran
las particularidades que presentan los distintos tipos de comportamiento en el
formalismo, con especial atencion a los materiales transversalmente isotropos,
comportamiento con el que se puede modelar una lamina de cinta unidireccional. La
estructura del programa que se ha desarrollado para la evaluacion de los exponentes y
funciones caracteristicas se presenta brevemente en este apartado 2.5 para pasar a la
evaluacion de casos practicos en uniones bajo el alcance de este trabajo (apartado 2.6).
Finalmente se realizan una serie de consideraciones finales (apartado 2.7) que resume el
capitulo.

Si retomamos la representacion asintética de tensiones y desplazamientos que se
induce en una esquina multimaterial, introducida previamente en la expresion (1.1), y
que volvemos a escribir en (2.1):

0) = Z 4 (0)+0,,(0)
= , 2.1
U, (r,0) = Y K, (41 L) g, (0) + 14, (1,6)

se trata pues de evaluar los exponentes y funciones caracteristicas A, fii(6) y gi(6).

En (2.1) o5 = ¥ (siendo &=1-1), & representa el orden de singularidad de
tensiones que estd acotado superiormente (0<1) para que la densidad de energia de
deformacion permanezca acotada. Los términos con 6<0 (en las tensiones) son términos
no singulares en el desarrollo asintotico (2.1), lo cual ha acotado histéricamente la
evaluacion de dichos o6rdenes de singularidad también inferiormente (0<6<1) dado que
si (r—04) los términos singulares predominan en el desarrollo en serie frente a los no
singulares. En los desarrollos llevados a cabo en esta Tesis, no se ha acotado la
busqueda de o6rdenes de singularidad inferiormente(o lo que es equivalente: no se ha
acotado superiormente la busqueda de los exponentes caracteristicos), entre otras
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consideraciones porque como se vera mas adelante en el capitulo 3, el numero de
términos incluidos en el desarrollo asintotico (2.1) condiciona la precision en la
evaluacion numérica de los FITGs de los términos mas singulares.

Como se mencion6 en el apartado 1.5, s6lo se van a considerar estructuras del
estado tensional del tipo considerado en (2.1), con o; = #°. Dempsey y Sinclair (1979,
1981) describen los tipos de singularidad que pueden aparecer en problemas de esquinas
y que se resumen en (2.2).

O(r ) para oreales
O(r “In r

sen 77 In r)
,
cos(n In r)

g
omizn)

cos (71nr)

}para oreales

S}

(2.2)
para & complejas (6=&t+in)

Un buen ejemplo de la excepcionalidad de estos casos se puede apreciar en
Sinclair (1999b) donde realizando una revision de trabajos precedentes, y tras mas de 20
afios de haber definido con claridad los criterios para detectar la existencia de dichos
tipos de singularidad (mostrados en (2.2)), solo se identifica, como ejemplo, un pequefio
grupo de problemas eldsticos que conducen a singularidades puramente logaritmicas
O(In 7).

Adicionalmente, se debe indicar que en muchos de estos casos, la estructura en
variables separadas del campo asintdtico expresada en (2.1) deja de ser valida,
incluyendo la funcion caracteristica también la dependencia con la coordenada radial,
Jii(r,0), lo cual complica enormemente el andlisis del problema. Joseph y Zhang (1998)
realizan una revision de las situaciones en las cuales la representacion del estado
tensional asintdtico no admite la separacion de variables, situaciones tales como la que
aparece, por ejemplo, cuando variando ligeramente la configuracion de la esquina
(geometria y/o propiedades) se produce la transicidon entre una representacion de (2.1)
mediante dos valores reales y dos valores complejos conjugados de los ordenes de
singularidad de tensiones o. Este caso, por ejemplo, representa una situacion puntual en
una variacion infinitamente variable, por lo que no se ha considerado (junto con el resto
de casos particulares) en esta Tesis.

Como ya se indicaba en el capitulo 1, los exponentes (A;) y funciones
caracteristicas (f;x(6)) solo dependen del problema local en el entorno del vértice de la
esquina multimaterial. Consideremos una esquina de N materiales (ver Fig. 2.1)
perfectamente pegados entre si y un sistema de referencia polar (r,6) centrado en el
vértice; la definicion del problema local incluiria: la geometria local definida por los
angulos 6, (i=0,...,N), las propiedades mecanicas de los materiales y las condiciones de
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contorno en las caras extremas €& y 6v. Denominaremos respectivamente “esquinas
abiertas” y “esquinas cerradas” a las configuraciones que presenten, o no, caras
externas.

Fig. 2.1.- Esquina multimaterial (a) abierta, (b) cerrada.

Soélo se consideran configuraciones con adhesion perfecta entre las caras internas
(6 a 6\.1), de manera que se cumplen las condiciones de compatibilidad en
desplazamientos (u’, (8,) =u_"(6,), indicando el superindice el material y el subindice,
la componente del desplazamiento o=1,2) y el equilibrio del vector tension asociado a
la normal a dicha cara (o,,(0,)=0,,(6) v o.,(0)=0c"'(0)). También se
consideraran los casos en los que todos los materiales estdn unidos entre si, sin caras
externas, en cuyo caso adicionalmente se cumple que u.(8,)=u)(8,),

000 (0y) =059 (0y) ¥ 0,5(60y) = 5(6y).

En cuanto a propiedades mecénicas, se considerardn las propiedades de rigidez
que definen el comportamiento elastico de los materiales. Dado que no se va a
considerar el efecto de la temperatura, no se incluirdn los coeficientes de dilatacion
térmica como propiedades de los materiales.

Respecto a las condiciones de contorno, se van a considerar, en el caso de
esquinas abiertas (con caras externas) condiciones de contorno homogéneas y
ortogonales (haciendo esto ultimo referencia a condiciones de contorno en las que el
vector de desplazamientos y el vector tension sor perpendiculares entre si, como en
condiciones de contorno de simetria y antisimetria). Més adelante en este capitulo se
profundizard mas en este punto.

Esta dependencia local de los exponentes y funciones caracteristicas confiere a
estos parametros (A y fjx(6)) un caracter universal, entendiendo por esto tltimo que dos
esquinas multimateriales con idéntica configuracion (en el entorno del vértice)
perteneciendo a dos problemas con geometrias y estados de cargas diferentes, poseen el
mismo valor (en esa esquina) de los exponentes y funciones caracteristicas. Esta razén
junto con la posibilidad, en la gran mayoria de los casos, de determinar dichos
parametros por métodos analiticos, o semianaliticos, ha motivado la publicacion de un
enorme numero de trabajos que trataremos de resumir en el apartado 2.2.
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Por ultimo, pero no menos importante, remarcar que la definicion de las
funciones caracteristicas, f;x(6), no es completamente independiente de la definicion de
los coeficientes Kj (los FITGs) del desarrollo asintético (ver 2.1). Esta observacion, no
siempre definida con la suficiente claridad en la literatura, sera tratada en el capitulo 3.
La dependencia entre ambos parametros se analiza en Yosibash y Szabo (1996) y
Pageau et al. (1996) entre otros.

2.2 Revision bibliogréafica

La presente revision bibliografica de trabajos relacionados con la evaluacion de
los ordenes de singularidad de tensiones en esquinas se ha realizado de forma
cronologica. A pesar de que los primeros trabajos relevantes datan de los afios 50, se
observa en esta revision la intensa actividad y rabiosa actualidad del tema, ya que un
buen ntimero de las referencias que se incluyen en este apartado corresponden a trabajos
de relevancia publicados en esta ultima década.

Parece razonable asignar a Williams (1952) una de las primeras publicaciones
trascendentes en este campo. Haciendo uso de la funcion de Airy y la separacion de
variables (r,6), Williams analiza las singularidades de tension que aparecen en una
esquina de un material homogéneo con diferentes condiciones de contorno (siempre
homogéneas). De las condiciones de contorno consideradas (bordes libres, empotrados
0 una combinacion de ambos) encuentra que solo las esquinas con condiciones de
contorno mixtas (libre-empotrado) presentan singularidades para esquinas con un
angulo soélido (el que forma el material) por debajo de 180° (concretamente aparecen
singularidades a partir de un angulo de 63°). Saltdndonos el orden cronolédgico, es
interesante mencionar aqui el trabajo de Vasilopoulos (1988) quien analizando el mismo
problema, presenta con una precision de 12 digitos los o6rdenes de singularidad del
problema de Williams, incluyendo términos de orden superior (términos no singulares)
reales y complejos conjugados, lo cual constituye una referencia inmejorable para la
verificacion y comprobacion de herramientas de calculo de singularidades.

Bogy (1971), utilizando la funciéon de Airy en combinacion con la Transformada
de Mellin, analiza una esquina bimaterial. El procedimiento posee la capacidad de
deteccion de singularidades logaritmicas. Se analizan numerosas configuraciones
practicas, representando graficamente los resultados en funcion de los pardmetros de
Dundurs (ay p, ver (2.3)) del conjunto bimaterial.

a = Gz(kl +1)_G1(k2 +1)
G,(k, + 1)+ G, (k, +1)’

_ GZ(kl _1)_G1(k2 _1)
CG,(k, +1)+ G, (k, +1)

B

(2.3)

Siendo k=3-4v; (i=1,2) para deformacién plana y k=(3-vi)/ (1+v;) (i=1,2) para
tension plana generalizada y Gj y v respectivamente el modulo de cortadura y el
coeficiente de Poisson del material i.
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Dempsey y Sinclair (1979, 1981), utilizando también la funcion de Airy y la
separacion de variables establecen con caracter general, como se menciond con
anterioridad (apartado 2.1), las condiciones para detectar singularidades mostradas en
(2.2). Dempsey y Sinclair presentan las expresiones explicitas de las ecuaciones
caracteristicas (de donde calcular los 6rdenes de singularidad de tensiones) en esquinas
bimateriales con distintas condiciones de contorno, quedando, como mencionamos
anteriormente con los resultados de Vasilopoulos (1988), como un resultado de
referencia de gran utilidad para evaluar la precision de nuevos desarrollos. Otros
trabajos relevantes con esquinas bimateriales son los realizados por Bogy y Wang
(1971) y Hein y Erdogan (1971), y para esquinas multimateriales Theocaris (1974).

Ting y Chou (1981) analizan el problema de una esquina de un material
anisotropo, sin presuponer la separacion de variables y utilizando el formalismo de
Stroh (ver apartado 2.3). Se analizan casos particulares de raices multiples en la
ecuacion caracteristica y de configuraciones de grieta.

Delale (1984) utilizando la formulacion de Lekhnitskii, plantea la ecuacion
caracteristica (que resulta del determinante de los coeficientes de un sistema de
ecuaciones de 12x12) para la obtencion de los 6rdenes de singularidad de tensiones en
una esquina bimaterial anisotropa (los dos materiales tienen comportamiento
anisotropo). Delale resuelve la ecuacion caracteristica para algunas configuraciones
particulares, presentando resultados numéricos de los mismos.

El campo asintotico singular de tensiones y el propio campo de desplazamientos
quedan incompletos si ademds de los 6rdenes de singularidad no se dispone de las
funciones caracteristicas, fj(6). En comparacion con el elevado nimero de
publicaciones que tratan sobre la determinacion de los exponentes caracteristicos (u
ordenes de singularidad) son muchos menos los trabajos relacionados con la
determinacion de las funciones caracteristicas. A este respecto, Chen y Nisitani (1993)
presentan expresiones explicitas de las funciones caracteristicaspara el caso de esquinas
cerradas bimateriales (ambos materiales is6tropos)

En problemas con temperatura, Munz et al. (1993) calculan el término oj(6)
que aparece en el desarrollo asintotico en el caso de esquinas con dos materiales
isotropos, relacionando dicho término con los parametros de Dundurs del bimaterial, ver
(2.3). Posteriormente, dos de los mismos autores, Yang y Munz (2003), también en
problemas con temperatura, tratan el caso de configuraciones particulares que provocan
la aparicion de exponentes caracteristicos complejos.

Pageau et al. (1994, 1995a, 1995b) analizaron el caso de esquinas trimateriales
(abiertas y cerradas), presentando numerosos resultados para configuraciones
particulares entre materiales isétropos (1994), para problemas antiplanos (1995a) y en el
caso de materiales anisotropos (1995b) utilizando Elementos Finitos.
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Desmorat (1996), en un curioso trabajo con esquinas bimateriales anisétropas
con condiciones de contorno libre-libre, obtiene (manipulando ligeramente sus
expresiones finales) la ecuacidon caracteristica, para la determinacion de A;, como un
determinante (|C;-C,|=0) donde C es una funcion que depende exclusivamente de las
propiedades del material (representando respectivamente C; y C, la funcion C
particularizada en los materiales 1 y 2).

Ting (1997), utilizando el formalismo de Stroh para la elasticidad anisotropa y el
concepto de matriz de transferencia (ver Bufler, 1971), obtiene las ecuaciones
caracteristicas para esquinas multimateriales anisotropas abiertas (con condiciones de
controno: libre, empotrado y combinaciones) y cerradas (todos los materiales pegados).
Independientemente del nimero de materiales, la ecuacion caracteristica en las esquinas
abiertas se obtiene de un determinante 3x3 mientras que en el caso de las esquinas
cerradas el determinante es 6x6. Resulta instructivo (y no precisamente trivial) ver
como al particularizar las ecuaciones caracteristicas de Ting para el caso de un
bimaterial is6tropo en 2D y con condiciones de contorno libre-libre, se obtienen las
ecuaciones de Desmorat (1996), dicha demostracion se detalla en Barroso (2001). La
determinacion de los exponentes y funciones caracteristicas en esta Tesis parten de esta
original idea de Ting (1997) para posteriormente generalizarla en cuanto a materiales
que se pueden incluir en el andlisis y condiciones de contorno a aplicar.

Manti¢ et al. (1997) presentan expresiones explicitas de las ecuaciones
caracteristicas para el caso de esquinas 2D de materiales ortotropos, con una amplia
variedad de condiciones de contorno, que incluye el contacto con friccion.

Mas resultados de esquinas multimateriales con materiales no-isotropos se
pueden encontrar en: Chen y Huang (1997) que tratan el problema de la delaminacion
en el borde de laminados angle-ply (+o/-a) y cross-ply (0/90), Chen (1998) con
numerosisimos resultados numéricos de esquinas multimateriales anisotropas y Lin y
Sun (1998) entre otros.

Wijeyewickrema (2000) y Poonsawat et al. (2001), empleando el formalismo de
Stroh, introducen en los andlisis materiales “matemdaticamente degenerados” (en el
marco del formalismo, y que seran tratados en detalle mas adelante) y presencia de
friccion.

Shkarayev et al. (2001) incorporaron la capacidad de una ley de comportamiento
bilineal (comportamiento elasto-plastico) en configuraciones de esquinas
multimateriales con grietas de interfase, obteniendo expresiones analiticas de la
solucion asintética en tensiones. Se estudia adicionalmente la influencia del parametro
de endurecimiento en los valores de los exponentes caracteristicos.

La presencia de ordenes de singularidad de tensiones complejos, conduce a
oscilaciones del estado tensional cuya interpretacion fisica todavia es motivo de analisis.
En un curioso trabajo, Boniface y Simha (2001) muestran como esos ordenes de
singularidad complejos, que tipicamente aparecen en grietas de interfase y cuya
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presencia es siempre incdmoda (no solo fisica, sino matematicamente), pueden
“desaparecer” si se considera una zona intermedia (una interfase) en la que las
propiedades mecanicas no son ni la de un material ni la del otro. Introduciendo en el
modelo un tercer material (Fig. 2.2) con propiedades intermedias respecto a la de los
dos materiales adjuntos, siempre se puede obtener una configuracion en la que solo
aparecen valores reales de los exponentes caracteristicos.

by
Y 7
‘Region1” A
. Y1 “ﬁw@/
Region 3
crack® e B X
R
“Region2
PEave o

Fig. 2.2.- Supresion de valores complejos en los 6rdenes de singularidad (Boniface y Simha, 2001)

Otros trabajos con esquinas multimateriales con capacidad de comportamiento
anisotropo son: Li et al. (2001) quienes emplean variables duales y generan un sistema
de ecuaciones que debe ser resuelto numéricamente y Chue y Liu (2001) quienes
considerando la presencia de materiales compuestos fibrosos presentan, entre otros
resultados, un completo andlisis de configuraciones con la orientacion de fibra que
genera la menor singularidad.

En paralelo con la publicacion de la herramienta desarrollada en esta Tesis,
Barroso et al. (2003) de la cual nos ocuparemos en este capitulo, se publicaban trabajos
similares: Hwu et al. (2003) quienes también utilizan el concepto de la matriz de
transferencia, ya introducido por Ting (1997), para definir la ecuacion caracteristica sin
limitaciéon en el numero de materiales que convergen en la esquina y Yin (2003) quien
incorpora en los andlisis materiales extraordinariamente-degenerados (en el marco del
formalismo de Stroh).

Si bien la gran mayoria de las referencias citadas en este apartado corresponden
a trabajos analiticos y/o numéricos, también existen trabajos para la determinacién de
los parametros singulares del estado tensional asintotico por via experimental, como en
Voloshin y Tsai (1992), quienes utilizando interferometria moiré y un método de ajuste
por minimos cuadrados evaluan los 6rdenes de singularidad de tensiones, Fig. 2.3.
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Wedge .\ =  Experiment
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Fig. 2.3.- Determinacion experimental de los 0rdenes de singularidad (Voloshin y Tsai 1992).

Por ultimo, y alterando el orden cronologico, se citan los trabajos relacionados
con el célculo de exponentes y funciones caracteristicas en problemas puramente
tridimensionales. La dificultad analitica del problema tridimensional es
significativamente mayor que en el caso bidimensional, por lo que el numero de
trabajos publicados es menor y en su mayoria resueltos numéricamente. BaZant y
Estenssoro (1979) con una grieta en el borde libre con un material de comportamiento
1sotropo, Somaratna y Ting (1986) con el problema tridimensional pero considerando
un material con comportamiento anisotropo, Pageau y Biggers (1995) también
presentan resultados numéricos para el caso de una grieta en borde libre con materiales
anisotropos, finalmente Yosibash (1997) presenta un procedimiento de calculo
numeérico para la evaluacion de los ordenes de singularidad en esquinas multimateriales
anisotropas 3D.

2.3 Formalismo de Stroh

El formalismo en variable compleja para elasticidad anisotropa de Lekhnitskii-
Eshelby-Stroh: Lekhnitskii (1938), Eshelby et al. (1953) y Stroh (1958, 1962), en
adelante y por simplicidad “formalismo de Stroh”, es una herramienta muy poderosa y
eficiente en la resolucion de problemas de elasticidad anisotropa bajo estados de
deformacion plana generalizada. En este apartado vamos a presentar las caracteristicas
mas importantes del formalismo. Una excelente y completa descripcion del formalismo
de Stroh se puede encontrar en Ting (1996) al cual acudiremos repetidas veces en este
apartado.

2.3.1 Ecuaciones basicas del formalismo

Sea x; (i=1,2,3) un sistema de coordenadas cartesiano, siendo o; y u;
respectivamente las tensiones y desplazamientos en un material anisétropo. La ley de
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comportamiento’ y las ecuaciones de equilibrio (en ausencia de fuerzas por unidad de
volumen) se muestran en (2.4) y (2.5), siendo Cys la matriz de coeficientes de rigidez
(se supone comportamiento elastico lineal).

o; = C;,kv”k,s s (2.4)
Cisttyy =0. (2.5)

Las ecuaciones (2.5) representan las ecuaciones de equilibrio en términos de los
desplazamientos, o ecuaciones de Navier. Si el campo tridimensional de
desplazamientos u; (i=1,2,3) depende exclusivamente de las coordenadas x; y x,, estado
que se conoce como Deformacion Plana Generalizada (donde se cumple &3=0), la
solucion general de estas ecuaciones (2.5) depende de una variable compleja, z, que es
una combinacion lineal de x; y x».

u, =a,f(2), (2.6)
Z=X, + px,. (2.7)

La funcion f{(z) en (2.6) es una funcidn arbitraria de la variable complejazy py
a; son constantes que hay que determinar. Si derivamos los desplazamientos en (2.6)
respecto de x;, (utilizando la regla de la cadena) obtenemos:

_, UE) ez _  af(z) ot + pxy)

= = ")0,. + pb,. ), 2.8
8 o, o, o, ox., a.f (Z)( s TP 2s) (2.8)

Uy

donde la prima indica la derivada respecto del argumento z y o; es la delta de Kronecker
(0is=1 sii=s, 6;=0 si i#s). Derivando (2.8) una vez mas respecto de x; obtenemos:

o'(z) o
0z Ox i

que introducida en las ecuaciones de Navier (2.5) conducen necesariamente (dada la
arbitrariedad de f(z)) a la relacion:

uk,sy' = ak (513' + p§2s ) = ak (515‘ + p52s )(51j + p52j )f"(Z) ’ (29)

Cijks (5ls + po,, )(51j +p521 )ak =0, (2.10)

{Cilkl + p(CilkZ +Coop )+ pZCiZkZ }ak =0. (2.11)

Introduciendo las matrices 3x3 de coeficientes de rigidez elésticos Q, Ry T,
(2.11) se puede escribir en notacién matricial como:

Q+pR+R")+p’Th=0 (2.12)

' Al descomponer el tensor gradiente de los desplazamientos (u;,) como la suma del tensor de
deformaciones (&, simétrico) y el tensor de rotaciones (ay,, antisimétrico), uy = &g+ @y, y multiplicar por
la matriz de coeficientes Cy, (simétrica), la ley de comportamiento 6;=Cjy, & se puede escribir como
0;=Cijkstiy s-Cijis ks €1 1a cual el 2° término es nulo (Cy, simétrica y ay, antisimétrica) dando lugar a (2.4).
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Qik = Cilkl’ Rik = CilkZ’ T‘k = Ci2k2' (2.13)

L.

La solucion no trivial del sistema homogéneo de ecuaciones (2.12) implica que
el determinante de coeficiente debe ser nulo:

Q+ p(R+R" )+ p>T|=0. (2.14)

Expresion que conduce a una ecuacion caracteristica de grado sexto en p y de la
que se obtienen los seis autovalores (p). Los correspondientes autovalores (a) se
obtienen de (2.12) utilizando el autovalor (p) asociado. Utilizando las definiciones en
(2.13), las tensiones se obtienen sustituyendo (2.8) en (2.4) (o33 se determina con la ley
de comportamiento, utilizando que &;3=0):

O, = (Qik + PR, )akf’(z) ) (2.15)
o, =Ry + pT )a f'(2). (2.16)

Sabiendo que la funcién densidad de energia de formacion (U='2g;g;) es
definida positiva y los coeficientes de Cyi, son reales, se puede demostrar de forma
sencilla que las seis raices (p) de (2.14) son tres parejas de valores complejos
conjugados, que habitualmente se ordenan atendiendo al signo de la parte imaginaria de
P siendo los tres primeros los que tienen la parte imaginaria positiva y los restantes los
complejos conjugados ordenados de la misma forma:

Impa >0> pa+3 :ﬁa’ aa+3 :50: (a:17293)’ (217)

donde Im indica la parte imaginaria y la barra superior el valor complejo conjugado. Las
expresiones (2.15) y (2.16) se pueden escribir de la siguiente forma:

0, :_pbifl(z)’ 2%} =bif’(z) > (2.18)
donde:

b=(R" +pTh=—1(Q+ pRa. (2.19)
p
La segunda igualdad de (2.19) se obtiene de la utilizacion de la igualdad (2.12).
Introduciendo la funcién de tensiones:

@, =b,f(z) o ennotacidn matricial @ =bf(z), (2.20)

las tensiones (2.15) y (2.16) se pueden rescribir utilizando la funcion de tensiones ¢
como:

Oy ==0irs O, =@, (2.21)
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Con el uso de ¢, las tensiones pueden por tanto ser evaluadas mediante las
expresiones (2.21) y de ahora en adelante, las variables que se manejaran en el
formalismo de Stroh son los desplazamientos u y la funcién de tensiones ¢. Suponiendo
que los seis autovalores p, que se obtienen de (2.14) son distintos. La representacion de
u y ¢ en el marco del formalismo se obtiene superponiendo seis soluciones del tipo (2.6)
para los desplazamientos y (2.20) para la funcion de tensiones (sabiendo que a_,, =a,
de (2.17) y de forma analoga b, =b):

u=

—

3
a=
3

fa,f,(z)+a,f,(E,)}, (2.22)
b

0=X1{,1,z)+b, 1, (Z)}. (2.23)

a=

Las ecuaciones (2.22) y (2.23) constituyen las ecuaciones fundamentales del
formalismo.

2.3.2 El formalismo en problemas con singularidades

En multitud de aplicaciones basta con tomar la misma estructura funcional para
fao, de forma que podemos escribir:

fa(za):f(za)qa9 fa+3(za):f(za)aa9 (2'24)
para el analisis de estados singulares de tension tomamos f(z,) = z/-, quedando:
fa(za)zziqaﬂ fa+3(za):E:aa3 (2'25)

donde ¢ y ¢ son constantes y A el exponente caracteristico, siendo el orden de
singularidad de tensiones &=1-A, ver (2.1), que debe cumplir <1 (1>0) para que la
energia de deformacion permanezca acotada. Definiendo las matrices 3x3:

A=[a,a,,a,], B=[b,,b,.b,], (2.26)
las expresiones (2.22) y (2.23) se pueden escribir en la forma compacta:
u=A(z )q+A(Z)q, ¢=B(z )q+B(z/)q, (2.27)
donde <zf> es una matriz diagonal:

<zf> = diag(zf,zj,zf ) (2.28)
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Utilizando las relaciones entre el sistema cartesiano y el polar (centrado en el

origen): x, =rcosf y x, =rsenf, podemos expresar la variable compleja z (2.7) en
funcion de las coordenadas » y 6, que facilitard (a la vista de la geometria del problema
en la Fig. 2.1) el manejo de las expresiones:

donde

z, =x +p,x, =r(cos@+ p,send)=rl, (). (2.29)

La relacion (2.29) permite escribir las expresiones (2.27) de la forma:

u=r{A(c?0))a+ AT 0}, (2.30)
o =r"B(¢FO))a+B(SHO))d), (2.31)
(¢40) = diagl¢ 7 (0).£7(6).51(9). (232)

La dependencia de los desplazamientos y la funcion de tensiones con las coordenadas
polares ry € queda explicita en (2.30) y (2.31).

Es importante analizar el caracter de las expresiones para u (2.30) y ¢ (2.31)

ante dos casos particulares:

donde:

A es real: utilizando (2.21) y (2.31) se observa que s6lo los valores del exponente
caracteristico (A1) que cumplan 0<A<1, 6 lo que es lo mismo, que el orden de
singularidad de tensiones (o=1-1) tome los valores 1>8>0, conducen a valores
singulares de las tensiones. En esta situacion q representa el conjugado
complejo de q y ademas u (2.30) y ¢ (2.31) son expresiones reales.

A es complejo: de forma analoga a la anterior, se obtiene que s6lo los valores del
exponente caracteristico (1) que cumplan O0<Re(4)<1, 6 lo que es lo mismo, que
el orden de singularidad de tensiones (0=1-4) tome los valores 1>Re(9)>0,
conducen a valores singulares de las tensiones. En esta situacion ¢ no
representa necesariamente el valor conjugado complejo de q, siendo u (2.30) y @
(2.31) expresiones complejas. Se puede demostrar que si A es una solucién, A
lo es también y superponiendo dos soluciones asociadas a A y A las
expresiones de u (2.30) y @ (2.31) se transforman en expresiones reales.

Las expresiones (2.30) y (2.31) se pueden poner en forma compacta como:

w(r,0)=r"XZ"(0)t, (2.33)

w(r,e){"(r’e)}x:{"‘ ﬂ,mmyzﬂ(m: (¢ ©) _10 (2.34)
o(r,0) B B q 0 (o)
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2.3.3 Relaciones de ortogonalidad y cierre

Una de las principales razones que hacen del formalismo de Stroh una
herramienta tan potente esta en la relacion que existe entre los vectores a, y b, para
diferentes «, lo que lleva a que las matrices complejas Ay B (2.26) tienen ciertas
propiedades que detallaremos en este apartado y que son de gran utilidad en una amplia
variedad de aplicaciones, ver Ting (1996).

Tomando las dos igualdades en (2.19), y definiendo I como la matriz identidad
(3x3), se puede rescribir (2.19) en la forma:

o T

Sabiendo que T es definida positiva y admite inversa, la inversa de la matriz
(6x6) en el lado derecho de (2.35) es:

[0 T‘l_}{R I}[I 0}. 236)
I -RT'|T 0] |0 I

Utilizando (2.36) en (2.35) al multiplicar ambos lados de la igualdad por la
derecha, se obtiene el problema de autovalores siguiente:

-T'R’ T' |a a
[RT-IRT—Q —RT*L}’)M = Ne=s (237)

donde N (6x6) es la “Matriz de Elasticidad Fundamental” (Ingebrigtsen y Tonning,
1969), £=(a’,b") es el autovector por la derecha de N (N no es simétrica) y p el
autovalor asociado. Notar también que, puesto que T es simétrica, la submatriz N(1,1)=-
T'R” es simétrica de la submatriz N(2,2)=-RT"".

De (2.37) se infiere, como una observacion simplificada del formalismo, que la
representacion de los desplazamientos y las tensiones a través de (2.30) y (2.31)-(2.21)
respectivamente se reduce al problema de autovalores y autovectores de la matriz N.
Dado que N no es simétrica, el autovector por la izquierda cumple la relacion:

N'n=pn, (2.38)
pudiendose demostrar que n:(bT ,aT), quedando a y b en el autovector por la
izquierda, en sentido inverso a como aparecen en el autovector por la derecha

g=(a’,b"). Sabiendo que los autovectores por la izquierda y por la derecha asociados
a distintos autovalores son ortogonales entre si, tenemos:
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si se normalizan los autovectores de forma que n,§; =J,, y utilizando a,,; =a,,
b_.; =b, y las expresiones de A y B, se puede escribir:

[ET q{f\ éH‘ 0}, (2.40)
B” A"|B B 0 I

que constituyen lo que en el formalismo se conoce como las relaciones de ortogonalidad
y que muestran que ambas matrices son inversas entre si, por lo que (2.40) también se

puede escribir como:
A T T I 0
A é E é = , (2.41)
B B|B" A"| [0 I

que constituyen las relaciones de cierre. Utilizando (2.34), las relaciones de
ortogonalidad y cierre definen el valor de X' y se pueden escribir respectivamente
como (siendo I en (2.42) la matriz identidad 6x6):

X'X=I, XX'=1I. (2.42)

Las caracteristicas mas importantes del formalismo que se han expuesto hasta
ahora, se fundamentan en que los seis autovalores (p,) de N son diferentes, o al menos,
si no lo son, sus autovectores asociados &, son todos linealmente independientes entre
si. Si N presenta autovalores repetidos y autovectores linealmente dependientes, todas
las consideraciones expuestas en este apartado dejan de ser validas y deben ser
modificadas, ni la representacion de desplazamientos y tensiones vale, ni son validas las
utilisimas relaciones de ortogonalidad y cierre. En estos casos la matriz N se denomina
no-semisimple y los materiales “materiales degenerados”.

La consideraciéon de estos casos degenerados es, en nuestro caso, de una
importancia fundamental. Tanuma (1996) demostr6 para el caso de materiales
transversalmente isotropos que, con independencia del valor de las constantes elasticas
de los mismos, la orientacion relativa del material (respecto al sistema de coordenadas
asociado a la deformacion plana generalizada) puede conducir a que el material sea
degenerado y N no-semisimple. Dado que los plasticos reforzados con fibra larga
unidireccional se comportan como materiales transversalmente isétropos, el problema
debe ser tenido en consideracion.

En el siguiente apartado se trataran en detalle, por lo motivos anteriormente
expuestos, las modificaciones que sufre el formalismo en presencia de materiales
degenerados. Sin embargo, a estas alturas merece la pena reflexionar brevemente acerca
del concepto de degeneracion introducido. La matriz N (que recordemos, depende
exclusivamente de las constantes del material referidas a los ejes de analisis) s6lo puede
ser no-semisimple cuando el conjunto de las constantes del material hace que el
problema de autovalores (2.37) origine autovalores iguales y autovectores linealmente
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dependientes. Una situacion de autovalores repetidos se corresponde, desde un punto de
vista matemadtico, con la multiplicidad de raices de la ecuacion caracteristica (2.14) en
un sentido estricto; dos autovalores infinitamente proximos pero diferentes nunca
pueden llevan asociados autovectores linealmente dependientes. Por tanto, desde un
punto de vista practico, los casos degenerados podrian considerarse casos particulares
puntuales, que siempre se pueden evitar (por los problemas que conllevan) modelando
los materiales como materiales cuasi-degenerados llevados al limite. Los problemas
numéricos asociados a esta técnica alternativa y la consideracion de que orientaciones
especificas de los materiales transversalmente isotropos llevan (como se dijo antes) a
situaciones de N no-semisimple (con independencia del valor de las constantes
elasticas), han inclinado la balanza para que los casos degenerados se traten con el
suficiente rigor analitico, lo cual se expone en el siguiente apartado.

2.3.4 Matriz de transferencia

La geometria particular que nos ocupa Fig. 2.1, en la cual los distintos materiales
estan perfectamente unidos en sus caras comunes, permite hacer uso de lo que en la
literatura se conoce como matriz de transferencia (en el sentido de Buffler (1971)) para
simplificar y hacer versatil la herramienta de célculo de los exponentes y funciones
caracteristicas en esquinas multimateriales. La matriz de transferencia se podria definir
como un operador que relaciona los desplazamientos y la funcion de tensiones entre las
dos caras extremas de un material (con forma de sector) en la esquina.

La idea del uso de la matriz de transferencia en problemas de esquinas
multimateriales anisotropas fue originalmente desarrollada por Ting (1997). La matriz
de transferencia se obtiene particularizando en un material (material ) la representacion
de desplazamientos y funcidon de tensiones (2.33) en las dos caras extremas del mismo
(6.1y 6)y eliminando t (Ting, 1997).

(r,0_)=r"XZ"(0_)t
WI(F’ lil) rﬂ ,1( 171) = Wi(ra 9[) = Eiwi(ra eifl)’ (243)
w.(r,0,)=r"XZ"(6.)t
donde el subindice en w indica el material y la matriz de transferencia Ei (para el
material 7) se puede expresar como:

E, =XZ'(0)z'(0,)] X", (2.44)

Utilizando alternativamente la matriz de transferencia en cada material y
sucesivamente en las caras comunes de los materiales () a 6\.1) las relaciones de
continuidad en desplazamientos (u’,(6,)=u""(8,)) y tensiones (o,,(8,) =o' (6,) y
o',(0,)=05'(6,)) o el equivalente en la funcién de tensiones (. (6,)=¢."(8,))

(indicando el superindice el material y el subindice, la componente) o en forma

-43-



Capitulo 2: Trabajo analitico: Exponentes v funciones caracteristicas.

compacta (w,(r,0,) =w.(r,0._,)), se puede definir una matriz de transferencia para la

1

esquina completa, que relaciona u y @ entre la caras externas de la misma, como:

’9 K(l) K(2) ’(9
|:UN(r N)}z (]\3,) Z) |:ll1(7" 0):|’ o WN(I”,HN)ZKNWI(I”,HO), (245)
Qy(r,0y) Ky Ky 0,(r,6,)

donde Ky se obtiene como el producto de las matrices de transferencia E; de todos los
materiales en la esquina,
K,=E,E, ..E,E,. (2.46)

La matriz de transferencia de la esquina completa Ky va a constituir la base del
procedimiento de calculo de los exponentes y funciones caracteristicos que veremos en
el apartado 2.5. Dicha matriz queda completamente definida a través de las matrices de
transferencia de cada material, que a su vez dependen, ver (2.44), de X y su inversa (que
son funcién de A y B) y del producto de Z*(8,) y su inversa evaluada en 6., cuya
expresion, para materiales no degenerados fue obtenida por Hwu y Ting (1989), ver
también Ting (1997) y Barroso et al. (2001):

(¢76,,6.) 0

- 02" .| =270.,6.,) = ) (0.0, (2.47)
(¢460,.6,.,)) = diagl¢(6,.6,,).£1(6,,6,,).£1(6,.6,)}. (2.48)
¢,00.,0 )= % =cos(@, -6, )+ p,(0._,)sen(d, - 0. ), (2.49)
b (9. = PeCO3(0)=sen@,) 2.50)

p.sen(6_,)+cos(é.,)
Para poder evaluar la matriz de transferencia en materiales degenerados, se

deben obtener las expresiones del producto de Z*(6,) y su inversa en 6.1 lo cual se
presenta en el siguiente apartado.

2.4 Materiales degenerados

Para el desarrollo de la herramienta que vamos a generar para el céalculo de los
exponentes y funciones caracteristicas, debemos ver como cambia el formalismo en
presencia de materiales degenerados.

Aunque todos los desarrollos expuestos en este apartado forman parte del
formalismo de Stroh, se ha preferido presentarlos fuera del apartado 2.3, por claridad.
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2.4.1 Clasificacion de los materiales degenerados

En las uniones adhesivas que vamos a considerar se va a utilizar aluminio y
apilados de laminas unidireccionales de fibra de carbono. Al aluminio y al adhesivo se
les supone un comportamiento isotropo, eldstico y lineal, mientras que a las ldminas
unidireccionales de fibra de carbono, transversalmente isotropo, eldstico y lineal, con el
plano de isotropia transversal perpendicular a la direccion de la fibra.

Atendiendo al niimero de autovalores iguales y al nimero de autovectores
linealmente independientes, se puede establecer, ver Ting (1999), una clasificacion de la
matriz N como la que se muestra en la Tabla 2.1.

3 autovalores 2 autovalores .
) . 3 autovalores iguales
diferentes iguales
3 autovectores Extraordinariamente
linealmente Simple (SP) Semisimple (SS) ..
. . semisimple (ES)
independientes
2 autovectores No-semisimple o No-semisimple o
linealmente degenerado de 1* degenerado de 2% especie
independientes especie (D1) (D2)
1 autovector N
linealmente Extraordinariamente
independiente degenerado (ED)

Tabla 2.1.- Clasificacion de la matriz N.

Ting (1996b) demostrd recientemente la existencia de materiales que pueden
tener una matriz N extraordinariamente degenerada (ED). No debe perderse de vista que
ademas de las condiciones que se establecen sobre las constantes elasticas de la matriz
para que ésta sea ED (tres autovalores iguales y so6lo un autovector linealmente
independiente) también se deben cumplir sobre las misma constantes las condiciones
que hacen que la funcién densidad de energia de deformacion permanezca definida
positiva, lo cual complica la demostracion de la existencia de este tipo de materiales
ED. Ting y Hwu (1988) también demostraron la imposibilidad matematica de la
existencia de materiales ES, a menos que la funcion densidad de energia de deformacion
fuese semidefinida positiva.

Desde el punto de vista de la elasticidad anisotropa y el formalismo de Stroh, los
materiales is6tropos no s6lo son materiales matematicamente degenerados (D2, segun la
clasificacion de la Tabla 2.1), puesto que tienen una matriz N con tres autovalores
iguales p1=p>=p3=i (siendo i = V=1 la unidad imaginaria) y dos autovectores asociados
linealmente independientes, sino que también son materiales degenerados desde un
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punto de vista fisico (frente a materiales realmente aniso6tropos con una matriz N no-
semisimple).

Como ya se menciono en el apartado anterior, Tanuma (1996) demostrd que los
materiales transversalmente isotropos pueden ser degenerados debido al valor de sus 5
constantes eldsticas o simplemente por la orientacion del material respecto al sistema de
coordenadas asociado a la deformacion plana generalizada, con excepcion del grupo ED
al cual no pueden pertenecer (no existe una combinaciébn de constantes, que
manteniendo la energia de deformacion definida positiva, generen una matriz N con 3
autovalores iguales y un autovector linealmente independiente).

Todas las expresiones expuestas en el apartado 2.3 son validas para materiales
con N simple o semisimple, con tres autovectores linealmente independientes. En los
dos apartados siguientes trataremos en detalle las variaciones del formalismo para
materiales no-semisimples D1 y D2 (con dos autovectores linealmente independientes)
y extraordinariamente degenerados ED (con un autovector linealmente independiente).

Las modificaciones del formalismo en estos casos se encuentran magnificamente
detalladas en Ting y Hwu (1988) y Wang y Ting (1997) respectivamente.

2.4.1.1 Dos autovectores linealmente independientes

Para casos D1 y D2 y suponiendo, sin ninguna pérdida de generalidad, p,=ps, el
problema de autovalores (2.37) se transforma en (Ting y Hwu, 1988):

NE =p&,, N§, =p,8,, N&, =p,&;+¢,, (2.51)

siendo &, el autovector generalizado.

Mientras que para (p,,§,) y (p,,§,) las expresiones (2.12) y (2.19) siguen
siendo validas, para el autovector generalizado (p,=p,,&,) dichas expresiones se
transforman en:

~{Q+(R+R")p, +Tpija, = 2p,T+R+R" a,, (2.52)
b, =Ta, +{R” + p,Th,. (2.53)

Se puede demostrar que los autovectores por la izquierda 7, estan asociados a
los autovectores por la derecha segun la relacion (Ting, 1996, capitulo 5):

R b, R b, A b,
n, =IE = , M, =1I&; = , N; =18, = ) (2.54)
a, a; a,
donde:
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.o 1 e
I= , con I' =1"=1I. (2.55)
I 0

Las relaciones de ortogonalidad y cierre (apartado 2.3.3) se modifican
ligeramente. Si &), &) y &) son una solucion de (2.51), también lo son:

§ = kl&?’ g, = kzgg , & = kzgg +k3§2, (2.56)

donde ki, k2 y k3 son constantes que consiguen que n,€, =3J,, cuando toman los
siguientes valores:

K =leie]', e =lenrie]’, =—§[@2)Ti&2]. (2.57)

Si se define la matriz (3x3) I" (para el caso particular p,=ps3) como:

(2.58)

=

Il
S o =
- o o
S = o

el conjunto de los autovectores por la derecha [§,,&,,&,] y por la izquierda [n,,n,,M; ]
se pueden escribir, utilizando (2.58) de la siguiente forma:

e al=| 2] | 1= 2 259
g1’§2’€3 - B ’ '11"12,‘13 - AF . ( )

Utilizando (2.59) las relaciones de ortogonalidad (2.40) y cierre (2.41) quedan
para estos materiales como:

'TB” TA'[A A] [T 0]
X'X=1, R 2= : (2.60)
TB” TA”|B B| [0 I
XX 1 ‘A A[rB" TA"| [T 0] 261)
" |B B|IB” TA"| |0 IJ '

La mayoria de los desarrollos anteriores se deben a Ting y Hwu (1988) donde se
aborda el tema desde un enfoque mas generalista, analizando el caso en el que el
material presenta una matriz N casi no-semisimple (casi degenerada) cuando p,-p;—0.

Una aplicacion nueva desarrollada en esta Tesis, es la evaluacion analitica de

7°(6,,0,,) (ver 2.47) que permite obtener la matriz de transferencia del material E; y
por ende la matriz de transferencia de la esquina completa Ky.
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La presencia del autovector generalizado &, (ver 2.51) modifica la estructura
original (para materiales no degenerados) de la matriz Z"* (@) en la representacion de
desplazamientos y funcion de tensiones (2.33). La expresion (2.33) toma ahora la
forma:

w(r,0) =r*XZ(6,)t, (2.62)

donde X y su inversa X' estan definidas en (2.61), t en (2.34), y la matriz Z(6,1) tiene
la estructura siguiente:

(2.63)

v(p..0,4) 0 }
0 v(p..0,4) |

Z(0,2) = {

y en la cual la matriz y(p.,0,1) ya no es diagonal, como ocurria con <§ z (49)> (2.33)
en el caso de los materiales no degenerados. En el caso particular en el que nos
encontramos, p>=p3, la matriz y(p.,0,4) se puede escribir de la siguiente forma
(Barroso et al. 2003):

i@ 0 0
v(p..0. )= 0 £} O) Ap,,0.4)¢(0)], (2.64)
0 0 (0

donde ¢, (0) se definié en (2.29) y A(p,,0,1), que depende del autovalor doble
(p2=p3) toma la forma:

_ A senf
£,0)

A(p,,0,2) (2.65)

Para obtener la expresion de la matriz de transferencia, se procede de forma
analoga a su obtencion en el apartado 2.3.4, evaluando w(r,6) (2.62) en las dos caras
extremas del mismo material (6.; y &) y eliminando t, de donde se obtiene:

E, = XZ(6., )26, )X, (2.66)

siendo la expresion explicita de Z(6,, /1)[Z(9H , /1)]_1 :

(2.67)

26, W20, . D] = {wp*,e,-,e,._l,z) 0 }

0 y(p.,0,,0_,4)
donde
v(p.,0,.,6_,2)=y(p.,0, )y (p..6_,2), (2.68)
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O 0 0
V(0= 0 5O AP0 O)]. (2.69)
0 0 £4(9)

Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores, la expresion de
v(p.,0,,0,,) queda:

4/1/1 4,,0,)) 0 0
v(p:,0,0,,4)= 0 é/zl1 0.,0._) K, é:/zl1 0,,6,)) | (2.70)
0 0 £7(0.,6,)

donde &, (6,,6, ,) estd definida en (2.49) y K, vale:

_ Asen(6. -0, )
T50)6,0.)°

2.71)

Utilizando las expresiones (2.67)-(2.71) la matriz de transferencia E; en (2.66)
queda completamente definida.

2.4.1.2 Un autovector linealmente independiente

Tratamos en este apartado el caso extraordinariamente degenerado (ED) que se
presentaba en la Tabla 2.1 y segun la cual, estos materiales se caracterizan por tener una
matriz N con tres autovalores idénticos (p;=p>=p3=p) y asociados a este autovalor triple,
un solo autovector linealmente independiente. Siguiendo el esquema del apartado
anterior, el problema de autovalores (2.37) se transforma en (Wang y Ting 1997):

p=pP,=p;=p, NG =p§, N§,=pC,+§,, NG, =pC, +&,, (2.72)
siendo &, y &, autovectores generalizados.

Para (p,&,) siguen siendo validas las expresiones (2.12) y (2.19), para los
autovectores generalizados (p,&,) y (p,&;) dichas expresiones son andlogas a (2.52) y
(2.53) donde cambiando adecuadamente los indices y quitandole los subindices a los
autovalores p, tenemos respectivamente:

~{Q+(R+R")p+Tp*fa, =2pT+R+R"fa,,
(2.73)

b, =Ta, + {R” + pTh,,
~Q+(R+R"Jp+Tp’fa, = 2pT+R+R"fa, + Ta,,

b, =Ta, +{R” + pTh,. (274)
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Las relaciones de ortogonalidad y cierre (apartado 2.3.3) también se modifican
en este caso. Si &), &2 y &) son una solucién de (2.72), también lo son:

2;1 = klg?a &2 = kzgg +k£§?7 éz = kzgg +k§§g +k§ ?: (2.75)

donde k, k,, k;, k}, ki y k; son constantes que consiguen que n,§, =J,, cuando
toman los siguientes valores (Wang y Ting 1997):

_ _ _ T T T
6=k =k = =g =
ky =k, =—kin) & /2=—k'n; &5 /2, (2.76)
Kl =~k &) +3k27) / 2k,

Si de forma andloga a la definicién de I" (2.58) para el caso degenerado, se
define la matriz (3x3) I' para el caso extraordinariamente degenerado como:

(2.77)

=1

Il
—_ o O
S = O
S o =

el conjunto de los autovectores por la derecha [§,,&,,&,] y por la izquierda [n,,n,, N5 ]
se pueden escribir, utilizando (2.77) de la siguiente forma:

A .
} M. .. m]= {BF} - (2.78)

[&1,&2@3]{]3 oF

Utilizando (2.78) las relaciones de ortogonalidad (2.40) y cierre (2.41) quedan
para estos materiales con una estructura idéntica al caso no-semisimple, ver (2.60)-
(2.61), sin mas que intercambiar I" (2.58) por I" (2.77):

) [TB” TA”[A A] [I 0]
X'X=1, |, - = , (2.79)
B’ TA”|B B| [0 I]
XX 1 A A|TB" TA"| [1I 0] 2.50)
> |B B|TB’ FA"| [0 1) |

La evaluacion analitica de Z”(6,,6,,) (ver 2.47) para el caso de materiales
extraordinariamente degenerados, permite obtener la matriz de transferencia del
material E; y por ende la matriz de transferencia de la esquina completa Ky.

La representacion de desplazamientos y funcion de tensiones para el caso de
materiales no degenerados (2.33), que ya se modifico (2.62) para el caso de materiales
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degenerados (apartado 2.4.1.1) se ve de nuevo modificada con la presencia, ahora de
dos autovectores generalizados, para tomar la expresion:

w(r,0) = r*XZ(6,)t, (2.81)

donde X y su inversa X' estan definidas en (2.80), t en (2.34), y la matriz Z(H, A) tiene
la estructura siguiente:

(2.82)

Z(e,ﬂ):|:"rl(p,0,ﬂ) 0 :|’

0 v(p,0,4)

siendo y(p,0,1), al igual que en (2.63), una matriz no diagonal, que puede escribirse,
sabiendo que p, = p, = p; = p, de la siguiente forma (Barroso et al. 2003):

1 A(pvgal) %(l_ﬂ:l) Az(p,é?,l)
V(p,0,2)=C%(6) 0 1 A(p,0, 1) , (2.83)
0 0 1

donde £'(0) y A(p,0,4) toman la forma:

A send
o)

$(0)=cos@+ psend, A(p,0, 1) = (2.84)

La matriz de transferencia se obtiene igual que en el apartado 2.4.1.1 y
anteriormente en el apartado 2.3.4, evaluando w(r,6) (2.81) en las dos caras extremas
del material (8., y 8) y eliminando t, de donde se obtiene:

E, = XZ(0, )|Z©0.,.1)]' X, (2.85)

siendo la expresion explicita de Z(&’i ,/1)[2(19[71 ,/1)]71 :

~ ~ B v(p,0..0. A 0
70, Mzwo.,.»]' :P'(p POt } (2.86)
0 ll’(p791501—]51)
donde
q’(paeiagifla/l):‘T’(paaial)qjil(p’eifl’/l)’ (287)
y
1 —A(p,0,2) L(1+1") AN (p,6,2)
‘Tl_l(poevﬂ‘):é/_ﬂ(e) O 1 _A(paea/l) s (288)

0 0 1

quedando finalmente la expresion de y(p,60.,0, ,1):
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1 K KA
‘Tl(p’eiaeifl’ﬂ’) = 51(0[70[71) 0 1 K |, (2.89)
0 0 1

donde £(6,,6._,) esta definida en (2.49) y K'y A valen respectivamente:

K- Asen(@, -0, ) ’ Ap.6,,0,,,7) = l[[{ _send,, send, j (2.90)
¢(6,.1)5(6) 2 c(0.) <)

Utilizando las expresiones (2.86)-(2.90) la matriz de transferencia E; en (2.85)
queda completamente definida.

2.4.2 Materiales Isotropos y Transversalmente IsGtropos

Una vez expuestas las propiedades mas importantes del formalismo de Stroh
(apartado 2.3) y ver las modificaciones que éste sufre en presencia de materiales
matematicamente degenerados (apartados 2.4.1.1 y 2.4.1.2) vamos a analizar las
particularidades que presentan los dos tipos de materiales que necesitamos en nuestros
analisis: los materiales isotropos (aluminio y adhesivo) y los materiales
transversalmente isotropos (las ldminas unidireccionales de fibra de carbono).

Como ya se mencion6 con anterioridad, los materiales isdtropos pueden ser
considerados como materiales degenerados pertenecientes al grupo D2 (ver Tabla 2.1),
mientras que los materiales transversalmente isotropos pueden pertenecer (en funcion
del valor de sus constantes elasticas y su orientacion relativa) a todos los grupos de la
Tabla 2.1 excepto al grupo ED.

Por lo expuesto en apartados anteriores, el conocimiento de las matrices A y B
es fundamental para la representacion de desplazamientos y tensiones, asi como para
calcular la matriz de transferencia y utilizar las relaciones de ortogonalidad. Mientras
que se dispone en la literatura de las expresiones explicitas para dichas matrices en el
caso de los materiales isotropos, en materiales transversalmente isdtropos el conjunto de
expresiones explicitas de A y B, para todos los casos de degeneracion, se han obtenido
durante la realizaciéon de esta Tesis. Este resultado es de gran utilidad para otras
aplicaciones del formalismo en presencia de materiales transversalmente isotropos,
razon por la cual se presentan todas las expresiones en el Anexo L.

2.4.2.1 Materiales Isotropos

Los materiales isotropos presentan una matriz N con tres autovalores iguales
(p, =p, =p; =p=i=+-1)y dos autovectores linealmente independientes (D2). Con
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esta particularidad en el problema de autovalores, muchas de las expresiones del
formalismo se simplifican, aunque sin perder de vista que se trata de un material
degenerado, lo que de por si ya supone una complicacién en las expresiones del
formalismo (frente a los materiales no degenerados). Las simplificaciones surgen del
hecho de que la funcion &, (0), definida en (2.29) y que aparece en multitud de
expresiones en el formalismo, toma para el caso de p=i (igual para los tres
autovalores) una estructura mucho mas manejable analiticamente:

£(0)=cos@+isend =e". (2.91)

Las expresiones de A y B se pueden tomar de la literatura (Ting y Hwu 1988)
(alterando el orden de las columnas convenientemente para que el autovector
generalizado sea &,):

1 0 1 —1i3-4v)
Y\ — 0 i —13-4v) |, (2.92)

VBUA=V)1 4 _ 20wy 0 0

0 2% 1
2 —il, (2.93)

0
V=) n A=y 0 o

Y7,

siendo v el coeficiente de Poisson y x el modulo de cortadura del material. Estas
expresiones de A y B ya estdn normalizadas de modo que, de acuerdo a su grado de
degeneracion, cumplen las relaciones de ortogonalidad y cierre (2.60) y (2.61).

2.4.2.2 Materiales Transversalmente Is6tropos

A diferencia de los materiales isétropos, que independientemente del valor de
sus constantes elésticas y su orientacion espacial, siempre son materiales degenerados
D2 (en el marco del formalismo de Stroh), los materiales transversalmente isotropos,
como ya se ha mencionado con anterioridad, pueden pertenecer a todos los grupos
excepto al de materiales ED (extraordinariamente degenerados).

Tanuma (1996) puso de manifiesto que exclusivamente la orientacidon espacial
del material respecto a la geometria que define la deformacion plana generalizada,
transformaba la matriz N del material en un material degenerado, con independencia del
valor de las constantes elasticas del material.

Un material eléstico transversalmente isétropo es un material que presenta un

plano en el cual las propiedades elasticas son independientes de la direccion, o lo que es
lo mismo, tienen un eje de simetria rotacional perpendicular a dicho plano.
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Para exponer con claridad los desarrollos de este apartado necesitamos definir

tres sistemas de coordenadas:

1.

Un sistema de coordenadas asociado al material, X, (i=1,2,3), en el cual la
direccion x, se corresponde con la direccion del eje de simetria rotacional (Fig.
2.4). Para materiales compuestos de fibra larga unidireccional, como los que
vamos a tratar, la direccion de la fibra coincide con el eje de simetria rotacional,
siendo el plano x, —x, el plano de comportamiento isétropo. La direccion de la
fibra viene definida por el vector f= (0,0,1)" . Utilizando la notacion contraida
de Voigt, el tensor de cuarto orden de constantes elasticas del material Cyy
(ij,k,1=1,2,3) se puede representar como una matriz simétrica Cj;; (I,J=1,...,6),
que en ejes X, toma la forma indicada en (2.94) (utilizando la nomenclatura de
Clements (1981) y Tanuma (1996))

t A
X

Fig. 2.4.- Sistema de coordenadas asociado al material fci .

(2.94)

S oo M= M
o o o Mo =
c oo O My

S O O O O

0
0
0
0
L
0

S O N O O O

7(4=N) |

Las cinco constantes elasticas que definen el comportamiento eldstico del
material  transversalmente  isotropo (4A=C,, =C,,,,, C=C;;=Cyy;,
N=C,=Cy, F=C;=Cyy; and L=Cy=C;=Cy3=Cyy) deben
cumplir las siguientes relaciones para asegurar que la energia de deformacion es

definida positiva (Tanuma 1996):

L>0, L(4-N)>0, A+C+N>0y (4+N)C>2F". (2.95)

. * . . . . A
Un sistema de coordenadas, x,, cuya diferencia con el sistema anterior, x,,

. . . . A * . .
asociado al material, es un giro ¢ alrededor del eje x, = x, (ver Fig. 2.5), siendo
Q,(#) la matriz de giro que relaciona los dos sistemas. La orientacion de la
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fibra respecto a los ejes x; viene dada por f = Qz(¢)f‘ = (-seng,0,cos@)” y la
matriz de constantes por C,, .

* A * A

Fig. 2.5.- Sistema de coordenadas xj .

3. Finalmente, un sistema de coordenadas x, que define la geometria de

deformacion plana generalizada (ver Fig. 2.6), de manera que la solucion es
independiente de la direccion x;, u, =u,(x,,x,) (i=1,2,3). Este sistema de
coordenadas esta relacionado con el anterior, x: , a través de un giro @ alrededor
del eje x; = x,, siendo Q,(8) la matriz de giro que relaciona ambos sistemas.
La orientacion de la fibra (y por tanto la del material) respecto a los ejes x;
viene dada por f = Q,(0)f =(-cosfseng,senfseng,cos@)’ y la matriz de

constantes por C,, .

7
%) G
L, '
Posicion final del ~—
eje §3 (la fibra) respecto del ,'
sistema de coordenadas x; I’
asociado a la geometria de '

deformacion plana generalizada |,

*

Fig. 2.6.- Sistema de coordenadas asociado a la geometria de Deformaciéon Plana Generalizada, X;.

Con estos sistemas de coordenadas definidos se cubre cualquier orientacion
genérica de un material transversalmente isotropo respecto al sistema de coordenadas
asociado a la geometria de deformacion plana generalizada x, mediante los dos angulos
¢y 6. Un tercer giro alrededor del eje X, no es necesario para definir la posicion
genérica del material puesto que precisamente este eje es en materiales transversalmente
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1sotropos el de simetria rotacional y la estructura interna del material permanece
inalterada ante un giro alrededor de este eje.

Para plantear el problema de autovalores (2.12) necesitamos las matrices Q, Ry
T del material (2.13) expresadas en el sistema de referencia de la deformacion plana
generalizada x,. Las matrices A(¢,6) y B(¢,0) y los autovalores p,(¢,6) del material con
una orientacion genérica definida por ¢y @ respecto al sistema x, pueden ser obtenidas
de las matrices A(4,0) y B(4,0) y los autovalores p,(4,0) del mismo material con 6=0 y
un angulo ¢ alrededor de x, (ver Fig. 2.5) gracias al hecho de que A y B se comportan
como tensores de orden 1 cuando rotan alrededor de x; (Ting, 1982). Por simplicidad
en la nomenclatura y dado que trabajaremos temporalmente en el sistema x; , llamamos
A($,0)=A", B(¢,0)=B" y p(¢,0)= p", siendo dichas relaciones:

A(,0) = Q;(0) A($,0) = (DA,

B(4,0) = Q,(0)B(4,0) = Q,(9)B’, (2.96)
_ P, (9,0)cosd - sent9 o

Para la obtenc10n de A", B" y p. necesitamos las constantes elasticas del
material en ejes x (C iik1) que puede obtenerse de C i rotando un angulo ¢ alrededor
de X, = xJ, rotacién que puede escribirse, utilizando €, (¢) como:

Cr=Q,0,0,Q,C (2.97)

It ™~ pgrt >

donde Q;=[€Q,(¢)];;. St definimos €;=m; podemos escribir:

*

0i = Ciu = 2, (Cpum,m)Q, = (2,(HQAAR (#)),,

R, =Cp, =Q,(C,..m ), =(Q,(#R@PQ(#)), (2.98)
Ty =Cryy =Q,(C,,,)Q, =(Q,(HT(HRQ] (), -

Con las matrices Q°, R" y T’ y utilizando el problema de autovalores (2.14) se
obtienen los autovalores p, . Posteriormente, y dependiendo del caso de degeneracion,
se utilizan (2.12) y (2.19), (2.52)-(2.53) o (2.73)-(2.74) para obtener A" y B. Por
ultimo se aplican las relaciones (2.96) para obtener las expresiones finales de A y B para
una orientacion genérica.

Tanuma (1996) obtuvo, en un trabajo sobre el tensor de impedancia de superficie
(M=-iBA™") para materiales transversalmente isétropos, algunas expresiones de a, y by.
Dado que esas expresiones de a, y b, se obtuvieron como un resultado intermedio de un
trabajo mas amplio, no se evaluaron para todos los casos de degeneracion, no estaban
normalizados y en algunos casos tampoco eran ortogonales (no era necesario para el
resultado final). Ademas dichas expresiones se obtuvieron utilizando un sistema de
coordenadas dual en el cual los desplazamientos y la funcidén de tensiones se expresan
en el sistema X, (Fig. 2.4) mientras que el vector posicion se expresa en el sistema x;
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(Fig. 2.6). Dada la importancia del cumplimiento de las relaciones de ortogonalidad y
también la importancia de disponer del conjunto completo de dichas expresiones de a, y
b, para todos los casos de degeneracion posibles expresadas en el sistema de referencia
x,, se han obtenido las expresiones explicitas de dichos autovectores, las cuales se
presentan en el Anexo I, ver también (Barroso et al. 2003b y 2006). Si bien dicho
resultado no es excesivamente complejo de obtener, si requiere de un algebra tediosa y
supone un resultado de tremenda utilidad para posteriores aplicaciones del formalismo
de Stroh en presencia de materiales transversalmente isotropos, eliminando ademas los
errores numéricos que tipicamente aparecen cuando un caso degenerado se analiza
como uno no degenerado llevado al limite (cuasi-degenerado).

2.5 Estructura del programa desarrollado

Todas las expresiones anteriormente expuestas se han implementado en un
codigo de Mathematica (Wolfram, 1991) que queda con una gran versatilidad al admitir
en el andlisis materiales con comportamiento elastico ortotropo, isétropo y/o
transversalmente isotorpo (con cualquier tipo de degeneracion).

La estructura del programa se basa en una idea original de Ting (1997) con el
uso de la matriz de transferencia, a partir de la cual se han generalizado el tipo de
materiales que se pueden incorporar al andlisis y las condiciones de contorno
admisibles.

2.5.1 Ecuacion caracteristica de la esquina multimaterial

El punto de partida lo tomamos en la expresion (2.45) en la cual Ky representa
la matriz de transferencia de la esquina completa, puesto que relaciona los
desplazamientos y funcion de tensiones entre los dos extremos de la misma (6 y 6y).
Dicha matriz (Ky) se genera con facilidad a partir de las matrices de transferencia de
cada material componente, matrices que se han obtenido explicitamente para los casos
degenerados en esta Tesis y que para los casos no degenerados ya estaba disponible
(Ting, 1997).

Dado que se supone pegado perfecto entre los materiales, s6lo las condiciones de
contorno en las caras externas (& y 6y) pueden alterar, desde el punto de vista de las
acciones exteriores, la solucion asintdtica del problema.

La matriz Ky tiene, a través de las matrices de transferencia Ei en (2.44)
dependencia del exponente caracteristico A. Para las siguientes combinaciones de casos
sencillos de condiciones de contorno libre y/o empotrado se obtienen directamente las
ecuaciones caracteristicas para la evaluacion de A:
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Libre (6, ) - empotrado (6, ): u,(0,)=9,6,)=0, = K(M =0. (2.99)
Empotrado (6,) - empotrado (8, ): u,(8,)=u,(6,)=0, = K(]\f)‘ =0. (2.100)
Libre (6,) - libre (6, ): 0,0,)=0,6,)=0, = Kﬂzo. (2.101)
Empotrado (6,) - libre (6, ): u,(0,)=u,(6,)=0, = KS\‘,‘)‘=0. (2.102)
Todos unidos: u,(@,)=u,6,) vy o,0,)=9,06,), = |KN—I|:O. (2.103)

En (2.99)-(2.102) las ecuaciones caracteristicas se obtienen de un determinante
3x3, mientras que en el caso de esquinas cerradas, la ecuacidon caracteristica (2.103),
donde I es la matriz identidad 6x6 sale de un determinante 6x6. El tamafo del
determinante es por lo tanto independiente del numero de materiales que compongan la
esquina y solo depende de que se trate de un problema de esquina abierta (con caras
externas) o cerrada (todos los materiales unidos, sin caras externas).

La generalizacién de las condiciones de contorno se puede realizar de forma
sencilla (Manti¢ et al. 1997, Barroso et al. 2003) para poder incorporar al andlisis de
estas esquinas multimateriales cualquier condicién de contorno homogénea ortogonal,
entendiendo por tales aquellas condiciones de contorno en las cuales el vector
desplazamiento y el vector tension son perpendiculares entre si.

Fig. 2.7.- Esquina multimaterial y definicion de vectores unitarios en las caras externas.

Definiendo 8 (a=0,1) como 6, =6, y 6 =0,, la normal unitaria exterior y
los vectores tangentes unitarios (m, s; y s3, en la Fig. 2.7) en 6, y 6, se pueden escribir
de la siguiente manera:

n(@;) =(-1)“(send;,—cos b ,0),

a

s, (0°)=(=1(cos @ ,senb; ,0), (2.104)

a

$,(6°)=(0,0,1).
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Con estas definiciones, las condiciones de contorno homogéneas mas habituales,
se pueden expresar en forma compacta (Manti€ et al. 1997) para las dos caras externas
(a=0,1):

D,(0)u(r,0;)+D (6,)e(r,0,)=0, (2.105)

donde D,(6;) y D,(8;) son matrices 3x3 de coeficientes reales que cumplen las
condiciones de ortogonalidad siguientes (para condiciones de contorno donde el vector
desplazamiento y el vector tension son perpendiculares):

D, (6)D%(6:) =D, (6D (6°) =0. (2.106)
Las matrices D,(6;) y D,(8;) para distintas condiciones de contorno se

muestran en la Tabla 2.2, en la cual I y 0 son respectivamente: la matriz identidad 3x3 y
la matriz nula 3x3.

Definicién de la matriz

Condicion de contorno D (69) D_(6))

Libre 0 1

Empotrado I 0

Simetria (solo uy fijada) [n(69),0,01" [0,s,(6°),s,(0°)]"
Antisimetria (solo ugpermitida)  [s,(0°),8,(6°),0]" [0,0,n(6)]"

S6lo u, fijada [s,(0),0,01" [0,n(0°),s,(6°)]"

S6lo u, permitida [n(09),s,(6°),01" [0,0,s,(0)]"

S6lo u; fijada [5,(0°),0,01" [0,s,(6°),n(6°)1"

S6lo us permitida [s,(0°),n(6°),01" [0,0,s,(0)]"

Tabla 2.2.- Matrices de condiciones de contorno D (6;) y D (6,).

De las definiciones de la Tabla 2.2, se obtiene la relacion:
D, (6D (6:) =D, (6:)DL(0) =1, (2.107)

y usando (2.106) y (2.107) se demuestra que la matriz

ey _|P.(6)) D, (6,)
D, (6;) = . e (2.108)
D,(6;) D,(6,)
es una matriz ortogonal 6x6, siendo por lo tanto D . = D% . y por lo tanto
D,.D;.=1I. (2.109)
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La matriz D,. se compone de las submatrices D, (6;) y D,(6;) mostradas en
la Tabla 2.2 para cada condicion de contorno particular.

Es importante remarcar que las condiciones de contorno de tension en la Tabla
2.2 se han impuesto directamente sobre la funcion de tensiones ¢. Al ser el vector
tension ¢; (asociado a las caras externas de la esquina) la derivada respecto a la direccion
tangencial de la funcion ¢ en dicha cara (¢, = —d¢, / ds ) un valor nulo prescrito sobre
conduce al coincidir la direccion tangencial dada por s, (6;) (ver Fig. 2.7) con la
direccion radial a poder escribir do, /dr =0. A la vista de la estructura de ¢ en (2.31)
siendo ¢ proporcional a 7 la anterior condicién dop,/dr=0 es equivalente
(excluyendo el caso excepcional A=1)a ¢, =0.

La matriz D . tal y como se ha definido en (2.108) tiene la habilidad de separar
en dos bloques diferenciados las incognitas de los valores prescritos cuando dicha
matriz multiplica por la izquierda a las variables del problema w(r,6). Si definimos
w(r,0) como:

(2.110)

W(r,0;) =D, (0 )W(r,0;) = {Wp(ra 0. )} ’

w,(r,0))

w,(r,0°) y w,(r,0;) son respectivamente los vectores que agrupan las componentes
de w(r,0) prescritas en el contorno,w (7,6 ), y las componentes que son incégnitas en
dicho contorno, w,(7,8;). Se puede observar, con la definicion de D . (2.108) que los
valores prescritos en € = 6 son los que se muestran en la parte izquierda de la igualdad
(2.105), por lo que se pueden establecer las siguientes condiciones de contorno
homogéneas en las dos caras 6, (a=0,1) de la forma:

W, (r,0°)=0. Q2.111)

Utilizando D,. y las consideraciones previas, la ecuacion de partida (2.45) se
puede rescribir de la siguiente manera:

.0 <O 74®) ,0 A
WP(V N) _ ISN IA(N WP(V 0) .o W(r,ﬁN)=KNW(Fa90)a (2112)
w,(r0y)] |[KY K| w,(.6)

donde
Ky =DBC(0N)KNDIT?C(00)' (2.113)

Aplicando las condiciones de contorno homogéneas (2.111) en 8 =6; (a=0,1) al
sistema de ecuaciones en (2.112) obtenemos, independientemente del tipo de
condiciones de contorno que se prescriban, la siguiente identidad:

K@w,(r,0,)=0, (2.114)
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sistema que solo presenta una solucion distinta de la trivial si se cumple la siguiente
ecuacion caracteristica que depende del exponente caracteristico A:

\f(g? (/1)\ -0, (2.115)
donde, de (2.113) obtenemos:

K{ =D,(0,)K{'D;(8,)+D,(6,)K'D; (6,) +

(2.116)
+D,(6,)KPD,(6,)+D, (0, KD, (6,).

Los ceros de la ecuacion caracteristica (2.115) representan para cualquier
esquina multimaterial, independientemente del niimero y naturaleza de los materiales
que la componen e independientemente de las condiciones de contorno que actien en
sus caras extremas (con las salvedades ya mencionadas), los exponentes caracteristicos
A,y por tanto, los Ordenes de singularidad de tensiones, o, =1—A, del estado
tensional asintotico asociado (2.1).

Un incremento uniforme de la tempeartura no genera modos singulares distintos
a los obtenidos por la ecuacion caracteristica (2.115). La inclusién de los efectos de la
temperatura se detallaran en el capitulo siguiente.

Las funciones caracteristicas (la parte de la representacion de tensiones (2.30) y
la funcion de tensiones (2.31) que depende de la coordenada angular) se puede evaluar
numéricamente una vez conocidos los exponentes caracteristicos.

2.5.2 Implementacion en un cédigo informéatico

La determinacion de los exponentes y funciones caracteristicas mediante los
procedimientos anteriormente descritos, se ha implementado en un programa escrito en
Mathematica. En este apartado describiremos brevemente como se ha llevado a cabo
dicha implementacion, como se realiza la entrada de datos del problema y resultados
proporciona dicho programa.

El programa consta basicamente de tres bloques. Posteriormente, y como
consecuencia de los desarrollos que se mostraran en el capitulo 3, se afadiran al
programa mas bloques, cuya funcion detallaremos cuando oportunamente corresponda.

: Evaluacion de los autovalores (p,) y autovectores (a,, b,,) de la matriz N.

Sin existir una restriccion en el nimero de materiales que pueden incorporarse al
analisis, el programa admite la presencia de materiales isotropos, transversalmente
1sotropos y ortotropos, todos con comportamiento eldstico lineal y con cualquier
orientacion espacial genérica.
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En este primer bloque, partiendo de las constantes elasticas y orientacion de cada
material (en el caso de los materiales is6tropos, por supuesto la orientacion espacial es
irrelevante) se calcula la matriz de elasticidad fundamental N (2.37) y se evaltan
analiticamente los autovalores (p,) y autovectores (a,, b,), que como se ha visto en
apartados precedentes, constituyen la base de la representacion del campo eldstico
asintdtico. Adicionalmente se calcula en este bloque, dependiendo del caso, la matriz
7" (0) (2.34), para el caso de materiales no degenerados o sus equivalentes Z(&,1) en
(2.63) o Z(Q, A) en (2.82) respectivamente para los casos de materiales degenerados o
extraordinariamente degenerados.

La entrada de datos varia en funcién del tipo de material del que se trate,
teniendo, para los tres tipos considerados (isétropos, transversalmente isotropos y
ortotropos) las siguientes estructuras:

ortétropo transv. 1s6tropo 1sétropo
6 & 6 6 6 6

En Ex By E v E v

G, Giz  Gn Ey o owg Gi3

Vi2 Vi3 3 [ 0

() (2] w3

Tabla 2.3.- Datos de entrada al programa (en funcién del tipo de material).

El primer par de datos es comun a todas las tipologias de materiales, indicando
6y 6 los angulos extremos del material en la esquina. Tras los datos de geometria del
material, si el material es isotropo, solo se indican el médulo de elasticidad E y el
coeficiente de Poisson v. Si el material es transversalmente isotropo, se leen por orden:
el modulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson v del plano x;-x;, y
posteriormente las constantes de rigidez asociadas a la direccion de la fibra (x3): el
modulo de elasticidad £33, el coeficiente de Poisson 13, y el modulo de cortadura Gis,
por ultimo se leen los angulos (@ y ) que definen la orientacion del material respecto a
la geometria que define el estado de deformacion plana generalizada (ver Fig. 2.6). Para
el caso de materiales ortotropos, se leen las nueve constantes de rigidez en el orden: £,
By, B3, Gio, Gis, Gz, Via, Vi3 Yy W3 y posteriormente los tres angulos (@i, @y, @s) que
definen la orientacién del material ortdtropo en el espacio de deformacion plana
generalizada.

La evaluacion de los autovalores se realiza numéricamente para los materiales
ortdtropos (utilizando las expresiones de Lekhnitskii), analiticamente en el caso de
materiales transversalmente isotropos utilizando las expresiones (I.1)-(I.3) del Anexo Iy
siendo la unidad imaginaria la raiz triple en el caso de materiales isétropos.
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En el caso de los autovectores (matrices A y B), se dispone de la expresion
explicita para el caso de materiales ortotropos e isotropos, habiendo sido obtenidas
dichas expresiones explicitas para los materiales transversalmente iso6tropos en todos los
casos de degeneracion (Anexo I).

Blogue I1: Calculo de los exponentes caracteristicos.

Con toda la informacidn basica de cada material se evaluan en este bloque las
matrices de transferencia E;, se monta la matriz de transferencia de la esquina completa
Ky mediante el producto de las sucesivas matrices de transeferencia de cada material y
finalmente, dependiendo de las condiciones de contorno en las caras externas (o si se
trata de una esquina cerrada), se monta la ecuacion (2.115) (6 2.103) de la cual se
obtienen numéricamente los exponentes caracteristicos. Es importante remarcar que
todo el proceso de calculo se desarrolla analiticamente, apareciendo unicamente la
evaluacion numérica en la busqueda de los ceros de la ecuacion caracteristica.

La busqueda de los ceros de la ecuacion caracteristica, para obtener los
exponentes caracteristicos, se realiza mediante el método de Muller (1956),
procedimiento estandar de busqueda de raices complejas. Para la implementacion del
método de Muller, nos hemos ayudado de una implementacion previa realizada por
Portela, Aliabadi y Rooke (1991). La gran ventaja del método de Muller frente a otros
métodos de busquedas de raices, es que aunque el punto inicial de bisqueda sea real,
tiene la capacidad de poder encontrar raices complejas.

Ademas de una representacion grafica de la esquina, como ayuda de
comprobacion de la introduccion de los datos de geometria, el programa representa
graficamente la ecuacion caracteristica (2.115) 6 (2.103), dependiendo si se trata de una
esquina abierta o cerrada como ayuda para fijar los parametros en la busqueda de las
raices, pudiendo establecer: el nimero de raices a buscar, punto de inicio y precision del
cero en la evaluacion numérica, entre otros. El programa devuelve y almacena el valor
de los exponentes caracteristicos.

Blogue 111 Evaluacién de los desplazamientos y tensiones del campo asintético.

Una vez calculados los exponentes caracteristicos, este tercer bloque evalua,
para cada uno de los exponentes caracteristicos los desplazamientos y tensiones del
campo asintdtico. Para ello partimos de la expresion (2.114) particularizando con el
exponente caracteristico calculado y obteniendo w,(r,6,) que junto con los valores
prescritos w,(r,6,) y utilizando (2.110) permiten evaluar w(r,6,). Con la matriz de
transferencia del primer material (£,) y w(r,6,) calculamos w(r,6,) y andlogamente
obtener las variables del problema w(r,60.) (i=0,...,N) en todas las intercaras. Una vez
evaluado w(r,8,) (i=0,...,N) podemos obtener los desplazamientos y tensiones en el
interior de cada sector material utilizando el mismo concepto de la matriz de
transferencia entre w(r,6,) y w(r,0") siendo 0, <@'<@,, . Recordemos que las
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tensiones se calculan a partir de la funcion de tensiones mediante o, =-¢,, y
0, =@;,. Para el caso de esquinas cerradas el punto de partida es la ecuacion
caracteristica (2.103) cuyo resultado particularizado en (2.45) convenientemente
transformada en (K, (4)-Dw,(r,6,) =0, al cumplirse w, (r,6,)=w,(r,6,), siendo
el resto del procedimiento analogo al descrito para esquinas abiertas.

La representacion de desplazamientos y tensiones estd convenientemente
normalizada, como veremos en el capitulo 3. Adicionalmente el programa permite la
representacion grafica del campo asintotico en las direcciones radial y circunferencial o
evaluado en un listado de puntos (r,q) que se puede introducir por fichero.

2.6 Verificacion y resultados sobre uniones adhesivas

El programa implementado en el aparatado 2.5.2 se empleara en el célculo de los
exponentes y funciones caracteristicas de las esquinas multimateriales presentes en las
uniones adhesivas objeto de esta Tesis. Como paso previo a la utilizacion del codigo
implementado, se ha realizado una verificacién del mismo con problemas ya resueltos
en la literatura de muy distinta indole, verificacién que se expone en el apartado 2.6.1.
Una vez validado el codigo, se evalua en el apartado 2.6.2 los exponentes y funciones
caracteristicas particulares presentes en las uniones adhesivas metal-composite.

2.6.1 Verificacion del codigo con resultados previos

Para evaluar la fiabilidad, precision y versatilidad del cddigo desarrollado, se
han calculado problemas de referencia resueltos en la literatura. Los problemas
utilizados para la verificacion de la herramienta implementada en esta Tesis son en su
mayoria provenientes de trabajos previos donde la evaluacion de dichos exponentes
caracteristicos es semi-analitica. Como ya se coment6 en la revision bibliogréfica, en
este capitulo, el nimero de trabajos publicados es abrumador. Las mejoras introducidas
en el codigo implementado en esta Tesis, frente a la mayoria de cddigos previamente
publicados, radican en la capacidad de incluir en el andlisis distintos tipos de
comportamiento (isdtropo, transversalmente isétropo, degenerado o no y ortétropos), la
generalizacion y disminucion del tamainio del determinante que da origen a la ecuacion
caracteristica y la tipologia de condiciones de contorno que pueden ser usadas.

El Método de los Elementos Finitos o Elementos de Contorno permite analizar
numéricamente dichos exponentes caracteristicos en problemas de esquinas con
distintos tipos de materiales (Yosibash, 1997), pero la precision de los resultados es
altamente dependiente de la discretizacion realizada y en cualquier caso el esfuerzo
computacional que se debe emplear para alcanzar un grado de precision similar al de la
evaluacion analitica o semi-analitica es, en comparacion con estos resultados analiticos,
siempre muy superior.
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Sin animo de barrer exhaustivamente todos los casos comprobados, se van a
exponer los casos mas significativos analizados. Mostrando en todos los casos el orden
de singularidad de tensiones asociado cambiado de signo (5=1-4, con gy~r).

Esquina re-entrante en un material isotropo

El caso mas simple. Se ha tomado una esquina de 6, — 6, =280° con condiciones
de contorno libre-libre en las caras externas. Los valores de referencia para los
exponentes caracteristicos del modo plano se han tomado de Vasilopoulos (1988), quien
publica los resultados con una precision de 12 digitos significativos, y de Seweryn
(1994) para el exponente caracteristico asociado al modo antiplano. Los resultados
obtenidos muestran un acuerdo excelente (Tabla 2.4).

Vasilopoulos Seweryn Obtenidos
-0.469604280870 -0.469604 -0.469604
-0.357143 -0.357143

-0.156560431071 -0.156560 -0.156560

Tabla 2.4.- Ordenes de singularidad (-6=1-1) para una esquina is6tropa de 280°.

Esquina bimaterial isotropa

Se han tomado los resultados cldsicos de Dempsey y Sinclair (1979,1981) para
el caso una esquina bimaterial con condiciones de contorno libre-libre y para una
esquina cerrada (sin caras externas, los dos materiales pegados en las dos caras). Las
constantes elasticas de los materiales son: £1=30 GPa, 11=0.25, E,=120 GPa, »»=0.31
para el problema mostrado en la Tabla 2.5 y E£;=30 GPa, v=0.2, E;=120 GPa, 15r=0.3
para el problema mostrado en la Tabla 2.6. Los resultados obtenidos para los modos
planos son idénticos a los obtenidos por Dempsey y Sinclair, se muestra adicionalmente
el exponente caracteristico obtenido asociado al modo antiplano.

Dempsey y Sinclair Obtenidos
‘ -0.390748 -0.390748
’ -0.269076

Dempsey y Sinclair Obtenidos

-0.229549 -0.2295490
-0.1916800
-0.0742109 -0.0742109

6,-(n-80

Tabla 2.6.- Ordenes de singularidad (-6=4-1) en una esquina bimaterial isétropa cerrada.
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Esquina trimaterial isotropa

Se han comparado los resultados de Hein y Erdogan (1971) y Pageau et al.
(1994) para dos casos de esquinas cerradas con tres materiales isotropos, teniendo uno
de los casos sOlo exponentes caracteristicos reales y el otro caso exponentes reales y
complejos conjugados. Las constantes elasticas de ambos problemas son: £,=20 GPa,
1=0.2, E,=10 GPa, »,=0.2, E5=0.01 GPa, 13=0.2 para el problema mostrado en la Tabla
2.7y E\=10 GPa, »=0.2, E,=0.01 GPa, »=0.2, E;=100 GPa, 15=0.2 para el problema
mostrado en la Tabla 2.8. El acuerdo es excelente tanto en el caso real como en el caso
complejo conjugado, se han obtenido adicionalmente los modos antiplanos que también
muestran un gran acuerdo con los obtenidos utilizando el procedimiento en Mantic ef al.
(2003).

Hein y Erdogan Pageau ef al. Obtenidos
-0.0226 -0.0226 -0.02263280
-0.00580724
-0.0003 -0.00028330

Tabla 2.7.- Ordenes de singularidad (-5=A-1), esquina tri-material isétropa 8,=179°, 6=1°, =180°.

Hein y Erdogan Pageau et al. Obtenidos
-0.4975+0.1014i  -0.4476x0.0887i -0.447624+0.088750 i
-0.460273

Tabla 2.8.- Ordenes de singularidad (-5=A-1), esquina tri-material isétropa 8= 6=90°, 6:=180°.

Esquina bimaterial ortotropa

Se han tomado resultados de Delale (1984) y Chen (1998) para una esquina
bimaterial libre-libre con dos materiales de comportamiento ortoétropo (equivalentes a
materiales fibrosos) con idénticas constantes elésticas (E;1=163.4 GPa, E»n= E3;;=11.9
GPa, G1,=G13=6.5 GPa, G3=3.5 GPa, vi,=wv3=0.3, 13=0.5) y diferencia
exclusivamente en la orientacion espacial de la fibra en cada material (ver esquema en
la Tabla 2.9). Ambos tienen la fibra contenida en el plano x;-x3 y orientada ¢=60°y
#=30° respectivamente respecto al eje x,. Los resultados son excelentes.

Delale Chen Obtenidos
-0.4229 -0.422886 -0.422886
-0.380828 -0.380828
-0.047337 -0.047337

Tabla 2.9.- Ordenes de singularidad (-6=4-1), esquina bimaterial ortétropa libre-libre.
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Grieta de interfase en una problema bimaterial ortotropo

Se verificaron también problemas particulares de grietas de interfase de Wang
(1984) y Chen y Huang (1997) con un acuerdo igualmente magnifico. Las constantes
elasticas en ejes de ortotropia son (E£,,=138 GPa, Exn= E33=14.5 GPa, G,=G13=G23=5.9
GPa, vi>=v13=13=0.21) y la orientacion de las fibras es t« respecto al eje x3 y
contenidas en el plano x;-x3 (ver esquema en la Tabla 2.10).

x Wang Chen y Huang Obtenidos
O -0.5 -0.5 -0.5
— o=145° . . ;
. ‘ -0.5+0.03434i -0.5+0.0343365146; -0.5+0.0343398;
W . -0.5 -0.5 -0.5
% o -0.510.02942i -0.5+0.0294152218i -0.5+£0.0294132;

Tabla 2.10.- Ordenes de singularidad (-5=4-1), grieta de interfase en un bimaterial ortétropo.

Otras configuraciones con tres materiales ortdtropos han sido analizadas con
igual buen acuerdo en trabajos de Chen (1998) y Pageau et al. (1996) pudiendo dar por
validado el codigo.

Por ultimo y antes de entrar en la presentacion de los resultados aplicados al
problema que nos ocupa, destacar la obtencion por primera vez (hasta donde conocen el
autor y directores de esta Tesis) de los ordenes de singularidad de tensiones en
problemas de esquinas con materiales extraordinariamente degenerados.

Un ejemplo de un material con una matriz N extraordinariamente degenerada (3
autovalores iguales y un solo autovector linealmente independiente) se puede tomar de
Ting (1996b) quien da la expresion de la matriz de flexibilidad reducida’.

1 0 7 0 0 101 0 0
00 a 0 0 0 y=t@a'(l-a)) -y, 0L 0 0 0 2.117)
s=sily 0 a' 0 0 | s, >0, 1>a>0, =102 0 0/ '
00 0 1 v a'>y, aB-a)>y?, 000 1 -1
0 0 0 v a(B-a) 00 0 -5 3|

En la Fig. 2.8 se presentan los 6rdenes de singularidad de tensiones (6 =1—-A4)
para una esquina libre-libre de un material ED cuya matriz de flexibilidad viene dada
por (2.117) para un angulo so6lido entre 180° y 360°. Hasta 260° se obtienen dos 6rdenes

* De la matriz de flexibilidad s o (que es la inversa de la matriz de rigidez), se obtiene la matriz de
flexibilidad reducida (S;ﬂ =S,5 ~ 843535 / 853), que tiene la 3 fila y columna nulas. Al eliminar dicha

fila y columna obtenemos la matriz 5x5 mostrada en (2.117).
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de singularidad reales, apareciendo un tercer modo singular hasta alcanzar la
configuracion de grieta, 360°, donde los tres modos son 0.5.

En el interior de la Fig. 2.8 se presenta una tabla con los valores de los drdenes
de singularidad con 6 digitos de precision, para que pueda ser usada a efectos
comparativos.

0,7

0=200° 0.15672 0.128226
0=240° 0.374451  0.269291
0.6 T'| g=280° 0472353 0.351773  0.161211
0=320° 0.497632  0.422641  0.378599
0,5 | La=355° 0.499996 0.490131  0.488593

O T T T T T T T T
180 200 220 240 260 280 300 320 340 360

angulo o

Fig. 2.8.- Esquina libre-libre de un material extraordinariamente degenerado.

Un ejemplo de una esquina multimaterial con presencia de un material ortdtropo
no degenerado (£,,=141.3 GPa, E»=E33=9.58 GPa, G1,=G13=5.0 GPa, G3=3.5 GPa,
Vi2=v13=0.3, 13=0.32), un material is6tropo (degenerado D2, E;;=3 GPa, 1»=0.35) y un
material extraordinariamente degenerado cuyas propiedades elésticas son las de (2.117)
se muestra en la Fig. 2.9 y condiciones de contorno libre-libre.

A x2
isotropo .
(degenerado D2) Ortotropo no
@ @ degenerado (SP)
X1

libre

extraordinariamente @
degenerado (ED)

a1q1]

Fig. 2.9.- Esquina multimaterial con presencia de un material extraordinariamente degenerado.

-68-



Capitulo 2: Trabajo analitico: Exponentes v funciones caracteristicas.

Para esta configuracion particular, donde los tres materiales son sectores de 90°,
se obtiene un orden de singularidad de tensiones real (6=0.323997) y dos complejos
conjugados (6=0.354922 £ 0.152318 ).

2.6.2 Resultados en uniones adhesivas metal composite

Una vez validado el cédigo mediante problemas de referencia, éste se ha
utilizado para caracterizar las esquinas del problema bajo estudio. Las configuraciones
posibles de esquinas multimateriales presentes en una union a solape simple entre una
lamina de metal y un laminado de material compuesto son las que esquematicamente se
muestran en la Fig. 2.10 con un pequeio circulo.

xz A
X
4 > X3

a: adhesivo ¢
m: metal ' 4m  4c (0°,45°,90°)
c: composite ®
@: angulo de la fibra

3ce //

2c=2m /

z

Im
1c (0°,45°,90°)

Fig. 2.10.- Esquema de una unidon a solape simple metal-composite.

En la Fig. 2.10 aparecen, sefialadas con un punto, hasta 7 tipologias de esquina
diferentes, dependiendo del adherente que se considere. A cada configuracion se le ha
asignado un namero acompafiado de una letra (m o ¢) que indica la naturaleza del
adherente, m=metal, c=composite, llevando éstas ultimas entre paréntesis el pardmetro
(@) que indica el angulo de la fibra dentro del plano x;-x;.

En la Tabla 2.11 se muestran los detalles de cada configuracion particularizando
la naturaleza del adherente. Notese que la esquina que se ha designado con el nimero 3
solo tiene sentido en presencia de un laminado con distinta orientacion de sus ldminas,
no apareciendo cuando el adherente es metélico.
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a 4

¢ =10°45°90°

(S
Il
SN

lc (4) 4c (9)

No existe

m
El

Im 2m 3m 4m

Tabla 2.11.- Configuraciones de esquinas multimateriales en la unién metal-composite.

La configuracion de esquina 4, 4c(¢) en el caso de adherente composite y 4m en
el caso de un adherente metalico, es una configuracion de esquina saliente por la cual la
transmision de cargas es minima. Aunque su estudio no presenta ninguna dificultad
adicional respecto al resto de las esquinas, esta configuracidon, por las razones
anteriormente expuestas, no se ha analizado. Se comprobard en el capitulo 4 que
ninguna probeta ensayada rompe por esta esquina.

Como muestra de la capacidad de la herramienta se presentan en las (Fig. 2.11,
Fig. 2.12 y Fig. 2.13) los 6rdenes de singularidad (J) para las esquinas 1c (90°), Ic
(135° y 1c (0°) respectivamente para distintos angulos («) del rebose del adhesivo en
contacto con el adherente. El trazo continuo representa la parte real de dichos 6rdenes
de singularidad y el trazo discontinuo la parte imaginaria (cuando ésta existe). La unica
variacion en la configuracion de estas tres esquinas esta en la orientacion de la fibra en
el adherente. Las tres configuraciones presentan dos ordenes de singularidad reales
hasta un cierto angulo del rebose del adhesivo (en el entorno de los 85° en los tres
casos) a partir del cual aparece un tercer modo singular. En el entorno de los 160°
(concretamente: 158°, 161° y 166°) los dos 6rdenes de singularidad reales planos
colapsan y se convierten en complejos conjugados, permaneciendo el modo singular
antiplano con valores reales. En los tres casos y en la configuraciéon de grieta de
interfase (a=180°) la parte real de los tres modos singulares vale 0.5.

Aunque habitualmente en la literatura se asigna la direccion de fibra a 0° a la
direccion de la carga (en este caso x), en lo que sigue y por coherencia con los sistemas
de referencia definidos en el apartado 2.4.2.2, se ha tomado la direccion de 0° la paralela
al eje x3. Las propiedades que da el fabricante para el compuesto carbono-epoxy
(AS4/8552) utilizado, son las de un material ortoétropo (E,=141.3 GPa, E»=FE33=9.58
GPa, G,=Gi3=5.0 GPa, G»=3.5 GPa, vi=113=0.3, 13=0.32, o=-1-10° °C’,
a=a3=26:10"° °C™") mientras que el adhesivo (is6tropo) tiene (E=3.0 GPa, v=0.35) y el
aluminio (también isotropo) tiene (E=68.67 GPa, v=0.33). Con estas propiedades se
obtienen las figuras siguientes.
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Podria haberse considerado la ldmina unidireccional con un comportamiento
transversalmente isotropo, con propiedades (E=9.58 GPa, v=0.32, E3;=141.3 GPa,
111=0.30 vy G15=5.0 GPa). Bajo esta consideracion, aquellas configuraciones que
involucren una orientacion del material compuesto a 0°, 6 180° (en general, paralela al
eje x3), se corresponde, segin lo visto en el apartado 2.4.2.2, con un material
degenerado y como tal se trataria utilizando las expresiones desarrolladas a tal efecto.

0,50 £ 0,10
0,45 - 0,09
0,40 - - 0,08
0,35 r 0,07
0,30 1 r 0,06
3 - 5
5 0257 - 0,05 ~
[ S
0,20 1 r 0,04
0,15 1 r 0,03
0,10 r 0,02
0,05 1 r 0,01
0,00 @ 0,00
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
angulo (@)
Fig. 2.11.- Ordenes de singularidad en la esquina 1c (90°).
0,50 < 0,10
0,45 - - 0,09
0,40 | - 0,08
0,35 r 0,07
0,30 r 0,06
D )
5 025 - 005 ~
~ >
0,20 - 0,04
0,15 r 0,03
0,10 0,02
0,05 0,01
0,00 0,00
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

angulo (@)

Fig. 2.12.- Ordenes de singularidad en la esquina 1c¢ (135°).
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0,50
0,45
0,40
0,35
0,30

0,25

Re (8)

0,20

* 0,05
- 0,05
- 0,04
- 0,04

~ 0,03

°°1 0,03

~ 0,02
- 0,02
- 0,01

- 0,01

80 100
angulo (@)

120

140 160

Fig. 2.13.- Ordenes de singularidad en la esquina 1c (0°).

0,00
180

(¢)wg

En la Fig. 2.14 se comparan los o6rdenes de singularidad planos de los tres casos
analizados anteriormente para ver el efecto sobre los 6rdenes de singularidad de la
orientacion de la fibra en el adherente en este tipo de esquinas, 1c(¢). Se observa que los
valores son mas altos a medida que la fibra se alinea con el eje x3, siendo para el mismo
angulo de rebose los valores menores para la orientacion a 90° (perpendicular a x3) y
maximos cuando la fibra se alinea con x3.

0,50
0,45
0,40
0,35
0,30

0,25

Re (8)

0,20
0,15
0,10
0,05

0,00

/.——_—_T_’_.—.___—\ 7
/'/_. .- "/
2
/,'
/ .
/7.
/.
¢ ----90° .
¢ o° 7
7 /7
¢ — — 135° ’
/
s / .
/ A /7 )
/ v / .
Y .
/7
ol 1 P
< ~
z ..
e SO
= T T T T - T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160
angulo (@)

180

Fig. 2.14.- Comparativa de los 6rdenes de singularidad planos en la esquina 1c (0°, 90° y 135°).
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En las Fig. 2.15 y Fig. 2.16 se muestran los ordenes de singularidad de las
esquinas interiores cerradas 2¢(¢) bajo dos supuestos diferentes: esquina completamente
pegada (Fig. 2.15) y esquina parcialmente despegada (Fig. 2.16) con la que se trata de
modelar un defecto que potencialmente puede aparecer cuando el encolado se realiza
con presion solo en la direccion 2, utilizando por ejemplo una prensa de platos calientes
para el curado, la cual solo acttia en la direccidon del espesor (x;).

Si el curado se realiza en autoclave, con una presion hidrostatica, este defecto
potencial es menos probable. En este caso, a diferencia del anterior (esquinas 1c) existe
una diferencia cualitativa en los valores de los 6rdenes de singularidad considerando, o
no, dicha falta de pegado.

Mientras que en la Fig. 2.15 se obtienen 3 6rdenes de singularidad reales, para
cualquier valor de orientacion de la fibra, la Fig. 2.16 muestra 4 modos singulares con
valores reales hasta un cierto dangulo de la fibra (sobre 115°) a partir del cual se obtienen
dos valores reales y dos complejos conjugados.

Cuantitativamente también se aprecia una gran diferencia entre considerar o no
el defecto, pasando de valores de ¢ no superiores a 0.27 en el caso sin defecto (Fig.
2.15) hasta valores de 0.65 en el caso con defecto (Fig. 2.16) que implica un estado
tensional mucho mas severo.

0,50

0,45

0,40
0,35
0,30

0,25

Re (¥)

0,20

0,15

0,10

0,05

0’00 T T T T T T T T
90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
angulo (¢)

Fig. 2.15.- Ordenes de singularidad en la esquina 2¢ (90°<¢<180°) pegada.
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Re (5)

1,00 = 0,040
0,90 = - 0,036
0,80 - 0,032
0,70 - 0,028
0,60 > 0,024
0,50 - 0,020
0,40 | - 0,016
0,30 | eI 0o oL 0,012
peg ’
0,20 - 0,008
&
0,10 < - 0,004
Q
0,00 T T T T T T T T 0’000
90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
angulo (@)

Fig. 2.16.- Ordenes de singularidad en la esquina 2¢ (90°<¢<180°) despegada.

(@) wy

Se muestran por ultimo en las Fig. 2.17, Fig. 2.18 y Fig. 2.19 los ordenes de
singularidad de las tUnicas esquinas con tres materiales que aparecen en la unién
adhesiva, las esquinas tipo 3¢ (¢@;,¢,), con las combinaciones: 3¢ (90°¢) en la Fig. 2.17,
3¢ (0%¢) en la Fig. 2.18 y 3¢ (135°%¢) en la Fig. 2.19 en las cuales una lamina tiene una
orientacion fija de la fibra y la orientacion de la otra se deja variar.

Los ordenes de singularidad de las tres configuraciones son, cuantitativamente
hablando, menores que en los casos anteriores 1c y 2¢. En el aspecto cualitativo, las tres
configuraciones son completamente distintas entre si, variando el niumero de modos
singulares (entre 2 y 4), sus valores (reales o complejos) y la orientacion de fibra bajo la
cual se manifiestan los modos singulares.

La configuracion 3¢ (90°¢) (Fig. 2.17) muestra dos 6rdenes de singularidad
reales para todas las orientaciones de fibra (90°<¢<180°).
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0,10
0,09
0,08
0,07
0,06

0,05

Re (5)

0,04

0,03

0,02

0,01

0,00 ¥ T T T T T T T T Q
90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

angulo (¢)

Fig. 2.17.- Ordenes de singularidad en la esquina 3¢ (90°,¢).

La configuracion 3c (0°%¢) (Fig. 2.18) presenta dos oOrdenes de singularidad
reales hasta un angulo de aproximadamente 137° a partir del cual se transforman en
complejos conjugados hasta un angulo de 175° donde los ordenes de singularidad
vuelven a separarse en dos modos reales. En la Fig. 2.18, la configuracién de esquina
para un angulo de 90° coincide con la configuracion en la Fig. 2.17 para un angulo de
180°, por lo que los valores de los 6rdenes de singularidad también coinciden.
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Fig. 2.18.- Ordenes de singularidad en la esquina 3¢ (0°,¢).
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La configuracion 3¢ (135°¢) (Fig. 2.19) muestra la evolucion de los érdenes de
singularidad cuando una de las ldminas tiene una orientacion de 135° (6 -45°)
encontrandose como para un valor de 135° en la otra ldmina anula la configuracion de
esquina (las dos laminas tienen la misma orientacién) y desaparecen los ordenes de
singularidad. Obviamente, para ¢=90°, los valores obtenidos coinciden con los de la Fig.
2.17 para un angulo ¢=135°, al ser la configuracion resultante equivalente.

0,12 0,120
0,10 - r 0,100
0,08 ~ r 0,080
e 5
> 0,06 - r 0,060 —~
[ S
0,04 - 0,040
0,02 - r 0,020
0,00 = 0,000
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

angulo ()

Fig. 2.19.- Ordenes de singularidad en la esquina 3¢ (135°,¢).

Las figuras anteriores son una muestra de la capacidad de la herramienta
desarrollada. Los ¢rdenes de singularidad para esquinas con adherentes metalicos,
tienen una menor riqueza paramétrica en su representacion (dado que no se puede jugar
con la orientacidon del material, al ser éste isotropo). Los exponentes caracteristicos de
las esquinas presentes en la union se muestran en forma compacta en la Tabla 2.1,
siendo /4, el valor del exponente caracteristico antiplano (en caso de que exista).

adhesivo
o
' 0 0° adhesivo 0
adhesivo f; ] ‘
: o adhesivo

41=0.986914 41=0.901497 41=0.763236 41=0.686272 A41=0.905312

4,=0.994223 1,=1.01447 2,=0.813696 2,=0.696605 4,=0.971021

1,=1.926197 A,=0.889389 A3=0.791014 A,=1.700273
A3=1.106980 A4=1.152813

Tabla 2.12.- Resumen de los exponentes caracteristicos de las esquinas de la unién.
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Una vez obtenidos los exponentes caracteristicos de las esquinas presentes en la
unién adhesiva, los desplazamientos y tensiones se pueden evaluar numéricamente
utilizando respectivamente las expresiones (2.30) para los desplazamientos y (2.31)
junto con (2.21) para las tensiones, en las que todo es conocido. Tomando, por ejemplo
r=1, la configuracion de esquina 3c (90°135°) en la Fig. 2.17 que vimos que era
equivalente a la 3¢ (135°,90°) en la Fig. 2.19, tenemos dos 6rdenes de singularidad con
valores (6=0.077618 y 6=0.065822), (6=0.0743470 y ¢6=0.0634872 si suponemos
comportamiento transversalmente isotropo). En la Fig. 2.20 se muestran los
desplazamientos y tensiones en esta esquina (tomando las propiedades ortotropas,
0=0.077618).
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Fig. 2.20.- Desplazamientos y tensiones en la esquina trimaterial (6=0.077618).

Los desplazamientos y tensiones mostrados en la Fig. 2.20 se han normalizado
de acuerdo a Pageau et al. (1996), de tal manera que O'gg|9:():1/(272')5. En el préximo
capitulo se tratard en profundidad el tema de la normalizacién y expresion de los
resultados. Se observa asimismo en la Fig. 2.20 que tanto ;- como la pendiente de otras
componentes de las tensiones y los desplazamientos son discontinuas en las intercaras
de los materiales (6=0°, 90° y 270°).

2.7 Consideraciones finales

En el presente capitulo se ha desarrollado e implementado en un cddigo
computacional una herramienta versatil y potente para el calculo de los exponentes y
funciones caracteristicas en esquinas multimateriales eldsticas anisdtropas.

La caracterizacion del estado tensional asintdtico (2.1) en dichas esquinas se
completard una vez que se determinen los factores de intensificaciéon de tensiones
generalizados (Kj), que siendo los coeficientes de los términos del desarrollo en serie
(2.1) miden el peso de cada modo singular en la representacion de tensiones y
desplazamientos. En el siguiente capitulo, se presenta la herramienta puesta a punto para
la determinacion de K.
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3. TRABAJO NUMERICO: FACTORES DE
INTENSIFICACION DE TENSIONES

3.1 Introduccion

En la representacion de tensiones y desplazamientos del campo asintotico, el
calculo de los coeficientes K del desarrollo en serie, ver (2.1), si precisa la definicion
de la geometria y las condiciones de contorno del problema completo. Esta necesidad
del conocimiento del problema completo para la evaluacion de K; marca una diferencia
cualitativa entre las herramientas que pueden ser utilizadas para tal fin. A diferencia de
lo expuesto en el Capitulo 2, con los exponentes y funciones caracteristicas, que pueden
en la gran mayoria de los casos ser evaluados analitica o semianaliticamente por su
caracter local, los coeficientes del desarrollo asintético K; necesitan (con pocas
excepciones y en problemas muy sencillos) un modelo numérico, dada la dificultad de
la resolucion analitica.

Al respecto de su definicion, mencionar que en la literatura (en castellano)
aparecen identificados bien como “Factores de Intensificacion de Tensiones”, bien
como “Factores de Intensidad de Tensiones” (en la literatura inglesa siempre aparecen
como Stress Intensity Factors). Sin animo de entrar en discusiones acerca de cual de las
definiciones anteriores es mas correcta, este texto se adoptard la primera de las
denominaciones.

La importancia de los Factores de Intensificacion de Tensiones (FITs en
adelante) en la Mecanica de la Fractura Eléstica Lineal es innegable desde que Williams
(1957) e Irwin (1957) demuestran que dichos factores controlan el estado tensional
singular en el entorno de la punta de la grieta. Esta importancia se refuerza ante la
evidencia experimental de la existencia de unos valores criticos de los FITs (la
tenacidad a fractura) que controlan el inicio del fallo y su uso extensivo y fructifero
(durante los ultimos 50 afios) en el disefio de componentes mecanicos.

Aunque resulte basico a la altura en la que nos encontramos, es importante
remarcar que a diferencia de los factores de concentracion de tensiones, los FITs son
magnitudes dimensionales, cuya dimension depende, como veremos mas adelante en el
caso de las esquinas, del exponente caracteristico asociado a dicha esquina. Por lo tanto,
la comparacion de los valores de los FITs carece completamente de sentido fisico
cuando las magnitudes asociadas a dichos FITs no son iguales. El cardcter adimensional
de los factores de concentracion de tensiones si hace que sean comparables entre si, y
permiten, en los casos en los cuales su uso es apropiado (estados tensionales no
singulares), comparar la severidad del estado tensional. En la comparacion de la
severidad del estado tensional en el caso de estados tensionales singulares, como el
definido por (2.1), intervienen tanto los exponentes caracteristicos A, como los FITs K.
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Si bien, en presencia de grietas, el sentido fisico de los FITs queda
completamente definido a través de su equivalencia (en problemas de materiales con
comportamiento elastico lineal) con la tasa de liberacion de energia de deformacion (G),
dicha relacion deja de ser estrictamente valida en problemas de esquinas, sin la
presencia de grietas (G se anula). Este hecho ha motivado que se denomine Factores de
Intensificacion de Tensiones Generalizados (FITGs) a los coeficientes del desarrollo en
serie que define el estado tensional (2.1) cuando se trate de configuraciones de esquinas
(sin grieta) en contraposicion con su denominacién en el caso de grietas.

La pérdida de la equivalencia formal de los FITGs con G ya introducida en
capitulo anteriores y traida de nuevo a colacidn, es la razéon que con mayor frecuencia
esgrimen los detractores del uso de los FITGs y del concepto de tenacidad en la
prediccion del fallo en esquinas. Con la misma intensidad, numerosos autores: Seweryn
(1994), Dunn et al. (2001) y Yosibash et al. (2004) entre otros, defienden propuestas de
criterios de fallo para materiales con comportamiento fragil, basados en el concepto de
FITGs en configuraciones de esquinas multimatriales reentrantes.

Esta pequefia introduccion trata de poner de manifiesto la actualidad del tema,
que profundizaremos con una revision bibliografica mas extensa en el apartado 3.2. En
el apartado 3.3 se desarrolla la implementacion del método elegido para el calculo de
los FITGs. En el apartado 3.4 se detallan las caracteristicas principales de los modelos
numéricos (de Elementos de Contorno) empleados. En el apartado 3.6 se analiza la
fiabilidad y precision del procedimiento completo de calculo con problemas de
referencia ya resueltos en la literatura, pasando en el apartado 3.7 a la resolucion de los
problemas particulares de uniones adhesivas. Por ultimo en el apartado 3.7 se realizaran
algunas consideraciones finales.

3.2 Revision bibliogréafica

Una caracterizacion completa del estado tensional singular asintotico definida en
(2.1) necesita de la evaluacion de: los exponentes caracteristicos, las funciones
caracteristicas y los FITGs. Puesto que la evaluacion de los FITGs lleva asociada la
generacion de modelos numéricos, no siempre sencillos, y generalmente un
postprocesado cuidadoso de los resultados o la incorporacion de las funciones
singulares en la discretizacion, se puede afirmar con rotundidad que el estado del arte en
la evaluacion de los exponentes caracteristicos A y los FITGs (K;) no ha sido siempre
parejo. En el Capitulo 2 se constata, a través de la revision bibliografica y las
aportaciones propias realizadas, el alto grado de precision y fiabilidad del que se
dispone en la actualidad para el calculo de los exponentes caracteristicos A, en la gran
mayoria de los casos de interés practico. En este apartado trataremos de revisar el estado
del arte en lo concerniente a la determinacion de los FITGs, anticipando, que aunque se
dispone de diferentes herramientas versatiles, el grado de confianza en los resultados
obtenidos, en comparacion con los procedimientos de célculo de los exponentes
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caracteristicos, no es siempre tan bueno como en el caso de los exponentes
caracteristicos.

Es interesante comenzar la revision del estado del arte en el calculo de los FTIGs
con tres referencias que presentan, con caracter general, algunas de las problematicas
asociadas al calculo de los FITGs.

Dos de esos trabajos, Yosibash y Szabo (1996) y Pageau et al. (1996), tratan la
misma problematica, si bien el primero s6lo expone dicha problematica y sugiere la
forma de proceder para evitarla, el segundo realiza una propuesta que de forma
sistematica soluciona dicha problematica.

Yosibash y Szabo (1996) ponen de manifiesto que el conocimiento de los FITGs
no puede ser independiente del conocimiento de las funciones caracteristicas.
Los exponentes caracteristicos se calculan con alto grado de precision y de
forma analitica en la gran mayoria de los casos. Las funciones caracteristicas
(que estan asociadas a los autovectores de sus correspondientes autovalores Ay)
en configuraciones de esquinas multimateriales o grietas de interfase con
materiales de comportamiento no isétropo solo pueden evaluarse numéricamente
en la gran mayoria de los casos. Dichas funciones caracteristicas, como
autovectores que son, quedan indeterminados a falta de una constante
multiplicadora (si A4 es real y dos constantes, amplificacion y giro, si A es
compleja). Esta constante multiplicadora afecta evidentemente a la definicion de
los FITGs. Se trata de hacer hincapié en que cualquier analisis y presentacion de
resultados de FITGs deben estar acompafiados de la completa definicion y
detalle del procedimiento de calculo de las funciones caracteristicas asociadas.
Los comentarios anteriores han supuesto en la practica (apartado 3.5) una
dificultad real para la comparacion con problemas de referencia existentes.

Pageau et al. (1996) abordan la misma problematica anterior y realizan
propuestas de estandarizacion o normalizacion en la representacion mediante
exponentes caracteristicos (autovalores), funciones caracteristicas (autovectores)
y los correspondientes FITGs. Dada la dificultad practica de presentar la
estructura de las funciones caracteristicas en la gran mayoria de los casos con
configuraciones de esquina multimateriales o que involucren a materiales
anisotropos, se establece de manera sistematica la forma la relacién entre los
FITGs y las funciones caracteristicas para los casos en lo que A; sea real o
compleja (contemplando adicionalmente el caso de la transicion de dos raices
reales a dos complejas conjugadas). Esta propuesta de estandarizacion respeta (al
particularizarla) la estructura de los casos mdas sencillos (grietas, esquinas
bimateriales, etc.) en los cuales la definicién de los FITGs ya estaba asimilada y
fuertemente implantada en la literatura. Nos podriamos atrever a decir que una
propuesta de este estilo es imprescindible para la definicion de problemas de
referencia con los que presentar resultados que puedan ser posteriormente
comparados por otros autores de una forma agil y segura.
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El tercero de los trabajo que queremos utilizar para la introduccion de esta
revision bibliografica es un breve (en extension s6lo 3 paginas) y reciente trabajo de
Helsing y Jonsson (2002) que si bien trata de un problema de determinacion de FITGs
con una geometria muy particular, resalta el importante hecho préctico de la falta
generalizada de resultados de calidad, o fiables para su utilizacién como problemas de
referencia, llegando a decir literalmente (traducido al castellano) que “...muchos de los
resultados numéricos presentados en la literatura son de una calidad cuestionable...”.

Existen numerosas técnicas de evaluacion de los FITGs que utilizan distintos
modelos numéricos (Elementos Finitos o Elementos de Contorno), pudiéndose agrupar
¢éstas en dos grandes grupos: las técnicas que necesitan de una detallada modelizacion
del entorno mas cercano de la singularidad (técnicas locales) y técnicas que utilizan el
valor de variables del campo elastico mas alejadas de la singularidad (técnicas globales)
generalmente basadas en la evaluacion de integrales conservativas.

A su vez, estas técnicas admiten también una segunda clasificacion atendiendo a
si el célculo de los FITGs se realiza mediante un postproceso de los resultados
numéricos o si por el contrario el calculo se realiza de forma mas directa mediante la
incorporacién de las funciones singulares en la discretizacion, siendo este segundo caso
de una mayor complejidad operativa en la gran mayoria de los casos, dado que requiere
actuar sobre los codigos numéricos utilizados, pero de una mayor precision en
comparacion con las técnicas que emplean postproceso de los resultados numéricos.

En la Tabla 3.1 se muestra, a modo de resumen la clasificacion de los métodos
de calculo de los FITGs atendiendo a las dos clasificaciones anteriormente citadas.

Técnicas Locales Técnicas Globales
Calculo de los Basadas p.e. en ajustes por Basadas p.e. en la evaluacion de
FITGs mediante minimos cuadrados: integrales conservativas:
postprocesado de los (Chan et al, 1970), (Cisilino y Ortiz, 2005),
resultados numéricos (Munz y Yang, 1993). (Banks-Sills, 1997).
Incorporacion de las Utilizacion de elementos 1/4 Funciones en todos el dominio:
funciones singulares (Barsoum, 1976), y otros (Helsing y Jonsson, 2002b)
en la discretizacion elementos singulares (Wait, 1978) | (Marin, Lesnic y Mantic¢, 2004)

Tabla 3.1.- Clasificacion de los métodos de calculo de los FITGs.

En la revision bibliografica que a continuacion se presenta se han agrupado los
distintos métodos atendiendo mayoritariamente al caracter local/global anteriormente
mencionado, estando la Seccion 3.2.1 dedicada a las técnicas de célculo locales y la
Seccidn 3.2.2 dedicada a las técnicas de calculo globales.
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3.2.1 Técnicas locales

Probablemente la manera mas intuitiva para evaluar los FITGs sea aprovechar la
representacion asintotica de tensiones y/o desplazamientos y ajustar por extrapolacion
dicha representacion con los valores cercanos a la esquina o grieta en cuestion mediante
un refinado selectivo de la malla, como se muestra en Chan et al. (1970), ver Fig. 3.1.

Fig. 3.1.- Método de obtencion de los FITGs (Chan et al., 1970)

Otra alternativa, un poco mas elaborada, consiste en introducir la representacion
del campo singular de tensiones en los elementos inmediatamente adyacentes al vértice
de la grieta/esquina, moviendo el nodo central en elementos isoparamétricos. Hensell y
Shaw (1975) y Barsoum (1976) llegaron casi simultineamente al mismo resultado, para
el caso de grietas con los elementos singulares a “un cuarto”, ver Fig. 3.2, técnica que
fue generalizada por Wait (1978) para otros tipos de singularidades.

ANy e k

—Crack

Fig. 3.2.- Elementos singulares a 1/4 para la evaluacion del FIT en grietas (Barsoum, 1976)
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Reedy (1990, 1991) utilizando Elementos Finitos y un ajuste por minimos
cuadrados ajusta el valor del FITG (s6lo se considera un término singular) para una
lamina de material eldstico pegada a substratos rigidos, bajo cargas térmicas y
mecanicas: traccion uniforme (1990) y cortadura (1991). La representacion de los
desplazamientos frente a la distancia a la esquina en una doble escala logaritmica, es
practicamente lineal en el entorno de la esquina, hecho que es aprovechado para realizar
un ajuste por minimos cuadrados en el cual el término libre representa el FITG.

Cuando se consideran varios términos singulares el ajuste no es tan simple. En
este caso, Knésl et al. (1991) proponen calcular K, para entornos muy cercanos a la
singularidad, ignorando el segundo témino singular, y una vez obtenido K, proceder al
calculo, por la misma via, de K,. Este procedimiento no es preciso cuando los dos
exponentes caracteristicos son muy parecidos. Munz y Yang (1993) y Yang y Munz
(1995b) presentan una propuesta de calculo para multiples FITGs de forma simultanea
también mediante un ajuste por minimos cuadrados, generando un sistema de
ecuaciones lineales obtenido minimizando la diferencia cuadratica en tensiones. Dicha
diferencia cuadratica Il; en (3.1) se evalua mediante la diferencia entre la solucion
obtenida por Elementos Finitos y la representacion asintdtica (2.1) en la cual todo es
conocido excepto Kj.
M 2
I, Z{ MEF( ,0.)— Z( /L)l T Ju(0,)—0,(6, )} (3.1)

1

donde M es el nimero de punto sobre el que se evalta I1; y viniendo la mejor solucion
para Kj, en el sentido de minimos cuadrados, dada por la solucién del sistema de n

ecuaciones lineales

oIl
2. (3.2)
oK,

Munz y Yang muestran, mediante la evaluacion de casos concretos, las
imprecisiones del método asociadas a los ajustes realizados utilizando grupos de nodos
muy cercanos a la esquina, con errores asociados a la discretizacion y las asociadas a los
ajuste realizados tomando grupos de nodos muy alejados de la esquina, donde la
representacion asintotica deja des tener validez, a menos que se incorporen un mayor
nimero de términos. En cualquier caso y tomando ciertas precauciones basicas (evitar
nodos muy cerca y muy lejos de la esquina) el método es sencillo y versatil.

Penado (2001), defensor del uso de los FITGs para la prediccion del fallo en
uniones adhesivas a solape, propone un método de ajuste en dos etapas para el calculo
de los FITGs. Primero emplea un modelo Elementos Finitos con una discretizacion
vasta para obtener el valor de los desplazamientos a lo largo de un contorno préoximo a
la esquina bajo analisis, Fig. 3.3.
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GLOBAL FINITE ELEMENT MODEL PROVIDES BOUNDARY CONDITIONS
AT THE GLOBAL/LOCAL BOUNDARY

ADHEREND TN

.

EIGENFUNCTION SOLUTION PROVIDES PROPER
BEHAVIOR NEAR SINGULARITY IN LOCAL REGION

/

DISPLACEMENTS ARE MATCHED AT

LOCAL REGION THE GLOBAL/LOCAL BOUNDARY NODES

POINT OF
SINGULARITY

Fig. 3.3.- Procedimiento en dos etapas para el cilculo de los FITGs (Penado 2001).

En una segunda etapa, utiliza la representacion del campo asintotico de
desplazamientos (con hasta 40 términos en el desarrollo en serie) en el cual solo los
FITGs son desconocidos, y obtiene una solucidon para K ajustando en el contorno los
desplazamientos previamente obtenidos por Elementos Finitos.

3.2.2 Técnicas globales

Generalmente basadas en la evaluacion de integrales conservativas (por ejemplo:
Integral J, M, L o H, entre otras), estas técnicas eliminan la necesidad de resolver el
problema local con una precision elevada.

Probablemente, la integral J (Rice, 1968) ver (3.3), sea la integral independiente
del camino mas empleada para el célculo de los FITs en el caso de grietas. En modos
mixtos es necesario desacoplar los modos I, II y III para obtener los correspondientes
FITs, ver Huber et al. (1993). En (3.3) w representa la densidad de energia de
deformacion, la direccion y es normal a la grieta y T" y u son respectivamente el vector
tension y el vector de desplazamientos. Se puede demostrar, que para comportamiento
elastico lineal la integral J se identifica con la tasa de liberacién de energia de
deformacion G, representando la integral J la variacion de energia potencial (IT) con el
crecimiento de grieta (a=tamaio de la grieta) J = —0l1/0a .

J=J-(wdy—T” ‘2—“) ds . (3.3)
T X

La integral M, introducida originalmente por Knowles y Sternberg (1978), ver
(3.4) representa una generalizacion de la integral J y ha sido adaptada y utilizada para la
evaluacion de FITGs por Im y Kim (2000) en esquinas 2D y por Lee y Im (2003) para
veértices 3D
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M =[(wx,n, ~T/u, ,x,)ds. (3.4)
r

Ejemplos de la utilizacion de la denominada integral L se pueden encontrar en
Choi y Earmme (1992) para grietas circulares. Ejemplos de aplicacion de la integral H
(3.5), introducida por Snyder y Cruse (1975) y Stern et al. (1976), y que deriva del
segundo teorema de reciprocidad de Betti, se pueden encontrar en Sinclair et al. (1984),
Carpenter (1984) y Babuska y Miller (1984) para materiales isotropos, Carpenter y
Byers (1987) y Banks-Sills (1997) para bimateriales isotropos, y Labossiere y Dunn
(1998, 1999) en materiales anisotropos (también esquinas bimateriales anisotropas). La
habilidad de la integral H para obtener los FITGs radica en la acertada eleccion del
campo auxiliar (identificado en (3.5) con un asterisco). En (3.5) n; representa la normal
exterior al contorno I recorrido en sentido antihorario.

La integral de interaccion, o integral conservativa de dos estados, que se basa en
la superposicién de dos estados en equilibrio, también ha sido utilizada con éxito por
Miyazaki et al. (1993) y Cisilino y Ortiz (2005) en grietas de interfase 2D y 3D
respectivamente. La técnica de calculo mediante integral H se ha ido completando
progresivamente, incorporando entre otros, los efectos de la temperatura en problemas
bimateriales, Banks-Sills y Ishbir (2004), presencia de tracciones en los contornos
exteriores, Qian (2001) y problemas 3D con materiales isotropos, Ortiz ef al. (2006).

u)n; ds. (3.5

i

H :J-(Ul.ju; -o
r

Otras alternativas son: Banks-Sills et al. (1997) quienes utilizando la solucion de
Hein y Erdogan (1971) generan una funcion de influencia para la evaluacioén analitica
de los FITGs en ciertos problemas particulares con materiales isotropos (grietas en
materiales homogéneos y grietas de interfase, entre otros) y Bochniak y Séndig (1999)
generalizan el uso de las funciones de peso, originalmente introducidas por Bueckner
(1970) y Rice (1972) para materiales homogéneos y geometrias sencillas, en casos mas
complejos con esquinas bimateriales, ver también Wu (2001) en esquinas anisotropas.

El uso de modelos de Elementos de contorno es habitual en este tipo de
problemas; algunos ejemplos se pueden encontrar en Pan y Amadei (1999), Xu et al.
(1999) y Hwu y Liang (2000).

Para finalizar, mencionar dos trabajos que utilizaremos para la puesta a punto del
método de célculo en el apartado 3.3 de Helsing y Jonsson (2002b) y Qian y Akisania
(1999), ademés de un excelente trabajo de revision, Sinclair (2004) y numerosos
ejemplos numéricos de calculo en uniones adhesivas en Mohammed y Liechti (2001) y
Quaresimin y Ricotta (2006).
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3.3 Implementacion del método de calculo de los FITGs

De entre las posibilidades expuestas en el apartado anterior, se ha optado por la
utilizaciéon de un método sencillo y que permita la evaluacion de multiples FITGs de
forma simultdnea. Se va a emplear un método de ajuste por minimos cuadrados andlogo
al utilizado por Munz y Yang (1993), ver (3.1), pero empleando desplazamientos en vez
de tensiones y adaptandolo a un modelo numérico de Elementos de Contorno (MEC) en
vez de Elementos Finitos (MEF), Toro (2004).

La funcion IT (en 3.6) evalta el error cuadratico entre los desplazamientos que
obtenemos del modelo numérico (del cual nos ocuparemos en detalle en el apartado 3.4)
y los desplazamientos de la representacion asintotica (2.1).

4 N M 2
(K, K) =SS [0 0,0~ (1,0, K, K ) (3.6)
a=1 j=0 n=1

donde 1 son los desplazamientos del modelo numérico de Elementos de Contorno y
u,” los desplazamientos del desarrollo en serie, ver (2.1), particularizados en (r,6). La
funcién del error cuadratico IT, en (3.6), incorpora tres sumatorios. El sumatorio en «
contabiliza el error utilizando s6lo una componente de los desplazamientos si 4=1 y con
las dos componentes (u, y ug) si A=2. Dado que con el MEC so6lo se discretizan los
contornos de los solidos, al vértice de cada esquina confluyen N+1 aristas en caso de
esquinas abiertas (siendo N el nimero de materiales) y N en caso de esquinas cerradas,
de forma que el sumatorio en j contabiliza el numero de aristas que participan en la
evaluacion del error. Finalmente, el sumatorio en » indica el nimero de nodos (por
arista) que se toman para evaluar I'1. Por supuesto, en el modelo se pueden afiadir puntos
internos, cercanos al vértice, que también se pueden introducir en la evaluacion de IT.
La Fig. 3.4 muestra un esquema del grupo de nodos que participan en la evaluacién de
I1 para

Fig. 3.4.- Parametros A, M y N que participan en la evaluacién de IT.
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La estructura, en tres sumatorios, de I atiende a la idea de poder evaluar durante
la implementacion y puesta a apunto del método, la influencia que sobre la
aproximacion de la solucién de los FITGs tiene incorporar mas o menos componentes
del campo de desplazamiento, nimero de materiales y nimero de nodos. Se analizara la
influencia que sobre la solucién tiene, ademas del numero de nodos, la ubicacion (mas
cerca o mas lejos del vértice) de los mismos, como veremos mas adelante.

En la funcién de error IT solo los FITGs, K; (k=1....,K), son desconocidos. Una
solucion aproximada se obtiene de la resolucion del siguiente sistema de k ecuaciones
lineales:

oI(K,,...K,)
oK, B

1

0, (i=1,..k). (3.7)

La resolucion de este sistema de ecuaciones se ha implementado en el mismo
codigo de Mathematica, expuesto en el capitulo anterior. La evaluacion de la funcion I
se realiza mediante un fichero de datos externo, cuya estructura es: una primera linea
con el nimero de nodos que se van a emplear en la evaluacion de IT seguido de tantas
filas adicionales como nodos indicados en la primera linea; cada una de estas filas
contiene las coordenadas » y & del nodo en cuestion y las dos componentes de los
desplazamientos (u, y ug) que se han obtenido, para esas coordenadas, en el modelo de
Elementos de Contorno. Con las coordenadas (r,6) el programa calcula numéricamente
los desplazamientos a falta de los coeficientes K; de cada término & del desarrollo en
serie. El numero de nodos elegido para realizar el ajuste debe ser superior al nimero de
términos tomados en el desarrollo en serie para que el sistema de ecuaciones quede
sobredeterminado y el sistema (3.7) tenga solucion.

Los términos del desarrollo en serie con un exponente caracteristico complejo
conjugado, tienen asociados un FITG complejo (K=Kz+iK;) que a los efectos de la
solucion del sistema (3.7) cuentan obviamente como dos incdgnitas: K asociada a la
parte real y K; asociada a la parte imaginaria.

3.4 Modelos numéricos. Caracteristicas principales

Para las simulaciones numéricas realizadas en esta Tesis, se ha empleado el
Meétodo de los Elementos de Contorno, Paris y Cafias (1997), implementado en un
codigo desarrollado por Graciani (2006). Dicho cédigo se ha utilizado exclusivamente a
nivel de usuario, sin que haya surgido la necesidad de desarrollar nuevas subrutinas y
por tanto modificar el codigo original excepto la incorporacion de los efectos térmicos
provocados por la temperatura de curado, modificaciones del codigo que se detallan en
el apartado 3.4.1. La intencion de este apartado es simplemente mostrar las capacidades
de la herramienta y su aplicacion a los problemas bajo estudio, habiendo sido tomadas
estas notas, casi integramente de Graciani (2006), texto al que remitimos al lector
interesado.
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Las caracteristicas principales del programa, exploradas a través de las entidades

que lo definen, son:

Solidos: El programa admite la presencia de multiples solidos simultdneamente.
Se admiten leyes de comportamiento lineales elasticas isotropas, ortotropas y
anisotropas, lo cual es fundamental para poder modelar las uniones adhesivas
entre metales y materiales compuestos.

Elementos: El programa implementa exclusivamente elementos lineales
continuos, siendo, por tanto la aproximacion de la geometria y de todas las
variables del problema lineal.

Contornos: El programa admite la definicion de distintos tipos de contorno en
tres categorias:

0 Contorno sin posibilidad de contacto: Son zonas del contorno cuyos
nodos interiores no tienen posibilidad de entrar en contacto con otros
contornos. Utilizaremos este tipo de contorno en todos los contornos
alejados de la zona de pegado.

0 Contorno de interfase: Zona del contorno comun entre dos solidos, sin
posibilidad de separacion ni deslizamiento. Esta sera la condicion en los
contornos comunes en las zonas de pegado, ya que asumimos pegado
perfecto entre los materiales.

0 Contorno de contacto: Zona del contorno que tiene posibilidad de
contactar con el contorno de otro so6lido, sin restricciones para separarse
o deslizar, salvo las impuestas por las condiciones de friccion entre
dichos contornos. Si bien podriamos hacer uso de esta categoria en
presencia de grietas, dado que se persigue la caracterizacion de los
estados tensionales singulares en esquinas multimateriales, sin la
presencia de grietas, no utilizaremos este coédigo en los contornos.

Puntos de colocacion: Ademas de los puntos del contorno discretizado, donde se
sittan puntos de colocacion (y se imponen las ecuaciones de colocacion) el
programa esta preparado para poner puntos de colocacion adicionales en el
interior de los elementos que contienen algin nodo con sobreabundancia de
incognitas.

Puntos internos: El programa, a través de la solucion obtenida en los puntos del
contorno, permite la evaluacion de los desplazamientos y tensiones en puntos
internos del sélido, sin mas que proporcionar sus coordenadas en el fichero de
entrada. La salida de resultados de estos puntos, se presentan ademdas de en el
fichero de resultados principal, y por comodidad para el usuario, en un fichero
de resultados aparte.

De manera muy esquematica vamos a presentar la estructura del fichero de

entrada del programa, a través de los cuales podemos también entrever las posibilidades
del codigo (cada punto representa una linea del fichero).

e Titulo del problema
e TP TF NSOL TI NPG
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0o TP: Tipo de problema (l=elastico axisimétrico, sOlo para
isotropos, 3 1=tension plana generalizada, 32=deformacion plana).
Dado que la solucion asintdtica se ha obtenido bajo deformacion
plana generalizada, debemos utilizar 32.

o TF: Tipo de formulaciéon (11=solucién directa, 12=algoritmo
incremental). En nuestro caso, sin zonas de contacto, siempre 11.

0 NSOL: Numero de so6lidos en el problema.

0 TI: Tipo de integracion (2= integracion analitica).

0 NPG: Numero de puntos de Gauss (si los hay).

Para cada so6lido se introduce:
e n-SOL NNOD NCNT NPINT NAPO
0 n-SOL: Numero del solido.
NNOD: Numero de nodos del sélido.
NCNT: Namero de contornos.
NPINT: Numero de puntos internos.
NAPO: Numero de apoyo para impedir el movimiento como
solido rigido.
Los datos de los apoyos:
e ANOD DIR(1)...DIR(n) TMSR MSR(1)...MSR(n)
0 ANOD: Numero del nodo donde se aplican las condiciones de
apoyo como solido rigido.
0 DIR(i): Direccion del desplazamiento impedido.
0 TMSR: Tipo de movimiento como s6lido rigido que se impide
(1=desplazamiento, 2=giro).
0 MSR(): Direccidbn del desplazamiento impedido (para
TMSR(1)=1) o centro de rotacion (para TMSR(1)=2).

O O O O

0 TM: Tipo de material (1=is6tropo, 2=ortotropo, 3=ortotropo fuera
de ejes, 4=anisétropo con constantes ingenieriles, S5=anisotropos
con constantes f3;).

e PRP(1)...PRP(n)

0 Constantes elasticas del material, siendo su nimero funcion del

tipo de material TM.

Para cada nodo del so6lido se introduce:
e n-NOD X Y
0 n-NOD: niimero del nodo
0 X: Coordenada x.
0 Y: Coordenada y.

Para cada contorno del so6lido se introduce:
e n-CNT TC NELT
0 n-CNT: Numero del contorno.
0 TC: Tipo de contorno (1=sin contacto, 2=interfase, 3=contacto).
0 NELT: Numero de elemento en el contorno.
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Para cada elemento del s6lido se introduce:
e n-ELT TE NG(ini) NG(final) NI(ini) NI(final)
0 n-ELT: Numero del elemento.
0 TE: Tipo de elemento (s6lo tipo 1=lineal continuo).
0 NG(i): Nodos geométricos.
0 NI(i): Nodos de integracion.

Condiciones de contorno en cada sélido:
e n-NOD CdC(1) CdC(1) CdC() V(1)..V(n)

0 n-NOD: Numero del nodo donde se impone la CC.

0 CdC(1): Condicion elastica. Consta de un par de digitos que fijan
respectivamente el valor de las variables, antes (1 digito) y
después (2° digito) del nodo, sobre las que se imponen las
condiciones de contorno (1=las dos componentes del vector
tension, 2=las dos componentes del vector de desplazamientos,
3= el desplazamiento normal y la componente tangencial del
vector tension, 4= la componente normal del vector tension y el
desplazamiento tangente a la cara).

0 CdC(2): Condicion de continuidad y condiciones especiales
(O=normal, 1=impone continuidad del vector tension, para casos
CdC(1)=22, 33 6 44, 2=condiciones “especiales” de contacto).

0 CdC(3): Cdédigo de contacto (0=no hay contacto, 1=nodo libre
(no entrard nunca en contacto), 2=nodo en adhesion, +3=nodo en
deslizamiento).

0 V(i)=Valores de la condicion de contorno, en nuestro caso
siempre son 4 y el orden es siempre: g, Uiay Und, Uidy tras tias tnds Lid-
Donde u y ¢ son los desplazamientos y el vector tension y los
subindices 7 y ¢ son. normal y tangencial, y los subindices a y d
son antes y después del nodo.

Para cada punto interno del solido se introduce:
e n-PINT TPI X Y
0 n-PINT: niimero del punto interno.
o0 TPI: Tipo de punto interno (siempre 1)
0 X: Coordenada x.
0 Y: Coordenada y.

Después de la informacion de todos los solidos, se introduce la informacion de

las zonas de contacto entre solidos:
e n-Z TZ A B MU

n-Z: namero de la zona de contacto.
TZ: Tipo de la zona de contacto (11=Interfase, 2=contacto).
A: Contorno 1 en contacto.
B: Contorno 2 en contacto.
MU: Coeficiente de friccion (si procede).

O O O OO
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3.4.1 Efecto de la variacion uniforme de la temperatura

Haciendo uso de la analogia de Neumann-Duhamel (Fig. 3.5), el efecto sobre las
variables del problema termoelastico de una variacion uniforme de la temperatura se
puede obtener de un problema elastico equivalente, sin temperatura, en el cual las
fuerzas por unidad de volumen permanecen inalteradas, dado que 7,=0, y las acciones
en el contorno se modifican con un valor conocido que depende de la temperatura. En la
Fig. 3.5 se muestran, para el caso de un material isétropo, las acciones de dominio y de
contorno para el problema termoelastico real y el problema elastico equivalente.

Problema termoelastico (real) Problema elastico (equivalente)

Fig. 3.5-.Analogia de Neumann-Duhamel (para materiales isétropos).

Las ecuaciones de Navier y las condiciones de contorno en desplazamientos de
ambos problemas son idénticas, las condicones de contorno en tensiones son diferentes
(en un término asociado a una componente de tension esférica) aunque al aplicar en
cada problema leyes de comportamiento diferentes (con y sin temperatura) finalmente
ambas son iguales en términos de la derivada de los desplazamientos. Por todo lo
anterior la solucion de ambos problemas en desplazamientos, y consecuentemente en
deformaciones, es la misma. La solucidon en tensiones, sin embargo, se diferencia en el
término adicional introducido en las acciones de contorno, quedando la relacion entre
las variables de ambos problemas:

I 1 I I I Ea

_ o1 _
Eop =Eaps Oup =O0up 1—2vT§

aff

El programa de Elementos de Contorno utilizado, Graciani (2006), incorpora la
solucion del problema elastico equivalente para el caso isétropo, como se indica arriba.
Para completar el cddigo y permitir el andlisis de problemas con variaciones uniformes
de temperatura con presencia de materiales con comportamiento ortotropo, se han
obtenido (Anexo II) las expresiones del término adicional en las acciones en el contorno
para problemas 3D y 2D (deformacion plana y tension plana generalizada) en presencia
de estos materiales. Adicionalmente, aunque ya se desarrolla con detalle en Graciani
(2006) se incluye, para completar la informacion de este anexo, el desarrollo para
materiales isotropos.

-02.-



Capitulo 3: Trabajo numérico: Factores de Intensificacién de Tensiones.

En el problema eléstico equivalente, la Ecuacion Integral de Contorno (E.I.C.) se
ve modificada. En el Anexo II se obtienen las integrales adicionales que se originan en
el problema elastico equivalente para el caso ortdtropo en 3D y 2D (deformacion plana
y tension plana generalizada).

Para poner de manifiesto la importancia del efecto de la temperatura de curado
en las tensiones residuales de la union adhesiva, se ha analizado el problema que se
muestra esquematicamente en la Fig. 3.6, que consta de una chapa de aluminio de 1.6
mm de espesor pegada mediante un adhesivo de 0.15 mm de espesor a un laminado
[0/90/0], los bordes derecho e inferior tienen un apoyo de bolas y en el extremo
izquierdo de la chapa de aluminio tiene una traccidon uniforme de traccion de valor oy.
Las propiedades termomecénicas de los tres materiales son las utilizadas en apartados
anteriores (Apartado 2.6.2).

1.75 mm
REE )
0°= : 0.4 mm
. A : . 0.8 mm
Adhesivo |-
:O'O 0 04mMm_¥,1emm
< Ol
< Aluminio O 1.6 mm
< O
< @ 2 © N © N © N © 1 © N © 1 © 2 © 1 © N © N © N © N © 2 © Nk © N O i O Jlk O] O O

Fig. 3.6.- Esquema del problema con cargas mecanicas y temperatura de curado.

Se han analizado dos casos: uno solo con cargas mecanicas (cy=125 N/m?) y un
segundo con las mismas cargas mecanicas y un campo uniforme de temperaturas (AT=-
95°C) que trata de simular el enfriemiento desde la temperatura de curado (115°C) hasta
la temperatura ambiental (25°C).

Aunque las cargas mecanicas que aguanta la union real son mucho mayores a las
empleadas en este modelo y el mecanismo de transmision de las cargas es diferente al
de una unién a doble solape real (toda la carga pasa por el adhesivo) se han elegido
valores relativos entre las cargas mecénicas y las térmicas que muestren el efecto
potencial que tiene la temperatura sobre las tensiones residuales. La deformada para el
caso de carga mecanica exclusivamente, sin temperatura, se muestra en la Fig. 3.7.

-2.00 0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00
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T T
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Fig. 3.7.-Deformada (general y detalle) para el caso con carga mecanica (sin temperatura).

La deformada para el caso de carga mecanica combinada con los efectos de la
temperatura uniforme se muestra en la Fig. 3.8.
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Fig. 3.8.- Deformada (general y detalle) para el caso con carga mecanica y temperatura.
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Mientras que en el caso de la Fig. 3.7, se aprecia en la deformada el efecto de la
traccion sobre el aluminio, en el caso de la Fig. 3.8 es predominante el efecto de la
contraccion térmica durante el enfriamiento. Con la herramienta puesta a punto, se
podria analizar el potencial efecto beneficioso sobre las tensiones de delaminacion en el
borde del laminado originadas por la temperatura. Analizando las tensiones
circunferenciales en el entorno de las esquinas que se generan entre la ldmina de 0° en
contacto con la capa de adhesivo y la esquina trimaterial entre las laminas de 0°, 90° y el
rebose del adhesivo, se observa claramente el cambio cualitativo en la evolucién
angular de dicha tension en presencia, o no, de la temperatura. En la Fig. 3.9 se muestra
dicha evolucidn angular en ambas esquinas, para ogg, y una distancia »=0.04 mm.

|
| .
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|
|
|
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|
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-10 4

-20 4
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Fig. 3.9.- Tensiones oy en las esquinas trimaterial y bimaterial con y sin efecto de la temperatura.

En ambos casos se aprecia como las tensiones normales a la cara de adhesion
entre el laminado y el adhesivo (90° y 360° en el caso de la esquina bimaterial, 90° y
270° en el caso de la esquina trimaterial) pasan de tracciones a compresiones. Si el
mecanismo potencial de fallo en estas uniones discurriera por estas intercaras, estos
resultados indicarian que el efecto de la temperatura de curado seria, en este caso
beneficioso. Los valores de los FITGs en estas esquinas también se verian afectados.
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Con esta aplicacion se ponen de manifiesto las capacidades y versatilidad de la
modificacion llevada a cabo.

3.5 Puesta a punto con problemas de referencia

La evaluacion de la bondad y precision del método no requiere la comparacion
con un numero elevado de problemas de referencia, puesto que el procedimiento de
ajuste (mediante la evaluacion de los errores entre los desplazamientos calculados y los
estimados numéricamente) es idéntico independientemente del nimero de materiales,
condiciones de contorno y/o tipo de comportamiento de los materiales presentes en la
esquina. Para evaluar la precision de los resultados obtenidos mediante el método
implementado, se han utilizado problemas de referencia disponibles en la bibliografia.

En primer lugar y con objeto de analizar exclusivamente la influencia en la
precision de los resultados, del modelo numérico utilizado y del propio método de
ajuste por minimos cuadrados, se ha analizado el problema de una esquina re-entrante
cuyas condiciones de contorno en tension son las de un modo I puro, un modo II puro y
un modo mixto puro. Cuando hablamos de modos puros nos estamos refiriendo a que
las tensiones que se imponen como condiciones de contorno son las que salen de
particularizar las expresiones analiticas del primer término (del modo simétrico,
antisimétrico) o los dos primeros términos (simétrico y antisimétrico para el caso mixto)
del desarrollo en serie. De esta manera, el problema no incorpora efectos de borde,
teniendo en cualquier punto del solido la solucion asintdtica del primer término
(simétrico, antisimétrico o mixto que corresponda). En este caso en particular, tomar
valores de desplazamientos alejados de la esquina no representa ningin problema
puesto que las condiciones de contorno impuestas expanden la solucion asintotica a
todo el solido.

Como segundo problema se ha tomado una placa de un material homogéneo a
traccion uniforme con una entalla lateral de 90°. El material de la placa es homogéneo y
con comportamiento iso6tropo, elastico y lineal. Un problema clasico que dispone de una
solucion de referencia bastante fiable y con un grado de precision muy elevado. Este
problema si presenta efectos de borde, teniendo validez la solucidn asintdtica solo cerca
de la esquina. Analizaremos la influencia de la zona de ajuste elegida en los resultados.

Un tercer problema de referencia para la comprobacion del procedimiento
implementado es el de una esquina bimaterial is6tropa. Como se indicaba al comienzo
de la revision bibliografica, existen ciertas dificultades para realizar estudios
comparativos, dado que los valores numéricos de los FITGs son dependientes de la
definicion de las funciones caracteristicas, no quedando definidos éstos si las funciones
caracteristicas no se facilitan de modo explicito o al menos no se indica un
procedimiento de normalizacion o estandarizacion como el propuesto por Pageau et al
(1996) también mencionado en la revision bibliografica anterior.

-96-



Capitulo 3: Trabajo numérico: Factores de Intensificacién de Tensiones.

3.5.1 Problemas en modos puros

El problema de referencia es una esquina re-entrante de angulo so6lido 270° (Fig.
3.10), con unas condiciones de contorno en tension que se obtienen de particularizar la
solucion asintotica, dada por (3.9) para el modo simétrico y por (3.11) para el modo
antisimétrico, en los puntos del contorno. La geometria empleada se muestra en la Fig.
3.10, en la cual A/w=1, a/w=0.5. Se debe remarcar que la geometria no juega ningin
papel en la solucidn de este problema (siempre que el angulo de las caras que confluyen
en el vértice formen el angulo sélido definido) dado que se particulariza la parte
singular de la solucion asintdtica en los puntos del contorno.

2h

Fig. 3.10.- Geometria y solicitacion en modo puro.

Se ha analizado el modo I, o simétrico, el modo II, o antisimétrico, y un modo
mixto. Las expresiones de las tensiones y desplazamientos asociados al primer término
simétrico del desarrollo asintdtico se muestran respectivamente en (3.8) y (3.9) para el
caso de deformacion plana.

u. =

K, r [3 —A-4v cos[(l + ,1)0(] cos[(l - /1)9]4‘ COS[(l - ’1)“] cos[(l + /1)0]]’

Q) 2urc \ 1+4 (3.8)
= B ﬁ;l[f;,}:/lc (3 +1/1;4V cos[(l + ﬂ)a] sen [(1 - /1)9]+ cos[(l - /1)05] sen[(l + 2)49]),
o, = (2 ”I:)’MC G;j cos[(l + i)a] cos[(l - /1)49]+ cos[(l - /”L)a] cos[(l + /1)6]}
K, (3.9)
o, = W ( cos[(l + /I)a] cos[(l - 1)9]— cos[(l - l)a] cos[(l + 1)9] ),
KI

[H cos[(l + l)a] sen [(1 - 2)9]— cos[(l - i)a] sen [(1 + 1)9]),

1+4

donde: K; es el FITG en modo I, Ci=cos[(1+A)a]-cos[(1-A)a], t=E/(2(1+V)) es el
modulo de cortadura, « el semiangulo sélido (a=135°), A el exponente caracteristico
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(que vale A=0.544483 para o=135°), E el mdédulo de Young y v el coeficiente de
Poisson.

Las expresiones de desplazamientos y tensiones para el modo antisimétrico son:

. m (1+2) sen[(1-2)a] sen|[(1+ 2)0]+ (3 -1 —4v)sen[(1+ 2)a] sen[(1- 2)0)]), (3.10)

A
K,r

U, = W ((1+ 4) sen [(1 - i)a] cos [(1 + 2)9]+ (3+ 21 —4vken [(1 + /1)(1] cos [(1 - 1)9]),

o, = (meK){I"{C ((1+ 4 )sen[(1-A)e]sen[(1+2)8] + (3—2)sen[(1+ A)a]sen|(1-12)8] ),

© ’ (3.11)
% =g, (A )senlll- D)a]senflt+ 2)6] + (1+ Dsenfit+ 2)e]senl(1- 1] )
C,p= (2ﬂrK){1'1C ((+2 )sen[(l - /1)0(] cos[(l + /1)9] - (1- /l)sen[(l + /I)a] cos[(l - /1)9] ).

En (3.10) y (3.11) Co=(1+A)sen[(1-A)a]-(1-A)sen[(1+A) ] v Kj; es el FITG en
modo II,. Para ambos modos (simétrico y antisimétrico) se verifica que el vector tension
(0w, 0,9) es nulo en las caras extremas (a=%135°).

La geometria modelada se ha tomado con w=10 (por tanto: a=5 y h=10). El
modelo de elementos de contorno tiene un total de 709 nodos y elementos lineales con
un tamafio de 0.1 en las caras horizontales y verticales. En las caras inclinadas se realiza
un refinado progresivo (utilizando un factor de 1.5) hacia la esquina en la cual el Gltimo
elemento tiene un tamafio de 10® teniendo dichas caras un total de 100 nodos. Un
detalle de los elementos en el vértice de la esquina se muestra en la Fig. 3.11.

Fig. 3.11.- Detalle de 1a malla en el entorno del vértice.
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Los tres casos analizados se corresponden con las parejas de valores para K; y
Kjr que se muestran en la Tabla 3.2.

Modo I (simétrico) Modo II (antisimétrico) Modo mixto
K~1 K=0 K=0.6
KH:O K[[ZI K11:0.9

Tabla 3.2.- Modos puros analizados.

Las deformadas obtenidas (convenientemente amplificadas) para los tres casos
se muestran en la Fig. 3.12, correspondiendo las imdgenes de izquierda a derecha
respectivamente con las configuraciones de carga simétrica, antisimétrica y mixta.

ada (x10)

I
brmada (x3-10%)

eformada (X5-

Modo I (K=1, K,=0) Modo II (K=0, K,~1) Modo mixto (K=0.6, K,~0.9)

Fig. 3.12.- Deformadas para los modos puros analizados.

En este problema con un solo material existen dos aristas que confluyen en el
vértice. En la evaluacion del error cuadratico (3.6) se van a tomar las dos componentes
de los desplazamientos (A4=2), s6lo una de las aristas (N=0) dado que los
desplazamientos son simétricos en el modo I, antisimétricos en el modo II, o una
combinacion de ambos en el modo mixto y no aportan informacion adicional. Se deja
pues como variable libre a analizar el nimero M de nodos que se utilizan en el ajuste.

Para analizar la influencia que un determinado grupo de nodos utilizados para el
ajuste tiene en la precision de la solucion se han evaluado todas las posibles
combinaciones de nodos consecutivos en la cara que confluye al vértice de la esquina.
Lo anterior representa un total, con 100 nodos por cara, de (100x100)/2=5000
combinaciones. La representacion de los errores que vamos a emplear se esquematiza
en la Fig. 3.13, en la cual los ejes horizontal derecho e izquierdo marcan
respectivamente el nimero del primer y tltimo nodo del grupo de nodos empleados para
realizar el ajuste y el eje vertical indica el error. La diferencia entre las abcisas “nodo
final” y “nodo inicial” marca el valor de M en el sumatorio de (3.6). Obviamente, la
parte inferior de esta representacion, no es factible.
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Zona no factible

Fig. 3.13.- Esquema de la representacion de errores adoptada.

En los tres casos analizados (modo simétrico, antisimétrico y mixto puros) los
resultados fueron cualitativamente analogos, encontrando errores significativos
asociados a la discretizacion, cuando el ajuste se realiza con un grupo reducido de nodos
muy cercanos al vértice de la esquina. Concretamente, en la Fig. 3.14 se muestran los
errores, en tanto por ciento, obtenidos para K; en el modo I (K=1, K;=0). La gréfica,
truncada al 2%, muestra errores inferiores al 2% para la gran mayoria de combinaciones
excepto las ya mencionadas para grupos de nodos entre el 1 y el 20 (hasta una distancia
de aproximadamente 10~ del vértice).

NODO

INICIAL

Fig. 3.14.- Resultados para el modo I puro (simétrico) Ki=1 y K;=0.
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En cuanto se incorporan un mayor numero de nodos al ajuste (avanzar en el eje
de “nodo final”) o se desprecian los primeros nodos cercanos a la esquina (evitar los
primeros valores del eje de “nodo inicial”) los errores que obtenemos, por debajo del
1%, son mas que aceptables desde un punto de vista ingenieril.

Una efecto imprescindible a tener en cuenta a la hora de realizar el ajuste, que no
afecta al problema simétrico, pero si lo hace en el problema antisimétrico y el mixto
(por contener éste parte del problema antisimétrico) y en general, con cualquier
problema no simétrico, es la consideracion del movimiento como sélido rigido del
problema. Dependiendo de las condiciones de contorno que impongamos al problema,
en la resolucion numérica, obtendremos una solucion u otra que se diferenciaran entre si
por un desplazamiento y/o giro como s6lido rigido.

Los movimientos como so6lido rigido se incorporan (o eliminan, segun se
interprete) al problema del ajuste de forma sencilla. Dado que la representacion
asintotica de desplazamientos no incorpora las constantes de desplazamiento como
solido rigido, se resta a la solucion en desplazamientos obtenida mediante el MEC los
desplazamientos del nodo correspondiente al vértice de manera que el vértice tiene
desplazamientos nulos (igual que en la representacion asintotica en r=0). Por el
contrario, el giro como sdlido rigido, en vez de eliminarlo de la soluciéon numérica, se
ha optado por incorporarlo a la representacion asintética (2.1) mediante la incorporacion
en el desarrollo de un término lineal con el radio, Ky 7, término que podemos asociar
con el exponente caracteristico A=1, y que precisamente representa un campo de
desplazamientos de giro como sdlido rigido (1,=0, u=K,r).

Se han probado diversas mallas en las que se ha hecho variar el tamano del
elemento del vértice, manteniendo el resto de pardmetros del modelo invariantes
(tamafio méaximo de elementos lejanos = 0.1, factor de crecimiento = 1.5) entre 107 y
107" verificandose, a modo de analisis de convergencia, que los resultados son estables
y que basta, a efectos practicos con la discretizacion realizada. Por pequefio que sea el
elemento del wvértice, se deben evitar, por errores numéricos asociados a la
discretizacion los elementos hasta una distancia dos 6érdenes de magnitud superiores al
tamafio del elemento del vértice.

Con objeto de analizar ahora el efecto de incorporar mas o menos componentes
del campo de desplazamientos y el efecto del término asociado al giro como soélido
rigido, se ha fijado un grupo de nodos, entre los nodos 20 y 60 (correspondiente al
intervalo alejado entre 10° y 0.33 del vértice, a lo largo de la cara de distancia total
7.07), y se han realizado los ajustes con las variantes indicadas en la Tabla 3.3.

En el modo I, se observa que el error en K; es muy pequefio con independencia
de si se utiliza u, 0 ug para el ajuste. Dado que se trata de un modo simétrico, la propia
condicion de simetria (no impuesta como tal en las condiciones de contorno) fija el giro
como soélido rigido y la incorporacion del término asociado a dicho giro (K,) no s6lo no
mejora la solucion sino que al tener el giro un valor nulo, el forzar en el ajuste el
término de giro, éste hace que la solucion empeore. El ajuste se ha forzado en los tres
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casos con Ky (el error relativo carece de sentido, por lo que aparece el signo “-”). La
tercera linea de la Tabla para el modo I, muestra que a pesar de forzar el ajuste con dos
términos nulos (K y K,) el error asociado a K; permanece por debajo del 1.5%.

. Error K; . Error K .
Componentes K; obtenido K;; obtenido K, (giro)
(%) (%)

Modo I u, 0.994712 0.53 0.002266 - -
K=1 Uy 0.991847 0.82 0.000951 - -
Ki=0 ug(giro) 0.986735 1.33 0.006987 - 1.610°%

Modo II u, -0.001729 - 1.000040 0.004 -
K=0 Ug -0.709667 - 0.161691 83.83 -
Ki=1 ug(giro) 0.001148 - 1.000950 0.095 2210°
Modo u, 0.595270 0.47 0.901396 0.14 -
mixto Ug 0.043592 55.64 0.144951 75.50 -

K=0.6 ug (giro) 0.593074 0.69 0.896664 0.33 2.010°

K;=0.9 u, + ug (giro) 0.598593 0.35 0.900840 0.08 2.010°

Tabla 3.3.- Comparacion de resultados en los modos puros.

A diferencia del caso simétrico, en los resultados asociados al problema en modo
IT si interviene el giro como soélido rigido. Dado que el giro como so6lido rigido afecta
exclusivamente a la componente uy de los desplazamientos, el ajuste realizado solo con
la componente u, presenta errores muy pequefios, mientras que los resultados
correspondientes al ajuste s6lo con la componente uy son desastrosos (83%) si no se
incorpora el término asociado al giro como so6lido rigido con el cual se recupera el buen
ajuste a los resultados teoricos con errores por debajo del 1%.

El problema en modo mixto (K;=0.6 y K;=0.9) también presenta (por la parte
que le corresponde del problema no simétrico) una diferencia en el giro como so6lido
rigido respecto a la representacion asintdtica de desplazamientos, observandose dicho
efecto cuando el ajuste se efectia utilizando exclusivamente la componente uy. Aun
siendo pequefios los errores utilizando so6lo u, (0.47% en K;y 0.14% en Kj;) y utilizando
so0lo ug con giro (0.69% en K; y 0.33% en Kj) se observa una mejora en la
aproximacion de ambos términos cuando se utilizan las dos componentes u, y ug con
giro (0.35% en K;y 0.08% en Kpj).

Aunque en este problema no tiene sentido analizar la influencia que sobre la
solucion tiene el numero de aristas que se incorporan al ajuste (por la simetria y/o
antisimetria de la propia solucion) y aunque sea adelantar resultados posteriores, se
observa como tonica general que la solucion mejora globalmente a medida que se
incorpora mas informacion a la funcién de error I (3.6). Aunque el error en K; para el
modo mixto utilizando uy (0.69%) sea superior al error obtenido utilizando u, (0.47%),
utilizar u, y ug conjuntamente, disminuye el error para K; por debajo del menor de los
errores obtenidos en los ajustes por separado.
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Las distintas combinaciones admisibles para el ajuste por minimos cuadrados,
empleando mas o menos nodos, de distintas ubicaciones del solido e incluyendo més o
menos componentes de tensiones y/o desplazamientos, da seguridad y robustez a los
resultados obtenidos. Que dos ajustes distintos: empleando tensiones en las intercaras, o
bien desplazamientos en puntos internos de los sélidos, den resultados similares,
garantiza, en cierta medida, la fiablidad de los resultados obtenidos.

3.5.2 El problema de traccién con entalla

Una vez analizada la precision del procedimiento en problemas donde no
aparecen efectos de borde (la solucidn asintotica es valida en todo el dominio), vamos a
pasar a analizar un problema mas “realista” en el cual la validez de la representacion
asintotica se limita al entorno del vértice de la esquina.

El problema a analizar tiene exactamente la misma geometria que en el apartado
anterior. Lo que ahora cambia es el estado de cargas exteriores, teniendo una tension
uniforme de traccion en las dos caras horizontales, que genera en el entorno del vértice
de la entalla un modo I de apertura (ver Fig. 3.15). Este problema ha sido analizado en
detalle en la literatura, concretamente Helsing y Jonsson (2002b), ademas de recopilar
los resultados que sobre esta geometria particular existen en publicaciones precedentes,
presentan sus propios resultados con una precision de 13 cifras significativas. El valor
tomado como referencia para este problema es K;=4.295886967699.

o=1
5
r
0| |=
S
270°
10
o=1

Fig. 3.15.- El problema de traccion con entalla, (Helsing y Jonsson, 2002b).

En este problema, a diferencia del anterior (con modos puros), realizar una
aproximacion de los FITGs mediante ajustes que involucren nodos muy alejados del
entorno de la esquina también originan errores, ya no asociados a la discretizacion, sino
a la propia validez de la representacion asintdtica lejos de la esquina.

Se trata, en primer lugar, de ver si podemos encontrar una zona lo
suficientemente alejada del vértice de la entalla, para evitar los errores asociados a la
discretizacion, puestos de manifiesto en el apartado anterior, pero sin alejarnos tanto que
perdamos la representatividad de la solucion asintotica. En segundo lugar, se debe
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analizar la influencia que sobre la solucion tiene el nimero de términos considerados en
el desarrollo en serie, influencia que no pudimos analizar en el problema de modos
puros puesto que la solucion exacta del problema sélo contenia un término singular.

Utilizando exactamente la misma malla que en el apartado anterior, se han
incorporado para la evaluacion del error IT (3.6): las dos componentes del campo de
desplazamientos u, y ug (A=2), los resultados sobre las dos caras (N=2) que confluyen
al vértice y hemos dejado libre, al igual que en casos anteriores, el nimero de nodos que
intervienen en el ajuste.

En la Fig. 3.16 se presentan los resultados obtenidos (truncados al 5%) para el
problema de la placa a traccion con entalla (Fig. 3.15) cuando se incluyen en la
representacion asintotica 3, 5, 7 y 9 términos respectivamente. La representacion del
campo asintdtico en el entorno de la esquina tiende a la exacta cuando el numero de
términos del desarrollo tiende a infinito.

NODO NODO

INICIAL

INICIAL

100 100

a) b)

\ODO NODO  INICIAL

INICIAL

60

100 100
c) d)

Fig. 3.16.- Error relativo (en %) con: a) 3, b) 5, ¢) 7y d) 9 términos del desarrollo en serie.
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Todos los resultados de errores relativos obtenidos respecto al valor de
referencia, mostrados en la Fig. 3.16, muestran cualitativamente las mismas tendencias,
apareciendo los mayores errores cuando los ajustes se realizan con pequefos grupos de
nodos muy cerca del vértice de la entalla (en la parte derecha de las graficas por errores
asociados a la discretizacion) y cuando el ajuste se realiza con pequefios grupos de
nodos muy alejados del vértice (en la parte izquierda de las gréaficas por errores
asociados al campo lejano). Se aprecia como a medida que se introducen mas términos
en el desarrollo, disminuyen los errores, quedando a partir de 5 términos muy
localizados en las zonas anteriormente mencionadas y estando la mayoria de
combinaciones de grupos de nodos por debajo de un 2% de error.

En este problema, el efecto de los desplazamientos y giros como solido rigido se
visualizan con claridad. En la Fig. 3.17 se muestran dos maneras posibles de restringir
el movimiento como soélido rigido, que originan soluciones distintas en el campo de
desplazamiento (s6lo diferencias en el movimiento como sélido rigido).

La estrategia para que el ajuste sea independiente de estos desplazamientos
como solido rigido, es la misma que se empled en el apartado anterior: restar a todo el
campo de desplazamientos los desplazamientos del vértice de la entalla (con lo cual
eliminamos los desplazamientos como sélido rigido) e incluir un término proporcional
al radio en el desarrollo en serie (para incorporar en la representacion asintotica el giro
como solido rigido).

—

& L.//J

Fig. 3.17.- Desplazamientos y giros como sé6lido rigido originados por las condiciones de contorno.

Por ultimo mencionar, que Ortiz et al. (2005), pertenecientes al mismo Grupo de
investigacion del doctorando, han implementado también un método integral para la
evaluacion de los FITGs en geometrias 3D, que aplicado a este problema plano
particular obtiene resultados siempre por debajo del 1%.
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3.5.3 Laesquina bimaterial is6tropa

Encontrar problemas de referencia, con los que poder comparar, que involucren
un grado de complejidad mayor: varios materiales y/o comportamientos anisotropos es
una tarea ardua, dado que las expresiones explicitas para las funciones caracteristicas
muchas veces se suministran graficamente y en el mejor de los casos numéricamente,
aunque no necesariamente normalizadas. El problema de la esquina bimaterial
anisotropa, sin embargo todavia admite un tratamiento analitico que permite una
comparacion razonablemente satisfactoria. Si bien, como ya se menciond con
anterioridad, la complejidad del problema no influye en el procedimiento de ajuste que
simplemente calcula los desplazamientos numéricos, los analiticos y evalta su
diferencia cuadratica en una serie de nodos seleccionados, parece razonable, ya que se
dispone de esta solucion explicita, proceder a la comparacion, de la que ademas vamos a
sacar algunas consideraciones significativas.

El problema en cuestion, es el que se muestra en la Fig. 3.18, con dos materiales
de comportamiento isotropo libres de tension en el borde izquierdo, con apoyos de bolas
en las caras inferior y derecha y con una traccion uniforme en la cara superior.

q

I

h
\90"

120°

O00000000000000O0O000O0

PAL LIS IS SIS

O00000000O0O0O00000O0

Rttt ittty

Fig. 3.18.- La esquina bimaterial isétropa (Qian y Akisanya, 1999).

El problema particular resuelto por Qian y Akisanya (1999), se obtuvo con los
siguientes parametros de Dundurs, ver (2.3), del conjunto bimaterial: o=0.8 y =0.2, lo
que hace que el material de la parte superior sea unas 10 veces mas rigido que el situado
en la parte inferior. Las expresiones utilizadas por Qian y Akisanya para las tensiones y
desplazamientos son:

N N
ol (0= Hr " f(0), u!(r0)= H,r" g} (0) (3.12)
k=1

k=1
donde
Hk:O-hliikak(a:ﬂ:/lk=01902)' (313)
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En (3.12)-(3.13) m es el material, Hy es el FITG asociado a A4, a; es el FITG
adimensionalizado (que se iguala a H; si h=1 y o=1), f(6) y g(6) son funciones
conocidas (cuyas expresiones explicitas ocupan dos paginas completas, ver Qian y
Akisanya, 1999), a'y fson los parametros de Dundurs y 6, y 6 los angulos solidos (90°
y 120° respectivamente).

La esquina bimaterial de la Fig. 3.18 so6lo presenta un modo singular. Qian y
Akisanya proporcionan el valor los exponentes caracteristicos de dicho modo singular y
de los dos modos, no singulares (4;>1), siguientes: 4,=0.6747, 1,=1.1637 y 13=1.5938.
Los resultados para los tres primeros exponentes caracteristicos, evaluados mediante la
herramienta desarrollada en esta Tesis, varian muy ligeramente de los valores
anteriores, siendo los valores de dichos exponentes obtenidos por el método propio:
41=0.673473 (0.18% de diferencia), 1,=1.167477 (0.32% de diferencia) y 13=1.589147
(0.29% de diferencia).

Los valores de los FITGs obtenidos por Qian y Akisanya, mediante una integral
de contorno independiente del camino (finalmente transformada en una integral de
dominio, mediante el teorema de Gauss), muestran efectivamente una razonable
independencia del camino al ser evaluadas numéricamente dichas integrales en tres
dominios a diferentes distancias del vértice: 0.0053/4-0.00634, 0.0217h-0.0255h y
0.0869A4-0.11A. Los valores medios (en los tres dominios analizados) de los coeficientes
ax expresados en forma adimensional, son respectivamente: a;=0.6301, a,=-0.3671 y
as=0.5443.

Para evaluar los FITGs se ha generado un modelo de elementos de contorno
cuyas caracteristicas principales son: tamafio de los elementos alejados del vértice:
0.025h, tamafio en el vértice: 10™A con elementos lineales y un factor de crecimiento de
1.5 en las aristas que confluyen al vértice, teniendo dichas aristas 66 (90°), 66 (0°) y 72
(-120°) elementos respectivamente. Se ha tomado o=1 y A=1 de forma que a;=H;. El
solido situado en la parte superior de la figura tiene un total de 212 elementos, mientras
que el solido situado en la parte inferior tiene un total de 241 elementos. La deformada
del modelo de elementos de contorno, junto con un detalle del vértice, se muestran en la
Fig. 3.19

Se ha utilizado toda la informacion disponible para la evaluacion de la funcion
de error, a la vista (en apartados anteriores) de la mejora en la solucion cuanta mas
informacion se aporte a II (3.6). Utilizando las dos componentes de los
desplazamientos, u, y ug de las tres aristas que llegan al vértice (6=-120°, 0° y 90°), los
valores de a; (el FITG adimensionalizado) para todas las combinaciones de grupos de
nodos posibles se muestran en la Fig. 3.20, donde, al igual que en representaciones
anteriores, las mayores variaciones de la funcion representada se obtienen en los
extremos izquierdo y derecho de la grafica.

-107-



Capitulo 3: Trabajo numérico: Factores de Intensificacién de Tensiones.
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Fig. 3.19.- Deformada del problema bimaterial isétropo.

En la zona donde el valor evaluado es mas constante (sefialado en la Fig. 3.20
con un circulo), se ha tomado el grupo de 30 nodos entre el n°15 (=5.818585-10° /) y
el n°45 (r=0.262099 h) obteniendo un valor a;=0.6776 que difiere en casi un 7%
respecto del resultado obtenido por Qian y Akisanya (1999).

Fig. 3.20.- Valores de a, (FITG adimensionalizado) para la esquina bimaterial isétropa.

Qian y Akisanya (1999), utilizando un modelo de elementos finitos, informan de
un acuerdo excelente en el intervalo entre 10%4 y 1074, Los valores obtenidos para los
términos no singulares son: @;=0.3192 y a3=0.1668, que son muy diferentes (incluso
con cambio de signo) de los obtenidos por Qian y Akisanya, enorme diferencia que no
se traslada a la representacion de tensiones y desplazamientos mostrados en la Fig. 3.21
y Fig. 3.22 y que analizaremos en detalle.
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Fig. 3.21.- Comparacion de los desplazamientos del problema de la esquina bimaterial.
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Fig. 3.22.- Comparacién del estado tensional del problema de la esquina bimaterial.
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Se observa de las Fig. 3.21 y Fig. 3.22 un excelente acuerdo entre los resultados
del modelo numérico (solucion MEC) que se indican con circulos y los resultados
propios (res. propios) con linea continua. Es importante remarcar, a modo de
verificacion adicional, que mientras que los nodos empleados para el ajuste por
minimos cuadrados son los de las aristas que concurren en la esquina (-120°, 0° y 90°),
el buen ajuste mostrado en las figuras anteriores se realiza sobre puntos internos
dispuestos circunferencialmente (7=0.1 /) y que no han intervenido en el ajuste.

Los resultados de Qian y Akisanya (en trazo discontinuo) muestran un peor
ajuste, aunque no tan diferente como cabria esperar de la diferencia obtenida en los
valores de a;. Lo anterior parece tener su origen en la similitud de los modos II y III, los
cuales se muestran, para la componente oy y convenientemente escalados respecto a su
valor maximo, en la Fig. 3.23.

1.2

R P Modo Il |
o84 S N Modo Il -

044 SN

0.2 A .

Fig. 3.23.- Comparacion de los modos II y III asociados al problema de la esquina bimaterial.

Al tratarse de exponentes caracteristicos diferentes, cada modo tiene asociado
unas funciones caracteristicas distintas. Ahora bien, si dichas funciones caracteristicas
son similares entre si, lo cual ocurre a la vista de la Fig. 3.23, el peso conjunto de las
dos funciones caracteristicas parece mas significativo que el peso de cada funcion por
separado. En otras palabras; si las dos funciones (en este caso los modos II y III) son
muy parecidas, existen muchas combinaciones distintas de a, y a3z que aproximen
razonablemente una misma funcién objetivo, de hecho, si estas dos funciones fuesen
idénticas (lo cual es imposible por estar asociadas a exponentes distintos) existirian
infinitas combinaciones de a; y a3 que darian exactamente la misma aproximacion.

Esta observacion, redunda en la importancia de facilitar conjuntamente
informacion, tanto de los FITGs como de las funciones caracteristicas asociadas, siendo

incompleta la informacion si falta alguna de ellas.

Ortiz et al. (2005) obtienen para la misma configuracion, utilizando la integral H
(ecuacidn 3.5) y empleando como funciones auxiliares la obtenidas por Barroso et al.
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(2003), los resultados que se muestran en la tabla de la Fig. 3.24. Se ha utilizado un
modelo de elementos de contorno con 227 elementos cuadraticos y 1003 nodos y se ha
evaluado la integral en dominios diferentes variando los parametros z/¢ (profundidad) y
r/L (distancia al vértice).

al
/L=0.2 1/L=0.3 /L=0.4
z/t=0.0 0.67700 0.67877 0.67938
z/t=0.5 0.67697 0.67876 0.67938
z/t=1.0 0.67669 0.67853 0.67918

Fig. 3.24.- La esquina bimaterial. Resultados de Ortiz et al. (2005)

La diferencia para a; entre los resultados obtenidos por Ortiz et al. (2005) y el
obtenido en este trabajo (Fig. 3.20) no supera el 0.5%, lo cual valida los resultados
obtenidos por el método propuesto.

Utilizando la normalizacidn propuesta por Pageau et al. (1996) los valores de los
FITGs obtenidos son respectivamente: a;=1.14431, a,=-0.282428. y a3=0.1182099.
También se ha probado un ajuste utilizando las componentes del vector tension (ogg y
o9) en vez de los desplazamientos, aunque con el problema en cuestion, con dos de las
aristas libres de tension, s6lo deja la intercara (#=0°) como arista con datos no nulos.
Concretamente se ha utilizado oyg en el mismo rango de nodos encontrando valores para
el término singular de a;=1.15893, un 1.28% de diferencia respecto del valor obtenido,
diferencia no muy amplia teniendo en cuenta la diferencia de informacioén utilizada en la
obtencion de los correspondientes FITGs. El buen acuerdo con el ajuste en tensiones da
una mayor confianza y robustez al procedimiento, que utilizaremos a continuacion para
la evaluacion de los FITGs en el problema bajo estudio.

3.6 Resultados en uniones adhesivas

Una vez validadas, con problemas de referencia, las herramientas desarrolladas e
implementadas para la caracterizaciéon del estado tensional singular en esquinas
multimateriales anisotropas, vamos a aplicar dichas herramientas al problema bajo
estudio: la union adhesiva a doble solape entre una ldmina de metal y un laminado de
material compuesto.

Este apartado esta estrechamente ligado a la fabricacion de las probetas para el

programa experimental, que se describe en el siguiente capitulo, ya que lo que aqui se
modela, no es mas que lo que se fabrica en el Capitulo 4. Como ya se comentd en
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capitulos anteriores, los ensayos a realizar y modelar numéricamente han sido elegidos
cuidadosamente de manera que existiesen configuraciones distintas pero con esquinas
localmente idénticas. De esta forma tendriamos especimenes, en los cuales,
manteniendo los valores de los 6rdenes de singularidad de tensiones, se podrian variar
selectivamente los FITGs. Recordamos que puesto que las unidades de los FITGs
dependen de sus correspondientes exponentes caracteristicos, s6lo son comparables
directamente entre si FITGs asociados a esquinas con un mismo valor .

Vamos a dejar la eleccion de las distintas configuraciones que se van a ensayar y
modelar numéricamente para el proximo capitulo, pasando seguidamente y sin mas
preambulos a detallar los casos analizados y los resultados obtenidos.

Las configuraciones mostradas en la Tabla 3.4 se han generado a partir de
paneles de aluminio de 1.6 y 3.2 mm, laminados de carbono unidireccionales 0° y
laminados cross-ply [0/90/0].

[0]s (1.6 mm) [0]12 (2.2 mm) [0]16 (2.9 mm)

Al (1.6 mm) | —4 e ’ ! ’
L=12.5 mm \ ' ‘.‘=LL'.
Al (3.2 mm) - g : | A ( E | — I¢
L=12.5 mm Lﬁ‘ ] ~ E ~N
Al (3.2 mm) "' :

L=20 mm | N | L

[02,90,]5 (1.47 mm) [05,905]5 (2.2 mm) Al (1.6 mm)

Al (1.6 mm) I e IC o |
L=12.5 mm ~
Al (3.2 mm) | ........... ( o /' |( |
L=12.5 mm —~ ~ |

Tabla 3.4.- Esquemas de las configuraciones analizadas.

Todas las configuraciones tienen una longitud de solape de 12.5 mm con la
excepcion de una configuracion a la que se le ha dado una longitud de solape de 20 mm.
Los distintos espesores en los laminados de carbono se han conseguido apilando un
mayor o menor numero de laminas:

Laminados de carbono:

[0°]8 1.60 mm
[0°]12 2.20 mm
[0°]16 2.90 mm

[0°2/90°2]s  1.47 mm
[0°3/90°3]s  2.20 mm
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Aluminio:
e anodizado y decapado de 1.6 mm
e anodizado y decapado de 3.2 mm

Todas las configuraciones de la Tabla 3.4 se han hecho por duplicado, utilizando
en una el aluminio anodizado y en la otra el aluminio simplemente decapado. La idea es
ver la influencia sobre la resistencia del tratamiento superficial y a efectos del anélisis
tensional no influye en absoluto dicho hecho.

Como caracteristica comun a todos los modelos, mencionar que se ha modelado
la mitad de la unién, por simetria, se ha refinado progresivamente hacia las esquinas
hasta un tamafio de 10® mm y se ha utilizado un mallado conforme en las zonas de
adhesion entre los solidos. Las cargas aplicadas han sido las mismas
independientemente del espesor de los paneles: 400 N aplicados en el extremo izquierdo
(aluminio), mientras que el extremo derecho (laminado) se ha impuesto un
empotramiento. En la Fig. 3.25 se muestran las condiciones de contorno impuestas, de
forma comun, a todos los modelos, con la unica diferencia de que el valor de tension
normal uniforme en los modelos con un espesor de Al de 3.2 mm era la mitad que el
valor impuesto en los modelos en los que el Al tiene un espesor de 1.6 mm, de forma
que la carga total es la misma. Dado que la resolucion del problema es lineal, el valor de
la carga es indiferente y los resultados obtenidos se pueden escalar con el valor de la
carga deseada. Concretamente se ha aplicado una resultante total de 400 N (200 N al
modelo mitad tras aplicar simetria). La distancia libre desde el fin de la zona de solape
hasta el inicio de lo que seria la entrada en la mordaza de la maquina de ensayo se ha
establecido en 50 mm.

50 mm |

I 1

?

Z

/.
-
—
—

O O OO OO OO O O O 0O O O O O

| 50 mm |

Fig. 3.25.- Esquema del problema y condiciones de contorno impuestas.

Las propiedades mecanicas de los materiales son las mismas que las empleadas
en la determinacion de los exponentes caracteristicos en el capitulo anterior (ver
apartado 2.6.2)

También ha sido comun el espesor de adhesivo impuesto a todos los modelos
(0.1 mm) y el angulo que forma el adhesivo con los adherentes en los reboses de
adhesivo (23°), valores que han sido evaluados mediante la observacion al microscopio,
que se muestran en la Fig. 3.26. El angulo que forma el rebose de adhesivo con los
adherentes es fundamental para la evaluacion de los exponentes caracteristicos
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asociados a dicha esquina, puesto que es la geometria local, entre otras caracteristicas, la
que determina dichos valores. Los espesores de cada ldmina, en los laminados [0/90/0]
también se han determinado por observacién al microscopio.

resina del
empastillado

Fig. 3.26.- Espesor y angulo del adhesivo.

Dada la abundancia de esquinas es cada configuracién y el alto nimero de
modelos, se ha prestado especial atencion en lo que sigue, por concision en la
exposicion de los resultados, a las esquinas en las cuales el estado tensional nominal es
mas desfavorable. En concreto, el extremo izquierdo la zona de solape (ver Fig. 3.25)
sufre tensiones de pelado (en la direccion normal al espesor) de traccion, mientras que
el extremo derecho de la zona de solape las sufre de compresion, por lo que, en
presencia de dafio local en las esquinas, la zona izquierda serd mas desfavorable.

A continuacién se van a exponer los resultados obtenidos de forma concisa,
mostrando para cada configuracién, el modelo del MEC con la indeformada y la
deformada, detalles de las esquina, si procede y los FITGs calculados mediante el
procedimiento de ajuste por minimos cuadrados. Los FITGs calculados estan asociados
a los exponentes y funciones caracteristicas que corresponda y que se calculan
utilizando las herramientas del capitulo anterior.

3.6.1 Config. 1: Al (3.2 mm) /[0 (1.6 mM) Lsojape=12.5 mm

El modelo MEC para esta configuracion se muestra en la Fig. 3.27 con un
detalle de la zona de solape y un detalle mas cercano de la zona izquierda de dicha zona
de solape donde se ubican dos esquinas bimateriales. La linea continua muestra la
geometria indeformada, mientras que el trazo con circulos muestra la deformada (x20),
cada circulo se corresponde con un nodo del modelo MEC.
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Fig. 3.27.- Modelo MEC de la configuracion 1, con detalle de la zona de solape y esquinas.

En el detalle mas amplificado de la Fig. 3.27 se observa la tendencia a la
separacion del extremo izquierdo del laminado respecto a la [dmina de aluminio en la
direccion del espesor, que origina las tensiones de pelado (de traccion) conocidas y
predichas por los modelos analiticos.

Denominaremos “esquina 1” a la esquina interior de la Fig. 3.27, compuesta por
un sector de 90° del laminado a 0° y por el sector complementario de 270° de adhesivo,
estando ambas caras comunes en adhesion perfecta. La “esquina 2” serd la formada por
el rebose del adhesivo (sector de 23° ver Fig. 3.26) y la ldmina de aluminio (un
semiplano a 180°), ver Fig. 3.27, con las caras extremas libres de tension.

Se van a considerar para las esquinas todos los modos singulares y el primer
modo no singular. Para la esquina 1 lo anterior supone (4,=0.763236, 4,=0.8889389 y
A3=1.10698) no habiéndose considerado el modo antiplano intermedio (1=0.813696) ya
que éste no interviene en la resolucion del problema. Para la esquina 2 sélo aparece un
modo singular (4,=0.986914, 1,=1.926197) y tampoco se considera el modo antiplano
intermedio que aparece (4=0.994223). Estos valores y las funciones caracteristicas
asociadas se han calculado con las herramientas desarrolladas en el capitulo anterior. En
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la Fig. 3.28 se muestran las ecuaciones caracteristicas cuyas raices representan los

exponentes caracteristicos, segin se indica en el capitulo anterior.

modo 2

modo 3

modo 2 —

modo (/12=0-889389) 2,=1.926197
antiplano (4,=1.10698) “ ).
(4=0.813696) o. 0.99 0.995 _ _
-0.25
-0.5
modo 1 20 Z0.75
(4,=0. 763236) ;
modo 1.25
Z i 2 modo 1 antiplano  _; g
. (1,=0.986914) (1=0.994223) 195
esquina 1 esquina 2

Fig. 3.28.- Calculo de los exponentes caracteristicos de las esquinas 1y 2.

Mientras que el ajuste en la esquina 2 no presenta grandes dificultades asociadas
a la cercania de condiciones de contorno que puedan afectar la representacion asintotica
del estado tensional, la esquina 1 si presenta una proximidad extrema (0.1 mm) con la
chapa de aluminio, lo cual fuerza a no emplear nodos muy alejados de la esquina para el
ajuste por minimos cuadrados, por la posible falta de representatividad del estado
tensional asintotico respecto del estado tensional real, influido por la presencia del
aluminio.

El comentario anterior se plasma de forma nitida en una mayor estabilidad de los
resultados obtenidos en la evaluacion de los FITGs en la esquina 2, respecto a la
esquina 1 al variar el grupo de nodos empleados para el ajuste. Evitando los primeros
nodos cercanos a la esquina. Tras estudiar la influencia del grupo de nodos en los
resultados, se ha tomado para la esquina 2 un grupo de 28 nodos entre 10° mm y 0.04
mm de distancia a la esquina, mientras que para la esquina 1 se ha tomado un grupo de
26 nodos entre 10° mm y 0.02 mm (manteniéndonos por debajo del 20% del espesor
del adhesivo), siendo los valores de los FITGs (de aqui en adelante siempre expresados
con la estandarizacion propuesta por Pageau et al. (1996), expuesto al final del apartado
2.6.2), los que se muestran en la Tabla 3.5, en la cual K, estd asociada al giro como
solido rigido y K; (i=1,2,3) el FITG de cada uno de los tres primeros modos de la
esquina, calculados en el capitulo anterior.

Esquina 1 Esquina 2
~| -0.00356242 | -0.000551768
Ki=| -0.00275036 0.000723935
K>=| 0.0273839 0.000313232
Ks=| -0.0114328

Tabla 3.5.- FITGs para las esquinas de la configuracion 1.

El andlisis comparativo de los resultados obtenidos se realizard en el capitulo
siguiente. Por supuesto, por la brevedad anteriormente invocada, no se muestran mas
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resultados, pero evidentemente se dispone de toda la informacion del campo de
desplazamientos y el estado tensional en todo el dominio del modelo, al que acudiremos

siempre que sea necesario.

3.6.2 Config. 2: Al (3.2 mm) /[0%12 (2.2 mm) Lsgjape=12.5 mm.

La configuracion 2 sélo cambia respecto a la geometria de la configuracion 1 en
el espesor del laminado de carbono, pasando de un apilado de 8 ldminas en la
configuraciéon 1, con un espesor de 1.6 mm, a un apilado de 12 Idminas con un espesor

de 2.2 mm en la configuracion 2.

El modelo MEC, con la deformada (x20) y un detalle de la zona de solape se

muestran en la Fig. 3.29.

500

4.00
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| | |
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Fig. 3.29.- Modelo MEC de la configuracion 2, con detalle de la zona de solape.

Dado que, localmente, las esquinas son idénticas a las de la configuracion 1, se
han tomado los mismos grupos de nodos en ambas esquinas para calcular los FITGs.
Los valores obtenidos para la configuracion 2 se muestran (normalizados segun Pageau)

en la Tabla 3.6.

Esquina 1

Esquina 2

~| -0.00473988

-0.000294397

Ki=| -0.00265869

0.000728197

Ky=| 0.0296293

0.000796011

K;=| -0.0113959

Tabla 3.6.- FITGs para las esquinas de la configuracion 2.
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Al variar el valor de los FITGs con el grupo de nodos seleccionados para el
ajuste (de forma moderada con pequefios cambios en el grupo de nodos, tal y como
vimos en apartados anteriores), parece por lo tanto razonable, a efectos comparativos,
tomar todas las configuraciones donde la geometria local sea similar, los mismos grupos
de nodos.

3.6.3 Config. 3: Al (3.2 mm) /[0 (2.9 mmM) Lsgjape=12.5 mm.

Dado que se dispone de tres espesores de paneles de fibra a 0°, la configuraciéon
3 es la continuacion natural de las anteriores, teniendo como tinico cambio el apilado de
carbono, que cuenta con 16 ldminas en vez de 12 (configuracion 2) u 8 (configuracion
1) que lleva a un espesor del laminado de 2.9 mm, en lugar de 2.2 mm (configuracion 2)
o 1.6 mm (configuracion 1).

Como en los apartados anteriores, mostramos el modelo MEC con la deformada,
Fig. 3.30.

50

4.00 q

T
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-20.00 0.00 20.00
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050~~~ -~
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Fig. 3.30.- Modelo MEC de la configuracion 3, con detalle de la zona de solape.

Las esquinas son idénticas a las de la configuracion 1 y 2, se han tomado los
mismos grupos de nodos para calcular los FITGs tal y como justificamos en el analisis
de la configuracién 2. Los valores obtenidos para la configuraciéon 3 se muestran
(normalizados segun Pageau) en la Tabla 3.7

Esquina 1 Esquina 2
~| -0.00542595 | -0.000515959
Ki=| -0.00267612 0.000727391
Kr=| 0.0319616 0.00033738
Ks=| -0.0106351

Tabla 3.7.- FITGs para las esquinas de la configuracion 3.
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Las configuraciones 1, 2 y 3 analizadas conforman un grupo donde se ha variado
exclusivamente el espesor de uno de los adherentes (el laminado unidireccional de
carbono) con espesores 1.6, 2.2 y 2.9 mm respectivamente. Pasaremos a analizar
seguidamente las mismas configuraciones pero con un espesor diferente (1.6 en vez de
3.2 mm) de espesor de aluminio y mas adelante el efecto de emplear laminados cross-
ply en vez de laminados unidireccionales.

3.6.4 Config. 4: Al (1.6 mm) /[0 (1.6 mM) Lsolape=12.5 mm.

Al disponer de paneles de dos espesores distintos (1.6 y 3.2 mm) se han
analizado también configuraciones que incorporen estos paneles. Respecto a la
configuracién 1, en este caso no varian las rigideces a traccion ni a flexion del laminado
(de hecho es el mismo) que sufre los efectos de flexion derivados de la excentricidad en
la transmision de la carga (ver deformada en la Fig. 3.27) y si cambia (a la mitad) la
rigidez a tracciéon del aluminio, lo cual puede afectar significativamente al estado
tensional en el extremo izquierdo de la zona de solape.
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Fig. 3.31.- Modelo MEC (detalle de la zona de solape y extremos) de la configuracion 4.

En la Fig. 3.31 se muestra el modelo MEC (detalle de la zona de solape) y un
detalle méas cercano en el extremo izquierdo de la misma. Los valores obtenidos para la
configuracion 4 se muestran en la Tabla 3.7

Esquina 1 Esquina 2
~| -0.00394706 | -0.000905341
Ki=| -0.00427067 0.00134598
K>=| 0.0387508 0.00118731
Ks=| -0.0171819

Tabla 3.8.- FITGs para las esquinas de la configuracion 4.

-119-



Capitulo 3: Trabajo numérico: Factores de Intensificacién de Tensiones.

Mientras la geometria local de las esquinas sea idéntica a las anteriores, se
tomaran los mismos grupos de nodos para el ajuste (entre 10° mm y 0.02 mm para la
esquina 1 y entre 10° mm y 0.04 mm para la esquina 2), cuando este grupo de nodos se
modifique se mencionara explicitamente.

3.6.5 Config. 5: Al (1.6 mm) / [0°12 (2.2 mm) Lgiape=12.5 mm

La configuracion 5 es igual que la configuracion 1 variando el espesor de la
ldmina de alumino de 3.2 a 1.6 mm (1.6 a 0.8 mm por simetria en el modelo).

Con las rigideces relativas a traccion de la chapa de aluminio
(E-A=68.67GPa-(0.8:1)mm’=54.94 GN) y del laminado de 12 capas a 0°
(E11-A=141.3GPa-(2.2-1)mm’=310.86 GN), esta configuracion estd bastante
desequilibrada del lado del aluminio (en una relacion de casi 1:6), no siendo una
configuracién recomendable desde el punto de vista practico ya que la deformacion
normal originada por traccion en los adherentes es 6 veces superior en el aluminio que
en el laminado de carbono, generando esta deformacion por traccion una deformacion
tangencial en la capa de adhesivo igualmente descompensada entre ambos extremos de
la zona de solape que se suma a la deformacion tangencial que ya tenia el adhesivo.

Es conocido que las configuraciones equilibradas (con rigideces a traccion
iguales) son las que mayor eficiencia presentan (eficiencia entendida como la relacion
entre la resistencia de la propia union adhesiva y la resistencia de los adherentes
aislados), dado que la distribucion de tensiones tangenciales en la capa de adhesivo es la
mas favorable, sin generar concentraciones desiguales en ninguno de los extremos.

A efectos comparativos se ha analizado también esta configuracion. EI modelo
del MEC, la deformada y un detalle de la zona de solape se muestran en la Fig. 3.32.
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Fig. 3.32.- Modelo MEC de la configuracion 5, con detalle de la zona de solape.
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Los valores obtenidos para la configuracion 5 se muestran en la Tabla 3.9.

Esquina 1 Esquina 2

K.=| -0.00544148 -0.00085216
Ki=| -0.00396993 0.00138476
K>=| 0.0391659 0.00121834
Ks=| -0.0165938

Tabla 3.9.- FITGs para las esquinas de la configuracién 5.

Pasaremos a continuacion a analizar algunos de los casos anteriores
(configuraciones 1, 2, 4 y 5) substituyendo el laminado unidireccional, por un laminado
cross-ply, configuraciones que se recogen en el segundo bloque de la Tabla 3.4.

3.6.6 Config. 6: Al (3.2 mm) /[02/90;]s (1.47 mm) Lsgjape=12.5 mm.

La novedad de esta configuracion respecto a las anteriores reside en la aparicion
de una nueva geometria de esquina tri-material formada por dos ldminas del apilado y el
adhesivo (Fig. 3.33), las dos esquinas tri-materiales que aparecen en el extremo del
laminado son iguales, por lo que nos centraremos en una de ellas, la mas cercana a la
capa de adhesivo.

Adh.

O O 0O O O 0O 0O O 0 O 0O 0 O 0 O O

Fig. 3.33.- Esquinas tri-materiales que aparecen en la configuracién con [0/90/0].

Asociada a esta nueva esquina, los exponentes caracteristicos valen:
(41=0.901497 y A1,=1.01447), valores obtenidos de las raices de la ecuacidon
caracteristica de la esquina y que se muestra en la Fig. 3.34.
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modo 2
o (1,=1.01447)

modo 1
(4,=0.901497) 0 o1
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Fig. 3.34.- Calculo de los exponentes caracteristicos de las esquina 3.

El modelo MEC, con la deformada y un detalle de la zona de solape se muestran
en la Fig. 3.35.
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Fig. 3.35.- Modelo MEC de la configuracion 6, con detalle de la zona de solape.

Los valores de FITGs para esta configuracion se muestran en la Tabla 3.10.

3.6.7 Config. 7: Al (3.2 mm) /[03/903]s (2.2 mMM) Lsojape=12.5 mm

Esquina 1 Esquina 2 Esquina 3
K.~=| -0.00215801 -0.000360954 0.00157588
Ki=| -0.00253126 0.00088457 0.00357711
K>=| 0.0225756 0.00017434 0.00188352
Ks=| -0.0100326

Tabla 3.10.- FITGs para las esquinas de la configuracion 6.

En la configuracidon 7 se varia, respecto a la 6, el numero de ldminas por capa de
2 a 3, pasando el espesor total del apilado de 1.47 a 2.2 mm. Esta configuracion 7 es
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analoga a la configuracion 2 girando 90° las 6 laminas interiores (de las 12 que
componen el apilado). Los espesores de cada capa son [0°]3:0.55 mm y [90°]5:1.10 mm.

El modelo de Elementos de Contorno, con un detalle de la zona de solape y un
detalle mas cercano del extremo izquierdo se muestra en la Fig. 3.36.
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Fig. 3.36.- Modelo MEC de la configuracion 7, con detalles de la zona de solape.

Las tres esquinas analizadas son localmente idénticas a la configuracion anterior
(N°6) y por lo tanto se han empleado el mismo conjunto de nodos para evaluar los
FITGs que se muestran en la Tabla 3.11.

Esquina 1 Esquina 2 Esquina 3
K~=| -0.00348459 | -0.000308019 0.0012325
Ki=| -0.00258788 0.000856521 0.00284841
Ky=| 0.0263395 0.000231622 0.00385512
Ky=| -0.0101892

Tabla 3.11-. FITGs para las esquinas de la configuracion 7.
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A continuacion (configuraciones 8 y 9) se analizan los mismos casos (N° 6y 7)
con laminado cross-ply pero con un espesor de aluminio de 1.6 mm (0.8 mm en el

modelo con simetria).

3.6.8 Config. 8: Al (1.6 mm) /[02/90;]s (1.47 mm) Lsgjape=12.5 mm

Tomando la configuracioén 6 y sustituyendo el aluminio de espesor 3.2 mm por
el aluminio de 1.6 mm obtenemos la configuraciéon 8. El modelo MEC de esta
configuracion con la deformada (x20) y un detalle de la zona de solape se muestran en

la Fig. 3.37.
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3 |
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; ; ; ; o—o0—03x

.00 59.00 61.00 63.00 65.00

Fig. 3.37.- Modelo MEC de la configuracion 8, con detalle de la zona de solape.

Los valores obtenidos de los FITGs para las esquinas 1, 2 y 3 analizadas se

muestran en la Tabla 3.12.

Esquina 1 Esquina 2 Esquina 3
K~=| -0.00208947 -0.0007459 0.00191208
Ki=| -0.00413257 0.00168495 0.00481455
Ky=| 0.0331505 0.000276338 0.00140211

K;=| -0.0158801

Tabla 3.12.- FITGs para las esquinas de la configuracion 8.

Y por altimo, antes de abordar dos configuraciones especiales (N° 10 y N°® 11)
vamos a analizar la configuracion 9, que resulta de sustituir en la configuracién 7 la
chapa de aluminio de 3.2 mm de espesor por la chapa de 1.6 mm.

-124-



Capitulo 3: Trabajo numérico: Factores de Intensificacién de Tensiones.

3.6.9 Config. 9: Al (1.6 mm) /[03/903]s (2.2 mMM) Lsoape=12.5 mm

La ultima de las configuraciones “estdndar” aluminio-carbono con longitud de
solape de 12.5 mm de las mostradas en la Tabla 3.4, que consta de la chapa de aluminio
de 1.6 mm de espesor y el apilado [03/90s]5 de 2.2 mm de espesor total.

El modelo MEC con la deformada (x20) y un detalle de la zona de solape se
muestran en la Fig. 3.38.
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Fig. 3.38.- Modelo MEC de la configuracion 9, con detalle de la zona de solape.

Los valores obtenidos de los FITGs se muestran en la Tabla 3.13.

Esquina 1 Esquina 2 Esquina 3
K.~=| -0.00676239 | -0.000696045 0.00151431
Ki=| -0.0053992 0.00169283 0.00356942
K= 0.060804 0.000276204 0.00476516
Ks=| -0.0545024

Tabla 3.13.- FITGs para las esquinas de la configuracién 9.

65.00

A continuacién se analizan dos casos que completan las configuraciones
mostradas en la Tabla 3.4 y que son diferente al resto en tanto que la configuracion 10
se trata de un caso aluminio-aluminio y la configuraciéon 11 es un caso con longitud de
solape mayor que el resto, 20 mm en vez de 12.5 mm.

3.6.10 Config. 10: Al (3.2 mm) / Al (1.6 mm) Lggiape=12.5 mm

Esta configuracion, con adherentes iguales (1.6 mm de espesor, en el modelo
con simetria) estd equilibrado en lo que respecta a las rigideces a traccion de los
adherentes (con igual modulo de elasticidad e igual espesor) por lo que no se provoca
una concentracion excesiva de las tensiones tangenciales en la capa de adhesivo del lado
del adherente mas flexible.
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Formalmente no existe ninguna diferencia en el tratamiento del problema, salvo
que no hay presencia de materiales con comportamiento no isotropo, y la evaluacion de
los exponentes caracteristicos y los FITGs es completamente andloga a las ya
realizadas. La tunica novedad de esta configuracion respecto a las anteriores radica en la
aparicion de una nueva configuracion de esquina bimaterial interna con un sector de 90°
de aluminio y el complementario de 270° de adhesivo. Esta esquina es la misma que las
anteriores sin mas que sustituir la propiedades ortdtropas (o transversalmente isdtropas)
de la fibra de carbono unidireccional, por las propiedades isétropas del aluminio. Por lo
anterior denominaremos a esta configuracion de esquina “esquina 1b”.

La configuracion de la nueva esquina y la ecuacion caracteristica, de donde se
obtienen los correspondientes exponentes caracteristicos (4;=0.686272, 4,=0.696605,
A43=0.791014 y A4=1.152813), se muestran en la Fig. 3.39. Como en el caso de las
esquinas 1 y 2 s6lo vamos a considerar los modos singulares y el primer modo no
singular.
modos 1y 2 modo 3 modo 4

(1,=0.686272)  (1,=0.791014)  (%=1.152813)
(4,=0.696605)

- / 400
jf\Alumlnlo [
4 200
Aluminio / * -
Aluminio 0.6 0.7 O\Q}Z{ 1.1 %1.2 1L3

At

Adhesivo

Fig. 3.39.- Configuracion de la “esquina 1b” y exponentes caracteristicos.

El modelo MEC, con la deformada y un detalle de la zona de solape se muestran
en la Fig. 3.40.
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Fig. 3.40.- Modelo MEC de la configuracion 10, con detalle de la zona de solape.
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Los FITGs asociados a las esquinas 1b y 2, se muestran en la Tabla 3.14.
Aunque uno de los materiales es distinto en relacion a las configuraciones anteriores,
como la geometria local es idéntica, se han tomado los mismos grupos de nodos para el
ajuste.

Esquina 1b Esquina 2
K.=| -0.00099142 | -0.000535626
Ki=| 0.00151012 0.00112665
K>=| -0.0137057 -0.00059664 1
Ks=| 0.0310423
K,=| 0.000570129

Tabla 3.14.- FITGs para las esquinas de la configuracion 10.

Por ultimo, se va a estudiar un caso de los ya analizados variando la longitud de
solape de 12.5 mm a 20 mm.

3.6.11 Config. 11: Al (3.2 mm) /[0 12 (2.2 mM) Lsolape=20 mm

Se va a analizar por ultimo una configuracion igual a la ya estudiada como
configuracion 2: Al (3.2 mm), [0°]12 (2.2 mm) y Lsolape=12.5 mm, salvo que se varia la
longitud de solape a Lgolape=20.0 mm.

El modelo MEC, con la deformada y un detalle de la zona de solape de 20 mm,
se muestran en la Fig. 3.41.
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Fig. 3.41.- Modelo MEC de la configuracion 11, con detalle de la zona de solape.

En esta configuracion tenemos de nuevo las esquinas 1 y 2 de las
configuraciones 1 a 9, siendo los valores de los FITGs asociados, los que se muestran en
la Tabla 3.15.
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Esquina 1 Esquina 2
~| -0.00413647 | -0.000350699
Ki=| -0.00264264 0.000860062
K>= 0.028152 0.000250501
Ks=| -0.0110226

Tabla 3.15.- FITGs para las esquinas de la configuracion 11.

Con estos resultados acabamos el analisis de las configuraciones mostradas en la
Tabla 3.4, pasando a continuacion al analisis de dichos resultados.

3.7 Verificacion de los resultados

En este apartado se va a analizar el grado de precision de los resultados
obtenidos en el analisis de las configuraciones anteriores.

De las tres configuraciones (cuatro, considerando la esquina Al-Al de la
configuracion 10) de esquinas analizadas en la parte izquierda de la zona de solape,
vamos a centrar dicha verificacion en la esquina 1, por tratarse de la configuracion en la
cual la cercania de la esquina a contornos proximos (separada soélo por el espesor del
adhesivo) hace mas dudosa que la representacion asintotica sea fiable a ciertas
distancias de las esquina.

De entre todas las esquinas, la mayor precaucion, en lo que a mallado se refiere,
se produce en esta esquina (esquina 1), puesto que por un lado debemos poder
despreciar los primeros nodos adyacentes a la esquina para evitar errores numéricos
asociados a la discretizacion y por otra parte no tomar nodos tan alejados de la esquina
como para que su solucioén en desplazamientos y tensiones se vean afectados por las
condiciones de contorno. Todo lo anterior debe resultar ademds en la posibilidad de
disponer, una vez despreciados los nodos muy cercanos y “muy alejados”, de un grupo
de nodos significativo (minimo de 15 6 20) para que el resultado sea robusto.

Dado que siempre, acercandonos mucho a la esquina con una discretizacion muy
fina, podemos conseguir los objetivos anteriormente citados, también es objetivo de este
apartado comprobar hasta que distancia de la esquina la representacion asintdtica tiene
validez. La idea es comprobar que la representacion asintotica de desplazamientos y
tensiones tiene un alcance significativo de forma que los mecanismos de fallo
considerados caigan bajo el alcance de dicha representacion. Dicho de otra manera, no
valdria de nada comprobar que la representacion asintotica solo tiene validez a
distancias inferiores al diametro de la fibra de carbono (7~8 pum) mientras que los
mecanismos de fallo que se tomen en consideracion tengan una distancia caracteristica
mayor (p.e. varios diametros de fibra 20~30 pm).
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Se ha tomado, sin pérdida de generalidad, la configuracion 1. En el apartado
3.6.1 se obtuvieron los FITGs para la esquina 1 utilizando los nodos de las caras
comunes (a 0° y 90°) entre los materiales (el laminado a 0° y el adhesivo) para el ajuste
por minimos cuadrados.

Como comprobacién adicional, la verificacion de los resultados se va a realizar
comparando la solucion asintdtica que resulta de utilizar los FITGs obtenidos con la
solucion del modelo MEC en otros puntos diferentes de los utilizados para el ajuste por
minimos cuadrados. Estos puntos se han introducido en el modelo como puntos internos
en el adhesivo, dispuestos circunferencialmente a distancias del vértice de »=0.0017 mm
(1.7% del espesor del adhesivo) y ¥=0.0194 mm (19.4% del espesor del adhesivo) tal y
como se muestran en la Fig. 3.42.
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Fig. 3.42.- Ubicacion de los puntos internos para la verificacion.

En la Fig. 3.43 y Fig. 3.44 se muestran respectivamente los desplazamientos (i,
y g en mm) y tensiones (ogs, Oy, Or9 €n MPa) para ¥=0.0017 mm de la esquina. Se
presenta la contribucion de los tres modos considerados (4,=0.763236, 1,=0.8889389 y
A43=1.10698), la solucion del modelo MEC y la suma ponderada teniendo en cuenta
solo los modos 1 y 2 y teniendo en cuenta los tres modos 1, 2y 3.

La aproximacion que se presenta con dos modos (modos 1 y 2) utiliza los
valores de FITGs obtenidos realizando el ajuste por minimos cuadrados s6lo con los dos
modos mencionados. Los valores de FITGs obtenidos para la esquina 1 de la
configuracién 1, utilizando 2 y 3 modos se muestran en la Tabla 3.16, en la que se
aprecian variaciones del 10% en el FITG del modo 1 y valores de K, bastante similares,
siendo esta diferencia en la K; la que separa las dos curvas en las figuras.

modos 1y2 | modos1,2y3
K~=| -0.0026949 -0.00356242
Ki=| -0.0030880 -0.00275036
K>=| 0.00277642 0.0273839
Ks= -- -0.0114328

Tabla 3.16.- Comparacion de los FITGs con 2 y 3 modos (esquina 1, configuracion 1).
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Fig. 3.43.- Comparacion de los desplazamientos en r=0.0017 mm.

Los desplazamientos evaluados mediante la representacion asintdtica, se ajusta
muy bien a los resultados numéricos cuando se toman en consideracion los tres
primeros modos. El ajuste con los dos primeros modos no es tan bueno, razén por la
cual se tomaron para el analisis de las configuraciones analizadas en apartados los dos
modos singulares y el primer modo no singular. Si bien el peso del modo no singular es
pequefio en comparacion con los modos singulares, su influencia para la evaluacion de
los FITGs es significativa como se desprende de los valores numéricos de la Tabla 3.16

y de los propios graficos.
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Fig. 3.44.- Comparacion de las tensiones en r=0.0017 mm.

De la comparacion de las componentes del tensor de tensiones, se observa la
misma tendencia, siendo necesarios los tres primeros modos para que el ajuste sea
bueno, sobre todo en la componente oy en la cual el peso relativo del modo no singular
es mayor que en las otras componentes.

Podemos por lo tanto afirmar que el ajuste de los resultados de desplazamientos
y tensiones a distancias caracteristicas inferiores al didametro de una fibra de carbono es
mas que razonable utilizando en la representacion asintotica los tres primeros modos.

Vamos a realizar a continuacion la misma comparacion a distancias mayores, del
orden de 2 6 3 veces el didmetro de la fibra (=19.4 pum) y que representa
aproximadamente el 20% de la distancia libre hasta la condiciéon de contorno mads
proxima (el adherente inferior de aluminio). Los desplazamientos se muestran en la Fig.
3.45 mientras que las componentes del tensor de tensiones se muestran en la Fig. 3.46.
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Fig. 3.45.- Comparacion de los desplazamientos en r=0.0194 mm.

Al cambiar la distancia al vértice, se observa un cambio cuantitativo en los
valores numéricos de desplazamientos y tensiones, un cambio cualitativo en la
evolucion angular, al cambiar el peso relativo de los modos (con un mayor peso del
modo no singular). El ajuste con tres modos es mas que razonable.
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Fig. 3.46.- Comparacion de las tensiones en r=0.0194 mm.

En lo que respecta a las componentes tensionales, los comentarios son similares
que los realizados con los desplazamientos. Se observa sin embargo un pequefio
empeoramiento, previsible, de la representacion asintdtica frente a la numérica, si
comparamos con las figuras anteriores en ¥=0.0017 mm, lo cual se ve con claridad en la
componente Oyp cuyos valores maximos si se separan un poco de los resultados
numeéricos.

Sin embargo, y teniendo en cuenta que los ajustes se han realizado con grupos de

nodos entre 10° mm y 0.02 mm, el acuerdo mostrado por las figuras hasta 7=0.0194
mm (en los limites de la zona de ajuste) es mas que aceptable.

3.8 Consideraciones finales

En este capitulo se ha abordado el célculo de los FITGs, que representan el peso
de cada término en el desarrollo en serie tomado como representacion del estado
tensional y de desplazamientos en el entorno de las esquinas multimateriales.
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Tras la revision de las diferentes técnicas para abordar el calculo de los FITGs,
se ha adoptado una herramienta que se ha completado y modificado especificamente
para responder de forma fiable y precisa a las consideraciones particulares del problema
bajo estudio.

La herramienta, que no es mas que un ajuste por minimos cuadrados en
desplazamientos, en el que intervienen diversos parametros (nimero de aristas, nimero
de componentes y/o numero de nodos) ha demostrado ser tan sencilla como robusta, tras
su verificacion con problemas de referencia (también se ha verificado utilizando un
ajuste con componentes del estado tensional).

La herramienta puesta a punto, se ha utilizado para la caracterizacion de las
esquinas multimateriales que se presentan tipicamente en las uniones adhesivas a solape
entre materiales metalicos y materiales compuestos, los resultados de la aproximacion
del estado tensional y de desplazamientos mediante la representacion asintotica han
demostrado ser en estos problemas y con las herramientas desarrolladas e
implementadas en un cédigo de Mathematica de una precision mas que suficiente desde
un punto de vista ingenieril.

Se ha prestado especial atencion a la presentacion de los resultados numéricos de
los FITGs utilizando procedimientos de estandarizacién y normalizacion propuestos en
la literatura y que permiten que los resultados presentados puedan ser utilizados con
relativa sencillez como problemas de referencia futuros.

Con las herramientas desarrolladas hasta el momento, se dispone de una
herramienta versatil para la caracterizacion, bajo las hipdtesis contempladas, de
problemas que presenten configuraciones de esquinas multimateriales.

En los capitulos siguientes se abordard un trabajo experimental con el que

trataremos de ver la representatividad del estado singular de tensiones en las esquinas
(controlado por los FITGs) en el fallo de las mismas.
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4. TRABAJO EXPERIMENTAL: PROGRAMA DE
ENSAYOS

4.1 Introduccion

En el presente capitulo se va a detallar el programa de ensayos experimentales
realizado, describiendo los materiales empleados, la fabricacion de los especimenes, que
incluye la preparacion, curado, mecanizado de las muestras y por ltimo los ensayos
sobre dichas muestras. Todo el proceso de fabricacion y ensayo se ha realizado en el
Laboratorio del Grupo de Elasticidad y Resistencia de Materiales de la Escuela Superior
de Ingenieros de Sevilla y ha sido llevado a cabo en su integridad por el propio
doctorando, con objeto de tener, en la medida de lo posible, un control exhaustivo de
todo el proceso de ensayo y garantizar, en la medida de lo posible, la uniformidad.

El laboratorio dispone de la acreditacion ENAC segtin ISO 17025 que incluye en
su anexo técnico, ensayos de traccion en materiales metalicos y compuestos, ensayos de
cortadura a traccidon sobre uniones adhesivas y otros ensayos mecanicos y fisicos sobre
materiales compuestos. Asimismo, el Laboratorio también dispone de las certificaciones
de calidad ISO 9001, EN 9100 (del sector aerospacial), ISO 14001 (medioambiental) y
UNE 166002 (de I+D+i). Estas acreditaciones y certificaciones, se unen a numerosas
aprobaciones de los grandes fabricantes aerospaciales y avalan la trazabilidad y
capacidad técnica del Laboratorio para este tipo de ensayos.

Es importante insistir en la idea de que este programa de ensayos se ha definido
utilizando los resultados obtenidos en los capitulos anteriores, de forma que, por
ejemplo, dispongamos de distintos tipos de unidn (siempre a doble solape) en las que
encontremos una misma configuracion de esquina multimaterial y distintos, o no,
valores de los K. Dado que los exponentes y las funciones caracteristicas s6lo dependen
de la geometria local de la esquina, una misma configuracién de esquina multimaterial
en distintos tipos de unidon permite comparar los diferentes valores numéricos de los
FITGs ya que estos tienen las mismas dimensiones (recordemos que las dimensiones de
los K; dependian del exponente caracteristico A; asociado).

De esta manera podemos fabricar uniones distintas que tengan la misma esquina
local y valores similares de los FITGs y uniones en las que manteniendo esta
configuraciéon de esquina local tengamos valores distintos de los FITGs. Dado que los
FITGs, como ya vimos, dependen de la geometria global de la union, cualquier cambio
de los pardmetros geométricos (espesor de laminado, espesor de aluminio, longitud de
solape, tipo de laminado, etc.) originard una variacion cuantitativa de los FITGs
asociados a las esquinas.
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En el apartado 4.2 revisaremos los materiales empleados y analizaremos las
distintas configuraciones a fabricar y ensayar. En el apartado 4.3 repasaremos y
detallaremos todos el proceso de fabricacion de las probetas, en el apartado 4.4
describiremos los ensayos de doble cortadura a traccion realizados, mientras que en el
apartado 4.5 analizaremos unos ensayos a carga parcial, sin alcanzar la carga de rotura,
que se realizaron con el objetivo de tratar de ver si antes del fallo catastrofico se
produce una acumulacién de dafio significativa en el entorno de las esquinas bajo
estudio, para lo cual se realizaron diversas micrografias en estas probetas ensayadas a
carga parcial. Por altimo, en el apartado 4.6, se realizaran unas consideraciones finales
del programa de ensayos.

4.2 Descripcion de los materiales y configuraciones

Dada la importancia de este tipo de uniones en la fabricaciéon de componentes
del sector aerospacial, los materiales seleccionados para la fabricacion de las probetas
son materiales tipicamente aeronduticos (aluminio, cinta de carbono unidireccional y
adhesivos epoxy), materiales que han sido suministrados por la empresa del sector
aeronautico con sede en Sevilla SACESA.

Aunque las uniones encoladas se realizan tipicamente entre materiales de la
misma naturaleza: aluminio-aluminio y carbono-carbono, se consider6 un valor afiadido
realizar las uniones entre aluminio y carbono. La progresiva incorporaciéon a las
aeronaves de los materiales compuestos y su necesidad de union a las partes primarias
metalicas, justifica adicionalmente el interés creciente del estudio de los procedimientos
de union entre las partes de material compuesto y las partes metalicas, procedimientos
entre los que se cuenta la union adhesiva.

Aluminio
Se selecciond como material metalico el alumino (L3140) en dos espesores: 1.6
y 3.2 mm y con dos tratamientos superficiales distintos: decapado y anodizado. Las

propiedades termomecanicas del aluminio, que ya se presentaron en capitulos
anteriores, son: £=68.67 GPa, v=0.33 y a=24.5-10°°C",

Compuesto de Carbono unidireccional

El compuesto carbono-epoxy de fibra larga unidireccional utilizado es un
AS4/8552 fabricado por HEXCEL cuyas propiedades termomecanicas ortdtropas son:
E11:141.3 GPa, E22:E33:9.58 GPa, G12:G13:5.0 GPa, G23:3.5 GPa, V12:V13:O.3,
113=0.32, an=-1-10°°C". y ;p=0=26-10"° °C"", siendo x, la direccion de la fibra.
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SACESA suministro, a peticion nuestra, paneles con los siguientes apilados: [0]s
de 1.60 mm de espesor, [0];2 de 2.20 mm de espesor, [0];¢ de 2.90 mm de espesor,
[02/90,]s de 1.47 mm de espesor y [03/903]s de 2.20 mm de espesor. Mediante
micrografias, ya mostradas en capitulos anteriores (Fig. 3.26), se obtuvieron los
espesores de los distintos grupos de laminas a 0° y 90° en los apilados 0/90.

Adhesivo

Dado que el curado de las probetas ya es parte del proceso de fabricacion de las
probetas de ensayo, el adhesivo, FM-73M.06 de CYTEC, suminstrado en un rollo, se
debia almacenar a -18°C hasta 24 horas previas a su uso, para inhibir la polimerizacién
del mismo. Las propiedades termomecanicas del adhesivo son: £=3.0 GPa, v=0.35 y
o=45-10-6 °C”".

El ciclo de curado recomendado por el fabricante consiste en una rampa de
subida de 15~20 minutos desde temperatura ambiente hasta 115°C, temperatura a la cual
debe permanecer 90 minutos conjuntamente con una presion de 28 MPa, para
finalmente realizar una rampa descendente de temperatura hasta la ambiental de otros
15~20 minutos.

Las configuraciones de union a doble solape fabricadas son las que ya
adelantdbamos en la Tabla 3.4 del apartado 3.6. Con el aluminio como adherente central
y los apilados de carbono como adherentes exteriores, la longitud de solape es 12.5 mm
en todas las configuraciones excepto en una de ellas en la que se utilizdé 20 mm, el
ancho de las probetas es 25 mm y la longitud libre, desde el final de la zona de solape
hasta el principio de la cogida de la mordaza en la maquina de ensayos, es de 50 mm
(ver Fig. 4.1). Solo una de las configuraciones se realizd con aluminio-aluminio (ver
Tabla 3.4).

chapa de
aluminio
auxiliar / ‘):0{0/'
\_ K
|4 [
174 zona de
zonade | e Ve N 1
lal T T 7 asae s ¢
agarre a 50 mm 50 mm mordaza
mordaza 12.5 620 mm

Fig. 4.1.- Esquema y dimensiones de las probetas fabricadas.

En el momento del ensayo y para evitar la flexion que provocaria la presion de
las mordazas, se disponia un trozo auxiliar del mismo espesor de aluminio (adherente
central) utilizado en dicha probeta, tal y como se muestra en la Fig. 4.1.
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Combinando los distintos espesores de aluminio y laminados de carbono, se
obtienen un total de 11 configuraciones, las cuales fueron analizadas con detalle en el
capitulo anterior. El nimero de configuraciones fabricadas y ensayadas asciende sin
embargo a 22, puesto que, como ya se ha mencionado, se disponia de los paneles de
aluminio con dos tratamientos superficiales distintos: decapado y anodizado. Esta
diferencia en el tratamiento superficial de las chapas de aluminio no afecta el andlisis
tensional de las configuraciones realizado en el capitulo 3, puesto que dicha diferencia
no afecta ni a la geometria ni a las propiedades de los materiales, pudiendo afectar,en
todo caso, a la resistencia / tenacidad de la interfase entre el adhesivo y el aluminio.

Tanto los paneles de aluminio, como los apilados de fibra de carbono, fueron
suministrados en placas de dimensiones 30x30 cm.

4.3 Fabricacién de las probetas

La fabricacion de las probetas tiene dos etapas: el curado de las planchas de
aluminio y carbono y el mecanizado de las mismas.

4.3.1 Curado de las planchas

Una unién encolada, correctamente ejecutada, deberia realizarse en un autoclave,
disponiendo la correspondiente bolsa de vacio en la zona a curar. Dado que en la época
de fabricacion de las probetas, aun no se disponia de un autoclave (actualmente el
Laboratorio si dispone de un autoclave), se utiliz6 una prensa de platos calientes (ver
Fig. 4.2) que permite el curado de piezas planas de dimensiones maximas 32x32 cm (de
ahi que las dimensiones de las planchas fueran de 30x30cm). La prensa controla
automaticamente la presion de curado. Una vez fijada la misma, alcanza una fuerza
maxima de 400 KN y una temperatura maxima de 350°C con control independiente en
cada plato (superior e inferior).

t

Fig. 4.2.- Prensa de platos calientes utilizada para el curado del adhesivo.
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Las reducidas dimensiones de la zona de adhesivo a curar (12.5 mm de longitud
de solape) no parece, a priori, un problema para que las sustancias volatiles puedan
abandonar el adhesivo y provocar una porosidad excesiva. En cualquier caso, con un
curado en autoclave, se facilitaria aun mas dicha evacuacion a través de la manta de
material poroso y la ayuda de vacio.

Ademas de la aplicacion de la bolsa de vacio, la gran diferencia entre un curado
en la prensa de platos calientes y en un autoclave, es la ausencia, en el caso de la prensa,
de presion lateral sobre el rebose de adhesivo durante el curado. Los platos de la prensa
actuan en direccion perpendicular a la ldmina de adhesivo a curar, que es claramente la
direccion importante y la que facilita la unién intima entre el adhesivo y los adherentes.
Sin embargo, el rebose de adhesivo, que aparece en los extremos de la zona de solape,
se cura en ausencia de presion exterior en el caso de la prensa, mientras que en el caso
del autoclave, al existir una presion hidrostatica y una bolsa de vacio flexible que se
adapta al contorno exterior de la pieza, dicho rebose se cura bajo presion (ver Fig. 4.3).

o

vacio curado con
. . = presion en

curado sin
los reboses

presion en

T e

Prensa de platos calientes Autoclave

Ay we D000 p

Fig. 4.3.- Curado en prensa vs. curado en autoclave.

Esta diferencia puede afectar a la resistencia de la unidon entre adhesivo y
adherente que se produce en la superficie lateral del laminado y en la pequefia longitud,
mas alla del extremo de la zona de solape, del rebose del adhesivo en contacto con el
aluminio.

Diversos autores defienden, como ya vimos en la revision bibliografica (ver Fig.
1.11 y Fig. 1.12), que el rebose de adhesivo, que tipicamente aparece en las uniones a
solape, puede contribuir de manera significativa a la resistencia de la union. En este
caso, el curado realizado en una prensa de platos calientes originaria uniones de menor
capacidad portante que las uniones curadas en autoclave. En cualquier caso y dado que
todas la probetas sufren el mismo ciclo de curado, bajo las mismas condiciones, la
posible minoracion de dicha resistencia afectaria por igual a todas las probetas y no
altera la validez del estudio, pudiendo quedar como investigacion adicional, el analisis
comparativo de la resistencia de las uniones con curado en autoclave frente al de las
uniones con curado en prensa de platos calientes.

Antes del encolado, los paneles de aluminio se limpian con un disolvente en la

zona donde se va a colocar la pelicula de adhesivo. Los paneles de carbono, vienen
preparados con una lamina exterior denominada “peel-ply” que al ser arrancada por
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pelado y tras una limpieza del polvo que haya podido quedar en la superficie, deja una
superficie idonea para el encolado.

Todo el proceso se realiza utilizando guantes para evitar contaminar con grasa o
suciedad la zona de pegado. El marcado de la zona a encolar en las diversas planchas, se
realiza con un calibre de altura para posteriormente colocar en el adherente interno (de
la union de doble solape) la pelicula de adhesivo y las planchas de los adherentes
exteriores. El conjunto completo se introduce en la prensa, fijando la presion y
temperatura correspondiente. Los platos de la prensa se recubren de una pelicula de
teflon para evitar que los reboses de adhesivo se peguen a los platos. La prensa
mantiene durante todo el ciclo de curado la presion y la temperatura constantes.

4.3.2 Mecanizado de las probetas

De la prensa sacamos la uniéon con un ancho de 300 mm (el ancho de las placas
suministradas). El ancho final de las probetas a ensayar es de 25 mm, por lo que,
descartando los primeros 10 mm de cada lateral y teniendo en cuenta que el ancho del
corte es de unos 2~3 mm, podemos obtener 10 probetas como la indicada en la Fig. 4.1.

De las 22 configuraciones (11 con aluminio decapado y 11 con aluminio
anodizado) se dispone, por lo tanto, de 10 probetas en cada configuracién para su
ensayo, con un total de 220 probetas (Fig. 4.4).

Fig. 4.4.- Conjunto de probetas a ensayar (izquierda) y detalle (derecha).

El corte recto de las probetas es un proceso relativamente trivial cuando las
probetas a cortar son de un mismo material, pudiendo utilizar una sierra de cinta vertical
(Fig. 4.5), cuando se trata del corte de chapas de aluminio, o un disco de diamante
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refrigerado por agua (Fig. 4.6), cuando se trata del corte de materiales compuestos como
la fibra de carbono.

Fig. 4.5.- Sierra de cinta vertical para el corte de materiales metalicos.

Con la sierra de cinta no se puede cortar carbono ni con el disco de diamante se
puede cortar aluminio, pues en ambos casos, la sierra o el disco sufririan dafios.

Fig. 4.6.- Disco de diamante refrigerado por agua para el corte de fibra de carbono.

Dado que las probetas a cortar son mitad metalicas, mitad carbono, el corte es un
poco mas laborioso. En una primera etapa, utilizando el disco de diamante, se cortan los
paneles de carbono hasta el extremo correspondiente de la zona de solape. Después,
para el corte en la zona de solape, donde nos encontramos el “sandwich” carbono-
aluminio-carbono, hay que levantar la altura de corte del disco para que corte sélo el
espesor correspondiente al laminado de carbono del exterior y se realiza dicho corte en
ambos lados de la union a lo largo de la zona de solape. Finalmente, con la sierra de
cinta, se corta la chapa de aluminio de principio a fin, pues en la zona de solape ya se ha
procedido a la eliminacion de los laminados de carbono exteriores. En este ultimo corte
hay que tener la precaucion adicional de refrigerar de vez en cuando la probeta para
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evitar degradar el adhesivo por temperatura, sobre todo cuando se esté cortando la zona
de solape.

Una vez extraidas las probetas con un ancho ligeramente superior al establecido
de 25 mm, se lijan las caras laterales (Fig. 4.7) hasta conseguir la dimension fijada,
Ademéas este lijado uniformiza la superficie lateral, que al haber sido cortada con dos
equipos diferentes y sufrir tantas manipulaciones, no presenta un acabado liso ni
completamente plano. El lijado también se realiza con refrigeracion intermedia para
evitar el calentamiento excesivo de la probeta.

Fig. 4.7.- Lijadora y aspecto del lateral de las probetas antes y después del lijado.

Tras el lijado de las probetas, éstas se identifican, para mantener la trazabilidad y
quedan preparadas para ser ensayadas.

4.4 Ensayos realizados

Las probetas fabricadas se van a ensayar a traccion (originando un complejo
estado de cortadura y pelado en la zona de solape) hasta rotura. También se van a
realizar unos ensayos a carga parcial (cercana a la carga de rotura, 80%~90%) para
posteriormente cortar, pulir y micrografiar los extremos de la zona de solape, para ver si
existe una acumulacion de dafio en el entorno de las esquinas antes del fallo catastrofico
o0 éste se produce sin un dafio previo significativo.

La idea es registrar los valores de carga que provocan, macroscopica- O
microscopicamente, un dafio significativo en el entorno de las esquinas. Posteriormente,
y utilizando dicha carga de fallo en los modelos numéricos, se obtienen los valores
admisibles correspondientes de los FITGs. Una vez obtenidos dichos admisibles, para
todas las configuraciones de ensayo, se podra evaluar la representatividad del estado
tensional singular en el fallo.
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4.4.1 Ensayos de doble cortadura a traccion

Los ensayos de doble cortadura a traccion, se han llevado a cabo siguiendo las
directrices de la norma ASTM D2538 de cortadura a doble solape.

Se ha utilizado una maquina universal de ensayos INSTRON 4482 de 10 KN
(Fig. 4.8), montada con una célula de carga de 10 KN y calibraciéon de clase 0.5 (0.5%
de error maximo en todo el rango de carga). Se midid el ancho y longitud de solape de
todas las probetas utilizando un pie de rey calibrado y con una resoluciéon de 0.01 mm.
Se registraron las condiciones ambientales de temperatura y humedad, que siempre se
mantuvieron, para todos los ensayos en condiciones de laboratorio, con 23£3°C en
temperatura y 50+10%HR en humedad relativa.

Fig. 4.8.- Maquina universal de ensayos utilizada (y detalle).

La probeta se coloca alineada con la direccion de traccion de la maquina de
ensayos con ayuda de una escuadra calibrada, dejando 50 mm de longitud entre el final
de la zona de solape y el comienzo de la mordaza, tal y como se muestra en el esquema
de la Fig. 4.1. Las mordazas de la maquina (de tipo cufia) se cierran sin provocar un
apriete excesivo en la probeta y se establece una velocidad de la cruceta, durante todo el
ensayo, de 1.3 mm/min.

En cada ensayo se ha registrado: las dimensiones de la zona de solape (ancho by
largo de solape 4, en mm), la carga Gltima (F,u., en N), calculando la tension de rotura
aparente a cortadura, zz, segun la expresion:

T (MPCI): Fmdx(N)
f 2:b-h(mm*)’

4.1)

De cada una de las 22 configuraciones se han ensayado hasta rotura 5 de las 10
probetas disponibles, obteniendo un valor medio de 7z, la desviacién estandar y el
coeficiente de variacion. De los valores individuales se han eliminado los valores
aberrantes, identificados mediante el criterio de Gibbs (se han eliminado solo 3
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resultados, de todo el conjunto de ensayos). En la Tabla 4.1 se muestra un resumen de
todos los resultados experimentales obtenidos, indicando en la 3* columna
A=anodizado, D=decapado.

Configuracion Lol Al 7z (MPa) | desv. std. (MPa) | CV (%)
1) Al(3.2 mm)-[0]; 12.5 A 22.26 0.65 2.94
1) Al(3.2 mm)-[0]s 12.5 D 22.03 1.04 4.73
2) Al(3.2 mm)-[0]; 12.5 A 21.85 3.73 17.07
2) Al(3.2 mm)-[0];, 12.5 D 23.30 4.36 18.70
3) Al(3.2 mm)-[0]¢ 12.5 A 26.44 1.88 7.11
3) Al(3.2 mm)-[0];6 12.5 D 21.08 1.77 8.39
4) Al(1.6 mm)-[0]s 12.5 A 22.03 2.80 12.70
4) Al(1.6 mm)-[0]; 12.5 D 17.97 2.98 16.60
5) Al(1.6 mm)-[0];, 12.5 A 21.76 1.27 5.85
5) Al(1.6 mm)-[0];» 12.5 D 24.44 0.6 2.47
6) Al(3.2 mm)-[0,/90,]; 12.5 A 25.01 1.20 4.81
6) Al(3.2 mm)-[0,/90,]; 12.5 D 25.56 2.13 8.35
7) Al(3.2 mm)-[05/905]; 12.5 A 26.38 1.65 6.24
7) Al(3.2 mm)-[05/90;]; 12.5 D 25.56 1.17 4.58
8) Al(1.6 mm)-[0,/90,]; 12.5 A 18.43 3.82 6.73
8) Al(1.6 mm)-[0,/90,]; 12.5 D 19.70 4.34 5.01
9) Al(1.6 mm)-[05/90;]; 12.5 A 20.91 0.12 0.56
9) Al(1.6 mm)-[05/90;]; 12.5 D 21.75 0.57 2.63
10) Al(3.2)-Al (1.6) 12.5 A 23.34 1.15 4.92
10) Al(3.2)-Al (1.6) 12.5 D 22.98 1.37 5.96
11) Al(3.2 mm)-[0];, 20.0 A 26.20 2.06 7.86
11) Al(3.2 mm)-[0], 20.0 D 24.75 2.71 10.94

Tabla 4.1.- Resumen de resultados experimentales.

Un gréfico carga-extension, tipico de uno de los ensayos realizados, se muestra
en la Fig. 4.9, en el cual la extension se ha registardo con la cruceta de la méaquina.

Carga (N) Diagrama Carga-Extensi6n
18000.0-

16000.0-]
14000.0=
12000.0=|
10000.0-=|
B000.0=
6000,0=
4000.0=

2000.0-

0.0+

-2000.0= — _l_ —
0.0 0.2

- 1 -
04 06 08 If] I’ I-'l 1.6 I8 20 22 24 76 28 10 32 34

Extension (mm)

Fig. 4.9.-Grifico carga-extension de uno de los ensayos de cortadura a traccion realizados
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Es importante poner de manifiesto las altas dispersiones encontradas en los
resultados de algunas configuraciones particulares; en particular la 2 y la 8 con
coeficientes de variacion cercanos al 20%, y la configuracion 4, que ronda el 15%. El
resto de resultados presentan dispersiones relativamente razonables y habituales en el
ensayo con presencia de materiales compuestos. El analisis comparativo detallado de
estos resultados se realizara en el capitulo siguiente.

4.4.2 Ensayos a carga parcial y micrografias

Adicionalmente a los ensayos de rotura, se realizaron ensayos a carga parcial
(sin llegar a la rotura) para cargas de un 90% aproximadamente de la carga media de
fallo. Dado que los fenémenos de iniciacion y progresion del fallo pueden ser en
ocasiones considerados como independientes (Malyshev y Salganik (1965)), se pretende
disponer de muestras en las que se ha alcanzado un nivel de carga muy proximo al de
fallo catastrofico que serdn inspeccionadas al microscopio para ver si se identifica algin
fallo inicial en el entorno de la esquina bajo estudio antes del fallo catastréfico de la
union.

Los extremos de la zona de solape de las muestras ensayadas a carga parcial se
prepararon con un empastillado en frio para su pulido metalografico y su posterior
inspeccion ocular en el microscopio optico (hasta x500). La pulidora metalografica
empleada se muestra en la Fig. 4.10 junto con tres muestras ya empastilladas y
preparadas para su observacion al microscopio.

Fig. 4.10.- Pulidora metalografica y muestras pulidas.

Dos de las configuraciones ensayadas, la N°2 (Al(3.2 mm)-[0];, Ly=12.5 mm) y la
N°I1 (Al(3.2 mm)-[0];, Ls«=20.0 mm) fueron ensayadas a carga parcial. Estas dos
configuraciones son idénticas, excepto en la longitud de solape (12.5 y 20.0
respectivamente), de forma que la configuracion local de todas las esquinas

_145-



Capitulo 4: Trabajo experimental: Programa de ensayos.

multimateriales en ambas configuraciones son idénticas. Dado que las cargas
experimentales de fallo son muy diferentes entre ambas (ver Tabla 4.1) y sin embargo,
los valores de los FITGs son similares (Tabla 3.6 y Tabla 3.15), la inspeccion al
microscopio (Fig. 4.11) de las muestras ensayadas a carga parcial servird para poner de
manifiesto si, previo a la propagacion catastrofica del fallo, se observa (o no) dafio en el
entorno de las esquinas. También se podra inspeccionar la esquina de la configuracion
de L;,=20.0 mm bajo unas cargas superiores a la que origina el fallo en la configuracion
de L,,~=12.5 mm e inferiores a la de fallo de la propia configuracion de L,~=20.0 mm.

Fig. 4.11.- Microscopios opticos para la inspeccion de las muestras.

De la observacion de las muestras al microscopio se observaron algunos defectos
derivados de la fabricacion y el curado en varias de las muestras preparadas; dichos
defectos se muestran en la Fig. 4.12.

En la Fig. 4.12 a) se observa un deshilachamiento de las fibras mas cercanas al
borde inferior, el cual genera una geometria de esquina (#90°), con menor espesor de la
capa de adhesivo y la presencia de un defecto previo que podria afectar a la carga de
fallo. Dicho defecto se origina durante el corte con el disco de diamante (Fig. 4.6) en el
borde de corte de la cara inferior del laminado.

El posicionamiento de la ldmina en el encolado, con la cara potencialmente
deshilachada hacia el interior de la zona de solape origina este defecto. La correcta
posicion de la ldmina de carbono, con la cara superior del corte en contacto con el
adhesivo, genera esquinas (ver Fig. 4.13) que si son totalmente asimilables a la
geometria de 90° modelada y analizada.

Otro de los defectos observados, mas generalizado que el anterior, ha sido la
presencia de burbujas en el rebose de adhesivo en los extremos de la zona de solape, ver
Fig. 4.12 b) y ¢), en las que se observa este fendmeno, que se origina por la ausencia de
la bolsa de vacio que succiona las sustancias volatiles y el aire atrapado en la zona de
solape durante el proceso de curado.
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En algunos casos estas burbujas tienen un tamafio y ubicacion cercana a las
esquinas, que hacen que los modelos no reproduzcan fielmente la realidad y deben
afectar a los valores de los FITGs calculados (como en la muestra de la Fig. 4.12-c),
aunque en la gran mayoria de los casos las burbujas se encuentran lo suficientemente
alejadas de las esquinas como para que su efecto no altere los calculos asintoticos
realizados (Fig. 4.12, b).

Fig. 4.12.- Defectos: a) deshilachado, b) burbujas y c¢) burbujas (detalle).

Tras el ensayo a carga parcial de las configuraciones indicadas (la N°2 y la
N°11) se prepararon las muestras para el pulido. De la inspeccion de dichas muestras en
el entorno de la esquina 1 se obtuvieron las imagenes que se muestran en la Fig. 4.13,
siendo la imagen de la izquierda la esquina 1 de la configuracion N°2 ensayada a un
90% de la carga media de fallo (14.56*0.9=13.11 KN) y la imagen de la derecha la
esquina 1 de la configuracion N°11 ensayada a un 90% de la carga media de fallo
(24.75%0.9=22.28 KN).

fibra de
carbono
[0

fibrade

carbono
[09]

Adhesivo
Adhesivo

0.1 mm
Aluminio Aluminio

-

Fig. 4.13.- Inspeccion de las muestras ensayadas a carga parcial, a) conf. n°2, b) conf. n°11.

En la Fig. 4.13 no se observan grietas ni dafios apreciables en el entorno de las
esquinas. Las consideraciones de esta observacion se analizardn con el resto de las
evidencias experimentales, en el capitulo siguiente. Es importante, en cualquier caso,
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remarcar que las observaciones realizadas al microscopio son sobre muestras sin carga;
una vez alcanzada la carga parcial de ensayo, se descarga la muestra, se corta, se
empastilla y se pule, tras lo cual se realiza la observacion. Si bien el empastillado que se
ha utilizado se realiza con una resina de curado a temperatura ambiente y no se
introducen tensiones residuales sobre la muestra, no es menos cierto que algunos fallos,
como grietas y delaminaciones parciales, pudieran no apreciarse con nitidez en ausencia
de carga.
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5. REPRESENTATIVIDAD DEL ESTADO SINGULAR
DE TENSIONES EN EL FALLO

5.1 Introduccion

En el presente capitulo se ponen en comun los resultados derivados del trabajo
analitico-numérico de los capitulos 2 y 3 con las evidencias encontradas durante la
realizacion del programa de ensayos experimentales del capitulo 4, con la intencion de
estudiar la representatividad del estado singular de tensiones en las esquinas en el fallo
de las mismas.

Esta puesta en comun se va a abordar en etapas sucesivas; analizando en primer
lugar el comportamiento del estado singular de tensiones en las diferentes esquinas del
problema bajo estudio con el fin de tener un mejor conocimiento de los posibles
mecanismos de fallo y en segundo lugar, cotejando en qué configuraciones se aprecia
una correlacion entre estas predicciones numéricas y las evidencias de fallo
experimentales.

5.2 Capacidades derivadas del analisis de los modos

Probablemente una de las mayores virtudes de la caracterizacion del estado
tensional asintotico con la representacion mediante el desarrollo en serie, sea la enorme
cantidad de informacién derivada del anélisis de cada uno de los modos considerados.
Algunas de estas caracteristicas ya se manifestaron en el apartado 3.5.3 en el cual una
interpretacion, con mayor valor afiadido, de los valores de los FITGs obtenidos surgia
tras el andlisis comparativo de las funciones caracteristicas.

Como ejemplo de lo anterior y también como muestra de las capacidades de las
herramientas desarrolladas e implementadas, se presentara en este apartado un pequefio
analisis de la contribucion de los modos en una de las configuraciones y esquinas
analizadas, andlisis que también se acomete, en parte, en el apartado siguiente.

Sin pérdida de generalidad, tomemos nuestra esquina de referencia (esquina 1 de
la configuracién 1) en 7=0.0017 mm y centrémonos por concision y representatividad en
la componente oy En la Fig. 5.1 se muestra la evolucion angular (las funciones
caracteristicas) de opg, normalizada segiin Pageau et al. (1996) oy 6&021/(27r)’5, asociada
a cada modo (4,=0.763236, 4,=0.889389 y 45=1.10698), estando dichas funciones
afectadas por el signo del FITG correspondiente (K;<0, K>>0 y K3<0) a dicha esquina y
configuracién (ver 3.6.1), pero no por el valor numérico de dicho FITG, o sea, a
igualdad numérica en valor absoluto de K;, K, y K3 los valores mostrados serian el peso
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final de cada modo a la tensidon oyy. El cuadrante superior derecho, se corresponde con
el laminado a 0° mientras que el resto estaria ocupado por el adhesivo. La
circunferencia de puntos muestra el valor nulo, siendo los valores positivos (de traccion)
los exteriores a dicha circunferencia y los valores negativos (de compresion) los
interiores.

Fig. 5.1.- Representacion angular de oy por modos (esquina 1, configuracion 1).

Es importante hacer hincapié en la dependencia con la distancia al vértice de la
esquina de los distintos modos, singulares y no singualares, en la medida en que los
modos mas singulares, tienen un mayor peso en el entorno del vértice, pero decaen mas
rapidamente con la distancia. En la Fig. 5.1 se muestra la evolucion de los tres modos
(los dos singulares y el primero no singular) considerados en el analisis de la esquina 1.

3 T T T

ob
" 5.=-0.236764 | 1

2 - - FE e ——
o | 5=-0/110611'
TET-R DI |
~ :: - : :

I S e —

05 - t\—5%;+9.—10:698— S
O | 1 |

0 0.5 1 1.5 2

Fig. 5.2.- Evolucién de las exponenciales r° con la distancia al vértice.

De la Fig. 5.1 se observa que a igualdad de K; el modo 1 tiene un peso del orden
de 10 veces mayor que el modo 2 y 5 veces mayor que el modo 3 (notese la diferente
escala de los tres modos). También se observa que el modo 1 tiene sus valores maximos
de traccion de oy en la interfase a 90° entre el laminado y el adhesivo mientras que en
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la otra interfase entre laminado y adhesivo, en la horizontal a 0° aparecen
compresiones. El modo 2 muestra oy de traccidon en todos los angulos, estando los
mayores valores sobre 150° en el segundo cuadrante y alrededor de 240° en el cuarto
cuadrante. Finalmente el modo 3 tiene valores de compresion en todos los angulos.

Soélo a través de un andlisis de esta indole es posible identificar con una mayor
base fisica cudndo la activacion de un mecanismo de fallo es mas probable que otra;
concretamente, a igualdad de valores admisibles de las resistencias del adhesivo y la
resistencia de la interfase adhesivo-laminado, y considerando que la tension oyy fuese la
responsable del fallo, seria factible esperar roturas por el adhesivo (y no por la interfase)
para valores de K del orden de 10 veces K.

A expensas de abordar el problema de la determinacion experimental de dichas
resistencias, es notable comprobar (ver Tabla 3.5), en este caso particular de la esquina
1 de la configuracion 1, cémo esta relacion se cumple, curiosamente, casi de forma
exacta (|K;|=0.002750, |K,|=0.02738), de forma que el fallo, a igualdad de los valores de
tenacidad/resistencia del adhesivo y de la interfase adhesivo-laminado, se podria dar con
una probabilidad similar. Analizaremos este hecho con mas profundidad en el apartado
siguiente con algunas evidencias experimentales adicionales.

La suma ponderada de los tres modos, afectados por sus correspondientes FITGs
(Tabla 3.4) se presenta en la Fig. 5.3, observandose como todos los valores de oy son
de traccion alrededor de la esquina, tomando los mayores valores alrededor de
6=115°~120°.

Fig. 5.3.- Suma ponderada de oy en r=0.0017 mm (esquina 1, configuracion 1).

Para completar la informacion de los modos en la esquina 1, se muestran en la
Fig. 5.4 la contribucion (normalizada) de las componentes de desplazamiento (u, y ug) y
tensiones (las que faltan: ;. y o;9) observandose la discontinuidad de o en las
intercaras entre materiales.
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ooz,

Fig. 5.4.- Funciones caracteristicas (desplazamientos y tensiones) para la esquina 1.

Por supuesto se dispone de la misma informacion para el resto de las esquinas
analizadas que por concision no se muestra en este apartado, informaciéon a la cual
acudiremos siempre que sea necesario.

La gran mayoria de los fallos observados al microscopio en los extremos de la
zona de solape tiene trayectorias que pasan por una o mas de las esquinas
multimateriales presentes en la configuracion ensayada. Dichas trayectorias de fallo
evidencian que el mecanismo de fallo actuante podria estar controlado o al menos
influenciado por los estados singulares de tension que se originan en dichas esquinas.
En los apartados siguientes (5.3 y 5.4) se analizardn las evidencias de las dos
trayectorias de fallo mas frecuentemente observadas tras el ensayo destructivo, siendo la
primera (apartado 5.3) la correspondiente a uniones con laminados [0], y la segunda la
correspondiente a las uniones con laminados [0,/90,],. Para ambos casos se realizara un
analisis similar al realizado en este apartado que pondra de manifiesto si seria razonable
establecer una correlacion entre el estado tensional asintotico y el mecanismo de fallo
observado.
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5.3 Estudio del fallo sin dafio previo

De la observacion al microscopio de las muestras ensayadas, un gran nimero de
dichas muestras, se comprob6 que las configuraciones con laminado unidireccional [0],,
presentaban mayoritariamente una trayectoria de fallo, en el extremo de la zona de
solape, como el mostrado en la Fig. 5.5, en la cual se evidencia un fallo cohesivo del
rebose de adhesivo (queda adhesivo en ambos adherentes).

trayectoria
de fallo

Adhesivo 4
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=F
o
T
©
A
E.
@
i

Fren iz S tat St

Fig. 5.5.- Trayectoria de fallo tipica observada en las uniones con laminados [0].

El fallo observado parece razonablemente asociado a la componente
circunferencial del estado tensional oy El estado tensional asintotico evaluado en el
entorno de la esquina 1, para un radio »=0.025 mm, da para las tensiones o;,, Ogpy G
los valores mostrados en la Fig. 5.6, siendo la figura de la izquierda la evolucion
angular de oy representada sobre la propia geometria de la esquina (donde la propia
circunferencia marca el valor de oy~0, los circulos sobre la circunferencia los puntos
en los que se ha evaluado oy y las abcisas y ordenadas indican dimensiones en mm) y
la figura de la derecha la evolucion angular de o;,, oy G0
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Fig. 5.6.- Estado tensional en la esquina 1.
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De la Fig. 5.6 se observa que oyp tiene valores de traccion en casi todo el interior
del adhesivo, excepto en el entorno de #=225° donde aparece una zona muy pequefia de
compresiones de valor muy reducido, estando el maximo de las tracciones de oy en el
entorno de £=120° a unos 30° de la intercara vertical entre el adhesivo y el adherente
(lamina de 0°), 4ngulo que coincide mas que razonablemente con el observado
experimentalmente (ver Fig. 5.5). También se observa que los valores de oy para la
intercara son muy similares, aunque inferiores, a dichos valores maximos.

Al evaluar el campo de desplazamientos en el entorno de la esquina (en una zona
rectangular de 0.02 mm de lado centrada en la propia esquina, ver Fig. 5.7) se puede
apreciar el “modo de apertura” de la misma. En la parte derecha de la Fig. 5.7 se
presenta en forma vectorial el campo de desplazamientos (relativos a la esquina) en el
entorno de dicha esquina. Se aprecia una tendencia a la apertura en la direccion
circunferencial en el entorno de 120°, que coincide en direccion con la zona de valores
maximos de oyg.

_
= \
= e
[aN)
o
©)\) \ T
0.02 mm -

0 0 0 0 00000000000

Fig. 5.7.- Campo de desplazamientos en el entorno de la esquina 1.

En las configuraciones con laminado [0,/90,]; ademés de esta trayectoria de
fallo, se ha observado con igual frecuencia otra trayectoria, que analizaremos en el
siguiente apartado y que discurre por la intercara (a 90°) entre el adhesivo y el adherente
(la 1amina de 0°) para, una vez alcanzada la ldmina de 90° (esquina 3) desviarse, en
algunos casos, de la vertical hacia el interior de la zona de rebose del adhesivo. Esta
trayectoria de fallo la analizaremos con detalle en el siguiente apartado.

Los mecanismos de fallo observados en los extremos de la zona de solape
discurren por las esquinas multimateriales presentes y adicionalmente, en algunos casos,
dichas esquinas son ademas puntos de cambio de la trayectoria de fallo. En particular,
parece de interés el conocer en el entorno de la esquina 3 el estado tensional, para
compararlo con el estado tensional en la esquina 1 y poder comparar la severidad de
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ambos estados tensionales. En la Fig. 5.8 se muestra el estado tensional o;,, oy 0,9 €n
el entorno de la esquina 3 (evaluada a una distancia de la esquina 7=0.025 mm), en la
figura de la izquierda. Al igual que en la Fig. 5.6, se muestra el estado tensional oyy
sobre la propia geometria de la esquina trimaterial, siendo la circunferencia, el valor
cero (las tracciones en el exterior) y los circulos sobre la misma, los puntos donde se ha
evaluado oyp.
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Fig. 5.8.- Estado tensional en la esquina 3.

De la Fig. 5.8 se observa que el orden de magnitud de las tensiones, para la
misma distancia 7=0.025mm, es inferior en la esquina 3 que en la esquina 1 (Fig. 5.6),
lo cual es l6gico si tenemos en cuenta que los 6rdenes de singularidad en tensiones son
mayores en la esquina 1. También se observa que las mayores tensiones
circunferenciales oyy se producen a unos 45° respecto de la vertical hacia el interior del
adhesivo, siendo siempre tensiones de traccion en el interior del adhesivo.

A la vista de los estados tensionales en las esquinas 1 y 3, en particular en lo que
respecta a la componente oy, €s razonable admitir que la trayectoria de fallo en el
rebose de adhesivo tenga su origen en la esquina 1. Sin embargo y como se adelanto
anteriormente, si la resistencia/tenacidad de la interfase entre el adhesivo y la cara
lateral de la ldmina de 0° es baja (motivada por la falta de presion hidrostatica en el
curado), el fallo puede tener otra trayectoria que analizamos a continuacion.

5.4 Estudio del fallo con daino acumulado

En configuraciones con presencia de adherentes [0,/90,]; se ha observado
también la trayectoria de fallo mostrada en la Fig. 5.9. Dicha trayectoria de fallo
discurre por dos de las esquinas multimateriales que se generan en este tipo de
configuraciones en el extremo de la zona de solape, en concreto por las esquinas que
hemos denominado esquina 1 y esquina 3.
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trayectoria
Adhesivo de fallo

Fig. 5.9.- Trayectoria de fallo tipica observada en las uniones con laminados [0,/90,];.

Ya se observd (Fig. 5.6) que las tensiones circunferenciales oy tenian valores
muy parecidos a 90° (en la intercara entre la lamina de 0° y el rebose de adhesivo) y a
120° (en el interior del rebose de adhesivo) por donde discurria la trayectoria de fallo
analizada en el apartado anterior. Dependiendo de las resistencias relativas entre estas
dos alternativas (rotura por la intercara o por el interior del adhesivo) la trayectoria de
fallo podia discurrir por uno u otro camino. Sin embargo parece razonable pensar que,
una vez alcanzada la esquina 3 y en presencia de un despegue efectivo entre el adhesivo
y la ldmina de 0° en la cara lateral, el fallo s6lo puede adentrarse en el interior del
adhesivo si los valores tensionales (ogg) en el entorno de la esquina 3, bajo esta nueva
configuracion ya dafiada, son del orden de los que se obtuvieron en el entorno de la
esquina 1 en la configuracion sin despegue alguno (ver Fig. 5.6).

Una vez que el fallo discurre desde la esquina 1 por la intercara entre el adhesivo
y la ldmina de 0° hasta la esquina 3, las tensiones, evaluadas en el entorno de la esquina
3 a una distancia 7=0.025 mm (igual a distancia elegida en el apartado anterior) se
muestran en la Fig. 5.10, con la oy representada sobre la propia geometria de la esquina
en la figura de la izquierda y la evolucion angular de las tres tensiones o;,, Gy G9 €n
la figura de la derecha. Se representa adicionalmente en la figura de la izquierda la
configuraciéon deformada de las aristas que confluyen a la esquina, apreciandose la
apertura de la grieta generada en el despegue del adhesivo con la lamina de 0°.
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Fig. 5.10.- Estado tensional en la esquina 3 (con despegue entre el adhesivo y la lamina de 0°).
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La orientacién de los valores maximos de oy se produce en el entorno de
6=135° (a 45° de la vertical hacia el interior del adhesivo) que coincide casi exactamente
con la evidencia experimental observada al microscopio (ver Fig. 5.9).

Las tensiones mostradas en la Fig. 5.10 son mayores que las mismas tensiones
evaluadas en la misma esquina pero sin la presencia de despegue entre el adhesivo y la
cara lateral de la ldmina de 0° (evaluadas en la Fig. 5.8). En concreto, los valores
maximos evaluados para oy son muy proximos a los obtenidos en la esquina 1, sin
despegue (Fig. 5.6), por lo que queda razonablemente justificado que la trayectoria de
fallo deba, una vez alcanzada la esquina 3, desviarse e introducirse en el interior del
adhesivo. Noétese ademas que la resistencia, o tenacidad, de la intercara entre el
adhesivo y la cara lateral del laminado cambia una vez alcanzada la esquina 3, puesto
que cambia la orientacion de la fibra, pasando de 0° a 90°.

Recordemos que el encolado de las muestras se realiza en una prensa de platos
calientes sin la presion hidrostatica tipica del curado en autoclave (ver Fig. 4.3), por lo
que la calidad del pegado entre el adhesivo y la cara lateral del laminado no es la
idonea. Con curado en autoclave, es de presuponer que la trayectoria de fallo analizada
en este apartado se originase con mucho menos frecuencia, puesto que, aunque el estado
tensional fuese localmente el mismo, la resistencia de la intercara mejoraria
indudablemente.

Para completar el analisis, se muestra en la Fig. 5.11 el estado tensional en el
entorno de la esquina 1 con despegue entre el rebose de adhesivo y la cara lateral de la
lamina de 0°, presentando en la figura de la izquierda, como en los casos anteriores, la
tension oyy sobre la propia geometria de la esquina (incluyendo ademas la geometria
deformada, relativa a la esquina, de las aristas que conforman la esquina bimaterial) y
en la parte derecha la evolucion angular de las tensiones o;,, oggy Gre.
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Fig. 5.11.- Estado tensional en la esquina 1 (con despegue entre el adhesivo y la lamina de 0°).
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Con el despegue entre el adhesivo y la lamina de 0° las tensiones
circunferenciales oy se anulan en dicha cara de despegue. Se aprecia adicionalmente la
apertura de la grieta generada por el despegue.

5.5 Comparacion de los resultados numéricos Yy
experimentales

Las evidencias experimentales analizadas anteriormente, en las que todas las
trayectorias de fallo discurren por las esquinas multimateriales, con cambios en la
direccion de la trayectoria, en muchos casos, al pasar por dichas esquinas, son un claro
indicio de que en ciertas configuraciones el estado tensional singular que se origina en
estas esquinas, tienen una cierta responsabilidad en el mecanismo de fallo.

Adicionalmente a estas evidencias, en los apartados siguientes se va a analizar si
dicha representatividad afecta no solo cualitativa sino también cuantitativamente a los
ensayos realizados, llevando a cabo una comparacion exhaustiva entre los resultados
numéricos obtenidos para las distintas configuraciones y los correspondientes resultados
experimentales.

5.5.1 Resultados numéricos

Todos los resultados obtenidos, para las tres esquinas analizadas (Fig. 5.12), en
los apartados 3.6.1 al 3.6.11 se muestran de forma compacta en la Tabla 5.1
normalizada segun Pageau et al. (1996) y cuyas unidades son (MPa~mm§), donde &~1-4
es el orden de singularidad en tensiones.

Esquina 2 Esquina 1 Esquina 3
Adhesivo
N
Aluminio Adhesivo

S~

O O O O OO OO OO O0OOo0OOoOOoOOoOOo

Fig. 5.12.- Esquinas analizadas.
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esquina 1 (esquina 1b) esquina 2 esquina 3
config.[ Al [Laminado| Lsolape k1 k2 k3 k1 k2 k1 k2

1 [0°]8 12.5 ]-0.00275036 | 0.0273839 |-0.0114328 0.000723935 10.000313232

2 3.2 |[0°]12 12.5 ]-0.00265869 | 0.0296293 |-0.0113959 0.000728197 10.000796011

3 [0°]16 12.5 ]-0.00267612 | 0.0319616 |-0.0106351 0.000727391 |0.00033738

4 16 [0°]8 12.5 ]-0.00427067 | 0.0387508 |-0.0171819 0.00134598 ]0.00118731

5 " 1[09]12 12.5 ]-0.00396993 | 0.0391659 |-0.0165938 0.00138476 10.00121834

6 3.2 [02/902]s | 12.5 }-0.00253126 | 0.0225756 |-0.0100326 0.00088457 10.00017434 ]0.00357711 |0.00188352
7 "~ 1[03/903]s | 12.5 |-0.00258788 [ 0.0263395 |-0.0101892 0.000856521 10.000231622 ]0.00284841 |0.00385512
8 16 [02/902]s [ 12.5 ]-0.00413257 | 0.0331505 |-0.0158801 0.00168495 0.000276338 ]0.00481455 10.00140211
9 " 1[03/903]s | 12.5 |-0.00418547 | 0.0347244 |-0.0142997 0.00169283 10.000276204 ]0.00356942 10.00476516
10 [3.2]Al1.6 12.5 ]0.00151012 |-0.0137057 |0.0310423 0.00112665 |-0.000596641

11 | 3.2][0%12 20.0 ]-0.00264264 | 0.028152 -0.0110226 0.000860062 |0.000250501

Tabla 5.1.- Resumen de valores de los FITGs obtenidos para las distintas configuraciones.

De la Tabla 5.1 y excluyendo por el momento de las comparaciones a las
configuraciones 10y 11, se observa:

e Esquina 1: Las configuraciones con espesor de aluminio 3.2 mm presentan
valores similares entre si, e inferiores (en un 40%-~50%) en todas las K; (i=1,2,3)
a las de las mismas configuraciones con espesor de aluminio 1.6 mm, las cuales
también presentan valores similares entre si. Tomando como referencia
respectivamente a las configuraciones 1 (de 3.2 mm) y 4 (de 1.6 mm), las
diferencias en % del término mas singular (K;) es el que se muestra en la Tabla
5.2 en la que no se observan diferencias significativas (todas < 10%).

configuracion| 1* 2 3 6 7 4* 5 8 9
diferencia K1 (%)| 0.0 | -3.3 | -2.7 | -8.0 | -5.9 00 | -70] -3.2 ] -2.0

* La referencia para 2, 3,6y 7 eslaconf. 1, para5, 8y 9 es laconf. 4

Tabla 5.2.- Diferencias relativas en el modo 1 (esquina 1).

e Esquina 2: Al igual que se observa en la esquina 1, en la esquina 2 los valores de
K; (i=1,2,3) asociados a las configuraciones con 3.2 mm de espesor en el
aluminio son un 40%~50% inferiores en comparacion con las mismas
configuraciones y 1.6 mm de espesor en el aluminio. La diferencia respecto a la
esquina 1 es que en este caso si se aprecian diferencias significativas en los
valores de K, a igualdad de espesor en el aluminio, entre las configuraciones con
laminado unidireccional [0], o laminado [0,/90,]s. En particular, los valores de
K; son un 20%~25% superiores en las configuraciones con laminado [0,/90,];
respecto a las configuraciones con laminado unidireccional [0], tal y como se
pone de manifiesto en la comparacion realizada en la Tabla 5.3.

configuracion| 1* 2 3 6 7 4* 5 8 9
diferencia K1 (%)| 0.0 | 0.6 | 0.5 22.2| 18.3 0.0 2.9] 25.2] 25.8

* Lareferencia para2,3,6y 7 eslaconf. 1, para5, 8y 9 es laconf. 4

Tabla 5.3.- Diferencias relativas en el modo 1 (esquina 2).
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e Esquina 3: Esta esquina, que s6lo se presenta en las configuraciones con
laminado [0,/90,]s, admite por tanto un menor nimero de posibilidades de
comparacion. En los valores de la Tabla 5.1 se observa la misma variacion
cualitativa asociada al espesor del aluminio que en los casos de las esquinas 1 y
2, pero ademas también se observa una significativa dependencia con el espesor
(nimero de laminas) del laminado [0,/90,]s, siendo mayores los valores de K;
para los espesores pequenios [0,/90,]s, hecho que no se manifestaba con tanta
claridad en las esquinas anteriores.

Al depender el valor de los FITGs de la geometria global del problema, en teoria
podrian esperarse cambios cuantitativos entre todas las configuraciones analizadas, dado
que todas son diferentes. Sin embargo se constata, tras el andlisis de los resultados
expuestos en la Tabla 5.1, que no afecta de igual manera la variacion de todos los
parametros geométricos. Es posible justificar alguna de las tendencias observadas:

e Esquina 1: En esta esquina no se observan cambios significativos con el espesor
del laminado, ni siquiera con el tipo de laminado, pero si con el espesor del
aluminio, siendo los valores de K; mayores para menores espesores del aluminio.
La explicacion plausible para esta dependencia la podriamos encontrar en la
diferencia de rigidez entre los dos adherentes. Es conocido de los modelos de
analisis (ver 1.3.1.1) que las concentraciones de las tensiones tangenciales en la
zona de solape son mayores en el extremo del adherente mas flexible, dado que
la deformacioén a traccion del adherente contribuye a la deformacion a cortante
del adhesivo. Este es el caso que se da, en mayor o menor medida, en todas las
configuraciones analizadas, siendo por tanto esperable en la esquina 1 (en el
interior de la capa de adhesivo de la zona de solape) aumentos de los FITGs, y
en consecuencia del estado tensional, con espesores de aluminio mas bajos. Sin
embargo los cambios en los espesores del adherente de mayor rigidez
longitudinal (el laminado) no afectan cuantitativamente de igual manera, puesto
que pasamos de tener un adherente rigido (en comparacion con el aluminio) a
tener un adherente mas rigido ([0°]s, [0°]12 ¥ [0°]16). Sdlo si la disminucion de
laminas en el laminado alcanzase una rigidez a traccion comparable con la del
aluminio se observarian dependencias cuantitativas con el espesor del laminado
similares a las observadas con el espesor de aluminio, lo cual se daria, en el caso
completamente balanceado, con un espesor del laminado unidireccional en el
entorno de [(68.67 GPa x 1.6 mm)/141.3 GPa]=0.78 mm (en las configuraciones
de 3.2 mm de aluminio).

e Esquina 2: En esta esquina, con la misma tendencia en relacion al espesor de
aluminio, es valida la misma explicacién, dado el contacto intimo con el
aluminio de esta esquina. La novedad residia en la dependencia, no observada en
el caso de la esquina 1, con el tipo de laminado [0], o [0,/90,]s, siendo los
mayores valores (en un 20%~25%) los asociados al laminado [0,/90,]s. La causa
de esta dependencia, probablemente no tan nitida como en el caso anterior, esta
asociada a la transmision de cargas a través del rebose de adhesivo, dado que
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dicha transmision cambia cualitativamente por la distinta rigidez de las ldminas
de 0°y 90°.

e Esquina 3: Esta esquina por pertenecer al extremo de la zona de solape, también
sufre las variaciones asociadas al espesor de aluminio. Esta esquina presenta
ademas una dependencia con el numero de laminas, siendo menores los FITGs
con un mayor numero de laminas. En esta esquina tienen gran influencia las
tensiones de pelado que se generan en el extremo de la zona de solape, tensiones
que se minimizan con mayores espesores de laminado por su mayor rigidez a
flexion.

La configuracion 10 (Al-Al) no admite comparacion con ninguna de las
configuraciones anteriores. Esta configuracion se ha analizado por ser una union tipica y
recomendable para la mayor resistencia (adherentes equilibrados) siendo las
consideraciones realizadas en 3.6.10 las validas para esta configuracion.

La configuracion 11 (Al 3.2 mm, [0°];> y 20 mm de Lgape) €5 comparable con la
configuracion 2, idéntica excepto por la Lgiape que es de 12.5 mm. De esta comparacion
se observa una igualdad casi completa en los valores de los FITGs asociados a los
modos singulares en la esquina 1 (K; un 0.6% inferior, K, un 4.9% inferior) y algunas
diferencias en la esquina 2 (K; un 18% superior).

5.5.2 Resultados experimentales

Al igual que se ha hecho con los resultados numéricos, se va a proceder a
analizar en detalle los resultados experimentales (ver Tabla 4.1), identificando, si
procede, la relacion entre la carga de fallo y cada una de las variables del problema:
tratamiento superficial, espesor de la chapa de aluminio, tipo de laminado y longitud de
solape.

Influencia del tratamiento superficial (anodizado vs. decapado)

La primera observacion que se puede extraer de los resultados mostrados en la
Tabla 4.1 es que no existe, en este ensayo estatico, una influencia clara y uniforme del
tipo de tratamiento superficial realizado en la chapa de aluminio sobre la resistencia de
la uniéon. Mientras que las configuraciones 3 y 4 muestran aumentos de la resistencia del
orden de un 10% entre las uniones realizadas con aluminio anodizado frente a las
realizadas con aluminio decapado, esa tendencia se invierte en la configuracion 5 con el
mismo orden de magnitud (un 10%). En el resto de las configuraciones se observan
diferencias inferiores a un 5% y no siempre en el mismo sentido.
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La casi nula influencia del tratamiento superficial en la carga estatica de fallo
observada no debe extrapolarse a otros mecanismos de fallo, como la fatiga, donde dos
tratamientos superficiales tan distintos si podrian resultar en diferencias significativas
en el namero de ciclos de fallo. Mientras que el mecanismo de fallo actuante no esté
estrictamente condicionado por la buena (o mejor) calidad en el pegado, ambos
tratamientos superficiales se pueden considerar equivalentes. Es de suponer
adicionalmente que ambos tratamientos superficiales tendran un diferente
comportamiento frente a la corrosion, por lo que el fallo a largo plazo, que podria estar
influenciado por el tratamiento superficial también podria verse afectado.

Influencia del espesor de la chapa de aluminio

Extrayendo de la Tabla 4.1 los resultados por parejas, entre las configuraciones
en las que solo varia el espesor del aluminio intermedio, se observa que para las parejas
1-4 y 2-5, siendo la primera configuracion la que tiene el aluminio de espesor 3.2 mm,
no se aprecian variaciones significativas en la resistencia, si bien, tanto la configuracion
2 como la 4 son las que citamos anteriormente con un elevado grado de dispersion en
los resultados. Para las dos parejas restantes: 6-8 y 7-9, la tendencia es algo mas nitida y
sin dispersiones elevadas en ninguna de las configuraciones. En la Tabla 5.4 se
muestran los resultados de 7wz (en MPa) extraidos de la Tabla 4.1 para las
configuraciones con laminado [0,/90,]s (n=2,3), indicando (A) y (D) si la union es con
aluminio anodizado o decapado respectivamente.

[0,/90,]-Al(A)

[05/905]-Al(A)

[02/90,]-Al(D)

[03/905];-Al(D)

Al. 3.2 mm

25.01

26.38

25.56

25.56

Al. 1.6 mm

18.43 (¥26%)

20.91 {21%)

19.70 (¥23%)

21.75 (L 15%)

Tabla 5.4.- Influencia en la z; del espesor de aluminio.

Se observa una minoracion significativa, con la reduccion en % entre paréntesis,
de la resistencia (7z) de la union con la disminucién del espesor de aluminio, con
bajadas entre el 15% y el 26% para las cuatro parejas de configuraciones, pudiéndose
establecer que existe una clara influencia del espesor del aluminio sobre la resistencia 7z
de la union.

Influencia del tipo de laminado

A continuacion se investiga el efecto del tipo de laminado, a igualdad del
nimero total de ldminas, pudiéndose establecer dos parejas de comparacion: las uniones
con apilados de 8 laminas: [0]s y [02/90;]s, y las uniones con 12 ldminas: [0];2 y
[03/905]s. En la Tabla 5.5 se muestran los resultados de 7z (en MPa) extraidos de la
Tabla 4.1 para estas configuraciones, indicando en la 2* columna si se trata de la union
con aluminio A=anodizado o D=decapado.
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[0]s [02/90,] [0]12 [05/905]
Al A | 2226 | 25.01 (T12%) 21.85 | 26.38 (121%)
(32mm) | D | 22.03 | 25.56 (116%) 2330 | 25.56 (110%)
Al A | 22.03 18.43 21.76 20.91
(1.6mm) | D | 17.97 19.70 24 .44 21.75

Tabla 5.5.- Influencia en la 7 del tipo de laminado.

Del andlisis de la Tabla 5.5, se observa una influencia clara con el tipo de
laminado cuando la unién tiene la chapa de aluminio de 3.2 mm de espesor, en el
sentido de que 7z aumenta cuando pasamos del laminado unidireccional al laminado
0/90, estando dichas subidas, en % respecto a la resistencia de la unidon con laminado
unidireccional, indicadas entre paréntesis.

Dicha mejora en resistencia del laminado 0/90 frente al laminado unidireccional,
con el aluminio de 3.2 mm, va desde un 10% hasta un 21%. Cuando la unién tiene la
chapa de aluminio de 1.6 mm de espesor dicha tendencia no esta claramente definida.

Dada la gran diferencia de rigidez a traccion de los adherentes, solo para el caso
de espesor de aluminio 3.2 mm parece notarse la influencia de la disminucidn de rigidez
a traccion del laminado exterior, dado que al pasar de 8 laminas a 0° a la mitad en el
apilado 0/90, dichas rigideces son comparativamente mas parecidas, lo que equilibra la
distribucion de tensiones en la longitud de solape, descargando un poco el extremo del
adherente mas flexible. En el caso del espesor de aluminio de 1.6 mm, el desequilibrio
de rigideces no se ve alterado significativamente.

Influencia de la longitud de solape

Otra comparacion puede establecerse entre las configuraciones 2 y 11, las cuales
solo se diferencian en la longitud de solape: 12.5 mm y 20.0 mm respectivamente. En la
Tabla 5.6 se muestran los resultados de 7z (en MPa) extraidos de la Tabla 4.1 ademas de
los resultados de la carga de rotura F(N).

Dado que la configuracion 11 es la tnica configuracion con un area de solape
significativamente superior al resto (2x20.0x25.0 mm® frente a 2x12.5x25.0 mm?)
también se ha incluido en la Tabla 5.6 el valor de la carga de rotura, para una mejor
comparacion de las tensiones de rotura.

A igualdad de éarea de solape, la comparacién de tensiones de rotura zz es
equivalente a la comparacion de fuerzas maximas F, pero cuando el area de solape
cambia, la comparacion de F y tensiones debe realizarse con mas cuidado, ya que la
distribucion de tensiones tangenciales en la longituda de solape, cambia
cualitativamente, descargando mas la zona central de la union y concentrandose mas en
los extremos, a medida que dicha longitud de solape sube.
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Al(3.2)-[0]12 Al(3.2)-[0]12
FRNYGMPa) | ) 15 5 mm) (Lsp=20.0 mm)
Aluminio A 13.8/21.85 26.6 (193%)/26.20 (120%)
Aluminio D 14.7/23.30 25.1 (T71%)/24.75 (16%)

Tabla 5.6.- Influencia en la 7 de la longitud de solape.

De la Tabla 5.6 observamos que tanto la carga ultima, como la tension de rotura,
suben significativamente con la longitud de solape, estando dichas subidas en la carga
ultima entre un 71% y un 93% y en la tension de rotura entre un 6% y un 20%.

5.5.3 Correlacién numérico-experimental

De la puesta en comun de los analisis y tendencias cuantitativas observadas en
los apartados anteriores (resultados numéricos 5.5.1 y resultados experimentales 5.5.2)
podemos realizar las siguientes observaciones:

Tratamiento superficial

Los diferentes tratamientos superficiales no se implementan en los modelos
numéricos dado que no afectan a las propiedades mecanicas de rigidez de los materiales.
EL tratamiento superficial pudiera afectar en la parte derecha de la ecuacion, en el
criterio de fallo, donde se encuentra la resistencia o tenacidad de la intercara de los
materiales encolados. En los resultados experimentales no se ha observado influencia
alguna respecto del tratamiento superficial, por lo tanto, y ante el mecanismo de fallo
actuante bajo carga estatica, este efecto no manifiesta una influencia significativa para
el objeto de nuestro estudio.

Espesor de la chapa de aluminio

De los resultados experimentales de las 11 configuraciones, se observan grandes
dispersiones (~16% en el coeficiente de variacion) en dos de las configuraciones (2 y 4).
Excluyendo estos resultados de la comparativa, y cotejando las parejas 6-8 y 7-9 (en las
que soOlo varia el espesor de la chapa de aluminio), se observo (Tabla 5.4) una
disminucién de la tension tangencial promedio, y consecuentemente en la carga total de
fallo, entre un 15% y un 26%. Dicha tendencia cualitativa la recogen los resultados de
los modelos numéricos, de los cuales se obtuvieron valores para los FITGs (K;)
mayores (40%~50%) en las configuraciones con 1.6 mm de aluminio. Existe por tanto
correlacion entre los resultados numéricos y los experimentales.
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Espesor del laminado de fibra de carbono

Ni los resultados experimentales ni los numéricos muestran variaciones
significativas, respectivamente, ni en la carga de fallo ni en los FITGs, cuando se
comparan las configuraciones en las que s6lo cambia el espesor (nimero de laminas) de
los laminados de fibra de carbono. Por tanto, cualitativamente, los resultados numéricos
y experimentales parecen no discrepar, tampoco en este caso, de forma significativa. La
falta de influencia respecto de este parametro, que se justificaba en el analisis de los
resultados numéricos, se debia a la mayor rigidez a traccion del laminado [0]s frente a la
lamina de aluminio, que no se altera cualitativamente con los laminados [0];2 y [0];6.

Tipo de laminado

A igualdad de numero total de laminas, el tipo de apilado ([0], 6 [0,/90,];) afecta
drasticamente a la rigidez a traccion del laminado. Este hecho afecta numéricamente, de
forma leve, al valor de los FITGs en la esquina 1 (K;) (comparando las configuraciones
1-6, 2-7 y 4-8 en las que solo cambia el tipo de apilado a igualdad del namero total de
laminas), disminuyendo de valor al disminuir la rigidez a traccion (con los laminados
[0,/90,]s). Experimentalmente se observo un aumento claro de la carga de fallo en las
configuraciones con laminado [0,/90,]s con 3.2 mm de Al y no tan claro en las
configuraciones con 1.6 mm de Al.

Es importante destacar que el comportamiento cualitativo de los resultados
numéricos es inverso en el caso de la esquina 2 en la que se constataba un aumento de
K; con el laminado [0,/90,]s. Si la trayectoria de fallo pasase por la esquina 2, el
comportamiento experimental y numérico seria discrepante. En este caso alternativo se
deberia analizar si el fallo tiene su origen en la esquina 2 o sin embargo si el inicio es en
la esquina 1 y simplemente discurre por la interfase que acaba en la esquina 2. Con las
trayectorias de fallo observadas al microscopio, no se aprecia discrepancias entre el
comportamiento cualitativo de los resultados numéricos y los experimentales.

Longitud de solape

La comparacion entre las configuraciones 2 y 11, de 3.2 mm de espesor de
aluminio y [0];, como adherente exterior y en las que s6lo cambia la longitud de solape
(12.5 mm y 20.0 mm respectivamente), muestra en los resultados experimentales un
aumento de la tensiéon media a cortadura entre un 6 y un 20%, mientras que los
resultados numéricos no reflejan, bajo un mismo nivel de carga total, variaciones
significativas de los FITGs en la esquina 1.

Los ensayos a carga parcial realizados sobre estas dos configuraciones (ver

apartado 4.4.2) tampoco evidenciaron, tras su inspeccion al microscopio, dafio en el
entorno de la esquina 1 bajo cargas cercanas a la de rotura.
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Asi pues, aparentemente en este caso no existe una correlacion cualitativa entre
los resultados experimentales y los numéricos, ya que estos ultimos deberian, para
seguir el comportamiento experimental, predecir bajo la misma carga total aplicada
valores menores de los FITGs para la configuracion n°11.

El cambio de longitud de solape cambia cualitativamente la forma de
transmision de la carga, tal y como se pone de manifiesto al realizar un andlisis global
de la uniéon. Utilizando las expresiones (Anexo A.1) de Hart-Smith (1973) con
comportamiento elasto-plastico del adhesivo, para las uniones de doble solape y
particularizandolas para los dos casos que nos ocupan, encontramos que mientras que en
el caso de Lyompe=12.5 mm, al aplicar la carga de fallo, el 99.7% de la longitud de solape
del adhesivo permanece en estado elastico, el caso con Lyy,p~20.0 mm si presenta, bajo
la carga de fallo real, plastificaciones en cada uno de los extremos del orden de un 30%
de la longitud de solape en la capa de adhesivo, quedando un 40% de la longitud de
solape en estado elastico en la zona central de la union.

Este analisis pone de manifiesto que en la configuracion de Lyy,p~20.0 mm, con
grandes plastificaciones en el entorno de los extremos de la zona de solape, no se puede
desarrollar adecuadamente un mecanismo de fallo como el analizado, basado en
tensiones singulares. Dicho mecanismo tendria capacidad de controlar el mecanismo de
fallo sélo si la zona plastificada en el entorno de la esquina fuera del orden de la zona
dominada por la representacion asintotica del estado tensional como sucede en los
ensayos de tenacidad a fractura en materiales metalicos.

5.6 Consideraciones finales

Sin la pretension de establecer cuantitativamente la expresion de un criterio de
fallo para uniones a doble solape basado en valores singulares del estado de tensiones
que se origina en las esquinas, se ha observado, tras el programa de ensayos llevado a
cabo, que todos los cambios en los parametros geométricos y mecanicos de la union a
doble solape, que conllevan una variacion de la carga experimental de fallo, traen
consigo las variaciones adecuadas (al menos cualitativamente) de los FITGs asociados a
la representacion asintética del estado tensional. Asi pues, configuraciones con cargas
de fallo mayores, se corresponden con valores de FITGs (extraidos de los modelos
numéricos) comparativamente menores. Esta correlacion numérico-experimental afecta
igualmente a configuraciones, geométrica o mecanicamente diferentes entre si, que
tienen cargas de fallo sensiblemente iguales, dado que los FITGs asociados no presentan
cambios significativos.

La unica excepcion a lo anterior se ha encontrado en las configuraciones con
diferente longitud de solape, en las cuales la carga de fallo (y el valor de la tension
tangencial media aparente) varia apreciablemente, mientras que los valores de los
FITGs asociados no muestran la misma tendencia. Sin embargo se ha podido constatar
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que, de todas las configuraciones analizadas, s6lo la configuracion con longitud de
solape de 20.0 mm presenta grandes plastificaciones en los extremos de la zona de
solape, que claramente inhiben el mecanismo de fallo que el estado tensional asint6tico
puede representar.

En resumen, la comparacion de los resultados numéricos y experimentales
evidencia que existe una correlacion entre las variaciones de la carga de fallo
experimental encontrada y los valores de los FITGs (K;) que controlan el estado singular
de tensiones en el entorno de las esquinas multimateriales.

Claramente, un programa experimental de ensayos a fatiga, eliminaria los
inconvenientes asociados a las mayores plastificaciones que se pueden originar bajo
cargas estatica en los extremos de la zona de solape y podria dar pie a la génesis de un
criterio de fallo basado en los pardmetros singulares del estado tensional.
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6. CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS

6.1 Conclusiones

En las uniones entre materiales de distinta naturaleza, como las uniones
adhesivas entre materiales metalicos y compuestos, se generan geometrias de esquinas
multimateriales, en el entorno de las cuales, y segtin la Teoria de la Elasticidad lineal, el
estado tensional no estd acotado. Este estado tensional puede ser el responsable de la
primera aparicion de defectos o dafios en la esquina, cuya propagacion puede arruinar la
union.

Parece imprescindible para abordar el estudio del fallo, en este tipo de uniones,
una detallada caracterizacion del estado tensional en el entorno de dichas esquinas,
trabajo desarrollado en esta Tesis y que se puede dividir en tres etapas.

1) El desarrollo de una herramienta analitica, basada en el formalismo de Stroh
de la elasticidad anisotropa para obtener la representacion asintotica del estado tensional
en una esquina multimaterial. Las principales caracteristicas y novedades frente a
herramientas previas se resumen en:

e Capacidad de analisis simultaneo de materiales de distinta naturaleza (isétropos,
ortotropos, transversalemente isdtropos, anisotropos...).

e Posibilidad de andlisis con materiales matemdaticamente degenerados, en el
marco del formalismo de Stroh, lo cual garantiza una estabilidad numérica de los
resultados en las cercanias de las configuraciones degeneradas que se puedan
alcanzar, bien por la orientacioén especifica del material en cuestion, bien por el
valor del grupo de constantes elasticas que definen su ley de comportamiento.
Esta caracteristica es de especial importancia en el caso de la inclusion de
laminados unidireccionales de fibra de carbono en los analisis, dado que estos
materiales, transversalmente isotropos en el plano perpendicular a la direccion
de la fibra, pueden alcanzar configuraciones degeneradas exclusivamente a
través de su orientacion espacial.

e Capacidad de analisis de esquinas multimateriales cerradas (todos los materiales
unidos entre si sin caras exteriores) y abiertas (con caras exteriores). Siempre
considerando adhesion perfecta entre los materiales unidos y en el caso de las
esquinas abiertas, con la posibilidad de establecer en las caras exteriores todas
las combinaciones tipicas de condiciones de contorno homogéneas y ortogonales
(caras libres, empotramientos, simetria, antisimetria, etc.).

2) La representacion asintotica del estado tensional asi obtenida, que es sélo
dependiente de las caracteristicas geométricas y mecanicas del entorno local de la
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esquina bajo analisis, queda caracterizada por una serie de i términos cuyo peso relativo
(K;) si depende de la geometria global y del estado de cargas. Para la determinacion de
dichos valores, se ha empleado un modelo numérico de Elementos de Contorno y se ha
desarrollado un procedimiento de calculo de dichos factores (K;) cuyas caracteristicas
mas destacadas son:

e FEl programa de Elementos de Contorno utilizado (Graciani, 2006), que ya
disponia de capacidad de andlisis para multiples solidos de distinta naturaleza
(isotropos, ortotropos...) y contacto, entre otras, se ha modificado
convenientemente para recoger ademas el efecto de la temperatura de curado en
materiales con comportamiento ortotropo.

e El procedimiento desarrollado para el célculo de K; se basa en un procedimiento
de minimos cuadrados en desplazamientos y/o tensiones que ha demostrado ser
muy sencillo en su uso, robusto y preciso en sus resultados (en términos
ingenieriles <2% en la gran mayoria de los casos).

3) El conjunto del trabajo analitico y el numérico ofrece una poderosa
herramienta para la caracterizacion de este tipo de esquinas. La aplicacion a las esquinas
multimateriales anisotropas que tipicamente aparecen en las uniones adhesivas entre
metales y materiales compuestos ha puesto de manifiesto la versatilidad y potencia de
este tipo de caracterizaciones para la comprension de los mecanismos de transmision de
cargas a través de dichas esquinas.

Al quedar la representacion asintdtica de tensiones y desplazamientos finalmente
como un sumatorio de términos (singulares y no singulares) esta herramienta permite el
analisis detallado de tensiones y desplazamientos de cada uno de los modos que
finalmente conduce a una mejor comprension de los posibles mecanismos de fallo
asociados.

Por ultimo y haciendo uso de todas las herramientas desarrolladas, se ha
ejecutado un primer programa de ensayos experimentales para analizar la
representatividad que el citado estado singular de tensiones tiene sobre el fallo de la
unidon. El programa de ensayos de cortadura a traccion (Carbono-Aluminio) se ha
realizado sobre configuraciones a doble solape en las que se han variado los parametros
geométricos y mecéanicos de la unioén, se han calculado los pardmetros singulares
asociados a las distintas esquinas multimateriales y se ha evaluado la carga experimental
de fallo.

La puesta en comun de los resultados experimentales y los numéricos sugiere,
claramente, que el estado singular de tensiones controla el fallo de la unién, siempre y
cuando se den las condiciones necesarias para que el mecanismo de fallo considerado se
pueda activar. Se ha constatado que existe una correlacion entre la carga experimental y
el estado tensional singular para todas las configuraciones ensayadas, con la excepcion
de un caso. La falta de correlacion, en este caso particular, se ha justificado por la
presencia de grandes plastificaciones en los extremos de la zona de solape de la capa de
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adhesivo, que inhibe los mecanismos de fallo que se activan bajo el estado tensional
singular considerado.

La herramienta desarrollada permite la caracterizacion de configuraciones de
esquinas multimateriales en otros campos y aplicaciones, como la microelectronica,
donde tipicamente aparecen esquinas perfectamente definidas entre materiales de
distinta naturaleza y sometidas, en muchos casos, sencillamente a campos de
temperatura uniforme generados por la disipacion del componente electronico.

Asimismo, se han obtenido resultados colaterales que presentan fuera del ambito
del trabajo realizado una utilidad innegable. Este es por ejemplo el caso de la obtencion
de las expresiones explicitas de los autovectores (en el marco del Formalismo de Stroh)
de materiales con comportamiento transversalmente isotropo, que han sido obtenidas
para todos los casos posibles de degeneracion matematica, y que seran de utilidad en
estudios en el marco del formalismo de Stroh de la elasticidad anisétropa con estos
materiales.

6.2 Desarrollos futuros

Las lineas de investigacion futuras que se derivan de esta Tesis estdn bien
identificadas y podrian dividirse en dos grandes grupos, uno que resuelva las
limitaciones e hipdtesis simplificativas utilizadas a lo largo del trabajo, y otra orientada
a un mas amplio y exhaustivo programa experimental de ensayos.

1) En este primer bloque, y teniendo en cuenta lo expuesto en el apartado 1.5,
cabria considerar hacer hincapié en:

e Procedimientos de homogeneizacion: de gran importancia en configuraciones,
como las estudiadas, en las que considerando los laminados de fibra de carbono
como materiales homogéneos equivalentes, existen distancias caracteristicas
(como el espesor de la capa de adhesivo, con 0.1 mm) proximas al orden de
magnitud del tamafio caracteristico de la inhomogeneidad del material
compuesto considerado (con un diametro de la fibra de 0.007 mm). Este hecho
podria afectar de forma significativa al estado tensional en el entorno de la
esquina y por tanto a la representatividad estudiada en el Capitulo 5.

e Ampliar los estudios a situaciones tridimensionales. Adicionalmente, se deberia
actuar sobre el cddigo de Elementos de Contorno para permitir la incorporacion
de orientaciones de fibra distintas a 0° 6 90° o emplear otros codigos que
permitan estos estudios tridimensionales, sin perder la habilidad y potencia para
la representacion de estados singulares de tension. De cualquier forma, las
configuraciones analizadas tienen usualmente dimensiones en la direccion
perpendicular al plano muy superiores a la longitud de solape, que permiten sin
mucho error el estudio plano llevado a cabo. La inclusion de cargas fuera del
plano si requeriria el analisis 3D citado.
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e Ampliar la ley de comportamiento de los materiales con la inclusion de leyes
bilineales o, llegado el caso, con leyes cohesivas, que permitan otro tipo de
analisis en otro tipo de configuraciones y condiciones de carga.

e La consideracion de otros tipos de singularidades, en la caracterizacion analitica
del campo asintotico de tensiones y desplazamientos. Recordemos que so6lo se
han tenido en cuenta singularidades del tipo O(r%) (con r—0y). Si bien los otros
tipos de singularidades se originan en configuraciones muy especificas y
limitadas, estando por tanto la gran mayoria de casos practicos dentro del tipo
considerado O(r’g), la variacion cualitativa de la representacion de tensiones y
desplazamientos hace de este desarrollo futuro, una linea de interés indudable.

e [a ampliacion de este estudio a configuraciones de solape simple. Esta
ampliacion conlleva la dificultad de la no linealidad geométrica de los analisis
con grandes desplazamientos y la mayor importancia relativa de las tensiones de
pelado en los correspondientes mecanismos de fallo.

2) Por la otra parte, se identifica claramente la via de un programa de ensayos
mas amplio y exhaustivo dentro de los casos que este mecanismo de fallo pueda cubrir.
Sin casi ningun género de dudas este programa de ensayos deberia orientarse a la
realizacion de ensayos de fatiga, en los cuales, bajo cargas comparativamente menores a
las empleadas en el actual programa de ensayos, se inhiben los problemas asociados a
las plastificaciones locales. En cualquier caso, la decision sobre la realizacion de uno u
otro tipo de ensayos (estaticos o de fatiga) debe atender a la forma de trabajo que
predominantemente aparezca en las configuraciones concretas que se estudien, de poco
serviria la realizacion de ensayos de fatiga cuando el fallo tipicamente se originase por
carga estatica.
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ANEXO I: Expresiones de Ay B para materiales
Transversalmente Isétropos

Como se menciona en el apartado 2.4.2.2 el conocimiento de las matrices
A(4,0)=A" y B(4,0)=B" y el uso de las expresiones (2.96) basta para disponer de las
expresiones de A y B para una orientacion genérica de un material transversalmente
1sotropo definida por los angulos ¢y €. En este Anexo se presenta el conjunto completo
de expresiones explicitas de A" y B” para todos los casos de degeneracion posibles.

Dado que las expresiones que se obtienen en este Anexo se evaluan a falta del
giro 6, los autovalores, autovectores, la matriz N y las demas variables mostradas
tienen, mientras no se indique lo contrario, el superindice *. Del problema de
autovalores (2.14), los autovalores p, de un material transversalmente isétropo se
pueden expresar en funcion de las constantes elasticas definidas en (2.94) y del dngulo ¢
(ver Fig. 2.5) como:

%
. 2L
12 :i[cosz¢+ﬂsen2¢j (I.1)

N
Pl =i (cosz b+ sen2¢[(AC — F? —2FL)+(AC — (F +2L)*) (AC - Fﬂ_ﬁj (1.2)

p, =i (cosz ¢+ sen2¢[(AC— F? - 2FL)— \/(AC— (F + 2L)2)(AC—F2)_ﬁ] (1.3)

De acuerdo a la clasificacion de N (ver Tabla 2.1) y dependiendo de los valores
de py A, N, C, F'y L, pueden aparecer los siguientes casos, Tanuma (1996):

1. N es no-semisimple (degenerada) si y s6lo si:

1.a) ¢=0 6 g=+m, & (L4)
1.b) VAC-F-2L=0,y (1.5)
1.b.1) Az_LN # \E ,0 (L6)
1.b.2) % = \/; ,0 (L7)

2. Con ¢#0,+ny VAC —F —2L #0, N" es semisimple si y solo si:

2L
A-N

2
AL(Az—LNj —(AC—-F?-2FL) +CL=0 (L8)

3. En cualquier otro caso N es simple.
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Caso l.a: ¢=0 6 g=xm

En este caso el autovalor es triple p, = p, = p, =p=i=+/-1 y existen dos
autovectores linealmente independientes, se trata pues de un caso D2 (ver Tabla 2.1).

0 +1 Y Fi
a = 0 |, a,=kli ,a’;=k—_N—1, (1.9)
1 2(A+ N)
N2iL
0 +i P +1
bi=| 0 |, by=k(4-N) -1], b’;zk[;j —il, (1.10)
il 0 2 0
N2iL
con
%
p=| AN o, (L11)
4A4(A-N)

En este caso particular, el eje de simetria rotacional (la direccion de la fibra)
coincide con x,, siendo por tanto €2;(6) (ver Fig. 2.6) la matriz identidad 3x3 y no
teniendo efecto alguno las relaciones (2.96).

2L

Case 1.b.1: VAC -F-2L=0y y # %

Los autovalores quedan:

P
p =i (cos2 @+ A2LN sen2¢j , (1.12)

s
Py =ps =i (cos2 ¢+\/§sen2¢J . (1.13)

Los dos autovalores iguales tienen un autovector linealmente independiente
asociado, se trata pues de un caso D1 (ver Tabla 2.1). Los autovectores quedan:

cos¢¢ o
a =k |- b =k cosg(A-N) -1 . (L14)
p] COt¢ *) 2
seng 2—191*[191 (tan’ g —1) 1]
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1 - p;
a,=k,| p, |, by =k,p’(4-N) ! : (L15)
0 D, cot¢(1+ 1*2]
| P )]
44py’ cos’
. p,” cos” g+ A
a,=—— 2 — A , I.16
} 2p,sen’@(F + L) . & (1.16)
44p,” cosgseng
*2 2
Ap}’ cos’ ¢—M(F +1)
_ *2 2
b; :kz(A—]Vz L* _Ap;2 cos? ¢—M(F+L) , (1.17)
(F + L)sen’¢| p, 2
* 1 2 *
cot ¢[Ap22sen2¢ - (+—2pl)(A +24p} )}
k, :ﬁ /% , k, :# /FAJFLL , A:Acosz¢+Lsen2¢—Ap;2. (I.18)
sen D,

2L

Case 1.b.2: VAC-F-2L=0y ——= g
A-N A

En este caso p, seigualaa p, = p, tratdndose de nuevo de un caso D2, con tres
autovalores iguales y dos autovectores linealmente independientes. La diferencia con el

Caso 1.aradica en que los autovalores no valen necesariamente la unidad imaginaria i.

*

cos ¢

P =pT=pZ=p§=i(cosz¢+A

%
2L,
sen ,
N ¢j

*

y p
a =k |- b =k cosg(A—N) -1
p cot x
seng 7;’ﬁ[p *(tan® g —1) - 1]
1 —p*
al =kk| p* |, b =k kp™(4-N) 1 ,
0 P cot¢(1+ *ZJ
L P ]
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* 2
T+COS¢(1+ 1*2j [A ij*cos¢_(A+N)Lp sen’g
2p 4Acos¢ .
al =k, _p*\P_cosgﬁ b=k, (A-N COS¢_(A+N)Lsen @ (122)
2p 2 4A4cos¢p
— *2
seng (A ij*sen b+ (A+N)L(1+*p )seng
| ] 4A4p

2 . * . _
k:(A+Nj Lsin @ k= i /p_’ k, = lCOSz¢ [A(A-N) . (1L23)
A—-N )2A4p cos¢ seng \ 2L Lsen“g\ A+ N

(34— N)Lsen’¢
(A—N)4Ap™ cos¢p

(1.24)

Casos 2.1y 3.1: Casos semisimple y simple con F+ L =0.

En este caso existen 3 autovectores linealmente independientes, siendo un caso
simple (S) si los tres autovalores son diferentes y semisimple (SS) si existen dos
autovalores iguales. La estructura de A y B para estos casos es bien conocida (ver por
ejemplo Ting 1996, capitulo 6)

Para el caso semisimple (dos autovalores iguales) se cumple (I.8), teniendo:

* * . 2 2L 2 % * . 2 L 2 %
P, = p, =i| cos ¢+A Nsen ¢| , p, =il cos ¢+Zsen o\ . (1.25)

Para el caso simple (tres autovalores diferentes):

b2

P
Dy = 1'(0052 ¢+§sen2¢j
(1.26)

)
. 2L * C
=i cos’ g+ sen’ , P, =il cos’ ¢ +—sen’
2 ( ¢ 4N ¢ .p, ¢ 7 ¢

En ambos casos, tomando para el caso simple (1.26) y para el semisimple (1.25)
tenemos:

-1 -p,
2 _ 2
af:klcos ¢ i/p |, bi‘:;ﬂw 1 a2
sen | seng | cos® g(1+2p;°)~ p;’
2p, cos@seng

seng Lp,seng
a,=kJ| 0 |, b,=k,| —Lseng |, (1.28)

—cos¢ —Lp, cos ¢

-190-



ANEXO I

cos’ ¢ N P
a; :k3 p; > b; :kS(COSZ ¢_p1*2)(Tj -1 > (129)
seng cos ¢ i cot ¢ . 2 S
i cos’p-p;” ),

L |2 (1.30)

1 i
kf=——|—, ky=—/—7——, by =——F——.
1 cosg \ 2L ’ \2Lp; ’ seng2p, L

Casos 2.2 y 3.2: Casos semisimple y simple con F+ L #0.

Para este caso con tres autovectores linealmente independientes, se obtiene:

-1 -
2 . 2
a, =k, cos” ¢ 1/p; |, b] = lw 1 , (1.31)
seng seng cos’ p(1+2p;>) - p,’

2p; cosgsengd

ky=—— |2, (1.32)
cosg \ 2L

—(F + L)cos’ gseng + Aseng(cos’ ¢+ p.”) + Lsen’ ¢

y para i = 2,3, tenemos:

a. =k, —(F+L)p;seng , (1.33)
—(F + L)cosgsen’¢— Acosg(cos” ¢+ p,>)— Lcosgsen’
—(A—=N)(F +L)p; cos” gseng — Lp,seng(Fsen’¢p — Acos’ ¢ — Ap.”)
[(AF = (F + L)N}cos® g+ FLsen ¢ — ALp.* |seng . (134)

b, =k,

1

—(A—=N)(F +L)p; cosgsen’¢+ Lp; cosg(Fsen’¢p— Acos” ¢— Ap.”)

k, = (2p; AL(cos® p+ p*) {A(cos® g+ p;>) + 2Lsen’$} — 2 p; FLsen* ¢(F + 2L)) * (1.35)
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ANEXO II: Inclusion de latemperatura en la Ecuacion
Integral de Contorno

Sea un cuerpo que ocupa en el espacio un dominio D con un contorno 0D. La
Ecuacion Integral de Contorno (E.I.C.) con x € D,y € 0D queda:

u,(x) = [, 69 60 =T} (x.y) u, ()] ds(y) . (IL1)

donde ¥, (x,y) y T} (x,y) son respectivamente los niicleos integrales de la solucion
fundamental en desplazamientos y de su vector tension asociado, mientras que u,;(y) y
t,(y) son los desplazamientos y el vector tension (asociado a la normal exterior en el
contorno en el punto y € 0D) del problema bajo estudio.

Materiales Isotropos

La ley de comportamiento para materiales isdtropos, incluyendo los efectos de la
temperatura, es:
EaT

O-ij = 2G8y +ﬂ“8kk5ij —Eéy . (112)

En el contorno, y asociado a la normal exterior al solido, se cumple:
T (y)=t,(y). (I1.3)

Mediante el Lema de Cauchy, el efecto de la temperatura se puede trasladar a
acciones ficticias en el contorno 7" (y) que son conocidas en todos los puntos y € 6D
en funcién del modulo de elasticidad E, el coeficiente de expansion térmica «, el
coeficiente de Poisson vy el valor del incremento uniforme de temperatura 7.

. n EaTl _pa
L, (Y)=T"=0;n,=Q2Ge; + Aey 0,)n; — (1_2‘/5,7 j-nj =t,(y)-£ (y), (1L4)

donde:
_ EaT

= n, .
1-2v

£ (y)

(IL5)

Sustituyendo ¢, (y) (I.4) en la E..C. (IL1) se obtiene una nueva integral,
subrayada en (II.6), que se puede evaluar sin dificultad adicional, ya que se trata de la
misma integral que en (I1.1) sin més que sustituir #,(y) por 7 (y).

u,(x) = [[¥,6.9) 60 =T (xy) u, ()] dsy) - [¥,xy) 77 (v) ds(y). (IL6)
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Materiales Ortotropos
Elasticidad tridimensional (3D)

Con la estructura analoga a la seguida para materiales isétropos, partimos de la
ley de comportamiento:
o; =Culey —ayT), (L.7)

donde Cjy (i,/,k,/=1,2,3) es el tensor de cuarto orden de constantes elasticas de rigidez, y
a,, es el tensor de coeficientes de expansion térmica, que en ejes de ortotropia toma la
forma:

a 0 0
a, =10 a, 0], (I11.8)
0 0 a

donde «; (i=1,2,3) son los coeficientes de expansion térmica segin las direcciones de
ortotropia x;. En notacion contraida Cj; queda como un pseudo-tensor de segundo orden
Cyj (ij=1,...,6) y (6) se puede escribir (ftomando y, = 2¢,) de la siguiente forma:

o,] [C, C, Cyl| 0 0 0 | & _Cllal +Cha, +Ca; |

O C, C, Gy O 0 0 | &x Cha, +Cha, +Cya,

O3 | _ Cy Gy G | 0 0 0 fey| | Cua+Cpa, +Ciay T. (IL.9)
O, 0 0 o Cc, O 0 || 7 0

o 0 0 0 0 Ciy 0 ||y, 0
o] L0 O 0 0 0 Cllrn] L 0 |

Introduciendo (I1.7) en la expresion del vector tension, se obtiene:
L(y)=T" = o;n; =Cy(ey —a,Tyn, =t,(y) - Cy,a,,Tn; =t,(y) -7/ (y), (IL10)
donde, al igual que el caso isotropo, el efecto de la variacion uniforme del campo de

temperatura se puede transformar de forma equivalente en unas acciones ficticias en el
contorno, que son conocidas en todos los puntos (y € 0D) del mismo,

t"(y)=Cye,Tn, =T;n T, (IL11)
donde:
Ca, 0 0
L, = 0 C,a; 0 siendo (i,j,k=1,2,3), (I1.12)
0 0 C, o,

y el vector tension ficticio asociado a la temperatura vale:
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Cpan,
fiTa(y):Fijan: Cyapny | T, (IL.13)

Cyan,

introduciendo (I1.10) y (II.13) en la E.I.C. (II.1) se obtiene la ecuacién equivalente a
(I1.6) para el caso de materiales ortotropos en elasticidad 3D.

Deformacion Plana (2D)

Consideremos ahora el caso de deformacion plana en xi-x; (&,; = 0), de manera
que, de la ecuacion (I1.7) se obtiene la ley de comportamiento para el plano x;-x;:

Oy C, C, 0 |¢g Cha, +Cha, +Cha,
C

oy |=|Ch n 0 ||&y|—|Cha+Cha, +Cpua; (T, (I.14)
O 0 0 Cq |70 0
o lo que es equivalente:
o —o ol = {Cngn +Chéxp Ces712 j|_|:C1kak 0 }T (IL.15)
i i i Ces?12 Che, +Cpéy 0 Cr,
donde .12y k=123 y
C=vyuys, _ Vi tVisVy 1=vpyy
n= » Lp = s Loy = )
EnE A E E;; A EE;;A (IL16)
_ _ 1 =v,Vy = ViV =V Vi 2V, vV,
Cyw =G, A= )
E\ E,E;;

La unica componente significativa asociada a la direccidn x3 es oy, que
depende exclusivamente de las coordenadas del plano x;-x;:

Oy =05(x,x,) =Cpée, +Cpéy +Cpa, T (=1,2,3). (11.17)

Empleando el Lema de Cauchy con las tensiones o, definidas en la expresion
(I1.15) obtenemos el vector tension:

(W) =T, =0,,mn, =t,(y) -1, (¥), (IL18)

donde ¢,(y) y #."(y) son respectivamente:
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£ (y) = {(Cngn +Cép)n + Ceyion, } , (IL.19a)
Cee712m +(Che), + Chrép)n,
. C
fy (¥) { wh } T. (I1.19b)
Cyan,

El problema elastico equivalente queda definido utilizando (I1.18) y (II.19) en la
E.I.C. del correspondiente caso plano.

Tension Plana Generalizada (2D)

Considerando ahora el caso de tension plana generalizada, definido por o, =0,
donde el superindice * indica valores promedios en la direccion del espesor x3, la ley de
comportamiento en el plano x;-x; se puede extraer de la ley tridimensional en (I1.7):

O = C11f911 +C12822 +C13‘933 _Cl_/a/T

Oy = Cpéy +Cpéy +Che5 = Cy i, T (=1,2,3) (11.20)

2j7j
o, =Celn,

Obteniendo de la componente o,; = 0 la relacion:

C C
o= e B Oy T (F123) (I1.21)
33 33

Sustituyendo (I1.21) en (I1.20) se obtiene:

O c, G, & (Clj _C13C3j)aj
0, |=|CL € & |—|(Cy; —CxCy))a; | T (=1,2,3), (IL.22)
O Ces | 712 0

o lo que es equivalente:

{0-11 012} _ _C1'1‘911 +Ché,, Cee1a :|_
O, Oy : Ce71 Cle), +Chén (11.23)
(€, —CC5))e; 0 T
i 0 (CZj_CZSCSj)aj
donde:
, C’ , C,,C , C;
C11 :Cn_iwa C12 :Clz _M’ sz :sz -2 (11.24)
33 Gy, Cy,

Utilizando (I1.23) y el Lema de Cauchy, se obtiene el vector tension asociado a
la normal exterior al sélido:
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() =T, =0c,mn,=t,(y)-1, (y), (I1.25)

donde ¢,(y) en (IL.25) es igual a 7,(y) en (I.19a) sin mas que intercambiar C;, por C;,
(I1.24) quedando 7" (y) para el caso de tension plana generalizada como:

(Clj - C13C3j )ajnl

T, (¢=123) (I1.26)
(C,;, —CxC;,; )ajn2:|

fﬁ“(y){

Tensiones en puntos internos

Teniendo en cuenta la relacion de las componentes del estado tensional en
ambos problemas (termoeléstico real y elastico equivalente) es preciso, a la hora de
evaluar las tensiones en los puntos internos modificar convenientemente la ecuacioén en
tensiones, introduciendo en la integral de contorno las tensiones ficticias 7, y restando
porsteriormente el tensor /7, siendo T la temperatura y /; definida en (I11.12):

o, = Ikakide—fukSki,-dA—FgT, (11.27)
A oD D
donde:
f, =t +ij.an. (IL.28)
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