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Capitulo 0

Introduccion

La mayorfa de los dispositivos electrénicos y los sistemas realizados con
ellos son no lineales, aunque tradicionalmente la construccién de modelos
matemadticos para el estudio de sistemas electrénicos ha estado dominada
por la consideraciéon de modelos lineales. Esto ha sido asf debido en gran
parte a la simplicidad de estos modelos, y a que en determinados casos, los
sistemas lineales constituyen aproximaciones localmente aceptables de los no
lineales, y pueden ser por tanto suficientes para describir adecuadamente los
fenémenos locales que se producen. Sin embargo, existe un amplio nidmero
de situaciones en las que el tratamiento lineal es claramente insuficiente,
puesto que aparecen comportamientos en distintos problemas no lineales que
no pueden ocurrir de ninguna manera en procesos lineales. En tales casos, la
utilizacion de modelos lineales no sélo excluye la posibilidad de una descrip-
cién correcta de los fenémenos, sino que pueden conducir al més completo
€error.

Los circuitos electrénicos auténomos estan constituidos por un conjunto
de dispositivos lineales (resistivos, inductivos y capacitivos), descritos por
relaciones invariantes en el tiempo, asi como por fuentes independientes de
corriente continua, y componentes electrénicos usualmente basados en ma-
teriales semiconductores. De entre estos componentes destacamos principal-
mente diodos, transistores y amplificadores operacionales, todos ellos con
claro comportamiento no lineal.

El modelado apropiada de un circuito auténomo conduce a un sistema de
ecuaciones de estado de la forma

T = F(x)

donde zeR"yx = % indica la derivada de x respecto al tiempo s.

Tenemos pues, un sistema dindmico auténomo que se caracteriza por la
dependencia de la funcién F' del estado del sistema y no del tiempo, y estd
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gobernado por n ecuaciones diferenciales ordinarias con n variables de estado.

En el estudio de la dindmica de un circuito interesa especialmente consi-
derar el régimen estacionario, es decir, los modos de comportamiento cuando
el tiempo tiende a infinito, puesto que ellos representan las formas en las que
habitualmente se manifiesta fisicamente el circuito.

Un circuito no lineal puede exhibir distintos estados de equilibrio aislados
y alcanzar uno u otro dependerd de las condiciones iniciales. El hecho de
que existan distintas soluciones de equilibrio aisladas para un mismo sistema
dindmico, constituye una diferencia bésica de comportamiento de un sistema
no lineal con relacién a los lineales, para los que la solucién de equilibrio es
unica o aparece una infinidad no aislada de ellos. La utilidad de los sistemas
lineales queda limitada en estos casos al andlisis de las caracteristicas cuali-
tativas en un entorno de las soluciones de equilibrio si el campo vectorial que
define al sistema no lineal es suficientemente diferenciable (posee derivadas
parciales de orden superior continuas) en un entorno del punto de equilibrio.

Un circuito auténomo puede exhibir movimientos periédicos aislados y
estables frente a perturbaciones denominados oscilaciones automantenidas o
bien ciclos limite, en cuyo caso tendremos un oscilador electrénico autonomo.

Los osciladores presentan oscilaciones de amplitud y periodo fijos sin ex-
citacién exterior, una vez transcurrido el régimen transitorio inicial, y puede
que independientemente de las condiciones iniciales. Ademds, estas oscila-
ciones existen para rangos de los pardmetros del sistema suficientemente
amplios. En los sistemas lineales, la amplitud de las oscilaciones depende
de las condiciones iniciales del circuito, y se necesitarfan componentes elec-
trénicos cuyos pardametros tuvieran un valor exacto para fijar la amplitud
de las mismas. Por tanto, los sistemas auténomos lineales no pueden pre-
sentar oscilaciones periddicas aisladas y robustas, y el funcionamiento de los
osciladores electrénicos auténomos sélo puede explicarse en el marco de los
sistemas no lineales.

Para estudiar un proceso o controlar un sistema se necesita analizar las
magnitudes que participan en los mismos. Los posibles valores de estas magni-
tudes se ven reflejados en las ecuaciones diferenciales mediante la dependencia
de las mismas con ciertos pardmetros (por ejemplo resistencia o capacidad)
que fijan la dindmica del sistema.

En sistemas dindmicos dependientes de pardmetros, el cardcter de los cor-
respondientes puntos de equilibrio (si son estables o no) puede ir cambiando
a medida que se realiza una variacion continua de los pardmetros del sistema.
Estos cambios cualitativos del cardcter de un determinado punto de equilib-
rio (cambio de una situacion estable a inestable o viceversa) son el resultado
de lo que se denomina una bifurcacion.

En sistemas diferenciables dependientes de un solo pardametro, la pérdida
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de estabilidad se produce genéricamente cuando uno de los pares de auto-
valores conjugados atraviesan el eje imaginario, cambiendo la estabilidad del
punto de equilibrio. Se produce genéricamente lo que se conoce como bifur-
cacion de Hopf, cuya caracteristica esencial es la aparicién de un ciclo limite
del sistema en las cercanias del estado de equilibrio; eso si, para valores del
pardmetro cercanos al valor de la bifurcacién. Se pueden distinguir dos casos
en funcién del comportamiento de dicho ciclo limite:

(a) Bifurcacién de Hopf subcritica. Antes de que el pardmetro alcance el
valor de la bifurcacién, el ciclo limite coexiste con el punto de equilibrio
estable, limitando el dominio de atraccién del mismo.

(b) Bifurcacién de Hopf supercritica. El ciclo surge una vez traspa-
sado el valor de la bifurcacion, constituyendo un atractor que atenta
la inestabilidad del punto de equilibrio, este ciclo limite de pequena
amplitud es el responsable de la aparicién de oscilaciones periédicas
estables en los osciladores electrénicos auténomos.

Por otra parte, aparecen situaciones donde para conseguir modelos més
precisos del mundo real no podemos conformarnos con sistemas no lineales
de tipo polinomial; hay que recurrir a sistemas lineales a trozos.

Estos modelos lineales a trozos o por tramos pueden ser descritos como
la composicién de varios sistemas lineales diferentes, cada uno de los cuales
representa la dindmica en una porcién del espacio de fase. Dentro de cada
seccién del espacio de fase, la dindmica es muy simple, pero la dindmica
global del sistema puede llegar a ser de gran complejidad e incluso cadética,
como por ejemplo el circuito de Chua.

El an4lisis de la bifurcacion en sistemas lineales a trozos puede convertirse
una tarea dificil, dado que hay una carencia de resultados generales para esta
clase de sistemas, y ademads se debe tener en cuenta la contribucién acumula-
da de cada seccion del espacio de fase a la dindmica global. En particular, el
teorema de la bifurcaciéon de Hopf, que explica la aparicién de oscilaciones en
sistemas diferenciables no es de aplicacién en este caso debido a la perdida
de diferenciabilidad.

Nos proponemos en esta memoria analizar un oscilador electrénico auténo-
mo elemental, estableciendo las condiciones bajo las cuales se produciran os-
cilaciones estables. El circuito objeto de estudio serd el oscilador en Puente
de Wien, modelado mediante un sistema dinamico lineal a trozos.

Pretendemos pues analizar este oscilador teniendo en cuenta que se trata
de un circuito lineal a trozos con tres zonas de linealidad. La bifurcacién
se produce como en la bifurcacion de Hopf cuando el par de autovalores
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complejos de la zona central cruza el eje imaginario del plano complejo, dando
lugar a un ciclo limite. Aqui serd empleado el método conocido como método
de las ecuaciones de cierre para garantizar la existencia de las oscilaciones.
Lo novedoso de la técnica empleada es la obtencién de expresiones analiticas
para la amplitud y el periodo de las oscilaciones periédicas. Debemos destacar
que esta bifurcacién tiene, naturalmente, diferencias notables con la de Hopf,
entre las que cabe destacar la amplitud finita (no pequenia) del cicle limite
que nace.

La memoria estd estructurada de la siguiente forma. El primer capitulo lo
dedicaremos a la descripcién del circuito puente de Wien objeto del estudio,
formulando las ecuaciones de estado del mismo con la eleccién hecha de la
caracteristica del amplificador operacional y mostrando el modelo lineal a
trozos del sistema de ecuaciones diferenciales bidimensional resultante.

Teniendo en cuenta que la dindmica del circuito es lineal en diferentes
zonas del plano de fases, realizamos, en el Capitulo 2, un breve repaso a los
sistemas bidimensionales lineales poniodo especial atencién en la estabilidad
e inestabilidad de los puntos de equilibrio aislados.

En el Capitulo 3 se analizan los sistemas dindmicos lineales a trozos con
dos zonas. En primer lugar, se dan los pasos naturales para simplificar las
ecuaciones de este tipo de sistemas, obteniendose de esta manera, la conoci-
da forma canénica de Liernard. Seguidamente, se describe el fenémeno que
permite predecir el nacimiento de un ciclo limite en estos sistemas, es decir,
la bifurcacién foco-centro-ciclo limite. El resultado principal de este capitulo
nos llevard a la obtencién de expresiones para la amplitud y el periodo del
ciclo limite que bifurca.

Utilizando los resultados del Capitulo 3 y tras adecuadas manipulaciones
algebraicas en las ecuaciones del circuito se proporcionan en el cuarto capi-
tulo las condiciones de oscilacién bizonal en el circuito y expresiones para la
amplitud y el periodo de esta oscilacion.

En el Capitulo 5 se fijan los valores de los componentes del circuito de-
jando una de ellas libre que actuard como pardametro. Se encuentra el valor
critico de bifurcacion para esta componente y se analiza aumentando el val-
or del parametro la amplitud y periodo de la oscilaciéon bizonal resultante,
comparando los resultados experimentales medidos en el laboratorio con los
resultados teoricos y las simulaciones realizadas. Esto mostrard la excelente
exactitud del modelo lineal a trozos elegido.

Por 1ltimo, se observara como la oscilacién bizonal predecida se convierte
en trizonal y como nuestras expresiones de amplitud y periodo dejan de ser
validas. Ademsds, si aumentamos atin més el valor del pardmetro, el periodo
crece indefinidamente hasta que el ciclo limite desaparece con amplitud finita
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en una bifurcacién global cuyo andlisis excede al objetivo de este proyecto.



Capitulo 1

Eleccion del circuito: Circuito
en Puente de Wien

1.1. Breve historia del circuito en puente de
Wien

Un oscilador de puente de Wien es un tipo de oscilador electrénico que
genera ondas sinusoidales sin necesidad de ninguna senal de entrada. Puede
generar un amplio rango de frecuencias. El puente estd compuesto de cuatro
resistores y dos capacitores. El circuito estd basado en un puente original-
mente desarrollado por Max Wien (1866 - 1938) en 1891. Este fisico alemdn
llevé a cabo diversos trabajos sobre corrientes y oscilaciones eléctricas y fue
un pionero en el estudio de las técnicas de alta frecuencia. Sin embargo, no
consiguié hacer oscilar el circuito que hoy dia lleva su nombre. Fue William
Hewlett en 1939 quien logré que el oscilador funcionara, siendo el primer
producto comercializado por la compania estadounidense HP bajo el nom-
bre A200. Su primer cliente fue la compania Walt Disney que lo utilizé para
testear un sistema de sonido creado para la pelicula de animacién Fantasia
(1940).

Se trata de un sistema que presenta simetria al cambio de signo de sus
variables de estado. No obstante, aquf estudiaremos una variante sin simetria,
tal como se muestra en la Figura 1.1.

1.2. Ecuaciones del circuito

Aplicando las leyes de Kirchhoff y teniendo en cuenta el criterio de signos
mostrado en el circuito de la Figura 1.2, se obtienen, como describimos a
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Figura 1.1: Circuito en Puente de Wien Modificado

continuacion, las ecuaciones del circuito.
Aplicando la suma de corriente en el nudo se obtiene:

I1+IQ—I3:0.

En adelante se denotara como s a la variable tiempo, y a la derivada de

la funcién X con respecto al tiempo s como X. Es decir: X =

ds
La corriente I; viene determinada por el condensador C y serd
av .
Il :Ol a 201V01.
ds

De forma andloga, la corriente I3 viene determinada por el condensador

Cs y sera
dVCQ

ds

Despejando I, y sustituyendo los valores obtenidos para I; e I3 se obtiene

Iy =G = V.

IQ - 13 — II - CQVC2 - 01VCI. (11)

De manera inmediata se obtienen Vg, y Vg,:
Vi, = LRy

Vg, = LRy
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Figura 1.2: Circuito en Puente de Wien: Criterio de Signos.

La tension a la salida del amplificador operacional, denotada por V, es:

Re
AV

R Ci
M f

BV VA

¥
Vo
L ]
Rr
M

Vo =Ve, + Vg, + Va,.

A continuacién se sustituye el valor de Vg, :

Vo =Vo, + LRy + Vg,.

En el siguiente paso se sustituye I;:

V, = Ve, + C1Ve, Ry + V.

Despejando R;C} Vcl se sigue que

R1C1 Vg,

Aplicando las leyes de Kirchhoff para la malla més a la izquierda tenemos

que:

= —Vcl — V02 + V.

Ep = VR2 + VCZ-

A continuacién se sustituye el valor de Vg,:

Ep =1LRy + Vg,.

En el siguiente paso se sustituye I, obtenido en (1.1):

Ep— (021'/02 _ Cll'/cl) Ro 4+ Vo,



CAPITULO 1. ELECCION DEL CIRCUITO 4

Despejando se obtiene

Ve, — Ep
Ry

Finalmente las ecuaciones las ecuaciones dindmicas son:

RiC\Vg, = —Vg, — Ve, + Vo

Clvcl - C2VCQ =

Ve, — EB

Clvcl - 02V02 - R
2

donde Vp = f (V,) viene dada por la caracteristica del circuito equivalente
al amplificador operacional, y R, Ry, Ry, R, Ciy (3, son los valores de las
resistencias y condensadores del circuito.

Si despejamos las derivadas de las variables de estado (Vi,, Vi) en las
ecuaciones anteriores, se obtiene el sistema:

Ve, = — (Rl + Rg) Ve — Ve, n f(Vey,) REp
’ RiRyCy * RGy R,Cy RiRyCy
(1.2)
VYo, Vo | f(e)
R101 R101 Rlcl

Diversas propuestas pueden encontrarse para modelar la no linealidad del
amplificador operacional. En [10] se considera la funcién

Vor =

2F e
Vi = £ (Vo) = 2= arct (—V )
o=1fVe,) — arctan ( o=Va,
donde E es el voltaje de saturacién del amplificador operacional, y a la

. . . . R
ganancia del amplificador operacional. Es decir o =1+ e

R

En la Figura 1.3 se encuentra la aproximacion utilizada 5or Krieggsmann
[11], que como veremos al final de la memoria se ajusta de forma excelente a
la realidad; a saber:

E-sgn(aVe, — E), st |aVe,| > E
Vo= f (V02> =
a- Ve, si |aVe,| < E

siendo sgn la funcién signo que se define como

1, six>0
sgn (z) = 0, siz=0
-1, six<O0
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Figura 1.3: Propuesta diferenciable para modelar el Amplificador Opera-
cional.

Recordemos que a =1+ % . Sustituyendo se tiene
( E
E st Vo, > —————
14 2
R -F E
Vo=7F(Ven) = <1+§f) Vop, sl < SVo, S /2~
s f f
14— 14—

—F, si (1+%) Ve, < B
\ S
En lo que sigue, adoptaremos el modelo lineal a trozos de Krieggsmann
y, al final del andlisis comprobaremos la bondad del mismo comparando las
predicciones con los datos medidos en laboratorio, con las expresiones analiti-
cas de la amplitud y el periodo que se obtendra y con la simulaciéon mediante
PSpice.

1.3. Adimencionalizacion de las ecuaciones:
Sistema lineal a trozos.

Esta seccién la dedicamos a la obtencién de unas ecuaciones para el cir-
cuito que no dependan de las unidades con que se trabaje. Esto puede hacerse
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I
‘ E/a Ve

—— E

Figura 1.4: Modelo lineal a trozos para un amplificador operacional.

de varias formas, pero aquif realizaremos en primer lugar el siguiente cambio
de variables:

g Ve oV
E E
Conviene recordar que utilizaremos la aproximacién lineal a trozos uti-
lizada por Krieggsmann para modelar el comportamiento del amplificador
operacional, cuya expresion analitica es

E-sgn(aVg, — E),si |aVe,| > FE

Vo = f (VCz) =
a- Ve, si |aVe,| < E

Tomando en consideracion que:
1 E
s (Ex}> — sat ()
Debemos saber que sat (z) es la funcién de saturacién normalizada, que
podemos ver representada en la Figura 1.5 y se define como
z,si |z <1

sat (x) =
sgn(z), si || > 1
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A
sat(x)

Figura 1.5: Funcién de Saturaciéon Normalizada.

En primer lugar despejaremos V¢, de la expresion tomada para el cambio

de variable:
1 aVCQ

T, = Vo, = —x5
1 B & o2
Y en segundo lugar derivamos respecto al tiempo s:
: E |

De manera andloga operamos con Vi:

OéVCl F
Ty = 7 Ve, = Em%
Derivamos respecto al tiempo s:
. E .
VCl = E.’IT%
Por tanto,
. R R
RiCoVe, = — (14 5 ) Ve, = Vou + f (Vo) + 5B
R2 R2
es decir

E . R E ol E R
e (1)~ 8) ()~ () (54
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despejamos,

g« (B (E L) (nE En 1
$1_3102E< (1+R2) (Oéxl) <04 >+f(04x1 R

o lo que es lo mismo,

1 o R, E a xoF o E | a R
= _ 1+ ) (221 )= = ey
“ RlcQE ( + R2> ( xl) RngE [0 +R102Ef (Oéxl +R102E Rg EB

il — Ry + Ry o 1 2Ly f a Ep
! RlRQCQ RlCQ R102

[ 1 + L — ——— gl a sat(:c) @ FEp
! RyCy RCy) ' RCy? ' RO, vVl R,Cy E

De forma andloga

RC\Wor = Vo, — Vo, + f (V)

moy(Zat) = - () - (Zat) 41 (E01)
- () (20)(29)
= R:él% <§x%> - Rllcl% (gmé) * Rllcl%f (gﬁ)
» 1,1,

Ty = — T — Ty + 2 sat (.f%)
Rlcl Rlcl Rlcl

Ahora, agruparemos las ecuaciones para describirlas en forma matricial y

Y asi,
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obtenemos

( 1 n 1 ) 1
< ZE% > Rlcg RQCQ Rng ( x% > N

1 1 T2
_Rlcl _Rlcl
Rac (@8] EB
102 Il
+ sat (1) + | 202 F
(0%
R,C, 0

Noétese que este sistema de ecuaciones diferenciales se trata de un sistema
dindmico continuo lineal a trozos con tres zonas de linealidad. Por este motivo
nos dedicaremos en los préximos capitulos al andlisis de este tipo de sistemas
desde un punto de vista matemaético.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Lineales

En este capitulo daremos un repaso de los conceptos y resultados prin-
cipales de sistemas dindmicos lineales de dimensién dos, teniendo en cuenta
que podria extenderse a los sistemas n dimensionales. Comenzaremos descri-
biendo un mecanismo para la obtencién cuantitativa de sus soluciones para
centrarnos a continuacién en aspectos cualitativos como la estabilidad de los
puntos de equilibrio.

2.1. Breve Repaso de los Sistemas Lineales
en el Plano

A partir de ahora nos centraremos en los sistemas de ecuaciones difer-
enciales lineales de primer orden en dimension 2, es decir, sistemas que se
expresan mediante

&1 = a11(8)x1 + a12(s)za + b1 (s)

i?g = a921 (S)Q?l + CLQQ(S).CL‘Q + bg(S)

l‘.
siendo &; = — y s la variable independiente que representa, el tiempo.

El sistema anterior se dice homogéneo si b;(s) = 0 parai = 1,2. En caso
contrario, se dice no homogéneo.

Una forma usual de expresar los sistemas diferenciales lineales de primer
orden en forma normal es utilizar la notacién matricial:

(2)= () ey (=)o (n)

10
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Atn ma&s brevemente podemos escribir
X = A(s) - X 4 B(s)
Cuando los elementos de la matriz A(s) sean constantes pondremos
X =A-X+B(s)

En notacién matricial, un problema de valores iniciales para un sistema
de ecuaciones lineales de primer orden en forma normal se escribe mediante

X =A(s)-X+B(s), X(s) =X

Llegados a este punto es momento de recordar el teorema de existencia y
unicidad de soluciones.

Teorema 1 (Existencia y unicidad)
Si A(s) y B(s) son continuas en un intervalo I C R, que contiene al
punto sy, entonces el problema de valores iniciales

X=A(s)-X+B(s), X(so) =X

para cualquier vector Xy € R? dado, tiene una tnica solucion definida en el
intervalo I.

En particular, si A y B son constantes, la solucién del problema de valores
iniciales estd definida en todo R.

Ahora, recordaremos la estructura de las soluciones de los sistemas ho-
mogéneos.

Teorema 2 Teorema 3 Consideremos el sistema lineal homogéneo X =
A(s)-X, donde A(s) es una funcion matricial continua en el intervalo abierto
1. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Si X(s) es una solucion no trivial, entonces X(s) # 0 Vs € 1.

2. Si X(s) e Y(s) son soluciones y a,b € R, entonces aX(s) + bY(s)
también es solucion.

3. El conjunto de todas las soluciones del sistema homogéneo es un espacio
vectorial de dimension 2.
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De este teorema se deduce que cualquier solucion del sistema lineal ho-
mogéneo puede expresarse como combinacién lineal de las funciones de una
base de soluciones. Una tal base se denomina sistema fundamental de
soluciones del sistema lineal homogéneo. Asi pues, la solucién general del
sistema lineal homogéneo es

X(s) = C1 X (s) + O, X3(s)

donde C1,Cy € Ry {X!(s),X?(s)} es un sistema fundamental de soluciones.
Otra forma més breve de escribir la solucién general, consiste en considerar
el vector C = (Cy, Cy)" y la matriz

M(s) = (X'(s) | X*(s))

cuyas columnas son las soluciones del sistema fundamental. De esta forma la
solucién general puede escribirse en la forma X(s) = M(s) - C. Una matriz,
cuyas columnas forma un sistema fundamental se llama matriz fundamen-
tal.

Ahora presentamos un procedimiento para encontrar un sistema funda-
mental de solucién en un sistema homogéneo de coeficientes constantes.

Definicién 4 Sea A una matriz cuadrada, definimos la matriz exponencial
e de la siguiente forma:

A2%s2 A3g? Angm . Angn
As _ A —
A = It Ast b et ; —

La serie infinita anterior converge para todo s real sea cual sea la matriz
cuadrada A y se puede derivar término a término. Ademds, M(s) = e?® es
una matriz fundamental del sistema y la solucién general puede escribirse en
la forma X(s) = eA.C con C € R2. Por otra parte, si A es un autovalor de A

y v es cualquier vector constante, entonces se tiene que e*.v = eMse(AADs v
ya que, teniendo en cuenta que I™ = I, podemos escribir
eAs vV = e(Af)\I)s . 6)\15 - e(Af)\I)se)\s - eAse(Af)\I)s v
Por tanto,
eAs e e)\se(Af)\I)s LV =

m—1

:eAs(V—i—S(A—)\I)-V—l—---—l—m(

A_)\[)ml.v+...)
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y de esta manera, si v satisface (A — AI)™-v = 0 para algiin entero positivo
m, entonces la serie e(A~*)s .y terminara después de m términos y se tendra
que

Ay = eMeAADs Ly = (2.1)

= eAS(v+s(A_AI).v+--.+ (A—)\I)m1~v>

Smfl

(m—1)!

Cuando v no es autovector de A asociado a A, entonces (A — \I)-v # 0,
pero si (A — AI)™ - v para algin entero m > 2, tendremos que (2.1) nos
proporciona la solucién eA? - v del sistema (aunque ahora e - v no es del
tipo e*v).

Teniendo en cuenta lo anterior tenemos un método algoritmico para
encontrar dos soluciones linealmente independiente de un sistema diferencial
lineal homogéneo X = A - X, es decir, para determinar la solucién general
del sistema. El método consiste en lo siguiente:

(a) Si A tiene dos autovectores linealmente independientes, la solucién gen-
eral es
X(s) = CreMsv! + Cye2*v?
donde v'y v? son dos autovectores linealmente independientes asocia-

dos a los autovalores \; y Aso.

(b) Si A tiene tnicamente un autovector linealmente independiente, en-
tonces inicialmente se tienen inicamente una solucion linealmente inde-
pendiente del tipo e**v, correspondientes a ese autovector linealmente
independiente. Para encontrar la otra solucion linealmente independi-
ente que nos hace falta, se procede como sigue:

Para el autovalor A\ repetido se encuentran todos los vectores w para
los cuales

(A—X)-w#0, (A-X)*-w=0
y es {v,w} linealmente independiente.
Para cada unos de estos vectores se tiene que
€At w =MD Ly — A (w4 s (A — ) - W)
es otra solucién adicional linealmente independiente con la anterior.

Pretendemos ahora resolver un sistema diferencial lineal no homogéneo
X = A(s)- X + B(s)

Para ello consideramos el siguiente teorema que nos da informacién
acerca de sus soluciones.
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Teorema 5 Dado el sistema lineal no homogéneo X = A(s) - X + B(s) en
el que A(s) y B(s) son continuas en el intervalo abierto I, y siendo sy € I,
se verifican las siguientes propiedades:

1. 8i X(s) e Y(s) son dos soluciones tales que X(so) # Y (so), entonces
X(s) # Y (s) para todo s € I.

2. 851 X,(s) es una solucion del sistema no homogéneo y X,(s) es la solu-
cion general del sistema homogéneo asociado X = A(s) - X, entonces
todas las soluciones X(s) del sistema no homogéneo se pueden expresar
en la forma:

X(s) = X4(s) + X,(s).

Y esta expresion constituye la solucion general del sistema no homogé-
neo.

De acuerdo con el segundo apartado de este teorema, cuando se quiera
resolver el sistema no homogéneo X = A(s) - X + B(s), bastara encontrar la
solucién general X,(s) del sistema homogéneo X = A(s) - X y una solucién
particular X, (s) del sistema completo.

Ya hemos desarrollado un método para obtener la solucién del homogéneo
cuando los coeficientes son constantes. Ahora, nos dedicaremos a desarrol-
lar métodos para encontrar una solucién particular del sistema completo,
suponiendo que se tiene resuelto el sistema lineal homogéneo asociado.

Cuando el término B(s) posee una estructura determinada (estd formado
por funciones polinémicas, exponenciales, senos, cosenos o sumas y productos
finitos de éstas) podemos recurrir al método de los coeficientes indetermina-
dos para obtener una solucién particular del sistema no homogéneo.

Dicho método se basa en la bisqueda de una solucién particular X,(s)
del mismo tipo que la funcién vectorial B(s), cuando la matriz del sistema
es de coeficientes constantes. Dicho método ofrece mejores resultados, y es
mds sistematico, cuando se aplica sobre ecuaciones diferenciales lineales de
orden n.

Dado el sistema lineal no homogeneo X = AX + B, siendo A y B ma-
trices constantes, es posible obtener su solucién general a partir de la suma
de la solucién general del sistema homogeneo X = AX y de una solucién
particular del sistema no homegeneo X = AX + B. Esto es

X(s) = Xy(s) + Xp(s).

siendo X(s) la solucién general del sistema no homogeneo X = AX +B,
X,(s) la solucién general del sistema homogeneo X = AX y X,(s) una
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solucion particular del sistema no homogeneo X = AX + B. La solucion
general se obtiene con los dos pasos que siguen:

1. Sistema homogeneo:

La solucién general serd de la forma X(s) = e4*- C, siendo C = (g;) €
R2,

2. Sistema particular del sistema no homegeneo:

La solucién particular serd de la forma X(s) = D, siendo D un vector
constante de orden dos.

Si A es regular existe su inversa A~!, por tanto, D = — A 'B, es decir,
XSPNH(S) =D= —AilB

En resumen, se tiene que la solucién general para un sistema X=AX+B
es
X(s) = X‘g(s) +X,(s) =e*.C - A'B, con C € R?

2.2. Estabilidad de los Puntos de Equilibrio
de un Sistema Lineal Plano

Hasta ahora en el estudio de las ecuaciones diferenciales nos hemos cen-
trado en el problema de obtener soluciones.

Ahora vamos a dar otro enfoque al estudio que seguiremos haciendo de los
sistemas de ecuaciones diferenciales. Nos plantearemos el obtener informacion
cualitativa sobre el comportamiento de las soluciones.

Este nuevo enfoque tiene un interés obvio debido a dos razones funda-
mentales: muchas ecuaciones diferenciales no las sabemos resolver e incluso,
aunque se pudieran calcular sus soluciones, a veces no es necesario determi-
narlas explicitamente pues so6lo se pretende conocer el comportamiento de las
mismas (y puede ser costosa la obtencién de dichas soluciones para el estudio
que se quiere realizar).

Seguidamente introduciremos algunos conceptos para el sistema

dx
T F(z,y)
(2.2)
dy
E = G(%y)

que se denominan auténomo porque la variable independiente s no aparece
explicitamente en los segundos miembros de las ecuaciones dada.
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Definicién 6 Los puntos (xg,yo) que hacen que las funciones F y G del
sistema (2.2) se anulen simultdneamente, esto es, verifiquen F(zo,y0) =0 y
G(zo,y0) = 0, se denominan puntos criticos o equilibrios del sistema
(2.2). Esos puntos son soluciones constantes del sistema (2.2).

Supondremos en lo que sigue que los puntos criticos de los sistemas
auténomos que consideremos estdn aislados, esto es, existe un entorno del
punto critico donde no hay otro punto critico. Ademds, supondremos que el
punto critico aislado a estudiar es el (0,0), lo cual no supone ningin tipo
de restricciéon pues de no ser asi bastara hacer un cambio de coordenadas
adecuado: Si (zg,yy) es un punto de equilibrio del sistema (2.2), el cambio

de variable
X=z—z,Y=y—u (2.3)

transforma dicho sistema en

dX
E = F(X+$0,Y—|—y0>
(2.4)
dY
E :G(X+$0,Y+yo)

y (0,0) es un punto de equilibrio de (2.4).
En lo que sigue nos centraremos en el estudio de las dos cuestiones sigu-
ientes:

— La disposicién de las trayectorias (soluciones) cerca del punto critico (0,0).

— La estabilidad o inestabilidad del punto critico (0,0).

Estos aspectos constituyen una parte esencial del diagrama de fases del
sistema.

En estas condiciones introducimos a continuacién la nocién de estabilidad
de dicho punto critico.

Definicién 7 i) Se dice que el punto critico (0,0) del sistema (2.2) es
estable si para todo nimero R > 0, emiste algiin v > 0,7 < R, tal
que cada trayectoria que estd dentro del circulo 2 + y* = r? en algin
momento s = s, permanezca dentro del circulo x?+y* = R? para todos
los s > s.

ii) Se dice que el punto critico (0,0) del sistema (1) es asintéticamente
estable, cuando es estable y existe algin nimero rq > 0, tal que toda
trayectoria que estd dentro del circulo x® + y* = r¢ en algin momento
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s = 8g, se aproxime al origen cuando s — +o0o. La expresion “se

aproxime al origen cuando s — +00” se deberd entender de la siguiente
forma: Si C = (x(s),y(s)) es una trayectoria, deberd verificarse que
z(s) = 0, ey(s) = 0 cuando s — +o0.

iii) Se dice que el punto critico (0,0) del sistema (1) es inestable cuando
no es estable.

Veremos seguidamente que en el caso de los sistemas auténomos lineales,
la estabilidad del punto critico queda caracterizada por los autovalores de la
matriz del sistema (o por su traza).

Si consideramos ahora un sistema auténomo lineal

dx
T =T + by
(2.5)
d
Y _ asx + boy
ds

para el que (0, 0) es su tinico punto critico (lo que equivale a que la matriz A
del sistema tenga determinante no nulo, y por ello que los autovalores sean
diferentes de cero), la naturaleza del origen se clasifican de la siguiente forma

= El punto critico es un nodo.

Este caso se presenta cuando los autovalores Ay, Ay son reales y del mismo

signo. El diagrama de fases tiene las siguientes caracteristicas:
a) Todas las trayectorias se acercan al origen, lo cual se corresponde al caso
de ser los autovalores negativos.
b) Todas las trayectorias se alejan del origen, lo cual se corresponde al caso
de ser los autovalores positivos.

Por esta razén, en el caso que el punto critico sea un nodo, éste serd o bien
asintéticamente estable (autovalores negativos), o bien inestable (autovalores
positivos).

En la Figura 2.1 se representa el retrato de fases de un nodo.

= El punto critico es un punto de silla.

Este caso se presenta cuando los autovalores A;, A2 son reales y de distinto
signo. Cuando s — +00, nos encontramos con dos trayectorias rectas que se
acercan al origen y otras dos trayectorias rectas que se separan del origen.
Esto nos permite concluir, que todo punto de silla es inestable (ver Figura
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Figura 2.1: El origen es un nodo.
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P

Figura 2.2: El origen es un punto de silla.
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Figura 2.3: El origen en un centro.

= El punto critico es un centro.

Este caso se presenta cuando los autovalores son imaginarios puros. Las
trayectorias son curvas cerradas que rodean al origen. Por ello, el punto critico
es estable, pero no asintéticamente estable (ver Figura 2.3).

= El punto critico es una espiral o foco.

Este caso se presenta cuando los autovalores son complejos conjugados
y tienen parte real no nula. Las trayectorias son curvas en forma de espiral
que, conforme s — 400, pueden presentar dos situaciones (ver Figura 2.4):
a) Todas se acercan al origen, caso de ser la parte real de los autovalores
negativa.
b) Todas se separan del origen, caso de ser la parte real de los autovalores
positiva.
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Figura 2.4: El origen es un foco.

Asi, pues, un punto critico foco es o bien asintéticamente estable (auto-
valores con parte real negativa), o bien es inestable (autovalores con parte
real positiva).

Estudiando asf los diferentes comportamientos de las trayectorias en relacion
con el punto critico del sistema (2.5), la estabilidad del mismo se puede en-
tonces caracterizar atendiendo a los autovalores como se indica en el siguiente
teorema.

Teorema 8 El punto critico (0,0) del sistema lineal (2.5) es estable si y sélo
los autovalores tienen parte real no positiva;

Si existe un autovalor con parte real positiva, entonces el punto critico
(0,0) del sistema lineal (2.5) es inestable.

El punto critico (0,0) del sistema lineal (2.5) es asintdticamente estable
sty solo si los autovalores tienen parte real negativa.

Hemos visto que la naturaleza y la estabilidad del punto critico de un
sistema auténomo lineal se pueden describir atendiendo a sus autovalores.
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Pasaremos ahora a ver que, con la misma facilidad, estas caracteristicas se
pueden describir en términos de los coeficientes p y ¢ del polinomio carac-
terfstico

pa(N) = A +p) +q.

En efecto, si A;, A2 son los autovalores de la matriz del sistema , p =
—(A1 4+ A2) =tr(A) y ¢ = M A2 = det(A), y ademds se tiene

_pENP -4
A dy = E

siendo ¢q # 0, ya que el cero no puede ser autovalor.
Ahora, atendiendo a los diferentes valores de p y ¢ tenemos:

1. Sip?—4q < 0, entonces los autovalores A, Ay son complejos conjugados.
Ademds, como tienen parte real igual a—p/2, resulta:

- son imaginarios puros si y s6lo si p = 0 (centro y estabilidad)

- tienen parte real negativa cuando p > 0 (foco y estabilidad asint6ti-
ca)

- tienen parte real positiva cuando p < 0 (foco e inestabilidad)

Por ello, al considerar el plano P(), podremos asegurar que por encima
de la pardbola p* — 4¢ = 0 se tiene (véanse las Figuras 2.4 y 2.5):

- En el eje OQ) se presentan los centros y hay estabilidad.

- A la derecha del eje OQ se presentan los focos y hay estabilidad
asintética.

- A la izquierda del eje OQ también se presentan focos, pero hay
inestabilidad.

2. Si ¢ < 0, entonces se tiene p?> — 4¢ > p®. Por ello los autovalores son
reales y de distinto signo. Se presentan puntos de silla e inestabilidad.
Por ello, al considerar el plano PQ), por debajo del eje OP se presentan
puntos de silla e inestabilidad, (véanse las Figuras 2.4 y 2.5).

3. Sig>0yp?—4q > 0, entonces los autovalores son reales y tienen
signo contrario a p. De ahi que:

a) Sip >0, se tenga:

- Cuando p? — 4¢ = 0, entonces los autovalores son iguales y
negativos (nodo, estabilidad asintética).



CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS LINEALES 23

- Cuando p?>—4q > 0, entonces los autovalores son reales, distintos
y negativos (nodo, estabilidad asintética)

b) Sip <0, se tenga:

- Cuando p? — 4q = 0, entonces los autovalores son iguales y
positivos (nodo, inestabilidad)

- Cuando p?>—4q > 0, entonces los autovalores son reales, distintos
y positivos (nodo, inestabilidad)

Estos casos nos aseguran que en la parte derecha de la pardbola p*—4q = 0
nos encontramos nodos y estabilidad asintética. En la parte izquierda de la
dicha parabola también se presentan nodos, pero hay inestabilidad. Por otro
lado, por debajo de la pardbola p?> — 4¢ = 0, y por encima del eje OP, se
tiene: se presentan nodos y estabilidad asintética, en la regién de la derecha;
se presentan nodos e inestabilidad en la regién de la izquierda (véanse las
Figuras 2.4 y 2.5).

qA )

a p-4q=0

=

= ESTABIVIDAD

2 ASINTATICA
INESTABIRIDAD 7

p
INESTABILIDAD

Figura 2.5: Estabilidad del origen para el sistema lineal (2.5).
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Figura 2.6: Naturaleza del origen para el sistema lineal (2.5).



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos Continuos
Lineales a Trozos

En este capitulo describiremos mateméticamente la condicién de oscilacién
para un sistema dindmico lineal a trozos de dos zonas, dando expresiones
analiticas para la amplitud y el periodo de la oscilacion.

3.1. Sistemas lineales a trozos con dos zonas.
Formas candnicas

En esta seccién definiremos de forma rigurosa el concepto de sistema
dindmico continuo lineal a trozos y estudiaremos algunas de sus propiedades
méas elementales. Entre ellas veremos que el nimero de pardmetros que in-
fluyen en un sistema dindmico lineal a trozos con dos zonas puede ser reducido
si acudimos al andlisis de sus formas candnicas, es decir, a las formas més
simples de escritura, (en algin sentido).

Comenzamos con la primera definicién.

Definicién 9 Un sistema dindmico continuo lineal a trozos plano con dos
zonas es un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

dx Aix+b si xP-w+5<0

%_X:F<X):{A2X+b2 si xI'-w+46>0 (3.1)

donde x = (azl,x2)T € R%, A,, A, son matrices reales de orden 2, by, b,
we R w+#0, 5 €R y se satisface la condicién de continuidad

A1X —+ b1 = A2X + b2 (32)

sobre la recta de separacion x* -w + 6 =0

25
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X = 441)( + bl

X = f‘igx +bg

Figura 3.1: Esquema de un sistema bizonal.

En la Figura 3.1 tenemos un esquema del sistema. Nétese que en la defini-
cién del sistema (3.1) intervienen dos matrices A;, As; tres vectores de R? (by,
by y w) y un nimero real (§). Es decir, en la definicién aparecen 15 pardme-
tros. Evidentemente la condicién de continuidad (3.2) permite reducir un
poco el nimero de pardmetros, pero las reducciones mas relevantes se veran
con posterioridad.

Por orta parte, el problema de la existencia y unicidad de soluciones para
el sistema (3.1) estd garantizada a partir de la prueba realizada en [1]. Asi,

si
Aix+b si xP-w+6<0

F(X):{ Asx+by si x-w+5>0

entonces, para cada x° € R?, el problema de valores iniciales

(xom

posee una tnica solucién x (s) definida para todo s real.
La primera forma candnica que presentamos hace que la recta de sepa-
racion sea la de ecuacién z; = 0 (eje de ordenadas).

Proposicion 10 Cualquier sistema dindmico continuo lineal a trozos plano
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con dos zonas puede escribirse en la forma:

) <
.:{le+C’ si £1 <0 (3.3)

Box+C st z1>0

donde x = (xl,xQ)T, C € R? y las matrices By, By comparten, por con-
tinutdad, sus dos tltimas columnas, esto es,

By, — By = (B — By) erel
siendo e; = (1,0)" el primer vector de la base candnica de R,

Demostracién. Es suficiente realizar en giro (o una simetria) para hacer
que el vector w normal a la recta de separacién x’ w+ 4§ = 0 se transforme en
el vector e; = (1,0)". (Esto puede conseguirse haciendo uso de matrices de
Householder, ver [12]. Ahora, sélo es necesario una traslaciéon para hacer que
la nueva recta de separacion (recta que es ahora vertical) pase por el origen.
De esta manera, el sistema adoptard la forma:

).(_ B1X+Cl si .'_UISO
| Byx+Cy sioxy >0

con Bi, By matrices de orden 2 y C;, C5 vectores de R2.
Por continuidad debe satisfacerse

le -+ Cl = BQX + 02, si I = 0 (34)

Como z = (0, O)T pertenece a la recta de separaciéon x, = 0, sustituyendo en
(3.4) tenemos que C; = Cs. Sabiendo que C; = C5 obtenemos

Bix = Byx,six; =0

Ahora como (0,1)7 estd sobre la recta de separacién se tiene por tanto
B, ((1)) = B, (?) ; asi las dos 1ltimas columnas de B; y B, son iguales y la
prueba finaliza tomando C = C; =Cs. m

Noétese que hemos reducido drédsticamente el niimero de pardmetros que
intervienen en la definicién del sistema. Teniendo en cuenta que B; y Bs
comparten sus dos iltimas columnas, se sigue que el niimero que intervienen
en el sistema (3.3) son seis provenientes de las matrices By y Bs; y dos que
aporta el vector C; en total ocho pardmetros.

Ahora seguiremos disminuyendo el nimero de pardmetros del sistema
y reduciendo sus ecuaciones. Para ello, en primer lugar debemos tener en
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cuenta que buscamos oscilaciones (orbitas periédicas no constantes) y que
en un sistema unidimensional no pueden encontrarse este tipo de soluciones.
Por tanto, el primer término de las segundas columnas de las matrices B
y By debe ser no nulo. Si este es el caso, entonces, tal y como nos indica la
siguiente proposicién podemos hacer que este elemento tenga el valor —1.

Proposicién 11 FEscribamos el sistema (3.3) en la forma

bh b12 C1 .

( bél - X+ e st x1 <0
b%l b12 C1 .

( b§1 Doy X+ o st x1 >0

St b1 # 0, entonces existe un cambio lineal de variables que transforma el
sistema (3.3) en:

1 R
(Cll 1>x—|—d st 11 <0

051 C22
X = (3.5)
20 1
(%i )x+d si x>0
€1 C22
donde d = (0,ds)" € R?
Demostracién. Tomemos y, = —bioxs — ¢;. Entonces
_ —Y2—C

T ; (recuérdese que bys # 0)

b12

y en las variables x; e ys el sistema queda en la forma: m

Proposiciéon 12 Demostracion. -Para x1 < 0

. —Ya—C
I = bilxl + b12$2 + Ccl = b%ll’l -+ b12 (%) + C1 = b%lxl — Y2
12
Yo = —baZo = —b1a (bélm + bogwy + 02) =

—b12b%1$1 + bag (—b1a2) — bracy =
—5125%1% +ba2 (y2 + ¢1) — brace =
= _b12b%1x1 + bagy2 + baaci — biaca
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-De forma andloga, para x1 > 0 tenemos:

i = b1 — Yo
Yo = —blgbglxl + baaya + baacy — biacy

Por tanto, la prueba finaliza tomando
i P.od i R .
cly = b1y €y = —biabhy; can = baa; dy = bagcy — byaco;

y renombrando Yy, como 5. M

Notese que en el sistema (3.5) desaparecen dos pardmetros con respecto
al sistema (3.3). Tengamos en cuenta tambien, que las matrices que rigen
los sistemas (3.1), (3.3) y (3.5) son semejentes (ya que hemos realizado ex-
clusivamente cambios lineales) y por tanto, poseen los mismos polinomios
caracteristicos, trazas y determinantes.

La reduccion del sistema (3.5) ha sido posible porque hemos supuesto
que b2 # 0 en el sistema (3.3). Esta condicién, desde el punto de vista de la
teoria de control (ver [2], [3], [4]) nos indica que el sistema (3.3) es observ-
able. No explotaremos aqui las consecuencias dindmicas de la observabilidad,
sélo la utilizaremos para reducir aiin mds las ecuaciones de nuestro sistema
y llevarlo a la bien conocida forma canénica de Lienard. En el siguiente re-
sultado exponemos dicha forma candnica y realizaremos la prueba para este
caso particular, aunque pueden consultarse las referencias [3| y [4] para ver
como se llega a la forma de Lienard en el caso general.

Teorema 13 (Forma candnica de Lienard)
FEzxiste un cambio lineal de variable que transforma el sistema (3.5) en la
forma candnica de Lienard

t —1 0 )

(d 0)X+(a> st x1 <0
T -1 N 0 ) -0
D 0 X a St Ty

Demostracién. Sobre el sistema (3.5) realizamos el cambio de variable
Yo = Coox1 + To. Entonces las ecuaciones que rigen el sistema son:
-Para z; <0,

donde a € {-1, 0, 1}.

1 = ey @1 — Ty = ¢ 1 — (Y2 — Co21) = (Ch + 022) 1 — Y2
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. . . 1 1
Yoz = C22271 + X9 = Co9 (6111’1 — .732) + (621.'_['1 “+ Co9X9 + dg) =

1 1 1 1
= C22C{1T1 — C22T2 + €171 + CooX9 + d2 = (022611 + 021) I + d2
-De forma andloga, para x; > 0,

(2
Ty = (cfy + ca2) T1 — Y2
L 2 2
Yo = (CQQCH + 021) T+ d2
En este momento, si denominamos

1 . _ 1 1. _ 2 . _ 2 2

el sistema adopta la forma:

i _ <Z§><2)+(i)ﬁmﬁw
- (50 )(0)+(a) sm=o

Si dy = 0, entonces el sistema tiene la forma (3.6) con a = 0.
Si ds # 0, hacemos el cambio:

L1 Y2
Xy = FAR Xp = T
|| |dy)|
entonces, X; tiene el mismo signo que x; y la recta de separacién del sistema
que describiremos serd X; = 0, siendo sus ecuaciones:

-Para X; <0,
. T txy — Yo X Y2
' |da o] |dal e
. yg da:l +d2 d.’L’l d2
27 |do] |da| |da| [ dy] 1+ sen (d)

-Andlogamente, para X; > 0,

X1 =TX, - X,
X2 = DXl + sgn (dg)

donde sgn (dy) denota el signo de ds, es decir:

1, si d2 >0
sgn (dy) = 0, side=0
-1, sidy <0
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Por tanto, el teorema queda demostrado tomando a = sgn (dz) y nom-
brando a X; y X5 como las variables iniciales z; y 5. m

De nuevo, insistimos en que las matrices que definen a las sistemas (3.1),
(3.3), (3.5) y (3.6) son semejantes, y por tanto, comparten, entre otros, sus
polinomios caracteristicos. El polinomio caracteristico de la matriz

t —1
=4 )
(y de las matrices A;, By y C) es

t—A -1

Pur, (\) = det(M, — ) = ‘ R

’:—)\(t—)\)+d:>\2—t)\+d

y las letras elegidas para las componentes de M (¢t y d) representan su traza
y su determinante, respectivamente. De forma andloga, la matriz

T -1
(b o)
tiene traza Ty determinante D, y su polinomio caracteristico es
Pr, (\) = det(My — M) = A\> = TA+ D.

Obsérvese que fijado el signo de a en la forma (3.6), el sistema lineal a
trozos con dos zonas estd definido a partir de los cuatro pardametros T', D, t
y d, (traza y determinante de las matrices que lo definen).

No obstante, si el signo de alguno de ellos estd determinado, aiin podemos
reducir el nimero de pardmetros. En el siguiente resultado suponemos que
el signo de D es conocido y con ayuda de un reescalado en el tiempo, y un
cambio lineal de variable conseguimos eliminar dicho parametro.

Antes recogemos un resultado que analiza los puntos de equilibrio del
sistema de Lienard (3.6) cuando los determinantes D y d son no nulos y a
es negativo. La situacion de degeneracion de algiin determinante nulo no se
recogerd en este proyecto. El resultado para a positivo es andlogo.

Proposicién 14 Supongamos que D-d#0 y a= -1, entonces se sa-
tisfacen las siguientes propiedades:

a) Si D >0, el sistema (3.6) posee un punto de equilibrio en el semiplano
xy > 0.

b) Sid <0, el sistema (3.6) posee un punto de equilibrio en el semiplano
T < 0.
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Demostracién. Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema (3.6)
con a = —1 debemos resolver los sistema de ecuaciones lineales siguientes:

t.’l?l—l’gzo T.’I?l—.'L'QIO
d'l‘lzl Dllfl:l

La solucién del primero debe estar en el semiplano x; < 0 y la del segundo en

(3.7)

el semiplano x; > 0. Del primero de obtiene z; = = , 25 = — . Obviamente,

esta solucion estd en el semiplano x; < 0 siy sélosid < 0. Andlogamente, del
. . T ey

segundo sistema conseguimos z; = — , Ty = ] y es un punto de equilibrio

D
siysélosiD>0. m

Las soluciones de los sistemas dados en (3.7) tienen, aunque no estén en
los semiplanos adecuados, cierta repercucion en la dindmica del sistema (3.6)
y por este motivo se denominan puntos de equilibrio virtuales. Nétese que el
sistema sé6lo posee un punto de equilibrio si y sélo si D - d > 0.

Proposiciéon 15 Supongamos que D > 0. Entonces, realizando un adecuado
reescalado en el tiempo y un cambio lineal de variables, el sistema en forma
de Lienard (3.6) puede reescribirse en la forma:

t —1 0 )

(d 0)X+<a>, st 1 <0
T -1 n 0 . =0
1 R N P

con a€{-1,0,1}.
Demostracién. Realizamos en la variable temporal el cambio 7 = = Ds

y en la variable x5 el cambio Xy = ‘V%fl]g, entonces:

-Para z; < 0 nos queda:

dxy drids txy ~ To } \/EXQ }

_ = = Ve = vV==I1 — V= :V_Zlfl—XQ

dr ds dr D D D D

dX,  dXpds ] dv, 1} 1 d . a
_— — _— = e i—— — = — d — = — —
dr ds dr YD ds 'D VD(xl+a) 5D D

-Para z; > 0, nos queda (de forma andloga):

dz

P
dX2 4 a
JE— — €T —
dr "D
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Seguidamente, si a # 0, realizando la siguientes sustituciones: Y; = —x;

|a|
D d
= —Xy ,ynombrando ¢t a v=,d a —, T a v—=, 71 a Y]
\a]2y V% D V% ' '

y x2 a Yy llegamos a la formulacién (3.5) y concluimos la demostracion.
|

Y;

El sistema (3.8) siempre tiene un punto de equilibrio (%1, Z2) = (1,T), si
a = —1. Tendré un segundo punto de equilibrio (Z1,Z2) = (3, 5) sid<D0.
En la préxima seccién analizaremos algunas cuestiones dindmicas del sis-

tema de ecuaciones (3.8).

3.2. Bifurcacion foco-centro-ciclo limite. Ecua-
ciones de cierre.

En esta seccién describiremos las condiciones de existencia de ciclos limites
(6rbitas periddicas aisladas, oscilaciones) en sistemas lineales a trozos bi-
zonales planos. Los resultados que enunciaremos no se demostrardn en su
totalidad, pues caen fuera del propésito de este proyecto ya que requieren un
ciento grado de sofisticacién matematica.

Comenzamos enunciando el resultado que caracteriza la existencia de ci-
clos limite en el sistema (3.8). Nos remitimos a los trabajos [3] y [5] para la
lectura de su demostracion. Sélo presentamos el caso a < 0, pero obviamente
un cambio natural permitiria dar el resultado para a > 0.

Teorema 16 Supongamos que para el sistema (3.8) d > 0, entonces:
a) Sia =0, el sistema (3.8) no posee ciclos limite.
b) Sia=—1,t <0, T > 0, entonces el sistema (3.8) posee un ciclo
limite si, y solo si:
t2
7> ™ vy T<2 (3.9)

Ademds, el ciclo limite es unico y asintdticamente estable.

El Teorema 15 proporciona las condiciones para la existencia de una os-
cilacion estable, pero no contempla la explicacion del porque de la aparacién
del ciclo limite estable (es decir, de la oscilacién). Nosotros intentaremos
explicar en las siguientes pdginas uno de los mecanismos que justifican la
aparicién del ciclo limite estable.

Puesto que los resultados que a continuacién se irdn enunciado tendran
su aplicacion directa sobre las ecuaciones que modelan nuestro circuito en
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puente de Wien, realizaremos algunos cambios adecuados en el sistema (3.8)
para que la aplicacién de los resultados al circuito se realice de la forma més
directa posible.

En primer lugar, realizaremos el conveniente cambio de variables para
trasladar la recta de separaciéon z; = 0 a la de ecuacién 1 = —1.

Proposicién 17 Supongamos que a = —1 para el sistema (3.8). Entonces,
existe un cambio de variables que transforma al sistema (3.8) en la forma:

(2 _é>x+<di1), si rp < —1

% = (3.10)

T -1 +T s 1
1 o)X E St Ty > —

Demostracién. Realizamos sobre el sistema (3.8) (con a = —1) el cambio
Xi=x;—1.Entonces, z; = X;+1, 2, <0 X; < -1, 71 >0 X; > -1
y el sistema (3.8) adopta la estructura: m

Proposiciéon 18 Demostracion. -Para X; < —1:
Xl :t$1—$2 :t(X1~|—1)—x2 :tXl—{lZQ—l-t
-Para X; > —1:
X, =Tz -2 =T(X14+1) -2 =TX; — 20+ T
.j?g =T — 1= X1

La prueba finaliza renombrando la variable X1 como x;. m

El siguiente resultado, ltimo cambio que realizaremos nos llevard al ori-
gen el tnico punto de equilibrio del sistema (3.10) en el semiplano z; < —1.

Proposicion 19 FErxiste un cambio de variable que transforma el sistema

(3.10) en:

X = (3.11)

T -1 T .
<1 O)(a:g) sty > —1
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Demostracién. Sobre el sistema (3.10) realizamos el cambio de variable
Xy = z9 — T'. De esta forma, el sistema (3.10) se transforma en: m

Proposiciéon 20 Demostracion. -Para 1 < —1:

.ftl:tl'1—$2+t:tl’1—X2—T+t

Xy =dz;+d—1
-Para x; > —1:

.’1.71:T£L’1—$2+T:T.§L’1—X2
X2:$1

Terminamos la prueba renombrando la variable Xo como x5. B

Ya estamos en condiciones de justificar la aparicién del ciclo limite que
se establece en el Teorema 15. Aunque no es imprescindible, supondremos
para el anélisis que sigue que d > 0 y por tanto, que el sistema (3.11) posee
en el origen a su unico punto de equilibrio. Este punto de equilibrio no esté
sobre la recta de separacion x; = —1 y por consiguiente su estabilidad y
el comportamiento de las orbitas cercanas a él (que no crucen la recta de
separacion r1 = —1) puede establecerse a partir del sistema lineal homogéneo

(2)=( 7))

Siguiendo muy de cerca el repaso realizado en la Seccién 2.2 podemos
decir que el punto de equilibrio es estable si T' < 0 (asintdticamente estable
si T < 0) e inestable si T > 0. Ademés, el punto de equilibrio es un foco si
ysélosiT? —4 <0y T #0; y es un centro cuando T' = 0.

Ahora, podemos describir el mecanismo de la aparicién de la érbita pe-
riédica aislada (ciclo limite). Si suponemos que |T| < 2, entonces T? —4 < 0y
el origen es un foco o un centro. Si ademds T' < 0, entonces nos encontramos
con un foco asintéticamente estable. Cuando T = 0, el foco se convierte en un
centro (estable, pero no asintéticamente estable) y al pasar a T > 0 el origen
es un foco inestable (el punto de equilibrio ha perdido la estabilidad), (ver
Figura 3.2). Nos encontramos con una bifurcacién y el pardmetro T' toma el
nombre de pardmetro de bifurcacion.

Asi tenemos una bifurcacién en T' = 0 y, por tanto, un cambio cualitativo
en la dindmica del sistema. Si suponemos que |7'| es suficientemente pequefio,
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Vi
N

7

X,= -1
T<0

Foco asintoticamente estable.

3
X2

N

T=0
Centro

W

>
»
X4

Iz

2
[
LN

Ll

X,

)
=

T>0
Foco inestable.

o
Y

7
\

X1= -

=y

36

Figura 3.2: Comportamiento, en funcién de la traza T', de las soluciones del

sistema (3.11) en la zona derecha z; > —1.
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entonces, cuando T > 0, el Teorema 15 garantiza (1% — 4 < 0, t2/d > T? si
|T| es pequenio) (recordemos que estamos suponiendo d > 0) la existencia de
una orbita periddica aislada (un ciclo limite) asintéticamente estable. Este
ciclo limite nace de la ltima érbita periddica de centro lineal que es tangente
a la recta de separacién x; = —1. Se conoce, por tanto, esta bifurcacion
con el nombre de foco-centro-ciclo limite y ha sido explotada con éxito en
sistemas planos trizonales con simetria (ver [6]), tridimensionales trizonales
con simetria (ver [7]) y en sistemas tridimensionales con dos zonas (ver [8]).
La situacién de la bifurcaciéon puede verse en la Figura 3.3.

IT| suficientemente pequefio

i
KM)
)

Za

X=-1 Xi=-1
Punto de equilibrio Uttima orbita periodica
asintoticamente estable del centro lineal
T<0 T=0
h
X,

=500

0

X=-1

Punto de equilibrio inestable.
Existe ciclo limite
asintoticamente estable

T>0

Figura 3.3: Descripcién genérica de la bifurcacion foco-centro-ciclo limite para
el sistema (3.11).
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A
X,
-1y, S,
S,
X,
('1 :yo)
X,= -1
Figura 3.4:

La existencia del ciclo limite estd garantizada por el Teorema 15, pero
su nacimiento desde la 6rbita periddica tangente a la recta x; = —1 cuando
T = 0 requiere el uso y anélisis de las denominadas ecuaciones de cierre.
Supongamos que el ciclo limite existente interseca a la recta de separacion
en los puntos (—1,y0) y (—1,y1) con y; > yo (ver Figura 3.4).

Entonces, la solucién del sistema lineal homogéneo

(2)-(T ) () o

con condicién inicial (—1, )" alcanzars en un tiempo s; el punto (—1, ;).
Puesto que, utilizando la exponencial matricial (ver capitulo 2), conocemos
la solucién del sistema lineal (3.12), llegamos a:

(1)) (2)

De forma anéloga, la solucién del sistema lineal:

(B)=(aa)(2)(i7)  ew

con condicion inicial (—1, ;)" deberd alcanzar el punto (—1, ) en un tiempo
So. Asi, resolviendo el sistema (3.14) con ayuda de la exponencial matricial
(ver capitulo 2) tenemos:

(5 3) ) Fer) (o fer) 0
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Las ecuaciones (3.13) y (3.15) conforman las denominadas ecuaciones de
cierre. Sus soluciones, cuando se dan algunas condiciones mds, que aqui no
son necesario precisar, nos proporcionan las orbitas periodicas del sistema
(3.11).

Para la resolucién de las ecuaciones de cierre

(1 70)) ()= ()
(D)) (o) (o)

se utilizan varias técnicas matemaéticas, entre las que se incluye el Teorema de
la Funcion Implicita. Para ello, se toman como incognitas del sistema (3.16)
las variables (T,s1,%0,52,41) y se comprueba trivialmente que (0,27,0,0,0) es
una solucién del sistema (3.16) que corresponde a la drbita periédica mas
externa del centro lineal tangente a la recta de separacién x; = —1. Se puede
probar que al mover 7" hacia valores T' > ( aparece una rama de soluciones
de las ecuaciones de cierre (3.16) que parten del punto (0,27,0,0,0) y cuyos
puntos se corresponden con ciclos limites del sistema (3.11). Por este motivo
se dice que el ciclo limite nace de la érbita periédica méas externa del centro
lineal. Enunciamos estas consecuencias en el siguiente resultado (ver [9]) que
resume algunas ya dadas.

(3.16)

Teorema 21 Asumimos que t <0, d > 0, |T| < 2. Entonces, se satisfacen
las siguientes propiedades:

a) El origen es el unico punto de equilibrio del sistema (3.11).

b) Si T <0, el origen es un punto de equilibrio asintdticamente estable
que atrae a todas las demds soluciones del sistema (3.11).

c) Si T =0, el sistema (3.11) posee una configuracion de centro lineal
restringido a la zona x; > —1.

De la orbita periodica mds externa de este centro surge un ciclo limite
para T > 0 suficientemente pequernio que continua existiendo si

, —t
O<T<m1n{2, —VLE}
3.3. Amplitud y periodo del ciclo limite que

bifurca.

El Teorema 18 puede completarse anadiendo expresiones analiticas para
el periodo y la amplitud del ciclo limite existente. Para llegar a ellas, se
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utiliza en [9] técnicas para invertir series de potencias y manipuladores sim-
bélicos (MAPLE Y MATHEMATICA) por el tamano y complejidad de las
expresiones y calculos que aparecen.

Puede probarse que el periodo y la amplitud (medida como el méximo de

. . 1
x1) pueden desarrollarse en series de potencias de T'3 en la forma:

A:ni;oan (T%)n P:nijopn (T%)n

donde los primeros términos de los desarrollos son:

Qg

a1

ag

as

a4

DPo
b1
D2

D3
D4

Dbs

De

(1274)7 (75 + 24d + 28t2)

480t5
2T
0
0
m(d—1)
t
0
(1227%)% [(d — 1)° +£7]
10¢3
m[4(d—1) - 3t?

Estas expresiones de la amplitud y el periodo se explotardn para sacar
férmulas de la amplitud y el periodo de nuestro circuito.



Capitulo 4

Amplitud y periodo de la
oscilaciéon bizonal en el circuito.

4.1.

Ecuaciones en forma de Lienard

Aplicaremos la teorfa de los Capitulo 2 y 3 al circuito en Puente de Wien
de la Figura 1.1. Para ello, debemos llevar estas ecuaciones a la forma (3.11),
suponiendo que el comportamiento del circuito es bizonal (sélo actia en las

zonas izquierda y la central).

Recordemos el primer el cambio que hicimos sobre el sistema (1.2) uti-

lizando la relacién

1 _
xl_

llegando al sistema

a ch

(6] V01
E

1 __
) .’L'2—

1 1 1
iy _ a (R1Cz N R2C2) TRG | (™ +
ik 1 1 T3
R,C; RCy
@ (6] EB
R,C5 . 1 N2
+ b sat(zy) + | R,Cy E
R,C, 0

Ahora realizaremos el segundo cambio

1_ .2
Iy = I3

1
. Ly
27 RCy, R

102

= ax% + R102x§
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Para comenzar las transformaciones para llegar a la forma de Lienard
desharemos la forma matricial obteniendose el sistema con dos ecuaciones

1 1 1 E
:ic%z—( + )x}— T+ < sat (z1) + @ =5

Rng RQCQ Rlcg Rlcg RQCQ
1 1 «

1 1 1 t (21

Ty RlClxl RC x5 + RC, sat (z7)

Mediante este segundo cambio de variables y tras sucesivas transforma-
ciones elementales en la primera ecuacién se tiene:

PR (U SRR S S S S (1) + @ s
v RiCy RyC,) ' RCy? RO, R.,Cs E
. 1 1 1 Cy Q « EB
2 - _ 2 _ 21 R,C % sat
“ Gma+m@)% m@(@* 1”J+R@Qa@0 R:Cs E
1 1 1 o a E
22 2 2 t =B
& (Rlca TR, T Rlcl) RS YR L o5

De forma andloga se procede con la segunda ecuacién:

L, L

iy = — T, — Ty + ~ 2 sat (.f%)
Rlcl Rlcl Rlcl
Cg 1 1 02 o
Cl 2 _|_ RICQIQ Rlcl QZ’% — Rlc'l (Cl 2 + R102I2> + Rlcl sat (ZE%)
. 1 1 C
RGh = —FE " ma <Oj i+ RlCﬂ?)
Q Cy
t (22) — =24
+R101 sat (z7) U
. 1 1 Oy Qa
RlC'ga:% = _RICI ZL’? — Rlol <Cl 2 + R102$2> + Rlcl sat (.’L’%) —

Gy 1 . 1 N LY 2 24
o\ \RC, RO, R C;)"t 2

a E
sat () + @FB)

i «
R102
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02 2 a 2
C x2> + R, sat (:L’l) +

+( N B >x2+%x2—
RiC,  R,C, R C?) 7t ¢
Cg « Cg (0% EB
CC1RiCy O RCy E

. 1 C
Rngx% = —Rlcla?% — (Rlé%a?% +

sat (x%)

1
Rng.’t% _ < + CZ >x2 02 Q_ng_i_

R.C,  RCZ) TR O
« Cy « a Ep
f(22) 4 $2,2 b (2 Lp
+R16’1 sat (z7) + C’l% —Rlclsa (3) RO B
1 a F
22 2 =B
MGty = e~ Rl E
,’L'g _ 1 2 o EB

RiRyCiCy ' RiRyC1Cy E

Y asf llegamos al sistema

1 11
(:ﬁ) _ _<R101+}%1102+R202> - '<x%)+

5 b 0 73
RlRQClCQ
+ ( R,C, ) -sat(z]) + R2g2 E
0 - =B
R, R,C1Cy FE

43

Vamos a considerar oscilaciones bizonales por lo que debemos llevar, des-
preciando la zona derecha, las ecuaciones del circuito a la forma (3.11). Repro-
duciremos los cambios dados en el capitulo tercero y aplicaremos el Teorema

17.

En primer lugar debemos tener en cuenta que el punto de equilibrio para
el circuito debe estar en la zona central y mds cerca de la frontera izquierda

que de la derecha, esto nos lleva a

Ep
—1l<a— <0
“FE
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De aqui en adelante se sustituiran en las ecuaciones

P 1t 1
— \RC,  RCy  RyCy
~ ~ o
T = ¢
TR
s 1
 RyR,C,C,

Se mostrardn las ecuaciones en la zona izquierda y central.
Para 22 < —1

_ Q a FEp

-2 2 PR RS

x% _(t -1 m% + R CY ~ngEE
x5 d 0 x5 _adiB
E

Para 3 > —1

_ « EB
2 2 —
p_ (T -1 Ty R,Cy E
(2)-(i o )(2)+| ™%8
E

El tercer cambio de variables es

3 _ .2 2_ .3

44
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Para z3 > 0
_ « EB
3 3 —
@\ _ (T -1\ ([ RyCy E
(4)-(3 o) () +| ™2
F
El cuarto cambio de variables es
4 4 a FEp . o
= Ly
T2 "G B T RG

Para 7 < 0
-4 7 4 0
o t —1 Ty
: —( % : -E .
(x§> (d 0) (:cg)*(_ade_d)
Para z} > 0

=0 3) () (o)

Recuerdese que imponemos que —1 < afB < 0 con lo que el quinto

)

cambio de variables es

4 -E ~
70 = ad — 2} =1} —ad—=2 —d
cZEB i E
_a _—
E
4 -E ~
T = 2 — x5 =15 —ad—=2 —d
cZEB i E
_a _—
E
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Para z3 < 0

Para x5 > 0

]
3

Para z§ < 0

Para z§ > 0

o)) (8

20 =25 — 25 = af
5
6 Lo
£E2:—~
Vid
r=Vd-s
dz8 t
d—Tl: \/gx?—:cg
dz$ 6 1
dr d
dz8 T
o
dz$ 6 1
dr d
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El septimo cambio de variables es

27
xI:d‘x?%x?:j
7
x
m;:dm:g—)mg:f
Para z{ < 0
dz? t .
— = —=T -
dr \/C_Zl 2
7
dxy (]
dr
Para z{ > 0

oo
xT
kil

Sistema (2.19) cond=D =1y a= -1

Y el octavo y iltimo cambio de variables es

8 _ .7 7T_ .8
=1 —1—=x=2{+1

y se obtiene el sistema
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( dax} t o 4 « )
0 ST T T
Para 2§ < —1 4 Rng\/&
dr
d— ZE?
\
(4.1)
( dx$ T o 3
8 dr 501 %2
Para z7 > —1 < d
dr
4T3 _ o8
\ dT ! J

Y llegamos a un sistema con la forma (3.11) donde

A —1 < Lt 1 >
\/E VR1R20102 RlCl R102 RQCQ
T « 1

T = —=t+ —
\/C_Z R102 v R1R20102

d =1

4.2. Condiciones para la oscilacién

Las condiciones de aplicaciéon del Teorema 17 para tener una oscilacién
bizonal en el sistema (4.1) son:

1.- Recordemos que el punto de equilibrio debe estar en la zona central,
més cerca de la frontera izquierda que de la derecha, y por tanto,

Ep
—1l<a—<0
“E

2.- El punto de equilibrio debe ser inestable, ( > 0) . Es decir, T' > 0,

S

de aquf se deduce trivialmente que

R1 Cl
142
o> +R2+C’2

. R, () )
Notese que para a =14+ — + — tenemos un centro lineal en la zona

R2 CQ

central y este valor nos da la bifurcacién.
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T
3.- El punto de equilibrio debe ser tipo foco, (O <—=< 2). Esto nos

\/&
IR e ?
1 2
Oé<].+< _ﬁz+ a)
2

4.- La oscilacién debe ser una 6rbita periodica bizonal, esto es,— > T2

Rl 02
211+ 5+ =
a < (+R2+C’1>

lleva a

De aqui,

4.3. Expresiones para la amplitud y el perio-
do de las oscilaciones en dos zonas.

Para obtener las expresiones de la amplitud y el periodo en el circuito
debemos conocer la relacién entre la tension Vo, y la variable 2§ asf como el
cambio realizado en la variable temporal, s.

De los cambios de variable realizados en la seccion 4.1 se deduce que

Ve, = gxizgﬁzg(ﬁ’—l)zg(ﬁ—l):
= g(xi’ ‘— d%—d‘—l):
= %(m? ‘—ad%—d‘—l):
55 ot 4)-
(2 -
:§<(:p§+1) —a%—l‘—l):
=§<(w§+1)-<a%+1>—1>:
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E E
?a—B+x§+a—B+1—1) =

<xE E

Ep Ep
8
2a=E 11 a==1\ =

FE
= ¥ (EB+E>+EB

°lm oty

Puesto que
d = 1
L 1 < 1 N 1 N 1 >
 VRiR,CiC, \RiCi  RiCy ' RyCy
(8]
T = t4 e
VR R,0,C5 R1C,

la serie de potencias para la amplitud obtenida en la Seccién 3.3 nos conduce
a la siguiente expresion para la amplitud (valor méximo de la tensién Vg, ).

2 1
E 12m)3 1274)3 (99 + 28¢2
max Ve, = (EB + —) 1+ @7% + (12r7)" ( 4+ )Tg {4.2)
o) 8t3 480t3

co(ri)) 2.
Seguidamente, teniendo en cuenta el cambio en la variable temporal s y

la serie de potencias dada en la seccién 3.3 se obtiene el siguiente desarrollo
para el periodo de la oscilaciéon bizonal en el circuito

wlot

1 (1227%)3 t3 31, ;
P (2n = 2TV 23 _ 2Ty o (78 43
R RyChCs ( " 10 1 ( ) (43)



Capitulo 5

Visualizacion de los resultados

En este capitulo vamos a validar los resultados tedricos de los capitulos
anteriores. Para ello, compararemos estos resultados con las mediciones reali-
zadas en el laboratorio y la simulacién con PSpice. En primer lugar, debemos
fijar el valor de las componentes de nuestro circuito, salvo una, y elegir el
amplificador operacional.

5.1. Eleccién del valor de los componentes
y del amplificador operacional en el cir-
cuito

Los valores elegidos para los componentes de nuestro circuito son:
R, =9780Q. Ep=-1V;
Ry =2200 ©; Ry = 2200 €,
Cy =320 nF; Oy =320 nF

Y donde el valor de R se ha tomado como parametro.

En cuanto al amplificador operacional decidimos tomar el modelo LF411
comercializado por National Semiconductor. Este dispositivo , que se alimen-
trd con una tensién de 9V, posee excelentes pardmetros. Se caracteriza por
tener un offset de entrada y una corriente de polarizacién de valores muy
bajos. Ademds su impedancia de entrada es muy elevada. Su uso es apto
para aplicaciones de méaxima presicién.

Por dltimo, falta por conocer el valor de la tensién de saturacion E que
se obtiene mediante el montaje del circuito de la Figura 5.1.
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Veo+
R1
i +Vee 1k
I R2
1K 2
Vee-
T 3
-
Y/ \V&| U1
T 9{:/C OVec+
+

Figura 5.1: Circuito para el calculo de la tensién de saturacion

El resultado obtenido para la tensién de saturaciéon E se puede ver en
la Figura 5.2 como consecuencia de la simulacién con PSpice. Por tanto,
podemos asumir que la tensién de saturacién del amplificador operacional
LF411 es E =82 V.

De aqui en adelante, asumiremos que la tensién de saturacion del ampli-
ficador operacional LF411 es E =82 V.

Observese que el valor critico de bifurcacién es a = 3, (T' = 0), lo que nos
lleva a Ry = 19560 €.

5.2. Resultados experimentales en el labora-
torio y la simulacion

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos experimentalmente
en el laboratorio tras montar el circuito en puente de Wien. Transcribiremos
aqui los datos experimentales que se exponen en [9]

Estos valores experimentales para la amplitud y el periodo en funcién de
la resistencia ¢ se pueden ver en cuadro 5.1.
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Bl = — — — oo o o !
i Zaturacion Positiva

- - = = = = - - - - - - - - - - - - - - - |

1 Yo=8 1772 W '

1 . I

5u 4 i

i i

i |

ou 4 i

i i

i i

-504 |

i

i

I Vo=-8.1757 ¥
i

Saturacion MNegatiwva

AU+ m e Tomm e e mmmmmmmmmmmm e [
-g.8u -4.8y oy 4.6U &.00
o U{UD)
U(U1:z+)

Figura 5.2: Tensién de saturacién del amplificador LF411
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R (Q) Q maxVg, (V) Py, (ms)
19560 | 3,0000 0,72 4.4053
19750 | 3,0194 0,80 44111
20000 | 3,0450 0,84 4,4248
20250 | 3,0706 0,92 4,4444
20500 | 3,0961 1,00 4,4663
20750 | 3,1217 1,04 4.,4883
21000 | 3,1472 1,12 4,5167
21250 | 3,1728 1,20 4,5455
21500 | 3,1984 1,28 4,5809
21750 | 3,2239 1,36 4,6147
22000 | 3,2495 1,44 46512
92250 | 3,2751 1,48 46904
22500 | 3,3006 1,56 47326
22750 | 3,3262 1,64 47755
23000 | 3,3517 1,72 4,8216

Cuadro 5.1: Valores experimentales de la amplitud y el periodo del circuito

5.3. La simulacién con PSpice

En esta seccién se presentan los datos obtenidos tras simular el circuito
en puente de Wien con el programa informatico PSpice. En cuadros 5.2y 5.3
se exponen los valores de amplitud y periodo en funcién del parametro Ry .

A continuacién se mostrard el resultado gréafico de la simulacién del cir-
cuito para algunos valor caracteristicos.

En primer lugar se representa la tension en el condensador (5 frente al
tiempo s. Se puede observar en la Figura 5.3 como la oscilacién ocupa dos
zonas de linealidad cuando R; = 2100012.

En la Figura 5.4 se observa el comportamiento de la tensién del con-
densador C; frente a la tensién del condensador Cy para Ry = 21000€2..
Se comprueba como su estabilidad concuerda con la predicha en la teoria
de la bifucacién foco-centro-ciclo limite y nos encontramos con un punto de
equilibrio inestable que va a parar a un ciclo limite asintéticamente estable.

En la Figura 5.5 nos encontramos que la oscilacién toca la tercera zona;
ésto ocurre para el valor Ry = 24800€). Estamos, entonces, en el limite de
validez de nuestra teorfa y a partir de este momento el comportamiento del
circuito nos es desconocido. Esto mismo puede observarse en la Figura 5.6
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R; () a maxVg, (V) | Py, (ms)
19560 | 3,0000 0,4137 4,4000
19750 | 3,0194 0,7870 4,4303
20000 | 3,0450 0,8603 4,4457
20250 | 3,0706 0,9245 4,4603
20500 | 3,0961 0,9870 4,4703
20750 | 3,1217 1,0488 4,4999
21000 | 3,1472 1,1088 4,5301
21250 | 3,1728 | 1,1733 14,5503
21500 | 3,1984 1,2379 4,5795
21750 | 3,2239 1,3035 4,6203
22000 | 3,2495 1,3653 4,6563
22250 | 3,2751 1,4402 4,6900
22500 | 3,3006 1,5118 4,7396
22750 | 3,3262 1,5858 4,7770
23000 | 3,3517 1,6563 4,8144
23250 | 3,3773 1,7337 4,9140
23500 | 3,4029 1,8246 4,9168
23750 | 3,4284 1,9010 4,9578
24000 | 3,4540 1,9878 4,9903
24250 | 3,4796 2,0809 95,0695
24500 | 3,5051 2,1917 95,1260
24750 | 3,5307 2,2817 95,1326
24800 | 3,5358 2,2998 95,1926

55}

Cuadro 5.2: Valores de la simuacién con PSpice de la amplitud y el periodo

del circuito
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R (Q) o maxVg, (V) | Py, (ms)
25000 | 3,5562 2,3493 59,2461
25500 | 3,6074 2,4323 5,2696
30000 | 4,0675 2,7407 95,7198
35000 | 4,5787 2,9094 6,2512
40000 | 5,0900 3,0554 6,7741
45000 | 5,6012 3,1308 7,3964
50000 | 6,1125 3,2443 8,0155
55000 | 6,6237 3,2749 8,7782
60000 | 7,1350 3,3546 9,6690
65000 | 7,6462 3,4068 11,9410
66000 | 7,7485 3,4147 11,4480
67000 | 7,8507 3,4234 11,9820
68000 | 7,9530 3,4262 12,6120
69000 | 8,0552 3,4226 13,7160
69100 | 8,0654 3,4231 13,8660
69200 | 8,0757 3,4345 14,1020
69300 | 8,0859 3,4178 14,3380
69400 | 8,0961 3,4336 14,5800
69500 | 8,1063 3,4326 14,9010
69600 | 8,1166 3,4208 15,4540
69682,7 | 8,1250 3,4107 17,3250

26

Cuadro 5.3: Valores de la simuacién con PSpice de la amplitud y el periodo

del circuito
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Figura 5.3: Tensién V¢, frente al tiempo s para Ry = 21000 €2
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2.OVA . = e .

Figura 5.4: Tensién Vg, frente a tensién Vg, para Ry = 21000
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Figura 5.5: Tensién V¢, frente al tiempo s para Ry = 24800 €2

mediante la representacién enfrentada de las tensiones de los condesadores.
Nuevamente se observa como el punto de equilibrio del sistema es inestable

y como existe uu ciclo limite que absorbe la inestabilidad. Ademas de puede
E

ver cémo este ciclo lfmite toca la frontera de la tercera zona en Vg, = —.
o

En la Figura 5.7 encontramos que la oscilacién ha sobrepasado la tercera
zona; ésto ocurre para un valor de Ry > 24800€). En este caso se ha rep-
resentado para el valor de Ry = 40000§2. Nuestra teoria ya ha perdido su
validez y no podemos predecir el comportamiento del circuito. Esto mismo
puede observarse en la Figura 5.8 mediante la representacién de la tension
del condesadorVy, frente a la tensién en Vi, Nuevamente se observa como
el punto de equilibrio del sistema es inestable y existe un ciclo lfimite que
absorbe la inestabilidad.
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Figura 5.6: Tensién Vg, frente a tensién Vi, para Ry = 24800 Q
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Figura 5.9: Tensién V¢, frente al tiempo s para Ry = 6968012

Finalmente, en la Figura 5.9 representamos la tensiéon Vi, para Ry =
69680€2 y en la Figura 5.10 el plano de fase correspondiente. En las simula-
ciones se oberva que la oscilaciéon desaparece para Ry > 69680¢). Intentare-
mos explicar este fenémeno més adelante.

5.4. La programacion con MatLab

Aqui incluiremos cuatro programas realizados en MatLab para la repre-
sentacién grafica de la amplitud y el periodo frente a la variabble R;..

A continuacién se muestran las instrucciones del primer programa para
comparar graficamente las expresiones de amplitud y periodo teéricos con
la simulacién y la experimentacién para los valores de Ry comprendido en-
tre 19650 2 y 23000 2 correspondientes al comienzo de la aparicién de la
oscilaciéon y antes de entrar en la tercera zona.
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En primer lugar calcularemos la amplitud y periodo del circuito en puente
de Wien utilizando los desarrollos en serie de potencias obtenidos tedrica-
mente.

% CALCULOS DE AMPLITUD Y PERIODO CON MATLAB
% PARA EL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN

yA
% Caso Rf=19560 ... 2300 ohmios para Laboratorio,
/A PSpice y Teoria

Y%Parametros Constantes del Circuito
E=8.2;
EB=-1;

R1=2200;
R2=2200;

Rs=9780;

C1=320e-9;
C2=320e-9;

Y%Paramentro Variable en el Circuito
Rf=19750:250:23000;
Rf=[19560, Rf];

%Amplitud medida en el laboratorio
Alab=[0.72 0.80 0.84 0.92 1.00 1.04 1.12 1.20 1.28
1.36 1.44 1.48 1.56 1.64 1.72];

%Amplitud obtenida por Simulacion en Pspice

Asim=[0.413749 0.786989 0.860345 0.924548 0.986989
1.048800 1.108800 1.173800 1.237900 1.303500
1.365300 1.440200 1.511800 1.585800 1.656300] ;
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JParametros para el desarrollo de la Serie de Potencia
alfa=1+Rf/Rs;

d=1/(R1*R2*C1%C2) ;

t=-(1/(R1*C1)+1/(R1*C2)+1/ (R2*C2)) ;

T=t+alfa/(R1*C2);

tt=t/sqrt(d);
Tt=T/sqrt(d) ;

%Amplitud obtenida Teoricamente por la Serie de Potencia

A=1+(12%pi) " (2/3) /(8% (tt~2) " (1/3))*(Tt."2) .~ (1/3)+
+(12%pi~4) " (1/3) % (99+28*tt~2) / (480* (tt~4) " (1/3) ) *
*(Tt."4).7(1/3);

Aser=(E./alfa+EB) . *xA+EB;

%Graficas

n=length(Rf) ;

figure(1)

plot(Rf,Alab,’+’ ,Rf ,Aser,’ .-’ ,Rf(2:n) ,Asim(2:n),’*’)

xlabel (’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel(’Amplitud (Voltios)’,’FontSize’,14)

title (’AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’,’FontSize’,14)
legend(’Laboratorio’,’Teoria’,’Simulacion’)

%Frecuencia medida en el laboratorio

Flab=[227 226.7 226 225 223.9 222.8 221.4 220 218.3
216.7 215 213.2 211.3 209.4 207.4];

Plab=1./Flab;

%Periodo obtenido por Simulacion en Pspice

Psim=[0.0044 0.0044303 0.00444571 0.0044603 0.0044703
0.0044999 0.0045301 0.0045503 0.0045795 0.0046203
0.0046563 0.00469 0.0047396 0.004777 0.0048144];
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%Periodo obtenido Teoricamente por la Serie de Potencia
P=2xpi-(144*pi~5)~(1/3)*tt~2/(10*sign(tt)*abs(tt) ~(5/3))*

*sign(Tt) .*(abs(Tt)) . (5/3)-(3/4) xpi*Tt. 2;
Pser=P/sqrt(d);

%Graficas

figure(2)

plot(Rf,Plab,’+’ ,Rf ,Pser,’.-’ ,Rf ,Psim, ’*’)

xlabel (’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (’Periodo (Segundos)’,’FontSize’,14)

title (’PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’, ’FontSize’,14)
legend(’Laboratorio’,’Teoria’,’Simulacion’)

El segundo programa en MatLab representa los valores de la resistencia
Ry en el rango de valores entre 19560 €2 y 24800 (2. para los datos obtenidos
teoricamente y los de la simulacién. Las graficas de amplitud y pediodo van
desde el comienzo de la oscilacién bizonal hasta la entrada en la tercera zona.
Sus instrucciones son:

% CALCULOS DE AMPLITUD Y PERIODO CON MATLAB
% PARA EL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN

YA

% Caso Rf=19560 ... 24800 ohmios

b para PSpice y Teoria

Y%Parametros Constantes del Circuito

E=8.2;

EB=-1;

R1=2200;

R2=2200;

Rs=9780;

C1=320e-9;

C2=320e-9;

%Paramentro Variable en el Circuito
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Rf=19750:250:24750;
Rf=[19560, Rf, 24800]

%Amplitud obtenida por Simulacion en Pspice

Asim=[0.413749 0.786989 0.860345 0.924548 0.986989
1.048800 1.108800 1.173800 1.237900 1.303500
1.365300 1.440200 1.511800 1.585800 1.656300
1.733700 1.824600 1.901000 1.987800 2.080900
2.191700 2.281700 2.299800]

JParametros para el desarrollo de la Serie de Potencia

alfa=1+Rf/Rs;

d=1/(R1*R2*C1%C2) ;

t=-(1/(R1*C1)+1/ (R1*C2)+1/(R2%C2)) ;

T=t+alfa/(R1*C2) ;

tt=t/sqrt(d);

Tt=T/sqrt(d);

%Amplitud obtenida Teoricamente por la Serie de Potencia

A=1+(12%pi) ~(2/3) /(8% (tt~2) " (1/3))*(Tt."2) .~ (1/3)+
+(12%pi~4) " (1/3)*(99+28*tt~2) / (480* (tt~4) " (1/3) ) *
*x(Tt."4).7(1/3);

Aser=(E./alfa+EB) . *A+EB;

#%Graficas

n=length(Rf) ;

figure(1)

plot(Rf,Aser,’.-’,Rf(2:n),Asim(2:n),’*’)

xlabel (°’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (’ Amplitud (Voltios)’,’FontSize’,14)

title (°’AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’,’FontSize’,14)

legend(’Teoria’,’Simulacion’)
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%Periodo obtenido por Simulacion en Pspice

Psim=[0.0044 0.0044303 0.00444571 0.0044603 0.0044703
0.0044999 0.0045301 0.0045503 0.0045795 0.0046203
0.0046563 0.00469 0.0047396 0.004777 0.0048144
0.0049140 0.0049168 0.0049578 0.0049903 0.0050695
0.0051260 0.0051326 0.0051926] ;

%Periodo obtenido Teoricamente por la Serie de Potencia

P=2%pi-(144*pi~5)~(1/3)*tt~2/(10*sign(tt)*abs(tt)~(5/3))*
*sign(Tt) .*x(abs(Tt)) . (5/3)-(3/4) xpixTt. 2;

Pser=P/sqrt(d);

%Graficas

figure(2)

plot(Rf,Pser,’.-’,Rf,Psim, ’*’)

xlabel (’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (’Periodo (Segundos)’,’FontSize’,14)

title (’PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’,’FontSize’,14)

legend(’Teoria’,’Simulacion’)

En tercer lugar se muestran las instrucciones para representar la amplitud
y el periodo en el rango de valores entre 24800 €2 y 69700 2 para los datos
obtenidos teoricamente en y los de la simulacion. Estos valores comprenden
desde la entrada de la oscilacion en ta tercera zona hasta su desaparicién.

% CALCULOS DE AMPLITUD Y PERIODO CON MATLAB
% PARA EL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN

/A

% Caso Rf=24800 ... 69.7 ohmios

b para PSpice y Teoria

YParametros Constantes del Circuito
E=8.2;
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EB=-1;

R1=2200;

R2=2200;

Rs=9780;

C1=320e-9;

C2=320e-9;

%Paramentro Variable en el Circuito

Rf=[24800 25000 25500 30000 35000 40000 45000 50000
55000 60000 65000 66000 67000 68000 69000 69100
69200 69300 69400 69500 69600 69682.7];

%Amplitud obtenida por Simulacion en Pspice

Asim=[2.299800 2.349300 2.432300 2.740700 2.909400
3.055400 3.130800 3.244300 3.274900 3.354600
3.406800 3.414700 3.423400 3.426200 3.422600
3.423100 3.434500 3.417800 3.433600 3.432600
3.420800 3.410700];

JParametros para el desarrollo de la Serie de Potencia

alfa=1+Rf/Rs;

d=1/(R1*¥R2%C1*C2) ;

t=-(1/(R1xC1)+1/(R1*C2)+1/ (R2*C2)) ;

T=t+alfa/(R1*C2);

tt=t/sqrt(d);

Tt=T/sqrt(d) ;

%Amplitud obtenida Teoricamente por la Serie de Potencia

A=1+(12%pi) " (2/3) /(8% (tt~2) " (1/3))*(Tt."2) .~ (1/3)+

+(12%pi~4) " (1/3)*(99+28*tt~2) / (480* (tt~4) " (1/3) ) *
*(Tt."4).7(1/3);

Aser=(E./alfa+EB) . *A+EB;

hGraficas

n=length(Rf) ;

figure(1)

plot(Rf,Aser,’.-’,Rf(1:n-1) ,Asim(1:n-1),’%’)

xlabel (°’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (’Amplitud (Voltios)’,’FontSize’,14)

title(’AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’,’FontSize’,14)

legend(’Teoria’,’Simulacion’)

% PERIODO
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%Periodo obtenido por Simulacion en Pspice

Psim=[0.0051926 0.0052461 0.0052696 0.0057198 0.0062512
0.0067741 0.0073964 0.0080155 0.0087782 0.0096690
0.0109410 0.0114480 0.0119820 0.0126120 0.0137160
0.0138660 0.0141020 0.0143380 0.0145800 0.0149010
0.0154540 0.0173250] ;

%Periodo obtenido Teoricamente por la Serie de Potencia

P=2%pi-(144*pi~5)~(1/3)*tt~2/(10*sign(tt)*abs(tt) ~(5/3))*
*sign(Tt) .*x(abs(Tt)) . (5/3)-(3/4) *xpixTt. 2;

Pser=P/sqrt(d);

%Graficas

figure(2)

plot(Rf,Pser,’.-’,Rf,Psim, ’*’)

xlabel (°’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (’Periodo (Segundos)’,’FontSize’,14)

title (’PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’,’FontSize’,14)

legend(’Teoria’,’Simulacion’)

Finalmente presentamos la programaciéon en MatLab para representar
la amplitud y el periodo para la totalidad de los datos, rango de valores
comprendido desde la aparicién de la oscilacién hasta su desaparicién.

% __________________________________________________________________________

yA CALCULOS DE AMPLITUD Y PERIODO CON MATLAB
yA PARA EL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN

b

b Caso Rf=19560 ... 69.7 ohmios

b para PSpice y Teoria

% __________________________________________________________________________

Y%Parametros Constantes del Circuito
E=8.2;
EB=-1;

R1=2200;
R2=2200;
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Rs=9780;

C1=320e-9;
C2=320e-9;

%Paramentro Variable en el Circuito

Rf=19750:250:24750;

Rf=[19560, Rf]

Rf=[Rf 24800 25000 25500 30000 35000 40000 45000
50000 55000 60000 65000 66000 67000 68000 69000
69100 69200 69300 69400 69500 69600 69682.7];

%Amplitud obtenida por Simulacion en Pspice

Asim=[0.413749 0.786989 0.860345 0.924548 0.986989
1.048800 1.108800 1.173800 1.237900 1.303500
1.365300 1.440200 1.511800 1.585800 1.656300
1.733700 1.824600 1.901000 1.987800 2.080900
2.191700 2.281700 2.299800]

Asim=[Asim 2.349300 2.432300 2.740700 2.909400 3.055400
3.130800 3.244300 3.274900 3.354600 3.406800
3.414700 3.423400 3.426200 3.422600 3.423100
3.434500 3.417800 3.433600 3.432600 3.420800
3.410700] ;

JParametros para el desarrollo de la Serie de Potencia
alfa=1+Rf/Rs;

d=1/(R1*R2*C1%C2) ;

t=-(1/(R1*C1)+1/(R1*C2)+1/(R2%C2)) ;

T=t+alfa/(R1%C2);

tt=t/sqrt(d);
Tt=T/sqrt(d);

%Amplitud obtenida Teoricamente por la Serie de Potencia
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A=1+(12%pi) ~(2/3) /(8% (tt~2) " (1/3))*(Tt."2) .~ (1/3)+
+(12*%pi~4) "~ (1/3)*x (99+28xtt~2) / (480* (tt~4) " (1/3) ) *
*(Tt."4).7(1/3);

Aser=(E./alfa+EB) . *A+EB;

%Graficas

n=length(Rf) ;

figure(1)

plot(Rf,Aser,’.-’,Rf(2:n-1) ,Asim(2:n-1),’%’)

hold on

plot ([24800 24800],[-1 3.5], ’r--’)

plot([19560 19560],[-1 3.5], ’r--’)

hold off

text (1.99e+004,0.5, {’0SCILACION’,’BIZONAL’}, FontSize’,8)
text (2.8268e+004,0.5, {>0SCILACION’,’TRIZONAL’}, ’FontSize’,8)
xlabel (°’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (’Amplitud (Voltios)’,’FontSize’,14)

title(’AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’,’FontSize’,14)
legend(’Teoria’,’Simulacion’)

% __________________________________________________________________________
% PERIODO
% __________________________________________________________________________

%Periodo obtenido por Simulacion en Pspice

Psim=[0.0044 0.0044303 0.00444571 0.0044603 0.0044703
0.0044999 0.0045301 0.0045503 0.0045795 0.0046203
0.0046563 0.00469 0.0047396 0.004777 0.0048144
0.0049140 0.0049168 0.0049578 0.0049903 0.0050695
0.0051260 0.0051326 0.0051926] ;

Psim=[Psim 0.0052461 0.0052696 0.0057198 0.0062512
0.0067741 0.0073964 0.0080155 0.0087782 0.0096690
0.0109410 0.0114480 0.0119820 0.0126120 0.0137160
0.0138660 0.0141020 0.0143380 0.0145800 0.0149010
0.0154540 0.0173250] ;

%Periodo obtenido Teoricamente por la Serie de Potencia
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P=2%pi-(144*pi~5)~(1/3)*tt~2/(10*sign(tt)*abs(tt)~(5/3))*
*sign(Tt) .*(abs(Tt)) . (5/3)-(3/4) xpixTt. 2;
Pser=P/sqrt(d);

%Graficas

figure(2)

plot(Rf,Pser,’.-’,Rf,Psim, ’*’)

hold on

plot ([24800 24800],[0.004 0.02], ’r--’)

plot ([19560 19560],[0.004 0.02], ’r--’)

hold off

text (1.99e+004,0.01, {’0SCILACION’,’BIZONAL’}, ’FontSize’,8)
text (2.8268e+004,0.01, {’0SCILACION’,’TRIZONAL’}, ’FontSize’,8)
xlabel (°’Rf (Ohmios)’,’FontSize’,14)

ylabel (*Periodo (Segundos)’,’FontSize’,14)

title (’PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN’, ’FontSize’,14)
legend(’Teoria’,’Simulacion’)

5.5. Representacién de la amplitud y el perio-
do

En la presente seccién se muestran las graficas obtenidas tras la ejecucion
de los cuartos programas en MatLab.

El primero de ellos da como resultado las Figuras 5.11 y 5.12. La primera
compara los valores de amplitud desde la aparicién de la oscilacién, Ry =
19560 (2 hasta antes de la entrada en la tercera zona, 2y = 23000 €2. Se puede
observar la excelencia de los datos obtenidos teoricamente mediante el uso
de tan sélo los tres primero términos no nulos de la serie de potencias (ver
ecuacion (4.2)) y como coinciden con gran exactitud tanto con los obtenidos
en el laboratorio y como mediante la simulacién en PSpice. Mientras que
la Figura 5.12 compara de forma andloga los valores para el periodo (ver
ecuacion (4.3)). El resultado es tan preciso como el obtenido para la amplitud.

El resultado del segundo programa en MatLab son las Figuras 5.13 y 5.14.
Sus valores comprenden desde la aparicién de la oscilacién, Ry = 23000 €2,
hasta la entrada de la oscilacién en la tercera zona, Ry = 24800 (2. Se rep-
resentan los valores de amplitud obtenidos teoricamente (ver ecuacién 4.2) y
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AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.11: Amplitud tedrica, experimental y simulada para el circuito en
puente de Wien con Ry entre 19560 Q y 23000 (2.
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«10° PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.12: Periodo tedrico, experimental y simulado para el circuito en
puente de Wien con Ry entre 19560 Q y 23000 (2.
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AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.13: Amplitud tedrica y simulada para el circuito en puente de Wien
con Ry entre 19560 €2 y 24800 €.

mediante simulacién en PSpice. Se puede comprobar como al aproximarnos
a la tercera zona los datos difieren ligeramente de los simulados. Esto se debe
a que los resultados teoricos sélo son validos para sistemas continuos lineales
bizonales, y a partir del valor Ry = 24800 (2 el sistema con el que trata-
mos es trizonal. Ademsds, recuerdese que tan sélo se usaron los tres primeros
terminos no nulos de la serie de potencias.

En la Figura 5.14 se representa el periodo (ver ecuacién (4.3)) para este
mismo rango de Ry. Aqui se sigue apreciando la exactitud de los datos
obtenidos tedricamente.

Las Figuras 5.15 y 5.16 son el resultado de la ejecucién del tercer programa
en MatLab para un rango de valores de R; comprendido entre 24800 2 y
69680 €2 cuando la oscilacién ocupa las tres zonas. La primera de las gréficas
muestra la amplitud obtenida teéricamente mediante en desarrollo en serie de
potencias de los tres primeros terminos no nulos (ver (4.2)) y la simulacién
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%107 PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.14: Periodo tedrico y simulado para el circuito en puente de Wien
con Ry entre 19560 Q y 24800 €.
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con PSpice. Observamos como ambos datos difieren totalmente al no ser
valida la expresion tedrica. para dicho rango. Nétese que parece vislumbrase
la desparicién de la oscilacién amplitud finita.

La Figura 5.16 representa el mismo rango de valores para el periodo.
Nuevamente se observa como los valores difieren totalmente debido a que
el resultado tedrico no es valido al ocupar la oscilacion las tres zonas. El
valor del periodo obtenido mediante simulacién parece crecer indefinidamente
cunado nos acercamos a [y >~ 69680€) y a partir de aquf parece que no existe
oscilacion.

Este valor podria haverse obtenido si hacemos que el punto de equilibrio

Ve, = Ep esté sobre la frontera izquierda, es decir, — = Ep. Asi, se deduce

que Ry = 70400€2, lo que de nuevo da validez al modelo lineal a trozos
adoptado. La desaparicién de la oscilacién estd, entonces asociada con este
fenémeno que que puede entenderse como una bifurcacién global (amplitud
finita y period infinito) que cae fuera del propdsito de este trabajo.

Con el dltimo programa en MatLab se consigue obtener la amplitud y el
periodo para la totalidad del rango se oscilacién del circuito en puente de
Wien, como puede verse en la Figura 5.17 para su amplitud y en la Figura
5.18 para su periodo.
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AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.15: Amplitud teorica y simulada para el circuito en puente de Wien

con Ry entre 24800 Q y 69680 €.
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PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.16: Periodo teorico y simulado para el circuito en puente de Wien
con Ry entre 24800 Q y 69680 €.
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AMPLITUD DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.17: Amplitud teorica y simulada para el circuito en puente de Wien
con Ry entre 19560 € y 69680 ().
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PERIODO DEL CIRCUITO EN PUENTE DE WIEN
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Figura 5.18: Periodo teorico y simulado para el circuito en puente de Wien
con Ry entre 19560 € y 69680 (2.



Bibliografia

1]
2]

3]

[4]

8]

Barnet S.and. Cameron, R.G. Introduction to mathematical control the-
ory. Claredon Press. Oxford, 1985.

Carmona, V.Bifurcaciones en Sistemas Dindmicos Lineales a Trozos.
Tesis Doctoral. Universisdad de Sevilla, 2002.

Carmona, V., Freire, E,. Ponce, E and Torres, F. On simplifying and
classifying piecewise-linear systems.Circuits and Systems I: Fundamen-
tal Theory and Applications, IEEE Transactions. Volume: 49, No: 5, pp.
609-620, 2002.

Freire, E,. Ponce, E, Rodrigo, F. and Torres, F. Bifurcation Sets of Con-
tinuous Piecewise Linear Systems with Two Zones.International Journal
of Bifurcation and Chaos (IJBC) Volume: 8, No: 11 pp. 2073-2097, 1998

Freire, E,. Ponce, E. and J. Ros Limi Cycle Bifurcation form Center in

Symmetric Piecewise Linear Systems, International Journal of Bifurca-
tion and Chaos (IJBC) Volume: 9 No: 5 pp. 895-907, 1999.

Ros, J. Estudio del Comportamiento Dindmico de Sistemas Auténomos
Tridimensionales Lineales a Trozos. Tesis Doctoral. Universisdad de
Sevilla, 2003.

Carmona, V., Freire, E,. Ponce, E., Ros, J. and Torres, F. Limit Cycle
Bifurcation in 3D Continuous Piecewise Linear Systems with T'wo Zones:
Application to Chua’s Circuit. International Journal of Bifurcation and
Chaos (IJBC) Volume: 15 No: 10 Year: 2005 pp. 3153-3164

Ponce, E. Memoria de Investigacion para el Concurso de una Plaza de
Catedratico de Universidad en el Departamento de Matemética Aplicada
IT de la Universidad de Sevilla. Diciembre, 1998.

84



BIBLIOGRAFIA 85

[10] Mees, A.I. and Chua, L.O. The Hopf bifurcation theorem and its applica-
tions to nonlinear oscillations in circuits and systems. IEEE Transactions
on Circuits and Systems, Volume: 26, No: 4 pp. 235- 254, 1979

[11] Kriegsmann, G.A., The rapid bifurcation of the Wien brigde oscillator.
IEEE Transactions on Circuits and Systems, Volume: 34, pp. 1993- 1996,
1987

[12] Strang, G. Algebra Lineal y sus Aplicaciones. Addison-Wesley
Iberoamericana. 1986.



