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Algunas Notaciones.

R¢: Espacio euclideo d-dimensional.
diam(A): Didmetro del conjunto A.

B(z,r): Bolé etclidea de centro z y radio r.
V: Operador gradiente

A: Operador laplaciano.

div: Operador divergencia.

£: Medida de Lebesgue.

cap(A): Capacidad del conjunto A. (Ver apéndice)
Tn: Aplicacién (de truncamiento) de R en IR definida por

—n sis<-—n
To(s) =< s si —n<s<n
n sin<s.
(,)xr,x: Producto de dualidad entre el espacio X y su dual X'.

(,) = (,)xr,x cuando se sobreentiendan X y X".

u, — u en X: Significa que la sucesién u, converge a u en les espacio X con su topologia

fuerte.
un, — uen X: Significa que la sucesién u, converge a u en les espacio X con su topologia
débil.

L?(A,dp): Espacio de las clases de funciones de A CIR? en IR de potencia p integrable



respecto a una medida p. (1 < p < +00)

L>=(A,dp): Espacio de las clases de funciones de A CIR? en IR acotadas esencialmente

para una medida p.
LP(A) = LP(A,dl).
L>°(A) = L*°(A4, d¢).

I} (A): Espacio de las clases de funciones de A C IR? en IR de potencia p integrable

loc

(respecto a £) en los subconjuntos compactos de A C R?.

L*(A)?: Espacio de las clases de funciones de A C IR? enIR? de cuadrado integrable.
Se considera § un conjunto abierto de IR?.

D(R2): Espacio de las funciones de clase infinito con soporte compacto contenido en f2.

D'(2): Espacio de las distribuciones en 2, (dual de D(R2)).
C°(2): Espacio de las funciones continuas en .

C°(Q): Espacio de las funciones continuas en 2, (con la topologfa de la convergencia

uniforme en compactos de §2).
CY(Q): Cierre de D(Q) en C°(Q).

C™(§): Espacio de las funciones m veces derivables en para algin entorno de Q (1 < m

< +00), (con la topologia de la convergencia uniforme de las derivadas en ().

C™(§2): Espacio de las funciones m veces derivables en £ (1 < m < +00), (con la topologia

de la convergencia uniforme de las derivadas en compactos de Q).
Ci(Q): Cierre de D(Q) en C™(Q).

WhP(Q): Espacio de las funciones de LP(§2) cuyas primeras derivadas parciales en

sentido de las distribuciones estan también en LP(2). 1 < p < +00)

WP(Q): Espacio de las funciones de L? (Q) cuyas primeras derivadas parciales en

el sentido de las distribuciones estan también en Lf’oc(ﬂ). 1 <p< +o0).

Wy (Q): Cierre en W12(Q) de D(Q).



p': exponente conjugadode pcon 1 <p < +ooy

+==1,

e~ R

1
r
donde para las divisiones por cero y mas infinito se hacen las convenciones habituales.
WLF(Q): Espacio dual de Wy ?() (1 < p < 4+0).
H'(Q) = Wh(Q), Hy(Q) = Wy (), H™H(Q) = W5 ().

MP(Q): Conjunto de las medidas borelianas positivas en  que se anulan en conjuntos de

capacidad nula. (Ver Apéndice).

MY(Q): Conjunto de las medidas de M°(£2) de variacién acotada.



Introduccidn.

La presente Memoria consta de dos partes claramente diferenciadas en las que se

estudian dos problemas en homogeneizacién.

En la primera parte, se estudia la relajacién del funcional

F(u) = ‘/K;(AVU, V u),

donde 2 C [R? es un conjunto abierto y acotado y donde A = A(z) una funcién medible
definida en {2 con valores en las matrices simétricas semidefinidas positivas. Estudiamos
la relajacién de F' (i.e. su regularizada semicontinua inferior) con respecto a las diferentes
topologias L?, lo cual es més conveniente que una topologia de tipo Sobolev ya que no
tenemos estimaciones sobre los gradientes (recuérdese que F no es estrictamente eliptica).

El problema se encuentra estrechamente ligado a la existencia de minimo para el funcional

Flu) + Al w ||z

En la segunda parte se tratan los problemas de homogeneizacién en dominios con
agujeros. Esto es, dominios de la forma Q¢ = 2\ T donde Q se un conjunto abierto de R?
y T¢ una sucesién de conjuntos cerrados de IR? que van a representar a los agujeros. Las
hipétesis que se imponen en este trabajo sobre los conjuntos cerrados T¢ corresponden a
mejoras de las introducidas por D. Cioranescu y F. Murat en [C M], (ver también [K M)).
El principal probema tratado aqui es la homogeneizacién del problema,

— Auf + H(z,u*,Vu) = f en QF,
oy { ut € Hy(Q°) N L&(Q),
donde la funcién H(z, s, &) tiene un crecimiento cuadratico en la variable £. La existencia

de solucién de esta ecuacién fue establecida por L. Boccardo, F. Murat y J.P. Puel (ver
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[B F M]). De su trabajo, se deduce que la sucesién de soluciones u¢ de (0.1) admiten
una subsucesién que converge hacia una funcién v en H3(2) débil y en L*°(§) *-débil.
Nuestro interés consiste en encontrar la ecuacién que verifica la funcién u, ecuacién que

ya en el caso lineal (en el cual no aparece H) resulta no ser de nuevo
—Au=f enQ,

sino que aparece una cierta medida positiva y de forma que la ecuacién que resuelve la
funcién u es

—Au+pu=f en Q.

En el caso aqui planteado se aflade la dificultad de que la sucesién H(z,u¢, V u¢) sélo
converge en el sentido de las medidas *-débil, lo cual conduce a que el término extrafio que

aparece (que en el caso lineal es pu) tenga una estructura atin més compleja del tipo

—Au+ H(z,u,Vu)+ G(z,u)p=f en Q.
Los contenidos del trabajoson los siguientes.

Primera parte.

La primera parte se encuentra descrita en el Capitulo 1 de la presente Memoria. El
problema que pretendemos resolver se plantea como sigue.

Dado un conjunto abierto acotado Q CIR? definimos el funcional

02 P {fQ(AVu, Vu) siueWhe(Q),

+o00 siu € X\ Whee(Q),

donde la funcién medible A = A(z) toma valores en el espacio de las matrices simétricas
semidefinidas positivas y donde el espacio X puede ser cualquiera de los espacios L?(f2) o
LF (Q), 1<p < ooo CN) o COUN).

El problema que abordamos aqui es la representacién integral de la regularizada semi-

continua inferiormente del funcional F' que denotamos por F. Este problema se encuentra
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ligado con la existencia de solucién (via el Teorema de Weierstrass) del problema de mini-

mizacién de un funcional energia:

/Q(AVu,Vu)+/Qg(u)

o, en conexién con la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales, con la existencia de
solucién a la ecuacién de Euler correspondiente.

Obsérvese también que el espacio H definido como el dominio del funcional F:
H={ueX: F(u) < +oo},

es el espacio asociado de forma natural al funcional F', (de la misma forma que al funcional
de Dirichlet [, | Vu |? se le asocia H*(f2)). En el espacio H es donde los problemas de
minimizacién o las ecuaciones en derivadas parciales correspondientes van a tener solucién
y de ahi que estemos también interesados en caracterizarlo y en buscar una representacién
integral de F valida en todo H y no solamente en un subespacio.

Desde el punto de vista de la homogeneizacidn, la relajacién de un funcional se puede
ver como un caso particular de I-convergencia, (dado un funcional G, la sucesién constante
de funcionales definida por G, = G, I'-converge hacia la regularizada semicontinua inferior
de G), concepto introducido por E. De Giorgi y que se encuentra relacionado con el estudio
del iimite de los puntos en los que se alcanzan los minimos de una sucesién de funcionales.
(Ver [B], [BU1], [BU2], [C S|, [DM4], [DG1], [DG2], [DG3]). En lo referente al caso de
funcionales energia como el aqui estudiado (para una topologia L?), se encuentra muy
ligado a la teoria de Formas de Dirichlet, (ver [FU], [MO]). De hecho, probaremos en el

Corolario 1.1.1, que F es una forma de Dirichlet.

Respecto a los resultados obtenidos en la Memoria, éstos se encuentra divididos en

tres secciones.

Seccién 1.1. En esta Seccién realizamos el estudio general del problema. El primer
resultado de interés que conseguimos es el Teorema 1.1.1 que pasamos a comentar.

Se define el espacio W4(§2) como el dominio de F

Wa(Q) = {u e Wh(Q): VAVue L2(Q)d} .
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Se define el espacio V' como la clausura en X x L%(Q)? de
{(u,\/ZVu) P u€ WA(Q)} .

El Teorema 1.1 proporciona la siguiente caracterizacién acerca del funcional F' y del
espacio H. |
H={ueX: 3veL*0)?con (u,v) € V},
F(u) =min{/ | v |?: (u,v) € V}, Vu € H.
Q

Esta caracterizacién constituye el punto de partida en la bisqueda de una repre-
sentacién integral para el funcional F.

Un estudio mas detallado acerca de la estructura del espacio V' conduce al Teorema
1.1.2, que constituye la principal aportacién de esa Memoria al problema planteado y que
establece la existencia de una aplicacién medible P(z), definida en {2, con valores en el
espacio de matrices de dimensién d x d, la cual no dependev del espacio X, tal que para

casi todo z € Q, P(z) es la matriz de una proyeccién y se verifica

(0.3) Fu) = /Q |Pu P ¥(u,0)€V.
Esto implica en particular que
Fu) = /Q(BVu, Vu) Vue Wa(Q)
donde B viene dada por

(0.4) B =+APVA.

Para obtener estos resultados imponemos la siguiente hipétesis (H1):

Vu € L*() existe una sucesién u, € W4(Q)
(H1)

que converge a u en casi todo.

La hipétesis (H1) es una acotacién superior para la matriz A. Esta hipdtesis, se

)dxd

satisface claramente si A € L!'(Q , ¥ de hecho es también cierta en casos atin mds

generales.



Respecto a la representacién (0.4) del funcional F' sobre W4(Q) debemos citar el
trabajo de L. Carbone y C. Sbordone ([C S}), quienes estudian la I'—convergencia en el

espacio X de una sucesién de funcionales

Fe(u) = /ﬂ Fo(e,u, V)

donde las funciones f¢(z,s,£) son funciones de Carathéodory convexas en la variable ¢ y

satisfaciendo la siguiente hipdtesis de crecimiento

0< f(=,s,€) <a(2) | € P,

con a° relativamente compacta en L'(2) con su topologia débil. Usando un resultado
abstracto debido a G. Dal Maso ([DM1}), llegan a probar la existencia de una subsucesién

de F¢ que I'—converge hacia un funcional F' que sobre W1*°()) admite la representacién

Flu) = /Q f(z,u, V)

donde f tiene una estructura andloga a la de las funciones f¢. (Obsérvese que la represen-
tacién de la I'—limite estd dada solamente sobre W*°(Q) y no sobre el espacio X.)

En el caso particular en el cual las funciones f¢ son de la forma

f6($’37€) = <A($)§a é)’

con A € L}(Q)%*4, se deduce que el funcional F' viene dado por una expresion del tipo

f(z,s,p) = (B(z)¢, &),

(no se deduce sin embargo que la matriz B se pueda expresar bajo la forma (0.4)).
Queda abierto el problema de explicitar la matriz P y el espacio H asi como saber

si la condiciéon (H1) es necesaria o si por el contrario el Teorema 1.1.2 es atn valido

cuando no tengamos ninguna acotacién superior para la matriz A, como ocurre en €l caso

unidimensional.

Seccién 1.2. Se considera aqui el caso unidimensional donde Q = (0, 1) y donde la
matriz A es ahora una funcién denotada por a con valores en el intervalo [0, +o00]. No

imponemos la hipétesis (H1).



Entre los resultados previos para este problema cabe destacar la tesis de M. M. Hamza

{H], quien considera el funcional

2

du ) )
(0'5) ﬁ’(u) = /(‘0,1) -C-l_:; dA siu €C ‘((0’ 1))
oo si w € L*((0, 1))\ C'((0, 1))

donde A es una medida de Radon en (0, 1). M. M. Hamza demuestra que la forma
cuadratica F' es cerrable en L2((0, 1)) (i.e. la envolvente semicontinua inferior de £ coin-
cide con F sobre C1((0, 1))) si y solamente si la medida A es absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue £ y la funcién de densidad de A con respecto a £
(a € L1,.((0, 1))) es tal que su inversa es localmente integrable en un subconjunto abierto
G del intervalo (0,1) y cero fuera de él. Este resultado ha sido extendido a una matriz
diagonal de dimensién infinita por S. Albeverio y M. Rockner [A R].

En nuestro caso, definimos un conjunto abierto G mediante
G={z€(0,1): 36=26(z) > 0 tales que a™! € L'(z — 6, z + 6)}.

Esto es, G es el mayor subconjunto abierto de (0,1) en el cual a~! es localmente integrable.

La representacién de F en el caso unidimensional fue obenida por P. Marcellini [M] para

w e H'((0, 1)), a € L=((0, 1)) y X = L?*((0, 1)), estableciendo la igualdad

F(u)=/Ga d

au
dz

, Yu € H'((0, 1)).

El resultado principal de la Seccién 1.2, Teorema 1.2.1 resuelve completamente el pro-
blema que nos habiamos planteado en este Capitulo en el caso unidimensional extendiendo
el resultado de P. Marcellini a todo el espacio H y no solamente a H((0, 1)), proporciona
asimismo una caracterizacién simple del espacio H y elimina la hipétesis a € L>((0, 1))
permitiendo ahora que la funcién a pueda tomar valores arbitrarios en el intervalo [0, 1].

Concretamente, el resultado establece

2
u
< +oo} ,

H:{uEXﬂWl’l(G) tales que /a
; - Jo |dz

loc
Flu) = /G ol

(0.6) .

U
:{; , Yu € H.




A diferencia de la demostracién de P. Marcellini que es constructiva, en nuestro caso
usamos la caracterizacién de F'y H dada por el Teorema 1.1.1 y mediante un argumento

de dualidad un tanto laborioso, probamos que si u € X N W1((0,1)) y \/53—: € L*}(G),

loc

entonces (u, ag—';) evV.

Seccién 1.3. En esta Seccidn volvemos sobre la hipétesis (H1) demostrando en el
Teorema 1.3.1 que se satisface siempre en el caso unidimensional bajo el supuesto de que la
funcidén a es finita en casi todo. En la demostracién de este resultado se usa el Teorema de
Stone-Weierstrass, el cual puede ser usado también en otros casos. (Obsérvese que Wa(€2)
es un dlgebra que contiene las funciones constantes y que por tanto es denso en C°(Q) si
y solamente si separa puntés.) La pregunta que surge es saber si este resultado resultaria
también cierto en el caso d-dimensional con d. > 1, en cuyo caso la hipétesis (H1) resultaria
redundante. Con el Teorema 1.3.2 probamos que la respuesta es no, estableciendo que si
Q = (0, 1)%, con d > 1, entonces existe una funcién h > 0 finita en casi todo tal que
las tnicas funciones u € W,72(Q) con hVu € L'(Q)? son las funciones constantes. La
diferencia entre el caso unidimensional y el d-dimensional se basa esencialmente en el
hecho de que una curva en R? para d > 1 tiene (al menos en general) medida cero. La
idea del contraejemplo consiste en construir la funcién h de forma que sea no finita en
cada punto de 2 con al menos una coordenada racional. Entonces, si una funcién u es tal
que hVu € LY ()4, y z1, z,, son dos puntos arbitrarios de Q, existird una curva uniendo
otros dos puntos tan cercanos como se quiera a z;, o sobre la cual Vu = 0 y por tanto
u(z1) = u(zs).

Para un trabajo posterior nos queda saber si se puede suprimir la hipétesis (H1) para

probar el Teorema 1.1.2.

Segunda Parte.

La Segunda Parte se encuentra a su vez dividida en 4 capitulos cuyo objetivo es la

homogeneizacién del problema (0.1). La organizacién de estos capitulos es la siguiente

Capitulo 2.



En este Capitulo se estudia la existencia y unicidad de solucién del problema,
—Au+ H(z,u,Vu)=0 en Q,
(0.7)
u € Hy () N L=(Q),
donde Q es conjunto abierto y acotado de R y H : xR x R? — IR una funcién de
Carathéodory.
Para establecer la existencia, suponemos
i) Para casi todo = € Q y para todo £ € R%, la funcién H(z,.,&) es derivable y existe

una constante A > 0 tal que

(0.8) | %—Ij(:c,s,f) > ), Vs €IR.

ii) Existen funciones wg,w : [0, +00) — [0, +00), crecientes tales que

(0.9) | H(z,5,8) [Swoll s ) +w(|s €I

El resultado de existencia de solucién para esta ecuacién (Teorema 2.1.1.) es debido
a L. Boccardo, F. Murat y J.P. Puel, (ver [B M P]), quienes demuestran ademds que la
solucién se encuentra acotada en H(2) N L°°(Q) por constantes que dependen sélo de
wo,w1, A y la medida de .

Respecto a la unicidad, el resultado (Teorema 2.2.1 y Corolario 2.2.1) se debe a G.
Barles y F. Murat ([B M]), quienes prueban que si junto con la condicién (0.8) se impone

la siguiente hipétesis (0.10), (la cual implica (0.9)).

(( H(z,0,0) € L*™°(Q)

H(z,.,.) es derivable e.c.t. Q,

(0.10) 3;}:{[0, +00) — [0, +00) creciente, tal que
@80 Salls DAt € ) V(o) €R XY et 0

<a(ls A+ €], V(s,6) €eR xR?, e.ct. Q,

OH
8_§(x> 576)

se tiene un Principio del Maximo: Para todo par de funciones u, v tales que
—~Au+ H(z,u,Vu) <0 en Q, u€ H(Q)NL®(Q)
— Av+ H(z,v,Vv) >0 en Q, ve HY{(Q)NL>®(Q),
u<v end, (ie(u—v)t € H}(Q)),

8



se tiene u < v en { y por tanto que la solucién del problema (0.1) es tnica.

El por qué dedicar un capitulo a probar con detalle dos Teoremas ya conocidos, se
debe al hecho de que las ideas empleadas en la demostracién de estos resultados nos
seran también de gran ayuda al tratar el Problema de Homogeneizacién para la ecuacién
(0.1). Estas ideas consisten fundamentalmente en la utilizacién como funciones test de
determinadas funciones no lineales de las incégnitas y en el caso de la unicidad también
de una cambio de variables. Con ‘esta,s ideas probaremos los Lemas 2.1.1 y 2.2.2 donde
obtendremos estimaciones que ademas de ayudarnos en la demostracién de los Teoremas

mencionados nos seran de gran utilidad més adelante.

Capitulo 3.

En este Capitulo comenzamos el estudio de los Problemas de Homogeneizacién en do-
minios con una estructura compleja, en la cual pueden aparecen gran cantidad de agujeros
¥y que en principio pueden no tener ni una forma ni una disposicién determinada. Aqui
tratamos el caso lineal (H = 0). El marco matematico es el siguiente.

Se considera un conjunto abierto y acotado 2 CIR?, ¢ > 0 una variable real que toma
valores en el conjunto numerable formado por los términos de una sucesién que decrece
a cero. Se considera una sucesién de conjuntos cerrados T¢ C R? ( que para cada e,
van a; representar una familia de agujeros), y se define la sucesién de conjuntos abiertos
Q=Q\T-

Dada f € H~1(), se trata de estudiar el problema limite de la sucesién de problemas

—Au® = f en QF,
{ u® € H}(QF).

Obsérvese que este problema tiene una tnica solucién, la cual se encuentra acotada en

(0.11)

H{j(Q°) independientemente de e. Puesto que, sin més que prolongar por cero, (lo que hare-
mos en todo el trabajo), las funciones de H} (2¢) se pueden considerar como pertenecientes
a H{}(S2), por la compacidad de la bola unidad en H () débil se deduce la existencia de
una funcién v € Hg(Q) hacia la cual converge en H}(Q) débil una subsucesién de u¢. El
problema consiste en encontrar la ecuacién que verifica la funcién u. Este problema ha sido
tratado ya por varios autores, asi, referenciamos el trabajo de D. Cioranescu y F. Murat
(ver [C M], también [K M]), trabajo que pasamos a comentar ya que el trabajo llevado a

cabo en este Capitulo 3 ha consistido en realizar mejoras del citado trabajo ([C M]).
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El trabajo de D. Cioranescu y F. Murat consiste en una adaptacién propia del método
de la energia introducido por L. Tartar, ([TA1], [TA2]). Se imponen las siguientes hipStesis
sobre los agujeros T°¢:

Existen una sucesién de funciones w* y existe una distribucién u que verifican

(H1) w* € H'(Q),

(H2) w® =0 en T¢,
(H3) w® — 1 en HY(Q),
(H4) p e Whe(Q),

( Para toda sucesién v¢ y todo v que verifican

{v‘ —v en HYQ),

v¢=0 enT¢,

(H5)

.

y para toda ¢ € D(), se tiene

o Vo V (pve) =< p, 00 > .

Facilmente, se prueba que p es una medida positiva consistente en el limite *-débil
en el sentido de la medidas de | Vw® |>. En el trabajo de H. Kacimi y F.Murat ([K
M]) se hace ya notar usando un resultado de J. Deny ([D]) que basta en realidad con
considerar p € H~1(2). Como ejemplo tipico en el cual se verifican estas hipStesis, se
puede considerar como T la unién de bolas cerradas de radio €75 cuyos centros coinciden
con los de cubos de lado 2¢ que forman un cuadriculado de IR? (ver [C M] donde aparecen
también otros ejemplos).

Los resultados mas importantes conseguidos por D. Cioranescu y F. Murat se enuncian
como sigue.

Se considera f € H™'() y u® la solucién de (0.11), entonces la sucesién u¢ converge

en H{}(Q) débil hacia la funcién u solucién del problema

—Au+pu=f en Q,
(0.12)

u € Hy(Q).

Se tiene también el siguiente resultado de semicontinuidad para la energia.

Si una sucesién v¢ € Hy(Q2°) converge hacia una funcién v en H3(Q) entonces

(0.13) /|vu|2 +(,u,v2)_<_1iminf/ Vo P
Q =0 Jo
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En el caso en que esta desigualdad es una igualdad y v € W,°(R), se tiene
(0.14) v —w — 0 en Hy(Q)

Este resultado se aplica en particular a la solucién u¢ de (0.11), para la cual es fécil
ver que se tiene la igualdad en (0.13).

El problema de la homogeizacién de (0.11), ha sido también tratado usando técnicas
de I'-convergencia. Asi, H. Attouch y C. Picard (ver [A] y [A P]) estudian el caso periédico
para casos similares a los ejemplos que se encuentran en [C M], mientras que en el caso
general ha sido realizado por G. Dal Maso y U. Mosco ([DM3], [DM M1], [DM M2]) quienes
consideran una sucesién de medidas ¢ € M?® (ver Apéndice), tales que valen infinito en T
y cero en £2¢, de forma que el problema (0.11) se puede escribir en una forma equivalente

como

{ —Au + pfu® = fen Q,
u® € Hy ()N L*(Q,du),
problema que hemos escrito asi para poder comparar con el resultado encontrado por D.
Cioranescu y F. Murat mostrando que el término extrafio que aparece en (0.12) resulta
ahora maés natural, pero que rigurosamente debe ser escrito (ya que no es cierto en el

sentido de las distribuciones) en la forma

/ Vu*Vu +/ ufvdp® = (f,v), Yo € Hg(Q) N L*(Q,du*)
Q Q
u® € Hy(Q) N L*(Q,duc),

(0.15)

El problema (0.15) es equivalente a un problema de minimizacién, de forma que el
problema de la homogeneizacién se puede reformular como el estudio de la I'-convergencia

de la sucesién de funcionales

Je(ue)____‘/glvue|2+/9,uel2d‘ue

sobre H}(Q). G. Dal Maso y U. Mosco prueban con esta técnica, la existencia de una
subsucesién de € y de una medida p € M? tal que para toda distribucién f € H~(Q), las

soluciones de (0.15) convergen hacia la funcién u solucién del problema

/ VuVu —I—/ wodp = (f,v), Yo € Hy(Q) N L*(Q,du)
Q Q .
u € Hy(Q) N L*(R, dp),

(0.16)
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Aqui los conjuntos T son completamente arbitrarios y a diferencia con el resultado
que aparece en [C M] (o el que obtenemos en esta Memoria), la medida p puede ser
infinita en algin subconjunto de €2 lo que obliga a la solucién u de (0.16) a anularse en
él. El método de la I'-convergencia necesita que el problema pueda plantearse como un
problema de minimizacién por lo que hace falta que el operador sea simétrico. Ademis,
aqui no se obtiene un resultado de corrector (i.e. una aproximacién de Vu¢ en L%(2)¢
fuerte). Recientemente G. Dal Maso y A. Garroni ([DM G]) han conseguido realizar la
homogeneizacién para el problema (0.11) reformulandoloita.mbién ba.jb la forma (0.15) pero
aplicando ahora una adaptacién original del método de la energia de L. Tartar. De esta
forma los mencionados autores han resuelto completamente el problema, no establecen
ninguna hipétesis sobre los agujeros, el operador no necesita ser simétrico, el método
proporciona un resultado de corrector. (Un primer paso en esta direccién, pero incompleto

habia sido llevado ya a cabo por S. Finzi Vita y N. A. Tchou, [V T}).

En el caso de ecuaciones de evolucién lineales, referenciamos p. €j. [C D M Z], donde
bajo las hipétesis establecidas en [C M] se realiza la homogeneizacién para la ecuacién de

ondas.

Respecto a los resultados establecidos en esta Memoria, las hipétesis establecidas
sobre los agujeros (que serdn las que se mantendrdn para el estudio del caso no lineal)
van a consistir en ciertas mejoras de las introducidas por D. Cioranescu y F. Murat y
van a significar como en su caso que los agujeros son suficientemente pequefios de forma
que desaparecen en el limite. Concretamente supondremos que existe una sucesién z¢
que converge a 1 en H'(Q) débil y tal que z¢ = 0 en T%, (hipétesis (H1), (H2), (H3)
de [C M]). Con estas hipdtesis probamos el Teorema 3.1 que es nuestra aportacién a la’
homogeneizacién de (0.11) y que establece la existencia de una sucesién w® y una medida
u verificando condiciones similares, mas generales, a las impuestas por D. Cioranescu y F.
Murat, (i.e. en nuestro caso la existencia de w® y g no se impone a priori sino que es el
resultado del Teorema 3.1). Concretamente, se siguen verificando las hipétesis (H1), (H2),

(H3) junto con las propiedades ailadidas (comparar con (H4) y (H5))

(P4) 0<w <1,
(P5) p € My(Q),
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( Para toda v¢ € H(Q°) y todo v € H}(Q) tales que
v¢ — v en Hy(Q),
(P6) 4

se verifica

v €L2(Q,du)y/ Vw Vv —)/vdu.
\ Q 2
( Para toda v¢ € H'(f), v =0 en T¢,

v¢ — 0, H'(Q) débil,
(P7)

e

se verifica

/ VwtVot - 0.
\ Ja

Obsérvese que a diferencia con los resultados mencionados de G. Dal Maso, A. Garroni
y U. Mosco, aqui la medida u es una medida de variacién acotada éo;ldicién. que es la que
nos dice que en el limite ya no hay agujeros como si puede ocurrir en el caso més general
estudiado por ellos.

Con esta sucesiéon w* y esta medida p rehacemos ahora el trabajo llevado a cabo en
[C M], (ahora p estd sdlo en MJ()), concretamente realizamos la homogeneizacién de
(0.11). Probamos que se sigue verificando (0.13) y como resultado importante a destacar,
probamos que para conseguir el resultado de corrector (0.14), basta en realidad con suponer

que v € Hy(Q2) N L>(Q). Ver Teorema 3.4 y Corolarios 3.1, 3.2.

En los Capitulos 4 y 5 realizamos el estudio del problema no lineal (0.1). Respecto
a los trabajos existentes con relacién a la homogeneizacién en dominios con agujeros para

problemas no lineales, los resultados se refieren a una ecuacién del tipo

—div A(z,Vu®)=f en QF,
0.17) {

u®=0 en 090,

donde la matriz A(z,.) satisface las condiciones habituales de monotonia y crecimiento de
orden p. Asi para el caso del p-laplaciano en dominios con agujeros distribuidos de forma
periddica, similares a los que aparecen en los ejemplos en [C M|, el problema ha sido estu-
diado por H. Attouch, N. Labani y C. Picard ([A P], (L P]) G. Dél Mé.so y A. Defra,nceschi
([DM DJ), estudian también el problema (0.17), mediante técnicas de I'-convergencia, en el
caso en que A es la subdiferencial de un funcional convexo [, %(z,V u) donde ¥(z,.) es par

y positivamente homogénea de grado p y donde ahora no se hace ninguna hipdtesis acerca
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de los agujeros. Este resultado ha sido generalizado por G. Dal Maso y F. Murat en [DM
MU], aqui A(z,.) es homogénea de grado p — 1 pero no necesariamente la subdiferencial
de un funcional convexo, el método empleado sigue las ideas que aparecen en [G DM] y
proporciona también un resultado de corrector.

El problema (0.17) ha sido también tratado por el autor [C] utilizando las mismas ideas
que las usadas en esta Memoria y bajo hipétesis similares a las utilizadas aqui referentes a
que los agujeros desaparecen en el paso al limite. El método es original y permite realizar la
homogeneizacién de (0.17) sin suponer el caracter homogéneo para la funcién A(z,.), (ver
también el trabajo de I. V. Skrypnik [SK]). Para este problema las estimaciones son mucho
mas féciles de conseguir que en el caso de la homogeneizacién de (0.1) que presentamos en
esta Memoria y muestran por tanto con més claridad en que consiste el método empleado.
El caso general en el que no se impone ninguna hipdtesis sobre los agujeros (tal y como
aparece en [DM MU]) esperamos poder realizarlo entre el autor y A. Garroni siguiendo

también las ideas aparecidas en [DM GJ.

En lo referente a la homogeneizacién para el problema (0.1), no existen resultados.
Si nos planteamos, no la homogeneizacién en dominios con agujeros, sino el caso de un

problema con coeficientes oscilantes

—div (A*Vu®)+ H(z,u*,Vu) = fen Q,
(0.18)

u® € HY(Q) N L=(Q),

con al < A¢ < BI, el problema ha sido resuelto por A. Bensoussan, L. Boccardo y F.
Murat ([B B M]). Aqui es el operador quién varia mientras que el dominio permanece fijo.
Como veremos en el Capitulo 4, el problema con coeficientes oscilantes y el problema con

agujeros expuesto aqui son en realidad muy distintos.

En la homogeneizacién de (0.1), usando los resultados establecidos en el Capitulo 2,
se demuestra que existe una subsucesién de u® que converge hacia una funcién u en Hj ()
déhil y en L*°(£2) #-débil con lo que el problema consiste en encontrar la ecuacién que
verifica la funcién wu, asi como la bisqueda de resultadoé de corrector. Los agujeros se

consideran verificando las propiedades establecidas en el Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Comenzamos estudiando como caso particular el problema no lineal cuadratico

~Aut=f+v]| Vu' > en QF,
(0.19)

u® € Hp () N L=(QF),
donde f € L>=(Q°).
Gracias al cambio de variable v = €7*° — 1, la ecuacién (0.19) se convierte en una
ecuacién semilineal con lo que el problema puede ser tratado con la teoria del Capitulo 3,
obteniéndose la siguiente ecuacién para la funcién u limite de la sucesién u¢

et —

— Au+Adu+ 1uu=f+7|Vut2 en )

(0.20) rer

u e.H(}(Q) N-L®(Q).

Ecuacién en la que cabe destacar que el término nuevo que aparece tiene una estructura
mucho mas compleja que el término pu que aparece en el caso lineal. Obsérvese sin embargo
que la no linealidad en el gradiente no ha variado y que la medida u continia siendo la
misma que en el caso lineal.

El método que nos lleva a la ecuacién (0.20) nos permite también encontrar el siguiente

resultado de corrector
€ 1 € 1
u® — ;log(l + w(e™ —1)) » 0 en H*(Q).

Contrariamente a lo que se habria podido pensar por el estudio del caso lineal (0.11)
donde wu es un corrector de la solucién. Aqui, en el caso no lineal (0.19) (y més general-
mente (0.1)) wu no es un corrector.

Esto, debe contrastarse con el caso donde el problema con agujeros (0.1) es reem-
plazado por el problema con coeficientes oscilantes (0.18), donde A. Bensoussan, L. Boc-
cardo y F. Murat, prueban que el corrector continta siendo el mismo que en el caso lineal,
lo que nos muestra que los problemas (0.1) y (0.18) son en realidad bastante diferentes.
K

Para (0.18) se prueba que la sucesién | V u¢ | converge en L'(£2) débil, lo cual no ocurre

en el caso del problema con agujeros que estamos considerando.
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Capitulo 5.

En este Capitulo, tratamos de generalizar los resultados obtenidos para el problema
(0.19) al caso més general (0.1). El resultado fundamental que se establece en esta Memoria
es el siguiente. |

Se considera una sucesidn §2¢ de conjuntos abiertos contenidos en un conjunto abierto y
acotado fijo { verificando las propiedades antes mencionadas (H1), (H2), (H3), (P4),..,(P7).

Se considera H : @ xIR xIR? — IR una funcién de Carathéodory tal que para casi todo
z € Q la funcién H(z,.,.) es derivable y se verifica

i) Existe una constante A > 0 tal que se tiene

aH($7 S7 5)

5 > X ect. Q. V(s,8) €R xR?
S

ii) Existe una funcién creciente I' : [0, +00) — [0, +00), tal que para casi todo z € Q,

se tiene

on
Os

oOH OH
.—3;(16, 51,61) — a—s(w, 52,62)

OH
(IIJ, 0, 0)7 '56—(1;’ 07 0) € LOO(Q)

< T(] s1 l._+|32 DA+ & 1P+ &) | s1—s2
A+ G+ ED] b -6 )

O0H O0H
l_é—g(xasl)é-l) - _a?(x1323‘€2)

| ST s+ s DA+ G I+ D ls1—s2 ]+ & =& ).
(Esta hipétesis es mas fuerte que (0.10) y por tanto que (0.9)).

Entonces existe una subsucesién ¢’ de € y existe una funcién G : Q xR — IR tales que

a) Para casi todo z € Q la funcién G(af:, .) es una funcién continua, (de hecho local-
mente Holdériana), creciente y verifica G(z,0) = 0. |

b) Para todo s € IR la funcién G(.,s) € L=(Q, du).

Para toda funcién f € L(R), la solucién u¢ del problema (0.1) (correspondiente a
¢') converge en H}(S2) débil, en W, P(Q) fuerte con 1 < p < 2y en L°(€2) *-débil hacia la
funcién u, dnica solucién del problema

—Au+ G(z,u)p + H(z,u,Vu)=f en Q
{ u € Hy ()N L*°(Q).
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En realidad, en nuestro trabajo mostraremos que la funcién f puede ser sustituida por
una sucesién f¢ € H™1(Q¢) + L'(Q°) que converja a f € H1(Q) + L*() en el siguiente
sentido, (ahora no estd garantizada la existencia de solucién para el problema (0.1), pero

la supondremos, ya que estamos interesados sélo en el paso al limite).

Vo© € H}(Q) N L=2(QF), v — v HY(Q), v¢ acotada en L=(R),
se tiene (f€,v¢) — (f,v),

(no es la convergencia fuerte, pero est4 cerca). En particular, se puede tomar en lugar de

f € L*(Q) un término f(z,u*,Vu¢) con f(z,u,Vu) <C(1+|Vu‘|*)con0<a<2.
El otro resultado importante, con relacién al corrector es el siguiente:

Sea €', la sucesién definida en el Teorema anterior que para simplificar la notacién
vamos a denotar por € y sea K C Q un conjunto compacto fijado. Para cada s € IR, se fija
una funcién u, € H}(Q) tal que u, = s en K y | u, |< s en casi todo €.

Parae > 0y n €N, definimos la aplicacién P¢ : @ xR — IR? por Pi(z,s) = Vus ,(z),

con u§ , solucién del problema

€ € € € . €
— Aug , +nug , + H(z,us’n,Vus’n) =nu, en Q°f,

(0.21)
ugn € Ho(Q2°) N L(QF).

Entonces, si u¢ es la solucién del problema (0.1), existen unas constantes C' y ! que
dependen de forma creciente de || u || () tales que:

Para toda funcién ¢ = 37" |, cixr; donde ¢; ERy | ¢i |<|| v |[r=(0), 1 ¢ < my los
conjuntos R; C 2, 1 <1 < m forman un recubrimiento de K por conjuntos cerrados tales

que para todo 1 <7,7 < m con ¢ # j se tiene u(R; N R;) = 0. Se verifica

Nn— 0o €—0
Cu(K)-7 —|d
< Cu(K) (/Alu P | u)

En realidad, nuestro interés serfa poder reemplazar la funcién ¥ por u con lo que

lim sup lim sup | Vut = Vu— P(z,9) |?
(0.22) "

1
T

tendriamos que Vu + Pf(z,u) es una buena aproximacién en L*(K)¢ de V u, esto no
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es posible ya que no sabemos que la funcién Py sea de Carathéodory. Sin embargo, para
funciones escalonadas se tiene la igualdad Pg(z,%) = Y iv, Pi(z,c¢i)xr; con lo que todos

los términos en (0.22) estdn bien definidos.
La exposicién de estos resultados estd organizada como sigue.

En la Seccién 5.1, consideramos una sucesién u€ solucién de (0.1) que converge
Hi () débil y en L*°() *-débil hacia una funcién u. Aunque, como los resultados del
Capitulo 4 indican, la sucesién w®u no es un buen corrector para u¢, veremos, comparando
estas dos sucesiones, que la sucesién u® conserva algunas de las propiedades de la sucesién
w¢, (esta es la idea principal del método: comparar con el corrector del caso lineal para
ver que propiedades de éste siguen aun verificindose). Asi, probamos que u® converge a u
en WyP(Q) fuerte para 1 < p < 2 y que bajo el supuesto de que la sucesién | V (uf —u) |2‘
converge en el sentido *-débil de las medidas, (lo cual es siempre cierto, al menos para una
subsucesién), su limite es una medida absolutamente continua con respecto a la medida
p. Esto ultimo nos llevard aplicando el Teorema de Radon-Nikodym a que la funcién u

verifica la ecuacién

{ —Au+ Ep+ H(z,u,Vu)=f
u € HY(Q) N L™®(Q),

donde E € L*°(£2,dp). Esto constituye el Teorema 5.1.2.

En la Seccién 5.2, probamos, bajo las mismas condiciones de la Seccién 5.1, la
existencia de una sucesién @ tal que se verifica @u > 0, | u¢ |<| u | en casi todo Q y que
%€ — u® converge a cero en HJ () fuerte, lo que nos va a a permitir establecer que todas
las constantes que aparecen en las distintas estimaciones cbtenidas en la Seccién 5.1 se

pueden suponer dependientes solamente de || u || e (q)-

En la Seccién 5.3 consideramos otra sucesién v¢ que verifica una ecuacién aniloga a
la de la sucesién u® con un segundo miembro ¢ y tal que converge hacia una funcién v en
Hj () débil y en L>(£2) *-débil. Siguiendo las ideas que aparecen en [B M] y comparando
con la sucesién w*(u — v) de una forma similar a como se hizo en la Seccién 5.1 donde

comparabamos u® con w®u, llegamos al Lema 5.3.1 que establece la existencia de unas
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constantes M y ! que dependen de forma creciente de J = maz{|| u ||z=(q), || v ||lz=(@)},

tales que para toda funcién ¢ € H(Q) N L>®(), ¢ > 0, se tiene

/ | V (uf — v —u+v)|?
Q

1-4 }
< ([ 1vurten) ([1u-vid) +o,
Q Q

donde o(1) es una cantidad que converge a cero con e¢. Este Lema es esencial, pues de él
se va a deducir el resultado de corrector y ademds nos va a implicar que si la funcién v

verifica una ecuacién andloga a la de la funcién u
{ —Av+ E'p+ H(z,v,Vv)=g
v € H} (Q)N L>(Q),

entonces existen unas constantes N y ¢ positivas que dependen de forma creciente de J,

tales que para todo conjunto de Borel A C Q se tiene

/A|E—E,|dﬂSN#(A)1_%(/S)}u—ﬂdp) ,

resultado que implica que la funcién E sélo depende de los valores puntuales de la funcién

af=

u y por tanto que se debe tener la representacién E = G(z,u).

En la Seccién 5.4 establecemos (Teorema 5.4.1) que toda funcién de H} ()N L*°()
es limite de una sucesién de funciones que verifican problemas andlogos a (0.1). Este
resultado es también bésico ya que nos permitird definir el corrector y definir los valores
de la funcién G(z,.) en todo punto, (en principio, con el Lema 5.3.1, sélo podriamos
definir G(z,s) para s € IR tal que existe una funcién u limite de problemas del tipo (0.1),

verificando s = u(z).)

En la Seccién 5.5 usamos los resultados anteriores, (esencialmente el Lema 5.3.1, el
Teorema 5.4.1 y la definicién de la funcién E dada en el Teorema 5.1.2) para probar la
expresién de la ecuacién limite (Teorema 5.5.1). Aqui definimos la sucesién €’ y la funcién
G(z,s).

En la Seccién 5.6 probamos la unicidad del problema limite asi como que la funcién

G(,.) es creciente y verifica G(z,0) = 0, (lo cual nos dice en particular que G(z,s)s > 0).
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Por 1ultimo, en la Seccién 5.7 se utilizamos el Lema 5.3.1 y el Teorema 5.4.1, para

establecer el resultado de corrector anteriormente expuesto. -

Entre los problemas abiertos destacamos.

- Saber si en el Teorema 5.5.1 es necesario extraer la subsucesién €’ (ya extraimos una
en el Teorema 3.1) para realizar la homogeneizacién de (0.1) o si por el contrario la funcién
G es la misma para toda la sucesién.

- Estudiar la dependencia de la funcién G respecto a la funcién H y a la sucesién de
dominios 2. Obsérvese que en (0.20) la funcién G es

et —1

yert

G(z,s) =

b

que depende s6lo de H pero no de la sucesién QF, Ya, que es siempre la misma indepen-
dientemente de p. Esto parece dificil que ocurra en el caso en G dependa también de la
variable  ya que en principio no sera continua con respecto a esta variable, con lo cual no
podemos esperar que sea medible para cualquier medida .

- Estudiar si existen una sucesién de funciones de Caratheodory P¢: Q x IR — RY de
forma que el resultado de corrector presentado en (0.22) pueda en realidad escribirse bajo

la forma

lim sup/ | Vu® ~Vu — P(z,u) |>=0, V compacto K C Q.
K .

€—0
- Realizar la homogeneizacién de (0.1) sin necesidad de establecer ninguna hipdtesis

acerca de los agujeros, siguiendo las ideas presentadas en [DM MU} y [DM G].
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Primera Parte.

Relajaciéon de Funcionales

no Coercivos y no Acotados.
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Capitulo 1.

Relajacion de un

Funcional Cuadratico

no Coercivo.

En este Capitulo se va a estudiar la relajacién del funcional F(u) = [((AVu, Vu) en
una topologia de tipo LP(§2) donde A es una aplicacién valuada en las matrices simétricas
semidefinidas positivas, no necesariamente coerciva. El problema se encuentra estrecha-
mente relacionado con la minimizacién de un funcional del tipo F(u) + [, g(u), donde ¢

es tal que existe una constante a > 0 tal que g(u) > o | u |P.

1.1. El Problema d-dimensional.

Sea una conjunto abierto y acotado Q C IR?, A una funcién medible definida en 2, con
valores en el espacio de las matrices simétricas semidefinidas positivas. El objetivo de esta
Seccién consiste en encontrar una representacién integral de la regularizada semicontinua

inferior F del funcional F' definido por o
Jo(AVu,Vu) siue Who(Q)
F(u) = ,
; +00 siu € X\ Whe(Q)
donde X representa cualquiera de los espacios LP(Q2) o L} (), 1 < p < 000 C°() o
co(Q).
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Nétese que es equivalente considerar la topologia fuerte o la topologia débil en el
espacio X. En realidad F' es un funcional convexo y por tanto el epigrafo epi(F) de F' es el
menor subconjunto convexo y cerrado de X xIR que contiene a epi(F'), recordando que los
‘conjuntos convexos y cerrados son los mismos para la topologia fuerte y para la topologia

débil se tiene la equivalencia.
Definicion 1.1.1. Sea Wa(Q) el espacio definido por
Wa(Q) = {u e Whe(Q): VAVu e LZ(Q)”’} .
Sea H el conjunto definido por
H={ueX: F(u) < +oo} = dom(F).

Estamos también interesados en la caracterizacidn de H ya que va a ser el espacio donde
F se encuentra definida de forma natural.

Sea V el espacio definido como el cierre en X x L*(Q)? del espacio vectorial
{(u,\/ZVu) L ue WA‘(Q)},

(considerar la topologia fuerte o la topologia débil en X conduce al mismo resultado por
los mismos argumentos que antes).
Sean w1 y T2 las proyecciones de X x L2(Q)? sobre X y L*(Q)? respectivamente.

Para todo u € (V) consideramos Vi, como el espacio definido por
Vu={veL*Q)*: (u,v)eV}.

Puesto que
Vo = ma(({0} x IAQ)H V)
y 72 es un isomorfismo de {0} x L?(2)? sobre L2(02)?, se deduce que V; es un subespacio -

vectorial, cerrado de L2(Q)<.

Observacién 1.1.1. Si (u,v) € V entonces V,, es el espacio afin v + Vj.

El siguiente Teorema conduce a una primera caracterizacién de H y F.
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Teorema 1.1.1. Se tiene
H=m{V)={ueX: IveL*(Q)* con (u,v) e V}.

Dados u € H y w € V,,, se tiene

(1.1.1) F(u)zmin{/ﬂtwﬁz wEVu}=min{/Q|7I)+v|2: veVo}.

Demostracién. Sea u € m1(V). Gracias a la definicién de V, para todo w € V,

existe una sucesién u, € W4(Q) tal que

Up, —uen X
VAV u, = wen Lz(Q)d.

Por tanto

F(u) £ lim / I\/ZVunlzz/ | w [*< +o0
n—oo Q O

lo que prueba que
(1.1.2) m(V)CH
Y que
(1.1.3) F(u) < inf {/s; | w|?: (u,w) € V} , Yu e m(V).
Inversamente, si u € H entonces F(u) < 400 y por tanto
F(u) = inf {%gffﬂ | VAV u, |2 {un} C Wa(Q), un — u en X};
de hecho, podemos tomar una sucesién u,, € W4(Q) tal que
(1.1.4) Fu) = nli_x}go/ﬂ | VAVu, |>.

Ahora, la sucesién VAV u,, estd acotada en L*(Q)?¢ y por tanto, por el Teorema de
Compacidad débil existe & € L?(2) tal que (extrayendo una subsucesién si es necesario)
VAV u, converge a w en L*(€2)% débil. Esto implica que

(tn, VAV up) — (u, @) X(fuerte) x L2(€2)%(débil),
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i.e. (u,w) € V, lo que prueba la inclusién
(1.1.5) H cm(V).
De (1.1.2) y (1.1.5) se deduce ahora la primera afirmacién del Teorema 1.1.1, i.e.
H =m(V)

Usando el hecho de que el funcional || w IIZL’(Q)‘ es semicontinuo inferiormente en

L2(Q)? débil, se deduce también que
/ | % < lim / | VAV u, |*= F(u),
Q nTeeJa

lo que junto con (1.1.3) prueba que

/Qllblz=min{/glwlzz weVu}-:F(u), Vu € H,

Lo que acaba la demostracién del Teorema 1.1.1. g

Observacién 1.1.2. El minimo en (1.1.1) se alcanza en un vnico elemento w,, ya

que || w ”%2(9) es un funcional estrictamente convexo.

Observacién 1.1.3. Hemos probado también que para toda sucesién u, que satisface
(1.1.4) se verifica
” \/Z V Unp “LZ(Q)d—-)” Wy ”Lz(g)d;

i.e. la convergencia fuerte de v/A V u, hacia w, en L2(Q)? fuerte.

Proposicion 1.1.1. Sea u € H, se considera w, como el inico elemento de Vi tal
que F(u) = [, | wy |*. Entonces para todo S € WH™(RR) se tiene que
S(u)e H

(1.1.6) F(S@) = [ S fua .

Demostracién. Comenzamos notando que el minimo en (1.1.1) se alcanza en w, si

y sélo si w, verifica
(1.1.7) / w,v =0, Yv € V.
Q

25



Ficilmente, se ve que S(u) € H y que se tiene S'(u)V, C Vg(u), lo que en particular
implica que S'(u)wy € Vs(y). Ahora, puesto que la diferencia entre dos elementos de Vs(u)

pertenece a Vj, se tiene que para todo elemento v € Vj se verifica
S'(u)v = §'(u)(wy +v) — §'(u)wy € Vo.

Para probar la representacién de F((S(u)) que se da en (1.1.6) debemos probar (de la

misma forma que para w,) que se tiene

/ S'(w)wyv =0, Yv € Vs,
Q

lo cual es evidente usando que para v € V, S'(u)v € Vg y (1.1.7). g
En relacién con las formas de Dirichlet se tiene el siguiente resultado. (Vease [FU],

[MOY)).

Corolario 1.1.1. El funcional F es una forma cerrada en X que se anula para las
funciones constantes. La Proposicién 1.1.1 prueba que de hecho, (para X = L%(Q)) F es

una forma de Dirichlet en Q.

Corolario 1.1.2. Para todo u € H, v € Vy y R € L™(R) se tiene que R(u)v € 1.

Demostracién. Sean v € H, v € V5 y R € L*(R). Hemos visto en la demostracién
de la Proposicién 1.1.1 que para todo S € Wh*°(IR), se tiene S'(u)v € V;. Tomando
S(s) = [, R(t)dt se deduce el Corolario 1.1.2. g

El objetivo ahora, va a consistir en realizar un estudio més profundo del espacio ¥,

que conducird a una representacién més explicita del funcional F que la dada por (1.1.1).

Lema 1.1.1. Para todo v € Vj existe una sucesidn u, € WA(Q) tal que

(1.15) { un 0 en LY

VAV u, — v en L3(Q)%.

Demostracién. Sea v € Vj, por la definicién de V existe una sucesién z, € Wa(92)

que verifica

zn—0en X
VAV z, — v en L¥}(Q)%
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Sea k > 0, puesto que (A V z,,, V 2,,) es una familia de funciones equiintegrable, existe

una constante dx > 0 tal que
1
/(AVzn, Vi) < =
s k

para todo n € IN y para todo conjunto medible S C Q con £(S) < é.
Por otra parte, puesto que la convergencia fuerte en X implica la convergencia en

medida existe una subsucesién z,, de z, tal que £(St) < 6k, donde
Sk={ze€eQ:|zy |>1/k},

podemos también suponer que z,, satisface la desigualdad

1
” \/ZV Zp, —V ”Lz(g)d< Z

Definiendo ujr como
uk(z) = T1 (24, )(2),

la desigualdad | ur(z) |< 1/k nos da la convergencia a cero en L>®°(Q) fuerte. Se tiene

adema3as

\/ZVuk = XQ\Sk\/ZVznk = \/ZVznk ——ng\/ATVznk.

Ahora, de que £(S;) < i se deduce

/ <sznka Vi) < '];
S k

y por tanto
” \/ZVuk —-v ”Lz(g)d S” \/ZVznk —v lle(Q)d
2

+ ” Xsk\/zvznk ”L"'(Q)d< T

lo que prueba el Lema 1.1.1. g
Observacion 1.1.4. El Lema 1.1.1 prueba que el espacio Vp no depende de X.

Para continuar con el estudio de Vy vamos a necesitar establecer la siguiente hypétesis,
que basicamente consiste en una acotacidén superior para la matriz A, la cual se verifica

evidentemente si 4 € L(0)*x¢
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Para toda funcién u € L%°(Q2) existe una sucesién u, € W4(Q)
(H1)

que converge en casi todo hacia u

Observacién 1.1.5. Veremos en la Seccién 1.1.3 que en dimension 1, la hipétesis
(H1) se verifica siempre bajo el supuesto de que la matriz A es finita en casi todo, (cosa
que estamos supbniendo a lo largo de toda esta Seccién). Veremos también que este no es
el caso para dimensiones superiores a 1. En realidad, en dimension 1 haremos el estudio
de F suponiendo que la matriz A (que ahora serd una funcién real) puede tomar el valor

infinito y no necesitaremos ninguna acotacién para la matriz A.

Lema 1.1.2. Supongamos que se verifica (H1) y sea v € Vj. Entonées, para toda
funcién r medible, definida en 0 y con valores en R tal que rv € L2(Q)?, se verifica que
rv € V.

Demostracién. Sir € W4(f), entonces el Corolario 1.1.1 nos dice que rv € V}
tomando u = r y S la funcién identidad en [R.

Si ahora r € L*°(Q2), entonces usando (H1), existe una sucesién 7, € Wa(Q) que
converge a 1 en casi todo. Tomando m =|| r ||L°°(QS ¥ o = T(Fy) se deduce de lo ya
probado que r,v € V; y que (gracias al Teorema de Convergencia Dominada) converge
hacia rv en L*(Q)? fuerte. Puesto que V; es un subespacio cerrado en L*(Q)?, se deduce
que rv € V.

En el caso en que 7 es s6lo medible y rv € L%(Q?), se concluye igual que antes tomando

rn € L*°(Q) tales que para casi todo = €  se tenga

ra(z) = r(z), |ra(z)|<L]r(2)]
y usando el Teorema de Convergencia Dominada como antes. g

Observacién 1.1.6. De la demostracién del Lema 1.1.2, se puéde pensar en reem-
plazar la hipétesis (H1) por la hipdtesis, en aparencia més general, de la densidad en medida
del conjunto de funciones de la forma R(u), donde v € H y R € L>°(Q2). Esta hipétesis
es sin embargo equivalente a la hipétesis (H1) ya que para toda funcién S € WH°(R) y
para toda funcién u € Wa(Q) se tiene que S(u) € Wa(Q) y de aqui es ficil construir para
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toda funcién u € H y para toda funcién R € L°°(£2) una sucesién de funciones de Wa(2)

que convergen a R(u) en medida.

Lemma 1.1.3. Supongamos que se verifica la hipdtesis (H1). Siv € V,, entonces la
funcidn 9(z) = N(v(z)) pertenece también a Vj.

Donde N :IR? — IR? es la funcién definida por

0 siA=0
1.1.10 N(A) =
( ) ) |—f‘\| siA#0

Demostracién. Basta aplicar el Lema 1.1.2 con

1 .
T'= T7Xv#0- 1

|v]
Definicién 1.1.2. Sea {w,} un conjunto numerable y denso en Vy con la topologia

de L2(Q)?. Para casi todo x € Q se considera

T(z) = span({wa(2)}),

(i.-e. T(x) es el subsepacio vectorial de R? generado por el conjunto {wy(z): n €IN}). Se
definen también las matrices Q(x) como la proyeccion de R? sobre T(z) y P(z) =1-Q(z)

como la proyeccién ortogonal de IR® sobre T(z)*.

Observacién 1.1.7. El espacio T(z) se encuentra definido para todo punto z € Q |
que sea un punto de Lebesgue para todas las funciones w,, n € IN, y por tanto se encuentra
definido en casi todo 2. Lo mismo serd cierto para las matrices P(z) y @Q(z). En realidad
lo que querriamos, seria definir 7(z) como el subespacio vectorial de R? generado por las
funciones w(z) cuando w € V,. Desafortunadamente esta definicién no es correcta ya que
debemos excluir los puntos z tales que existe una funcién w € V; para la cual z no sea
un punto de Lebesgue lo que significa excluir una unién no numerable de conjuntos de
medida nula que en principio no tiene por qué tener medida nula (ni tan siquiera por qué
ser medible). Esta es la razén de la introduccién del conjunto numerable {wy}.

Probaremos que la multiaplicacién T(z) no depende del conjunto numerable {w,}

(Lema 1.1.4) y que las matrices P(z) y Q(z) pertenecen a L>°(Q)?*? (ver comentario
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después del Lema 1.1.6). Obsérvese también que T(z), P(z) y Q(z) no dependen de X,
ya que Vp no depende de X.

La multiaplicacién T'(z) y la matriz P nos van a carecterizar el espacio V; y el funcional

F (ver Teorema 1.1.2).

Lema 1.1.4. La aplicacidn T no depende del conjunto numerable {w,} salvo en un
conjunto de medida nula.
Demostracién. Sea {w! } otro conjunto numerable y denso en V; y sea la aplicacién

T' definida como
T'(z) = span({w,(z)}).

Para toda funcién w} existe una subsucesién {wx, } del conjunto numerable {w,} que
converge puntualmente a wj excepto en un conjunto Z; de medida nula, lo que implica
que si ¢ € Z;, wi(z) € T(z), ya que T(z) es un espacio de dimensién finita y por tanto
cerrado y por tanto que se tiene T'(z) C T(z) para todo z € 2\ Z’, donde Z' = U2, Z;
es un conjunto de medida nula. De la misma forma existird un conjunto Z de medida nula
tal que T'(z) C T'(z) para todo z € £\ Z. Esto es, se tiene la igualdad T(z) = T'(z) para

todo punto = que no pertenezca al conjunto de medida nula Z U Z'.

Lema 1.1.5. Supongamos que se verifica la hipdtesis (H1). Entonces ezisten fun-
ciomes 8y, +-,84 € Vo y una funcidn medible ¢ : @ — {0,---,d}, tal que para cast todo
z € ) se tiene

1) si(z) =0 para todo k > g(z)

i) {s1(z), - -,s84(x)} es una base ortonormal de T(z)

Demostracién. Sea {wy} el conjunto que define la multiaplicacién T. Se define

y1 = N(w;)

y para todo n > 1 se toma
| n—-1
Yn = N (wn - Z(wn, yi)yi)
=1
donde N se encuentra definida por (1.1.10).
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Entonces, para casi todo z € Q2

span({yn(2)}) = span({wn()})

¥ {yn(z) : yn(z) # 0} es una base ortonormal de T'(z).

En la definicién de y,, cada término de la forma (w,,y:)y; pertenece a L2(R2)? ya que
| (wn,yi)yi |<|] wn | en casi todo, con lo que usando los Lemas 1.1.2 y 1.1.3 se puede probar
por induccién que y, € V.

Vamos ahora a reordenar los conjuntos y;{(z) en casi todo z € Q de forma que los
primeros elementos sean no nulos. Con esta idea, definimos K?, con i € {1,---,d}, n €IN
como el conjunto de puntos z € ) para los cuales y,(z) es exactamente el i-ésimo elemento
no nulo de la sucesién {yn(2)}.

Las funciones K} son medibles. Para verlo, sea S; el conjunto medible S; = {z € Q:

y;j(z) # 0}. Entonces la funcién [,, definida por

n

In(z) = Z xs; ()

i=1

es medible y nos da el nimero de enteros j € {1,---,n} tales que y;(z) es no nulo. Nétese

que

l.(z) € {0,---,d}

para todo n €N y para casi todo z € Q.
Parai € {1,---,d} sea C! el conjunto medible definido por

Ci={zeq: I,(z)=1)}.
El conjunto C% N S, es medible y coincide con K. Nétese que
K:NK! =0 paran#m.
Para 1 <@ < d se considera la funcién s; definida por
oo
si= Y yn(®)xki-
n=1
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Las funciones s3,--+,s4 satisfacen claramente los requerimentos (i) y (ii) del Lema

1.1.5. Falta probar que para todo ¢ con 1 <7 < d, s; € V. Para m €IN, se define

si"(2) = Z yn(2)x K (2),

el Lema 1.1.2 implica que s € V; y se tiene

” si——s?‘ I|i2(9)s./g Z XK;"(J:):@( U K;) — 0

n=m++1 n=m-+1

cuando m tiende a infinito, por ser  acotado. Esto significa que s; es limite en L?(Q) de

funciones de Vy y por tanto se encuentra en Vp. g

Lema 1.1.6. Supongamos que se verifica (H1). Entonces, para toda funcidn v €
L*(Q)?, la funcién Qu pertenece a V.

Esto prueba en particular que @) y por tanto P son son funciones medibles ya que se
tiene que Qe € V, para todo vector e € IR?. De hecho P y Q pertenecen a Le(Q)4*d ya
que

| P(z) |=sup {P(m)v : v elRY, | v |< 1} <1, ec.t.x €l

Demostracién. Se tiene

Puesto que (v, s;)s; € L*(Q)¢, el Lemma 1.2 implica que (v, s;)s; y por tanto Qv
pertenecen a Vj. g
Estamos ahora en condiciones de dar una caracterizacién del espacio Vy y una repre-

sentacidon de F'.

Teorema 1.1.2. Supongamos que se verifica (H1). El espacio Vy estd caracterizado

por

(1.1.11) Vo= {veL*(Q)?: v(z) € T(z) e.c.t. z € Q}.
Siu € H entonces

(1.1.12) Fu) = /Q | Pv|? Yo tal que (u,v) € V.
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Observacién 1.1.8. Si vy, v; son tales que (u,v1),{u,v2) € V, entonces
Pv; = Puv,.

En realidad, se verifica que v; — v € Vj y por tanto Q(v1 — v2) = v1 — v2, con lo que
se tiene

Pvl = (I— Q)v1 = (I-—Q)’Ug = Pvz.

Observacién 1.1.9. En el caso en que u € W4(Q) podemos tomar v = vVAVu en
(1.1.12) con lo que usando la simetrfa de la matriz P y v/A, asf como la igualdad P? = P,

se tiene

| PVAV u [*= (VAPVAVu,Vu), Yu € Wa(9).
Se tiene por tanto la siguiente representacién integral de F(u)
(1.1.13) F(u) = /Q(B Vu,Vu) con B=+vAPVA.
Demostracién. Se define el conjunto S como
S ={veL*Q)?: v(z)eT(z)ect. z e}

el cual pretendemos probar que coincide con el espacio Vj.

Del Lema 1.1.6, se deduce que
S=QScV.

Reciprocamente, si v € Vp, entonces existe una subsucesién wg, del conjunto nume-
rable {w,} considerado en la Definicién 1.1.2 que converge a v en L*({2)? fuerte y en casi
todo. Como el espacio T(z) es cerrado, se deduce que v(z) € T(z), lo que prueba la
primera parte del Teorema.

Sean ahora u € H y v € L%(Q)? tales que (u,v) € V. De (1.1.1) se tiene
F’(u):min{/ |v+w | wEVO}.
Q
Pero, para todo elemento w € V; se verifica

[v—-Qui|<|vt+uw]| ect. 2€Q
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gracias a la definicién de Q. Como —Qv € Vj, se tiene

Fu)= [ 1o-quP= [ 1P,

lo que termina la demostracién del Teorema 1.1.2 g

Terminamos la Seccién con el Teorema 1.1.3, el cual es bien conocido en la Teorfa de
formas de Dirichlet y que da una caracterizacién acerca de cuando sé verifica la igualdad
Vo = {0}. (i.e. cuando P es la matriz identidad y por tanto cuando el funcional F' coincide

con F' en W4 (R2).)
Teorema 1.1.3. Se considera el operador lineal no acotado
3 : Wa(Q) c L}(Q) — L (Q)?

definido como

Pu = \/ZVU.

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) Vo = {0}.
b) ® es un operador cerrable.
¢) El dominio del operador traspuesto de ®, D(®*) es denso en L*(Q)%.
Demostracién. (Ver [G] p.p. 54-57, [K] p.p. 164-171) Como consecuencia del Lema
1.1.1, V, es independiente del espacio X, y por tanto, lo podemos definir como el conjunto

de funciones v € L?(02) tales que existe una sucesién de funciones u, € Wa(Q) tales que

u, — 0, en L%(Q),
(1.1.14)

VAV u, — ven L}(Q)%

Por tanto, si Vo = {0}, se deduce que para toda funcién v € L*(2)? tal que existe una
sucesién u, € Wa(Q2) verificando (1.1.14) se tiene que v = 0, lo que es equivalente a que
el operador @ es cerrable. i.e. se tiene que la igualdad a) es equivalente a b).

Ahora, para probar que b) is equivalente a ¢) hacemos notar que la hipétesis (H1)
implica que W4(Q) es denso en L?(2) lo que permite definir * y gracias a que L%(Q) y
L%(Q)? son ambos espacios reflexivos, se tiene que ® es cerrable si y sélo si D(®*) es denso

en L2(Q)%. ¢
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1.2. El Problema unidimensional.

En el caso unidimensional vamos a caracterizar completamente el espacio H y la
matriz P. Suponemos en esta Seccién que {2 es el intervalo (0, 1) y que a es una funcién
medible, definida en (0, 1) con valores en el intervalo [0, +0o]. Nétese que esta hipétesis
es mas general que la establecida en la Seccién 1.1, la cual implicarfa que la funcién a es
finita en casi todo (0, 1) mientras que aqui admitimos el caso en que a(z) = 400 en un
subconjunto de (0, 1) con medida de Lebesgue estrictamente positiva. Como es habitual,
se establecen los convenios (para expresiones valuadas en [0, +o00]) |

1
— =0,

1

En esta Seccidon no suponemos que se satisface la hipdtesis (H1). Probaremos de
hecho en la Seccién 1.3 que la hipdtesis (H1) se satisface siempre bajo el supuesto de que

la funcién a es finita en casi todo (0, 1).
Deﬁnicién 1.2.1. Sea G el conjunto definido por
G={ze(0,1): 38(z)> 0 tal que 1/a € L*(z — §(z), = + é(x))}.
Sea S el conjunto medible definido por (

S={ze(0,1): a(z) < +oo}.

Observacién 1.2.1. Nétese que G es un conjunto abierto y que 1/a € L}, (G), de
hecho G se puede definir como el mayor conjunto abierto sobre el cual la funcién 1/a es

localmente integrable.

Teorema 1.2.1. El espacio H estd caracterizado por

izi
dz.

2
< +00}

H:{UGXHWIIO’CI(G): /a
’ G

y para toda funcidn u € H, F(u) se puede calcular como

2

@
dz

b

(1.2.1) F’(u):/Ga

35



Demostracién. Supongamos que £(S) > 0. Si no, la funcién a{z) = +o0 en casi todo
(0, 1) y el Teorema 1.2.1 es trivial: F((u) = +o0 para toda funcién u € X no constante y
F(u) = 0 si u es constante.

Se considera el espacio H definido como

H={u€XﬂW,lo’cl(G): /a iii
G d:l:

2
< +oo}

asi como el funcional F definido sobre X por

2
siu€H

Flu) = /G =

dz
+o0 siue X \H.

Vamos a probar que el funcional F es semicontinuo inferiormente. Una vez lo hayamos

hecho, la desigualdad
F(u) < F(u), Vu € X,

implicara la desigualdad

Fu)<F(u), Vue X

y por tanto

(1.2.2) HcH
y
2
(1.2.3) / a du < F(u), Yu € H.
G dl’

Para probar que F es semicontinua inferiormente, consideremos una sucesién u, con-

vergiendo hacia u en X fuerte. Si F(u,) converge a infinito entonces claramente se tiene
F(u) < liminf F(up,).
n
S1 no, entonces existe una subsucesién u,, de u, tal que

liin}-(unk) = liminf F(u,) < 400,

36



y por tanto, para k suficientemente grande, se tiene que u,, € H y puesto que

hm /

podemos suponer (extrayendo otra subsucesién si es necesario) que existe v € L*(G) tal
que

u»nk

<+oo

dun
Nz ka — v, LX(G) débil.

Gracias a la definicién de G, se verifica que 1/y/a € L} (G) y por tanto, dada ¢ €
D(G), se tiene que

—% € LX(G),

du,, du,, ¢ @
LEe= g - L

Por otra parte, puesto que u,, converge a u en X y por tanto en el sentido de las

por lo que se tiene

distribuciones en (0, 1), y en particular en G, se tendrd también que

/ dup, - (du \
G dx (P dl' b ‘P D’(G),D(G)?
lo que implica que

du v 1
P € Li,.(G).

Como v € L*(G) y 1/y/a € L}, (G), esto implica que u € W1 (G) y gracias a que se
tiene [, a | g—’zi | < +o00; se deduce que la funcién u € ‘H

Ahora, puesto que la norma || . ||12(G) es semicontinua inferiormente en L%(G) débil

se tiene \
Fa=[a|F| = [ 1P
G
< hm/ dunk

lo que demuestra que F es semicontinua inferiormente

du
dz

= liminf F(uy,),

Para completar la demostracién del Teorema, basta probar que para todo u € H, el
par

(u, Va ﬂXG)
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pertenece a V. Se deducira entonces por el Teorema 1.1.1 (que es facil ver que también es

vélido cuando la funcién a toma el valor infinito) que la funcién u € H y que

F(u):min{/ol o % (u, v)eV}

(1.2.4) \

du

<
__/Ga dz

Por tanto H C H lo que combinado con (1.2.2) dard la igualdad H = H. Finalmente,
las desigualdades (123) y (1.2.4) dan ahora (1.2.1).

= F(u) < 400, Yu € H.

Nos queda por tanto probar que
du
ueH= (u,\/d-%xG) ev.
Por la Definicién 1.1.1, V es la clausura en E = X x L%(0, 1) del conjunto

I'= {(u, Vva Z—Z): u € W,(0, 1)}

y por tanto
Vv =11,
donde
't ={kekE: (k,7)er g =0, Vy€eT}
y

Y ={6€E: (k6 =0 YeeTt}.

El estudio de T'* es bastante largo, por lo que lo dividiremos en varios pasos, cada

uno de los cuales constituird un pequetio lema.

Paso 1. Noétese que

p €X', weL*0,1) con
1.2.5 ,w)elt — !
( ) (s ) / udy +/ w\/o—zgly- =0, VYue W,(0,1).
[0,1] 0 dz .
Donde hemos escrito {(u, u)x/ x = f[o 1] udp, lo cual estd justificado por el hecho de

que X' se encuentra siempre contenido en el espacio de medidas de Radon en el intervalo

[0, 1.
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Paso 2. La funcién /awxs pertenece a L>(0, 1) y para toda funcién r € L*(0, 1)

se tlene

(1.2.6) /[0 . ( /0 er5> dp+ /S Jawr = 0.

Demostracién.- Se consideran los conjuntos

St ={z€(0,1): a(z) <n}.
Dada 7 € L*°(0, 1), se toma la sucesién u, definida por

un(@) = [ sgn(w) | [ xsn

donde sgn(w) es la funcién que da el signo de w. La funcién u, € W,(0, 1) con lo que de

 (1.2.5) se tiene:
/ </ sgn(w)]f'|XSn)d,u+/ Va | wf |=0.
(0,17 \Jo Sn

1
/ \/Elwflsllﬂll/ 71,
Sn ‘ 0

donde || i ||= f[o,l] d | u | denota la variacién total de la medida p.

Por tanto

Gracias al Teorema de Convergencia Monétona, se deduce que la funcién /aw? es

R ETT T

Esta desigualdad implica que el funcional

integrable en S y satisface

F—)/\/c_zwf
S

se puede extender por densidad a un funcional linear y continuo sobre L!(0, 1) y por tanto
que yawxs € L>(0, 1). |
Se considera ahora 7 € L*=(0, 1) y

z
Un = / FXgn.
0
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De (1.2.5) se deduce

(1.2.7) / (/ fxs,.) du+ [ Vawr=o.
[0,1] 0 sn

Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada al segundo sumando de (1.2.7) se

tiene
/ Vaw? — / Vaws,
n S

mientras que para el primer sumando se tiene

4 xr
/ TXsn —/ TXs
0 0

lo que implica que la sucesién u, converge hacia la funcién u = f; #xs en C°([0, 1]). Esto

maXx

<| 7 |lpeo LS\ S?
z€[0,1] < F lzeeo,1) &S\ S™),

nos permite pasar al limite en (1.2.7) obteniendo (1.2.6) para 7 € L°°(0, 1).
Si ahora r € L(0, 1), entonces, tomando # = T,,(r) en (1.2.6) y usando

/TXS_/ Tn(r)XS
0 0

se deduce que (1.2.6) es también cierto para r € L(0, 1).

max
z€[0,1]

s[lr—Tnv)l—»o

Paso 3. Sea w la distribucién definida en (0, 1)‘por

(128) (LU, (P)D’(O,l),D(O,l) = Lﬁwcp —/ (/ SOXSC) d/.L, VSO S D(O, 1),
0

(0,1]

donde estamos denotando por S¢ al conjunto complementario de S, i.e.
S¢={z€(0,1): a(z) = +oo}.

Entonces w € BV(0, 1) (espacio de las funciones de variacién acotada en (0, 1)) y se

verifica

dw
(1.2.9) TS TH Y wxs= Vawys.

Demostracién.- La distribucién w se encuentra bien definida por (1.2.8). En realidad,

puesto que el funcional ¢ — {(w, @) p:(0,1),D(0,1) €s continuo para la topologia de L0, 1),
se deduce que w € L*°(0, 1) y usando en (1.2.8) como funcién test ¢ = ¢, donde
¢ € D(0, 1) y donde ,, € D(0, 1) aproxima a xs in L(0, 1), se obtiene

wxs = vawxs.
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Si calculamos ahora la derivada de w en el sentido de las distribuciones, entonces para

v € D(0, 1), usando (1.2.8) y (1.2.6) se tiene

dw do

(g7 2120, 1,20,1) = —{w, Z-)p1(0,1),000,1)

i+ fo, ([ )
= — aw— + ——XSe d
L d.T [0’1] 0 d.’I: o s
) [, ([[s)
= ——Xs ) du + ——Xse | dp
/[0,1] </0 dxxs £ [0,1] \Jo dz™®
-
= — ldu = du,
/[0,1] (./o dz # [0,1]80 2

lo que significa que w € BV(0, 1), y que %% = pu.

A fin de evitlar los problemas que puede plantear el hecho de que w se encuentre
definido solamente en casi todo (0, 1), vamos a precisar los valores de w(z) tomando para
todo z € [0, 1]

w(z) = wo + p((0, 2]),

(wo = w(0) constante), lo que nos define w como una funcién continua a la derecha.
Paso 4. Se tiene
2
w
(1.2.10) / el o
G a

Demostracién.- Obeservemos que a es estrictamente positiva y finita en casi todo en

G'N S y que por tanto, usando (2.9), se tiene

n G
e = w
\/EXS Xs € 3

lo que implica que el primer miembro se encuentra en L*(G), ya que w lo estd. Como por

otra parte, la funcién 1/a se anula fuera de S, se tiene (1.2.10).

En lo que sigue, vamos a describir el comportamiento de la funcién w fuera de G, para

lo que se considera
o0

(1.2.11) G = | J(ai, By).
i=1
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la descomposicién de G como unién de sus componentes conexas.

Paso 5. Sea zp € [0, 1) \ G. Entonces se verifica que o bien w(zg) = 0 o bien
To = «; para algun ¢; en este ultimo caso, existe § > 0, que depende de «; tal que
1/a € LY (ai, ai + 8).

Si o € (0, 1] \ G entonces, o bien w(zg—) = 0 (el limite izquierdo) o bien z¢ = f;
para ; en este tltimo caso existe § > 0, que depende de i tal que 1/a € L(B8; — 6, 5;).

Demostracién.- Supongamos que w(zg) # 0. Entonces, puesto que w es continua a la

derecha, existen v > 0 y § > 0 (que dependen de zg) tales que
(1.2.12) |w(z) |> v, Yz € (20,20 + 6).
De (1.2.9) y (1.2.12) se tiene
7xs < Valw | xs en (2o, 2o +6)

y por tanto % <| w | sobre SN(zq, zg+9). Como % = 0 sobre 5° se tiene que —\}1—&- <l w|
sobre S¢N (g, zo + 6). Esto implica que

Io+5 1
2
Y / E < o0,

To
y por tanto que (2o, zg + 6) C G. Como zo ¢ G, entonces To = a; para algin 7 y se tiene

que 1/a € L'(a;, a; + 8). La demostracién para el Iimite izquierdo es andloga.
El paso 5 tiene el siguiente Corolario.

Paso 6. Para todo a; # 0 se tiene
w(ai) =0 o w(a;—)=0.
Para todo 3; # 1 se tiene

w(,@,‘) =0 o w(ﬂ,‘—) = 0.

Observacién 1.2.2. Si X no es ni C°((0, 1)) ni C°([0, 1]), entonces w es una funcién
continua, (de hecho, est en un espacio de Sobolev W?'(0, 1) o T/Vllo’fl((), 1)) y podemos
por tanto escribir

w(ai—) = w(ai) = w(B:i) = w(fi—) =0.
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Demostracién.- Vamos a probar sélo la primera afirmacién ya que la segunda es
andloga. Si w(a;) # 0y w(a;—) # 0 entonces, por el Paso 5, existen 8; y § > 0 tales
que Bj = a;y

a™t e LN(B; -6, B;) U (i, ai + 6)).

Pero esto implica que (aj, #;) C G lo que es una contradicién con el hecho de que (e, §;)

y (ai, B:i) son componentes conexas de G.

Paso 7. Se tiene la siguiente férmula de integracién por partes (recuérdese que

— dw

H="qz)
Dado [a, 8] C [0, 1] y u € Wh1(qa, B) se tiene

Fdu
(1.2.13) L w% = w(f)u(B) — wla—)u(a) - /[a ; udp

donde para a = 0 se define w(0—) = wo — u({0}).

Para la demostracién, ver [FO] Teorema 3.30.
El comportamiento de w en £ = 0 y z = 1 viene dado por

Paso 8. Se tiene

(1.2.14) w(0—) =wo — pu({0}) =0, w(1)=0.

Demostraciéon.- Tomando u = 1 en (2.5) y teniendo en cuenta la definicién de w, se

tiene
(1.2.15) 0 = u([0, 1]) = w(1) — wo + u({0}) = w(1) — w(0-).

Tomando por otra parte r = 1 en (1.2.6) y usando (1.2.9), se tiene

(1.2.16) /[0,1] </0$ x5> dp + /Sw = 0.

Usando ahora (1.2.13) en [0, 1] para la funcién u definida por

z
U=1+/ XS
0
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se tiene

oo L) o ) e

con lo que gracias a (1.2.15), se deduce

/[0,1] (/0 XS) dp + /Sw = w(l)/ol xs = w(1)¢(S).

Como estamos suponiendo que £(S) > 0 y se verifica (1.2.16), se obtiene que w(1) = 0 con

lo que ahora (1.2.15) nos da también que w(0—) = 0.

Paso 9. Para todo 7 > 1 se tiene
lw(a:) |, |w(ai=) | <] p | ({ai})
|w(Bi) |, |w(Bi=) | <| p | ({B:})-

Demostracién.- Lo vamos a probar solamente para «;, ya que para f; es andlogo. Usando

| 1| ({ei}) =l w(e) —w(ai-) |

es facil deducir el resultado gracias a los Pasos 6 y 8 .

Paso 10. Sea (a;, f;) una componente conexa de G y sea una funcién u tal que

d
weWhl(a:, B)NX, y wd—;‘ e LY (as, By).

Entonces u € L ([ai, Bi],du) v

B u
(1.2.17) /[ it [ wi = u(i(8) ~ u(as)o(ain),

donde si X no es ni C°([0, 1]) ni C°((0, 1)) el miembro derecho se define como cero,

(recuérdese que en este caso la -Observacién 1.2.2 y el Paso 8 implican que w(B;) =

w(a,-—-) = 0.)
Demostracion.- Supongamos primero que
du '
‘d—; 2 0 en (01,',’ ,B,)

Sea ¢; = (a; + B;)/2. Aplicando (1.2.13) en [, 3] a la funcién u, dada por

* du 2
un(2) = u(i) + [ —=X(ai+1,p-2) com — <fi—a
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se obtiene
Fima dy
(1.2.18) / undy + / w— = Un(Bi)w(Bi) — un(ai)w(ai—).
(i, Bi] aitd dz ;
El Teorema de Convergencia Dominada implica

w— — w—.
(!.‘+% dx o d:l:

/ﬂ‘_'}? du Bi duy

Si X = C°([0, 1]), la sucesién u, converge hacia u en C°[a;, B;], lo que permite pasar
al limite en f[a.',ﬂ.-] undp y el miembro derecho de (1.2.18).

En el caso L?((0, 1)) el miembro derecho es cero y respecto a la primera integral, nétese
que para casi todo x € (0, 1), la sucesién u, () converge hacia u(z), con | u,(z) |<| u(z) |,
con lo que el Teorema de Convergencia Dominada implica por tanto que u, converge hacia

u en LP(a;, Bi), con lo que usando que p € Lpl(((), 1)), se deduce que

/ updy — udp
[ei,Bi] [ai,Bi]

Los casos C°((0, 1)) y L? ((0, 1)) son similares.
En el caso en que la derivada de u nos satisfaga la hipdtesis (1.2.18), es fécil concluir

usando las funciones
T du\T Tldu\~
Uy = u(c,') + Zi?lt_ , Ug = % .

Paso 11. Se tiene

o o]
(1.2.19) | 1] ([0, 1\ Ules, ﬁi]) =0.
1=1
Demostracién.- La demostracién es bastante facil para el caso X = L?((0, 1)) o
L% ((0,1)) con 1 < p < oo, pues en este caso w € W' ((0, 1)) y es idénticamente nula
fuera de G, lo que implica que p, que es la derivada de w, es cero en cast todo (0, 1)\ G.

En los casos C°([0, 1]) y C°((0, 1)) la demostracién es mas complicada. Sabemos que

para todo intervalo [, 8] C [0, 1], la variacién total de p en (@, B] se puede calcular como
q
|1l (e, B) =sup{ Y w(ty) ~w(tjim1) | a=to <ty <+ St <ty =4
=1
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Sea por tanto T una particién dada del intervalo [0, 1].
T={0=t<t; <--- <t <t, =1}

Puesto que ,
Z|#|([aiaﬁi])<2l#]([0, 1]) < oo,

entonces dado € > 0, podemos elegir n suficiente grande para que se tenga

O

(1.2.20) Y Inl(es B <e

i=n-+1
y tal que para todo t; € T para el cual exista z > 1 con t; € [a;, Bi] se verifique que i < n.
Consideramos ahora una nueva particién 7" de [0, 1], definida como
T’:TU{ai, Bi - an},
que cambiando de notacién, podemos escribir como

T'={0=ty <t} <---<t,_, <t =1}, m>gq

v que verifica

D lelty) —wltion) 1S 3 1w(t)) —w(tiy) |

i=1

Las siguientes propiedades de la particién T" serdn usadas més tarde.
(P1) Si t’j eT'y t’j ¢ Ui, (i, B;) entonces t;- ¢ Uiy (ai, Bi)-

Para probarlo, notemos que gracias a la construccién de 1", si t; € U, (@i, 8i)

entonces t; € T y existe ¢ con t} € (a4, f;), lo que implica que i < n.
(P2) Sit; € T'y t; & Uieq (i, Bi] entonces t_y & | Jiz;[ai, B;).

Esto se verifica claramente, ya que t;_; € [ai, Bi) y fi € T' implican que
a; Sty <ty < B

y por tanto que t; € («i, Bi].
(P3) Sean t}, t, € T' tales que t) # t, y t},t) & Uio,(ai, Bi), entonces no existe ¢ tal que
1-1> tec1 € [e, Bi). |
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Para probarlo, supongamos que t; < t/, entonces se tiene
t;—l < t; < t;_l < t:;

y por tanto si tj_,, t,_; € [ai, Bi) se deduce que t] € (a4, Bi).
Usando (P1), se tiene que

Z |w(t;) —w(tj-1) |= (1) + (s2) + (s3) + (s4),

donde .
(s1) = > |w(t;) —w(tj_y) |,
t;' GU?=1(CY;',ﬂi] '
(2= > le()-wti-)],
t eU:n+1 {8:}
(s3) = > | w(t)) —w(tjo1) |,
t! GU{ai}\U{ﬂ;}
(9= Y el -w))

t;' QU[%‘ ’ ﬂl]
y donde debemos estimar cada término.

Para (s1), se tiene -

=), > le(t)-wtj)l

=1t} €(ai,Bi]
< Z o] (@i, Bi]) =| 1| (U(ahﬂi],)

donde hemos usado que para 1 <i<n
{t;- : t;- € (a4, Bi]} U {a,-} cT

es una particién de [a;, Gi].

Para (s2), sea t; tal que existe 81 > n + 1, con f; = t}. Pueden ocurrir los siguientes
casos. ’

Siti_y & UZilai, Bi) entonces gracias al Paso 5, se deduce que w(t;_;) = 0y por

tanto, usando el Paso 9, se deduce

|w(t3) —w(tj—1) [=lw(B) I<I w1 ({Bi}) <l 1] (e, Bi])-
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Si existe ¢ = 4, tal que ¢}_, € [ai,, i), entonces, usando el Paso 9, se deduce
|w(ty) —w(tj_1) | Slw(Br) —w(ea) | + | w(au) |
+lw(Bi) |+ [w(Bi) —w(tj) |+ w(tj_1) —w(ew,) |
<tel ((a, B+ o] (faa)+ |l (B D+ 1| (0, Bi])
<lel (e, B+ 2] 1| (i, Bil)-
Gracias a las propiedades (P2) y (P3) i1 > n+ 1y i; 5 i, si B # B,. Luego de (2.20),

se deduce

(82) < 3e.

Para (s3), si t; = a; con a; ¢ |Ji2;{Bi}, entonces de la misma forma que antes, se

tiene que | w(t5) —w(ts_y) 1] | ({aa}), i iy & Ualoir ) 6 | w(ts) —w(ti_y) |<] 1 |
({a}) + 2| p | ([aiy, Biy), st t}..l € [ai;, Bi;) y usando las propiedades (P2) y (P3) de la

misma forma que antes, se deduce (a; # 0 ya que estamos suponiendo que existe #}- ;)

< > lel({a)) +2e

i>1

ai gl J{6; 3 10}
Para (s4), gracias a los Pasos 5 y 8, se tiene w(t}) = 0 cuando t} ¢ |J;2,[eu, Bi], con

lo que razonando con #;_; como en las estimaciones de (s2) y (s3) se deduce
(s4) < 2e.

Tenemos por tanto

Z |w(t;) —w(tj—1) I<| 1| <U[ai, Bil\ {0}) + 7Te.

i=1

Como esto es cierto para todo € > 0 y para toda p'?élrticién T, se tiene

| ([0, 1) <[ <U[ai, ﬂd) :

=1

La desigualdad contraria se verifica siempre, con lo que en realidad es una igualdad.

Paso 12. Finalmente veamos
du
u€eH=(u, ﬁ'&;XG)GV'
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Demostracién.- Usando (1.2.10) y que u € H, se tiene, gracias a la desigualdad de
Cauchy-Schwartz '

flea = L] < 5 L

y por tanto podemos aplicar el Paso 6.

Si X no es ni C°([0, 1]) ni C°((0, 1)), entonces

du > B du
udp + | w— = E / udy—l—/ w— ] =0,
Lzl[a;,ﬁ;] G dzx : ( [oi,Bi] o dz

=1

2

du
< 400

Yz

fdﬂ
dz

w du
VL™

donde hemos usado que en este caso los puntos tienen y—medida nula y que u € L!(dyu)
yvaqueu € X ypueX'.
Para X igual a C°([0, 1]) o a C°((0, 1)) la demostracién es algo mas compleja. Se

tiene

J &
udp + | w—
UZI [aixﬂi] G dx

b A du
= Z </[a.~,/3.-] udu+/m wzﬂ‘) - Z u(ei)p({ei})

=1 ai€l J{8}
=D (w(Biw(B) —w(a)w(@i=) = Y wlas)@(as) —wl@i-)).
=1 aiel J{6;)

= D uBeB)+ Y. u(Biw(B)
i€l J{as} Big| J{a;}

- Z u(ai)w(ai) — Z u(ai)w(ai—)
aiel J{55) @l J{8;}

En el miembro derecho, el primer y el tercer término son los mismos con distinto signo,
mientras que el segundo y el cuarto son nulos gracias a los Pasos 5 y 9. Por tanto, de la

misma forma que para el caso L?, se tiene

du
ud +/ w— =0.
/ = s Jo dz |

Usando los Pasos 3 y 11, asi como el hecho de que % = 0 en casi todo z € S, se

1
du
ud +/ Vaw—xg =0
A),u “T ), dz*¢
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y por tanto

‘ d

que termina la demostracién del Paso 12 y del Teorema. g

Observacién 1.2.3. Si hubiéramos intentado aplicar los resultados de la Seccién 1.1,
nos habriamos encontrado con el problema de que la hipétesis (H1) no se verifica. Una
alternativa consiste en probar (lo cual ya es largo si se intenta hacer directamente) que se

verifica

(H’1) Para todo u € L°°(S) existe una sucesién u, € W,(0, 1) la cual converge hacia

la funcién v en casi todo S.

Entonces, puesto que las funciones de V; son nulas fuera de S, toda la Teoria de la
Seccién 1.1 se puede aplicar.
Usando el Teorema 1.1.3 (donde ahora & debe ser considerado como un operador en

L?(S)), Vo se reduce al {0} si y sélo si la funcién a es de la forma
a = axy + oOXE

donde U es un conjunto abierto sobre el cual a~! es localmente integrable y E un conjunto
medible arbitrario. Aplicando este resultado al célculo de F, se deduce que la matriz P(z)
de la Seccién 1.1 (que ahora consiste en una funcién real que toma sélo los valores 1 4 0

viene dada por

P(.’D) = XGuSe<- .

De aqui se deduce por tanto

HcCcH

F(u)=/Ga

No se puede sin embargo deducir la contencién reciproca H C H, lo que nos ha hecho -

2
, Yu € H.

dz

preferir la demostracién expuesta.
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1.3. Algunas Observaciones sobre la Hipé6tesis (H1).

Suponiendo en el caso unidimensional que la funcién a es finita en casi todo, entonces

la hipétesis (H1) es siempre cierta. De hecho, se tiene

Teorema 1.3.1. §i la funcidn a es finita en casi todo (0, 1), entonces el espacio
Wa(0, 1) es denso en C°([0, 1]).

Demostracién. El espacio W,(0, 1) es un algebra que contiene las funciones cons-
tantes y por tanto, aplicando el Teorema de Stone-Weierstrass se deduce que la proposicion
es cierta si y sblo si W,(0, 1) separa puntos, i.e., si y sélo si para todo par de puntos
z1,22 € [0, 1], con z; # z,, existe una funcién u € W,(0, 1) tal que u(z;) # u(z2). Para

ello, basta considerar la funcién

u(x)=/ozmin{\/ia, 1},

la cual pertenece a W,(0, 1) y es estrictamente creciente. g

Visto este resultado, podriamos pensar que lo mismo debe ser cierto para dimensiones
mayores. Esto es sin embargo falso como se deduce facilmente del siguiente resultado que

implica que en algunos casos W4(2) puede quedar reducido a las funciones constantes.

Teorema 1.3.2. Sea Q = (0, 1)¢, d > 1. Entonces eziste una funcién h : @ — R
finita en casi todo (0, 1), tal que las tdnicas funciones u € W,lo’cl(ﬂ) que verifican hVu €
LY(Q) son las funciones constantes.

Demostracién. Sea {r,} el conjunto de todos los niimeros racionales del intervalo
(0, 1) escrito en forma de sucesién.

Se considera la funcién k : (0, 1) = IR definida por

oo

¥ 1 1
h(z) = max {Z on(d¥2) [z — 1y 41 1} .

n=1

La funcién % es finita en casi todo (0, 1). Para probar esta afirmacién, sea

Z={z€(0,1): h(z) < +oo0}
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y para € > 0, sea
< € €
Ue = U(rn“g,';a rn+2_n)'
n=1

Siz & U, entonces

E(x)<1+i . L <1+—1—§:3——1+ -
= £t 2n(d+2) | g —p, [4+1 = gd+1 on ed+1’
y por tanto (0, 1)\ U. C Z, con lo que se tiene

£(Z)21—£(U€)21—Z§21—2e
n=1

Como € es arbitrario, se deduce que 4(Z) =1, i.e., h es finita en casi todo (0, 1).

Se define ahora la funcién A : & — IR como
d ~
h(z) = [ A=),
i=1

donde estamos denotando z = (z1,-- -, z,).
Puesto que % es finita en casi todo, se deduce que también lo es la funcién h. .
Queda probar que la funcién h verifica las propiedades requeridas. Sea u € Wo(Q)

loc

tal que
(1.3.1) h|Vul|=feLY Q).

Consideramos para u su representante de Lebesgue y recordamos (ver Apéndice) que
el conjunto de puntos de © que no son puntos de Lebesgue es un conjunto de medida de
Hausdorff d — 1 dimensional nula.

Sea ahora

Ut = pr ¥ U,

donde para t > 0 p; es una funcién regularizante definida por

pi(z) = tidp (l—%—l) con p >0, p€D(R), sop(p) C (0, 1).

Sabemos (ver p. €. [FO] pag. 230-237) que u; € C*°(f) y que para t convergiendo a

cero, u¢(z) converge a u(z) en el conjunto de Lebesgue de u.
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d . . ‘ . .
Sea ahora z € IR con una componente racional, lo que significa que existe  con

1 <1 < n y existe un numero racional r; tal que z; = r;. Entonces

| Vudz) | = ‘ RO
< d/ | Vu(y) | dy,
t B(z,t)
C constante, pero de (1.3.1), se deduce (ya que h,h > 1)

V) 1= 5 < HL <o 1y i g,

con lo que usando qﬁe | vi —r; |=| yi — zi | se obtiene

(1.3.2) | Vuy(z) |< €290+ / f(y)dy < Cjt,
B(z,t)

con

C; =2c [ f)ay
Q

Escribiendo z €  CIR? con d > 2 como

z = (z1,2') = (21, 22,2"),

se tiene
| we(rj, @’) — ue(r1,2") | <] ue(r, 2') — ue(ry, r1,2") |
+ | ut(f‘j, T1, 37") - Ut(rl,ﬁ,x”) l
+ l ut(rlarlvx") - ut(rhx’) I7
y por tanto

| ue(r, ') — we(ry,2") | <

/ | Vue(rj,s,z'") | ds

r1

+ /J | Vue(s,ri,2") | ds

Ti

. ™
+/ | Vu(ry,s,z") | ds|.

T2

Usando ahora (1.3.2) se tiene

| ut(rj,a:') - Ut(rl,xl) I< (Cj +2Ch)t,
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y puesto que u¢(z) converge hacia u(z) en el conjimto de Lebesgue de u, se tiene
(1.3.3) | u(rj,z') —u(r,z') |= 0 ect. 2z’ € Q' =(0, 1)1,
Ahora, para ¢ € D(Q)'), la fﬁncién v:(0, 1) — IR definida por
e = [ o, ola' )

estd en W,lo’cl (0,1), ya que usando el Teorema de Fubini, es facil ver que su derivada en el

sentido de las distribuciones es

Ou , ,
T, — /Q, -é—;;(:z:l,:c Yp(z')dz'.

Esto implica que la funcién v es continua y puesto que gracias a (1.3.3), sabemos que

tiene el mismo valor para todo ntmero racional debe ser constante, lo que significa que la

distribucién de D'((0,1)471)
¢ € D((0,1)" ) = /Q’ u(z1,z' )p(z')dz
es indepegdiente de z1 y por tanto que para cada z;,Z; € (0, 1)
u(z1,2') = u(Z1,z') ect.z' € Q.

La misma demostracién que acabamos de aplicar para la primera componente de z es

valida para cualquier otra lo que significa que la funcién u es constante. g
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Segunda Parte.

Homegeneizacién en
Dominios

con Agujeros
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Capitulo 2.

Existencia y Unicidad

de solucidn
Para un Problema

con Crecimiento Cuadratico.

El objetivo de este Capitulo es el estudio de la existencia y unicidad de solucién
del problema de Dirichlet correspondiente a una ecuacién con una no linealidad de orden
cuadratico en el gradiente. El resultado de existencia se debe a L. Boccardo, F. Murat y
J.P. Puel, ( [B M P]) mientras que el de unicidad es debido a G. Barles y F. Murat, ([B M]).
Nuestro interés consiste en realidad en la homogeneizacién de este problema en dominios
con agujeros suficientemente pequefios tales que desaparecen en el limite, ijetivo que
llevamos a cabo en el Capitulo 4 para un caso particular y més propiamente en el Capitulo
5 donde afrontamos el caso general. Aquf ademaés de los resultados de existencia y unicidad
establecemos ciertas estimaciones (fundamentalmente el Lema 2.1.1 y el Lema 2.2.2) que
nos seran utiles més adelante y que siguen las ideas de los dos trabajos anteriormente

expuestos ({[B M P] y [B M)).
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2.1. Existencia de Solucién para un Problema Qua-
silineal con Crecimiento Cuadratico.

El problema tratado en esta seccién consiste en probar la existencia de solucién para

el problema quasilineal.

—Au+ H(z,u,Vu)=0 en )
(2.1.1)

u € HX Q)N L™(Q)

donde Q es un conjunto abierto acotado de R? y la aplicacién H (z,8,8) € A xR xR? —
H(z,s,£) €IR es una funcién de Carathéodory (continua con respecto a las variables s, ¢
y medible respecto a la variable z) tal que

i) Para casi todo ¢ € Q y para todo ¢ € IR?, la funcién H(z,.,£) es derivable y existe

una constante A > 0 tal que

0H
(2.1.2) | N CENIEPY

ii) Existen funciones wo,w : [0,400) — [0,+00), crecientes tales que para casi todo

z € Q y para todo S € R, ¢ € R?

(2.1.3) | H(z,5,) [Swo(l s N+w(ls) €]

Observacién 2.1.1. Se puede suponer que lo que verifican las funciones wy y w es

que estan acotadas en los subconjuntos acotados de [0, +00). Definiendo entonces

wo(s) = Sup wo(?)
< __3

w'(s) = sup w(t)
0<t<s

se tiene ii).
El siguiente Lema serd de gran ayuda en la demostracién del Teorema principal de

esta Seccion, (Teorema 2.1.1), asi como en Secciones posteriores de este trabajo.

Lema 2.1.1 Sea H en las condiciones anteriores, y R > 0 una constante, sea u €

Hy(Q)NLe(R) con || u ||peo(a)< R y sea f € H~YQ) + LYN), tales que se verifica

(2.1.4) —Au+ H(z,u,Vu)=f enf.
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Se toma v = w(R) y se considera una funcidn h € C*(R) que verifique

h(0) =0,
(2.1.5) {

K(s)~ 27| h(s) 2 1, Vs €RR,

(por ejemplo h(s) = se*°" con a suficientemente grande). La funcién h la tomamos de
forma que dependa sélo de vy, o lo que es lo mismo que sélo dependa de R.

Entonces para toda funcién r € Hy(Q2) N L®(Q) y para toda funcidn ¢ € H(Q)N
L*(82), ¢ > 0 eziste una constante C que sdlo depende de R tal que

L Iva=n o< b=~ [ oVrvia-r)
Q Q
(2.1.6) ——/h(u——r)Vchp-i—C/ | h{u —7) | ¢
Q Q

w27 [1VrPIhu=n],
Q

/ |V (u—r)* lws<f,h<u—r>+so>~/Wr\7h(u—r)+
Q Q
— u—r+ u u—r+
(2.1.7) /Qh( v ch+0[)h( o
r |2 h(u — ).
+27/Q|V I* h( )%

Demostracién. Tomando h(u —r)p € H{(Q2) N L°(0) como funcién test en (2.1.4),

se tiene

/QQOVth(u—r)-i—/Qh(u——r)Vchp-}—AH(x,u,Vu)h(u—r)go
= (f, (v — 1)),

de donde teniendo en cuenta la igualdad V h(u — 1) = A'(u — r) V (u — r) se deduce
/ R(u—r) | V(u=~7) "o = (fh(u—r)p) - / ¢V rVh(u—r)
Q Q
—/ h(lu—T)VuVe
Q
- / H(z,u,Vu)h(u —r)p,
Q
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lo que implica usando (2.1.3) y tomando C = wo(R)
| H@=n V@< (hu=r) - [ o VrVhu-n)
Q Q
—/ h(lu—=r)VuVe
Q
+C [ [hu-nly
Q

+vL|Vu|21h<u+r>|¢.

(2.1.8)

Usando la desigualdad
| VuP<2|V(u—-r)2+2|Vr]?
en (2.1.8) y llevando el término

27 [ 1V =) Flh-n)p

al primer miembro de (2.1.8) y usando (2.1.5), se deduce (2.1.6). La demostracién de

(2.1.7) es la misma considerando como funcién test h(u —r)*. g
La existencia de solucién al problema (2.1.1) viene dada por el siguiente Teorema. -

Teorema 2.1.1. Bajo las hipdtesis anteriores, eziste una solucidn u de (2.1.1) tal
que || v lm2(0) ¥ |l w |z () estén acotadas por constantes que dependen sélo de A, wo, w
y la medida de . De hecho tomando Cy = wo(0) se tiene

Co

(2.1.9) | v llLeo(@)< PR

mientras que la cota en Hy(2) es mds compleja y no la damos ezplicitamente.
Demostracién.

Paso 1. Problema aproximado.

Para todo n €N se nota
Gn(z,s,€) = To(H(z,s,£) — Xs).

Obsérvese que G, estd acotada y por (2.1.2) verifica

oG,
Js

(2.1.10) (z,s,6) > 0.
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Se consideran los problemas aproximados de (2.1.1)

— Auy + My +Gp(z,un, Vu,) =0 en Q
(2.1.11)

un € Hy(Q).

Obsérvese que la ecuacién (2.1.11) es del mismo tipo que la ecuacién (2.1.1) con la
funcién H sustituida por ﬁn(:v,s,f) = As + G,(=,s,§), funcidn que verifica de forma

analoga a H las desigualdades

oH,
(2.1.12) 5s (&%8) 2 A

| Hn(z,5,6) IS o] s ) +w(l s ) 1€,

con wo(s) = 2As + wo(s). _
Utilizando el Teorema del Punto Fijo de Schauder es facil ver que para cada n (2.1.11)

tiene una solucién u,, la cual estd en L°(f2) y verifica

>3

I un ||Leo(ny<

Paso 2. Estimacién uniforme en L*(Q).

Vamos a probar que de hecho se tiene la desigualdad

C
(21.13) Il un (@< <2

De forma andloga al Lema 2.1.1 se considera v = w(0) y h € C1(IR) verificando

{ h(0) =0
R(s)=v1h(s) |z 0.

Dado k > 0, se toma h((u, — k)T) como funcién test en (2.1.11) con lo que se obtiene
/Q B ((un —B)P) Vu, V(u, — k) + A /Q uph((un — k))
+ /Q G(2, tn, V un)h((un — k) = 0.
Teniendo ahora en cuenta la igualdad |
Vin V(tn— k)t = V(up — k)V (un — k)
=|V (ua~ k) P,
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se puede escribir
/ R ((un = k)F) |V (un — k) 2 42 / unh((un — k)*)
Q Q
(2114) + / (Gn(x, Un, \% Un) - Gn(x,()? \% un))h((un - k)+)
Q
- /Q Gr(,0,Vug)h((un — k)+)

Si h((un — k)*) no es cero, entonces u, >k > 0 y se tiene gracias a (2.1.10)

U 9G,
Os

Gn(Z,Un, Vu,) — G,(z,0,Vuy,) = (z,s,€) > 0.
0

Por otra parte, se tiene la desigualdad
| Ga(2,0,Vus) | =| Tn(H(z,0,Vua)) |
<| H(2,0,Vun) |[< Co+7 | Vun [

con lo que de (2.1.14) se deduce

/ B ((un — E)F) | V (un — B)* 2 4+ / unh((un — k)F)
(2.1.15) @ “
<Co [ Wun =0+ [ [V P W((un = 0.

Usando en (2.1.15) la igualdad
| Viun [* h((un = B)F) =| V (un — k) 2 h((un — k)¥)
=| V (un — k)T * h((ua — £)F),
se tiene _
L G = %) = 3B = D] 19 (i = B P 42 [ b = )
(2.1.16) ¢ &
<o [ B((un kY
Q

La primera integral del miembro izquierdo de (2.1.16) es no negativa gracias a la

definicién de la funcién h, con lo que se deduce

By s — )+
)\/Qunh((un k) )SCOAh((n k)T),

/Q (un - %) h{((un — k¥ < 0.
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Tomando k = Cy /) y usando que
(un = K)h((un — B)F) = (un — k)" h((un = £)*) 2 0

se deduce que (u, — k)* =0, es decir u,, < k.

La desigualdad

>_ G
Up > —
A
se puede probar de forma andloga, o bien teniendo en cuenta que la funcién v, = —u,

verifica la ecuacién

— Av, + v, + é’n(:c,vn,an) =0 en 2

v, € Hg(Q)
con G,(z,s,£) = —Gn(x,——s,—-f),.funcién que verifica las mismas propiedades que G,
con lo que se deduce que
< Co — > Co
Vp < — ——.

Paso 3. Estimacién uniforme en H}(Q).

Gracias a las desigualdades que componen (2.1.12) se puede aplicar el Lema 2.1.1 ala
ecuacién (2.1.11). Obsérvese que al tener la cota uniforme de Il ¥n ||z (), las constantes
C y 7, asi como la funcién A se pueden tomar independientemente de n.

Tomando © = un, 7 = 0y ¢ = 1 en el Lema 2.1.1, la desigualdad (2.1.6) se escribe

[ 19w < ¢ [ 1 hun) |

donde al estar la funcién h(u,) acotada independientemente de n, se deduce la acotacién

Co1mo

uniforme de u, en H}(Q).
Paso 4. Definicién de u.
Como consecuencia de las estimaciones anteriores, se deduce que existe una sub-

sucesion de u,, que vamos a seguir denotando u, para no complicar la notacién, y que

existe u € H§ ()N L°°(R) tales que u, converge a u en Hy(Q) débil y en L®(Q) *-débil y

por tanto en LP(Q) fuerte para todo p con 1 < p < +o0o. Usando, bien la semicontinuiciad

inferior de la norma en L*°(2) con la topologia *-débil, bien la convergencia puntual de

U, se tiene que4

Co
o0 < —,
| w Lo (@) < 3
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Paso 5. Convergencia en Hj(2) fuerte.

Se considera de nuevo la estimacién (2.1.6) para u = u,, r =u y ¢ = 1, lo que da

/QIV(un—u)|2S—/QVth(un—-u)+C/Q|h(un—-u)|
+27 [ 1Vu Pl )|

donde si n tiende a infinito, el segundo miembro converge a cero, (usando la convergencia
en Hj () débil de u, en la primera integral y el Teorema de la Convergencia Dominada en
las dos integrales restantes), lo que prueba la convergencia de u, hacia u en Hj () fuerte.
Paso 6. La funcién u es solucién de (2.1.1).
Basta tomar limite en la ecuacién (2.1.11), donde usando la convergencia fuerte en

H}(Q) y la acotacién uniforme en L>(Q) de u, se deduce que
My + Gp(z,un, Vuy,) = H(z,u,Vu) en L}(Q) fuerte

y por tanto la funcién u es solucién de la ecuacién (2.1.1). g

2.2. Unicidad de Solucién para un Problema Quasi-
lineal con Crecimiento Cuadratico.

El resultado principal de esta Seccién se debe a G. Barles y F. Murat ([B M]), quie-
nes prueban la unicidad de solucién para la ecuacién (2.1.1) bajo la imposicién de ciertas
hipétesis suplementarias sobre la funcién H.

Analogamente a la Seccién 2.1, estamos interesados también en conseguir estimaciones
de t1po general que nos serédn de utlhdad en Capitulos posteriores.

Sea Q un conjunto abierto y acotado de R?, H : O x IR x R* — !R una funcién de
Carathéodory tal que para casi todo z € 2, H(z,.,.) es derivable y existe una funcién

creciente a : [0, +00) — [0, +00) tal que
( H(z,0,0) € L°(Q)

e21) | | 5@ 6] <atis s 1€/, vis.0) emxme
lBH

useﬂ<aulxuwuxvu>emxmd
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Observacién 2.2.1. Las desigualdades (2.2.1) implican la existencia de funciones

crecientes wo,w : [0, +00) — [0, +00) tales que la funcién H verifica la desigualdad (2.1.3).
Supongamos también que se verifica (2.1.2). Entonces se tiene

Lema 2.2.1. (G. Barles, F. Murat) (Vef [B M]). Sea un conjunto acotado Z C
Le(). Siue H(Q)NZ y f € H7Y(Q) N LY(Q) verifican

(2.2.2) —Au+ H(z,u,Vu)=f en Q,

entonces exzisten constantes A, K > 0, dependientes sélo de Z tales que introduciendo un

cambio de variables a través de las funciones ¢ y 9 definidas por

(2.2.3) P(s) = —-—log(e"'KA’ + )
A | —_— —-As -~
(2.2.4) I(s) =97 (s) = KAlog(e )
entonces la funcion 4 = I(u) verifica
| - N |
2.2.5 —At+ B(z,4,Vi)=f=—"= en(l
(225) @0,V = =

Aqui, la funcién B : Q xIRxR? — R es una funcion de Carathéodory tal que parae casi
todo z € ) la funcién B(z,.,.) es derivable y eziste una funcidn creciente B : [0, +00) —

[0,400) tal que, andlogamente a (2.2.1) se tiene
( B(z,0,0) € L=(Q)

(2.2.6) ) '%—f(x,s,é)‘ < B( s 1+ € %), V(s,6) e R xIR?

%%x,s,g)] <B(s DA+ IED, ¥(s,6) €R xRS,

y ademds existen constantesn,p > 0, y 6 € (0, 1), que sdlo dependen de Z, (y de H ), tales

que para cast todo x € Q) se tiene

OB 0B
(2.2.7) 00— 5= | e @0 2

Observacién 2.2.2. Andlogamente a la Observacién 2.2.1, las desigualdades (2.2.6)
implican la existencia de funciones crecientes &g, : [0, +00) — [0, +00) tales que la funcién

B verifica desigualdades andlogas a (2.2.3).
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Las siguientes estimaciones van a llevar junto con el Lema 2.2.1 al resultado de unici-

dad para la ecuacién (2.1.1).

Se considera una funcién de Carathéodory B verificando las propiedades (2.2.6) y
(2.2.7). Dadas 4,9 € H{(Q)NL>(Q) y f,§ € H- 1(Q) N L*(§) verificando en el sentido

de las dlstnbuc1ones

— Al + B(z,d,V4) = §,
(2.2.8)

— Ab + B(z,9,V9) = §,

se tiene el siguiente resultado

Lema 2.2.2. Sea S(s) =|s|" ™! s y sea p € H{(Q)NL®(Q), ¢ > 0.

~

i) Si se define la funcidn & =4 — ¥ se tiene
(1-3) [ s@) vl
27 Ja
(2.2.9) +/ [(B(x,ﬁ,V&) — B(z,9,V9))S(w) + gS’(ﬁ)) |V 2] e
o .
~(f = 2,5@)¢) - [ S@)V(@-9)Ve,

donde los integrandos del miembro izquierdo son positivos.

i) Sea 7 € HY(Q)NL®(Q) y d = & — & — 7, entonces se tiene

0 . . - in £ e n
(1-5) [ @)1V Fots [ 10162 (7-2,50)0)
- [evs@vi- [ s@)va-9ve

Q Q

+M/[(1+|V'&|2+|V6|2)|F|
Q
+A+ |V +[ V)| VA @ [" e

w1) Tomando como en 1) W =4 — 0, se tiene

(2.2.10)

(2.2.11) (1=3) [ S@H) 1Var P [ 0% s (F - g, 500%))

Demostracién. Tomamos Wd — ¢ — 7. Restando las dos ecuaciones que componen

(2.2.8) y tomando S()¢ como funcién test en la ecuacién resul’cante, se obtiene
/ oV (it — )V S(b) +/ S(6) Y (i — ) V
Q Q .
+ [ (Ba,8,V ) = B(a,5, Y 9)S(a)e = (F — 3, 5(0)).
Q
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Usando la igualdad V S(w) = S'(@) V, se deduce

/ S'() |V o + / [B(z, 4,V a) - Bz, 5,V 6)] S(@)p
(2.2.12) @ @

= (f - §,S(d)p) — /QchS(w)w -/ﬂsm)wa —9) V.
Si definimos las funciones medibles by, be : [0,1] x £ por

bo(t,z) = %g(:c,tﬁ(x) + (1 = t)9(z),t Vi(z) + (1 - t) Vi(z)),
(2.2.13) 55 ~
be(t,z) = —a?(w,tﬁ(l‘) + (1 = t)i(z),t Vi(z) + (1 — t) Vi(z)),

que verifican, gracias a (2.2.6), las desigualdades

{ |bs(t,2) | <M1+ | Va|* +| Ve [*)
(2.2.14)

| b¢(t,2) | S M1+ | Vi |+ ]| V),
con M = ﬂ(“ U ”Loo(Q) + “ D ”Loo(Q)). Se tiene
[B(z,4,V @) — B(z, 9, V5)] S()

_ /01 % [B(z, t + (1 — £)5,t Vi + (1 — £) V)] dt S()
(2215) - /0 ba(t, 2)(d — ) + be(t, 2) V (i — )dt ()
- /0 [b4(t, 2)DS() + be(t, 2)S(h) V 3] dt

4 /0 ot 2)F + be(t,2) Vil de S(a).

Se verifican las desigualdades

1 .S'(w)2

[be(t,2)S(2) V0 1< g

| be(t,2) I” +3 S'(w) |V [,

/01 [05(2, z)7 + bg(t,w)v 7l dt S(w)
>-M[(1+|Va|> +|Vd|]?)|#]
+(1+|Va|+[Ve])|VF[]|S@)],
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que se deduce de (2.2.14). Por tanto se puede escribir
[B(z,4,V4) — B(z,9,V 9)] S()
> -2 5'@) | Vi [
1 N2
(2.2.16) + /0 [bs(t, 26S(5) — OV 140 |2] dt

26 S'(%)
~M[(+ | Val + |V [*) | 7]

+(1+|Vﬁ|+|V6|)|VF|]|S(tf))|.
Pero |

1 S(w)” 2
20 S' () | bﬁ(tvx)ll

101" (5,2) - g e, )

>p|w|*,

be(t, &) S (1) —

y por tanto, de la desigualdad (2.2.15) se deduce

[B(z,4,V i) — B(z,9,V5)] S(w)
6
> —25'(@) |V o0 |
(2.2.17) 2
~M[A+|Va [ +]Vo[)|#]
+(+ | Val+| Ve VAo
Tomando en (2.2.12), 7 = 0 y teniendo en cuenta (2.2.17) se deduce (2.2.9). De
(2.2.12) y (2.2.17) se deduce también (2.2.10).

Para obtener (2.2.11) se toma como funcién test S(1") y se razona de forma ansloga

a como se ha hecho para deducir (2.2.10). Aqui 7 =0y ¢ =1. g

Sea H verificando las Hipédtesis (2.2.1) y (2.1.2). Se considera la ecuacién
(2.2.18) —Au+ H(z,u,Vu)=0 en .

Definicién 2.2.1. Una funcién u € HY(Q) N L®(Q) se dice una subsolucién de la
ecuacidn (2.2.18) si verifica

—Au+ H(z,u,Vu) <0 en .
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La funcidn u € HY(Q)NL>®(Q) se dice supersolucidn de la ecuacidn (2.2.18) si verfica

—Au+ H(z,u,Vu) >0 en Q.

- Teorema 2.2.1. (Barles-Murat) Sean u,v € H'(Q) N L>®°(Q) una subsolucidén
y una supersolucion respectivamente de la ecuacion (2.2.18). Siu < v en 0%, (i.e. s
(u—v)* € H3(R)) entonces se verifica u < v en Q.

~ Demostracién. Por el Lema 2.2.1, las funciones @ = I(u), 6 = J(v) verifican (ya

que ' > 0)

~

— Ai+ B(z,3,Vid)=f <0
— Ab+ B(z,5,V5) =g > 0.

El Lema 2.2.2 iii) da entonces

(1-3) [1va* P Sty +p [ 0% <o,
Q Q

y por tanto se deduce que Wt = 0 en Q, o lo que es lo mismo @ < ¥ en Q. Como P es

creciente esto implica u < v en . g

Corolario 2.2.1. Suponiendo que la funcidn H verifica las Hipdtesis (2.2.1) y (2.1.2).
La ecuacidon (2.1.1) admite una dnica solucidn.
Demostracién. Gracias a la Observacién 2.2.1, podemos aplicar el Teorema 2.1.1

para deducir la existencia de solucién. El Teorema 2.2.1 da ahora la unicidad. g

Observacién 2.2.3. La unicidad se tiene cuando buscamos soluciones de la ecuacién
(2.1.1) en H3(Q) N L>®(). Si se buscan soluciones que sélo esten en H}(R) la unicidad
puede fallar (ver [B M]).
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Capitulo 3.

Homogeneizacion de un

Problema de Dirichlet Lineal

en Dominios Perforados.

En este Capitulo comenzamos con la homogeneizacién de problemas en dominios per-
forados, esto es dominios en cuya estructura aparecen agujeros. Las hipdtesis que vamos
a establecer sobre los agujeros van a signiﬁcar que estos son suficientemente pequefios de
forma que desaparecen en el limite.

El marco matemaético en el cual vamos a trabajar para la homogeneizacién de proble-
mas con agujeros va a ser similar (un poco més general) al tratado en [C M], (ver también
[K M]) y que consiste en una adaptacién del método de la energfa introducido por L. Tar-
tar ([TA1], [TA2]). Si bien D. Cioranescu y F. Murat justifican estas hipStesis mediante
ejemplos, en nuestro caso la existencia de dominios verificdindolas serd consecuencia del
Teorema 3.1. En este Capitulo, establecemos también resultados que usaremos més ade-
lante, en el caso no lineal y que aqui nos permitiradn rehacer el citado trabajo mejorando
algunos resultados y en particular realizar la homogeneizacién para la ecuacién de Poisson
con condiciones de Dirichlet en los dominios que estamos considerando. | |

La homogenizacién del problema de Dirichlet en dominios con agujeros para el caso
lineal ha sido estudiado por varios autores, ademas de los trabajos ya mencionados ([C M]

y [K M]) el problema ha sido estudiado usando técnicas de T—convergencia‘por H. Attouch
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y C. Picard (ver [A] y [A P]), quienes estudian el problema para dominios periédicos con
pequenios agujeros mientras que en el caso general referenciamos los trabajos de G. Dal
Maso y U. Mosco ({DM2], [DM3], [DM M1}, [DM M2]) quienes realizan la homogeneizacién
sin ningdn tipo de restriccién respecto a los agujeros, (éstos ya no tienen por qué desa-
parecer al final). El uso de técnicas de I'-convergencia implica que el operador considerado
debe ser simétrico y no proporciona un resultado de corrector. El problema general ha
sido resuelto recientemente por G. Dal Maso y A. Garroni ([DM G]) adaptando el ya men-
cionado método del la energia de L. Tartar, ellos consiguen realizar la homogeneizacién sin
suponer el operador simétrico y sin establecer ninguna hipétesis acerca de los agujeros asi
como establecer un resultado de corrector.

En nuestro case, imponemos las siguientes hipétesis

Notacién 3.1. Vamos a considerar € > 0 un pardmetro real destinado a converger
a cero. De hecho, € sélo tomard valores en un conjunto numerable constituido por los
términos de una sucesién que tiende a cero. Obsérvese que al tomar € sélo una cantidad
numerable de valores, una familia de conjuntos o de funciones parametrizadas con el indice
e serda de hecho una sucesién.

Se considera un conjunto abierto y acotado @ C R? y T¢ C R? una sucesién de
conjuntos cerrados que van a representar los agujeros. Se define Q¢ = Q \ T.

Suponemos que existen una sucesién de funciones w® y existe una medida p que

verifican
(P1) w® € HY(Q),
(P2) w® =0en T¢,
(P3) 0<w <1, :
(P4) w® — 1en HY(Q),
(P35) € MY(Q),

( Para toda v¢ € H}(Q2?) y todo v € H}(Q) tales que

v¢ — v en H}(Q),

(P6) se verifica

veLl(Q,d,u)y/ VwGVv‘—>/vd,u.
Q Q
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( Para toda v¢ € H}(Q2), v* =0 en T¢
ve — 0, H(Q) débil,
(P7) <

se verifica,

/ Vwe¢Vove — 0.
\ Ja

Observacién 3.1. Estas propiedades son similares a las hipdtesis establecidas sobre
los agujeros T en [C M], ver también [K M]. |

Se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad.

Teorema 3.1. Si existen 2%,z € H}(Q) y eziste una constante p > 0 tales que z¢
converge a z en HY(Q) débil, 26 =0 en T€ y 2 > p. Entonces eziste una subsucesién ¢, de
€, ezisten funciones we* y existe u verificando (P1),...,(P7).

St fi, W, (la misma subsucesidn e, ) verifican también (P1),...,(P7) entonces

{ﬂ=u
B —w — 0, HY(Q) fuerte.

En la demostracién usaremos el siguiente Lema.

Lema 3.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, h :IN X IN — X una sucesion doble en
X y !l un elemento de X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) Eziste el limite doble de la sucesién h y coincide con .

i) Para toda sucesion (ng,my) enIN xIN con ni, my crecientes a infinito se tiene
3 lim h(nk,mk) =1
k—oco

Demostracién. Claramente i) implica ii). La demostracién del reciproco es
estandar, se supone que i) no es cierto y entonces se deduce que existe un conjunto abierto
G € 7 con ] € G tal que para todo k € IN existen nk; mx > k tales que h(ng,my) € G,

donde ny, my se pueden suponer sucesiones crecientes. Esto lleva a una cotradiccién con
i). g

Demostracién del Teorema. Suponemos que z = 1, para lo cual basta con sustituir
2¢ por zZe = T,(z%)/p.
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Vamos a dividir la demostracién en varias partes.

Paso 1.- Definicién de €,, wé" y u.

Sean
A={v € H(Q): v =0en T¢, v* — 1 en H(Q)}

a = inf {limigxf/ | Vo |2 {vf} € .A}.
€—> Q
Para todo n € IN, se considera {vi} C A tal que

1
liminf/ | Vi < a+ —;
) n

e—0

y donde podemos suponer que vt verifica ademds que 0 < v§ < 1, ya que si no es asi,

tomando
0 sis<0
K(s)=¢s si0<s<1
1 sis>1,
se tiene

{K(vi)} € A

0< K(we)<1

/ |V K@) P< / |Vl P2
Q Q

Aplicando el Teorema de Rellich a la sucesién v (n fijo) y el Teorema de Convergencia
Dominada se deduce que para todo n € IN la sucesién vf converge a 1 en L?(Q) fuerte
cuando € tiende a cero. Existe por tanto una subsucesién €, de € que decrece a cero, tal

que definiendo w®" = v se tiene

2
/ | Vs P<at 2,
It} n

1
/Iw‘"—1]2<—,
Q n

de lo que se deduce en particular que la sucesién w®» converge a 1 en H!(2) débil. Ex-
trayendo otra subsucesidn si es necesario se puede también sﬁponer que existe una medida
de Radon positiva p tal que | Vwé" |2 xq — p en el sentido %-débil de las medidas. La

sucesién w*" verifica claramente las propiedades (P1),...,(P4).

Paso 2.- La sucesién we verifica (P7). Esto es, para toda sucesién v en H () tal

que

v" — 0 en H'(R),
(3.1) {

vé" =0 en T°",
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se tiene
(3.2) / Vw Vo — 0.
Q

Demostracién.- Sea v’» € H'() verificando (3.1). Si v» converge a cero en H1(Q)

fuerte entonces (3.2) es evidente por (P4). Luego si (3.2) no es cierto, entonces existe una

subsucesion v+ de vé» tal que
/ | Vo' = a> 0.
Q

/ YV wn Vo — b 0.
Q

Entonces, para todo A > 0 se tiene

/ l V(wen' + /\ve",) I2

Q

=/ | Vwe |2 +A2/ | Vo |2 +2A/ Vw' Vo' — a4+ A%a+ 2)b.
Q _ Q Q

Tomando A = —b/a se tiene por tanto

2
/ | V (w' + Av') 2= a — La < a.
Q a

Pero, la sucesién ré»’ = w*’ 4 Av‘»’ converge a 1 en H1(Q) débil, por lo que si se
define

o=
T’ sl €= €,

. {z‘ sied {en}

entonces la sucesién r€ estd en A y verifica

liminf/ | Vre 2< lim / | Ve 2<
Q Q

€e—0 €nt —0

en contradiccién con la definicién de a.

Paso 3.- Dada una sucesién ¢,, € H}() tal que
{cpm — 0 en HY(Q),
©m acotada en L*°(Q),

Entonces

€n—0
m— 00

lim / | Vwer [ g, = 0.
Q
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Demostracién.- Usando el Lema 3.1, basta ver que para todo par de sucesiones de

numeros naturales ng,m; crecientes a infinito se tiene

(3.3) lim [ |Vuw |? o, =0.

k—oo Q

Para probar esto, observemos que la sucesién v"x = wry,, estd en H 1(Q), vale

cero en T, converge a cero en L*() fuerte y tiene por gradiente
Voe = @, Vs + 0w Vo,,,

el cual estd acotado en L*(Q2) independientemente de k, (aparecen productos de funciones
que estan acotadas en L*°(§2) por funciones que estdn acotadas en L?*(£2)) de lo que se

deduce que v+ converge a cero en H1() débil y por tanto, aplicando el Paso 2 tendremos
/ Vwe Vore — 0,
Q
esto es

(3.4) /;) | Vwere |2 o, + /Q we Vwr Ve, — 0.

Ahora, la segunda integral de (3.4) converge a cero ya que w®*x V ¢,,,, converge a cero
en L*(Q) fuerte y Vw* + converge a cero en L%() débil. Por tanto, de (3.4) se deduce
(3.3).

Paso 4.- Se verifica (P5).

Demostracién.- Queremos probar que para todo conjunto Borel A C Q de capacidad

nula se verifica que u(A) = 0. En realidad, puesto que
n(A) = sz;p{u(K) : K C A, K compacto },

basta probar que para todo conjunto compacto K C Q con cap(K) = 0 se tiene p(K) = 0.

Dado ahora un conjunto compacto K C § de capacidad nula, existe una sucesién ¢,, €

C3 (%) tal que
Pm 2 XK

0<pm<1

om — 0, H'(Q) fuerte.
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Usando el Paso 3 tendremos

lim / | Vwe |2 ¢, =0,
Q

En—t
m— 00

que gracias a que | Vw® |2 converge en el sentido de *-débil de las medidas hacia p implica

lim lim | Vw |2 o = lim /gomdp,=0.
Q m—o Jja

m-—00 €, —0

Como

u(K) S/‘Pmd,“’ vm €N,
Q

se deduce que u(K) =0.

Paso 5.- Sea ¢ € H}(Q) N L™(Q), entonces ¢ € L®(,du) y se verifica

€n—0

(3.5) lim [ |[Vuw*™ Pe= / pdu.
Q 7 Q

Demostracién.- Existen funciones ¢, tales que

WYm € C(}(Q),
¢m acotadas en L*°(Q),

Ym — @, p—ect. en

con lo que por el Teorema de Convergencia Dominada ¢ € L®(Q,du) y ¢, converge a ¢

en L1(Q,du) fuerte. Se tiene

]/lvw |2so—/sodu|s/|w" 2lom—o|
Q Q Q
+'/le‘"|2<pm—/somdﬂl+/Iwm—sold#
Q Q Q

y por tanto

Lm

€n—0

L1vue P [ odu] <timsp [ |90 Flon -

€n—0

+/ Iﬁom_‘foldﬁ'
Q N

Tomando ahora limite cuando m tiende a infinito y teniendo en cuenta el Paso 3 se

deduce (35)
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Paso 6.- Sean v» y v tales que
vr € Hy(Q),
v € Hy(Q)NL=(Q),
ver — v, H'(Q) débil.

Entonces

(3.6) / Vwer Vve» —)/vdp.
7 Q Q

Demostracidén.- Se tiene

ven —wry — 0, HL(RQ) débil

v —wv € Hyp (),

luego por el Paso 2 se tiene
/ Vw V(v —wv) — 0.
Q
Esto es

(3.7) / Vw‘"VvG"—/ | Vwen |2v——/w‘"Vw€"Vv——>0.
Q Q Q

El Paso 5 da
/[wa" |2v—>/vdu.
Q Q

Respecto a la tercera integral de (3.7), la propiedad (P3) junto con el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue establecen que w®» Vv converge en L?(Q) fuerte,

como V w* converge en L?(Q) débil. Se tiene
/ wVw"Vo—0
Q

y por tanto, de (3.7) se deduce (3.6).

Para completar la demostracién de la propiedad (P7) basta eliminar la hipdtesis v €

L>°(Q2) en el Paso 6. Para ello necesitamos

Paso 7.- Sean vir € H(2) con vér = 0 en T y vé* convergiendo a cero H1(Q débil
m m m g

cuando €, converge a cero y m converge a infinito, (los dos pardmetros a la vez). Entonces

(3.8) lim /Vw‘"va,'; =0.
e 10
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Demostracién.- Basta usar el Lema 3.1 y el Paso 2.

Paso 8.- La sucesién wj, verifica la propiedad (P6). Esto es, si v~ € H}(Q),
v € H} () son tales que v~ converge a v en H*(Q) débil. Entonces v € L(Q,du) y se

verifica

(3.9) / Vwe Voyn —-)/t;dp.
Q Q

Demostracién.- Supongamos que v*» > 0. Tomando vér = T,,(vé") — v", se tiene

/ Vuw Vo —/Tm(v)du| < ‘/ VwVu»
Q Q Q
+I/ Vw‘"VTm(vf")—-/Tm(v)d,u’,
Q Q

donde por el paso 6, el segundo término del miembro derecho converge a cero con e,.

Luego, se tiene

hmsup

€n—0

/ Vuw Vo —/ Tm(v)dpl < limsup
Q Q

€n—0

/ Vuw Voir
Q

Si ahora m tiende a infinito, el Paso 7 establece que el miembro derecho tiende a cero,

con lo que se tiene

(3.10) lim limsup

M—00 . _,0

/ V wen Vo -/Tm(v)dulzo.'
Q Q

Esto significa en particular que [, T;n(v) dp estd acotada independientemente de m
con lo que aplicando el Teorema de Convergencia Monétona se deduce que v € L1(Q, dy)

y que T, (v) converge a v en L(Q, du) fuerte.

Ahora ’
lim sup / V'wf"Vv‘"—/vd,u g/ |v—Tr(v) | du
€n—0 Q Q Q
+ lim sup / Vwe Vo — / Tm(v)d,ul ,
en—0 Q Q

de donde tomando limite en m se deduce (3.9) a partir de (3.10) y de la convergencia fuerte
de T,,(v) hacia v en L(Q, du).
Si no se verifica v** > 0 basta considerar la descomposicién vé® = (vér)t + (vér)~ y

aplicar lo ya probado.
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Paso 9.- Unicidad.
Sean fi, W verificando también las propiedades (P1),...,(P7). Gracias a la propiedad
(P7), se tiene

/ |V(w"‘—12;‘")|2=/Vw€"V(w‘"—we")
Q Q

——/ Vo V(wen —wé")
Q
— 0,
lo que da la convergencia de w — 1w~ en H'(S2) fuerte. Ahora, para toda funcién ¢ €
Hj(£2) N L*°(Q2) se tiene haciendo uso de la parte probada y de la propiedad (P6)

/(pdy = lim [ VwV (wyp)

€n—0 Q

= lim [ V&V (wyp)
en—0 Jo

= /sodﬁ,

de donde se deduce la igualdad x = i en 2.

Nos situamos ahora en las condiciones del comienzo del Capitulo. Esto es, consi-
deramos un conjunto abierto y acotado  C IR? y una sucesién de conjuntos cerrados T¢
tales que existen una sucesién de funciones w® y una medida u verificando las propiedades
(P1),...,(P7). Vamos a dar varios Lemas que resultardn muy dtiles a la hora de calcular
ciertos limites y que seran utilizados con frecuencia en los Capitulos posteriores.

Tanto en los resultados de este Capitulo, como en los de los siguientes se va a hacer

uso de las notaciones de Landau.
Notacién 3.2. Por o(1) se entenderd una cantidad que tiende a cero con e.

Lema 3.2. Sea S un conjunto de R xIR! y sea h : S — IR la restriccion a S de
una funcidn de clase C' definida sobre un conjunto abierto que contiene a S y tal que sus
derivadas parciales estin acotadas en S. Sean z¢, 2 € H(Q)' con z¢ convergiendo a z en
HY(Q) fuerte y tales que para todo €, (w€,2¢) € S en casi todo Q y h(w¢,2¢) € HE(QF).

Entonces
€ 12 ah €
| Vwe |* ——(w¢,2%) = [ h(1,2z)dp.
Q 0 Q ‘

w
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Demostracién. Se tiene
V h(w¢, 2¢) = —gg—(wf, 2 )Vuw + -gg—(w‘, 2¢)V 2¢
h(w*,2¢) — h(1,z) en Hj(Q).
Aplicando (P6) se tiene
h h '
/Q |V wt P %;(wf,zf) +f %(w‘,ze)Vw‘Vz‘ R /Qh(l,z)dp
donde la segunda integral del miembro izquierdo converge a cero ya que

%(we,zf)Vz‘ — %Izz(laz)vz en L*(Q),
Vw — 0en L}(Q). y

Lema 3.3. Sean %, € Hi () NL>®(Q), ¢ convergiendo a ¢ en HY(Q) fuerte y ¢

acotada en L*°(2). Entonces, se verifica
/ | Vot [ of — / m
Q Q

Observacién 3.2. Tomando ¢ = ¢. Este lema nos dice en particular que | V w¢ |2
converge a u en el sentido *-débil de las medidas.

Demostracién. Basta Tomar en el Lema 3.2 2¢ = ¢ y h(w,z) = wz. g

Lema 3.4. Sea u € H'(Q) N L®(R) y sea una sucesidn ¢ € H(Q) N LX(N), ¢°

acotada en L°°(2). Entonces se verifica

(3.11) / | V (wu —u) |? o = / | Vwe |2 u?pf + o(1).
Q Q
Demostracién. Basta efectuar el célculo
/ | V(wu —u) |2 ¢f = / | (w® = 1) Vu+uVw |2 of
Q Q
=/ |wés =1 Vul? cpf-}-/ u? | Vwe |2 c,a‘+2/(w‘—1)ungVqu‘
Q Q Q
=/u2 | Vs 2 o + o(1),
Q
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donde hemos usado las propiedades (P3), (P4) asi como el Teorema de Convergencia Domi-

nada. I

Lema 3.5. Sean z, € HY(Q) N L®(Q) y sean v¢ € H}(QF), v € HY(Q), v¢ con-

vergiendo a v en H} () débil. Entonces

/goV(wfz)Vv‘—>/¢V2Vv+/govzdp.
Q Q Q ;

Demostracién. Vamos a comenzar probando que si z € WH*°(Q), v¢, v en las

condiciones del Lema, entonces

/V(w‘z)VUG-—)/V.zVU—{—/vzd,u.
Q Q Q

Para ello, se tiene
/V(w%)Vv‘:/sz‘Vv‘—l—/w‘VszE
Q Q Q
=/Vw‘V(vez)—/v‘Vw€Vz
Q Q
+/w‘Vsz6
Q
— vzd/,t—i-/ V2V,
Q Q

donde para pasar al limite en la primera integral hemos usado la propiedad (P6), en la
segunda que v¢ V z converge en L?(Q) fuerte, V w* en L2(2) débil y la tercera es andloga
a la segunda.

Si ahora z estd sélo en H(Q2) N L*°(Q) basta tomar z, € W1*°({2), z, convergiendo

a z en H'(Q) fuerte y z, acotada uniformente en L>({). Entonces se tiene

I/V(wfz)Vve—/Vsz—/védp
Q Q - Ja

| [Pt vi— [ ava- [
|| Vwi(z = 2,)) Vo v(2n — 2)dp| -
/ Jyten =2

Se usa ahora que z,v converge a zv en L!(Q,du) fuerte y que

+

(3.12) lim limsup

n—00 . _,q

=0.

/Q V (w(z — z,)) Vo€
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Para probar (63.12), se tiene

2

’/QV(w‘(z—zn))V've
< [IV@E=m) P [ 1vop
'sc/Q|V<w‘(z—z,,)) 2

gzc/ |Vt 2|z — 2, |2 +zc/ | we PV (2 = za) %,
Q Q

donde C denota una constante positiva.
Usando el Teorema de Convergencia Dominada y la convergencia de z, a z en H(Q)

fuerte, se tiene

n-—00 e—0

lim lim/ | we |?| V(z = z,) |2= 0.
Q

Para probar ahora que también se tiene

lim lim/ | Vw |?| 2 — 2z, 2= 0,
Q

n—oo e—0

se usa el Paso 2 de la demostracién del Teorema 3.1, paso que se demuestra a partir de la
propiedad (P7).
En el caso general, en el cual también aparece la funcién ¢, se tiene usando la parte

ya probada que
/ eV (w2) Vv = / V (wpz) V oe —/ wéz Vi Voe
Q Q Q

—)/V(goz)Vv—%-/cpzvdy-—/chva
Q Q Q

=/<,0V2Vv+/gozvdp,
Q Q

lo que acaba la demostracion. g

Lema 3.6. Sean ¢ € H(Q2) N L*°(Q), ¥¢ acotadas en L®(Q), ¢ convergiendo a
cero en H(Q) débil. Sea también una funcidn ¢ € H1(Q) N L°(Q), ¢ > 0. Entonces

61)  [1ve e ([ 1w |2so)%(/gcv¢f |2¢)%+O(1)-
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Demostracién. Gracias a la propiedad (P7) de w* se tiene
[ 1vw o= [ vurvw)
Q Q
—/ w Vw Ve —/ wYP Vw Vo
Q Q

= —/ wie Vw V¢ +0o(1)
Q

<([1vuee) ([1ver so)%+o(1>{

que es el resultado buscado. g

En general w® no converge a 1 en H(Q) fuerte, ya que esto implicaria que y es cero

mientras que en [C M] aparecen ejemplos en los cuales u no es cero. Se tiene sin embargo

Teorema 3.2. La sucesidn w® converge a 1 en WH1(Q) fuerte, (y por tanto en
WP (Q) fuerte para 1 <p < 2.)

Demostracién. Sabemos que w€ converge a 1 en L%() fuerte y por tanto, por el
Teorema de Egorov, existe una subsucesién w® que converge casi uniformente. Esto es,
para todo § > 0 existe un conjunto As contenido en Q con £(Q\ 4s) < 6, tal que we
converge uniformemente a 1 en As.

Para toda funcién ¢ € H}(Q)NL>(Q), ¢ > 0y paratodo p con 0 < p < 1 se considera
la sucesion

v = (p + T,(w — 1)),

la cual estd en Hj(€2€) y converge a pyp en H!(Q) débil. Por la propiedad (P6) se tendra

/VwE'Vvel:/Xlwe:_ll<P|wa’ 1 ¢
Q Q
+/(p+Tp(w€—1))Vwe'ch—>p/cpdu.
Q Q

Pero
/(p + Tp(w® — 1)) Vw Vo — 0,
Q

. 7 . - - . !
(convergencia débil por convergencia fuerte). Ademds por la convergencia uniforme de w*

a 1l en Ay se deduce que para € suficientemente pequefio

As C{z:|w(z)—1|< p}
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y por tanto se tiene

limsup/ | Vw 2o Sp/ edu.
As Q

e/ —0

Si ahora hacemos que p tienda a cero se deduce

/ | Vw |? ¢ — 0.
As

2
loc

Esto significa que x4, V we converge a cero en Lj, () fuerte y por tanto que vV we
converge en medida en As. Como esto es para todo § > 0, se deduce que V w¢ converge
en medida a cero en ). Ahora la convergencia en medida y la convergencia en L? (Q) débil

implican la convergencia en L'(Q) fuerte. g

Observacion 3.3. En la demostracién anterior se puede de hecho tomar ¢ con 1 <

g <2y As con cap,(As) < 6.

Observacién 3.4. Otra consecuencia del Teorema 3.2 es que si | V w® |?> converge en
L(Q) débil entonces converge en L!() fuerte y por tanto p = 0. A

La propiedad (P6) establece en particular que si una funcién v € H'() es limite en
H'(Q) débil de una sucesién que se anula en T*, entonces v € L}(Q,du). El siguiente
Teorema mejora este resultado estableciendo que de hecho v € L?(Q, dy).

Teorema 3.3. Sean v¢ € HJ(QF), v € HL(Q) con v¢ convergiendo a v en H}(Q)
débil. Entonces v € L*(Q,du) y

(3.14) 1iminf/ | Vve |22/ ]Vv|2+/v2d,u.
Q Q Q

€e—0

Demostracién. Sea ¢ € H3(2) N L>®(Q). Se tiene
L1ver—wo = [1vops [1vuy
Q Q Q
(3.15) +/ | wé 2| Vo2 ~2/(va€Vwe
Q Q

~2/w€Vv‘V<p+2/w‘<prfV(,o.
Q Q

Usando los Lemas 3.3 y 3.5 se tendra

[Ive -wor= [ vo P+ [ o

Q Q Q

(3.16) +/ [Vl —2/vgody
Q Q

—2/ Vo Ve+o(l).
o .
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Si en particular se toma ¢ = Ty, (v), la ecuacién (3.16) conduce a

e—0

—2/Qz)Tn(v)d/1—-2/Q VoV T,(v).

ognminff | Vo |? +/Tn(v)2dp+/ | VTa(v)
(3.17) ¢ “ &

Teniendo en cuenta que

/Q T, (v)2dy — 2 /Q oTa(v)dp < ~ /Q T, (v)dy,

se deduce de (3.17) que [, vTn(v)du estd acotada ihdependientemente de n, y puesto
que T,(v) estd acotada en H}(2), el Teorema de la Convergencia Monétona implica que
v € L*(Q, du).

Ahora se puede aplicar el Teorema de Convergencia Dominada asi como el hecho de
que T,(v) converge a v en H(Q) fuerte para pasar al limite en las integrales respecto de

p en (3.17) con lo que se obtiene (3.14). g

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado de corrector, i.e. una aproximacién

de V u¢ en L?(Q) fuerte.
Teorema 3.4. Sean v¢ € H}(Q) y v € Hy () con v¢ convergiendo a v en H}(Q)

lim/ | Vve |2=/ |Vv|2+/v2dp.
«—0 Jo Q Q

Entonces para toda sucesidn ¢, tal que

{ wn € HY}(Q) N L>(Q)
on — v en H{(Q) N LA(Q,dp),

débil, tales que

se tiene

lim lim/ | V (v¢ —wp,) [*= 0.
Q

n—oo €—0
Demostracién. Se considera la ecuacién (3.16) con ¢ = ¢,. Tomando limite en € y

luego en n se deduce el resultado. g

Corolario 3.1. En las condiciones del Teorema 3.4. Si @, = Tp(v) se tiene .

lim lim sup/ | V (v¢ = wT,(v)) *=0.
Q

n—oo €—+0
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Corolario 3.2. En las condiciones del Teorema 3.4. Siv € H} ()N L>®(Q) se tiene
v —wv — 0 en H}(Q).
Demostracién. Inmediato a partir del Corolario 3.1. g

Corolario 3.3. En las condiciones del Teorema 3.4. Para todo p con 1 < p < 2, v¢
converge a v en WoP () fuerte.

Demostracion. Se deduce del Corolario 3.1 y de que
V(wTh(v)) = Tp(v) V' + w VT,(v),

donde sabemos que V w* converge en L*(£2) fuerte. g
Como aplicacién de los resultados vistos en este capitulo, vamos a estudiar la Ho-

mogeneizacién de la ecuacién de Poisson con condiciones de Dirichlet en dominios con

agujeros. Ver p. ¢j. [A P], [C M], [DM M1}, [DM M2] y [DM G].

Teorema 3.5. Sean f€, f € H™1(Q), f¢ convergiendo a f en H™1(Q) fuerte. Sea uf

la solucion del problema

—Auf = f¢ en QF
(3.18) {

ut € Hy(Q°).
Entonces
u¢ — u, H3(Q) débil
con u solucidn del problema
—Autpu=fenQ
(3.19)
u € H{Q) N L*(Q,dy).

Ademds se tiene

(3.20) lim/ | Vu ]2:/ |VU|’~’+/u2d,u
=0 Jo Q Q

y por tanto se pueden aplicar el Teorema 3.4 y los Corolarios 8.1, 3.2, 3.3.
Demostracién. La demostracién estd tomada de [C M]. De (3.18) se deduce que la
sucesién u€ estd acotada en HI(Q) y por tanto, que existe una subsucesién u¢ de u¢ y

existe una funcién u € H}(R) tales que u¢ converge a u en HE(£) débil.
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Dada ¢ € H}(Q¢) N L®(R) se considera we o € HE (') como funcién test en (3.18),

con lo que se tiene
/a Vus V(wp) = (£, v ).
El Lema 3.5 y la convergencia fuerte de f¢ en H —1(Q?) dan ahora

(3.21) /QVuV<p+/Qusodu=(f,sD)-

Por densidad, (3.21) es cierta para toda ¢ € H}() N L%(Q,du) y por tanto u es
solucién de (3.19). Del hecho de que (3.19) tiene solucién tinica, se deduce que en realidad
toda la sucesién u€ converge a u.

Para la estimacién de la energia basta usar u¢ como funcién test en (3.18), lo que da
g : ,log

| rvu =,

Tomando ahora limite en € se llega a

(3.22) lim/;2 | Vus >= (f,u).

€—0

Si en (3.19) se toma u como funcién test se tiene también

[rvuf+ [ wdu= (50

que junto con (3.22) da (3.20). g
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Capitulo 4.

El Problema Cuadrético.y

En este Capitulo vamos a comenzar con los problemas de Homogeneizacién en domin-
ios con agujeros para ecuaciones del tipo de las estudiadas en el Capitulo 2. Concretamente,
aqui estudiamos el caso en que la aplicacién H es de la forma H(z,sf) = As — v | £ |%,
con A >0y~ #0. En el Capitulo 5, estudiaremos el caso general buscando extender los

resultados aqui obtenidos.

4.1. Homogeneizacidn.

Se considera un conjunto abierto y acotado @ C R?, T¢ una sucesién de cerrados de
Ry Q=0 \ T tales que existen una sucesién de funciones w® y una medida positiva u
verificando la propiedades (P1),...,(P7) del Capitulo 4.

Sean Cy y A constantes estrictamente positivas y 4 una constante arbitraria distinta
de cero. Se considera el pi‘oblema

—Aut+Auf=f+v9|Vu 2 en QF
{ u€ € H3(QF) N L°(Q).
donde f € L=(R), || f |z (@< Co.
Aplicando el Corolario 2.2.1, existe una tnica solucién u® de (4.1.1), la cual estd

acotada en Hg(2) N L°°(Q). De hecho

(4.1.1)

Co
¢ oo e<"_".
| u e S
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Extrayendo una subsucesién si es necesario, se puede suponer que u® converge a u en

H{ () débil y en L°() *—débil. Se hace el cambio de variable
(4.1.2) vf =™ — 1,
entonces v¢ € HI(Q) N L®°(Q) y

(4.1.3) u® = =log(1 + v°®).

<[+

Se tiene .
Vv =ve?™ Vaus,

AvE = 767“€Au6 + 7267"€ | Vus |?
= 7e" (Auf +4| Vus )

= 767“6()\116 - f),
utilizando (4.1.1).

De (4.1.1) se deduce por tanto la siguiente ecuacién para v°

(4.1.4) { —Av = A1+ v9)log(1 +v) +y(1+v)f enQF,

v¢ € Hg(2¢) N Le(Q°).
La funcién que aparece en el segundo miembro de (4.1.4)

A1 +v)log(1 +v¢) +y(1 +v)f

estd acotada en L°°(§2) y converge en casi todo. Por tanto, el Teorema de Convergencia

Dominada establece que converge en L?() fuerte hacia
=M1 +v)log(1 +v) + (1 +v)f,
donde
(4.1.5)» v=e""~1.
Aplicando el Teorema 3.5, se deduce que la funcién v verifica la ecuacién

(4.1.6) { —Av+ po = —A(1+v)log(1+v) + (1 +v)f enQ

v € L®(Q)N HL(Q).
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Por un cédlculo similar al realizado antes se tiene
Av=~ve"(Au+7|Vul?).

De (4.1.5) y (4.1.6) se deduce

p(e™ —1) = pv
= Av — A1+ v)log(l +v) +y(1+v)f
=7e™(Au+7 | Vu ) = Aye™u + v f,

con lo que tenemos la ecuacién para u, (ecuacién limite de (4.1.1))

eVt —

— Au+ du + 1,u=f+7|Vu|2 en Q2

(4.1.7) 7er

u € H3(Q) N L™(Q).

Observacién 4.1.1. Siy = 0, tenemos aplicando el Teorema 3.5 a la ecuacién (4.1.1)
—Au+ Au+ pu = f en .

Se tiene de hecho

y por tanto (4.1.7) es coherente con el resultado que se deduce en el Teorema 3.5.

Lo demostrado en esta Seccién se puede resumir en

Teorema 4.1.1. Supuesta lo ezistencia de una sucesidn w® y una medida p vers-
ficando las propiedades (P1),...,(P7) del Capitulo 3, la sucesidn u® definida por (4.1.1)
converge en H}(Q) débil hacia u, solucién de (417)

Observacién 4.1.2. Usando el Lema 2.2.2, se puede probar, andlogamente al Coro-
lario 2.2.1, que (4.1.7) tiene solucién tnica y de ahi que en realidad no haya que tomar

ninguna subsucesién.
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4.2. Corrector.

Notacién 4.2.1. En esta Seccién (asi como en otras posteriores que indicaremos),
se designardn por R, r¢, §¢ y L® funciones o distribuciones genéricas, las cuales pueden
cambiar de una linea a otra y que convergen a cero en las topologias siguientes

r* =0 en HY(Q),
R¢—0 en L2(Q)V,
S¢—0 enLY(Q),

Lf -0, en Wl(Q).

Utilizando el Teorema (3.5) y el Corolario (3.2) al problema 4.1.4, se obtiene, (v €
L>($2)) |
(4.2.1) V¢ = vw® + 1,
¥y por tanto

Vv =vVuw*+w Vv + R
=Vv+ovVw '+ (w*~1)Vv+ R
= Vv +vVuw+ R
De la ecuacién (4.1.3) se deduce

1 € 1
(4.2.2) Vel VY 1
Y140v¢ 414 0¢

(Vv+vVuw+ RY).
Como u‘ > —CoA~! en casi todo Q, se tienev
1+v¢=e™ > e_:z_f_o. e.ct. Q,
que por (4.2.1) se puede escribir como
(4.2.3) L 4ow 476> e et

que junto con (4.2.2) lleva a la expresién

1 1 1 v

= _Vu4-= V w + RE.
TR I ey R

(4.2.4) Vu

Escribiendo (4.2.4) en funcién de u, tenemos el siguiente resultado de corrector

1 e’ —1 c
2. ‘= - Re.
(4.2.5) : Vu Vu+71+w€(e7u_1)+r6Vw +
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De hecho vamos a probar
Teorema 4.2.1 La solucidn u® de (4.1.1) verifica

1
(4.2.6) ut = -’—y-log(l + w(e™ - 1)) + 7€

1 e -1
.2. ¢ - € Ren
(4 7) Vu Vu+ 1 e(e‘vu I)Vw +

Observacién 4.2.1. Tomando limite en (4.2.3), se deduce que 1+v > e‘lgﬂ, en casi

todo 2, lo que implica
14 (e™ —1w =14+vw > e % et Q,

con lo que los denominadores en (4.2.7) estdn bien definidos.

La igualdad (4.2.7) es més interesante que (4.2.5) al no aparecer r°.

Demostracion del Teorema 4.2.1. Para probar (4.2.7) basta ver que

€ __ 1 _ 1 €
o= ((1+vwf+rf) (1+vw‘))vvw

converge a cero en L2(Q)N fuerte. Se tiene
g

/s; Q[ = /;; ((1+vw1‘ + re€)?

1 2 2 € )2
+(1+vwf)2—(1+vwf+rf)(1+vw‘)>v [Vwr [

Para pasar al limite, hacemos uso del Lema 3.2. Se toma

3h( o, 22) ( 1 1 2 )zz
W z fmed ' + w ’
dw' T (I4+zaw+2)?  (1+aw? (I+aw+z)(l+zw)/™

esto es

2 29 1 1
h(w = —1 + — - + U
(w,21,22) = 21 [zz °9 (1 1+z1w) 14 zyw + 22 1+zlw] (21,22),

con ¥ € C! a determinar de forma que se tenga h(w€,v,r¢) = 0 en T¢. (Aqui 2¢ = (v,r%)).

Pero ahora r® = 0 en T y se tiene por tanto

h(w€,v,r¢) = h(w®,v,0) = ¥(v,0) =0,
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con lo que tomando ¥ =0y

(o4 [
SZ{(’U),Zl,Z2)Z e”v_AQ—lgzlw-i-zz,zlSelTQ—l;OSwSl

estamos en las hipétesis del Lema 3.2, (para la derivabilidad basta obsevar que la funcién

llog (1 + E)
t 8

es derivable para s distino de cero). El Lema 3.2 da por tanto

de dos variables

hrn/ | Q° 2= /h(lvO)du_O

que es el resultado buscado. g

Observacién 4.2.2. Se puede utilizar la expresién (4.2.7) para pasar al limite en
(4.1.1). Para ello, sea ¢ € HJ(2) N L°°(Q). Tomando wép € HI(Q¢) N L®(Q¢) como

funcién test en (4.1.1), se tiene
/ Vu*V(w) + /\/ u‘wp
Q Q

=/fs0we+”r/ | Vs [ wie.
Q Q

Aplicando el Lema 3.5 y la convergencia de u¢ en H}(Q) débil, se deduce

/Vchp-}—/u(pdp-{—/\/uc,o
/fv+hm7/|Vu 2 we.

Utilizando (4.2.7) tenemos (v = e7* — 1) :

[ 19 P
Q

2 € 2vw90
= — v
7AIVu|w¢+/(1+ we)Vu w®

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10) . 2
+ = /mlvw I (P+O(1)
=y [1vuP otz [ Ve P oo
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Para calcular el limite de

hacemos uso otra vez del Lema 3.2. Tomamos

3h(w 21, 2) = 1 wzf
Ow 1,72 ’y(l+wzl)2 22

y para tener h(w®,v,¢) = 0 en T, (aqui z¢ = (v, p)), se toma h(0, z1, z2) = 0. Se tiene

2224 w2
h(w,z1,22) = 1 / (1+321)2 7 (log(l—}-wzl)— 1+w21>22.

Eligiendo

S = {(w,zl,22) : e_l%l —1<wz, 2 < i 1,0<w<1; |2z |<| SO'”LOO(Q)}
se puede aplicar el Lema 3.2 y se deduce

1 ‘2
fim = [ s IVt o= [ AL v

e—0 7y Q(l-}-vw€
1
= log(1 — d
7/Q(og( + v) T )‘P#

1 e’ -1
= / updy — = / pdp.
Q YJa €
Por tanto

€12 2 1 fe™—-1
lim qu Fwo=9] |Vul"o+ | updp—= pdp.
€—0 Q Q vYJa €™

Utilizando esta expresién en (4.2.10) reencontramos la ecuacién (4.1.7) para u.

4.3. Interpretacion del Resultado Obtenido.

Vamos a ver ahora que es lo que hace al término nuevo que ha aparecido en la ecuacién
(4.1.7) diferente de lo esperado. Comenzamos recordando un resultado debido a A. Ben-
soussan, L. Boccardo y F. Murat [B B M]. |

Se considera un conjunto abierto y acotado £ C IR? y una sucesién de funciones de

Carathéodory H¢ : xR xR? — IR tales que

| H(z,5,6) IS C(1+ | £ ),
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con C una constante positiva; (por ejemplo H*(z,s,£) = Co + 7| € |*).
Se considera el problema
{ — div (A€ Vu‘)4+ Au¢ = Hé(z,u*,Vu¢) enQ,
u¢ € HH(Q) N L=(Q),
donde A€ = A°(z) es una sucesién de matrices tales que A¢ > al, (A°)™! > 41, (a, 7y > 0),
las cuales H-convergen hacia A° y dénde ) es una constante positiva. Aqui el abierto es fijo
y es el operador —div (A°V u®) quien varia. Para esta ecuacién, se demuestra que existe
una solucién acotada en H}(Q) N L*=(R) independientemente de €. (Es el Teorema 2.1.1
con un operador mas general —div (A V u)). Sé puede por tanto suponer (extrayendo una
subsucesién si es necesario) que la sucesién u® converge a u en Hg(Q) débil y en L™(Q2)
x—débil. |
Si ahora u€ es la solucién del problema
— div (A*Va€) + Ai€ = — div (A°Vu)+Au  en Q
{ a* € Hy(Q), |
entonces se prueba que u¢ — %€ converge a cero en Hy () fuerte.
En la demostracién de este resultado se utiliza el hecho de que | Vu® |? es equiinte-
grable, sin embargo para el problema de pequefios agujeros que estamos tratando aqui no
se tiene la equiintegrabilidad y el resultado es diferente. Para convencernos vamos a ver

que es lo que encontrariamos si se tuviera un resultado analogo.

Sea u¢ la solucion del problema (4.1.1) y 4 la solucién de
—AGf + duf = —Au+ Au+pu  en QF
{ u € Hy (),
donde estamos suponiendo que g € H~1(Q) a fin de que pu pertenezca a H ().

Supongamos por el momento que se tiene
(4.3.1) u® — ¢ — 0, Hy(R) fuerte.

Aplicando el Teorema 3.5 a u¢, y suponiendo que tenemos (4.3.1), se obtiene el resul-
tado de corrector para u¢
" ue:ae_l_(ue_EE):uws_*_re_I_(ue_ae)

= uw® +r°
(4.3.2) .
Vu* =w*'Vu+uVu+R*

L = Vu+uVw+ R*
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Sea ¢ € H}(Q)N L*°(Q), utilizando wyp como funcién test en (4.1.1) se llega de nuevo
a la ecuacién (4.2.10) pero ahora es (4.3.2) lo que se va a aplicar para calcular el limite de

v fo | Vu€ | wép. Se tiene en este caso

'y/ | Vu|? wego:7/ | Vul? wec,o+2'y/u<,,9VuV'w€
Q Q Q
[ 190 P utte+ o)
Q
=7/ IVUI2¢+7/ | Vwf 2 w?wlp + o(1)
Q Q -

Para calcular el limite de v [, | Vw® |* u?w*yp se utiliza de nuevo el Lema 3.2. Se
busca

Oh

7 (W71, 72) = y2iwzs

y afin de tener h(w¢,u, ) € H}(QF), (aqui z¢ = (u,y)), se toma (0, z1,22) = 0. Entonces

’)’Z%’w222

w
hw, z1,22) = 72%22/ sds = 5
0

que verifica todas las hipétesis del Lema 3.2. Por tanto

’y/ | Vs |? vlwp — 1/ u?pdp. -
Q 2 Ja :

Se obtiene por tanto la ecuacion limite para u
yu? 2
—Autdu+|u—— |p=Ff+7|Vu]

(4.3.3) 2

u € HA(Q) N Lo(Q),

la cual es diferente de (4.1.7), lo que implica que (4.3.1) es falso y que no se tiene el
resultado de corrector enunciado en (4.3.2).
Sin embargo, si se desarrolla el término nuevo que ha aparecido en (4.1.7) en potencias

de v, encontramos

; 71u1+1

1=0
Esto es, el término encontrado en (7.3.3) es el desarrollo del encontrado en (4.1.7)
hasta el primer orden en 7. El resultado enunciado en (4.3.2) es falso y es necesario afiadir

términos suplementarios para conseguir el verdadero corrector, ver (4.2.6), (4.2.7)
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Capitulo 5.

Problema con Crecimiento
Cuadratico

en Dominios Perforados

En este Capitulo generalizamos el estudio llevado a cabo en el Capitulo 4 para una
ecuacién general del tipo de las estudiadas en los Capitulos 2 y 3.

Se considera un conjunto abierto’y acotado de £ CIR?, T¢ una sucesién de conjuntos
cerrados en IR? y Q¢ = Q\ T* tales que existen funciones w* y existe una medida p
verificando las propiedades (P1),...,(P7) del Capitulo 3.

Sea H una funcién de Carathéodory definida en 2'x R x IR? con valores en IR tal
que para casi todo z € Q la funcién H(z,.,.) es derivable y existe una funcién creciente

I': [0,400) — [0,400) tal que se tiene

(0
H(x 0,0y, 22 = A 2,0,0) € L®(Q),
l%g(w 81,51)—6—H($ s2,&2)

<T(s1 412 DA+ & P+ ) 81— 52
+A+ &+ &) & -6,

(5.1) ¢

laa_}g(xvsla{l) - %ZI‘(SB,Sz,ﬁz)
<T(|si|+ s D[+ &I+ 1&D st —s2 |+ & —& D]
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Supongamos ademas que se verifica: (hipétesis (2.1.2) del Capitulo 2)
Para casi todo z € Q y para todo ¢ € R?, la funcién H (z,s,§) es derivable y existe

una constante A > 0 tal que

(52 o (@5,)2 )

Observacién 5.1. Las hipdtesis que componen (5.1) implican en particular (2.2.1) y
por tanto (2.1.3).

El objetivo de este Capitulo es estudiar la Homogeneizacién del problema

—Au*+ H(z,u",Vu)=f en Q°
(5.3)

u¢ € HI(QE) N LoQF),

con f € L*®().

5.1. Primeras Estimaciones.

Por el Corolario 2.2.1 se sabe que existe una tnica solucién de (5.3), la cual esta
acotada en H(f2) N L*(Q). Esto implica que se puede extraer una subsucesién que
converge a una funcién u € H() N L®°(N) en Hy(Q) débil y en L°() #-débil. El
problema que tratamos de resolver es encontrar la estructura de la ecuacién limite para u.

Miés generalmente, vamos a suponer que los segundos miembros de la ecuacién (5.3)

son distribuciones f¢ con f¢ € H~1(Q¢) + L'(Q¢) verificando

( Sive € HY(Q) N Leo(QF),

v¢ — 0, HY(R) débil,
(5.1.1) { vf acotada en L°(Q).
Entonces

L (f¢,0¢) — 0.

Observacién 5.1.1. La hipdtesis establecida sobre f€ es andloga a la propiedad (P7)

de la sucesién w¢, i.e. imponemos que f¢ tenga un comportamiento similar al de —Aw* .
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Se consideran f¢, u¢ y u verificando

(f* € HTH(Q) + LY(Q),
¢ verifica (5.1.1),

u e HY(®) N I=(Q),
(5.1.2) .
ut € H(@) 0 L2(Q),

u® acotada en L=(Q),

| ue —u en Hy(R),

y

(5.1.3) —Auf 4+ H(z,u*,Vuf) = f° en Q°.

Notacién 5.1.1. Para f¢, u¢,u verificando (5.1.2) y (5.1.3), a fin de resaltar la de-
pendencia de las constantes asi como simplificar la notacién, vamos a denotar por A, una
constante genérica, que puede cambiar de una linea a otra y que va a depender uinicamente

de sup{|| u¢ ||L(n)} haciéndolo de forma creciente.
A semejanza del Teorema 3.2 y del Corolario 3.3 se tiene.

Teorema 5.1.1. Para todop con 1 <p < 2, la sucesion u converge a u en WyP(9)
fuerte.

Demostracién. La demostracién sigue las ideas del Teorema 3.2. Se considera la
sucesién z¢ = u® — wfu, entonces por el Teorema de Egorov existe una subsucesién z¢ que
converge a cero casi uniformemente. Esto es, para todo § > 0 existe un conjunto As con
L(Q2\ As) < 6 tal que z¢ converge uniformemente a cero en As.

Dado p > 0 se toma la funcién T,(2¢ ) € H(Q)NL™(Q) como funcién test en (5.1.3).

Se tiene
/ Vul VT,(:") + / H(z,ue , V)T () = (£, T,(°)).
Q Q

Usando (5.1.1) y el hecho de que H(z,u® , V u¢') estd acotado uniformemente en LY{Q),

se deduce que existe una constante C' > 0 tal que

J 195 F xiaoiep < o0+ Cp = [ ¥ ) VT,
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Por el Lema 3.5 se tiene
/Q V (w ) VT,(2¢) — 0,
y usando ahora que para € suficientemente pequerfio se verifica
AsC{zeQ:|29() |<p},

se deduce que

limsup/ | V2¢ 2< C)p.
As

e/ —0

Como p es arbitrario se tendra

lim [ | V2 P=0.
€' —0 AG

De la misma forma que en la demostracién del Teorema 3.2 esto significa que para

todo p con 1 < p < 2, z° converge a cero en VVO1 ?(82) fuerte. Como por el Teorema 3.2

1 1,
wu converge a u en W, ?() fuerte, entonces se deduce que u® converge a u en Wy*()

fuerte. g

Lema 5.1.1. Sean f€, u¢ y u verificando (5.1.2) y (5.1.8). Sea o € H}(Q)N Lo(Q),
@ > 0 y sea una sucesidn de funciones ¢ € H(Q) N L=°(Q), ¢ > 0, ¥° acotadas

en HY(Q) N L>(Q). Entonces, con el acuerdo de notacidn 5.1.1, eziste una sucesion de

funciones r¢ tales que

(€ € Hy(Q)N L™=(Q)

r¢>0
(5.1.4) $ '
r¢ —0 en Hy(Q) débil.

e iz (9) < A

y tales que se verifica la desigualdad

/ V@ —w) P <a [ Ve P
(5.1.5) 8 ?

([ v <P) (f1vwr 90) +o(1).
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Demostracién. Aplicando la estimacién (2.1.6) a la ecuacién (5.1.3) con u = uf,
f=f¢ r=uwu, p = =1 y notando 2 = u® — wu, se tiene, (gracias a que vy C

se pueden tomar dependientes de forma creciente de sup{|| u¢ ||z~ (q)})

A | V2 | f < (£, h(2)0°) -—/Qwev(weu)Vh(zf)

(5.1.6) —/ h(2) Vu V of +A/ | h(z%) | ¢
Q Q

A [ 1V () P A 9

Se tienen las siguientes estimaciones del miembro derecho de (5.1.6).

El primer término, usando la hipdtesis (5.1.1) es
S h(%)¢f) = of1).

Para el segundo término, aplicando la propiedad (P6) de w® y notando por I = uh(z¢),

se tiene, usando que h(z€) converge a cero en H}(Q) débil, que
— /Q 0V (wfu) V h(2°)
= —/ngf(wGVu +uVw)Vh(z9)
= o(1) —/va?vu,ofzfl)

+/l€VweV<pe+/cp€h(ze)VwEVu
Q Q

_ / 1 V w V¢ + o(1)
; 3 3
<([1vwee) ([1vwriere) +o.
Q Q
Tomando p¢ = —h(2°) en el tercer término, se tiene

/pGVuEV(,oe-:/pEV(ue—u)'V(,o‘—{»/peVquoE
Q Q Q
:/pfc,oV(ue-—u)V?,be-{—o(l)
Q

<(f[1vw-wp 90> ([rowpisr 99) +o(1).

Para el cuarto término se tiene
A [ 1HG) 19t = o(0)
Q
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Para el quinto término, usando la desigualdad
| V(wu) P<2| Vo Pu®+2]|w )| Vul?,

se tiene

ALIV(‘wfu) |2th<zf)|¢fSAL|wa 2 u? | B() | ¢
€12 u2 Ze €
+A/91w IV P h(z9) |
= [ 19 P g+ o),
Q

con ¢¢ = Au? | h(2¢) |.

Tomando r¢ = max{| I¢ |2, | p¢ |?, ¢°} y teniendo en cuenta las estimaciones obtenidas

para el miembro derecho de (5.1.6), se deduce

/QW(UE—WGU) § so‘sfnwwf 2 rét
(5.1.7) +((/Q|vwf ° ¢)5+(le(ue_u) IZ(P);)
' ([2 A4 5 r‘so)% +o(1).

Por tanto, aplicando el ﬁLema 3.4, se tiene
[Ive-upese [ [ve-w e
Q Q
+2/ | V (wfu — u) |2 ¢
Q

< € |2 2 €Y, €
(5.1.8) _2/Q|vw " (" 4

+2<(/Q|w |2¢>%+(LIV(UG—U)I2¢)%>
-(/Q[Vd)e |2r5c,9>%+0(1).

Tomando en la desigualdad (5.1.8), ¥ = 1 se obtiene
[V -wPese [ 190 @4+
Q Q
<A [V oo
Q
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que llevado a la ecuacién (5.1.8) da la desigualdad (5.1.5). g

Corolario 5.1.1. Sean f¢, u¢, u verificando (5.1.2) y (5.1.8). Sean ¥¢, € H}(Q)N
L™(Q), ¥ > 0, ¢ acotadas en L=(RN), P convergiendo a ¢ en H}(Y) fuerte. Entonces
(5.1.9) lim sup/ | V(uf —u) > ¢ < A/ Pdu.

€—0 Q Q

Demostracién. Basta tomar limite en la desigualdad (5.1.5) con ¢ = 1 y tener en

2

cuenta que gracias a la convergencia fuerte en L*(Q) de | V¢ |? el segundo término del

miembro derecho de (5.1.5) converge a cero. g

Observacién 5.1.2. Si se toma una subsucesién de forma que | V (u¢—u) |? converja
en el sentido *-débil de las medidas hacia una medida &, entonces el Corolario 5.1.1,

establece que k es absolutamente continua con respecto a p.

Corolario 5.1.2. Sean f¢, u, u verificando (5.1.2) y (5.1.8). Sean ¥ € H'(Q)N
L>(Q), ¥ > 0, ¥ acotadas en L™(Q), ¢ convergiendo a cero en HY(Q) débil. Sea
también @ € HY(Q) N L2(RQ), ¢ > 0. Entonces

(5.110) [rv-up zzfsoSA(/Qquf Izw)%

([ rov 12¢)%+O(1),

(5.1.11) / | Vus |? zpfcpgA(/ | Vwe |? <p>
Q Q

1

([rowre) +ow.

Demostracién. Inmediato a partir del Lema 3.6 y del Lema 5.1.1.

Las estimaciones obtenidas permiten dar ya un primer resultado acerca de la estruc-

tura de la ecuacién limite para el problema (5.3).

" Lema 5.1.2. Sean f¢, u¢, u verificando (5.1.2) y (5.1.8). Para toda ¢ € H() N
L>(Q), ¢ 20, se tiene

/|H(x,u‘,Vu‘)-—H(:z,u,Vu))IcpgA/ |V w P o+ o(1).
Q Q
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Demostracién. Gracias a (2.2.1) se tiene

/ | H(z,u®,Vu®) — H(z,u,Vu) |

Q

<A [ VU P+ Vu ) —uly
Q

+A [0V [+ Ve [V —w) e
Q

Usando ahora las desigualdades

{ | Vus ||V (uf —u) |+ ] Vu]
(5.1.3)

| Vus P<2|V(uf —u) P42 Vu?,
acotando | u¢ — u | por su norma en L*°(2) y aplicando el Teorema 5.1.1, se deduce
[ 18w vu) - B u, Y0 [e <A [ 19— 0 o+ o)
Q Q

El Lema 5.1.1 da ahora el resultado. g

Corolario 5.1.1. Sean f¢, uf, u verificando (5.1.1) y (5.1.8). Supongamos que la
sucesidn H(z,u, Vu)w® converge a una medida v en el sentido *-débil de las medidas,

(lo cual siempre es posible eztrayendo una subsucesién). Entonces ezisie una funcion

S e L™°(Q,dy) tal que

| 'S lzeo(o,amy< A,
(5.1.13)

v=>Su+ H(z,u,Vu).
Demostracién. Sea ¢ € H}(Q) N L=(Q). Se tiene
| /Q (H (2, VY — H(z 0,V )
< [ 1HGu,Vu) - e V) [u o)
+/Q | H(z,u, Vu)w* — H(z,u, V) || |
< A | H(z,u", Vu) — H(z,u,Vu) || ¢ | +o(1),

de donde tomando limite y teniendo en cuenta el Lema 5.1.2, se deduce

/soda SA/ L | dp,
Q Q
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con ¢ = v — H(z,u,Vu). Esta desigualdad implica que para todo conjunto abierto G C §2

la variacién total de v en G, la cual se puede calcular como

G119 v l@=s{|[ o ve 8O0 lmas1},

satisface

v 11 (G) < A(G).

De esta desigualdad, se deduce que para todo conjunto Borel A C 2 se tiene
(5.1.15) | v 1l (4) < Au(A);

desigualdad que establece que v es absolutamente continua con respencto a g y por tanto
que se puede aplicar el Teorema de Radon-Nikodym, el cual nos da la existencia de una
funcién S € L'(Q,du) tal que 0 = Su. De hecho la desigualdad (5.1.15) dice que S €

L*°(Q,dp) y que su norma es menor o igual que A. g

Teorema 5.1.2. Sean f€, u, u verificando (5.1.2) y (5.1.8). Supongamos que existe
fe H Y Q)+ L™(Q) de forma que f€ converge a f en el siguiente sentido.
( Para toda v¢ € Hy(QF) N L®(QF),
para todo v € HY () N L=(R),
v¢ — v H}(Q) débil,
(5.1.16) 4
v¢ acotada en L*(R),

se verifica

[ (f5,0) = (f,v).

Entonces eziste una funciéon E € L*®(Q,dp) con || E ||peo(,ap)< A tal que u es

solucién del problema

—Au+ Ep+ H(z,u,Vu)=f en Q,
(5.1.17)

u € HY(Q) N L®(Q).

Demostracién. Aligual que en el caso lineal la demostracién consiste en tomar para

© € H}(Q) N L®(Q), la sucesién wip € HF(Q) N L=(N) como funcién test en (5.1.3).
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Utilizando entonces el Lema 3.5 y el Corolario 5.1.3 se deduce (5.1.16) con E =S+ u, S
definida en el Corolario 5.1.3. g

Como aplicacién del Lema 5.1.1 y sus Corolarios vamos a dar algunas estimaciones

relativas a la variacién de la funcién E que da el Teorema 5.1.2 con respecto a la sucesion

uc.

Lema 5.1.3. Sean f¢, uf, u verificando (5.1.2) y (5.1.8) y sean @€ € Hi(Q)NL>X(R),

u¢ acotadas en L°(), tales que u¢ — € converge a cero en H}(Q) fuerte. Entonces
H(z,u*,Vuf) — H(z,a%, Vi) —= 0 en L'(Q) fuerte.

Demostracién. De (2.2.1), se deduce que existe una constante C tal que

| H(z,u®,Vu) — H(z,a*, Vi) |
<O+ | Vus P+ | Vat [2) |ut — o |
+CA+ | Vu [+ |Va )|V (u—1u)]
<CA+3|Vu P42 V(@ —a)P)|u—a
+CA+|Vu |+ |V )|V (u—a9].

Utilizando el Teorema 5.1.1, el inico término que no resulta claro que converja a cero
en L}() fuerte es | Vu€ |2| u*—u°¢ | para el cual se usa el Corolario 5.1.2 con % =| u®—a¢ |,
p=1.y

Corolario 5.1.4. Sean f¢, u, u verificando (5.1.2) y (5.1.8), sean @° € H3(2) N

Lo(Q°), @€ acotadas en L>®(Q) tales que u® — u¢ converge a cero en Hy(S2) fuerte. En-

tonces, existen f¢ € H71(Q) N LY(Q) verificando la propiedad (5.1.1), tales que se tiene
(5.1.18) —AT* + H(z,a5,Va) = f° en Q.

Si H(z,u®,Vu)w® converge a una medida v en el sentido *-débil de las medidas,
entonces H(z,u¢, Va)w® converge también a v en el sentido -débil de las medidas.

Demostracién. Para la primera parte basta tomar

Fe = £ = A —u) + H(z, @,V ) - H(z,u", V),
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donde aplicando el Lema 5.1.4, se tiene
{ — A(@€ —uf) = 0 en HY(Q) fuerte
H(z,a*,Va)— H(z,u*,Vu) =0 en L'(Q) fuerte.

La segunda parte es también consecuencia inmediata del Lema 5.1.4. g

Un resultado mas preciso es el siguiente.

Lema 5.1.4. Sean f€, u¢, u verificando (5.1.2) y (5.1.8) y sean g¢, v¢, v verificando
relaciones andlogas respectivamente. Entonces, si se define 7€ = u —v* —(u—v), se deduce

que existe una constante M que depende de forma creciente de

L = sup{|| v ||ze(@), | v 2oy}
tal que para toda ¢ € HY(Q) N L®(N), ¢ > 0, se tiene

/ | H(z,u®,Vu®) — H(z,v, V) — H(z,u,Vu) + H(z,v,Vv) | ¢
Q

5M</QIVw€l2lu—vltp+(/QIwaP¢>%(/QIVT‘I%)%)H(D-

Demostracién. Para z € Q, se definen las funciones medibles &, hg, he,he en [0,1]
por
( € aH € € € €
hi(t) = E(w,tu + (1 =ttt Vu + (1 —t) Vo),
OH
hs(t) = E(x,tu +(1—=tw,tVu+(1-1t)Vo),

) OH
g(t) = a—g(ac,tue + (1=t tVu+ (1 -1t) Voo,

he(t) = %—?(z,tu +(1-t)w,tVu+(1-1t)Vo).
Se tiene
| H(z,u®,Vu®) — H(z,v", Vo) - H(z,u,Vu)+ H(z,v,Vv)|

A (R()(u® = v°) + hg(t) V (u* — o) = hy()(u — v) = he(t) V (v = v))

S/O lhi(lt)llv"qu/0 | RE(2) — ho(t) | u—v |
+/0 |h2(t)||VTf|+/0 | hE(t) — he(®) || V (u—v) |.
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Aplicando (5.1) y (2.2.1), existe una constante C; que depende de forma creciente de

L tal que en casi todo {2 se tiene

{Ihi(t)lsCl (1+ | Vus P + | Vo' ),

| he(}) | < C1(1+ | VUt | +] Ve ),
(1Rt = he(t) | S CL(1+ | VU [P + | Ve

+|Vu P + Vo P)(Ju —u|+]v =]

+ G+ [ Vu |+ | Vo |+ [ Vu® |+ ]|V
\ (I V(@ —u) [+ ]| V(=) ),

| Rg(t) —he(t) | S C1 (1| Vu [+ | Vo [+ | Vu |+ | Vo])

(v —u |+ v —v])

+ G| V(v —u) [+ ] V(o =0) ).

Aplicando el Teorema 5.1.1 y desigualdades del tipo de (5.1.12), existe por tanto una

\

constante Cy que depende de forma creciente de L tal que

/ | H(z,u®, Vu) — H(z,v*, Vo)

Q

— H(z,u,Vu)+ H(z,v,Vv) |

scz/uw P Ve Py Py

(5.1.19) & |

+@/(|V(uf—u> 41V (=) )
Q

(et |+ v =) Ju—v]e

+A02/Q(|V(uf—u)1+|\7(ve—v> DIV o+ o(1).

Vamos a estimar cada una de las tres integrales del miembro derecho de (5.1.19).

En la primera integral, el Corolario 5.1.2 y la acotacién en L*°(§2) de 7¢ dan

/(wuf|2+|wr">|rf|2sa
Q

<o ([ 19w 12¢)%</QWT‘I"'<P)%+O(1), |

donde M; depende de forma creciente de L.
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En la segunda integral, se acota 1+ | u¢ —u | + | v — v | por su norma en L>®() y

se aplica el Lema 5.1.1, entonces existe una constante Ms que depende sélo de L fal que
/Q(l V(u —u) P+ |V —o) YA+ [u —u |+ | v ]) |u—v]e
51\/12/Q |V wf 2w —v | o+ o(1).
En la tercera integral se tiene

/Q(|v<u‘—u)|+lvw—v)|)|Vrf|so

s<(/Q!V(ue—U)12¢>%+(/QIV(v‘—v)Izsof) (/QIVT‘IW)%,

y por tanto, otra vez el Lema 5.1.1 da una constante M3 que depende sélo de L tal que

L(W(ue—u>|+|v<vf—v> DIV

< M, (/Q | Vv 1230)2 (/QIVTe |2<p)%+0(1)-

Las estimaciones del segundo miembro de (5.1.19) dan ahora el resultado. g

5.2. Existencia de Soluciones aproximadas con Bue-
na Acotacion.

En esta Seccién, vamos a probar en el Teorema 5.2.1 que las funciones u* soluciones
de (5.3) pueden ser sustituidas al realizar la Homogeneizacién por otra sucesion ° tales

que para casi todo z €  se verifica | 4°(z) |<| u(z) |

Lema 5.2.1. Sean z € H*(Q)NL*®(Q) y a € IR, se considera la sucesidn de funciones
z¢ € HY(Q) N L*(Q) definida por

1
2 = Elog(l + w(e? — 1)).
Entonces
(2°=0 en TF,
(5:2.) sgn(z¢) = sgn(z),

| 2¢(z) |£] 2(2) |, e.ctx € Q

[ 2¢ — 2z en HY(Q) débil.
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Ademds, para toda sucesidn v¢ € H(2¢) N L®(QF), v¢ acotada en L2(Q), v¢ conver-

gente a cero en H1(Q) débil, se tiene

(5.2.2) /VzEVv‘——a/ | V2 2 v = 0.
Q Q

Demostracién. Las propiedades que componen (5.2.1) son inmediatas. Para probar

(5.2.2), tomando y = e** — 1, se tiene

Y

(5.2.3) | Vi —vVaqgl

Vw® + R*
al+ wey WA
y por tanto
2 Y :
€12 _ 2 , - €
| V2 |° =] Vz] +a1+w‘yvsz
1 y2 €12 €
(5.2.4) + @ 1+ wy)? | Vw® | +S
1 2
LI S A

a? (1 + wey)?
Por otra parte, aplicando el operador divergencia en (5.2.3), se deduce

__1_(1+w€y)Vy—y2Vwe—yw‘Vy

—Az¢ = —A \V} €
z Z—- (T 0 ) w
(5.2.5) “l Y Awetr
- al+ wey
1 y? 2 1 ¥y
=—Az+-—I ‘P —-= Aw® + L.
z+a(1+w€y)2|Vw { s 1T wy w® +

De (5.2.4) y (5.2.5) se deduce (5.2.2) aplicando el Lema 3.5. g

Teorema 5.2.1. Sean f¢, u¢, u verificando (5.1.2) y (5.1.3). Entonces existen 4 €
H} Q)N L=(Q°) tales que
sgn(i) = sgn(u)
|a® <] w |
i€ —uf — 0, en Hy(Q) fuerte.

Demostracién. Se aplica la estimacién (2.1.7) a la ecuacién (5.1.3) con ¢ = 1y

P

Tt = %log(l + w(e?7* — 1)), (donde v se define a partir del Lema 2.1.1 y de que u¢
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estd acotado en L*({2)). Usando la propiedad (5.1.2) de f€ y el Lema 5.2.1, se tiene
/ | V (u —a)t |2 < (f5, h(u® —T)") — / V@ Vh(ut —u)t
Q Q

+C /Q B(u® —TYF + 2 /Q |V [ A(ut — ) + o(1)
= 0(1).

Hemos probado por tanto que (uf —u¢)* converge a cero en H ¢(Q) fuerte, razonando

de forma andloga se podria probar que (u¢ — u¢)* converge a cero en Hg(Q) fuerte con

-1
u = —log(1+ w‘(e_27“ —1).

=0
Otra forma de probar esta tltima afirmacién es observando que v¢ = —u* verifica la
ecuacién ‘
—AvE + H(z,v, Vo) =~f¢ en Q
con H(z,s,6) = —H(z,—s,—¢), la cual verifica (5.1) con la misma funcién T, asi como

(5.2). De lo probado anteriormente se deduce que

7€ = %log(l + w‘(ez"(_“) -1) =-u°

verifica que (v¢ —T¢)F = (u€ — u®)* converge a cero en Hy () fuerte.

Por otra parte, se verifica que u* < u* para lo cual basta probar que

1
< 1 € 2‘711. - 1
Trw (g S v )

o lo que es lo mismo, que se verifica

(1 — w4+ we 2™)(1 — w* 4+ we ™)

=(1—w) + (1w (™ +e7)+ v P21,
lo que es cierto ya que €27% 4 e727* > 2,

Definiendo ahora

o lo que es lo mismo



se obtiene el resultado. g

Observacion 5.2.1 La importancia del Teorema 5.2.1 se sigue del Corolario 5.1.4
que nos permite reemplazar u¢ por @€ en el problema de Homogeneizaciéon. De que se
verifica la ecuacién (5.1.18), se deduce que el Teorema 5.1.1. y sus Corolarios 5.1.1 y
5.1.2 son ciertos con la ventaja de que la constante genérica A sblo depende ahora de
sup{|| ©¢ ||z (@)} =|| ¢ ||z (). Esto es, en los resultados obtenidos hasta ahora (y en los
que conseguiremos méas adelante) podemos suponer que las constantes que aparecen sélo
dependen de || u || (n) ¥ no de toda la sucesién u¢. Asi por ejemplo, en el Teorema 5.1.2

la norma en L*°(Q2) de E sélo depende de || u || 1 (q).

5.3. Comparacién de dos Sucesiones de Soluciones.

Sean f¢, u®, u verificando (5.1.2), (5.1.3) y sean ¢¢, v¢, v verificando relaciones anilogas
respectivamente.

Se define J = sup{|| « ||z (), || ¥ [z (@) }-

Notacién 5.3.1. Se designard por M una constante genérica que sélo depende de J

y que puede cambiar de linea a linea.

Lema 5.3.1. Sea 7¢ = u® — v® — (u — v). Entonces, existe una constante | > 1 que

depende de forma creciente de J tal que para toda funcidn v € H*(Q) N L>®(R), ¢ > 0 se

/WW
Q
1-4 3
SM(/IVw‘I2so) (/IVw‘PIu—vlw) + o(1).
Q Q

Demostracién. Sea ¢ € H}(Q)NL*(Q), ¢ > 0.

tiene

(5.3.1)

Paso 1. Aplicando el Teorema 5.2.1 y el Corolario 5.1.4, podemos suponer que se

verifica

| u® Lo (@) <I| w || oo ()
(5.3.2)
| v |z @) <Nl v || o)
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y por tanto que las constantes que aparecen en el Lema 5.1.1 y en los Corolarios 5.1.1,

5.1.2, (aplicados tanto a u® como a v¢), dependen sélo de J.

Paso 2. Por el Lema 2.2.1, existen funciones inversas 1,¥ dadas por (2.2.3), (2.2.4)

tales que si se definen

5.3.3 ¢
(. ) feo Sl g 9
P’ (uf) P (ve)’
entonces se verifica
— AQf + B(z, 0,V a¢) = f¢ en QF,
(5.3.4)
— A% + B(z,9¢,V5¢) = §° en QF,

donde B satisface (2.2.6) y (2.2.7).

Paso 3. Con los acuerdos de notacién 4.2.1. y 5.3.1, se tiene

(5.3.5) {li—d|<M|u—v|
Vi |[<K M| Vu|,
(5.3.6) ;
| Vo€ |[< M | Vot |,
| V(@ — ) |< M|V (u —u) | +BS
(5.3.7)
| V(3¢ = ) |< M | V(v —v) | +R¢
(5.3.8) (I VT PSM(| V24| V(v —v) P|af =5 |P) + S5,

donde andlogamente a 7€, se define 7¢ = 4¢ — ¥¢ — (4 — 9).
Demostracién.- La desigualdad (5.3.5) se deduce de que ¥ es localmente lipschitziana.

Por otra parte, la igualdad V4a¢ = ¢'(uf) Vu® implica | Va* |< M | Vu® |y

analogamente, se prueba la desigualdad | Vo€ [< M | Vv©|.
Respecto a (5.3.7) vamos a probar por ejemplo | V (&€ — @) |[< M | V (uf — u) | +R°

ya que la otra desigualdad es aniloga. Se tiene
V(4 — ) = ¢ (u€) Vut —9'(u) Vu

= 9'(u) V (uf — ) + (' (u€) — 9'(u)) Vu
= 9'(u) V (u — u) + R,
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de donde se deduce

| V(@ —a) |< M|V (uf —u) | +R".
Por 1ltimo, en lo referente a (5.3.8), se tiene
Vre=¢' () Vi —¢' (@) Vi —9P'(5) VI + () VD
= ¢'(4°) V(2 — @) + (¢'(a) - ¢'(2)) Vi
— () V(05 = 0) — ($'(0) - ¢'(8)) VD
= Y(a) V7 + (P'(8) — §'(6%)) V(8¢ - 9) + RS,
igualdad de la que es facil deducir (5.3.8).

Paso 4. Se define #¢ = ¢ — #¢ — w(& — 9). Para toda funcién ¢ € HY(Q) N L),

¢ > 0, se cumple

(5.3.9) [ o< [ 19uef o+ o)

Demostracidn.- Se tiene

| Vi P <4| V(@ —a) P +4| V(5 —9) |*
4|V (wa - ) 2 +4| V(0D —10) .

Basta usar ahora el Lema 3.4, el Paso 3 y el Lema 5.1.1 con %* = 1.

Paso 5. Se tiene

(5.3.10) [ it o <u [ [us Plu=vipto)

donde la constante n estid definida en el Lema 2.2.1 y se puede tomar dependiendo de
forma creciente de J.

Demostracién.- El Lema 2.2.2 ii), aplicado a las ecuaciones que componen (5.3.4) con

7 ’:we(ﬁ—’ﬁ) da

(1-2) [sa1viPes 38 -0t 530

- [@vsvuia=0)- [ 697 -7y
Q Q

+M/Q[(1+|vaf 24| Vo< P) [ wi(d =) |

T | Vs |+ Vo ) |V (wi@—o) ] 15" e.
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Aplicando a esta desigualdad la propiedad (5.1.1) de f¢ y g%, el Lema 3.5 y el Paso 3

se deduce

/QIVﬁ‘ 21 5° I"’lsosML[(IVuf P4V ) Ju—v]
TV |+ Vo )| V(i@ =) ][4 ¢ +o1).

Ahora, el Corolario 5.1.2 y el Paso 4 dan, usando la acotacién en L*°(2) de 7°

/QGWPHW|2>|u—v||ﬁ€|"so

SM(/lwnﬂu—vw)
Q
-(/Qlﬁf 200 7 ¢ |2Iu—v|90) +of1)

SM/ | Vw® 2lu—v]|e+o(1).
Q

(5.3.11)

(5.3.12)

Por otra parte, acotando otra vez 7€ por su norma en L*°(Q2) y aplicando el Lema

5.1.1 y el Paso 3, se tiene

/Qu Vot |4 [ Vot )|V (wi@—0) || 5] ¢

<M [V =) |+ [V =) )| w35 o+ o)

SM[</Q|V(UE—U)|2|'1—'5|<P)2
+(/§2|V(vf—v)l21aéﬁ|¢)%}

([1vupia=o1e) +o

Q

SM/IVwE|2|ﬁ—6[go+o(1).
2

Las desigualdades (5.3.11), (5.3.12) y (5.3.13) dan ahora (5.3.10).

(5.3.13)

Paso 6. Para todo 7 > 1 se tiene
[V ety
Q

(5.3.14) SM[/QIVU)E lu—vle

3 RN
+</|Vw‘l290> (/IVﬁfl"’lﬁelz’w)
Q Q
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Demostracién.- Se considera R(s) =| s |'~! s. Restando las dos ecuaciones que com-
ponen (5.3.4) y tomando la funcién R(7¢)¢ como funcién test en la ecuacién resultante, se

obtiene

[ev@ =) VR + [ RGOV @ -5 e
Q Q

~ € ~ € ~ € ~€ ~€ . € R(ﬁe) . ( )
+ [ (B, 98 = Ble, 0%, VENRG)e = (£, 39 = (05 005

Ahora, gracias a la convergencia fuerte a cero de R(7€) V¢ en L*(Q2) que se deduce

del Teorema de Convergencia Dominada, se tiene
/R( VY (4 — 59V o = o1).
Q
Por otra parte, la propiedad (5.1.1) de f¢ y & nos da también
R(7) R(7°)
f5 9° =o(1),
(7, ) - (0% ) = o)

con estas dos tltimas estimaciones y (2.2.6), la igualdad anterior se transforma en
[ RGOV P ot [ oV i@ - 097 R

< [+ ] Vi P+ Vo) [t — o
Q

+ (Va4 | Vo) | V(@ =09 || | RGY) o +o(1),
desigualdad que usando el Lema 3.5 y el Paso 3, lleva a

i [ L

(5.3.15) SM/ (| Vus 2 +| Ve [P) | —6°
Q

+ (| Vu [+ Vot )| V(@ -9) |} |5 ' ¢ + of1).
Utilizando el Corolario 5.1.2 y el Paso 3 en el primer sumando del segundo miembro se

tiene

/Quw 2|V B) =5 14
SM/Q<IVuf|2+IWF>mf [4° |

+M/(IW€I2+|Vv‘l2)lﬁf|‘lu—vlso
Q

1 1
<u([1vwre) ([1vipiry)
Q Q
)
+M(/|W12|u—vw) (/Wﬁfl?mw“’-lnu-vw) +of1).
Q Q



Utilizando ahora el Paso 4 y la acotacién en L=(Q) de | n¢ |*(—1)| se deduce
/Q(I Vut P+ Vo ) e -0t |14 e
<[ 19w Plu=vle
Q

([ rowr ) ([roapr )}+o(1>

Para el segundo término del segundo miembro de (5.3.15), se usa

/uwmw )1V (@ — %) || 7 |

(5.3.16) |
s/ﬂ(WﬂHw DAV |+ 1V (w(a =) )[4 ] o,

donde encontramos otros dos términos a acotar. En el primero, usando el Lema 5.1.1 con

¥ =1, se tiene
/Q(| Vs |+ | Vo© )| Vi |7 | e
= [V =0 |+ 190 =) DI V7 F o+ o)

SMK/QIV(U‘—U) |2¢)%+(L|v<vf—v>|%o)j
([rvaea l2i¢>%+0(1)
<u ([ 19w |2so)%(/n|v7r ) 4 |2"<,o)%+o(1>-

Para el segundo término del segundo miembro de (5.3.16) se razona de forma analoga

a como se hizo para deducir (5.3.13) con lo que se llega a
Javu 141V pIvE@-m it
gM/ |Vt Plu—v]|e+o(1).
Q

Las acotaciones obtenidas para el segundo miembro de (5.3.15) dan ahora (5.3.14).

Paso 7. Existe una constante k¥ que depende de forma creciente de J tal que

[ivicee
SM(/Qlww)l—%(/Q|W|2|u-vw)'°+o(1>.
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Demostracién.- La ecuacién (5.3.14) escrita para i=1 lleva a

/IVﬁelzso
Q

(5.3.18) SM[/QW“’G Plu—v]e

+([1vuer c,o)% ([roaeric @)%}+0(1)-

Usando otra vez (5.3.14), ahora con ¢ = 3, y usando la desigualdad algebraica

VT +y<vVz+ Y, 7,y>0,

(/Qlw 2| 4 W)th
SM[(/QIVWPIU—M@Y
+(/Q|v'w€|2c,o)%’(/QNﬁmefwﬂ.

Introduciendo en (5.3.18) esta desigualdad, junto con

/lwmu—vw
Q

1 ' 1
SM(/IWPso) (/lwfmu—vw) ,
Q Q

se deduce

se obtiene

§M</Q|wal2so)%[(/Qle‘IZIu—vlso)%
+</91wa12¢>%(/ﬂlvﬁ‘t?lﬁflss@)%}-

Continuando con este proceso se puede probar por induccién que para todo j > 1 se

tiene

2 L 2 ER
<M / vV w ) (/ Vuw®*lu—v >
(5.3.19) (QI "¢ | Il | o |
Fh ; )
w(Lrvwre)” ([1vacprape ) }
Q Q
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Se considera ahora el primer entero j tal que 2(27 — 1) sea mayor que n — 1 (el cual
sélo depende de n y por tanto de J). Entonces, de que la norma en L*®°(2) de 7€ estd

acotada se deduce

(5.3.20) [1va Pl P < [ 9ie e
El Paso 5 y las desigualdades (5.3.19), y (5.3.20) dan ahora (5.3.17).

Paso 8. Se tiene

(5.3.21)

1-% . +
<ur (19w pe) ([ 1vutflu-vie) +o),
Q Q

con k definida en el Paso 7.

Demostracién.- El resultado se sigue facilmente de la desigualdad

/lvmw
Q

<2 |vi |2l99+2/9IV((we—l)(ﬁ—ﬁ))lzwa(l)-

(5.3.22)

Usando el Lema 3.4 y el Paso 3, se tiene

/Q|v<<wf—1><a—ﬁ>)|2¢sL|Vw‘|2|a—6|2<p+o(1>

<M [ | Vur Plu=v]p+o()
Q

<u ([ 17 lzw)l_% ([1vw lzlu-vlso)%w(l),

que junto con (5.3.17) y (5.3.22) da (5.3.21).

Paso 9. Existe una constante ! que depende de forma creciente de J tal que

/IVTE 1
Q .
-} }
sc(/ lww) (/Wwfazlu—vl@ +o(1),
Q Q
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Demostracién.- Por el Paso 3, se tiene

/]V'z{f |2go

Q

<u (198 ot [ 19050 Plac=i P o) +ol)
Q Q

<u([19#Fe+ [ 100 -nPI e
Q Q

+ (19 =0 Pla-01p) + o)

Q

(5.3.24)

Ahora, por el Corolario 5.1.2, se tiene

/|V(vf—v>|21ff|so
Q :

<u ([ 1vur |2¢)%([2‘1V+612¢)%+o<1>.

El Lema 5.1.1 y el Paso 3 dan

(5.3.25)

(5.3.26) /lV(v‘—v) ;2|a_f;|<ng/ | Vw2 w—v | o+ o(1).
Q Q

De (5.3.24), (5.3.25) y (5.3.26) se deduce ahora el enunciado del Paso 9 y por tanto el

Lema 5.3.1 utilizando el Paso 8. g

La primera consecuencia de interés del Lema 5.3.1, relacionada con los resultados de

Corrector, es la siguiente

Corolario 5.3.1. Sean f€, u¢, u verificando (5.1.2), (5.1.8) y sean g¢, v¢, v verifi-
cando relaciones andlogas respectivamente. Con el acuerdo de notacidon 5.3.1, existe una

costante | > 1 que depende de forma creciente de J tal que

limsup/ | V (uf — v — (u—v)) |?
Q

e—0

t
§M</|u—v|d,u> }
Q

Demostracién. Inmediato tomando ¢ =1 en el Lema 5.3.1 y usando el Lema 3.3.

(5.3.27)

Corolario 5.3.2 Si en el Corolario 5.58.1 se toma u = v entonces se tiene que u® — v*

converge a cero en Hy(Q) fuerte.
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Observacién 5.3.1 Como aplicacién, obsérvese que el Teorema 4.2.1, resultado de
Corrector para el problema 4.1.1 se puede deducir de forma inmediata a partir del Lema

5.2.1 y del Corolario 5.3.1.

Supongamos ahora que en las condiciones del Lema 5.3.1, el par de sucesiones H(z, u¢, V u€)
y H(z,v¢, Vv )w® convergen en el sentido *-débil de las medidas y supongamos también
que existen f, g tales que f€,g° convergen a f,g en el sentido de (5.1.16). Por el Teorema

5.1.2, existen unas funciones E, E' € L*°(,du) tales que u,v verifican
{ —Au+ Ep+ H(z,u,Vu)=f en Q,
—Av+E'p+ H(z,v,Vv) =g en .

Se tiene

Lema 5.3.2. Eziste una constante ¢ que depende de forma creciente de J tal que para

todo conjunto Borel A C Q) se tiene

(5.3.28) /AIE—E’IdngIu(A)[l‘% (/Am_v[du)%.
Demostracién. Sea p € H}(Q) N L™(R). Por la definicién de E y E' se tiene
/QEcpd,u = li_%/ﬂ(H(a:,u‘, VuSw® — H(z,u,Vu))p — /{; updp
/QE'cpdu = li_r*r(l)/Q(I-I(:c,vf,va)we —~ H(z,v,Vv))p— /Q vpdu,

de donde se obtiene facilmente la desigualdad

o=

< limsup/ | H(z,u®,Vu®) — H(z,v¢, Vo)
Q :

e—0

— H(z,u,Vu)+ H(z,v,Vv) || ¢|du
+ [ lu=vliolde
Q

Aplicando ahora los Lemas 5.1.4 y 5.3.1 y razonando como en anteriores ocasiones se

deduvce

1
<

(5.3.29) M(E—E')wd#lSM(/Qleduy_% ([1e=vlieln),
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Ahora bien, para todo conjunto abierto G C 2 se tiene
JIE=E du =l (B =B (4)
=aup{| [(B-Eeds| s v € U ¢ =1},

que junto con (5.3.29) da

/GIE—E'ld/lSM|#(G)|1..% (/Glu—v[dﬂ)%_

Usando ahora que para todo conjunto compacto K C Q
/ |E—-E'|d/¢=inf{/ | E—E'|dy: KCGCQ,Gabierto}
K G
'y que para todo conjunto Borel A contenido en 2 se tiene

/ |E—E'|du:sup{/ | E—FE'|dy: KCA,Kcompacto}
A K

se obtiene el resultado. g

5.4. Construccién de Aproximantes.

En esta Seccién vamos a probar que toda funcién de Hg(Q2) N L*°(Q) puede obtenerse
como limite de las soluciones de una sucesién de problemas del tipo de (5.3). Concreta-

mente, se tiene

Teorema 5.4.1. Sea u € H3(2) N L>®(Q). Para todo n € IN se considera uj, la

solucion del problema

»y 7 'n

— Auf, + nuf, + H(z,u;, Vui) = nu en Q°
(5.4.1)

ul € Hy(Q°) N L=(QF).
Entonces existe una subsucesidn € de € y eziste una sucesidn de funciones u, €
HY(Q) N LX(Q) tales que
i) Para todo n, uf, converge a u, en Hi(Q) débil y en L(Q) *-débil.

i) Eziste una constante A que depende de forma creciente de | u||Lee (@) tal que

[ un [pe= @)= A
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i11) La sucesion u, converge a u en H(Q) fuerte.

iv) La sucesidn \/n(u, —u) converge a cero en L*(2) fuerte.

Demostracién. Sea n € IN. Por el Corolario 2.2.1, existe una inica solucién de
este problema, la cual estd acotada en H} ()N L°(Q) independientemente de €, de hecho

(Teorema 2.2.1), si Cp = wo(0) entonces

Co +n |l ullLe(a)
Adn

(5.4.2) | un ()< <A,

donde A es una constante que sélo depende de || % |L=(n). Podemos por tanto suponer
que para todo n € N existe una subsucesién € de € tal que uf; converge a una funcién
u, € H3(Q) N L®(Q) en HY(Q) débil. Mediante un proceso diagonal, podemos de hecho
suponer que la sucesién € es la misma para todo n.

De (5.4.2) se deduce que || u, ||z ()< 4, lo que constituye el apartado ii) del enun-
ciado.

Ahora, por el Teorema 5.1.2, existe una sucesién de funciones E,, € L*>(Q,du) cuya
norma en L®(,du) estd acotada por una constante que depende de forma creciente de

| 4 || Lo (@), tales que u, verifica la ecuacién.
(5.4.3) —Aup + Epp+nu, + H(z,un,Vu,) =nu en Q.

Aplicando el Lema 2.1.1 a la ecuacién (5.4.1) conu = u,, r =u, f =nuy ¢ =1, (las
constantes v y C se pueden tomar independientemente de n gracias a que la sucesién u,

estd acotada en L°(£2)). Se tiene

/Q]V(un—u) 2 gn/Q(u_un)@(u,,_u)_/QE,,h(un_u)du
—LVth(un—u)+C/(Z|h(un—u)[

+27/ | Vo 2] h(un —u) | .
Q

Por (2.1.5), A’ > 1 y por tanto

[ =0t =) 2 [ u
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con lo que se puede escribir
[V @n=wF+n [ Jun=up
Q Q '
(5.4.4) < —/ E,h(u, —u)du — / VuV h(u, —u)
Q Q
+C [ 1hun—u) |42y [ 190 P]h(un =) .
Q Q
En el segundo miembro de (5.4.4) se verifica que
——/ E,h(u, -—u)dp+C’/ | h(up — u) | +27/ | Vu P h(up —u) |
Q Q Q

estd acotado independientemente de n gracias a la acotacién en L*°(Q2) de la sucesién u,.

Para el término restante del segundo miembro de (5.4.4), se tiene

<A (un = u) el @ gl wn — v lm2co) -

A VuVh(u, —u)

Luego de (5.4.4) se deduce la existencia de dos constantes a, b positivas tales que
[ un — vz @< a+b |l un —ullme),

lo que establece que u, — u estd acotado en H}(Q). Teniendo ahora en cuenta (5.4.4),
se deduce que n || u, — u ||12¢q) estd acotado independientemente de n y por tanto que
u, — u converge a cero en L?(Q) fuerte, lo que afiadido a la acotacién en Hy(Q) establece
que u, — u converge a cero en H}(2) débil. Con esta nueva informacién, se deduce que
el segundo miembro de (5.4.4) converge a cero, (para pasar al limite en [, Eph(un — u)dp
se hace uso del Teorema A.6 en el Apéndice, junto con el Teorema de la Convergencia

Dominada). De aqui se deduce iii) e iv). g

5.5. Estructura del Término Extrano.

En esta Seccién vamos a dar un resultado més concreto acerca de la estructura del
problema limite de (5.3) probando la existencia de una funcién de Carathéodory G(z,s)

definida en 2 x IR tal que la funcién E que da el Teorema 5.1.2 se escribe como G(z,u).

Sean §2,, una sucesién de conjuntos abiertos contenidos en §2 tales que para todo

m, Qm CQy szl Qn = Q. Se considera también el conjunto de nimeros racionales
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escrito en forma de sucesién {ri}. Para todo par (k,m) € IN xIN se toma una funcién
Uk,m € Wy °(Q) tal que Uk m = Tk €0 O, | Up,m(z) |<] 7k | en casi todo z € Q. Por el
Teorema 5.4.1, existe una subsucesién €’ de € (que por un proceso diagonal se puede tomar

independientemente de m y k) tal que la sucesién ufc"m’ . Solucién del problema

(5 5 1) o Aui,m,n + nu;ﬁ?,m,n + H(:L‘,ui,m,n, Vufc’m’n) = nuk,m €1 Qf
Uf o € H3(QF) N LO(QF),
converge, cuando €' tiende a cero, hacia una funcién ug ., € H(Q2) N L2(Q), la cual es

solucién de la ecuacién
_Auk,m,n + nNULE m,n + Ek,m,nli + H(m7 Uk, m,ny vuk,m,n) =NUg,m €n Q,

donde Ei , » es una sucesién en L>(Q,du) que estd acotada por una constante que de-
pende de forma creciente de || ux,m ||L=(o)=| rx | y donde ugm, » converge a urm en
H(Q) fuerte cuando n tiende a infinito.

Por el Lema 5.3.2 existen unas constantes M y ¢ que dependen de forma creciente de

| 71 | tales que para todo nj,n; se verifica

1
c

(552) / I Ek,m,nl - Ek,m,ng I d/-L <M (/ I Uk,m,ny — Uk m,n; l d/l«)
Q Q

Por el Teorema A.5, en el Apéndice y el Teorema de Convergencia Dominada, la
sucesidn ug m,n converge a uk , en L1(, du) fuerte cuando n tiende a infinito y por tanto
la sucesién {Eg mn}n>1 €s una sucesién de Cauchy en L'(Q,du) que convergerd a una
funcién Eg ., en LY(Q,du). De la acotacién en L°(Q,du) de Ei m,n se deduce que en
realidad Ey n,, € L®(£2,dp) y su norma estd acotada por una constante que depende de
forma creciente de | r¢ |.

Si se consideran ahora dos funciones %, m,,n ¥ Uky,m,,n, €l Lema 5.3.2 nos da también
la existencia de constantes M y c (no necesariamente las mismas que en (5.5.2)) que
dependen de forma creciente de max{| rx, |,| rx, |}, tales que para todo conjunto Borel
A C Q se tiene

1
c

-1
/ I Ekl:mlyn - Ek?ymzan l d# S M I /'t(A) ll € (L l uklam’.:n - uk21m2)n | d#) b
A
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de donde tomando limite en n se deduce

c

(553) /:4 | Ek1,m1 - Ekz,mz I d/‘ <M I ”(A) ll_% (/A I Uky,my — Ukz,m2 l dﬂ)

Se toman para Uk, ¥ Fk,m sus representantes de Lebesgue para p y se define © como
el conjunto de puntos de § que son puntos de Lebesgue para la medida u para todas las
funciones Ug m ¥ Ek m. (O es igual a Q salvo un conjunto de y-medida nula).

Sea z € ©. Entonces dados (k1,m1), (k2,m2) € IN X IN, se deduce a partir de (5.5.3)

I Ek1,m1(x) - Ekz,‘mz(a:) |

1
:lim—-——-—-———/ Erim — Er, m,(y)d
=0 u(B(z,r)) B(z,r)( raymt (8 = Bisima ))_ H)
< limsup ——— Ex, m, — Ekym, d
<timenp s [ Bhom(6) = B0 400
1 <
<1 - - -
—_ hf?jélpM (/J(B(IE,T')) B(:z:,r) |uk1,m1(y) ukZ,mZ(y)ld:u(y))

Ahora, la desigualdad
lukl,ml(y) - ukz,mz(y)! < lukl,mt (y) — Uky,m, (.’L‘)[
+ |uk1,m1($) - ukz,mz(x)l + |uk2,m2(y) - ukz,mz(x)la

lleva (gracias aque z € Q) a

(5.5.4) | By mi(2) — Ekymq(2) |S M | Uk m, (Z) — Uky,m,(2) ]% .

Definicién 5.5.1. Vamos a definir una funcién G : xR — IR como sigue. Dado

z € ONQy,, se define para todo s €IR
(5.5.5) G(z,s) = lim Eg; nm(z),

donde i, es una sucesién de nimeros racionales que converge a s. El limite en (5.5.5)
eziste gracias a (5.5.4) que implica que Ek; m(z) es una sucesidn de Cauchy enIR. Puesto
que este limite existe siempre, no puede depender de la sucesion particular que se tome.

(En particular G(z,71) = Ex m(z)).
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Como Q = Jovy O tendremos la funcidn G(z,s) definida en todo el conjunto © =
Ur_ (0N Qy,) siempre que para todo T € Qyp, N m, y pare todae sucesidn de racionales

Tk, convergiendo a s se tenga
lim Ei; m,(z) = lim Ex, m,(2),
1—+00 11— 00
lo cual se deduce ficilmente a partir de (5.5.4), pues
| Bty (2) = Bty yma(2) 1S M | 7i =7, [£= 0.

En realidad, dado s € IR sdlo nos interesan los valores de la funcidn G(.,s) en casi

todo para la medida p por lo que nos basta con que esté definida en ©O.
La funcién G verifica las siguientes propiedades

Proposicién 5.5.1. La funcidn G(z,s) es una funcién de Carathéodory. De hecho,
se tiene

i) Para todo s € IR la funcidn G(.,s) € L®(Q,dp) y existe una funcidn creciente
p:[0,4+00) — [0,+0c0) tal que

(5.5.6) I G(s ) llzeey< p(] 8 1)-

i1) Ezisten funciones crecientes M, c : [0,4+00) — [0,400) tales que yu en cast todo

x € §) se verifica que para todo s1, 32 €IR se tiene
(5.5.7) | G(z,51) — G(z, 52) |[< M(s) | 51 — 82 | <5,

con s =|s1 |+ |s2], (1.e. G(z,.) es localmente Hélderiana y por tanto continua.)
Demostracién. De que en Q,,, G(z,7x) = Er m(2) en casi todo para p, se deduce
que G(.,rx) € L®°(,du). Puesto que ademds la norma de G(.,7x) estd acotada por una
constante que depende de forma creciente de | ri |, (no depende de ,,,) y para todo
s €IR, la funcién G(., s) es limite p en casi todo de G(.,rg;) donde 7, es una sucesién de
racionales que converge a s, se deduce que G(.,s) € L}(,du). Esto dai).
El apartado ii) se deduce facilmente a partir de (5.5.4). g

Estamos ahora en disposicién de establecer el Teorema fundamental de este Capitulo

que nos va a dar la forma de la ecuacién limite de (5.3). Se tiene
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Teorema 5.5.1. Eziste una subsucesidn € de € tal que para toda sucesion de dis-
tribuciones f¢ € H™Y(Q)+LY(Q) que converge a una distribucidn f € H Y Q)+ LY(Q)
en el sentido de (5.1.16) y para la cual eziste una subsucesidn u¢ € H(Q) N L=(Q¢)
que converge a una funcidn u € Hg(Q) N L®(Q) en HL(Q) débil y en LO(Q) %-débil y que
verifica la ecuacidn '

—Auf + H(m,ufl,Vu") = f¢ en Q°,

se verifica

—Au+ G(z,u)p + H(z,u,Vu)=f en .

Demostracién. Tomamos la sucesién €' que aparece al comienzo de esta Seccién, la
cual verifica que las soluciones de los problemas (5.5.1) son convergentes cuando € tiende
a cero.

Por el Teorema 5.1.2 existe una funcién E € L*°(£, du) tal que la funcién u es solucién
de la ecuacién

—Au+Ep+ H(z,u,Vu)=f en {,

por lo que lo tnico que hay que probar es que se tiene la igualdad E(z) = G(z,u(z)) salvo
en un conjunto de y medida nula. Para ello, sea z € © tal que z es un punto de Lebesgue
respecto a la medida u para la funciones E y u, (obsérvese que el conjunto de puntos que
no verifican esta propiedad tiene p medida nula). Dado £, tal que z € Q,,, gracias al
Lema 5.3.2 existen, para todo par (k,n) € IN xIN, unas constantes M, ¢ que dependen de
forma creciente de max{| rx |, || u [|z=(q)} tales que para todo r > 0 con B(z,r) C Q,, se

verifica

1
S VB =B | < MuBGar ) ([ 1u=vimal)
B(z,r) Y

de donde tomando limite en n y recordando la definicién de G(y, ) se llega a

<

/ VB =G(wn) | du < My(B(a, ([ 1e=na1)

De aqui razonando de la misma forma que para deducir (5.5.4), se llega a la desigualdad

(5.5.8) | E(z) — G(z,7) |< M | u(z) —r |* .
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Se considera ahora una sucesién de racionales rg; convergiendo a u(z). Puesto que la

sucesion 1, estd acotada, las constantes M y ¢ que aparecen en (5.5.8) se pueden tomar

independientes de k;, con lo que es fécil concluir a partir de (5.5.8) y de la definicién de

G(z,u(z)) la igualdad E(z) = G(z,u(z)). g

5.6. Unicidad de Solucién del Problema Homoge-

neizado.
En esta Seccién vamos a probar que el problema limite de (5.3) tiene solucién tnica.

En relacién con este resultado probaremos que la funcién G(z,.) definida en la Seccién

anterior es creciente y tiene el mismo signo que s.

Lema 5.6.1. Sean f¢,uf,u verificando (5.1.2), (5.1.8) y sea f € H~}(Q) + L*(Q)

tal que f€ converge a f en el sentido de (5.1.16). Sean también g% ,v°,v y g verificando

relaciones andlogas respectivamente. Se consideran v, las funciones inversas definidas

por el Lema 2.2.1, tales que las funciones 4° = 9(uf), 9¢ = J(v¢) verifican las ecuaciones

— A4 + B(z,45, Vi) = ,fAe en °,

(5.6.1) '/’g )
— A% + B(z,95,V9%) = — en QF,

=V T

y donde la funcién B satisface las propiedades (2.2.6), (2.2.7). Entonces las funciones

@ = J(u), o = JI(v) verifican

— Al G(z,u) z, 1, Vi) = f en
- A + ¢’(ﬂ) l’l’ + B( b ’V ) - 1/),(&) Qy
(5.6.2) G(z,v) g
— AD + —— B(z,5,Vd)= — en (Q,
) HHPERYI =5

donde se tiene

G(z,u) G(:c,v))
5.6.3 — — ~ 4—9)>0, pect ze€
(563) (S-S @-ozo
Demostraciéon. El Teorema 5.5.1 y el Lema 2.2.1 implican (5.6.1)
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Aplicando el Lema 2.2.2 i) a las ecuaciones que componen (5.6.1) y tomando @¢ =

@€ — ¢ se deduce que para toda funcién ¢ € Hj(£2) N L=(£), ¢ > 0 se tiene
6
(1-3) [ 5@ Ve Py
27 Ja

9
+/ [(B(m,ﬁf,Vﬁe)-—B(x,z‘)‘,Vﬁ‘))S(w‘)+§S’(cbe)]VLD‘ 2|

S@) v _ 1559
GO MR COM

donde en las dos integrales del miembro izquierdo, los dos integrandos son positivos, lo que

=(/,

—/ S(@) V&< Vo,
Q

junto con la convergencia puntual permite aplicar el Lema de Fatou. Tomando @ = J(u),

9 =9(v) y @ =4 — ¥, se tiene por tanto

[s@ivare
Q

(5.6.4) + / [B(z,4,Vd) - B(z,9, V)] 5(0)e
S(&) S@ [ sorvs
<o - g - [ s@)vave

Restando las dos ecuaciones que figuran en (5.6.2) y tomando como funcién test la

funcién S(&)y en la acuacién resultante, se tiene
/S’(w) |V ? L,o+/ S@)Ve Ve
Q Q
+/ (G(m,ﬂu) - G(:E,A’U)) S(5)pdy
Q

$@) P
+ / [B(z, 8,V &) - B(z,5,V5)] S@)e
Q
5@) 5(5)
(f,¢()) <¢()80)

Comparando esta ecuacién con (5.6.4) se deduce

[ (S ) s

lo que gracias a la arbitrariedad de ¢ implica
G(z,u) G(z, v)) .
— — — S(@)>0, pect. z €1,
(5 - 550) s@ 20
y usando la definicién de S(&)

G(z,u) G(z,v) et o
() G920 pects co
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que es lo que queriamos probar.

Corolario 5.6.1. Sean u,v € HY(Q)NL®(Q) y f,g € H7() + L*(Q) tales que se

verifican las ecuaciones
— Au+ G(z,u)p+ H(z,u,Vu)=f en(},
{ — Av + G(z,v)u+ H(z,v,Vv) =g en Q.
Entonces las funciones inversas ¢,9 del Lema 2.2.1 se pueden tomar de forma que

las funciones 4 = 9(u), o = ¥(v) verifican las ecuaciones

. Glz,u) N f
- Ad + b(8) p+ B(z,4, Vi) = ?/)'(ﬂ) en (2,
— AD + G(z,v) + B(z,5,V ) = f en 11,

con B satisfaciendo las propiedades (2.2.6) y (2.2.7) y con

Gz, v) - Glz,v) u—19 ect. x
( p(a) (D) >( ) >0, pect z e

Demostracién. Por el Teorema 5.4.1, existe una subsucesién €' de €, (¢’ definida en

el Teorema 5.5.1), tal que para todo n € IN, las soluciones uf”, " de las ecuaciones
— AuS +nul + H(z,uf ,Vul ) =nu enQ6
——Auf1 +nv "+ H(z,vS Vv )=nv en Q¢

" ’

uf ,vh € Hy(Q)nL=(Q),

n’n
convergen, cuando €” tiende a cero, hacia unas funciones u,,, v, € H (2)NL*°(Q) en Hy ()

débil, las cuales a su vez convergen cuando n tiende a infinito hacia las funciones u,v en

eII

¢ Un,Up en L2(§2) estdn acotadas. Esto dltimo

H}(Q) fuerte y donde las normas de ul v
permite, aplicando el Lema 2.2.1, encontrar ¥ y ¥ de forma que las funciones 4, = 9(u,),

bp = 9(vp), @ = I(u), b = I(v) satisfagan

— Ad, G(III Un) +B(.’L‘,'&n,v'an) = -—77—3'3— en Q,
a Ab, G(mv") f+ B(z, 5,V ) = ——— en
- T, Vn, n) = 7= n 3z,
%b’( DR P'(0n)
y donde por el Lema 5.6.1 se verifica
G(z,un) Gz, vn)> .

5.6.6 ( — —9,)>0pect. z€Q.
(5.6.6) B B (4n — n)
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Ahora, por el Teorema A5, en el Apéndice, podemos suponer que u,,v, convergen u
en casi todo hacia u, v respectivamente. Tomando limite en (5.6.5) y (5.6.6) se tiene la

conclusién del Corolario. g

Analogamente al Teorema 2.2.1, se tiene ahora

Teorema 5.6.1. Sea H una funcién de Carathéodory definida en @ x R x IR? con
valores en R (no necesariamente H = H ) tal que para casi todo z € Q la funcién H(z,.,.)

es derivable y eziste una funcidn creciente ( : [0,+00) — [0,+00) tal que se tiene

( H(z,0,0) € L®(Q)

(5.6.7) <
O0H ’ p
a—é(w,s,ﬁ) <C(Is DA+1ED, V(s,6) eR xR,
y tal que en casi todo x € ) se verifica
of ]
(5.6.8) E(m,s,f) >o0>0 fordll(s,€) €R xIR".

Entonces si u,v € HY(2) N L®(Q), verifican
—Au+ G(z,u)p+ H(z,u,Vu) <0 -en Q,
(5.6.9) ) |
—Av+ G(z,v)p+ H(z,v,Vv) >0 en )
y la desigualdad
u<v end = (u-v)t e H(Q),
se deduce que u < v en ).
Demostracién. Se definen p,q € H™1(Q) + L'(Q) tales que se tiene
— Au+ G(z,u)p + H(z,u,Vu)=p en Q,
(5.6.10) _
— Av+ G(z,v)p+ H(z,v,Vv)=¢q en L

Aplicando el Lema 2.2.1 a estas dos ecuaciones se deduce que existen funciones inversas
¥, ¥ (esto es existen constantes K y A suficientemente grandes que son las que definen %),

tales que @ = J(u), ¥ = ¥(v) verifican las ecuaciones .

. G(z,u) O -
_Au+——¢,(ﬁ) ,u+B(:c,u,Vu)—¢,(ﬁ), en 2,
. G(z,v) nr s o 4
— Ad + (0) ,u—l—B(x,v,Vv)__W(ﬁ), en Q,
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y donde B verifica relaciones similares a (2.2.6), (2.2.7).
Por otra parte, definiendo f(z,s,¢) = H(z,s,¢) — H(z,s, ), las ecuaciones que com-

ponen (5.6.10) se escriben
—Au+ G(z,u)p+ H(z,u,Vu) = f(z,u,Vu)+p en Q,
{ — Av+ G(z,v)p + H(z,v,Vv) = f(z,v,Vv)+ ¢ en Q,
donde f(zx,u,Vu)+p, f(z,v,Vv)+q € H Q)+ L(Q) y por tanto, aplicando el Corolario

5.6.1, las constantes A y K que definen ¢ se pueden tomar también suficientemente grandes

de forma que se tenga

G(z,u)_G(z,v) P ot
(56.11) (¢'(ﬁ)- ) )( )>0, pect. z e

Definiendo ahora % = @ — % y aplicando el Lema 2.2.2 iii), se tiene
6
(1-3) [ $@H) Vo P [ 10t
2" Ja Q

p_ g 5 — G(:c,u) _ G(:z:,v) e
< <¢r(ﬁ) ¢/(6)7S( ) /{; ( V(@) 2(9) )S( ) <0.

Esto es, se tiene que wT = 0, lo que significa que @ < 9 en Q que al ser ¢ creciente

implica que u < v en ). g
Como consecuencia de este Teorema vamos a deducir ahora

Teorema 5.6.2. La sucesidn € y la funcién G(z,s) definidas en la Seccidn 5.5 satis-
facen la siguiente propiedad:

Dada una funcién de Carathéodory f: Q xR xIR* =R tal que

i) Para casi todo x € Q la funcidn f(z,.,.) es derivable y eziste una funcidn creciente

¢ :[0,400) = [0,400) tal que para casi todo z € Q) se tiene
( f(2,0,0) € L*=(Q)

sory | E@s0]Scepat e, Vi e

0 ,
l 5?(1‘,3,5)‘ < s DA+ €D, V(s,€) €eR xR,
i) Eziste 0 > 0 tal que para casi todo z € 2
A= %f(w,s,f) >0, Vs €R, V£ €RY,
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(A definido en (5.2)). |
i11) Ezisten funciones crecientes To,T; : [0,400) — [0,+00) y eziste o € [0,2) tales

que para cast todo z €  y para todos s €IR, £ € R? se verifica

(5.6.13) | f(z,8,) IS To(ls D+ Ta(ls D E1%

Entonces la solucién u® del problema

— Auf + H(x,uel,Vue') = f(:z;,u",Vue') en QF
(5.6.14) , , ,
u® € Ho(Q) N L=(Q°),

converge en HE(SY) débil y en L°(Q) *-débil hacia la funcidén u, inica solucidn del problema

{ — Au+ Gz, u)p + H(z,u,Vu) = f(z,u,Vu),
(5.6.15)

u € HN Q)N L=(Q).

Observacién 5.6.1. En particular se puede tomar f(z,s,£) = f(z) € L=(Q).

Demostracién. Por el Corolario 2.2.1, existe una dnica solucién de (5.6.14), la cual
estd acotada en Hg(Q)NL>(Q) y por tanto existe una subsucesién u¢" de u', que converge
en H} () débil y en L°(Q) #-débil hacia una funcién u € HE(Q)NL®(Q). Por el Teorema

’

5.1.1, la sucesién ue converge también a u en Wol’p(ﬂ) fuerte con 1 < p < 2. Esto, junto
con la propiedad (5.6.13) de la funcién f implican, gracias al Teorema de Convergencia
Dominada, que la sucesién f(z, ue’ ,V u‘“) converge hacia la funcién f(z,u, Vu) en L*(Q)
fuerte y por tanto en el sentido de (5.1.16), lo que por el Teorema 5.5.1 nos dice que la
funcién u es solucién de la ecuacién (5.6.15). Ahora el Teorema 5.6.1 establece que la
funcién u estd univocamente determinada y por tanto que toda la sucesién u¢ converge a
u. g !
Observacién 5.6.2. Como aplicacién de este Teorema, se deduce que si en el Teorema
5.4.1 se toma en la ecuacién (5.4.1) € en lugar de €, entonces las soluciones u, de (5.4.1)
convergen a u, en H{(Q) débil y en L*(Q) +-débil sin necesidad de extraer ninguna
subsucesién.

Otra consecuencia del Lema 5.6.1 acerca del comportamiento de la funcién G(z,.) es

el siguiente.
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Teorema 5.6.3. Salvo en un conjunto de u medida nula, la funcion G definida en la

Seccion 5.5 verifica

{ G(z,0) =0,
(G(z,s1) — G(z,s2))(s1 — 32) = 0, Vs1,52 €R
Demostracién. Empezamos probando que G(z,0) = 0 salvo en un conjunto de p

medida nula. Para ello, observamos que la sucesién z¢ = 0 verifica el problema

— Az + H(z,25,V 2°) = H(z,0,0) en QF,
(5.6.16)

2% € Ho(Q°) N L=(9F),
y evidentemente z¢ converge a cero en Hy () débil y en L=(Q) %-débil. Por el Teorema

5.5.1, la funcién z = 0 debe verificar la ecuacién
~Az+ G(z,2)p+ H(z,2,V2z) = H(z,0,0) en Q

y por tanto G(z,0) = 0 salvo en un conjunto de p medida nula.
Aplicando el Lema 5.6.1 a dos sucesiones uill o ui'z,m,n, (ver Seccién 5.5), tomando
v =Y’ 0¥ y recordando que J es creciente, es facil deducir que u en casi todo z € Q2 se

tiene

(5.6.17) (Gl():(vs’:)l) — Gii;;”) (51 —s2) 20, Vs1,82 €R.

De que la funcién v es estrictamente positiva y de la igualdad G(z,0) = 0 salvo en un
conjunto de p medida nula se deduce, gracias a (5.6.17), que p en casi todo = € ) y para
todo s € R se verifica G(z,s)s > 0.

Sean ahora s; < s2 < 0, entonces de (5.6.17) tenemos
G(.’B,Sl) < G(IL', 32)

v(s1) T v(s2)

A partir de que la funcién v es estrictamente positiva, decreciente y verifica G(z,s1) <

(5.6.18)

0, se deduce también

Gla,s1) _ Glays1)

v(s2) T w(s1) ’

que junto con (5.6.18) lleva a la desigualdad G(z,s;) < G(z,sz) salvo en un conjunto de

i medida nula.
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Puesto que también hemos probado que G(z,s) tiene el mismo signo que s, para
completar la demostracién basta con probar que si 0 < s; < sz entonces G(z,s1) < G(z, s2)
i en casi todo z € Q. Para ello, se considera la funcién H(z,s,£) = —H(z,—s,—£).

Entonces, de que u¢ € HY{(Q)NL®(Q) y f € L>°(Q) verifican la ecuacién
—Auf + H(z,u ,Vu)= f en Q,

si y solamente si v¢ = —uf verifica
—Av¢ 4 H(z,v5,Vve) = —f en,

se deduce que de la misma forma que a la funcién H se le asocia la funcién G, a la funcién
H se le asocia la funcién G con G(z,s) = —G(z,—s). Por lo ya probado, si 0 < s1 < s2

entonces —s; < —sz < 0y por tanto G(z,—s2) < G(z,—s1), i.e. G(z,81) < G(z,$2). 1

Observacién 5.6.3. Obsérvese que el hecho de que la sucesién 2¢ = 0 verifique
la ecuacién (5.6.16), significa, gracias al Corolario 5.3.2, que dada una sucesién f¢ €

H=Y(Q) + L1(92°) verificando (5.1.1) y tal que existen u® € H&(Q‘) N L*°(Q°), solucién de
—Au® + H(z,u*,Vu®) = f° en QF,

con uf convergiendo a cero en Hj(2) débil y en L>°(Q) x-débil, entonces u¢ converge a

cero en H}(Q) fuerte.

5.7. Corrector.

Consideramos €' la sucesién construida en la Seccién 5.5, que para simplificar la no-
tacién vamos a denotar por e.
En esta Seccién vamos a utilizar el Lema 5.3.1 y el Teorema 5.4.1 para construir una

aproximacién de V u¢ en L2(Q)? fuerte. El resultado se enuncia como sigue.

Definicién 5.7.1. Se considera un conjunto compacto K C Q fijo. Para cada s €R,

se fija una funcion u, € Hy () verificando us = s en K y | u, [< s en casi todo Q.
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Para € > 0 y n € IN, se considera la aplicacidn Pf : Q@ xR — R4 definida por

Pi(z,s) = Vu§ (), donde ug ,, es la solucidn del problema

€ € € € _ €
— Aug , +nug , + H(z,ug ,, Vug ) = nu, en QF,

(5.7.1)
u$,, € Hy(05) N L2(R).

Teorema 5.7.1. Sean f¢, u® y u verificando (5.1.2) y (5.1.8). Entonces, ezisten
unas constantes C y l que dependen de forma creciente de || u ”Lco(Q) tales que:

Para toda funcidn o de la forma ¢ = EZL—.UC%’XR; donde para todo 2 con 1 <1< m
ci € Ry | ¢ |<|| u||pe(e) y donde los conjuntos R; C §, 1 < ¢ < m forman un
recubrimiento de K por conjuntos cerrados tales que para todo 1 < 4,5 < m coni # 3§ se

tiene u(R; N R;) = 0. Se verifica

lim sup lim sup/ | Vut = Vu— Pi(z,%) |
K

n-—00 e—0

o < Cu(K)—t (/K |u—1 | d/t)%

Observacién 5.7.1. En la definicién de P, se puede tomar en realidad us, = s. De
hecho en el Teorema 5.4.1 (que utilizaremos més adelante), se puede tomar la funcién
u € H'(Q) N L>*(Q), en cuyo caso lo que se deduce es que las funciones u, convergen a u

en Hi (), lo cual es suficiente para demostrar el Teorema 5.7.1.

Observacién 5.7.2. Como ejemplo de recubrimiento se puede considerar un enlosado
. por cubos cuyas caras tienen medida y nula, lo cual siempre es posible ya que al ser p de
variacién acotada, el conjunto de hiperplanos de medida y no nula paralelos a uno dado
es a lo mas numerable y por tanto dado un hiperplano con medida g no nula existe otro
paralelo tan cercano como se quiera al anterior con medida pg nula.

En realidad, en este caso del enlosado, el niimero de cubos ‘que intersecta uno dado
estd acotado por una constante dependiente sélo de la dimensién del espacio d con lo cual
es facil adaptar la demostracién de forma que el Teorema anterior sigue siendo valido

aunque no se tenga la hipétesis u(R; N R;) = 0 para ¢ # j.
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Observaciéon 5.7.3. En el Teorema 5.7.1, nuestra pretensién seria poder tomar la

sucesién Pf(z,u) sin necesidad de dar el resultado a través de la funcién % lo que nos darfa

n—oo e—0

lim lim sup/ | Vu® = Vu— P(z,u) |>=0,
K

que establece que Vu + P¢(z,u) es una buena aproximacién en L?(K)¢ de Vu®. Esto
no es sin embargo posible ya que no tenemos ninguna garantia de que la funcién P; sea
continua o al menos boreliana en el segundo argumento, con lo cual no podemos ni tan
siquiera asegurar que la funcién P{(z,u) sea siquiera medible. Sin embaro, como para
funciones escalonadas se tiene la igualdad PS(z, %) = S, PS(2,¢i)xr; en L*(K)?, todos

los términos que aparecen en (5.7.2) estan bien definidos.

Observacién 5.7.4. Si para todo s € R existe una sucesién uf solucién de un

problema

— Auf + +H(z,u,Vui) = f; en QF,

ul, € Hy(Q) N Lo(QF),
donde f¢ € H™1(Qf) + L*(QF) verifican (5.1.1) y donde la sucesién u¢ converge en H(Q)
débil y en L°°(€2) *-debil hacia una una funcién u, tal que u, = s en I, entonces definiendo

P¢(z,s) = V u§ se tiene un resultado similar al Teorema 5.7.1 donde ahora en vez de (5.7.2),

se puede escribir

. T
limsup/ | Vu — Vu — P(z,9) P< Cu(K)' ™1 (/ |u—1 | d/,a) .
K K

e—0

Demostracién del Teorema 5.7.1. Sea ¢ con 1 < i < m, se considera ¢ € H}(Q2)N
L*(Q), ¢ >20en Q, ¢ >1en KNR;. Porel Lema 5.3.1 y la definicién de Py, existen
unas constantes C' y [ que dependen de forma creciente de || u ||[=(n) (no dependen de )
tales que si u; , es el limite en Hj(Q) débil y en L°(2) *-débil de ug, ,, (el cual existe

por la Observacién 5.6.2) entonces para todo n € IN se tiene

lim sup/ | Vut — Vu—(Pz,¢) — Vg ) |2
KnR; ‘

€—0

<lim [ | Vu' = Vu = (Pi(s,e) = Vue,a) ¢
€—r Q .

-4
Q Q
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Haciendo tender ¢ hacia la funcién caracteristica de K N R;, se puede escribir

lim sup/ | Vut — Vu —(Pi(z,¢)) — Vugn) 2
KnNR;

€—0

(5.7.3) 1
< Cu(Kn Ri)l""1 (/ | v — ug; n | dp) .
KnR;

Tomando ahora
/ | Vu* = Vu— Pi(z,c) |?
KnR;

<2 |V -Vu-(Piee) - Vi) P42 [ [Tl
KnR;

KnR;
y recordando que gracias al Teorema 5.4.1 la sucesién u.; » converge a u.; en H, () fuerte
y en L°(Q) x-débil (y por tanto en L'(Q,du)), se deduce (recordar que u., = ¢; en K),
tomando limite en n y aplicando (5.7.3), que

1imsup1imsup/ | Vut = Vu—Pi(z,c) |?
KnR;

n—oo €—0

[]

SC/J(KﬂRi)l'“}' </ | u — ¢ |d,u>
KnR;

Sumando estas igualdades desde ¢ = 1 hasta m y aplicando la desigualdad de Holder
junto con el hecho de que p(R; N R;) = 0 para i # j, se deduce (recordando que ¥ =

Y oitq CiXR; ¥ por tanto Pr(z,v) =3 1", Pi(z,ci)XR;:)

lim sup limsup/ | Vué = Vu— P(z,9) |

n—00 e—0

—hmsuphmsupZ/ | Vu® = Vu— Pi(z,%) |2
KnR;

n-—00 €—0
m . T
SCZ#(I(QR{)1_7</K [u—cild,u)
i=1 NR;

gc(ip(fmzz,-)> (Z/KRW_C,W)

< Cu(K)- T(/ |u-—psz|d,u) 0y
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Apéndice.

Algunas Observaciones

acerca del Concepto

de Capacidad.

Recordamos en este Apéndice la definicién de capacidad, sus propiedades y su relacién
con las medidas de Hausdorff. El coﬁcepto de capacidad nos va a permitir hablar con
precisién de los valores puntuales de una funcién debilmente derivable, la cual en principio
s6lo esta definida en casi todo.

Siguiendo a G. Dal Maso y a U. Mosco vamos también a definir una familia My de
medidas en IR? con respecto a las cuales las funciones de H! son medibles y que aparecen
de forma natural en los problemas de Homogeneizacién en dominios con agujeros. (Ver
por €. [DM M1], [DM M2}, [DM 3]).

Definicién A.1. Sea s > 0. Para todo § > 0 y para todo conjunto A C le, se define

H, s(A) = inf {a;2_8 z": diam(A;)°: AC LnJ Ai, diam(A;) < 5} ,
con = ) =
w2
TIG+Y
Se define la medida de Hausdorff s—dimensional de A medianie

Qg

H,(A) =lim H, s(A) = sup H, s5(A).
§—0 ! 6>0 ’
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Definicidén A.2. Sea 2 un conjunto abierto de R%. Sea p con1 < p < +oo. Para

todo conjunto compacto I contenido en  se define la p-capacidad de K como
cap,(K) = 1nf{/Q [ Vo P: o€ D), ¢ 2 XK} .
Esta definicidn se extiende a conjuntos abiertos U C §) mediante
cap,(U) = sup{cap,(K): K compacto, K C Q}.
Para un conjunto cualquiera A C §, se define su p-capacidad como
capy(A) = inf{cap(U) : U abierto, AC U C Q2}.

En el caso p = 2 simplificaremos la escritura escribiendo capz(A) como cap(A).

Definicién A.3. Diremos que una propiedad se verifica p en quasi todo (quasi todo
sip=2) en Q si se verifica en todos los puntos de § salvo en un conjunto de p—capacidad
nula.

Observacién A.l. En realidad es frecuente utilizar la notacién cap,(A) en el caso
en que ) = R? y en el caso en que se trata de un conjunto abierto arbitrario indicarlo
como cap,(A, Q). Nosotros sélo usaremos la escritura cap,(A, ) cuando sea necesario
especificar el abierto. |

Las propiedades de las medidas de Hausdorff y de la capacidad en tanto que medidas
se recogen en los siguientes teoremas.

Teorema A.1. Para todo s > 0 la medida de Hausdor[f s-dimensional es una medida
boreliana en R%. (En general no es de Radon.)

Para todo conjunto A C IRd, H,(A) es una funcién decreciente en s, de hecho si s es
tal que Hy,(A) es finito entoces para todo s' > s se tiene Hy(A) = 0. d

Definicién A.4. Se define la dimension de Hausdorff de A como

dimp(A) =inf{s > 0: H,(A) =0}.

Observacién A.2. Esta definicidn es coherente con la defininicién de dimensién en
eometria, va que en el caso en el que A es subvariedad diferenciable de IR? de dimensién r
b]

su dimensién de Hausdorff coincide con r. De hecho H, nos da el volumen en la variedad,
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asi en IR? se tiene la igualdad £ = Hy, (donde estamos considerando £ como la medida
exterior de Lebesgue en R?).

Respecto a la capacidad se tiene.

Teorema A.2. La p-capacidad verifica las siguientes propiedades

1.- cap,(A) > 0.

2.- capp(0) = 0.

3.- La p-capacidad es numerablemente subaditiva. i.e. Si {A:i}2, es una familia

numerable de subconjuntos de €0 entonces

capy (U A,) < anpp(A,-).
i=1 i=1

4.- Si A, B son dos subconjuntos de Q entonces se tiene la desigualdad de Choguet.
cap,(A U B) + cap,(AN B) < cap(A) + cap(B).
5.- S ACQCQ entonces
capy(A, Q') < cap,(4,Q).

6.- 51, Q' son dos conjuntos abiertos de RYy AcCQNQ, (p<d sialguno de los

abiertos es no acotado), entonces
capp(A4,9) =0 < capy(4,9Q') =0.

7.- La p-capacidad es una medida exterior en ) tal y como se deduce de las propiedades
anteriores, pero no es una medida boreliana, de hecho ningin conjunto A con la propiedad
0 < cap,(A) < +oo es medible Caratheodory para la capacidad.

Se tienen las siguientes relaciones entre p-capacidad y medida de Hausdorff.

Teorema A.3. Se considera Q =IR%.,A un subconjunto de R? yp <d.

1.- Eziste Cy > 0 que depende sélo de d y de p tal que m(A) < Cycap,(A)H/4=P).

2.- Eziste Cy > 0 que depende sdlo de d y de p, tal que cap,(A) < CoHy_,(A). De
hecho para 1 < p < d se veﬁﬁca que para todo conjunto A con Hq—p,(A) < 400 se tiene
capp(A) = 0.

3.- Si cap,(A) = 0, entonces para todo s > d —p, Hy(A) =0, (i.e. la dimensidn de
Hausdorff de A es a lo mds d—p).
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4.- Para p =1 se tiene de hecho
capi(A) =0 <= Hy1(4)=0.

Pasamos ahora a estudiar la relacién entre la p-capacidad y el conjunto de puntos
donde esta definida una funcién de W'?().

Teorema A.4. Siu es una funcién de WP(Q) con 1 <p < +oo (p < d i Q no es
acotado), entonces el limite |

I 1

im ————— u(y)d
r—0 m(B(III,T)) B(z,r) ( ) v

eziste y es finito p en quasi todo en 2.
En todo este trabajo se hace la siguiente convencidn sobre los valores de u. Para todo

z € Q se toma

1 1
liminf ———— u(y)dy < u(z) < limsup ———=
( ) ( ) Tf-’o m(B(ac,r)) B(z,r)

u(y)dy.
r—0 m(B(z,7)) JB(z,r) )

Esto define los valores de u, p en quast todo en Q y la funcidn u ast determinada es p-
quasicontinua lo cual significa que para todo § > 0 eziste un conjunto cerrado K contenido
en Q con caj)p(Q \ K) < § tal que u es continua en K.

Los siguientes resultados relacionan la convergencia en W?(Q) con la convergencia
p en quasi todo.

Teorema A.5. Dada una sucesidn u, € WHP(Q) que converge a una funcién u en
WLP(Q) fuerte, entonces eziste una subsucesidn u,s que converge a u p en quasi todo.

Si u, converge a u en WHP(Q) débil entonces para todo g con 1 < q < p existe una
subsucesidn u, que converge a u, q en quas: todo. )

Definicién A.5.  (G. Dal Maso y U. Mosco). Se n(;ta por M°(Q) el conjunto
de medidas borelianas positivas p tales que pu(A) = 0 para todo conjunto A C ) con
cap(A) =0, (cap = caps).

Se nota por MY(Q) el conjunto

M3(Q) = € M(Q): p(®) < +oo}.
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Obsevacién A.3. Las medidas de M°(Q) no tienen por qué ser medidas de Radon,
de hecho pueden ser no finitas en algiin subconjunto de .

Observacién A.4. G. Dal Maso ha probado que para toda medida pp € M%(Q) existe
v € H™1() positiva (y por tanto una medida) y existe una funcién positiva f medible

respecto de v, tal que para todo conjunto de Borel A contenido en 2 se tiene k

ua)= | fa

Aunque no es cierto que la convergencia en Hy(Q) débil iimplica la convergencia en
quasi todo, es remarcable que (como indica el siguiente Teorema) si implica la convergencia
¢ en casi todo para u € M°(Q).

Teorema A6. Sea p € M°(Q), sean u, € H'(Q) nulas fuera de un conjunto
i o—finito y sea u € HY(Q). 8i u, converge a u en H'(Q) débil entonces eziste una
subsucesion u, de u, que converge a u p en cast todo en §Q.

Demostracién. Vamos a comenzar suponiendo que u = 0, u,, > 0 y u, acotadas en
L>=(Q), (y por tanto en L°(Q,dy)). Por hipétesis, existe un conjunto A = U2, A; con
p(A;) finito para todo 7 € IN y tal que para todo n € IN, las funciones u, son nulas fuera
de A.

Para todo : € IN, L!(A4;,du) es separable. Para probar esta afirmacién se define la
medida p|A; por p|Ai(B) = u(A; N B) para todo conjunto de Borel B C IR?. Entonces
p|Ai es una medida de Radon en R? ([F]) y por tanto CJ(R%) es denso en L* (R, u|A))
([FO] Proposicién 7.9). Del hecho de que la convergencia uniforme implica la convergencia
en Ll(le, p|4;) y de que C§ (le) con la topologia de la convergencia uniforme es separable
se deduce el resultado.

Por tanto L>°(A;, dp) es €l dual de un espacio separable lo que significa en particular
(Teorema de Alooglu) que los conjuntos acotados de L*°(A;,du) son secuencialmente de-
bilmente relativamente compactos en la topologia *—débil. En nuestro caso se deduce que
existe una subsucesién u,s de u, y un elemento w € L°°(A;,du) tales que u, converge a
w en L*°(A;,dp) *—débi. Mediante un proceso diagonal podemos) suponer w definida en
Ay que u, converge a w en L®°(A;,dp) *-débil para todo ¢ € IN.

Por otra parte, sabemos que u,s converge a cero en H}(2) débil y por tanto, usando

el Teorema de Mazur, se tiene que existe una sucesién v, que converge a cero en Hj(Q)
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fuerte, con v, de la forma

oo
]'l
VUpt = E anlu]‘l,

j'=n!
. )
donde para todo n’, al, > 0 para todo j', &, son todos nulos salvo un niimero finito de

.
-1 oo V-
7Y Ej’:n’ At = 1.
Por el Teorema A5 podemos suponer ademds que v,,» converge a cero u en casi todo.

Para toda funcién ¢ € L*(A4;,du) se tiene gracias a la convergencia de la sucesién up

en L>®(Ai,du) *—débil que '
/ Uprpdy — / wedy,
A; A;
y por tanto dado € > 0 existe nj tal que para todo n' > nf
I/ (un — w)cpdyl <e
A;

Entonces, para todo n' > nj se tiene

VA;(U"' ~ wlpdy } = /A.- f: oy (w0 — w) 99

j'=n'

oo
7
7
< E %

J=n'

/ (ujr — w)godpl <e.
A; :

Esto es v,» converge a w en L*®(A;,du) *—débil y puesto que también converge p
en casi todo a cero se deduce que w = 0 en A. Ahora la convergencia de u, hacia w en

L>°(A;,du) *-débil y w = 0 implican que

/ Uprdp — 0.
A

Como u, > 0 se deduce que u,s converge a cero en L}(4;,du) y por tanto, que se
puede extraer una subsucesién que converge puntualmente salvo en un conjunto N; C A;
con u(N;) = 0. Por un proceso diagonal existird una subsucesién que seguimos notando
U, para no complicar la notacién, tal que si N = |Jio, N; entonces u(N) = 0 y un(z)
converge a cero para todo z € A\ N. Como u,s = 0 fuera de A, se deduce que u,s converge
a cero y en casi todo. |

Supongamos ahora u, en las condiciones del Teorema, verificando ademas que estan

acotadas en L®°(Q) y sea A = | J;o, A; como antes.
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Como primera observacién, se tiene que u = 0 g en casi todo en 2\ A, lo que se prueba
aplicando de nuevo el Teorema de Mazur a la sucesién u, lo que nos da una sucesién de
combinaciones convexas de u, que converge a u y en casi todo, como claramente v, = 0
en 0\ A, se deduce que © =0 p en casi todo en 2\ A.

Tomando ahora las sucesiones (u, —u)¥ y (u, —u)~, estas sucesiones estan acotadas
en L>(Q), convergen a cero en H'() débil y son nulas fuera de un conjunto o-finto para
© con lo que aplicando lo demostrado anteriormente existen dos conjuntos Ny, N, tales
que p(N1) = p(Nz) = 0 y existen dos subsucesiones (que podemos suponér tienen los
mismos indices) (un — u)T, (unr — u)~ que convergen a cero puntualmente en 2\ N y
2\ N, respectivamente. Por tanto u,s converge a u puntualemente en £ \ (N1 U Nz) con
((N; U N,) =0. |

En el caso en que no se tiene la acotacién en L°°(Q) se deduce (aplicando lo probado
anteriormente a Tk(u,) y usando después un proceso diagonal para que la subsucesién
encontrada sea la misma para todo k) que existen una subsucesién u, y un conjunto N
con u(N) = 0 tales que para todo z € Q\ N y para todo k € IN se tiene que Ty(un )(z)
converge a Tx(u)(z) en Q \ N. Ahora, por el Teorema A.4 existe un conjunto S con
p(S) = 0 tal que si z € @\ S entonces u(z) es finito.

Seaz € Q\(NUS)yk >|u(z)| +1 entonces Ty (un (z)) converge a Ti(u(z)) = u(z).
Si k es suficientemente grande entonces | Tk(un (2)) —u(z) |< 1/2 de donde se deduce que
| Ti(uns(z)) |< k —1/2 y por tanto que Ti(up(z)) = unp(z). Esto es un(z) cbnverge a
u(z). Como u(N U S) = 0 se tiene el Teorema. g
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