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Notacion

RN

Espacio euclideo de dimensién N = 2, 6 3.
Producto escalar de dimension N = 2, 6 3.
Traspuesta de una matriz de coeficientes reales.
Abierto de RY (el dominio ocupado por el fluido).
Frontera de 2.

Intervalo de tiempo de observacién, T > 0.

La variable temporal (¢t € [0,T7).

Componente normal de la traza en I' de un campo vec-
torial u definido en .

i~ésima derivada parcial (en el sentido clasico o en el de
las distribuciones) de la funcién q.

Gradiente de q.

Divergencia de un campo vectorial u.

N A
Vector de componentes (V-A); = Z '?, i=1,..,N.

z
ji=1 0 J
N
. . 6u,~
Campo de i-ésima componente igual a E Ui
.
; J
i=1

Presién media del fluido en el punto £ € Q y en el
instante t € [0, T7.

Campo medio de velocidades en el punto 2 € Q y en el
instante t € [0,7].

Energia cinética media en el punto 2 €  y en el instante
te[0,7].



- 1lv
LP(0,T; V)

C(0,T;V)
D(0,T;V)

D'(0,T;V)
WP (Q)

Re

Norma de un espacio de Banach V.

Espacio de funciones f:[0,7] — V medibles, tales que
la funcién

t € [0,77] le hace corresponder ||f(t)||v es p-sumable.
Espacio de funciones continuas de [0,T] en V.

Espacio de funciones C(0,T;V) que son de clase C® y
de soporte compacto.

Espacio de las distribuciones de valores en V.

Espacio de Sobolev de las funciones p—sumables, cuyas
derivadas en el sentido de las distriibuciones de orden
inferior o igual a m son también p-sumables.

Niumero de Reynolds.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es realizar un analisis tedrico de algunos sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales que aparecen en la mecanica de fluidos.
Se trata en concreto de estudiar ciertos modelos de turbulencia con una y dos
ecuaciones.

Dado el andlisis particularmente complejo que se pretende realizar, es ne-
cesario, en primer lugar, conocer de forma cualitativa el comportamiento de los
flujos en régimen turbulento, asi como ciertos mecanismos fisicos relacionados
con la turbulencia.

Asi, comencemos describiendo las ecuaciones de Navier~Stokes. Si supone-
mos que el fluido se mueve en una regién @ C RY (N = 2 6 3 en la practica)
durante un intervalo de tiempo [0,7], y que éste es viscoso, incompresible y
homdgeneo, llegamos, a partir de las leyes de conservacién de la masa y de la
cantidad de movimiento, a las ecuaciones incompresibles de Navier—Stokes, que
son las siguientes:

%—-F(UV)U—VAU'*'V]):]C en QX(O,T) (11)

V-u=0 en Qx(0,7) (1.2)

donde:
u(z,t) representa la velocidad del flujo en el punto = y el instante ¢;
p(z,t) representa la presién del flujo en el punto z y el instante ¢;
f es un campo externo de fuerzas actuando sobre el fluido;
v es la viscosidad cinematica del fluido.

Este sistema de ecuaciones debe ser acompaiiado de ciertas condiciones ini-
ciales y de contorno para que resulte un problema bien planteado.

Las ecuaciones precedentes pueden ser normalizadas (o adimensionadas) con
ayuda de una longitud caracteristica L y una velocidad caracteristica /. En
la versién adimensional, (1.1)-(1.2) se convierte en un sisterna analogo, con v
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Capitulo 1. Introduccién

sustituida por el inverso del llamado nimero de Reynolds:

_w
_I/

Re

Notemos que Re es una cantidad adimensional, se trata por tanto de un
valor caracteristico para cada problema. Este hecho es de gran importancia en
el disefio de modelos experimentales y, en la practica, permite trabajar a escala
(por ejemplo, el disefio de aviones observando el comportamiento de maquetas
en tineles de viento).

Cuando el ndmero de Reynolds es pequeno, el flujo se encuentra organizado
en capas; en tal caso, se dice que el flujo se halla en régimen laminar. Sin
embargo, en muchas situaciones, la observacién muestra que, para nimeros de
Reynolds elevados, el comportamiento del fluido es inestable y se dice entonces
que el fluyjo se halla en régimen turbulento. Esta situacién corresponde a la
mayoria de los flujos reales. Las irregularidades del campo de velocidades
conducen a los llamados remolinos o estructuras turbulentas.

La inestabilidad del flujo aparece también en el estudio matematico de las
ecuaciones: en términos intuitivos, esta inestabilidad se debe a que los efectos
regularizadores del término viscoso (—vAu) de (1.1) no son suficientes para
controlar la no linealidad del término de conveccién ([u-V]u). Desde el punto de
vista numeérico, una aproximacién que sea realista exige un nimero de puntos
de discretizacién muy elevado. En los casos de aplicacién industrial donde
habitualmente se trabaja con un dominio tridimensional de geometria compleja,
el nimero de puntos requerido llevaria a unos volimenes de calculo inabordables
con los medios informéticos de que se dispone en la actualidad.

El salto del régimen laminar al turbulento siempre se produce cuando se
atraviesa un determinado intervalo de valores de Re; luego existe lo que se
conoce como el intervalo de nimeros de Reynolds criticos.

Como consecuencia, al producirse el derrumbamiento del régimen laminar,
se nos presenta un fenémeno que en mecanica de fluidos se conoce con el nombre
de transicién a la turbulencia.

El movimiento turbulento es decisivo en la gran resistencia que ofrecen las
conducciones tubulares al paso de la corriente de un fluido, en la resistencia
que el aire o el agua oponen al movimiento de aviones, barcos, submarinos, etc.
Por otra parte la misma turbulencia ofrece la posiblidad de una gran elevacién
de presién en difusores y motores a reaccién y turborreactores. De aqui el
importante interés que hoy en dia existe, desde el punto de vista aplicado, por
la prediccién de flujos turbulentos.

En principio, las ecuaciones de Navier-Stokes son aplicables tanto a flujos
en régimen turbulento como laminar. Todo lo que se requiere es un programa de
calculo capaz de resolver éstas. Sin embargo, como ya hemos referido anterior-
mente, debido al excesivo mimero de puntos necesarios para la discretizacién
en espacio, este camino es inadmisible. Por lo tanto se abandona el cédlculo de
u{z,t) y se buscan tan sélo algunas cantidades promediadas, que proporcionen



alguna indicacién del comportamiento de u a mayor escala. Esta estrategia
conduce al modelado de la turbulencia.

Algunas ideas sobre el modelado de la turbulencia

Existen en la actualidad una gran cantidad de modelos de turbulencia ([26,
41]), pero précticamente en todos ellos se comparte la misma idea inicial: la
descomposicién del campo de velocidades en dos sumandos; el primero, llamado
habitulamente campo medio de velocidades, que describe las grandes estructuras
portadoras de la energia del campo; el segundo, llamado campo fluctuante o
perturbacion turbulenta, que describe las pequefias estructuras. Esta descom-
posicién se generaliza al resto de variables. Asi:

u=a+d, p=p+p (1.3)

donde (@, p) representa el campo medio de velocidades y la presién media y
(u’,p’) es la parte fluctuante.

Existen dos métodos clasicos de caracter general, utilizados en Fisica e In-
genieria, para el modelado de la turbulencia, que hacen uso de la descom-
posicién (1.3). El primero se basa en realizar un filtrado de las ecuaciones de
Navier-Stokes para lograr la eliminacién de las pequefias escalas; el segundo
en promediar las ecuaciones. Asi, tomando medias en (1.1) (con f = 0), y
suponiendo que los operadores de promediado y derivacién conmutan, se de-
duce:

%+(Q-V)E—VAQ+VP:—V'.(ul®u/)
V-a=0

Estas son las llamadas ecuaciones de Reynolds. De forma natural, llegamos
a lo que se conoce como el problema del cierre, que consiste en relacionar el
llamado tensor de Reynolds R = —u’ @ ¢/ con el flujo medio #. Existen nu-
merosas aproximaciones del tensor de Reynolds, éstas estdn basadas en diversas
hipétesis fisicas y resultados experimentales y, en todos los casos dicha aproxi-
macién depende del problema particular que se esté considerando. (Obsérvese
que el tensor de Reynolds apararece debido a la no linealidad de la ecuacién
(1.1)).

Para atacar el problema del cierre se introduce el concepto de viscosidad
turbulenta (es decir, la viscosidad debida a la presencia de estructuras turbu-
lentas). La idea debida a Boussinesq, consiste en establecer una semejanza
entre el comportamiento de las particulas del fluido (que rozan entre si gene-
rando las fuerzas de viscosidad, representadas por el tensor ¥[Vi+ Val] y el
de los remolinos turbulentos (que también rozan entre si)). El coeficiente de
proporcionalidad, entre los tensores R y Vi + V@', representado por vp, se
denomina viscosidad turbulenta.
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A diferencia del coeficiente de viscosidad cinematica v, que es un pardmetro
caracteristico del fluido considerado, el coeficiente vr no lo es, su valor cambia
con z y con t. En consecuencia, el problema no ha quedado cerrado todavia, es
necesarlo obtener una expresién para la viscosidad turbulenta vr(z,t). Por esta
razén la hipétesis de Boussinesq no constituye en si un modelo de turbulencia.

Los modelos de turbulencia pueden clasificarse desde varios puntos de vista,
uno de los mas utilizados para ello es el que determina el nimero de ecuaciones
que estdn acopladas con la ecuacién para el campo medio de las velocidades.
Con este criterio, existen

¢ modelos con cero ecuaciones;

¢ modelos con una ecuacién;

¢ modelos con dos ecuaciones;

¢ modelos de transporte del tensor de Reynolds.

En los modelos con cero ecuaciones, la contribucién de la parte turbulenta
se escribe directamente en funcién de la parte simétrica del gradiente del campo
medio, sin tener que resolver otras ecuaciones. Un ejemplo de estos modelos
es el llamado modelo de Smagorinsky ([44]) que fue introducido originalmente
para la simulacién de la atmésfera. En concreto, en este modelo el tensor de
Reynolds se expresa mediante

R=u|Va+ Vil |(Va+ Val) + al,

donde v; es un pardmetro que depende del mallado que se considere para su dis-
cretizacién y a es una funcién (que sers absorbida por el gradiente de presién).
Se puede encontrar un estudio completo de este modelo, tanto desde el punto
de vista teérico como numérico en [37], donde se estudian resultados de exis-
tencia para el problema continuo y discreto, analisis de error y diversos ensayos
numéricos para dicho modelo.

En los modelos con una ecuacién, la ecuacién de Reynolds est4 acoplada a
una ecuacién de transporte escalar. Normalmente la magnitud transportada es

o . li—s L
la energia cinética turbulenta promediada k = -2-|u’ |2. En este caso la viscosidad

turbulenta vr se expresa mediante
vr(k) = Lnk*/? (1.4)

donde L, (z,t) es una funcién que representa la longitud de mezcla y debe ser
estrictamente positiva y acotada ([33]).

En los modelos con dos ecuaciones se suministra una ecuacién suplementaria
para modelar L,,(z,t) en (1.4). El més conocido de estos modelos es el llamado
k—¢, originalmente propuesto en 1972 por Launder y Jones ([26]), que se obtiene
adjuntando a la ecuacién que satisface la energia cinética k, una ecuacién de



transporte para ¢, la tasa de disipacidén viscosa de la energia cinética y viene
dada por

€= %|Vu’ + VuT|?,

El modelo k—¢ se escribe entonces

du k? 7 )
E+(u-V)u——V- 1/+Cu? (Vu+Vu') | +Vp=f,
V.-u=0,

Ok k? k? >
5 tuvk-V- <<u+c,,?) Vk) - %-;IVu+VuT[2 +e=0,

Oe k? T2 e?
E-}-UVE-—V- 1/+Cg-g- Ve —C1k|Vu+Vu | +02?=0.

En este caso la viscosidad turbulenta se expresa mediante

k2
vr = C” ?

En [33] puede encontrarse con detalle la derivacién de las ecuaciones del
modelo k—¢. El sistema formado por u, k y € constituye un problema cuya reso-
lucién es de enorme dificultad tedrica. En efecto, la expresién de los términos
no lineales y el acoplamiento entre las incégnitas hacen que el tratamiento
tedrico de estas ecuaciones sea practicamente inabordable. Seria deseable ob-
tener resultados de existencia de solucién, al menos para un intervalo pequefio
de tiempo [0, T*] y ademds que k y ¢ fueran positivas. Estas dificultades tedricas
se trasladan también a la resolucién numeérica de las mismas. En efecto, diver-
sos ensayos numéricos llevados a cabo por Mohammadi ([33]) han mostrado
que el modelo k-¢ es inestable, en el sentido de que ¢ se hace arbitrariamente
grande y al mismo tiempo, k¥ toma valores negativos.

Contenido del trabajo

En esta memoria, se estudian desde el punto de vista tedrico, la ecuacién de
la energia cinética de un modelo con una ecuacién (ecuacién de Kolmogdrov)
y un modelo de dos ecuaciones que resulta ser una variante estable del modelo
k—¢, denominado modelo §—¢.
Asimismo se realizan diversos ensayos numéricos sobre el modelo con una
. ecuacion constituido por las ecuaciones de Reynolds acopladas con la ecuacién
de Kolmogérov.

Ecuacién de Kolmogérov

La ecuacién de Kolmogdrov es una ecuacién parabdlica no lineal que modela
la energia cinética turbulenta y junto a la ecuacién para el campo medio de
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velocidades u, constituyen un modelo con una ecuacién. Dicho modelo proviene
del modelo k—¢ al aproximar ¢ por la relacién algebraica

k,3/2
- L(z,1)

donde L(x,1) es una longitud caracteristica. Asi el modelo con una ecuacién se
escribe

Ot (u-V)ut Vo= V- [(vo + vr(8)) (Vu+ VaT)] = F,

V-u=0, (1.5)
3/2

Z—]: +uVk -V - {(vo+ vr(k))VEk] = %@Wu—{— vuT|? - Ll

donde vr(k) = C,L(z,t)k'/? es la viscosidad turbulenta. Sin embargo, desde
el punto de vista matematico, podemos sustituir el sistema (1.5) por el sistema

d

O V)t V=T [+ 2 (R) V4] = F,

V-u=0, (16)
ok

5 tuvk-V- ((vo + vr(k))VE] = vr(k)|Vu|? — k372

donde vy (k) = k'/2. En efecto, la sustitucién Vu + VuT por Vu simplifica el
analisis tedrico y al mismo tiempo, no se pierde generalidad en los resultados
obtenidos (debido a la equivalencia de normas entre ciertos espacios funcionales
que deriva de la desigualdad de Korn ([37])). Ademas, se observa que las
diversas constantes y funciones que figuraban en el sistema primitivo han sido
normalizadas a la unidad.

El sistema (1.6) ha sido estudiado por Lewandowski en [28]. En esta refe-
rencia se prueban algunos resultados de existencia de solucién para las versiones
estacionaria y de evolucién del sistema (1.6). También, en [17] se estudian otras
versiones del sistemna (1.6); en este trabajo se prueban algunos resultados de
existencia y unicidad para el sistema (1.6) en el que el operador eliptico que
aparece en la ecuacién de k ha sido sustituido por un operador de Leray-Lions,
ademds de incluir un término no lineal de la forma V - ®(k), con ® € C(R).

La ecuacién para k corresponde a una ecuacién parabdlica no lineal; en
[28] se hace un estudio tedrico para dicha ecuacién suponiendo que u entra
como dato con regularidad W1 en espacio e inf ese |Vu| > 0, lo que permite
asegurar la existencia de solucién débil para la ecuacién. Ademas en dicha
referencia se prueba que si se parte de una condicién inicial kg en L™ la solucién
satisface
0 <k < méx{|lkolloo, c1l| Vulloo }-

El suponer regularidad W* es muy restrictivo. En efecto, si ' € L2(H 1)
la regularidad para u que se obtiene es LZ(H{), lo que desde el punto de vista



matematico conduce a dificultades. En este caso |Vu|?> € L!, por tanto, la
ecuacién para k es una ecuacién parabélica no lineal y con términos en L.

Desde el punto de vista numeérico, al aproximar el sistema (1.6) o bien la
ecuacion de Kolmogérov mediante el método de diferencias finitas en tiempo,
cada una de las iteraciones del esquema hace aparecer una ecuacién para k
similar pero en este caso eliptica y ademas desacoplada con el campo de velo-
cidades. Esto nos lleva a estudiar ecuaciones elipticas y parabdlicas no lineales
y con términos en L!.

Entre los trabajos sobre ecuaciones elipticas y parabdlicas con datos en L!,
o incluso menos regulares (medidas de Radon finitas), podemos citar los de
Boccardo y Gallouét ({8, 9]), Boccardo, Murat y Puel ([10, 11]) y Blanchard y
Murat [5].

En el capitulo 3 se estudia la existencia de solucién para las dos versiones
que pueden ser tenidas en cuenta,

1. El problema estacionario (caso eliptico):

Dadas f € L} (Q) yu € L?(Q), V-u=0en Q, y u-n = 0 sobre 89,
hallar k& solucién de

(1.7)

uVk -V - -[A(k)VEk]+ g(k) = v(k)f enQ,
k=0 sobre 09.

2. El problema de evolucién (caso parabdlico):

Dadas f € L'(Q) y u € L%(Q), V-u =0, u - n = 0 sobre Q x (0,T) y
ko € L}(Q), hallar k solucién de

‘;_’t“ +uVEk— V- [A(K)VE + g(k) = v(k)f, en Q
k=a sobre 002 x (0,7) 49
k= ko en )

Para el caso eliptico suponemos las siguientes hipdtesis

(H.1) Las funciones v, g : @ x R = R, asi como A : Q x R — RV¥*N gon
de Caratheodory (es decir, medibles para cualquier s € R y continuas
para casi todos los z € Q).

(H.2) 3a > 0 tal que A(z,s)¢€ > afé]?, Vs e R, VE € RY c.pd. en z € Q.
(H.3) 38 :R* = RT creciente, tal que
||A(z,s)]] < B(Is]), Vs€R, cpd. enzeQ,
donde || - || representa una norma matricial.

(H.4) g(z,s)s >0,Vs € R,c.p.d. en z € Q;
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(H.5) 3y :R* — R* creciente, tal que

lg(z,s)| <v(s]), Vs€R, cpd.en z€Q;

(H.6) f e L'(Q);
(H.7) v € L®(Q x R);

(H8) ue L2 ()Y, V-u=0en Qy u-n = 0sobre 32, esta tltima igualdad
hay que entenderla en H~'/2(5Q).

y donde © C RY es un dominio acotado con frontera 90 lispchitziana.

Debido a las hipétesis de crecimiento para A, es necesario precisar el sen-
tido de la ecuacién diferencial puesto que en general A(k) no estara acotado.
M3s an, incluso en los caso més sencillos (A no depende de k, ¢ = 0), la
ecuacién diferencial contiene términos en L!(Q2), con lo que no es de esperar
que dicha ecuacién posea soluciones en H}(f2) y, ni mucho menos, que ésta
sea unica ([39, 42]). En este trabajo veremos que el concepto de solucién re-
normalizada resuelve estas cuestiones (definicién (3.1)). La nocién de solucién
renormalizada fue introducida por DiPerna y Lions en el estudio de las ecua-
ciones de Fokker-Planck-Boltzmann ([21, 22]). Més tarde, esta nocién ha sido
adaptada a otras situaciones, por ejemplo, para ecuaciones elipticas no lineales
por Boccardo, Giachetti, Diaz y Murat ([7]) y por Murat ({34, 35]), y para
ecuaciones parabdlicas no lineales (definicién (3.2)) por Blanchard ([4]), Blan-
chard y Murat ([5]), Blanchard y Redwane ([6]) y Climent y Fernandez Cara
([17, 18]).

Teorema 1.1 Bajo las hipétesis (H.1)-(H.8), el problema (1.7) admite al me-
nos una solucion renormalizada. Ademds, cualquier solucidn renormalizada k
es tal que

N
k € Wy (Q), Yg < w7 9K €L,

ystv(k)f >0, entonces k>0, c.p.d. enxz €. <&

Noétese que este resultado de existencia implica en particular la existencia de
solucién de la ecuacién de Kolmogdrov en su versién estacionaria, cuando el
término vr(k), del segundo miembro de la ecuacién para k en (1.6), es sustituido
por v(k) y v satisface (H.7).

Asimismo, si afiadimos hipétesis més restrictivas sobre los datos ((HU.1)-
(HU.6) seccién 3.2.3), podemos demostrar un resultado de unicidad para (1.7).

A continuacién, se analiza el problema de evolucién para k. En este caso se
suponen las hipétesis

(H.1) Las funciones v, g: @ x R+ R, asi como A : Q x R — RVNXN gon
de Caratheodory (es decir, medibles para cualquier s € R y continuas
para casi todos los (z,t) € Q).
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(H.2) 3a > 0 tal que A(z,t,s)E€ > alé]?, Vs € R, V¢ € RY, c.pd. en
(z,t) € Q.

(H.3) 38 : R* s R creciente, tal que
|4(z,t,8)]| < B(ls]), Vs€eR, cpd. en (z,t) €Q,
donde || - || representa una norma matricial.
(H.4) g(x,t,s)s >0,Ys € R, c.p.d. en (z,t) € Q;

(H.5) 3y :R*— R* creciente, tal que

lg(z,t,s)] <v(lsl), Vs€R,cpd en (z,t)€Q;

(H.6) f e LY(Q), ko € L}(Q);
(H.7) v € L*(Q x R);
(H.8) ue L*(Q)N,V-u=0en Qy u-n=0 sobre dQ x (0, T).

De nuevo nos enfrentamos a las mismas dificultades que en el caso anterior para
dar sentido a la solucién del problema. El concepto de solucién renormalizada
(definicién (3.2)) serd suficiente. Hemos demostrado entonces el

Teorema 1.2 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.8) el problema (1.8) admite al me-
nos una solucidn renormalizada. Ademds cualquier solucién renormalizada k
es tal que k € LYW, 9 (Q))NL® (L1(R)), para cualquier q € (1,7) con § = ¥,
siN>2,¢=2sN=1.

En el caso parabdlico, se deduce un resultado de unicidad para las soluciones
obtenidas por aproximacién a través de problemas regulares. Se trata, por
consiguiente de un resultado mds débil que el obtenido en el caso estacionario.

El modelo 6—p

Debido al caracter inestable del modelo k—e, Mohammadi ([32]) desarroll$ el
modelo con dos ecuaciones 6—¢. El objetivo final era usar dicho modelo como
herramienta intermedia para la resolucién numérica del modelo k-¢, suminis-
trando un caricter mas estable al esquema completo.

Poniendo 0 = k%P, p = k7% A = <a B) y A7t = (a b),

v 9 ¢ d

entonces k = 0°p® y ¢ = §°p?. Se trata ahora de obtener las ecuaciones de
transporte para @ y ¢; éstas derivan de las de k y £. Al buscar valores de los

D . . o s
parametros «, 3,4 y 4 tales que -D—(tp < 0 {despreciando el término de difusién
y los de derivadas superiores), Mohammadi escogié a =1, = -1,y = -3 y

6= -2



Capitulo 1. Introduccion

Con estos valores de las constantes, si despreciamos los términos de deriva-
das superiores, obtenemos el modelo 8—¢:

Ou c1
E—I—(u-V)u—V- <<1/+ @> Vu) +Vp=f,
V-u=0,
%z- +uVi-V - ((I/ + ;—;) VH) = ¢y — c10%|Vu|?
Op c3 2, €4
- _v. =3 S 0 hac
51 +uVe -V ((1/+ 93”) Vgo) §0<C3 [Vul|* + 7
donde las constantes del modelo vienen dadas por ¢; = 0.039, ¢ = 0.92,

c3 = 0012 y ¢4 = 0.84. En [33] puede verse con detalle la obtencién de
estas ecuaciones y de los valores de las constantes.. Desde el punto de vista
matemadtico, podemos elegir sin pérdida de generalidad ¢y = ¢ = c3 =c4 = 1.
A diferencia del modelo k¢, se puede demostrar para el modelo #—¢ principios
del méaximo que conducen a § > 0, ¢ > 0 c.p.d. en Q x (0,T). Pero entonces,

. . 1 ..
los términos no lineales 6%|Vu|? y ¢ <t9|Vu|2 +3 ) son realmente términos de

destruccién en las respectivas ecuaciones de 8 y ¢. (Obsérvese el signo negati-
vo delante de estos términos). Esta caracteristica del modelo es fundamental,
pues es la responsable del caracter estable del mismo, como lo habia sospechado
Mohammadi desde el principio. Estas ecuaciones han sido estudiadas por Le-
wandowski y Mohammadi en [29], donde se demuestra la existencia de solucién
para las ecuaciones que satisfacen § y ¢, suponiendo que u entra como dato y
no cumple necesariamente la ecuacién de Reynolds. En concreto se supone que
u tiene regularidad L (W (9)) y la condicién inf ese |Vu|? > 0. Ademis si
se supone que el |Vu| satisface ciertas condiciones con respecto a las condiciones
iniciales y de contorno del problema, bajo ciertas hipStesis se obtiene existencia
de solucidén y acotaciones en L™ para las incégnitas 6 y ¢.
En este trabajo se estudia el sistema completo

88—1;+(u~V)u—V-(A(9,<p)Vu)+VP = f, V.u=0
6 2 2
§+UV0—V'(A(0,90)V0) = 1—6%|Vu|
9 4 uVo— v (40,0)V0) = —p(8Vult+ ——

donde ahora A es una matriz no necesariamente simétrica.

Este problema plantea bdsicamente tres dificultades principales, que son: el
acoplamiento de las ecuaciones, las no linealidades a las que estdn sujetas las
incégnitas y de nuevo la aparicién de términos en L*.

El estudio de este sistema se desarrolla en dos capitulos, estudiando por
separado las versiones estacionarias y de evolucién del problema. Las dificul-
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tades que presentan ambas versiones son practicamente las mismas, pero en el
caso estacionario se obtiene acotacién en L para las variables # y ¢, mientras
que en el caso de evolucién esta acotacién depende de la regularidad de las
condiciones iniciales del problema.

En el capitulo 4 se estudia el caso estacionario; dentro de este caso pueden
tenerse en cuenta dos versiones: en la primera no se consideran los términos
de transporte, lo que nos permite poder demostrar un resultado general de
existencia de solucién independientemente de la dimensién espacial N; en la
segunda versién se consideran los términos de transporte, lo que nos lleva a
reducirnos al caso N = 2 6 3. En ambas versiones se demuestran la existencia
de solucién del sistema completo, y para las incégnitas 8 y ¢, positividad y
acotacién en L. Estos resultados son esquematizados ahora.

El problema sin términos de transporte se escribe como

=V -(A(0,¢)Vu)+Vp=f, V-u=0enf )
=V - (A(8,9)V8) =1—6%|Vu|? en Q

’ 1.9
=V - (A(f,9)Vp) = ~p (6’ |Vul? + 5%) en (19)

u(z) =0, O(z)=a, ¢(x)=0b sobre 62 )

donde  C R¥ es un dominio acotado con frontera lipschitziana. Se suponen
las siguientes hipdtesis

(H1) A:Q xR xR+ R¥*N es de Caratheodory y existe a > 0 tal que

Az, s1,82)E€ > al¢]? Vsy,s0 € R, V€ €RY, cp.d. en Q

(H.2) 3d:R* — R creciente tal que

[|A(z, s1,82)|| < d(|s1]+ |s2]) Vs1,s2 €ERc.p.d. en Q

(H.3) fe H1(Q).
(H.4) a 'y b son constantes reales y positivas.

Teorema 1.3 Bajo estas hipdtesis, existen u € H}(Q), con V-u=0, y8,p €
HY (Q)NL>(R), tales que 0—a, p—b € HY(Q) solucién débil del problema (1.9).
Ademds,

C(Q,N)

0<(z)<a+ — cpd. z €Q,

0<p(z)<b, cpd z€Q.



Capitulo 1.  Introduccion

El problema con términos de transporte es
(- Vu=V-(400,0)Vu)+Vp=f, V-u=0enQ )
uVe — V- (A(f.¢)VO) =1~ 0%|Vu|? en Q

1 (1.10)

S vAN g == 24 _~
uVep — V- (A6, 9)Ve) ¢<9]Vu| + 6’+r> en Q2

u=0, #=a, ¢=>sobredQ : )

y se prueba el

Teorema 1.4 Sea N =2 6 3. Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.4), el sistema (1.10)

admite una solucidn débil u € H3(Q) con V-u =0y 0, € H(Q) N L®(Q),

0 —a,p—be HJ(Q). Ademds, eriste una constante C = C(Q, N) tal que
C(Q,N)

0<0<at 22
04

0<e<b.

En el capitulo 5 se estudia el problema de evolucién; como en el caso es-
tacionario se estudian dos versiones segiin, se tengan en cuenta los términos
de transporte o no. En este caso, el encontrar acotaciones en L* para las
incégnitas  y ¢ estd estrechamente relacionado con las condiciones iniciales
del problema.

El problema sin términos de transporte.

du )

a—V-(A(H,go)Vu)—l—Vp:f, V-u=0en Q

%uv.mw¢wm:1—ﬁwm%nQ

90 (1.11)

-V A6.90) = - (917uP+ 1) e @
u(z,t) =0, 0(z,t)=a, ¢(z,t)=>bsobre dQx (0,T)
u(z,0) = ug(z), 6(z,0) =0o(z), ¢(z,0)=o(z)enQ )

donde @ = Q2 x (0,T), con @ C R¥, un dominio acotado, con frontera lips-
chitziana y T' > 0 es el tiempo final de observacién y donde se suponen las
siguientes hipétesis

(H.1) A:Q xR xR+ RV*N ¢5 de Caratheodory y existe a > 0 tal que

A(w,t,sl,SQ)ff Z a|§|2, V31,32 € ]Ry v& € RN7 de en Q

(H.2) 3d : Rt R* creciente tal que

[|A(z,t, 51, s2)[| < d(|s1] + [s2]), Vs1,52 €R, c.p.d. en Q
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(H.3) fe L2 (H YQ)),y uw € H.
(H.4) ay b son constantes reales y positivas.

Teorema 1.5 (Condiciones iniciales en L*° ) Bajo las hipétesis (H.1)-(H.4) y
ademds 0y, o € L*>(Q), el problema (1.11) admite una solucidn débil u € Wy,

6,0 € WS N L(Q), Vg <

demd
N Y ademds

0 <f(z,t) < méx{”HOHLm(Q),a} +t, cpd(zt)eQ

0 < (p(l‘,t) < méX{HSOOHL“’(Q):b}’ c.p.d (iL‘,t) € Q
donde
V={ve(H(M"/V -v=0enQ},
Wi= (o e L20,TV)/ S0 € 120,73 V),

WP = (o € L0, TS H(Q) o € 0,7 W@}

&
Teorema 1.6 (Condiciones iniciales en L' ) Supongamos las hipdtesis (H.1)-

(H.4), 6o, po € L} (Q) y existe B > 0 tal que ||A(s1,52)|| < B, Vs1,52 €R.
Entonces el problema (1.11) admite una solucidn débil u € Wy, 6, ¢ €

WD 0L (LMR)), 0~ a, p—b € LYW), Vg € [1’ ﬁ I ?) '
Y, ademds

1.6>0,9p>0cpden(,

2. 0°|Vul? € IN(Q), 98] Vul? € L(Q).

donde Wéq) ={ve Lq(Wl'q(Q))/ccll—: e LY (w~ha(Q))}. <&

El problema de evolucién con términos de transporte (sistema completo) se
escribe

(- Vu-V-(A0,¢)V0) +Vp=f, V-u=0em@ |

9
Z—t +uVl—V - (A(8,p)V0) =1 -06%|Vu|? en Q-

Oy L (1.12)

1
bl L v AN - — 24 -
3t +uVe—V - (A(6,9)Ve) @ <|6’| [Vul* + [0|+r> en Q
u(z,t) =0, 6(z,t)=4a, ¢(z,t)=>bsobredQ x (0,T)
u(z,0) = uo(z), 0(z,0) =0o(z), ¢(z,0)=po(z)en

/

donde se suponen las mismas hipétesis (H.1)—(H.4) para los datos. Para este
problema se tiene el
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Teorema 1.7 Sea N = 2, entonces

1. Siby, wo € L(Q), el problema (1.12) admite una solucidn débil u € Wi,
6,0 € W2(q) NL®(Q), Vg < 2 y ademds

0 < f(x.t) < max{||fo||L=(), a} +t,  c.p.d(z,t) €Q
0< p(z,t) < méx{”QOo”Loo(n),b}, cp.d(z,t)eQ.

2. Si 0, po € L1(R) y existe B > 0 tal que ||A(s1, s2)|| < B, Vs1,s2 €R.
Entonces el problema (1.12) admite una solucion débil u € W1, 0, ¢ €
4
WA 0 L (A@), 0~ 0, o~ bE LW, Vi € 1, g) .
Y, ademds

(a) >0, 9>0cpdenQ,
(b) 0%|Vul|? € LYQ), p8|Vu|? € L}(Q).

Finalmente, en el capitulo 6 se estudia una aproximacién numeérica del sis-
tema (1.6). Para dicha aproximacién se usan bésicamente tres técnicas de
discretizacién, como son el método de las caracteristicas, diferencias finitas y
métodos de elementos finitos.

También se presentan algunos ensayos numéricos para la simulacién del
movimiento de un fluido en una cavidad, donde se comprueba la convergencia
a una solucidn estacionaria.

Esta memoria constituye un primer acercamiento del tratamiento tedrico,
desde el punto de vista matematico, de los modelos de turbulencia que se ex-
presan en términos de ecuaciones en derivadas parciales (estacionarias o de
evolucién), sobre todo en lo que concierne a los modelos con dos ecuaciones.

Se han analizado dos tipos de problemas esencialmente. En primer lugar,
la ecuacién de la energia cinética turbulenta, cuando ésta es desacoplada con la
ecuacién de Reynolds. En segundo lugar, se ha realizado un estudio exhaustivo
de un modelo de turbulencia con dos ecuaciones (modelo 6—¢) considerando las
situaciones que mds interés suscitan en la préctica.

Los recientes avances en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales
(elipticos o parabdlicos) combinados adecuadamente con elementos de andlisis
funcional no lineal han permitido desarrollar herramientas matemadticas que han
hecho posible demostrar los resultados que figuran en este trabajo. Citemos,
entre otras, las estimaciones de Boccardo-Gallouét, que permiten deducir la
regularidad de soluciones de ciertas ecuaciones no lineales que involucran datos
en L!; y un resultado de compacidad en el espacio LP(B), B un espacio de
Banach, vélido incluso para p = 1 (lema 2.3) que mejora el tipico resultado de
compacidad de Aubin en el que estan involucrados exponentes 1 < p < oo y
espacios reflexivos.



Capitulo 2

Algunos resultados
preliminares

2.1 Estimaciones de Boccardo—Gallouét

En diversas situaciones de interés nos encontramos con problemas regidos en
términos de ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico (modelo esta-
cionario) o parabdlico (modelo evolutivo). Estas ecuaciones contienen términos
fuentes o datos iniciales con regularidad L!. El marco general con datos en
LP, siendo 1 < p < oo no se aplica ahora, (estimaciones de Agmon-Douglis—
Niremberg [2]). Los resultados que siguen constituyen las herramientas fun-
damentales para establecer la regularidad de las soluciones de problemas no
lineales elipticos o parabdlicos con datos en L! y fueron desarrolladas por
Boccardo—Gallouét en el marco de ecuaciones no lineales con segundo miembro
una medida acotada [8].

En lo que sigue, para j > 0 designaremos por T; : R — R la funcién de
truncamiento a la altura j, esto es

T;(s) = signo s min(j, |s]).

Lema 2.1 (caso parabélico) Sean Q C RN un abierto acotado, T > 0, Q =
Qx(0,T) ykp : @ = R, n > 1, una sucesion de funciones medibles. Para
n>1, m> 0 se definen los conjuntos B* mediante

B = {(z,1) € Q/m < [kn(z,8)] < m+1}.

Supongamos que |
1. (kyn) estd acotada L*®(L())
2. Vj >0, Tj(k,) € L2(HLR)).

17
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3. Eziste una constante C > 0 tal que

/ IVk,|* <C, ¥Ym>0. (2.1)
By

N
Entonces (k,) estd acotada en LI(W,9(Q)), Vg < —N——i—i,

si N >2, yVg<2
st N=1. )

DEMOSTRACION: A lo largo de toda la demostracién C representa distintas
constantes independientes de n y m.
Sea ¢ tal que 1 < ¢ < 2. Empecemos por hallar una cota de / |k, |2
Br
Como B} es un conjunto acotado, se satisface la inyeccién L2(B™) — LI(B™),

y en consecuencia
q/2
/ ka7 < |B7I ( / IanP)
Bp By

1 1 2-—q 1
dond = —_— | = — 0.=1.
onde a = ¢ 7 2) 2 € '3

Ahora hay que acotar cada uno de estos factores; la integral ya la tenemos
acotada por (2.1) (precisamente, para usar esta cota tomamos ¢ < 2). En
consecuencia, sélo habria que buscar una cota adecuada para la medida de los
conjuntos B*. Sabemos que

IBZ‘ISL/ k)", Vr>1, ¥Ym>1
m” B;;"

Luego combinando ambas cotas llegamos a:

f Ianl"s——lr—a( / |kn|’) col? (2.2)
By m By

Una vez estudiadas las cotas para |Vk,| en L(B), pasamos a estudiar una
acotacién para |Vky,| en L4(Q) y con ello obtendremos la estimacién de {k,}
en LI(Wy9).

/ Vkn]? = / (Vhkal? + 3 / (Va2 (2.3)
Q BS m>1Y B

Ahora bien, el primer sumando puede acotarse de la forma

1/q 1/2
( / lenP) <c ( / |an|2) <c (2.4)
B? BY

donde se ha usado la inyeccién continua L2(B2) < L9(B2) y la cota (2.1).
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En cuanto al sumatorio tenemos hasta ahora que

Z/ |Vka|? < 092D o (/Bm l’%l")a <

m>1 m>1

11—«

so|X ) (X[ wr (25)

m>1 m>1

la primera desigualdad es debida a (2.2) y la segunda aplicando la desigualdad
de Holder.

1 B )
Llamamos S = ————— que es un numero real si
— 4
~ mrel(1-«) l1-a

> 1.

Luego, sustituyendo las cotas (2.4) y (2.5) en (2.3) tenemos:

(o3

/IVk 1<C+Cs Z/ k| <

m2>1

<C+CS (/OT/Q |k,,|’")a (2.6)

1
Por otro lado, para 0 < § < es

]Qucnrs/OT ([ |kn|)9r (f 1 e )0
509"/ (/ INE= 3:)1_(»”

Esta tltima desigualdad es cierta por la estimacién de (k,) en L®(L1).
Luego combinando las dos iltimas obtenemos:

</Q Iknl’>asc{/: (/ e |i::>1_orr. @7)

q*_r * _ Nq
r(g* — 1)’ 1 T N-g¢

Usando estas notaciones y gracias a (2.6) y (2.7) se llega a:

T L=
/|7 <C+CS8 ke )
n Lq(W;’q) —_ 0 Q 7

LA partir de aqui, la demostracién supone que N > 2. El caso N = 1 es més directo, pues
se razona con (2.6) y se deduce gracias a la inyeccién de Sobolev Wl UQ) — LT(Q), Vr, la
acotacién de (kn) en LI(W, q) Vg < 2.

Elijamos !

g =
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a4

T a2k
<C+CS / </ Ian[") (2.8)
0 1

la ltima desigualdad es debida a la inyeccién de Sobolev Wy'9(Q) < LI° ().
Veamos que es posible elegir q y r tales que se satisfagan simultdneamente

. t_}_r«l -1
g9 -1
ra

'l—a 1

Sabemos por definicién de ¢* que & = Y— entonces para que se satisfaga
p q q N—q p

€ =1 = 1 es necesario elegir r = ¢2%+L. Una vez fijado r se calcula ¢ para
g9 -1 g "N
. ra
que se tenga la segunda condicién; como % = %(2 ~ ¢) entonces T2 >1
. N +2
s1q < .
TS¥+1

Una vez elegidos ¢ y r la desigualdad (2.8) se escribe como:

q g
“kn”Lq(Wol,q) S C + CS”kn“Lq(Wol’q)

Alser o < 1, se obtiene finalmente que (k,) estd acotada en L¢(W;'9), Vg <
N+2 o
N+1
En el modelo estacionario, se tiene el

Lema 2.2 (caso eliptico) Sean Q C RY un abierto acotado y k, : Q > R,
n > 1, una sucesion de funciones medibles. Paran > 1, m > 0 se definen los
conjuntos B, mediante

B ={z €Q/m< |kn(z)| < m+1}.
Supongamos que
1. Vj >0, Tj(ks) € H}(R).

2. Eriste una constante C > 0 tal que

/Bm V> <C, Ym>0. (2.9)

Entonces (k) estd acotada en W)'U(Q), Vg <
N =1.

N . .
]—v——_—l,szN22,q_252

DEMOSTRACION:
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Sea1<q<2ya:1—%6(0,1),entonces

Vk, |1 = / Vk, |9
L| =3 [ 19k

m>0

l-o
<> IBRI® (/’ Ianlz) <C+C) B~
m>0 By

m>1
Por otro lado,

1 .
m —_ q
1B21S o [, Ml

. 1 .
donde ¢* = N—q si N > 2y ¢* es cualquier valor con 1 < ¢* < S si N=1.

1
q')

1
Entonces, si — + — =1,
r o r

1
q
J <00 % e (o

m>1
. 1fr ar\ T
<C+C Z__ozq—‘r Z[/ |kn|q‘}
m>1 " m>1 LY B
. , 1 . 2
Escogiendo r = — = ——, se tiene » = —, y entonces
o - q
2
1 a/ . (2-9)/2
q - - q
/ﬂ k' S0+ 0| 3 crm (A ] )

q/2

Z 1 (2-9)¢"/(29)
core(s i) ([ omn)
] m(2-9)¢*/q a

*
Consecuentemente si ¢ es tal que (2 — q)-q— > 1, es decir, ¢ <
q

-1
cualquier ¢ < 2 si N = 1, se sigue que

si N > 2,

allwgs < C+ Cllkalls .

donde 8 = ag* < 1, lo que nos dice que (k,) estd acotada en Wy'9(Q), Vg <
N

N-1

Veamos finalmente que en el caso N = 1, (kn) estd acotada en H}(f2). En
efecto, como Wy*?(R2) < L™ (£2) con inyeccién continua, se sigue que (k) ests
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acotada en L°({2). Poniendo M > 0 un entero tal que ||kn|/ro(q) < M se
sigue k, = Ty (k,) € H () y usando (2.9)

/ V|2 = / Vka|? < MC.
a Ik nl< M

O
Nota 2.1 Sean f € L}(Q), up € L*(R2), y consideremos el problema
Ou
T Au=f en@Q
(2.10)

u=0 sobre 9Q x (0,T)
u(0) =up en Q.

Para abordar este problema, se toman sucesiones regularizantes (f,) C L*(Q),
(uo,n) C L°(Q) tales que f, = f en L}(Q), uon — uo en L}(Q). Ahora cada
problema

Ou,
ot

—Aup=f, en@

u, =0 sobre 0Q x (0,T)

un(0) = uo,n, en
admite una dnica solucién u, € C([0,T]; L%(R)) N L2(HE()). Es facil com-
probar que (u,) estd en las hipStesis del lema 2.1, lo cual va a permitir pasar

al limite (para alguna subsucesién) en los problemas aproximados (2.11) y con-
cluir que el problema inicial (2.10) admite una solucién u € LI(Wy4(Q)) N

(2.11)

N+2
T); LY .
c(o, 15 1), Vo< N2 o
Nota 2.2 Sean ahora f € L'(Q) y el problema
—Au= Q
n=7 en (2.12)
u=0 sobre 000 |
Si (fa) C L*®°(Q), tal que fr = f en LY(R) y u, dada por
—Au, = f, Q
tn = Jn €0 (2.13)
un, € H3 (Q)

entonces, es facil comprobar que (u,) estd en las hipétesis del lema (2.2), y

tal que —Au = f.

deducir entonces la existencia de u € Wol 4Q), Vg <
<&

N-1

Nota 2.3 Obsérvese que el limite de los valores admisibles de ¢ no coincide

<&

en el caso béli N+2 con el eliptico N
parabolico Nl P N_1
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2.2  Un resultado de compacidad

El resultado que enunciamos a continuacién es de enorme utilidad al tratar
de deducir estimaciones para soluciones de problemas parabdlicos ‘regulares’
que aproximan otro problema parabdlico cuyos datos (segundo miembro, dato
inicial, términos no lineales) pertenecen a L!.

Sean X, B, Y tres espacios de Banach tales que:

¢ X <> B =Y con inyecciones continuas,
e X <> B con inyeccién compacta.
Sea T > 0.

Lema 2.3 Sean 1 < p,q < 00. Si (un) es una sucesion acotada en L?(0,T'; X)
d .

tal que (—%) estd acotada en LI(0,T;Y), entonces (uy) es relativamente

compacta en L?(B). <&

Para p, ¢ > 1 es un resultado clasico que puede encontrarse por ejemplo en
[30]. Para p,q > 1 la demostracién puede verse en [43]. o

2.3 Formula de integraciéon por partes

Sean V' y H dos espacios de Hilbert separables; V' el dual de V| e identificamos
H con su dual. Notemos por (-, )i el producto escalar en H, y (-, -) el producto
de dualidad entre V’ y V. Se supone también que V < H < V' con inyecciones
continuas y densas. Para T' > 0, se define el espacio W mediante

W= {u/u € LZ(O,T;V),% € L2(0,T;V’)}

que es a su vez un espacio de Hilbert, y ademés
W = C([0,T]; H)

con inyeccién continua. Tiene sentido, por tanto, u(t) € H para cualquier
t € [0,7]. En esta situacién, se tiene el

Teorema 2.1 Sean u,v € W, entonces

T du T dv
|G+ [(Gow = D)y - @)y (219
O

La demostracidn de este resultado y de las propiedades anteriores pueden encon-
trarse en [20]. La identidad (2.14) es frecuentemente utilizada en el andlisis de
las ecuaciones parabdlicas lineales, por ejemplo, para derivar las denominadas
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igualdades de energia. Sin embargo, en el estudio de los problemas parabdlicos
no lineales se necesitard una férmula de integracién por partes méas general que
involucra la composicién con funciones reales y globalmente lipschitzianas.

El siguiente resultado es suficiente en nuestro desarrollo y sers usado asi-
duamente en este trabajo (para la demostracién, puede consultarse [12]).

Teorema 2.2 Sea k € L*(0,T;H'(Q)), kloax@r) > 0 (respectivamente
klaaxomr = 0) y % € L*0,T; H (). Sea G : R — R globalmente
lipschitziana tal que G(s) = 0, Vs > 0 (respectivamente G(0) = 0) y G(s) =

/ G(t)dt. Entonces, la aplicacidn t — / G(k(t)) es continua en [0,T) y
0

ademds “
T /dk - .
| (§ow)= [ cwan- [ o)
0 o Q
donde (-,-) es el producto de dualidad entre H=1(Q) y H}(Q). O

2.4 Problemas parabdlicos no lineales

En esta seccién vamos a estudiar la existencia y unicidad de solucién para
problemas parabdlicos no lineales del tipo

Ok
T V.- (v(k)Vk)= F(k) en @

k(z,t)= a sobre 9Q x (0,T) (2.15)

k(z,0) = ko(z) enQ
2.4.1 Existencia de solucién
Se considerara el problema (2.15) en los dos casos siguientes:
¢ Caso 1:

— F es una funcién continua y acotada.

— v es una funcién continua con la propiedad
Ja,ftalesque 0 < e < v{s) < B < 4+oo VseER.
— kg € L®(Q), kg > 0, c.p.d. en Q.
— a es una constante positiva.
e Caso 2: |

— F es una funcién continua, tal que

Vs <0, F(s)>0
IM > 0 tal que Vs > M, F(s) <0.
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— v es una funcién continua y 3o tal que 0 < o < v(s)

Vs € R.
— ko € L*(Q), ko > 0, c.p.d. en Q.

— a es una constante positiva.

En ambos casos vamos a probar resultados de existencia de solucién débil
y un teorema de acotacidén para la(s) solucidn(es) del problema. En la préxima
seccién veremos que anadiendo algunas hipétesis sobre F'y v se obtiene unicidad
de solucién.

La formulacién variacional del problema (2.15) se escribe

Hallar k € V tal que k(z,0) = ko(z

[ (5 o [ "'“W—// K)o, Vo € L*(HY).

(2.16)
donde

V ={veL*0,T;W)n L*(0,T; L*(Q)), % € L*(0,T; H~1(Q))}
W = {w € H(Q) tal que w = a sobre 0Q}.

Lema 2.4 Bajo las hipdtesis del caso 1, el problema (2.16) admite solucidn

DEMOSTRACION: La demostracién consta de tres etapas:
o Etapa 1: Construccién de soluciones aproximadas.
e Etapa 2: Estimaciones a priori.
o Etapa 3: Paso al limite.

Etapa 1: Definicién de k,,.

Las soluciones aproximadas se construyen mediante un procedimiento de
retardo en tiempo. Su descripcién es como sigue. Para cada n > 1, se pone

Ta = Se define entonces k; como la dnica solucién del problema lineal
Ok
&5 v (v(ko)Vk1) = F(ko) en Qx(0,7)
ki(z,t)= @ sobre 9Q x (0, 7,) (2.17)
ki(z,0) = ko(z) enQ

Supongamos construida k;, con j < n, como la tnica solucién de

&V A k) V) = Pl ki) en @ (0,72)
ki(z,t)= a sobre 9Q x (0, jm,)
kj(z,0) = ko(z) en

(2.18)
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donde, de manera general, para 7 € (0,7), I, : L?(0,T; X) — L?(0,T; X),
1 < p < o0, X un espacio de Banach, viene dado por

[u),  telo,r
H’“(t)‘{ ut—7), te(nT]

siendo u(0) € X un valor constante; en el caso u € C([0,T]; X), es Il,u €
C([0,T); X) y u(0) recupera su sentido original. Por construccién, se tiene que
si p < j, entonces k; = ky en [0, um,].

Por recurrencia, podemos construir k, € V como la tnica solucién de:

agt" =V (v kn1)VEy) = F(I;, knoi) en Q x (0,n7,)
kn(z,t)= a sobre 982 x (0, n7,)
kn(z,0) = ko(z) en §
(2.19)

Etapa 2: Estimaciones a priori.

Acotacién de (kn) en L (L%(Q)) y en L2(0,T; W)

Sea ky, la iinica solucién de (2.19). Entonces

<%,v> +/ vy kn-1)Vk, Vv = / F(Il; ka—1)v, Vv € Hy(Q).
[ ]
5 (2.20)
Si llamamos k, = k,, — a, ésta satisface
<%,v> +/ V(I kn—1) Vi, Vv = / F(l, ko—1)v, Vv € HYDQ).
Q Q

(2.21)
Tomando v = k,, se obtiene

2dt/ ka2 + / V(T kne1)|VEa|? = /F(HTnkn_l)fcn. (2.22)
Q

Como F estd acotada, se puede deducir la ex1stenc1a de una constante Cy > 0
tal que

/ F(I kno1)kn < C1 | kn < Cz||/~€n||L2(n)
Q Q

Gracias a la acotacién de v tenemos:

/ V(I kne1)|VEa]? > a/ IVEn)? >0
0 kY]

¥, €n consecuencia,
_ 1/2
k2<C(/ knz) 2.23
st [l < Ca ([ 1l (223)

para continuar con la estimacién de k,, necesitamos el siguiente resultado
debido a Bihari ([19]) que generaliza la desigualdad de Gronwall:
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Lema 2.5 Sean z,k y g tres funciones tales que:
o x(t) es continua en [to,T)
o k(t) es continua y no negativa en [tg,T)

o g(x(t)) es continua, no decreciente en [to, T), y g(z) > 0 en algin semieje.

t
Entonces, si z(t) < M +/ k(s)g(z(s))ds, V¥t € [to,T), donde M es cons-
to
tante, se cumple:
t
2(t) < G- <G(M)+/ k(s)ds), Vt € [to, T),
to
donde G es una primitiva de la funcidn ;]—(1;7. O

Integrando entre 0 y ¢ en (2.23) y aplicando el lema de Bihari 2.5, se deduce

(/ﬂ |I~cn(t)|2>1/2502:r+ </n Iéolz)l/z, vt € [0, T

lo que nos dice que (k) estd acotada en L®(L2(£2)); es decir, existe una cons-
tante C3 = C3(T, ko) > 0 tal que “Iz‘n”Lco(LZ’(n)) < Cs.

Volviendo ahora a (2.22) podemos deducir la existencia de una constante
C = C(T, ko) > 0 tal que

IVknllL2z2g)) < C (2.24)

luego (kn) estd acotada en L2(H{).
Por consiguiente (k,) estd acotada en L*(L2(Q)) N L?(0,T; W).

dk,
Acotacién de ( i ) en LZ(H1).
T
Sea I, (v) :/ / F(Il; kn_1)v, v € L?(H}).
0 JO

Como F es una funcién acotada, obtenemos

112 (v)| < Cllollzzany
donde C = C(||F|loo, 2) > 0. Luego I, estd acotada en LZ(H~1).
T
Definamos ahora J,(v) = / / v(Il;, kn-1)Vk,Vv, v € L2(HY).

En este caso se obtiene |Jn(v)? Snﬂ”anLz(W)||v||Lz(H3) < BC|vllL2mzy. La

primera desigualdad se deduce de la acotacién de v, mientras que la segunda

deriva de la acotacién de (k,) en L2(W). Por tanto podemos asegurar que J,
estd acotada en L2(H™1).

. dk, dk, ,

De (2.20) se tiene probado que e I, — Jn ¥y, por tanto, (—dt—> estd

acotada en L?(H~!). En conclusién, hasta ahora hemos probado que:
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e (k,) estd acotada en L™ (L*) N LE(W).

. <ddktn) estd acotada en L2(H~1).
dk,
dt
en L2(H™') y, en consecuencia, aplicando el teorema 2.3 p=q¢g=2,X=W,
B=1%),eY = H}(Q)), (k,) es relativamente compacta en L2(Q).
Etapa 3: Paso al limite.

Luego (k) es débilmente compacta en L2(W), < ) es débilmente compacta

De la etapa anterior se deduce la existencia de una subsucesién que seguire-
mos notando mediante (k,), tal que

kn—=k cpd.en@
fuerte en L%(Q)
débil en L2(W)
dk,

W — h débil en LQ(H_l).

. dk
El primer paso que vamos a dar es demostrar que h = T Sea ¥ € D(Q),

[ ()= [ Lo
dk

y tomando limite en esta viltima igualdad se obtiene que efectivamente h = e
Volvamos entonces a la formulacién del problema (2.19) en su forma variacional

dada en (2.20)

se tiene entonces que

k
<£1-—",v> +/ v(lr kpn—1)Vk,Vv = / F(IL; kn_1)v, Yve HI(RQ).
Comprobemos que II,, (kn_1) converge a k en L?(Q) fuerte. En efecto,

M7, (kn—1) = kllz2(@) < My, (Rn1) = Ty, (R)|2(Q) + 1T, (k) — k||L2(0)

y veamos que cada uno de los términos del segundo miembro de esta desigualdad
tiende a cero.

Es facil comprobar que como k € L?(Q) el sumando ||II, (k) — k||z2(q)
tiende a cero. Para el otro término tenemos

' Iy, (kn-1) = Ir, (k)[*
bk

= [" ] tenmst0) = kO + /T [ racatt = ) = e = 7P

Cada una de estas integrales tiende a cero. En efecto,
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¢ La primera es cero porque k, satisface k,(0) = ko en [0, 7,] (ndtese que
k kn € C([0, m]; L*(92))).

¢ Lasegunda tiende a cero, pues basta hacer el cambio de variables s = t—7,
y aplicar que k, converge a k en L2(Q).

Luego II,, (k,—1) converge a k en L2(Q) fuerte. Usando ahora que v es una
funcién continua, tenemos como conclusién que para una subsucesién notada
de la misma manera v(Il,, (k,-1)) converge a v(k) c.p.d. en Q.

Con todo esto, ya estamos en condiciones de poder tomar limite en (2.20)
y deducir finalmente

/OT (Fo)+ /OT/Q V(k)VETy = /OT/Q F(k)o, Vo€ L*(H})

es decir, k es solucién débil del problema (2.15). &
En este caso ademas, obtenemos la siguiente acotacién, siempre bajo las
hipétesis para las que se tiene existencia de solucién k.

Lema 2.6 Supongamos las hipdtesis

(H.1) Vs <0, F(s)>0

(H.2) IM >0 tal que Vs > M, F(s) <0

(H.83) ko€ L®(Q) yko>a>0,

entonces toda funcion k que sea solucidn de (2.16) satisface:

0 < k‘(l‘,t) S ma’x(M, ”ko”Lco(n)) de en Q

DEMOSTRACION: Escribimos k = k+ — k= donde kt = méax{k,0} y k= =
méax{—k, 0}. Para demostrar que k(z,t) > 0, bastara probar que ¥~ = 0 c.p.d.
Sea k solucién del problema (2.16):

<%§,v>+/nu(k)Vva=-/nF(k)v, - Vv e Hg(Q).

Gracias a (H.3), se tiene k= € L?(H}) y podemos tomar v = —k—.
Se tiene en primer lugar

dk N\ _1d [ . _,
<EZ’—k >"2dt/n|k |

sin mds que aplicar el teorema 2.2.
Por otro lado

/ V(k)VEV(—k~) = / v(K) [(VE* - VE)(V(=k))] = / V()| V.
Q Q Q
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De estas igualdades podemos deducir que

55t [P [vwrone = [ Fer)

de donde

2dt/ P < / F(k)(- k_):—/nF(k)(k_)=—/{kSO}F(k)(k‘)d:c§0

es decir
k2 <
gai J, T <0

Integrando ahora entre 0 y ¢ llegamos a

[eors [ k@ =o

y en consecuencia k7 (z,t) =0, c.pd. z € Q y Vt € {0,T].
Probemos ahora la otra desigualdad.
Llamemos ¢ = méx(M, K), donde K = ||ko|jL=(q) ¥ sea ¢ = £ — k. Se trata
entonces de probar que £~ = 0.
La funcién v satisface la ecuacién diferencial

O =V - (v —)VY) =-F( - ¢)

o en forma variacional
d
<H't/i,v> +/n V(€ — ) VPV = _/ﬂ F(E—$),  Voe LX(HD)

Tomando v = —1~, por el mismo proceso hecho en la desigualad anterior se

obtiene
53t WP [ Fe-vv (2.25)

Veamos que esta tltima integral es menor o igual que 0.

e Sik <&, por definicién ¥ > 0, luego ¥~ = 0 y por tanto

/ F(€ — )y da = 0.
tr<e)

e Si k > ¢, por definicién de €, k > M y por (H.2) F(¢ —¢) < 0; en
consecuencia f{k>§} F( - y)yp~dz <0.

Volviendo a (2.25) tenemos 53{ / [¥~|? < 0, procediendo ahora como antes,

integrando entre 0 y t, se llega a que ¥~ = 0, como queriamos probar. O
Volvamos ahora al problema (2.16) en el segundo caso que planteamos al
principio de la seccién.
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Lema 2.7 Bajo las hipdtesis del caso 2 el problema (2.16) admite solucidn.

DEMOSTRACION: Como las hipdtesis del caso 2, engloban las hipétesis del
lema 2.6, entonces si existe solucién k, se tiene:

0 < k(z,t) <max{M,K}cpd. en @

Comprobemos que existe solucidn, para ello definimos

v(0), k<0 F(0), k<0
vik) =< w(k), 0<k<E  Fék)=( F(k), 0<k<¢
v(€), k>¢ FE), k>¢

Y planteamos el problema:

oy [ 0k =V (HRVE) = FEk) en Q
(Fe) k(z,0) = ko(z) en Q, k=0 sobre 8Q x (0,T).

Ahora F€ y v¢, se encuentran en las condiciones del caso 1; luego existe k¢
solucién del problema (P¢).

Como 0 < k(z,t) < ¢, el problema (P;) coincide con (2.16), y en consecuencia,
existe k solucién del problema. O

2.4.2 Unicidad de solucién

En esta seccién se demuestra que, anadiendo mas condiciones, se tiene unicidad
de solucién.

Teorema 2.3 Bajo las hipétesis del caso 1 o del caso 2, si ademds la funcidn v

es lipschitziana y F es mondtona decreciente, entonces la solucién del problema
(2.16) es tnica.

DEMOSTRACION: Sean ki y ko dos soluciones del problema (2.16), y llamemos
k = ky — ka, entonces k satisface el problema

% =V (v(k1)Vk1) + V- (v(k2)Vk2) = F(k1) = F(k2) enQ

k(z,t)= 0 sobre 92 x (0,T)
k(z,0)= 0 enQ

y en forma variacional

/OT <%,v>+/:/n I/(kl)VkIVv—/OT/n v (ks)Vks Vo

= /T/ (F(kl) - F(kQ))’U, Vv € Lz(Hé) (226)
0 JO
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Sea € > 0, se define la funcién ¢, (s) como:

: si |s|<e
pels) =4 ¢ (2.27)
signo s si |s|>e

8

A partir de esta funcién definimos la funcién ®,(s) = / we (o) do.
0

Fijamos ¢ € [0,7] y tomamos v = ¢, (k1 — k2)X[g,¢), en (2.26); se llega a

/Ot <%a¢s(k)>+AtL v(k1)Vk1 Ve (k)

¢ t . '
- [ [ e Viave iy = [ [ (R - FDeet)  (226)
oJa oJa
Estudiemos cada uno de los términos de la igualdad (2.28)

t
El término / <%, (,os(k)>, gracias al teorema 2.2 se escribe como
0

/Ot c(li_t/{z@s(k):/n@‘(k(t))_/nq)f(k(o)):/n@(k(t))

Para estudiar los dos términos siguientes, se define el conjunto B, = {(z,s) €
Q x [0,8]/ |k(z,s)| < e}. Asi,

/ot/n v(k1)Vk1 Ve (k) ~ /Ot/n v (ks) V ks Ve () =

= l‘/‘ I/(kl)Vk1Vk - 1/ I/(kz)szVk =
€ JB, £

&

1
=1 /B (k) Tk — vk k) VE

Para buscar otra expresién de este término sumamos y restamos v (k1) VkaVk,

y se llega a

:_5[:/3‘ I/(kl)|Vk|2 + é/B‘ (I/(kl) - V(kZ))VkQVk

Volviendo a (2.28) con estas expresiones tenemos
1 1
/ . (k) + + / v (ke) [ VR2 + 2 / (v (k1) — v(ks)) VEs VE
9] € JB. €JB

= [ (P~ Flrpeeie) ,
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Por la positividad de la funcion v, el término l/ v(k)|V(k)]* > 0, luego
€

z

llegamos a la desigualdad
1 t
| wetken+ 2 [ wik) vtk vrve < [ (2 - P08

t
Si F' es monétona decreciente, entonces // (F (k1) = F(k2))pe(k) <0, luego
0J/a

1
[octk@n+1 [ 0k - vk VhTE <0 (2.29)
Q B,
1
Veamos que sh_r)l’(l) = (v(k1) — v(k2))VkaVEk = 0. Usando la lipschitzianidad
Bs
de v obtenemos

2 [ W) vty iwa| <1 [ pivelvH <z [ vkioH

z

la ultima desigualdad es cierta por definicién del conjunto B.. Aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos finalmente que

1 1/2
E,/ (I/(kl) - I/(kz))szVk' S L”szlle(Lz) (/ lelz)
B, B.

Ahora bien, al ser k1 y k2 soluciones del problema (2.16), pertenecen al espacio
L%(W) N L*°(L?), luego

h’m/ |VE|? =0,

e—0 B¢
en efecto, h’naf |Vk12=/ V|2 con B = {(z,1) € x(0,T) / [k1—ks| = 0},
£ B! B

T
por otro lado la integral / |VE|* = / / |Vk|? y ésta dltima es cero porque
B 0 JB,

sobre By = {z € Q/ ki(z,t) = ka(z,t)} es VE=0.
Al pasar entonces al limite cuando ¢ — 0 en (2.29) se obtiene la desigualdad

[ w1 vee
0
Luego, k1 =k cpd. 2 €Q, Vie[0,T] <&

Nota 2.4 Todos los resultados de esta seccién siguen siendo ciertos si los
términos F(k) y v(k) se sustituyen por F(z,t,k) y v(z,t,k), donde F,v :
@ x R — R son funciones de Caratheodory (medibles en (z,t}, Yk € R, conti-
nuas en k, c.p.d. en Q) y cumplen las mismas hipétesis descritas en los casos 1
y 2. <
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2.5 Un resultado de interpolaciéon

Sea © C R¥ un conjunto medible y T > 0. Se consideran «, 3, 8, v tales que
1<a<y<o0, 1<d<f<oc;

se tiene entonces el siguiente resultado de interpolacién

Lema 2.8 Si f € L¥(LA(Q)) N LY (Z(Q)) entonces f € LE)(L*(R)), Vs €

-1
&+M) , T = S_J. Y ademds
a v

[0, B] donde &(s) = s < 53

T/s s(1—-71)/s
Iflzerzeay < IFIa s np M iy

2.6 El lema de De Rham

Sea @ C RY un abierto cualquiera y definamos el espacio
V={ve @) /V v=0}
Lema 2.9 (De Rham) Sea f € (D'(Q2))N, entonces:
IpeD'(Q)/f=Vp<=(fiv)=0 YveV

El lema de De Rham ([40]) permite recuperar la presién en la expresién de la
ecuacién diferencial cuando ésta ha sido expresada en forma variacional. Por
esta razén, siempre razonaremos con la formulacién variacional de los problemas
que incluyan el término gradiente de presién, pues en todos los casos tratados
aqui, el campo de velocidades tendra divergencia nula. Otras versiones de este
lema, debidas a Tartar, pueden encontrarse en [23, 48].

Para un estudio detallado de la regularidad de p conocida la regularidad de
f, puede consultarse [3].



Capitulo 3

Estudio de la ecuacidon de
Kolmogorov

3.1 Introduccién

En este capitulo se estudia la ecuacién que describe la energia cinética tur-
bulenta k (ecuacién de Kolmogérov [33]) de los denominados modelos con
una ecuacién. En estos modelos de turbulencia, el sistema completo estd
descrito por tres variables fisicas, a saber: el campo medio de velocidades
u = (u1,...,un)¥, la presién mediap y k.

Una vez que las constantes del sistema han sido normalizadas, estas variables
satisfacen el sistema acoplado de N + 2 ecuaciones en derivadas parciales no
lineal

g_? +(u-V)u+Vp—V - [(vo +v(k)Vu] = F,
Vou=0, (3.1)
ok

= T uVE =V [(vo + v(k))VE] = v(k)|Vul* - k3/2
Las ecuaciones se resuelven en Q x (0,7) donde @ C RY (N > 2) es
un dominio acotado con frontera lipschitziana, T > 0 es el tiempo final de
observacién, vy > 0 designa el inverso del nimero de Reynolds, y v(k) es la
viscosidad turbulenta. En la ecuacién original de Kolmogérov, la viscosidad
turbulenta viene dada por v(k) = k'/2/l(z,t), donde I(z,t) es la longitud de
mezcla, que aqui supondremos normalizada a la unida;l/.z Sin embargo, a veces
|k
1+ a-lkll/Z ’
pardmetro pequefio, con el objetivo de que la funcién v(k) esté acotada.
Para que el sistema (3.1) esté bien planteado, éste se completa con condi-
ciones iniciales (u, k)|;=0 = (%o, ko) y condiciones de contorno sobre Q2 x (0, T).
Aqui siempre consideraremos condiciones de tipo Dirichlet.

en las simulaciones numéricas, se toma v(k) = siendo ¢ > 0 un

35
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Aparte de las dificultades inherentes a las no linealidades que aparecen en
dicho sistema, la pérdida de regularidad debida al término v(k)|Vu|? exige un
tratamiento mas delicado de dicho sistema. En efecto, si el término fuente
F € L*(H~1(9)), la regularidad que se deduce para el campo de velocidades
es u € L2(H(Q)), con lo que [Vu|? € L! en espacio. Asi, en el mejor de los
casos, la ecuacién para k contiene un término fuente no lineal con regularidad
espacial en L!.

El sistema (3.1) ha sido estudiado por Lewandowski ([28]) en las versiones
estacionarias y de evolucién; debido al acoplamiento entre las dos ecuaciones,
el término v(k)|{Vu|? de la segunda ecuacién puede ser estimado gracias a la
ecuacién para u, la cual suministra la informacién suficiente para que el proceso
de paso al limite en los problemas aproximados sea posible.

Aqui, nos centraremos en estudiar la ecuacién para k que figura en (3.1),
pero considerando que u entra como dato en dicha ecuacién y, por consiguiente,
no satisface necesariamente la ecuacién de Reynolds (la ecuacién vectorial
de (3.1), que en realidad son N ecuaciones). Esto conlleva a la pérdida de
estimaciones para el término v(k)|Vu|? que antes si disponfamos cuando u
estaba acoplada con £ a través de la ecuacién de Reynolds.

Dos versiones pueden ser tenidas en cuenta:

1. El problema estacionario:
Dadas f € L'() yu € L?(), V-u=0en Q, y u-n = 0 sobre 89,
hallar k£ solucién de

uVk—V - [v1(k)VE] + g(k) = va(k)f en Q, }

(3.2)
k=0 sobre 012.

2. El problema de evolucién:

Dadas f € L} (Q) y u € L?(Q), V-u =0, u-n = 0 sobre 8Q x (0,T) y
ko € L}(R2), hallar k solucién de

k
%Z +uVk— V- [ (k)VE] + g(k) = va(k)f, en Q
k=a sobre 0Q x (0,T) (3:3)
k=ky en(

Las préoximas secciones estdn dedicadas a estudiar cada uno de estos pro-
blemas.

3.2 El problema estacionario

Una de las razones que motiva el estudio de problemas del tipo (3.2) radica
en el hecho de que al aproximar numéricamente el sistema (3.1), o el problema
(3.3), mediante un método de diferencias finitas en tiempo, cada una de las
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iteraciones del esquema hace aparecer problemas del tipo (3.2). Incluso es
interesante estudiar ciertas situaciones intermedias en las que algunas de las
funciones vy, v3 0 g no dependen de k. En tales casos, se producirdn esquemas
explicitos, semiimplicitos, o totalmente implicitos.

Por ejemplo, sean M > 1, § = T/M y la particién uniforme de [0, T1,
t; = jé. Podemos considerar el esquema en diferencias finitas en tiempo para
(3.1) siguiente: w =~ u(-,t;) y k¥ ~ k(-,1;),

J+1 _ 5 . . .
u___a_u + (u . V)udtt 4 ypi
—V - [(vo + v(kF)) Vi +1] = i+, (3.4)
V- -wtl =g

kit _ pi . . . .
— 4+l tlgpitl vy, [(vo + V(kJ"'l))Vk“'l] (35)
— V(kj+l)|vuj+1|2 _ ki+1|kj+1|1/2

es decir, una sucesién de problemas estacionarios del tipo de Navier-Stokes (3.4)
en las variables (u/*!,p/*1), junto con una sucesién de problemas (3.5), que
son del tipo (3.2). Asi, en cada iteracién j — j + 1, los problemas (3.4) y (3.5)
estan desacoplados.

No obstante, el esquema (3.5) es totalmente implicito, y otras variantes
pueden plantearse:

pitl _ ki
)
— u(kj)|VuJ'+1|2 _ kj+1|kj+1|1/2

+u VR 7 [y + v (k) VE ] (36)

o bien, el esquema semiimplicito (3.7), que retiene sélo las partes monétona y
pseudomonétona,

kitl _ ki . . . .
———— F W TVET -V (0 + (R H)) VA (3.7)

— l/(kj)|Vuj+1|2 _ kj+1|kj+1|1/2

Finalmente, otra cuestién interesante sobre estos problemas es la de deducir
posibles propiedades cualitativas de las soluciones encontradas. Una de las
propiedades mas importantes en este sentido es el de la positividad. Téngase
en cuenta que la variable k representa una energia cinética, la cual, fisicamente
no tiene sentido que tome valores negativos. La determinacién de la positividad
de las soluciones es, en general, un problema lejos de ser trivial, y sélo en
contadas ocasiones se pueden probar resultados al respecto. En nuestro caso,
se prueba dicha propiedad bajo ciertas hipétesis.

En esta seccién se prueba la existencia y unicidad de ‘solucién’ para una
versién mas general de (3.2), bajo ciertas hipétesis sobre los datos.
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3.2.1 Planteamiento del problema
Nos interesaremos en estudiar problemas del tipo

=V [A(k)VE] + uVk + g(k) = v(k)f en Q, }

3.8
k=0 sobre 89, (3:8)

donde  C RY es un dominio acotado con frontera 89 lispchitziana.
Suponemos las siguientes hipétesis sobre los datos:

(H.1) Las funciones v, ¢ : @ x R = R, asi como A4 : @ x R — RY*N gon
de Caratheodory (es decir, medibles para cualquier s € R y continuas
para casi todos los z € Q).

(H.2) 3o > 0 tal que A(z,s)¢€ > alé)?, Vs eR,VE € RN, c.p.d. en z € Q.
(H.3) 38 : R* — R creciente, tal que
|A(z, s)|| < B(Js]), Vs €R, c.pd. enz€Q,
donde || - || representa una norma matricial.
(H4) g(z,s)s>0,¥s€R,c.pd. en z € Q;
(H.5) 3y :RT — R creciente, tal que
l9(z,s)] <v(|s]), Vs€R, cpd.en z€Q;
(16) f e 1}(@);
(H.7) ve L* (2 x R);

(H.8) ue LHQ)N,V-u=0en Qyu-n=0sobre 0, esta iltima igualdad
hay que entenderla en H~1/2(09).

Para una funcién k : Q +— R medible, estamos designando por g(k) : @ — R
la funcién definida en casi todo mediante ¢ € Q ~ g(z,k(z)); y lo mismo
para v(k) y A(k); gracias a la hipétesis (H.1), si k es medible, también lo son
g(k), v (k) y A(k).

Nota 3.1 Obsérvese en primer lugar que efectivamente el problema (3.8) en-
globa a (3.2).

O
Nota 3.2 El problema (3.8) presenta tres tipos de dificultades fundamentales:

1. las tres no linealidades a la que estd sujeta la incdgnita, esto es A(k),
v(k) y g(k). La hipétesis (H.4) es una condicién de signo y nos va a
permitir deducir estimaciones sobre soluciones de ciertos problemas apro-
ximados. Sin embargo, como es habitual en este tipo de problemas en
las que se supone esta hipétesis, no se exige ninguna condicién sobre el
comportamiento asintético de g para |s| = oo;
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2. la no acotacién en s de ||A(x, s)||, lo que nos llevard a definir conveniente-
mente qué se entiende por solucién de (3.8).

3. laregularidad f € L'(92). Incluso en los casos mas sencillos (por ejemplo
A=1, g=0,v=1), esta dificultad impide entre otras cosas, utilizar &
como funcién test en la formulacién débil de (3.8).

Naturalmente, la presencia simultdnea de estas tres dificultades complica
ain mas el estudio de este problema.

&

Nota 3.3 En la hipétesis (H.8) hemos supuesto la condicién de flujo normal
nulo a través de 99, esto es, u-n = 0 sobre 9. Esta suposicién no es
esencial. De hecho, podemos sustituir la hipétesis (H.8) por la siguiente: ‘existe
(un) C L®(R), V-u, = 0 tal que u, — uen L?(Q2) fuerte’. Naturalmente, en el
caso de ser u € Ho(div,Q) = {v € L2(Q)" /V-v=0 en Q,v-n =0 sobre 9Q}
es bien conocido que D(2)" es denso (con la norma de L2(Q)V) en Ho(div, Q).

&
Debido a las hipdtesis de crecimiento de los datos, asi como la regulari-
dad de f y u, es necesario introducir un marco adecuado donde definir qué
se entiende por solucién de (P), y el espacio donde ésta pertenece. Para este
propésito, el concepto de solucidn renormalizada es suficiente (véanse [17, 34]
y la bibliografia ahi referenciada).
Recordemos que T}, j > 0, es la funcién de truncamiento a la altura j, esto
es

T;(s) = signo s min(j, |s|), (3.9)

Definicién 3.1 Una funcidn k se dice solucién renormalizada de (3.8) si cum-
ple las condiciones siguientes:

(R.1) k € L}(Q);

R.2) T;(k) € H}(Q), para cualquier j > 0;.
J

(R3) lim L [ AGR)VEVE =0

n-+00 1} lkISn

(R.4) Sea WH*(R) = {h € WL ®(R)/ soporte de h es compacto},

entonces
/ {h(k)A(K)VEV e + h'(k)A(k)Vka @
)

+ h(k)uVk o + h(k)g(k)p} = /ﬂh(k)u(k)fgo, (3.10)
Vh e WL™(R), Ve e H(Q)NI®(Q).
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Notese que ahora cada uno de los términos que aparecen en la formu-
lacién (3.10) tienen sentido gracias a las condiciones supuestas sobre k y los
datos. En efecto, sea M > 0 tal que soph C [~M, M], entonces

h(k)A(R)V (k)V = h(k)A(TM (k))VTMm (k) Ve € L1(Q), la igualdad es cierta
por la definicién de la funcién de truncamiento y el hecho de que el soporte
de h esté en [-M,M]. Comprobamos ahora que el producto estd en
LY(R), para ello vamos a ir detallando en qué espacio se encuentran cada
uno de los factores;

h(k) A(Tu(k) VTu(k) Ve €LYQ)
I® ~ I® 2 I?

W (k)AR)VEV kg = K (k) A(Tar (k) VTot (k) VTar (R)p € L ()

W) ATu() VIu(h) VIn(k) ¢ €@
L*® Lee L2 L? L*®

h(k)uVke = h(k)uVTy(k)p € L1 ()

h(k)g(k)p = h(k)g(Ta (k))p € L}(Q)
h(k) 9(Tm(k)) ¢ €LYQ)
L L® L™

y claramente, h(k)v(k)fp € L1(Q).
Ademis, en (R.3) la integral es en realidad

1 / A(R)VRVE = / A(Ta (K)) VT () VT (k)
n Jiki<n) n Jo

y gracias a (H.3) y (R.2) se sigue A(T,(k))VTL(k)VT,(k) € L}(Q).

3.2.2 Existencia de solucién renormalizada

Para el problema (3.8) se tiene el siguiente resultado de existencia:

Teorema 3.1 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.8) el problema (3.8) admite al me-
nos una solucion renormalizada. Ademds, cualquier solucién renormalizada k
es tal que

ke WliQ), Vg < g(k) € L} (Q), (3.11)

N
N -1’
ysiv(k)f >0, entonces k > 0, c.p.d. enz € Q.
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La técnica de resolucién del problema (3.8) consiste en plantear una sucesién
de problemas aproximados (3.12), para los que se conoce un resultado de exis-
tencia de solucién k,. A continuacién, se deducen estimaciones en ciertos espa-
clos para estas soluciones, las cuales nos permiten pasar al limite en los proble-
mas (3.12) para subsucesiones convergentes (k,/), y asi concluir la existencia
de solucién del problema (3.8).

La demostracién del teorema 3.1 estd desarrollada en los apartados que
siguen. Se trata, esencialmente, de una adaptacién del esquema seguido en [34].

Problemas aproximados

Por la hipétesis (H.8) (vedse el comentario 3.3), existe una sucesién (u,) C
D(Q)N tal que V-u, = 0 en Qy u, — u fuerte en L2(Q)". El problema
aproximado se escribe entonces

1
=V - [A(Tn (kn)) V] + un Vi, + ;l-kn
+ 9(Tu(kn)) = v(kn)Tn(f) en ©, (3.12)
kn, € H}(Q).
La demostracién de la existencia de solucién del problema (3.12) puede
deducirse, por ejemplo, a partir de un resultado (mdas general) que se prueba
en [35]. De hecho, en esta referencia se prueba ademds que k, € L*®(Q),

pero esto no va a ser usado aqui puesto que en general Iim ||k,|| Loo() = +00.
Notese ademds que todas las funciones que aparecen en (3.12) pertenecen a

D) AT ()llzee(a) < B(n), lg(To(k)llze=(@y < ¥(n) ¥ 1 Tn(H)llzo () <
n, gracias a las hipétesis (H.3) y (H.5).
Estimaciones para las soluciones aproximadas

Para la obtencién de las distintas estimaciones para ||k,|| en ciertos espacios
funcionales, aplicaremos practicamente los mismos razonamientos que aparecen
en [8, 34]. Bésicamente, se trata de hacer desfilar por la formulacién débil de
(3.12) ciertas funciones adecuadas.

La funcién k, es solucién del problema:

/{A NVEVo + u, Vo + kngo

n))p}t = / Ta(f)e, (3.13)

Vo € HY(Q), kn € HY(Q)
Eligiendo ¢ = Tj(ky), j > 0, en (3.13), se tiene

1
/{A ))VknVT;(kn) + unVEnT (kn) + ~knTj (k)

+ 9T (k)T (kn)} = / Ty (ka)
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de donde (C' representa diversas constantes a lo largo de esta seccién),

Q

8
Aqui hemos usado que V-u,, = 0. En efecto, si G € L®(R)y G(s) = / G(t)dt

entonces v € H} () entrafia G(v) € HL(Q) y ademas

/undnG(k) /unVG /V un kn) =0,
y) 0

a lo largo de toda la seccién, haremos uso de esta propiedad, para diversas
elecciones de G.
Introduzcamos ahora la funcién §;, j > 0, definida por

0 si|s| < j
di(s) = s—jsignos sij<|s|<ji+1 (3.15)
signo s sts|>j7+1

y sea B C § el conjunto definido por B} = {z € Q/j < |kn| < j+ 1}.
Haciendo ¢ = §;(ky,) en (3.13), se deducen las estimaciones

/ AT (k) Tk Vhn < C fl, Ya>LYi>0  (3.16)
7 {lkal234}

/ anENI<e [ g, vis0 @)
{lkal>i+1} {lknl>4}

Finalmente, usando el desarrollo del lema 2.2 las estimaciones (3.14) y (3.16)
conducen a la existencia de constantes Cy positivas tales que

”kn“WI,q(Q) < Cq, Yn>1, Vge [17N 1 (318)

Extraccién de subsucesiones convergentes

De las acotaciones (3.14) y (3.18) se deduce la existencia de k € Wy'9(Q) y de
una subsucesién de (k,), que seguiremos designando mediante (k,), tales que

ke Wyd(Q), VYqell,5);
T;(k) € Hg(Q), Vi>0;
kn =k,  débilen Wp'¥(Q), Vge[l,525);  (3.19)

ko =k,  fuerte en L™(Q), Vre|[l,+5);
kn — k, c.p.d. en z € Q;
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To(kn) — k, c.p.d. en z € €

A(Th(kn)) — A(K), cpd. enz e
9(Tn(kn)) — g(k), cpd. enz€Q (3.20)
Tj(kn) = Tj(k),  débil en HY(Q), Vj> 0. (3.21)

Paso al limite

El anélisis de paso al limite de cada uno de los términos que dard lugar a la
formulacién (3.10) lo vamos a realizar en varias etapas.

Etara 1: g(k) € L1(Q).

Al ser k medible y g una funcién de Caratheodory, g(k) es también medible.
Asimismo, podemos escribir que g(k) = g(k)x{k>1} +9(k)x{k|<1}, de manera
que, por (H.5), se tiene |g(k)|x{js)<1} < 7(1); de donde, g(k)x{x|<1} € L* ().
Por otro lado, usando el lema de Fatou, (3.17) y (3.20) se sigue

/ lg(k)Ixgxi>1y < lim / l9(Ta (kn)) Ixgiralz1y < ClifllLae)

Q nooo JO

lo que nos permite asegurar que |g(k)|x{k>1} € L' (R). Luego g(k) € LYQ).
ETAPA 2: g(T, (kn)) — g(k) en L1(Q) '

En efecto, como ahora sabemos que g(k) € L!({), se tiene que, para cualquier
j>0es

[l =l = [ lo(Th(ka)) - o)
Iy {lkal<i+1}

+ /{ ey 0T 82) = 5080

Obsérvese que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene

lim |9(Tn (kn)) — g(k)| = 0.
Ja k) =)
Finalmente,
/ 10(T (k) — 9(R)] < / 19(To (k)|
{lknl2j+1} {lknl2j+1}

+ / Wkl <C / 1+ / lo(k)),
{lkal2j+1} {lkal25} {lknl>j+1}

tomando limite superior en n

Fm [ 19(Tu(kn)) — 9(B)| < C fl+ / o (F)l,
n—oo Ja {I%1>5} kI 2i+1)

y como esta desigualdad es vélida cualquiera que sea j > 0, se tiene

9(Tn(kn)) = g(k) fuerte en L(9).
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ETAPA 3: Para cada j > 0 Tj(k,) — T;(k) fuerte en H}(R)

Por (3.21), basta demostrar la convergencia [|VT; (kn)||L2(q) = VT (k)| L2(q)-
Para ello, se considera la sucesién de funciones h,, n > 1, dada por

1 st |s] < n,
ha(s) = { 221l sin < |s| < 2n, (3.22)
0 si |s| > 2n.

Para cada j > 0y l,n > 1 se toma ¢ = Tj(k)hi(k,) en (3.13); haciendo n — oo
con j y ! fijos, se deduce

/Q A(K)VEVT; (k)b (k) + /

Q

9 ()T (k)hu(k) = / v (k) FTy (k) ha ();

[¢]

haciendo ahora | — oo en esta expresién

[awvivnw+ [swnm = [vimes 6
193 a Q

por otro lado, si ¢ = Tj(kn) en (3.13) y n = oo, se llega a

| AT ) TEIT ) > = [ gOT®) + [ vr1T0);
Q Q o

comparando este resultado con (3.23) queda demostrado que
| AT DI E)VT () > [ ARTTEVE®), V>0, (320
Y] 9]

Adoptemos la siguiente notacién: Si B € RV*Y es una matriz, designaremos
mediante BS su parte simétrica, esto es BS = 1/2(B+BT) (BT es la traspuesta
de B). También, si B es simétrica y definida positiva, llamaremos B/? a la
(inica) raiz cuadrada, simétrica y definida positiva de B, y B~!/? designara
la inversa de B!/2. Finalmente, B~S representa la inversa de BS, y si BS es
definida positiva, BS/? = (BS)1/2 y B=5/2 = (BS)~1/2,

Asi,

A(T (k) VT (kn) VT (kn) = A (T (kn)) VT (kn ) VT (kn)
= AT, (kn)) VT (k) A5/ (T (kn)) VT (Rn),

con lo cual, (3.24) se escribe también
1AS72(To (k) VT (Rl 20y = IAS2 (R)VT; ()| 23,

y como, gracias a la hipéStesis (H.2), |JA~S/2(Tn (k)| < Ca='/2,¥n > 1, se
deduce finalmente que

IVT; (ka)llz2) = IVT5 (Rl L2,
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ETAPA 4: k cumple la condicidn (R.3) de la definicién 3.1.

Dividiendo entre j la ecuacion (3.23) se obtiene

1 1 1
—./ A(KYVEVE + —./ g(k)T; (k) = —./ v(k) fT5(k); (3.25)
J H{|k|<5} J Ja JJa

y haciendo j — oo se deduce (R.3).

ETaAPA 5: k cumple la formulacién (3.10).

Sean h € WH®(R) y ¢ € H3(Q) N L*®°(Q). Tomando ¢ = h(k)¢ en (3.13) y
haciendo n — oo se deduce de manera inmediata (3.10) sin mas que aplicar el
teorema de la convergencia dominada junto con los resultados probados en las
etapas anteriores.

ETAPA 6: Toda solucién renormalizada del problema (3.12) cumple (3.11). To-
mando h = h,,, ¢ = Tj(k) en (3.10), y haciendo n — o0, se deduce

/ VTR < Cj, Vi>0;
n

esta desigualdad, junto con la condicién {R.3) implica la regularidad Wol e
Vg € [1’ TV']_X_l)

Para probar que g(k) € L'(Q), basta elegir en (3.10) h = hy, ¢ = d1(k) ¥y
aplicar el lema de Fatou.

ETaPA 7: Positividad de k

Supongamos en esta etapa que v(k)f > 0; veamos que en este caso k£ > 0,
cpd.z € Q. Seak = k*+k~, donde k*t = max(k,0) y k= = min(k, 0); se trata
de comprobar que £~ = 0. Las funciones k* y k~ conservan la regularidad Wol 4
y sus truncadas pertenecen a H}(Q), ya que [T;(k)]t = T;(k™), [Tj(k)]~
T;(k~). Por consiguiente, podemos escoger h = h, como en (3.22) y ¢
T1(k™) en la formulacién (3.10). Asi,

/ {(hn(RYA(R)VEVTL(E™) + B, (k) A(E)VEVE T (k)
193
+ ha(R)uVk Ty (k™) + ha(K)g(K) T4 (k=) = /n b (K)o (k)£ T (K7,

de donde, sin > 1

/|v:r1(k-)|2 < l/A(k)V/WTl(lr)
a @ Ja
< 1 signok A(k)VkVkTi (k™)

an Jin<ik|<2n}

¥ como el iltimo término de esta desigualdad tiende a cero cuando n — oo, se
deduce que Ti(k~) = 0, lo que equivale a k=~ = 0.
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Aqui concluye la demostracién del teorema 3.1.

<&

Nota 3.4 En el casou € LV*¢(Q) paraalgine > 0y ||A(z,s)|| < B, cpd.z €
{2, para todos los s € Ry # > 0 una constante, se puede tomar en (3.10) h = 1.
La no acotacién de || A(z, s)||, asi como la ‘poca’ regularidad u € L?(f2) nos han
llevado a introducir el concepto de solucién renormalizada.

&

3.2.3 Unicidad de solucién renormalizada

Es posible deducir algunos resultados de unicidad de solucién renormalizada
para (3.8) bajo ciertas condiciones mas restrictivas sobre los datos. En concreto,
supondremos las hipétesis

(HU.1) A(z,s) es localmente lipschitziana respecto de la segunda variable,
es decir, para cada n > 1, AM,, > 0, tal que

Az, s1) — A(z, s2)|| < Mp]s1 — 52|, c.p.d. en z € Q, (3.26)
Vs1,82 €R, 51| < 2m, |s2| < 2n.
(HU.2) Existe una constante C; > 0 tal que, para cada n > 1, es
|A=S/2(z, 51)AS (e, 52) A™S/%(z, 51)|| < C1, cp.d. en z € Q, (3.27)
Vs1,52 €ER, n < |s1| < 2n, |ss| < 2n.
(HU.3) Existe una constante Cy > 0 tal que Vs € R

|A=3/2(z, s) A(z, s)A=5/*(z, 5)|| < Ca, c.p.d. en z € Q. (3.28)

(HU.4) g(x,0) =0, o bien g(-,0) € L'(Q) y satisface
(9(=,51) —g(z,s2))(51 —82) > 0 (3.29)
Vs1,52 ER, s1 # 59, cpd.enz e Q.
(HU.5) v € L*®(R) (es decir, v no depende de k).
(HU.6) Existe ¢’ > N tal que

u€ LqI(Q); V-u=0en. (3.30)

Nota 3.5 La hipétesis (HU.1) es habitual a la hora de deducir resultados de
unicidad de solucién en problemas con difusién no_ lineal. Sin embargo, las
condiciones (3.27) y (3.28) son hipétesis técnicas cuya aplicacién se vers a lo
largo de la demostracién del resultado de unicidad.
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Nota 3.6 La hipdtesis (HU.2) expresa una condicién de crecimiento para la
parte simétrica AS(z,s) cuando |s| — +oco. En el caso particular A(z,s) =
B(z)a(z,s), B € L®°(Q)N*N y a:Q x R +— R esta hipStesis se cumple si, por
ejemplo, a(x,s) = O(|s|’), |s| = oo, para algin p > 0; si a(z,s) posee un
crecimiento exponencial, (3.27) no se cumple.

&

Nota 3.7 Si A es simétrica, entonces (3.28) se cumple trivialmente. Esta hi-
pétesis traduce el hecho de que A estd controlada por AS. En efecto, es facil
comprobar que

Existe una constante Co > 0 tal que
(3.28) <= < |A(=,s)én| < C|AS/%(z, 5)€||A5/%(2, 5)n,
Vs e€R,cpd. en z € Q, V¢, np e RY,

%

Nota 3.8 Segin la hipétesis (HU.6), se requiere un poco mis de regularidad
para u que la supuesta anteriormente en (H.8) para la existencia de solucién.

&

El resultado de unicidad de solucién renormalizada se enuncia a continua-
cién.

Teorema 3.2 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.6), (HU.1)-(HU.6), el problema
(3.8) admite a lo mds una tnica solucidn renormalizada.

La demostracién de este teorema es inmediata a partir del siguiente principio
de comparacién entre dos soluciones renormalizadas:

Lema 3.1 Bajo las hipdtesis del teorema anterior, sean f1, fo € L}(2), k1 una
solucién renormalizada de (3.8) con dato f = f1 y ko una solucién renormali-
zada de (3.8) con dato f = f,. Entonces,

/ lo(k1) = 9(k2)] < ]l / o= fol (3.31)
N N

En particular, si fi = fa, se sigue g(k1) = g(k2) y, por la hipétesis (3.29),
k1 = ks.

DEMOSTRACION del lema 3.1: Sea h, € W)*°(R) la funcién definida en (3.22).
Consideremos también, para € > 0 la funcién S (s) = 17, (s). Tomando ahora
h=h, y ¢ = hy(k2)S:(k1 — k2) en el problema para k; (esto es licito porque
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Y = hn.(kZ)Se (T2n+s(l\'1) - TZn(kQ)))a y h = hn Yye= hn(kl)S€ (kl - k2) en el
problema para ks, ¥ restando dichas expresiones, obtenemos

M /ﬂ A(k)(Vhy = VEg)VSs (k1 — k) b (k1) (k)

(1 + /ﬂ (A(k1) = A(k2)) VE2V S, (k1 = k2) b (k1) (k)

(1) + /n (A(k1) Tkt — A(ks)VEs)VELS. (ki — ka) B (k1) (ka)
(1) + fn (A(k1) V1 — A(ks) Vo) VS (k1 — ka) b (k)R (k)
(IV) + A/S;(kl — k2)uV S (k1 — k2) hn (k1) hn(k2)

V) + /ﬂ (k1 — ka)u k1 Se (kx — ko) B, (k1) (2)

V') 4 /ﬂ (k1 = ka)uVksS, (k1 — ko) b (k1)1 (k)

VD [ o) = olh)Sc (ks — ko) (ko)

Vi) = /ﬂ V(i — J2)S. (k1 = k) (k1) hn (k2)

Se trata de comprobar que, haciendo primero n fijoy € = 0, y luego n — +oo,
todos los términos (I)-(V’) desaparecen o son positivos.
En efecto, para (I) tenemos

1

(I) = —/ A(kl)V(k1 - k’2)v(k1 - kZ) hn (kl)hn(k2)
€ J{lki—kal<e)}

[¢]

e / IV (k1 = k) [P (k1) (k)
{lk1—k2l<e}

v

€

Para (II), aplicamos (3.26) y la desigualdad de Young
k1 — ko
Dl < M, ————|Vkal[V (k1 — k2)[hn (k1) hn(k2)
{0<[k1—k2|<€} €

My |Vka||V (ks — k2)|hn (k1) hn (k2)
{0<|k1—k2|<c}

INA

- |V (k1 — k2) "o (k1) R (k2)
26 J{jky—kal<e)

+ ] [V ka2 M2 b (1 ) (k)
20 Q .

IA

con lo que, el primer sumando de esta dltima desigualdad es absorbido por la
estimacién de (I), mientras que el segundo tiende a cero cuando € — 0.

Los términos (III) y (III) se tratan de la misma manera los dos. Cada uno
de ellos hace aparecer dos términos méas. La estimacién de estos términos hace
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uso de (3.27) y (3.28), (ver el comentario 3.7). Por ejemplo, para (I11), se tiene

)| < / A(k) T ks Ty Se (k1 — ko) B (k) (ko)
0
YV kaVki Se (ki — ka) B, (k1) B (k)
1
<\ / A(k1)VE Vs
n J{kil<2n}

+Cs / \AS/Z(kz)szl \AS/Z(kZ)Vkl‘ IR (k1) | (B2)
9

el primer sumando de esta tltima desigualdad tiende a cero cuando n — 400
por definicién de solucién renormalizada; el segundo (salvo la constante Cb),
estd acotado por

1/2
1
1 / A(kz)VkZsz / ey A3(k2) VR TRy
N J{lkal<2n} {n|<,!2|1<:,,n

de nuevo, el primer factor tiende a cero; en cuanto al segundo, observemos que

AS(k2)VE1Vky
ASI2(ky)A=SI2 (k1) AS (ko) A=S3/2 (k1) AS/? (k1) VKL Vy
A2 (k1) AS (ko) A™S/% (k) AS/? (k1) Vi1 AS/2 (k1) Vo

< C||ATS?(ky) AS (ko) A=S/2 (ky )| AS/2 (k1) Vo |?
de donde
/ kz)Vk'1Vk1 < CCl—/ A(kl)Vk1Vk1
{"iaise ) {Ikal<2n}

que también tiende a cero.

Por otro lado,

I(IV)]

IA

ki—k
/ 1 = K2l 9 (ks — ko) (1) (k)
{0<|k1—ko|<e} €

[0

€
1V (k1 — ko) Pha (k1) (kz) + o / luf2.
a Jo

2e J{o<|ky—ka|<e}

El primer término de esta desigualdad es absorbido por la estimacién de (I),
mientras que el segundo tiende a cero cuando € — 0.
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Finalmente, (V) y (V') tienen idéntico tratamiento (O, representa una
sucesion que tiende a cero cuando n — +o00):

< -

) < /{, sy It = I
lk21<2n
k
< |Vky|* + / s ies ——glllﬂ — kallu/?
{lk1]<2n} {rildszmy oo
‘<’ O + _/{n<lk l<2n 1——k2||u]
[kol<2n
: N P

Como ky, k2 € L7 (), para cualquier r < N3 usando la hipétesis (3.30) se

deduce que |k; — k2||u|? € L}(Q) y, por consiguiente, (V)= O,.
Esto concluye la demostracién del lema 3.1.

&

Nota 3.9 Se puede debilitar un poco la hipétesis (HU.4) en el sentido de que el
resultado de unicidad sigue siendo cierto si sustituimos (HU.4) por la siguiente
condicién (HU.4)’

Existe M > 0 tal que, c.p.d. en z € Q,

> 0 Vs1,s9€R
(9(z,51) = 9(@, 52)) (51 = 52) { >0 517 82, ]|si] > M, obien |s3| > M,
g(z,0)=0, c.p.d. en z €Q, (o bien g(-,0) € L1(Q)),

Un caso particular de esta situacién es g(z,s) = A(z){(s), donde A € L*°(Q),
Alz) > 0,c.p.d. en z € Q, y ¢ € C(R) es mondtona creciente, y estrictamente
creciente sobre |s| > M.

DEMOSTRACION del comentario 3.9:

Repitiendo el proceso, se deduce de nuevo el principio de comparacién, con
lo que si fi = fa, entonces g(k1) = g(k2). Esto significa que k; = ko si |k1| > M
o bien |k2| > M; por tanto, k; y k2 podrian diferir a lo més sobre el conjunto
Qum = {|k1l < M} {|ks] < M}.

Elijamos n > M y multipliquemos por ¢ los términos (I)-(VII). Resulta
entonces que

/ Ak1)V (k1 — ks) VT (ky — k) = -f (A(k1) = A(k2)) VRV T (ks — k2)
Or Qar
poniendo Q7. = Qu N {0 < |k1 — k2] < €} se deduce

/ A(k1)V (ky — ko) V (ky — kg) = — /ﬂ (A(k1) — A(k2))Vk2V (k1 — ko)
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de donde, por (3.26), se sigue

1/2 1/2
a/ IV (k1 — k)2 < Ce / Va2 / IV (ks — k2)|2)
nl\'l,e nM.z ﬂM,z

es decir

/ |V (k1 — kq)|2 < 0'52/ |Vk2|?
ﬂM,t

QM,:
Pero, / !V(kl b k2)|2 = / |VT€(k1 - k2)|2 Z A/ 'Ts(kl - kz)lz Z
Qar,e Q Iy}

Ae? med{|k; — ko| > €}. Asi, med{|k) — k2| > €} < C”/ |Vk2|? y haciendo
ﬂM,e

€ — 0, se obtiene med{|k; — k2| > 0} = 0.
&

Nota 3.10 En el caso general en que la funcién v dependa de k, se obtiene,
para dos soluciones con la misma f, la estimacién

/ lo(ky) — a(ka)] < / Fllv k) — v(ks))
0 i

de este modo, si g, v y f cumplen la condicién adicional

|f(@)v(=, 51) = v(z, 52)| < lg(@, 51) — 9(z, )],
cpdz e, Vs, s €R, 51 # 82,
también se deduce la unicidad de solucién, aunque esta condicién es mas bien
‘restrictiva’.

Incluso en el caso semilineal, A = I, g(z,s) = s, u =0, f = 1, es conocido
que el problema (3.8) puede admitir infinitas soluciones para ciertas elecciones
de la funcién v(z, s) (por ejemplo, si v(z, s) tiene crecimiento superlineal en s
hay casos en los que esto ocurre).

<

3.3 El problema de evolucion

Como ya ocurriera en el caso estacionario, lo que estudiamos en esta seccién
no es el problema (3.3) sino uno mds general que engloba dicho problema.

3.3.1 Planteamiento del problema

El problema a resolver es hallar k, en un determinado espacio, que sea solucién
en algin sentido de:

Z_’t“ +uVk— V- [AK)VE +g(k) = v(k)f, enQ
k=0 sobre Q2 x (0,7T)

k=ky en(

(3.32)
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donde se suponen las hipdtesis

(H.1) Las funciones v, g : Q x R +— R, asi como 4 : @ x R — RV*N son
de Caratheodory (es decir, medibles para cualquier s € R y continuas
para casi todos los (z,t) € Q).

(H.2) Ja > 0 tal que A(z,t,5)E€ > alé|?, Vs € R, V¢ € RY, c.pd. en
{z,t) € Q.

(H.3) 38 : Rt > R¥ creciente, tal que
||A(z,t,5)|]| < B(]s]), Vs €R, cp.d en(z,t)€Q,
donde || - || representa una norma matricial.
(H4) g(x,t,8)s >0,VseR,c.pd. en (z,t) € Q;
(H.5) 3y : Rt RT creciente, tal que

lg(z,t,8)| <v(s]), Vs€eR,cpd en (1) €Q;

(H.6) f€LY(Q), ko € L'(R);
(H.7) v € L®(Q x R);
(H8) ue L2(Q)N,V-u=0en Qy u-n=0sobre 6Q x (0,T).

Debido a las hipétesis de crecimiento de los datos, asi como a la regulari-
dad de f, ko y u, es necesario introducir de nuevo el marco apropiado donde
definir qué se entiende por solucién del problema (3.32) y el espacio donde ésta
pertenece. Por ello recurrimos como en el caso estacionario al concepto de
solucién renormalizada.

Definicién 3.2 Una funcidn k se dice solucién renormalizada de (3.32) si
cumple las condiciones siguientes:

(R.1) k € L' (Q);
(R.2) Tm(k) € LE(HE(R)), para cualquier M > 0;

m—+00

(R.3) lim / A(R)VEVE = 0;
m<[k|<m41

(R.4) Para cualquier h € W1 (R)

-‘?’;f)—(,fl + h(k)(uVE) — V - (h(k)A(R)VE)+
K (k) A(k)VEVE + h(k)g(k) = h(k)v(k)f en D'(Q)

h(k(z,0)) = h(ko(z)) enQ

(3.33)

donde h(s) = /3 h(o)do.
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Nota 3.11 Veamos en primer lugar que cada uno de los términos que aparecen
en (3.33) tienen sentido. Como h € W1 >(R), existe M > 0 tal que el sop
h C [-M, M), entonces

h(k)uVk = h(k)(uVTy (k) € L1(Q)

h(k) AT (k) VIu(k) €L*Q)
L L L?

en consecuencia —V - (h(k)A(k)V(k)) € L2(H~1(Q));
R (k)A(K)VEVE = B (k) A(Tp (k) VT (k)VTp (k) € LHQ)

h(k) A(Tm(k)) VIu(k) VTu(k) €L'(Q)
L® L® L? L2

h(k)g(k) = h(k)g(Th (k) € L®(Q)
hk) g(Tu(k)) €L>(Q)
L L
y claramente, h(k)v(k)f € LYQ).
Del estudio de estos términos se deduce que

) ¢ p1(g) + L2 @),

Por tanto, (3.33) tiene sentido como igualdad en D'(Q).

. ., d .
Nota 3.12 Con la identificacién usual —(z ~ —, se tiene

ot dt

dh(k) _ e N
— € LNQ)+ L*(HYQ) = L*(W™T(Q), Vr< T

de donde h(k) € C°(W~17(R)). En particular, la condicién inicial h(k(z, 0)) =

h(ko(x)) tiene sentido como elementos de W=1"(Q), Vr <

N-1
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3.3.2 Existencia de solucién renormalizada
Para el problema (3.32) se tiene el siguiente resultado de existencia:

Teorema 3.3 Bajo las hipétesis (H.1)-(H.8) el problema (3.32) admite al
menos una solucion renormalizada. Ademds cualquier solucidon renormalizada
k es tal que k € LI(Wy'?) N L®(LY), para cualguier q € (1,§) con § = %——;‘_‘—f

La existencia de solucién como en casos anteriores se deduce del plantea-
miento de problemas aproximados de los que se conoce existencia de solucién
k, y la solucién del problema (3.32) se obtiene mediante un proceso de paso al
limite en dichos problemas.

Planteamiento de los problemas aproximados

Primeramente, por la hipétesis (H.8) sobre u, se puede asegurar que existe una
sucesién (un) C L®(Q) con V - u, = 0 tal que u, — u fuerte en L%(Q).
El problema aproximado queda descrito como

kn € L2(HL (), d—:t— € I2(H-1(Q) | )

/0 < > /A ))Vk, Vv+/qundnv (3.34)

- /Q (v (ka)Ta(f) + 9(Ta(ka)))v, Vo € L2(H(Q))
kn(0) = To (ko) en . )

Para cada n, este problema tiene solucién por aplicacién del lema 2.4.

Ademés k, € C([0,T]; L*(Q)).

Estimaciones a priori

Para la obtencién de las distintas estimaciones para (k) en ciertos espacios
funcionales, aplicaremos practicamente los mismos razonamientos que aparecen
en [8, 34]. De la misma manera que en el caso estacionario, se trata de hacer
desfilar por la formulacién débil de (3.34) ciertas funciones adecuadas.
Acotacidn de k, en L™ (L)

. 1
Tomemos como funcién test v = ¢.(ks) donde ¢, = ETE(S) y denotemos

por 2.(5) = [ (o).

0
A partir de ahora, usaremos la notacién

do )= [
dt '/ T Jq dt

(St} = [ 2= [ @)
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lo cual, gracias al teorema 2.2 estd justificada.

dk, ’
[ Stk + /ﬂ (tnVkn) e (kn) + /n A(T (k) V ko Vige (k)

= [ VT (1)pelbn) + JREACIACS
0 Nl

Noétese que / (unVkn)pe(kn) = 0 c.p.d. en [0,T]. Luego tenemos
Q

/a %+ /n AT (kn)) Vhn V kil (k)

:/I/(kn)Tn(f)Soe(kn)'i'/g(Tn(k"))<p€(k")
Q Q

Por definicién de ¢, y de T, sabemos que signo(7,(k,)) = signo(p.(kn))
y por la hipétesis (H.4) signog(T,(kn)) = signo(T,(kn)), y en consecuencia

[ o@attyec i) 20
Por otro lado ¢.(s) > 0, Vs € R, luego

[ AT k)T Tt ) 2 0,
e)

de estas dos desigualdades podemos deducir que

[ 2 < [T <0 [ 100

la dltima desigualdad es debida a la hipétesis (H.7) y a la definicién de . (s).
Integrando entre 0 y ¢, llegamos a

/ <C//|f|+/ Ta(ko)), Vi€ (0,T)

haciendo ¢ — 0

/ﬂlkn(t)ISC/oT/n |f|+/n|ko|, vt € (0,7).

En conclusién, podemos afirmar que 3C) = C1(v, f, ko) > 0 tal que
WknllLeozry < Ch (3.35)

Acotacién de Ta(ky,) en L2(H}), para cualquier M > 0
3
Tomemos en esta ocasién v = Tar(kn) y denotemos por Sp(s) = / Ty (o)de,
0

repitiendo el mismo razonamiento anterior, se llega a

/ﬂdSM /A ) VTt (k )VTM(kn)SC'/ﬂlf”TM(kn)I’
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como |Tyr(kn)| < M, se obtiene

d
/ SM / ATy (k) VTt (k) VTt (k) < CM/ . (3.36)
Q Q
Integrando entre 0 y ¢, se deduce que 3C; = Ca(v, ko, M, f) > 0, tal que

[1Sm (ka)lloo(rr) < Co (3.37)

Volviendo a (3.36) con la cota (3.37) y utilizando la hipdtesis (H.2) se deduce
la existencia de C3 = Cs(v, ko, M, f,a) > 0 tal que

WTw (kn)llL2my) < Cs (3.38)

Acotacidn de ky, en LI(W29)
Para conseguir una acotacién de k&, en Lq(WO1 "9}, basta comprobar que

/ [VEa> < C
m<|kn|<m+1

y aplicar el razonamiento desarrollado en el lema 2.1. Para conseguir esta
acotacion definimos la sucesién de funciones siguiente

0 lul < m

o (u) signou |u|>m+1
m\® = u—-—m m<u<m+1

u+m —(m+)<u<-m

U
A partir de esta sucesién definimos Hp, (u) = / ¥, (s)ds. Tomando entonces

como funcién v = \Ilm(kn) en (3.34), obtenemos

/ﬂ /A ) Vi VU, (k)

+ /n 9T (k) ¥ (k) = / V()T (F)Um(ka)  (3.39)

Integrando entre 0 y T esta igualdad, se llega a

/ﬂHm( //A V)V Vi, ( n)+/0T/ﬂ (T (kn)) T (k1)
= /0 ' /ﬂ (k) T (F) s () + /ﬂ Hon (T (ko)) (3.40)

Usando la hipétesis (H.4) sobre g se deduce

//A (ko)) VEn Tk 0. ( // To(F)om (kn)
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+ \/ﬂ Hm(ﬂl(k()))y

por definicién de U, (u), esta desigualdad puede escribirse

/ AT (k) Vn T < / V() T (F) ¥ ()
m<{kn]<m+1 [kn|>m

+ [ Halaiio) (3.41)

Acotamos ahora cada una de las integrales que aparecen en el segundo miembro
de la desigualdad

/|k I> v(kn)Tn (f)¥m (k) < € I1;

knl>m

]
[ Ha@tia)) < [ 1Tk < [ ol

Volviendo a (3.41) con estas acotaciones y usando la hipétesis (H.2), se obtiene

C 1
I VEL<E [ U1+ 2 [ kol < Cllfllace) + Cbolley
m<|kn|<m+1 @ Jikn|>m @ Ja

Estas desigualdades, junto con (3.38) implican la existencia de una constante
Cy tal que
N+2
”kn“Lq(Wé"I(n)) <Gy, Vg< N+

Pero el usar estas funciones test implican ademas otras acotaciones que nos
serdn muy 1tiles en el paso al limite. En primer lugar usando las cotas del
segundo miembro anterior, hemos deducido que

C 1
/ AT )T s S [ 12 [kl (342
m<|knf<m+1 X Sk >m a Jo

esta desigualdad va a permitir probar la tesis (R.3).
Si volvemos a (3.40), es facil comprobar que

/OT | 9T () < € oo [ o)

y, al usar la definicién de ¥,,, resulta

T
'/lknl>m+1 Ig(Tn(kn))l S/D /ﬂg(Tn(kn))‘I’m(kn)

<c A+ [ Halha). (3.43)

lkn|>m

Si ahora retomamos (3.39) e integramos en esta ocasion entre 0 y ¢, se tiene

[ a4 [ [ AT ThnTha®in(ha) + [ [ (T b)) )
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:/Ot/n u(k,,)T,,(f)\Ilm(kn)+/nHm(Tn(’vo))

de donde deducimos

/ Hlkal8) < / /ﬂ AT (7)) + [ BT

lo que nos lleva a

/H )< C |f|+/nHm(ko) Vi € (0,T). (3.44)

'kn|>m
<&

Nota 3.13 (Acotacién de k,, en LE()(L?)))
Hasta ahora se ha obtenido que (kn) estd acotada en L®(L!) N LI (Wy'9),
Vg < N¢+1 y mediante el resultado de interpolacién descrito en el lema 2.8, se

obtiene que k, estd acotada en Lﬁ(’)(Ls), para cualquier s € [1, ——1%2—"'221> , con
2s

88 =y

B <&
dh(ky)

dt -
Sea h € W2 (R), multipliquemos la ecuacién que aparece en (3.34) por

h(ky), entonces sop h € [-M, M] y

dil((ifn) - —undnh(kn) —V- (A(Tn (kn))anh(kn))

— B (kn) A(T5 (k) Vkn Vg + v (k) Tn (F)h(kn) — 9(T (kn))B(kn).

Como unVknh(kn) = unVTa(kn)h(k,) se sigue que por (3.34) este término
estd en un acotado de L!(Q). Haciendo el mismo razonamiento que se hace
dh(kn)

dt

L?2(H~Y(Q)). Por definicién de A, se tiene que [h(kn)| < ||h||Loo|k |, y como
kn estd acotada en L'(W,'?) deducimos que h(k,) € LL(W2'9) y est4 acotada
también en dicho espacio.

Usando las inyecciones de Sobolev, tenemos L}(Q) < L}*(W~1") para todo
r< NL-l < 2, en consecuencia

Acotacion de

en el comentario 3.11, se llega a que estd en un acotado de L'(Q) +

L2 H Y IMH Y)Y o LYWL
dh(k,)

Por tanto, estd en un acotado de LY(W~L7), y h(ky,) estd acotada

en LI(W,*?), podemos asegurar entonces que h(k,) est en un acotado de E,

donde
doé

E={2e W)/ 5

e LYWty
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De nuevo las inyecciones de Sobolev, nos dicen que Wy'%(Q) < LI(Q) «
W=1T(Q), y consecuentemente

ES LYQ). (3.45)

Extraccién de subsucesiones convergentes

De las estimaciones anteriores se deduce la existencia de k € LI(W,'9(Q)),
Vg e (1, —%{%) y de una subsucesién que seguiremos denotando por k,, tal que

kn =k, débil en LI(W,'9(Q)), Vq € [1,N2); (3.46)

para cada M > 0, existe zpr € L%(H}(Q)) tal que
Tap(kn) = zy, débil en L2(H}(Q));
para cada h, existen una subsucesién (km) C (kn) ¥y 2; € LU(Q) tales que
iz(km) — z;, fuerte en LI(Q), Vg €[l, %i_l_f) y c.p.d. en @

Vamos a probar entonces que zpr = Tar(k), que la convergencia T (k) —
T (k) también es c.p.d. en Q y que, como consecuencia z; = h(k) y la sub-
sucesion (ky,) coincide con (k).

Sea M > 0y elijamos h tal que 71(3) =5, VY|s| < M y h creciente y tal que
W € WL (R). Entonces Tar(s) = Tar(h(s)) para cualquier s € R; se tiene
entonces

Tt (km) = Tar (h(km))

Luego zpr = Tum(z;) y la convergencia T (k) — zp también es casi por
doquier. Ademds, como el limite zps no depende de la subsucesién elegida, es
en realidad toda la sucesién Tys(km) la que converge puntualmente casi por
doquier en Q.

Para comprobar que zp = Tapr(k), VM > 0, usamos el

Lema 3.2 Sean ¢ > 1, (u,) C LI(Q), u € LY(R) tales que
up = u débilen LI(2) |
Supongamos ademds que para cada M > 0 eziste vy € L1() tal que
Tam(un) = var c.p.d. en Q.

Entonces Ty (u) = vy, VM > 0 c.p.d. en Q (y, consecuentemente, u, — u
c.p.d. en Q).

DEMOSTRACION: Sea M > 0 prefijado y consideremos la siguiente particién
de Q:
Q ={zeQ/lvm| < M}
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QQZ{JZEQ/'UAIZM}
Q3:{:BEQ/1)M:—M}

Veamos que Tas(u) = vpr c.p.d. en ©;, i =1,2,3.

En efecto, para casi todos los # € §y, existe un no = no(z) tal que
ITv (un(z))| < M, Vn > ng de donde Tir (un (2)) = un(z) y asi un(z) = vpr(2)
c.p.d. en ;. Por otro lado, u, — u débil en L(Q2;) que junto con la conver-
gencia puntual implica u = vps c.p.d. en ; truncando a la altura M se deduce
Tam(u) = vy c.p.d. en Q.

Consideremos ahora Q3. Como u,, — u débil en LI(Q), existe una sucesién
de combinaciones convexas de (up) de la forma U, = Za,”nui, con a; , €

i2n
[0,1], @i,n = 0 salvo para un mimero finito de indices i > n,Z a;n, =1y tal
i>n

que

Up — u fuerte en L?(Q2) y c.p.d. en Q.
Sea r € Q tal que Tar(u(z)) = vm(z) ¥y Un(z) — u(z). Dado € > 0 existe
no = no(e, z) > 1 tal que

Tulun(z)) > M —¢, Yn>ng

eligiendo € < M se deduce que T (un(z)) > 0, y como Tar(s) < s, Vs > 0, se
obtiene
un(2) > M ~¢, VYn> ng,

y también
Un(z) > M —¢, VYn2>ng,

haciendo n — 400, se deduce u(z) > M — ¢, Ve € (0, M) es decir u(z) > M, o
bien Ty (u(z)) = M = vp(z).
Con Q3 se razona de la misma manera. o
Aplicando el lema a la sucesién (k) se deduce que

Tar(kn) = Tar(k) débil en L2(HE(2)) y c.p.d. en Q

Luego también k, — k c.p.d. en @, en particular h(ks) — h(k) c.p.d. en Q lo
que nos dice que z; h(k) cualquiera que sea h. En conclusién, se tienen las
siguientes convergencias

kn—k,  débilen LI(Wy(Q)), Vg€ [L,§2);
Tar(kn) = Tar(k),  débil en L*(Hg(Q)),
h(k,) — h(k),  fuerte en LY(Q),Vq € [1, %_I_f)
Vh € WS (R)
kn — k, c.pd. en (z,t) € Q;
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To(kn) = k,  cpd.en(2,t) €Q;
A(Ta{kn)) = A(k),  c.pd. en (z,t) € Q;
9(Ta(kn)) = g(k),  cpd. en(z,t) €Q;

— v(k) (z,1)

v{ks) = v(k), c.pd. en (z,t) €Q; .

Paso al limite

El analisis de paso al limite de cada uno de los términos que dard lugar a la
formulacicn (3.33) lo vamos a realizar en varias etapas.

ETara 1: g(k) € LY(Q) vy 9(Tn(ks)) = g(k) en L}(Q).

Para obtener estas conclusiones, basta con reproducir las dos primeras etapas
del caso estacionario, sustituyendo  por Q.

ETAPA 2: k cumple la condicién (R.3) de la definicién (3.2), esto es

lim / A(k)VEVE = 0;
m<|kj<m+1

m—0o0

Partimos de la desigualdad (3.42) obtenida en la seccién anterior

/ A(Ts (k) Vn Vo < C 1+ / Ho(ko),
m<lkn|<m+1 0

knl>m

y haciende m tender a infinito, se deduce

M3 Jm<|knl<m4+1

Adoptando la mismanotacién que en el caso estacionario para la parte simétrica
de la matriz A, se tiene

A(Tn (kn))ananX{mglk,.ka} = As (Tn(kn))anVk"X{mslk,.KmH}

s s
= (A3 (Tﬂ(kﬂ))VkﬂX{mslk,,|<m+1}’ A2 (Tn(kn))anX{mglk,.|<m+1})'
Luego (3.47) nos dice que

, s 2 _
n}gnoo 1% (Tﬂ(kn))anX{mslkn|<m+l}”L”(Q) =0,

y en consecuencia, {A%(Tﬂ(k"))anX{mS]kn|<m+1}} estd acotada en L2(Q).

Tomemos ahora n > m + 1, entonces T;,(kn) = Tny1(kn) en el conjunto {m <
|kn| < m + 1}, luego

A%(Tn(kn))anX{m5|k,.|<m+1} = A%(Tm+1(kn))VTm+1(kn)X{m§|kn|<m+1}-
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Utilizando la hipdtesis (H.3), se puede deducir que {A%(Tm+1(kn))} estd aco-
tada en L®(Q) y, por otro lado converge c.p.d. a {A3(Tiny1(k))}, luego

s S
A% (Trtr (kn)) X mg il cmt1y , 57 A2 Tt 1 ()X gkl <m1)

71— 400
fuerte en L%(Q), (en realidad la convergencia es fuerte en LP(Q), cualquiera
que sea p finito).

También sabemos que la sucesién {V7T,,41(kn)} converge débil en L?(Q), po-
demos concluir entonces que A% (Tint1(kn)) VT ims1 (k) X {m<|kn|<m+1} CORVET-

ge débil en L2(Q) a A% (Tns1 (k) VEnt1 (B)X fme il <ms1)-

Utilizando ahora la semicontinuidad inferior de la norma L2, se llega a

14 (Tt () VTt (B)X 1<y 122

. s
< lim JAZ (Tont1 (kn)) V1 (Bn) X fm<iini<merplize

n—+00

. s
= lim ||A> (Tn(kn))van{mSIkn|<m+1}||L2

n-—r0o0

<c 7] +/n Hon(ko),

[k|2m

donde la dltima desigualdad es nuevo la (3.42). Pasando al limite superior en
m, se obtiene

T [|AZ (g (B)) VTt 1 ()X fmc iy <1y 22

m—ro0
< Tm (c [ in+] Hm(ko).)
m—00 |k]>m Q

Y este ultimo ya sabemos que es cero; con todo esto se concluye que

lim | A(k)VEVEX {meikicmsr} = 0-

m—00
Q

ETAPA 3: {Ta(kn)} converge fuerte en L?(H).

Este es el paso mds complicado de todo el proceso y el desarrollo de la de-
mostracién no la incluiremos aqui. Usando un argumento debido a Blanchard
y Redwane ([17]) es posible demostrar que

im lim [ (T —)|A%(Ta(kn))VTas (k) = A% (T (km))VThs (km))? = 0

n—00 M—>00 Q

para cada M > 0.

La igualdad anterior es suficiente para deducir que

VT (kn) = VIp(k) fuerte en L2((Q) x (0,7)7).
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ETAPA 4: k cumple la formulacién (3.33).

Sean h € Wh*(R) y ¢ € L2(H}) N L®(Q). Tomando v = h(k)yp en (3.34) y
haciendo n — oo se deduce de manera inmediata (3.33) si mas que aplicar el
teorema de la convergencia dominada junto con los resultados probados en las
etapas anteriores. <&

3.3.3 Sobre la unicidad

Veamos ahora que para el problema de evolucién se tiene unicidad de solucién
renormalizada en el sentido siguiente: la solucién no depende de las sucesiones
regularizantes que se tomen para las funciones de L!. Es decir, si tomamos dos

sucesiones {f; }nen, {fa}nen en L%(Q) y {GL}nen, {G2}nen en L®(Q) tales
que f} = fen LY(Q) y G, " ko en L'(Q) para i = 1,2, entonces las
n o0 n—>+00

soluciones k' obtenidas como limite de los problemas aproximados satisfacen
E'=k*cpd z€Q, Vte[0,T)

Para probar este resultado necesitamos ademés de la hipétesis del teorema
de existencia de solucién (H.1)-(H.6) las siguientes:

(HU.1) A(z,t,s) es localmente lipschitziana respecto de la variable s, es
decir, para cada M > 0, existe Ly > 0 tal que

[A(z,t,s1) — Az, t,52)| < Lmls1— sal,
Vs1,82 €R, |s1],[s2] < M, cpd. en (z,t)€Q,
(HU.2) La funcién g satisface
(g(=,t,51) —g(z,,52))(s1 — s2) >0
Vsi1,50 €R, c.p.d. en (z,t) € Q.
(HU.3) v € L*(Q) (es decir, v no depende de k).
Sean f1, f* € L1(Q), k5, k8 € L}(Q) v (f}) € L™(Q), (G}) C L®(Q),i=1,2

tales que fi — f* en LY(Q), G% —= ki en L1(Q), i = 1,2. Llamemos (ki)nen
la sucesién obtenida como soluciones débiles de los problemas

dki

Hallar ki, € L2(H}), - € L*(H™Y) tal que
Ok, i i i o 3.48
2V (A(Ta(K))VK) = v — g(k) en Q 34

ki (z,0) = G (z) en Q.
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Tomamos k;, y k2, dos elementos de las sucesiones (k1)nen y (k2)nen respecti-
vamente; k. y k2, satisfacen

(&

> /A T (kL)) VE] Vv_/ (i — gk,  Yve L*(H})
Q

(3.49)
(Lo0)+ [ ATw®)VET= [ WF oo, Vo L)
? ! (3.50)
kr(0) = GL, k2(0)=GZ% en Q
Restando las ecuaciones (3.49) y (3.50) obtenemos
d
— (kb — k2 (ks VY~ m(kZ))VEL VY =
<dt( n m),v>~%—/n A(Tn(ky))VE,Vy /QA(T (k2))VEkZ Vv
= [ B - 22 - G - s v we ). (35

Fijamos t € [0, T] y tomamos v = ¢ (ks — k2,)X[0,¢]> Siendo e (s) = %Ta(s):

</ot (8 = K2 ek - k;)>

+/0/nA(Tn(k;))Vk;v(soe(ki—k?n))
_ALA(Tm(k;))Vk;V(ws(ki—ki‘;))

// V(fL = £2) = (g(kL) — 9(k2 )] o (K — K2,). (3.52)

Para estudiar los términos de la igualdad (3.52) definimos el conjunto, B =
{(z,s) € @x[0,8]/ |ki(z, s)~k2,(z,s)| < €}, y operando como antes se deduce,

/(I)e(k,l,(t)—kfn(t))—/ 0. (G, — Gh)
N Q

l 1 1_ 12 1 _ 32
+ [ /B, A(Tn(kn))v(kn kM)v(kn km)

+1/ (AT (k2)) = AT (K2))) VALV (L — k2,) =
=[] b - 20 - G - s e - k) 59)
Por la hipétesis (H.2),

D[ AT E)VE - )V - k) 2 0
B.

[
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y por la propiedad |®.(s)| < |s], Vs €R,

/@(Gk—an)s/ G - G2,
0 (9]

luego llegamos a la desigualdad

/Qe(ki(t)—kfn(t))+1/ (A(Tn(kp)) = A(Tn (K2))) VLV (ks — E2,) <
[y} € JB.

< / /ﬂ (L — 12) — (a(kY) — g(k2)] e (KL — B2)
1 _ 2
+ /ﬂ GL - G2 (3.54)

Estudiamos ahora una acotacién para el segundo miembro de la desigualdad,
en primer lugar, debido a la hipétesis (HU.2) sobre g, tenemos

[ 6k atkzyetis - ) 2 0 (3.55)
0J0

y basta ahora utilizar la propiedad |y, (s)| < |s|, Vs € R, para obtener

[ [ 13 = 20 = 00k2) = ] ek~ 2+

t
+ [1ei-chis [ [vig-sil+ [ 16i- 62l
Q 0Jn Q

Volviendo a (3.53) tenemos

[ B O -0+ 7 [ AT ) - AT R TEV (R - L) <

// v|fl - fm|+/ |GL — GZ,). (3.56)

Veamos que gracias (HU.1) podemos deducir que

lim s [ (ATa() — ATm(K2)VEL V(KL = k2) =0, (3.57)

e—=0 ¢ B
En efecto, si M > méx(n,m) es

! / (A(Tn (KL)) — A(Tm (k2.))) VLV (KL — k2)| <
B,

3

/LMlkl—kz VIV (kL — K2)] <

<LM/ IVEZ IV (kE — k2)],
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y a partir de aqui, podemos repetir los mismos argumentos que usamos en el
apartado 2.4.2 y deducir (3.57).

Usando (3.55) y pasando entonces al limite cuando ¢ — 0 en (3.54), se
obtiene la desigualdad

Loy _ 2 ! vlfl_ g2 1 _ g2 . .
/ﬂlkn(t) km(t)IS/O/n I fm|+/n|Gn G2 Ve[, T]. (358)

Recordemos que toda solucién de (3.34) es k, € C([0,T); L%(Q)). Veamos
que (k,) es una sucesién de Cauchy en el espacio C([0,7T]; L}(2)). En efecto,
si ponemos en particular k), por k2, en (3.58), tenemos

[ 0 = B O] < Wl = Fhllosie) + 116S = Ghlluxey, ¥t € 0,7),
de donde

ln = kmlleqorizr@) < WWli=@llfa = frllzr@) +11G = Grllzi @)
Consecuentemente, (kL) (y también (k2)) es de Cauchy en C([0,7]; LY(Q)) v,
por tanto convergentes en dicho espacio. Existen k', k2 € C([0,77]; L}()) tales
que
ki = k' en C([0,T); LY(Q)),i = 1,2.

Ahora podemos tomar limite en n y m en la desigualdad (3.58) y concluir que

& = B lleqo i @) < IWllze@llft = FPllzi) + ko = kdlli@y.  (3:59)

En particular, si f! = f2 y k} = k2, entonces k! = k2. Hemos probado entonces
el resultado siguiente

Teorema 3.4 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.8), (HU.1)-(HU.3), el problema
(3.32) admite una solucién renormalizada tal que k € C([0,T]; L}(Q)). A-
demds, k es tnica en el sentido de que no depende de las sucesiones regula-
rizantes (fn) C L(Q) y (Gn) C L™®(R) elegidas para aprozimar f € L'(Q)
y ko € L1() respectivamente. la dependencia de k € C([0,T}; L}()) con
respecto a los datos f € LY(Q) y ko € L*(Q) es lipschitziana (desigualdad

(3.59)).

Nota 3.14 El concepto de unicidad de solucién en el sentido del teorema an-
terior ya ha sido usado con anterioridad por varios autores [16] y Ia han denomi-
nado solucién SOLA (esto es, solucién obtenida por aproximacién). Obsérvese
que se trata de un concepto de unicidad mas débil que el habitual. O

Nota 3.15 No conocemos si las hipdtesis del teorema 3.4 son suficientes para
la unicidad de solucién renormalizada. La dificultad estriba en el tratamiento

combinado de los términos 5 7 el de difusién no lineal —V - (A(k)Vk). En

este sentido, Blanchard y Murat [5] han deducido resultados de unicidad de
solucién renormalizada para el caso en que el término de difusién es de la
forma ~V - A(Vk), donde A es un operador monétono (no necesariamente
estrictamente mondtono). &



Capitulo 4

El modelo 6-¢ estacionario

4.1 Introduccién

En este capitulo se estudia un sistema que engloba en particular al sistema de
ecuaciones diferenciales no lineal

(vu-VYu—V-(v(8,p)Vu)+Vp = f, V-u=0
uVl -V - (v(0,p)V8) = 1-6%Vul?
1
N VAN = — 24 -
o=V (00Ve) = o (v + 1)

que como ya hemos mencionado en la introduccién proviene de hacer un cam-
bio de variables en el conocido modelo k—¢ y despreciar algunos términos de
derivadas superiores. En particular, se estudia la existencia de solucidn, la po-
sitividad de las variables escalares § y ¢ y se demuestra una cota en L™ para
dichas incdgnitas, cuando los datos iniciales para ellas estdn en L.

Las ecuaciones que satisfacen # y ¢ son muy similares a la estudiada en
el capitulo anterior para la energia cinética. Si hiciéramos un estudio andlogo
tendriamos que formular el problema de forma renormalizada. Sin embargo,
gracias a la regularidad 6, ¢ € L™, no es necesario dicho marco.

Dos versiones pueden ser tenidas en cuenta; en la primera no se consideran
los términos de transporte, lo que nos permite poder demostrar un resultado
general de existencia de solucién independientemente de la dimensién del espacio
N; en la segunda versién se consideran los términos de transporte, lo que nos
lleva a reducirnos al caso N =2 6 3.

Estos problemas se expresan entonces mediante:

67
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¢ El problema sin términos de transporte
-V (A8, )Vu)+Vp=f, V-u=0en{
~V - (A(6,9)V0) =1 —6%|Vu|?* en Q
1
N VAN — 24 -
V- (A8, ¢)Ve) @ (6!Vu| + 0+r> en §)

u(z) =0, f(x)=aqa, ¢x)=0b sobre 0  }

¢ El problema con términos de transporte
(u-Vu—V-(AB,o)Vu)+Vp=f, V-u=0enQ )
uVl — V- (A(8,9)V0) = 1~ 02|Vu|? en Q

uVe —V - (A0, 9)Ve) = —p <0 [Vul? + ﬁ?) en )

u(z) =0, 6(z)=a, ¢(z)=>sobre o0 )

Las dificultades fundamentales que presenta el sistema en ambos casos son
las siguientes:

¢ El acoplamiento de las ecuaciones.
¢ Las no linealidades a las que estdn sujetas las incdgnitas.

¢ En general, la regularidad que se va a obtener para el campo de velocida-
des u va a ser Hj(f) con lo que los términos fuentes para las ecuaciones
de las incgnitas escalares 6 y ¢ son funciones de L(Q2).

El pardmetro r > 0, que aparece en la ecuacién para ¢ se introduce con
el objeto de tener garantizado que el denominador en el término fuente de la
ecuacién no se anula.

Para obtener existencia de solucién de las dos versiones del problema vamos
a usar e] teorema del punto fijo de Schauder, para unos operadores que hacen
que las ecnaciones que satisfacen 6 y ¢ puedan englobarse en problemas del
tipo

z = a sobre 90

lo que nos lleva primeramente a hacer un estudio de existencia, positividad y
acotacién en L para la solucién de este tipo de problemas.

-V -(AVz)+uVz+hz=f en }

4.2 Un problema auxiliar

A lo largo de esta seccién nos ocupamos de hacer un estudio de existencia,
unicidad y acotaciones para problemas del tipo
~V - (AV2)+uVz+hz=f enf }

z = a sobre 00 (4.1)
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donde Q C R¥, es un dominio acotado con frontera lipschitziana, y donde se
suponen las hipétesis

(h.1) A: Q> RV*N es medible y existe a > 0 tal que

A(z)E€ > alé)? VEeRY, cpd. en Q

La formulacién variacional de (4.1) es

z€ HY(Q)NL®(Q), z—a€c HY{Q)

/AVsz+/ quv+/ hzv:/ fv, Yv e Hi(Q)NL®(Q)
Q Q Q Q

(4.2)
Para el problema (4.2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Bajo las hipdtesis (h.1)-(h.6) existe una tnica z € H}(Q) N
L>(Q), solucion del problema (4.2). Ademds 3C = C(N,Q) > 0 tal que
o
0<z(z) <a+ a—||f||Lm(n) cpd ref (4.3)

lzlla1(a) < Cila, &, N, || Fllz=(e), IhllLye)) (4-4)

Nota 4.1 Si en el teorema (4.1) en lugar de A(z) se tiene A(z,z), es decir
A:Q xR RVNXN v satisface

e A es de Caratheodory,
o existe a > 0 tal que A(z,s)é€ > alé]? V€ € RN Vs €R,c.p.d. en Q,

e existe una funcién 3d : Rt +— R* creciente tal que ||A(z, s)|| < d(]s]),
Vs € R c.p.d. en Q.

entonces, el problema (4.1) admite también solucién en H 1N L. En efecto,
basta tomar una constante K > a + %Hf”[,oo y definir Ag(z) = A(Tk(2)). La
nueva matriz Ax satisface las hipétesis (h.1) y (h.2) y, z es tal que ||z||L~(q) <
a+ g”f”Loo(n), luego Tk (2) = z y Ax(z) = A(z). La unicidad de di-

cha solucién no estd garantizada en general a menos que los datos satisfagan
hipétesis mas restrictivas (vedse seccion 3.2.3). Lo que aqui nos interesa de
este resultado, es la regularidad L*°(Q2) de las soluciones. o
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Nota 4.2 El resultado también es cierto cuando el segundo miembro f € LP(Q)

N . .
con p > g,oblen si fe W=1P(Q) con p > N. O

Nota 4.3 La técnica de demostracién que vamos a usar para la acotacién en
L% de la solucién, es una adaptacién del principio del maximo que se encuentra
en ([47], teorema 4.1). O

DEMOSTRACION del teorema 4.1:

La dificultad principal que nos encontramos en el problema (4.2) es el hecho
de que la funcién h pertenece a L(Q); esta dificultad se solventa introduciendo
las funciones de truncamiento (3.9), es decir, para cada k > 1, se define hy(z) =
Ty (h(z)). Por otro lado, la hipétesis (h.6) sobre u, nos permite asegurar que
existe una sucesién {ux} C D(Q) tal que V- ux = 0 y up — u fuerte en L*(Q).

Con estas notaciones definimos los siguientes problemas aproximados:

Hallar z; € H(Q) tal que
-V - (AVz) + ug Vg + hgze = f en Q
(4.5)
Zrjon =a

Para cada k > 1, el problema aproximado es un problema lineal con coeficientes
en L, luego existe una dnica zx € H'() solucién del problema 4.5.
Veamos que dicha solucién satisface ademas

0<z<C

donde C' es una constante positiva independiente de k.
Empecemos por ver la positividad de zx. La funcién z; satisface

/ AV Vo + / we Vg + / Ry zxv = / fv, Yve HQ) (4.6)
Q Q 19} 2]

Tomando como funcién test v = z; = max{0, -z} € H}(Q) (pues a > 0),

tenemos
o [ 191+ [ mls <o
Q Q

luego cada una de ellas es cero y en consecuencia z, = 0.

Veamos ahora que existe una constante C' que no depende de k tal que:
2, <C,Vk>1,cpd. zeQ.
Para cada & > 1 consideramos el problema:

Hallar y, € H3(Q) tal que

-V (AVyk) +urVyr =1 }

Yrlon =10 (47)

De nuevo se trata de un problema lineal con coeficientes en L™ (Q2) y por
tanto un problema con solucidn tnica. Ademads satisface que existe una cons-
tante C' = C(N, 2, a) > 0 tal que

yu(z)<C, Vk>1, cpd.enzeq.
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En efecto, podemos aplicar un razonamiento de truncamientos se Stampacchia
([45, 46]). Para ello, sea M > 0, tomemos como funcién test v = (yx — M)t €
H$(S2) en la formulacién débil del problema (4.7); tenemos entonces

| 49w -t + |

uk Ve (s — M)F = / (v — M),
o

Q

ahora bien, donde yx < M, (yx — M)t = 0, y donde yx > M, se tiene que
Vyr = V(yx — M)™T; en consecuencia

/ we Vi (g — M)* = / WV (g — M)+ (g — M)*
o 193

y esta iltima es cero, debido a que u; tiene divergencia nula. Luego se deduce

que
/Wyk— < /n(yk—Mﬁ

a / Vel < / (e — M+
ye2M ye2M

Por la inyeccién de Sobolev H} < L%, (donde 2* =

de donde

N_2siN>2,y2*=p

para cualquier p finito si N = 2), existe una constante Cp > 0 que sélo depende
de Q y de N tal que

(/ﬂ (e — M)ﬂz.)z/z' < CO(Q,N)/n IV (g — M)+

ST ([ - M)+|2‘)2/2' < [l —nay*

Por otro lado,

</ykzM (v = M)+)2 s (/ykzM (e~ M)+|2‘)2/2’ {uk > MYP-2%

< PO ([ = b)) e > 1)

[, =0t < SRy > aryp-er

de donde

Y, por tanto

Sea H > M; se satisface entonces que

[z [ e-dnt > (- M)l > B
ye2M ye2H
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Definimos la funcién ¢ : R — R dada por ¢(H) = |[{yx > H}|, entonces la
desigualdad anterior se traduce como:

p(H) < Co(@,N).

M) 2?2 YHS M
_a(H—M)(p( ) ; >

A esta funcién ¢ le podemos aplicar el siguiente resultado ([45, 46))

Lema 4.1 Sea ¢(t) una funcidn definida para todo t > kg, no negativa, decre-
ciente y tal que si h > k > ko se satisface

o(h) < G o)

con C,a, B constantes positivas. Entonces,
o SiB>1, p(ko+d) =0, cond=C(p(ko))f~1208/(F-1)

e 51 B =1, se tiene que p(h) < eexp(—€(h — ko))p(ko) donde & =
(eC)~/=,

o Si < 1yko>0, se satisface que
o(h) < 2#/(1—ﬁ)(01/(1—ﬁ) + (2ko) (ko)) h™*
a

1-48

2 2
Como 2 — > = NT+ = 3 > 1, aplicamos el lema con kg = 0 y obtenemos

que ¢(d) =0, donde d = Mlﬂliﬁﬁ_%ﬁ'
o

donde p =

Basta tomar entonces M > d para deducir que yx < M. En particular, si
tomamos M = d, se llega a que 3C(2, N) tal que

yk(z) < C(QT’N)- cpd. xe€Q.

Ahora es ficil comprobar que el problema

=V (AVE) + we Ve = || flleo } (4.8)
Uklog =a
tiene una Wnica solucién g y ademés satisface que
. C(Q,N
lelle < a+ EE N ygy,
Sélo resta probar que zx solucién de (4.5) es tal que 2z < . En efecto,
zi satisface
-V (szk) +upVzp + hgzg = fen Q } (4 9)
Zk|on =a '
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Ur satisface

?V (AVH) + ue Ve = || flloo } (4.10)
UkJoa = a
Si denotamos por Zx = zx — ¥x, entonces Zj es solucién de
~-V - (AVZ) + we Vi + hizk = f = [|fllo
- (4.11)
Zxlon =10
de donde _ _
—:V (AVZ) + urVZ, <0 } (4.12)
Zkloa =10

y por el principio del maximo Z; < 0, o equivalentemente zx < J.
Podemos concluir entonces que para cualquier & > 0, existe una tnica
solucién z;, del problema (4.5) y ademds

C(Q,N)

0<z<a+ [ fllcy VE>1, cpd. ze

Veamos ahora que la sucesién {zx} estd acotada en H!(R). Si zx es solucién
de (4.5), entonces Zx = zx — a satisface

/AkaV‘U-I-/ ukVZkv+/ hkikv
¢ Q 1]
=/ fv—-/ ahyv, Vv € Hy(Q)
1] 0

Tomemos v = z; como funcién test en la formulacién anterior, entonces

/szkvzk+/ hk|2k|2:/ fzk—/ ahkZk, (4.14)
Q 93 Q Q

por la positividad de la funcién hg, la hipétesis (h.1) y la acotacién en L
obtenida anteriormente, se deduce que

(4.13)

C(Q,N
o

o [ 195 < Wl (S0
9]

Cc(Q,N
+0 (CLD ey ) Uhlesco

En consecuencia {z} estd acotada en H'(2) N L*(f), y como la ecuacién
es lineal se puede pasar al limite para una subsucesién k, y obtener que 3z €
HY(Q) N L*=(R) tal que es solucién de (4.2) y ademds

c(Q, N
0<zsat Y8Nyg,
”z“ff1 S C'1 (a: a, Q) Na ”f”L“’(ﬂ)a ”h”Ll(ﬂ))

La unicidad de solucién es inmediata (y esto implica en particular que toda la
sucesién 2 converge a z en H'(Q).) O
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Una vez estudiado este problema auxiliar, volvemos al problema inicial.

4.3 El problema estacionario sin términos de
transporte

En esta seccién nos ocupamos de estudiar el modelo estacionario sin términos
de transporte, a saber

-V - (A0, ¢)Vu)+Vp=f, V-u=0enQ )

~V - (A(6,)V0) = 1 — 6%|Vul? en Q

4.15
-V - (A(8,9)Vy) = —p (9 [Vul? + 01?> en Q f (4.15)

u(z) =0, O(z)=a, ¢x)=b sobre 02 )

Se suponen las siguientes hipétesis

(H.1) A:Q xR x R RV*N eg de Caratheodory y existe o > 0 tal que

Az, s1,82)6€ > al€]? Vsi, s €R,VEE€RY, cpd. en Q

(H.2) 3d: R* — R™ creciente tal que

[|A(z, s1,s2)[I < d(|s1|+ |s2]) Vs1,s2 € Rc.p.d. en

(H.3) fe H Q).
(H.4) ay b son constantes reales y positivas.

Nota 4.4 La hipdtesis (H.1) sélo supone el cardcter definido positivo de la
matriz A(z, s1, s2) y no se exige que las matrices sean simétricas. <&

Nota 4.5 Segin la hipdtesis (H.2), las matrices A(z, s1, s2) no estan acotadas
superiormente como funciones de (s1,s2). No hay, por consiguiente, ninguna
hipétesis de crecimiento asintdtico para |si| + |s2]| — +oo. O

La formulacién débil del problema (4.15), se expresa de la manera siguiente:
Hallar u € V, 8, € HY () N L®(Q) tales que § —a,po —b e HI(Q) y

N

/ A(8,9)VuVv = (f,v), YveV,
Q

/ A(6, 9) VOV $ = / (1—02|Vul)p Vo W; L (4.16)
113 Q

1
/n A6, 0) ViV = /n —p (e Vul? + m)qs Ve ew; |

donde V = {v € (HY{Q)N /V-v=0enQ} y W = H}(Q)NL®(R). Con estas

notaciones e hipdtesis, pasamos ya a estudiar la existencia de solucién.
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4.3.1 Enunciado del resultado de existencia de solucién

A lo largo del apartado que sigue, se demuestra el resultado de existencia de
solucién para el sistema (4.16) que enunciamos a continuacién:

Teorema 4.2 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.4), existenu € V, 8,0 € H () N
L>®(Q), tales que 6 —a, o — b € HY(Q), solucidn del problema (4.16). Ademds,
C(,N)

0<6b(z)<a+ — cpd. z€Q,

0<p(z)<b, cpd zef.

DEMOSTRACION:

La existencia de solucién para el problema (4.16) se va a obtener por apli-
cacion del teorema del punto fijo de Schauder.
Sea Br = {(0,9) € (L2(Q) N L®(Q)) x (L2(Q) NL®(Q)/§ >0, >0y
16]lcc < R, ||#]loo < b} donde R se precisa a lo largo de la demostracién.
Introducimos el operador ® : Br C L%(Q) x L%(Q) — L2(2) x L%(Q2) tal que a
cada (8, %) € Br le hace corresponder ®(4, %) = (4, ) donde (8, ) se calcula
por el proceso

(1) Hallar u € V tal que
/ A(0,)VuVy = (f,v), YveV. (4.17)
Q
(1) Hallar 0 € H}(Q)NL*®(Q),0 —a € HE(Q) y

/ﬂA(é,ga)vov¢+/né|Vu|20¢=/n¢,

(4.18)
Vé € H(Q) N L=(Q).
(41) Hallar p € H}(Q)NL®(Q),p— b€ H}(Q) y
0 2, 1 V4=
/nf‘l(‘9,<p)V90V¢>+/n @ <0|VUI + 9+r> ¢ =0, (4.19)

Vo € HY(Q) NL®(Q).

Veamos en primer lugar que el operador @ estd bien definido. El problema
dado en (3) es de tipo Stokes, con lo que admite una inica solucién u € V.
Veamos que los problemas dados en (#4) y (441) admiten una tnica solucién tales
que pertenecen a H1(Q2) N L* () y satisfacen

0<0<a+——, 0<e<b cpd enf
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Se trata de buscar solucién # del problema

~V - (A(B,@)V8) + ho =1 } (4.20)

19J3Q =a

donde h(z) = §(z)|Vu(z)|? como (4,%) € Bg es claro que nos encontramos
en las hipdtesis del teorema 4.1 (cuando en el teorema u = 0), luego existe una
tnica § € HY(Q)NL*®(Q) tal que 0 ~ a € HF(Q) y

/ A0, §)VOV + / (61Vul0)$ = / b, Vée HYQ)NL™(Q)
i3 Y] 193

y ademés

c(@,N)

0<f0<ea+ , ¢.p.d. en Q.

1
En cuanto al problema (ii1), sea ahora h(z) = 0|Vu(z)|? + s de nuevo

nos encontramos en las hipétesis del teorema (4.1) y en consecuencia podemos
asegurar que existe una tnica solucién ¢ € H}(Q) N L () tal que

= 1
| 4@2veves [ o (avap+ ) s =0 vee i@ n17(@)
o) y) o+r
: (4.21)
y ademas
0<ep<bcpd en

Con todo esto se concluye la comprobacién de que el proceso (i)—(111) estd
bien definido. Se trata entonces de demostrar que ® estd en las hipétesis del
teorema del punto fijo de Schauder.
® es continua

Sean (0n,®n) C Br una sucesién que converge a (9, @) en L?(Q) x L2(Q),
Y Un, 8, ¥ @n las soluciones respectivas de

/ A(On, @n)Vu, Vo = (f,v) Yv e V; (4.22)
Q
/ A(Bn, 7n)V0,V + / On0n|Vu,|?¢ (4.23)
1) 9}

= [ ¢ vsem@);

| 4G, 0V (4.24)

1
n | On 12 =0, V H(D);
+‘/f;30 (0|Vu|+6n+r)¢ ’ ¢€ 0( )7
Haciendo v = u, en (4.22) se sigue

1Vanllagey < M@
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de donde (extrayendo subsucesiones que denotaremos igual) tenemos

6, — 0, c.p.d. en z €
Pn — P, cpd. enz €
u, —u,  débil en H}(S).

Haciendo n — co, en (4.22) se sigue inmediatamente que
/ﬂ A(8,p)VuVu = (f,v), YveV (4.25)
Haciendo de nuevo v = u,, en (4.22) y v = u en (4.25) se deduce
/ﬂ A(Bn, §n)Vu, Vu, — /ﬂ A6, p)VuVu.

Gracias a la hipétesis (H.1), tenemos la convergencia en norma de los gradientes
de u, en L2(Q)N. Por consiguiente, u, converge a u fuerte en Hj(Q)V.
Aplicando el teorema 4.1, obtenemos que 8y, ¢, € H}(Q)NL® () y son tales
que [|0nllmi) < Ca,  |lenllmr(@) < Cs, de donde, extrayendo subsucesiones
convergentes que seguimos denotando de la misma forma, se deduce

6, —0, débil en H'(Q);
6, — 6, fuerte en L%(Q) y c.p.d. en Q;

(
Pn =, débil en H1(Q);

on—r¢p,  fuerte en L%(Q) y c.p.d. en Q;

Consecuentemente, podemos pasar al limite en todos los téminos de (4.23) y
(4.24) y concluir que (8, ¢) = ®(0, @), en particular, las sucesiones (6,) y (n)
convergen en L?(f) (no sélo una subsucesién) a 6, respectivamente, lo que
demuestra la continuidad de @.
®(Br) C Br

Claramente, Bg es un convexo, cerrado y no vacio de L?(2) x L2(f2). Veamos
que, para R mayor que una determinada constante es ®(Bg) C Bg.

Sea (6,¢) = ®(8, @), tal que (8, @) € Br; por el razonamiento anterior, se
tiene

0<8<at N 0<p<bh

o
. . QN
Esto significa que si escogemos R > a+ g—(-——-—)
«

(P(BR) C Bpg.
® es compacto

Sea (8,%) € Br y (8,9) = ®(8, 3). Entonces, es inmediato que se cumplen
las estimaciones

se tiene (, ¢) € B, es decir,

101122 (@) £ C2,  l@lla(a) < Cs.
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Por tanto, 6 y ¢ pertenecen a un acotado de H'(Q) y, consecuentemente a un
relativamente compacto de L%(Q).

Conclusién: Existe (f,¢) € Bgr que es punto fijo de ®, lo cual equivale a
que el problema (4.16) admite solucién. Aqui concluye la demostracién del
teorema 4.2.

<&

4.4 El problema estacionario con términos de
transporte

En esta seccidn se trata de estudiar la existencia de solucién para una va-
riante del problema de la seccién anterior, en el que se han incorporado en
cada ecuacién del sistema (4.15) el término de transporte correspondiente. La
incorporacién de estos términos lleva a una primera diferencia con respecto al
problema anterior; hay que considerar en este caso un dominio acotado Q@ C RV
con N = 2 6 3. El sistema a resolver es

(u-Vu—V-(A(,)Vu)+Vp=f, V-u=0enQ )
uVl —V - (A0,9) V) =1 — §2[Vu|? en Q
1 (4.26)
uVo —V - (A(8,9) V) = —p (6 |Vul|? + —) en
0+r
u=0, #=a, ¢ =>bsobredQ )

donde se suponen las mismas hipétesis (H.1)-(H.4) para los datos. La técnica
de resolucién no difiere mucho de la desarrollada en la seccién anterior.

La formulacién débil del problema (4.26), se escribe ahora como:
Hallar v € H3(Q), 8, € HY(Q) N L>®(Q) tales que  —a,p — b€ HE(Q) y

/(u-V)uv—l—/ A(8,0)VuVv = (f,v), YveV; )
Q Q
/ uVo$ + / A6, 0) VOV
o) Q
:/(1_92|w|2)¢, Vé € HAQ) N L™(Q), , (4.27)
Y] .

/ﬂuV<p¢+/nA(0,<p)V<pV¢

= [ e (o1val+ =) 6. Vo€ mi@ N =@

/

4.4.1 Enunciado del resultado de existencia de solucién

Para el sistema (4.27) se tiene el resultado de existencia de solucién que se
enuncia ahora
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Teorema 4.3 Sea \' = 2 6 3. Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.4), el sistema
(4-27) admite una solucidnu € V, 8,0 € H'(Q)NL®(Q), 6—a,p—be HL(Q),
ademds, existe una constante C = C(Q, N) tal que

c(Q, N)

)

0<b<a+

(87
0<p<b

DEMOSTRACION:

Para probar la existencia de solucién se hace una adaptacién del método
descrito en la seccién anterior.

Sea Br = {(4,8,3) € (L4(Q))N x (L2(2) N L®(Q)) x (L2(Q) N L®(Q)) tal
que 020,60y [l < LU o)., < R, 6]l < b).

Se define ahora @ : Br C L*(Q)" x L*(Q) x L*(Q) = L* ()N x L*(Q) x
L2(R) el operador que a cada (i,0, %) € Bg le hace corresponder ®(&,0, @) =
(u, 8, ) donde (u, 8, p) se calcula escalonadamente segin el algoritmo signiente:

(7) Hallar u € V tal que

/ (@- V)uv+/ A(B,p)VuVy = (f,v), Yo €eV. (4.28)
Q Q

(#) Hallar 6 € HY(Q) N L®(Q),0 —a € HY(Q) y

/ﬂava¢+/ﬂA(é,¢)vev¢+Lé|vu|2e¢

(4.29)
:/n 4, Vé e HIQ)NL®(Q).
() Hallar o € HY(Q)NL®(Q),p—be HL(Q) y
/ aVh¢ + / A9, 3)VpV ¢
Q Q (4.30)

2 1 _ 1 00
+/ﬂ<p<0|Vu| +m)¢_o, Vé € HE Q) N L™(Q).

Cada uno de los problemas dados en (3), (i1) y (i) admiten una tnica
solucién. En efecto, el problema dado en (i) es lineal, y como

/n(ﬁ - V)uv

< Co(N, )laliza@y~ el az iy vl e @y~

< Nallzs @y llell @ 1ol @y

se puede aplicar el teorema de Lax-Milgram. Ademés haciendo v = u en (%) se
deduce .
I/1lz-1(0)

<
lull a2y~ < 5
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En cuanto a (#1) y (i) es facil comprobar que el teorema 4.1 se aplica a la
resolucién de estos nuevos problemas. Y las acotaciones que nos da el teorema
siguen siendo ciertas.

Finalmente, es inmediato que ® es un operador continuo, mientras que la
compacidad de ® deriva del hecho de que la inyeccién de H} < L* es compacta
(gracias a que N =26 3).

c(@, N)

Por otro lado si se toma R > a + ———=| se cumple que ®(Bg) C Bg.
o

Por consiguiente & admite un punto fijo en Bpg. ' O

Nota 4.6 Cuando N = 4, los problemas (7)—(4ii) admiten también solucién y,
por tanto & esta bien definida en este caso. Desafortunadamente, la inyeccién
H} < L* no es compacta, con lo que ® tampoco lo es, y el procedimiento aqui
descrito no es vélido.



Capitulo 5

El modelo 6—¢ de evolucién

5.1 Introduccion

En este capitulo se estudia un sistema que engloba en particular al sistema de
ecuaciones diferenciales no lineal

Gu+ (u-Viu—-V-(v(d,9)Vu)+ Vp
010 +uVe — V- (v(0,p)V0)

fi Vou=0
1 - 62|Vul?

1
—_— 2 —
go(ﬁ[Vu[ + 0+r)

que como ya hemos mencionado en el capitulo anterior proviene del modelo de
turbulencia con dos ecuaciones k—¢. Como en el caso estacionario se estudia
la existencia de solucién, la positividad y acotacién en L*°, para las variables
escalares 8 y .

El problema se resuelve en un dominio @ = € x (0,7T), donde £ es un
dominio acotado con frontera lipschitziana de RNy T > 0.

El sistema formado por las ecuaciones de # y ¢, ha sido estudiado por
Lewandoski en ([27]), donde la u no es necesariamente solucién de la ecuacién
de Reynolds, sino que entra como dato. En concreto, supone que u es un vector
incompresible de L (0, T; W) tal que inf ese [Vu| > 0. Ademds supone que
satisface ciertas condiciones con respecto a las de tipo Dirichlet que se imponen
para la incégnita 6.

Las dificultades que presenta el sistema son basicamente las mismas que
encontrabamos en el caso estacionario:

Orp+ uVep — V- (1(6,0) V)

e El acoplamiento de las ecuaciones.
¢ Las no linealidades a las que estdn sujetas las incégnitas.

o En general, la regularidad que se va a obtener para el campo de veloci-
dades u va a ser L2(H}()), con lo que algunos de los términos fuentes,
en el mejor de los casos, son funciones de L}(Q).
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El parametro r > 0, se introduce con el objeto de tener garantizado que el
denominador en el término fuente de la ecuacién para ¢ no se anula.

Por las mismas razones que en el estacionario, estudiamos el problema en
dos secciones, segin tengamos en cuenta los términos de transportes o no.

5.2 El problema sin término de transporte

En esta seccién nos ocupamos de estudiar el problema de evolucién sin tener en
cuenta los términos de transporte, en este caso el sistema queda descrito como

sigue
Ju ]
a—V-(A(G,go)Vu)-{-Vp:f, V-u=0enQ
00 9 9
E—V-(A(G,cp)Vﬁ) =1-0*|Vul|*en Q
-V (A0 =~ (017uP + ) @
u(z,t) =0, 60(z,t)=a, ¢(z,t)=">bsobre 8Q x (0,7T)
u(z,0) = uo(z), 0(z,0)=06o(z), ¢(z,0)=¢o(z)enQ )

Se suponen ahora las siguientes hipétesis

(H.1) A:Q xR x R RVXN 5 de Caratheodory y existe o > 0 tal que
A(z,t,51,52)6€ > al€|?, Vsi,s0 €R,VE €RY, c.pd. en Q
(H.2) 3d: Rt R creciente tal que

[A(z,t, 51, s2)|] < d(|s1] + |s2]), Vs1,s2 €R, c.p.d. en Q

(H.3) f € L2(H()), y uo € F.
(H.4) ay b son constantes reales y positivas.
donde H ={v € L*(Q)/V-v=0 en Q,u-n=0 sobre d0Q}.

Nota 5.1 En toda la seccién cuando se escribe A(6, ¢) se refiere a A(z, , 0, ¢).
O

Nota 5.2 Como ya ocurriera en el caso estacionario las hipétesis sobre la ma-
triz A, son el caracter definido positivo, la no acotacién superior como funcién
de (s1,s2), en el caso en que las condiciones iniciales estén en L*(2) y no se
exige que sea simétrica. O

En este caso, el encontrar acotaciones en L*° (@) para las incégnitas 6 y
¢ esta estrechamente relacionado con las condiciones iniciales del problema 6,
Y o, esto nos conduce a considerar dos casos: (i) Datos iniciales g, y g en
L*(Q) y (ii) datos iniciales en L!().
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5.2.1 Condiciones iniciales en L*({2)

Consideramos el problema (5.1) con 8, wo € L*>(2)
De la forma habitual, se introduce la formulacién débil del problema (5.1):
Hallar u € Wy, 8,0 € W9 N L®, 6 —a,0—be LA(HHQ)) tales que

T /du _ T 2 )
/0 <Et—,v>+/qA(0,(p)Vqu_/o (f,v), Ywel (V)

T /de
[ (o) [ awevove

:/Q(l_ezwuﬁ)qs, Vo e D@

T dSD
/0 <5,¢>+/QA(6,¢)WV¢

:/ —¢<0|Vu|2+0—i-7>¢, Voe. DR
Q

w(0) = up, 6(0) =60, (0)=oenQ )

donde V = {v € (H}( Q)Y /V-v =0enQ}, W; = {v € LZ(O,T;V)/j—: €

POTV)), y WP = (v € 120, HN@) /G € 0.7 W @),

d .
ondeq<N_1

Nota 5.3 El hecho de que u(t) € HL(Q), 0(t),(t) € H(R) para casi todo

t € (0,7), nos permite asegurar que las condiciones u = 0,8 = ay ¢ = b se
satisfacen en el sentido de la traza de elementos de H} y H?. O

Nota 5.4 No hay ambigiiedad en el sentido que debe darse a las condiciones
iniciales. Si u € Wi, (6,) € WP x WP, entonces u € C([0,T]; L2(Q))
y 8,0 €€ C([0,T); W—19(Q)) y esto le da sentido a las condiciones iniciales
u(0) = up en L%(2) y 6(0) = bp y ¢(0) = o al menos en W=19(Q). &

Con estas notaciones e hipStesis, pasamos ya a estudiar la existencia de solucién.

Existencia de solucién

A lo largo se este apartado, se demuestra un resultado de existencia de solucién
para el sistema (5.2) basado en la construccién de una familia de problemas
aproximados donde se elimina la dificultad inherente a la presencia de términos
fuentes en L! y, posteriormente hacer un paso al limite en dichos problemas.
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Teorema 5.1 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.4) y 00,00 € L (), el problema
(5.2) admite una solucién u € Wy, 8 y ¢ € Wg(q) N L=(Q), Yq <
0—a,o—be L2(HLQ)) y ademds

N
N-1

0 < 0(z,t) < max{||fofjr=(n), a} +t, c.p.d(z,t)€Q

0 < p(z,t) <méx{|lpol|lLe(n), b}, c.p.d(z,t) €Q.

Nota 5.5 El método de resolucién que va a ser descrito ahora difiere del que se
ha usado en el caso estacionario, aunque se podria haber aplicado basicamente
la misma técnica. &

DEMOSTRACION del teorema 5.1:
Etara 1. Planteamiento de problemas aproximados

Sea M > 0 y denotamos por Ty la funcién de truncamiento a la altura M
definida en (3.9), y sea Apr : @ x R x R = RV*¥ definida como

AM(ZL',t, 81, 82) = A(l’,t,TM(Sl),TM(SQ)),

de esta manera, el problema aproximado se escribe en la forma
Hallar ups € Wi, a1, oar € WS N L2(Q), Oar — a, o — b € L2(HA(RQ)) tales
que

= /OT (f,o), YveI*(V);
/OT <d§_:4’¢> +/Q Ap(0m,0m)VOMV S

:/Q(l — One 00| Taa (|Vune )6, Vo € LA(HL(Q));
/oT <i%’¢> +/Q Am(Om,om)VuVé

1
= /Q —PM (HTM(|VuM|2) + m) ¢, Vo€ L*(Hy(Q);

(5.3)

upr(0) = uo, Om(0) =60, ¢um(0) =g en J

Para estudiar la existencia de solucién para los problemas aproximados,
hacemos uso de nuevo del teorema del punto fijo de Schauder.
ETaPA 2. Existencia de solucién para (5.3)

Introducimos el operador @ definido de L*(Q) x L?(Q) en s mismo tal
que a cada (4, %) € L?(Q) x L?(Q), le hace corresponder ®x(8,3) = (6, ¢)
donde (f, ¢) se calcula por el proceso
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(7) Hallar v € W, tal que

/oT <Elchti”> +/Q Au (0, p)TuVo = /oT ok s

u(0) = uo, Vv € LE(V);
(1) Hallar § € W N L*(Q), 0 — a € L2(HL(Q)) ¥

/oT <%¢> + /Q An (B, §)VOVS = /Q (1= 0161Toe (IVul) 9,

8(0) =6y, V¢ € LE2(HE(Q));

(5.5)
(77) Hallar ¢ € Wz(z) NL=(Q), p—be L2 H(Q) y
T Jde 5=
/0 <5,¢>+/Q Am(0,9)VeVe
N n, 1 (5.6)
_/Q <p<0TM(|Vu| )+ 9+7’> 9,

©(0) = o, V¢ € L2(HL(Q)).

Veamos en primer lugar que el operador ®p estd bien definido. En efecto,
(2) es un sistema del tipo de Stokes, con lo que existe una tinica solucién u € W;.
Veamos que el problema dado en (ii) admite una tnica solucién, para ello sea
g: Q@ xR+ R la funcién de Caratheodory definida por

9(2,t,8) = (5 + a)(|s + alTar (IVu(z, O7) — alalTae ((Vu(a, ),
entonces g(z,t,0) = 0 y g(=,t,-) es creciente para casi todo (z,t) € @; por

consiguiente existe una tnica z € L?(H}(R)), con g(z) € L}(Q) (éste resultado
de existencia puede encontrarse en [13]) solucién de

/OT <%§’¢>+/Q AM(_,¢)VN¢+/Q 9(2)e

- / (1~ ala|Tae (IVu]?) 4,
Q

2(0) =60 —a, V¢ € L*(H3(Q)NL=(Q);

(5.7)

Poniendo § = z + a, se observa que ¢ cumple la formulacién variacional de
(#1) para los ¢ € L2(H{(Q)) N L*°(Q). Lo tnico que resta es comprobar que
6 € L™ (Q), y con ello se tendra también que la formulacién variacional es de
hecho en todo LZ(H(£)).
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Lema 5.1 Sea z la tinica solucién de (5.7) y § = z 4+ a. Entonces 8 € L*=(Q)
y ademds

0 < 0(z,t) < max{||fo]|z=(n), a} +t, cp.d (z,t) €Q. (5.8)

DEMOSTRACION:
Denotemos por Ay = Ay (0, $). Hemos visto que 8 es solucién (inica) de
Hallar § — a € L?(H3(R2)) tal que '

/OT<%¢>+/QAMWV¢+ /Q 010\ T (V) = /Q 3

0(0) = 00, V4 € L*(Hp(Q)) N LY(Q);

Como a > 0, se sigue que 6~ € L2(H(Q)) y T1(67) € L2(HE(Q)) N L>(Q),
de donde tomando como funcién test ¢ = T;(f7), obtenemos

531 [ mer <~ [ mem) <o

o

Integrando ahora entre 0 y ¢ se llega a

/ T2 (67) (2, 1) < / I3 (67) (2, 0)° = 0.
0 N

Y en consecuencia 8~ (z,t) = 0, c.p.d. z € Q y para todo t € (0,T).
Para probar la acotacién superior, llamemos K = max{||0o||z (), @}, y sea
1 = 6 — K —t; tenemos que probar que ¢t = 0. Notemos en primer lugar que
por la definicién de la constante K, se tienen condiciones iniciales y de contorno
nulas para la funcién 4% . Haciendo uso de la descomposicién o = 9%+ — ¢~ se
obtiene que
oyt

_at— -V (AMVI/)+) = —9|0|TM(|VU|2) en Q

Luego para T tenemos

WV (AuTeH) <0 enQ,
Y*(z,0)=0 enQ,

Y¥(z,t) =0 sobre 9Q x (0,T);

Basta ahora aplicar el principio del méximo para deducir que ¥+ = 0, y en
consecuencia, § < K +1t c.pd (z,t) € Q. <

Finalmente, el problema (iii) es una ecuacién lineal para la incdgnita ¢, y
por tanto existe una dnica solucién ¢ € L2(H1(Q)) tal que ¢ —b € L2(HE()).
En cuanto a la regularidad ¢ € L™ (Q), se tiene el siguiente resultado, cuya
demostracién es inmediata.
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Lema 5.2 Sea ¢ € L*(H'(S2)), solucion de (5.6). Entonces
0 < p(z,t) < max{[lpo||lLe (), b}, cp.d. (z,1) € Q. (5.9)

Con todo esto se concluye la comprobacién de que el proceso (¢)—(22) estd
bien definido. Se trata entonces de comprobar que ®as estd en las hipé6tesis del
teorema del punto fijo de Schauder.

La continuidad de ®5s se demuestra de forma completamente andloga al
caso estacionario {seccién 4.3.1); para estudiar la compacidad, consideramos las
inyecciones continuas y compactas H(Q) < L%(Q) — H~!(Q), aplicando el
lema 2.3, se obtiene que Wz(z) s L?(Q), con inyeccién compacta. Puesto que las
respectivas soluciones 6 y ¢ de (5.5) y (5.6) estdn en W2(2) la compacidad de ®
quedara probada si se demuestra que # y ¢ pertenecen a un conjunto acotado
de W2 (independientemente de (8, @) € L?(Q)). Pero esto es inmediato, pues
tomando ¢ = 8 —ay ¢ = ¢ — b como funciones test en (5.5) y (5.6) se sigue

que

/ (1= 010|T3r (|7 [3) (6 - 0)

/ bl + / Ant(0,8)9 (- D)V (i — )

- [~ (07019 + 5 ) (=1

Usando v = u en (5.4) se deduce inmediatamente que

lull L2gaz )y < CUIFL2(a-1 @) 1wolla(ny, @)

con lo cual, utilizando las estimaciones en L*°(Q), (5.8) y (5.9) se deduce
1 2 1 2 2
§||0(T) = al|z2q) — '2‘”90 —al|p2qy + || VO||L2qy < C
1 2 1 2 2
§||80(T) = bllL2) — 5“990 = blz2q) + @l Vellzaq) < C

donde las constantes sélo dependen de || f]|L2(zr-1(q)), |[uollz2(), @, [|follze(0)s
”SOOHLBO(Q), a, b, T y son independientes de M. Por tanto, 8 y ¢ estan acotadas

0
en L?(H'(Q)). Por otro lado, como -(cil_t = V- (AuV0) + 1 - 0T (|Vul?),

d
entonces d_0 pertenece a un acotado (que depende de M) de L%(H~1()) +

L*®(Q) — L*(H~1(£2)). Consecuentemente, las funciones § estdn en un acotado
de sz . El mismo razonamiento es vilido para ¢.
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Finalmente, consideremos B el conjunto dado por

B ={(0,9) € L*(Q) x L*(Q) / 0llL=(q) < max(|[fo]|z=(), a) + T,
16l (@) < méx(llpollze(n), b)}

de manera que B es un convexo, cerrado, acotado y no vacio de L?(Q) x L?(Q),
tal que ®p(B) C B.

En conclusién, ®ps admite al menos un punto fijo (6,¢) € B. Si ademds,
tomamos M > max(méx{||fo||L(n), a} + T, max{||wol|L=(n), b}), entonces

O
ETAPA 3. Estimaciones para (ups, 0, onm)-
Haciendo v = upr, ¢ = 0y —a 'y ¢ = par — b en (5.3) respectivamente, se
deduce la existencia de constantes independientes de M tales que

lluall Lz ay) < CrlllfllLaga-1 (@), lluollza(n), @) (5.10)
10nm |2 (0y) £ Ca(Ch,a, T, |00l Lo () (5.11)
llea ||z () < Cs(Ca, b, [|@ollLee(a)) (5.12)

Luego podemos decir que

(uar) acotada en Wy,

(far) acotada en Wéz) NL*(Q)

(¢n) acotada en W2(2) N L=(Q).

<
ETara 4. Estimaciones para las derivadas temporales.
dups dfy dem
dt * At At

expresar cada una de ellas como suma de operadores que van a estar acotados
en distintos espacios. Para conocer cuéles van a ser los operadores en cada
caso, basta considerar las ecuaciones variacionales dadas en (#)—(11).

Para deducir estimaciones para las sucesiones , vamos a

. . ., upm
Empecemos por deducir una estimacién para . Sea

I(v) :/ A(Os,om)VuuVy, veL*(V);
Q

entonces |I(v)| < CHuM“Lz(H&(Q))||v“Lz(H01(n)) < Ckl”””L’(Hs(ﬂ))’ la primera
desigualdad se deduce de la acotacién de Opr, o € L™(Q) junto con (H.2),
mientras que la segunda deriva de la acotacién (uar) en LZ(H}()). Luego I

. u <
estd en un acotado de LZ(H~1(€)), y en consecuencia | —= | también. Luego

dt
(unar) pertenece a un acotado de Wi, que estd incluido en L2(Q) con inyeccién
compacta.
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ds
th . Sea

Veamos ahora una estimacién para

I(v):/ A(Orr.om)VOM YV, v e LE(HYQ)),
Q

entonces |I(v)| < Cks||v||L2(a1(qy), donde k3 es una cota de |10 ||L2(a (),
luego I estd acotado en L?(H~1(R)). Por otro lado, sea

J(v) = /Q 02, T (|Vun P, v € L(H()),

usando que (f37) estd acotada en L*°(Q), y (up) acotada en L2(HE(R)), se
tiene que J estd en un acotado de L?(L!(R)). Volviendo a (5.5), obtenemos

0
que dd—iw estd en un acotado de L?(L'(Q)) + L%(H~!(f2)). Haciendo el mismo

razonamiento para ¢y, se obtiene que dom
LY H-Y(Q)).
Como L}(Q) — W-14(Q), Vg <

estd en un acotado de L?(L!(Q))+

N e sigue que
N——l’s g _Cl

L*(LY(Q)) + L*(H™H(Q)) = LA (W ~19(Q)).

. dbpy d .
En consecuencia d:l , % estdn acotadas en el espacio L2(W~19(Q)), y
por el lema 2.3, (6a) y (¢ar) son relativamente compactas en L?(Q). <&

ETaPa 5. Paso al limite.

Por 1ltimo, en esta etapa probamos que se puede pasar al limite cuando M
tiende a infinito. De la etapa anterior se deduce que, para subsucesiones, que
denotaremos igual

débil en L2(HL(Q))
uy —> u{ fuerte en L2(Q)
M—4o0
cpd. en @

{ fuerte en L2(Q)

6
M, ¥M M—>_+) c.p.d. en @

Debido a estas convergencias, en la ecuacién para ups se puede pasar al
limite; y por el mismo razonamiento que se desarrolla en la continuidad para el
operador @ en el caso estacionario, se deduce la convergencia fuerte de ups a u
en L?(H§(S2)) y, por consiguiente 63, Ths (|Vups|?), converge fuerte en L!(Q) a
9%|Vu|? y lo mismo ocurre con el témino en el que aparece Tas(|Vup|?) en la
ecuacién para @7 .

Es inmediato que los demas términos del sistema (5.3) pasan al limite; asi,
u, 8 y ¢ cumplen que son solucién del sistema (5.2).
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5.2.2 Condiciones iniciales en L'(Q)

Consideramos el problema (5.1) con la hipétesis g, po € L1(Q) y afiadimos la
hipétesis adicional

(H.5) existe B > 0 tal que ||A(s1,s2)|| < B, Vs1,52 €R.

La hipétesis (H.5) es necesaria como ya veremos en las secciones posteriores,
para poder pasar al limite en los problemas aproximados que vamos a plantear
para obtener la existencia de solucién en este caso.

En este caso la formulacién débil del problema (5.1) se escribe como:
Hallar u € Wy, 8,0 € W’éq) NL®(LY(Q)), 6 — a, ¢ — b € LI(W;9(Q)) tales que

/OT <i—?,v>+/QA(0,go)Vqu:/0T (f,v), YveL*(V) \

T 746
/ <5,¢>+ /Q A0, )8V

:/62(1—-62|Vu|2)¢, V¢ € D(Q)

(5.13)
/0 ' <i—f¢> 4 /Q A8, 9)VpV
= /Q —p (a |Vul? + 0?%) $, VéeD(Q)
u(0) = uo, 6(0) =00, ©(0) =0 en Q )
con Wi? = {v € LI(W(Q)) / 3—;’ € L (W~11(Q))}, donde q [1, x—jﬁ) -

Nota 5.6 Como ya vimos en la seccién anterior las condiciones iniciales y de
contorno para u tienen perfecto sentido, en cuanto a las condiciones iniciales
para 6 y ¢ éstas tienen sentido al menos en W~1¢(Q) y las condiciones de
contorno se satisfacen en el sentido de la traza de elementos de W19(Q).

Existencia de solucién

En este apartado, se demuestra un resultado de existencia de solucién para el
sistema (5.13), basado en el planteamiento de problemas aproximados donde
vamos a eliminar la dificultad de los segundos miembros en L! y datos iniciales

en L}(Q).

Nota 5.7 En principio, se puede pensar que no es necesario eliminar la difi-
cultad que proviene del hecho de que los segundos miembros de las ecuaciones
que satisfacen las variables escalares 6 y ¢ estén en L, ya que en la seccién an-
terior hemos probado que este problema con condiciones iniciales en L™ tiene
solucién. Si construimos los problemas aproximados simplemente truncando
las condiciones iniciales, nos encontrariamos en el caso anterior y por tanto
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podemos asegurar que Jupr € Wy, Opr, 00 € Wz(q) N L>®(Q) con ¢ < FTA

solucién del problema aproximado. La dificultad surge al intentar obtener es-
timaciones a priori para estas soluciones, debido a la poca regularidad de los
déy  dewn

a ¥ Tat
mados eliminando no sélo la dificultad de las condiciones iniciales en L, sino
también el segundo miembro en L!. O

términos . Por este motivo, se construyen los problemas aproxi-

Teorema 5.2 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.5), 6o y po € L'(S2) el problema
(5.18) admite una solucién u € Wy, 6, o € WP N L®(LY(Q)), 8 —a, p—bE

LI(WD9), Vg € [1x—i) Y, ademds

1.6>20,9>0cpden @,
2. 0%|Vu|? € LY(Q), ¢0|Vul® € LY(Q).

DEMOSTRACION:

Empecemos por plantear los problemas aproximados, para ello sea M > 0 y nos
planteamos el problema (5.13) donde hemos sustituido |Vu[? por T (|Vul?) y
las condiciones iniciales 8y y @o por sus truncadas a la altura M, de forma que
el problema aproximado se puede escribir de la forma

Hallar ups € W1, a1, 0m € WZ(Q) NL®(Q), Op — a,op — b € L2(HF(Q)) tales

que
T \
/ <§§M~,v>+/ Ap(Onm, 0m)Vupu Vo
0 t Q
T
:/ (f,0), YoeL*(V);
0
T 7doy
I <7,¢>+ [ Ase(01, 0200376
0 Q

= /Q (1= Oar 0 Tor ([Vune ), Vé € L2(HA();

T
der
/0 <T ¢>+/Q Ap(Om, om)VouVe

= | —on (ob Tl + 5 ) 6, V8 € P (@))
uM(O) = Uop, gM(O) = TM(00), QDM(O) = TM(‘PO) en §2 y,

(5.14)
Por la seccién anterior, al estar las condiciones iniciales en L*(Q), ya
sabemos que existe solucién del sistema (5.14) y satisfacen

0<0 < mé.x(||TM(90)”Loo(Q), a) +T (5.15)
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0 < en < max([|Tw (eo)llL=(a), b) (5.16)

EISTIMACIONES A PRIORI PARA ups
Para la sucesién ups las estimaciones son las mismas que obteniamos en el
caso anterior, en particular

luatllzeo L2y < Crllfllzca-1(a)s lwollL2 (@), @, T) (6.17)
IVunl|ray < Caolllfllz2(a-1(a)) luollLz @), @, T) (5.18)
lluntll2amziay) < Calllfllzr-1 @), lluollLz), @, T) (5.19)

Nos fijamos especialmente en la segunda, es decir, los Vuas estan acotados
en L%(Q), ya que éste va a ser el factor en las otras dos ecuaciones que hace que
los segundos miembros estén en L!(Q), y esta condicién nos dice en particular
que

IVun |l < C (5.20)
ESTIMACIONES A PRIORI PARA fa1 Y op

Las estimaciones para estas sucesiones las vamos a hacer de forma paralela,
ya que las ecuaciones que satisfacen son muy similares y, las dificultades que
presentan son practicamente las mismas.

Estimacién en L*(0,T; L}()) .
Sea p.(s) = %7}(5) y denotemos por ®.(s) :’A @e(0)do. Sean Gy =

Om —ay ém = oum — b, entonces estas funciones satisfacen
dé 8
<*a‘ﬂi,¢> +/ A (Opr, om)VOMV $
t )
= [ (= nlow T (Vun o, v € L)
Q

dg -
<—§t"i,¢>+ /n Ant (Osr,p21)VEn V6

1
O+ 7

= /ﬂ —par <9M Tae (|Vum|?) + ) ¢, V¢ € L*(Hg(Q);

Tomando como funciones test ¢ = @, (0r) vy ¢ = @ ($m) respectivamente, se
obtienen las igualdades
dby - . ~
a7 PeOn) )+ | Am(Om, oar) VO Vipe (Onr)
Q

- /ﬂ (1= a8t [ Toe (| [2))pe (o),

<'d<§—éu ¢s(¢M)>+[) AM(GM’()OM)V‘;’MVSDS(@M)

= [~ (000 T (V0P + =) o)

M+
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Por la definicién de ¢, y ®., estas igualdades se escriben como:

d ) L
I <I>s(9M)+/ Ayt (Om,00) VO VOr o (Om)
o a (5.21)
= [ (= Oarl0na Tar (Vs ) (),
)
d X o
3 | S(@m) + | AmOm, o) VEMV o1 Pe(Pm)
e e (5.22)
_ _ 2 AT
= [ —our (o3 Tel1 ) + 2= ) o
Restando a las ecuaciones (5.21) y (5.22) respectivamente
[ D 0usPociae) v [ 5 (00 T+ 5= ) o),
o) o M+
obtenemos
d . o
T q)e(eM)+/ Am(Orr, o) VMV Oy @, (Onr)
Q Q
+ [ (ol = ) Toa (T2 o) (5.3
Q
= [ (1= @Ta(1Vus)p. Gue),
Q
d i e
T ‘1>e(<PM)+/ Am(On, om)VOMV M (P1)
Q Q

+ [ tow-b) (oM Toa (IVupel?) + )sos(saM) (5.24)

O +r

:/ﬂ—b <9MTM(|VuM|2)+9M+r) v (Pm);

Usando ahora que ¢.(s) > 0, Vs € R junto a la hipétesis (H.1) se obtiene

t g _ t .
— [ ®(0m)+ ((0s1081] — @) Tar (I Vunt|?)) e (6ar)
/" dt/“ /"/“ (5.25)

< / [ (4= T pe )

L3 [ @+ [ [ ton =0 (o Toe(Vus) + 2 ) eulion)
< [ -5 (o TarVun) + ) e

M+
(5.26)

Como (0pr|0a| — a?) e (@ar) > 0, llegamos a partir de (5.25) a

/0‘ 4 /ﬂ B, (0n) < /Q 11+ @ Tor (IVne ) e (G ).
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Ahora bien, como |¢,(s)] < 1,y gracias a la cota (5.20), podemos asegurar que
3Ct = Ci(a,T) > 0 tal que

/ " / by) < Ci, Vte,T]. (5.27)

Vamos a probar ahora que también es cierto que existe Cy > 0 tal que

/dt/ m) < Ca, VEE[0,T]. (5.28)

Para ello volvemos a (5.25) con la cota ya obtenida (5.27) y deducimos que
| et = )T (Fusa g ) < ©
pasando al limite cuando € — 1, en esta desigualdad se llega a
| 151 = )T 9se ) signo(one — ) < .

luego
/ |0ar — a}(0n + a)TM(IVUMlz) <C.
Q

Y, por tanto :
[ Taa(19unl?) < © (5.29)
Q

veamos que esta desigualdad implica que / 100 Tas (|Vun)?)| < C. En efecto
Q
| ostulvusi= [ s Tuse )
Q {l6nm|>1}

+ / 1031 T (Ve 2] < / 02, Tor ([ Vun[?)
{16ar]<1} Q

+ / (Tyr (V)] < C
Q

la ltima desigualdad es cierta debido a (5.29) y a (5.20). Esta tltima acotacién
nos permite acotar el segundo miembro que aparece en (5.26), y deducir que

[ 5 [ 2@ s [ [ =0 (s ulvumt) + 72 ) ot

g/ b‘ﬁMTMﬂVUMI?)‘i‘ lee(@n)| < C5
Q

Op + 7

de nuevo como (pp — b)ee(Par) > 0, por el mismo razonamiento anterior
obtenemos

tq
/—/ ®.(63) < Coy Vi €[0,T],
o dt Jg



5.2. El problema sin término de transporte 95

y de ahi se llega también a
/ |¢M0MTM(|VuM|2)| <C. (530)
Q

Como son dos desigualdades completamente andlogas las obtenidas en (5.27) y

(5.28), sélo vamos a probar que a partir de (5.27), la sucesién (85r) estd acotada

en L*(0,7; L}(£2)) y el mismo razonamiento serd valido para (par).
Tomemos (5.27) e integramos entre 0 y ¢

/ &, (I (1) < C1 + / e (The(60), Vi€ [0,T]
Q (13

haciendo ¢ = 0

/n Br(t)] < Cr + /n (T (80)] < Cr + /n 1.

Luego podemos asegurar la existencia de dos constantes que sélo dependen de
los datos y no de M tales que

10allLee(rr(n)) < D1 (5.31)

llearllLoe(zr()) < D2 (5.32)

Estimaciones para las funciones de truncamiento
Sean j > 0, Tj(s) la truncada a la altura j definida en (3.9) y S;(s) =
S

A Tj(o)do.

Procedemos de la misma forma anterior tomando como funciones test ¢ =
T;(6m) vy ¢ = Tj(¢m) respectivamente, obteniéndose

%/ﬂ Sj(éM)+LAM(GM"'OM)VI}'(‘;M)VTTJ-@M)

(5.33)
- /ﬂ (1= 01081 1T (IV'uae 1)) Ty (B,
d
| Si(@m)+ | Am(Opr,0m)VTi(om)VT;(E0m)
dt/ﬂ /ﬂ 1 (5.34)
= [ —our (o0 TP + 52 ) T

Por la hipétesis (H.1), la propiedad |Tj(s)| < |s|, y las cotas (5.31) y (5.32) y
haciendo el mismo desarrollo anterior se deduce que

t
/ i‘/ Sj(eM)SC;[, VtE[O,T]
o dt Jo

t
| 5[ s@msc, wepn
o dt Jo
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Y, en consecuencia,
IS5 (Bar)|| Loy < Cs (5.35)
1S5 (@m)llLee (1) < Ca (5.36)
Volviendo a (5.33) y (5.34), y usando estas cotas junto con (H.1), se obtiene

”Tj@M)”H(Hg) <jD3, Vj>0 (5.37)

T3 (6slL2qary) < 3Day V5> 0 (5.38)

Estimacion de los gradientes
Para conseguir una acotacién de fpr y war en Lq(Wl'q), basta comprobar
que
| /WiuP <Dy [ VuPsDs ¥n20
BT, 14
donde
By ={(z,t) e @/n < |0u(z,t)] <n+1},

Vir={(z,t) € Q/n < |gum(z,t)] <n+1}.

y aplicar el razonamiento desarrollado en el lema 2.1. Para conseguir esta
acotacién tomamos la sucesién de funciones ¥, definida por

0 si|s|<n
¥,(s) =¢ s—mnsignos sin<|s|<n+1 (5.39)
signo s si|s|>n+1

U
y denotamos por Hp(u) = / ¥,,(s)ds. Tomando entonces como funcién
0

V=V, y =10, (@am) en (5.5) y (5.6) respectivamente, obtenemos
d o - . -
= / Ha(for) + / Ant(Orr, o10) Vir VirrY, (Br)
s} Q
= / (1 = Onr |00 | Toa (| Vun ) %, (611), (5.40)

o
d ~ ~ ~ 1 (a
T [ Hn@a) + | Am(On,0m)VEMY o1 ()
2 Q

1
M+

= [ ~on <6MTM(|VuM|2)+ g )\If,.(saM); (5.41)

Y, en consecuencia por el mismo desarrollo anterior
1 (Ba1) | oo 22y < C (5.42)

1 Hn(@m)llLeo(zry < Co (5.43)
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y también

) 650Toa (Vun) < [ 03 Tor(1Vupe )0 G
{1oxm|>n+1+4a} Q ‘ (5.44)
< [ Hulin@) = [ Ha00-)+ /Q o (0nr)

s Dot (Vun?) < | paa00aTon (Vupe ) (Gar)

/{|¢M|2n+1+b} Q

< [ Haon @)~ [ Haoo-0)+ [ DL, (Gar)
Q ) Q T

(5.45)
Volviendo a (5.40) y (5.41), integrando entre 0 y T, y usando las cotas (5.42),
(5.43) y la hipdtesis (H.1) se deduce

[ w@0ivinl’ < ¢
Q .

/ ¥, (63)|Vém]? < Ci
Q

Entonces, la derivada de ¥,, es uno sobre dichos conjuntos y cero en el resto.
Por tanto, la dltima acotacién en realidad se escribe como:

/ Véu P < Cs (5.46)

By

/ IVém|* < Cy (5.47)
Vi

donde C3 y C4 no dependen de M y n. Luego por el lema 2.1, podemos asegurar
N+2

que (0ar) y (p) estéan acotadas en LI(W19), cualquiera que sea q < Ne1

<&

Estimaciones para las derivadas temporales

. dup
Como ya ocurriera en el caso estudiado en la seccién anterior, (T esta

en un acotado de L2(H~1(Q2)), y en consecuencia (ups) pertenece a un acotado
de W1, que estd incluido en L?(Q) con inyeccién compacta.

Por otro lado, hasta ahora para (8ar) y (¢a) se ha obtenido que estan aco-

N
tadas en L®(L!(Q)) N LI(W19(Q)), cualquiera que sea g < Ni 1
el resultado de interpolacién descrito en el lema 2.8, se obtiene que dichas suce-

N(N +2)
N2-2 )’

y mediante

siones estdn acotadas en LE(*)(L*(Q)), para cualquier s € [1,

2s
{(s) = N(s——-l)-
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Tomemos las ecuaciones que satisfacen 8y y ¢ respectivamente:

OOn —V - (Anr(Oar, oa0) V1) = 1 — 0%, Tas (|Vun}?)

1
Ovom — V- (Am(0ar, om)Veom) = —om (6MTM(|VUM|2) +3 )
M+ T

por las estimaciones probadas anteriormente, junto a la hipétesis (H.5) se llega

a que <d—f“1‘i> y (d—(gtj‘i) estan en un acotado de L!'(Q) + LI(W~14); usando

las inyecciones de Sobolev se deduce que

N+2
N+1’

LHQ)+ LI (W11 — LY W1, Vg <

en consecuencia podemos asegurar que las sucesiones (f3r) ¥ (¢a) estdn en un

acotado de W{?, Vg < x—_::?,

LYQ). o
EXTRACCION DE SUBSUCESIONES CONVERGENTES

De las estimaciones anteriores se deduce la existencia de u € Wy, 8,¢ €
LY(W19(Q)) y de subsucesiones que seguiremos denotando por u,0m, om
tales que

y por tanto, en un relativamente compacto de

débil en L2(H(Q)N)
unr — ud fuerte en L2(Q)N
M i c.p.d. en @

*_débil en L= (L2(Q)Y)
débil en LI(W19(Q))

N+2
q are
QM,cpMM—xooﬁ,go fuerte en L1(Q), Vg < N1
c.p.d. en @
dups du . . 2 r—1
“H Mote d@ débil en L*(H~1(Q).
O de en D'(Q)..

di Mo+oo dt

e e P @
O
PAso AL LIMITE
Las convergencias anteriores son suficientes para concluir que ups — u fuerte
en L?(H}), y podemos suponer también que |Vup|? — |Vu|? c.p.d. en Q.
Ahora veamos que 0%|Vu|?, y ¢0]|Vu|? € L}(Q). En efecto, por el lema de
Fatou, y (5.29)~(5.30) se tiene

/ 2 |Vul’ < lim [ 63 Tm(IVuml®) <C
Q Q

M— 00
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/|630HVU.|2< lim / |0MgoMTM(|VuM| )<c
Q

Veamos ahora que 83,y (|Vu|?) = 62|Vul? en L}(R). En efecto, como
ahora sabemos que 6?|Vu|? € L1(Q), se tiene que, para cualquier n > 0 es

/ 163, Tt (IV]?) — 62| Vuf?] = / 163, Tos (IVf?) — 62V
Q {lom|<n+14a}

+ 6%, Toa (V%) — 67|V
{los|2n+1+a}

Obsérvese que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene

1fm 102, Tar (|Vu|?) — 6%|Vul?| = 0.
M—00 J{[op]|<n+1+a}

Finalmente,

/ 03 Thn (V) — 219 < | 183 T (V)
{l8rr)2n+1+a} {l8ml>n+1+a}

+ f{|3M|2n+1+a} |02|VU'2|
usando (5.44) y tomando limite superior en M,

gy 0 /Q 163, Tt (IVul?) — 07| Vul?)

< By / 103, Tor (V) — 07| Vul?]
{l0m|>n+14a}

S/QH,,(H(T)_;_/QH“(%_OL )+ [ -0

+ 62|V ul?]
{I8|2n+1+a}

y como esta desigualdad es véalida cualquiera que sea n > 0, se tiene
02 Toe (|Vul?) = 62|Vu|? fuerte en L1(Q).
El mismo razonamiento junto con (5.45) sirve para demostrar que
O3 eTar (IVul?) = 6p|Vul®  fuerte en L1(Q).

Consecuentemente, se puede pasar al limite en todos los términos y obtener la
existencia de solucién. <o

5.3 El problema de evolucién con términos de
transporte

En esta seccién se trata de estudiar la existencia de solucién para el mismo
problema de la seccidn anterior donde se han incorporado en cada ecuacién del
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sistema (5.1) el término de transporte correspondiente. En el caso estacionario
esta incorporacién nos llevé a la limitacién de la dimensién espacial N = 2
6 3; en este caso sélo podemos garantizar existencia de solucién para N = 2,
debido, a que es bien conocido que para N = 3 no se tiene la igualdad de la
energia en las ecuaciones de Navier-Stokes y no podemos garantizar en este
caso la convergencia fuerte en L! de los gradientes.

El sistema a resolver en este caso es

g—?+(u~V)u—V-(A(6,go)Vu)+Vp:f, V-u=0enQ
o6 1o |2
'67+UV9—V-(A(9,<,0)V9) =1-6%Vu|*en Q

Oy Yo_ . (Al 0 1Tul? 1 0 (5.48)
W+ TV (40,9)V) = —p (0195 + ) en
u(z,t) =0, 6O(z,t)=a, ¢(z,t)=>sobredQ x (0,T)

u(z,0) = up(z), 0(z,0) =6o(z), «(z,0)=po(z)en Q

donde se suponen las mismas hipétesis (H.1)-(H.4) para los datos.

De la misma forma que en la seccidén anterior la formulacién débil del sistema
es ahora:
Hallar u € Wy, 0,0 € Wéq), 62|Vul?, o8| Vul|? € L(Q) tales que

/OT <((;;—1;,v>+/q(u.V)uv—{~/;2 A(8, p)VuVv ]

T
:/0 (f,vy, YveIL*V)

/oT <%¢> ‘/Q uve+ /Q A(6,)VOVS

2/62(1-02[w|2)¢, Vé € D(Q) L (5.49)

/oT <%§ >_/Q uVée+ /Q A9, 9) VeV

1
= [ =e(o1vur+ 735) 6 v eD(@
u(z,t) =0, 60(z,t)=a, ¢(z,t)=>sobredQ x (0,T)
u(z,0) = uo(z), 6(x,0) =bo(z), @(,0)=po(z)enQ |

Existencia de solucién

En este apartado vamos a enunciar un resultado de existencia de solucién para
el problema (5.49)
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Teorema 5.3 Sea N =2 y supongamos las hipdtesis (H.1)-(H.4).
1. 5t 8, po € L™(Q), entonces existe solucion de (5.49) que satisface

N
we Wy, 0,0 W NLPQ), Vg < T

0 < 0(z,t) < méx{||fo||L=(q), a} + 1, c.p.d (2,1) € Q,

0 <ep(z,t) < méx{||ol|z= (), b}, c.p.d (z,t) € Q.

2. Si by, po € LY(Q) y suponemos la hipdtesis (H.5), entonces eriste solu-
cion del problema (5.49) y ademds

(9) co(r1 N+2
ue Wy, 0,0 W NL™®(L (Q)),VqE[l,N_l_l),

6>0,0>0, cp.d en(,
02| Vul?, 0| Vu|? € L}(Q).

DEMOSTRACION: Para probar este teorema se utiliza el mismo procedimiento
de la seccién anterior, sélo hay que comprobar que se puede pasar al limite en
el término nuevo. Como N = 2, upy € L*(Q) y upr — u fuerte en este espacio,
estudiamos ahora cada caso por separado porque la regularidad que se tiene es
distinta para las variables 6 y ¢.

1. En el primer caso, tenemos upfy — ub, uprpn — up en L*(Q) fuerte,
y en consecuencia V - (upfp) = V- (uf), V- (uproar) = V- (up) fuerte
en L*(W-14(Q)).

2. En el segundo caso, la interpolacién entre LI(W4(Q)) con ¢ < 4/3 y
L®(L(£2)) nos lleva a deducir que 83 y o estan acotadas en L7 (Q),
para cualquier r < 2. Luego, up0m — ub, uprpm — up en LI(Q) débil,
con ¢ < 4/3, y en consecuencia V - (upfp) = V- (ub), V- (uprom) —
V - (up) débil en LI(W~19(Q)), para cualquier ¢ < 4/3.

o

Nota 5.8 En este iltimo caso, donde g, po € L!(Q2), la hipéStesis (H.5) es
fundamental en el tipo de desarrollo aqui realizado para estudiar la existen-
cia de solucién. En concreto, se utiliza para poder deducir que las sucesiones

(%{) y (d:;tM) estdn en un acotado de un espacio de Sobolev, lo cual nos

permite deducir la convergencia en el sentido de las distribuciones. Cuando la
hipétesis (H.5) no se tiene, el problema no estd resuelto, una posible resolucién
en este caso es recurrir al concepto de solucién renormalizado para las ecua-
ciones de # y ¢, obteniendose para el sistema completo una solucién del tipo
débil-renormalizada andloga a la estudiada por Climent ([17]) para un modelo
con una ecuacion. O
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Nota 5.9 Los segundos miembros considerados en este trabajo para las ecua-
ciones de 8 y ¢, son particulares del modelo. En cambio, el procedimiento
aqui descrito es valido para situaciones mas generales, en particular se pueden
considerar como segundos miembros funciones —g; y —g» para las ecuaciones
de 8 y ¢ respectivamente, tales que satisfagan

q1(z,t,5,6)s>0, VseR, VEEMpyxn;

lg1(z,t,5,€)| < h1(s)(1 + [€)%), h1 € C(R), hy>0.
g2(x,t,81,52,8)52 >0, Vsy,s0 €R, V€ E Mnxn;
lg2(z, 1, 51,52,€)| < ha(s1,s2)(L+ [€]*), Rz € C(R), h2>0.

Nétese que de nuevo el sistema con estos segundos miembros engloba al modelo
0—p. En efecto, basta tomar

g1(z,t,8,Vu) = 6(z,t)|Vu(z, t)|2,

— 2, -
92(,1,0, ¢, Vu) = 0(z,1)|Vu(z, {)|" + TEETS

o

Nota 5.10 Por dltimo, hay que hacer notar que la restriccién de la dimensién
espacial N, no proviene de los términos de transporte afiadidos a las ecuaciones
de 8 y ¢ , sino del término correspondiente a la ecuacién para u, es decir,
(u - V)u. En efecto, si se considera el sistema formado por una ecuacién del
tipo de Stokes para el campo medio de velocidades u, y las ecuaciones para
8 y ¢ con sus términos de transporte respectivos, entonces las técnicas aqui
descritas se aplican y los teoremas {5.1) y (5.2) son vélidos para condiciones
iniciales en L>(f2) y en L!(2) respectivamente. o



Capitulo 6
Aproximacion Numérica

En este capitulo se estudia una aproximacién numeérica del sistema de evolucién
formado por las ecuaciones de Reynolds acopladas a la ecuacién que describe
la energfa cinética turbulenta & de los modelos con una ecuacién. Este sistema
queda descrito por tres variables fisicas, a saber: el campo medio de velocidades

u = (ui,...,un)T, la presién media p y k.
8
5? +(u-Vu+Vp=V-[(vo+v(k))(Vu+ VuT)|= F, enQ
V-u=0, enQ (6.1)
k kY %k
% +uVk—V - [(vo+ v(k))VE] = -Ii—gﬂ[Vu + vul |2 - I—ll——

donde v(k) = C,l k[/2, 1, =1, = xC;**, siendo los valores de estas cons-
tantes x = 0.41, C, = 0.09. ([33])

La resolucién numeérica de este problema, ha sido llevada a cabo mediante
el método de las caracteristicas para la discretizacién en tiempo y el método
de elementos finitos para la discretizacién en espacio. Este tipo de esquemas
es muy usado para los problemas que provienen de la mecédnica de fluidos.
([33, 36, 37))

La idea bésica del método de las caracteristicas es hacer que la parte con-
vectiva de las ecuaciones del sistema coincidan con la derivada total de las
variables; asi

{Z—'j +(u- v)u} (5,0 = e, = rulx(e 7). s

donde x(z,t; 7), es la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria:

dx(z,t;7) _ | ulx(et7),7) six(z,7)€Q
dr o st no (6.2)

x(z,t;7)==2
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ello justifica la siguiente aproximacién

%(m,t"“) + (u(:c,t"“) . V)u(:z:,t"“)

Du(z, ") _ w*i(z) —w(x"(z)

Dt At

donde At es el paso de tiempo elegido, t* = nAt el n-ésimo nivel de tiempo,
u™,k™ la velocidad aproximaday la energfa cinética aproximada respectivamente
en el tiempo ™ y X™ es la funcién que hace corresponder a cada punto z el punto
X(z,t"*11"). Segiin la ecuacién diferencial (6.2), X (z,t"*1;1") representa la
posicién en el tiempo " de la particula que se encontrara en el punto z en el

instante ¢*t1,

Introduciendo esta aproximacién en el sistema (6.1) y usando el método de
diferencias finitas en tiempo en la ecuacién para k se obtiene un primer esquema

de tipo implicito:

Comnocido u”, p”, k™, se trata de hallar u"*+?) pntl kn+1 tales que:

1 3
Eun+1 v [(VO 4 V(kn+l))(vun+1 4 vun+1T)] + Vpn+1
=F+ 1 LNV
ST A X
vV untl =,
1
Ekn+1 + un+1an+1 N VAR [(VD + U(kn+1))an+1]
(k") +1 n417T)2 |k Ht|1/2gn L 1
= i b - k"
5 Ve + Vu | L A7

7

(6.3)

Se trata por tanto, de un sistema de ecuaciones estacionario y acoplado para las
variables (u"*+!, k"+1). Sistemas de este tipo han sido estudiados en [17, 28].

Dado el cardcter implicito del sistema su resolucién numérica resulta costosa,

se propone entonces la siguiente variante:

1. Conocido k", se calcula u™*!, p"*+! como la tinica solucién del problema

del tipo de Stokes

At
:F"-l-iunoxn
At ’

V-urtl =9

1
uttl - V. [(VO + V(kn))(vun+1 + Vun+1T)] + vpn+1

(6.4)
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2. Conocido u™t!, hallar k**! solucién de

1 n
(_ + V(k ) ) k"+1 -v. [(VO + V(kn))an+l]
At T 1.Cl, 65)
_ V(kn) |vun+1 + vun+1T|2 _ _1_kn — un-}-lvkn '
2 At

El problema planteado en (6.4) tiene solucién al ser un problema del tipo Stokes
estacionario. En cuanto al problema (6.5) tiene solucién por tratarse de una
ecuacién de Kolmogérov del tipo de las estudiadas en el capitulo 3.

En cada etapa de tiempo hay que resolver sistemas del tipo:

/s:)(uo+(V(E))(Vu+VuT)(Vv+Vv )+ Alt/ uv
:/n (f+ A%u) v

/ﬂ(y0+ (V(E))VkVW+L (i + ,:é?) kY

=/ 'i(—kllvu+w’~”|2\1:—/ uVkW
o 2 Q

La versién discreta de estos problemas formados por dos ecuaciones se realiza
mediante el método de elementos finitos. Se introducen los siguientes espacios:

Qn = {an € L*(Q) / qn]g € P1(Q),VQ € Tr}
Vi = {vn € (C°(Q))? /va|r = 0, vn]q € Q2(Q), VQ € T,
(V-vn)gn =0, Yan € Qn}

Ky ={kn € C°(Q) [ kn]r =0, knlg € Q2(Q), YVQ € T3}
donde T}, es una malla de ©Q constituida por rectdngulos (denotados por @),
P1(Q) es el espacio vectorial de los polinomios generados por {1,z,y} defi-
nidos en Q y Q2(Q) es el espacio vectorial de los polinomios generados por
{1,2,y, 2%, y%, zy, 2%y, zy?, 22y?} definidos en Q.
Finalmente, los problemas aproximados se escriben de la siguiente manera:
Hallar up, € V},, k, € K}, tales que

(6.6)

(6.7)

{3

/n (yo+(u(1‘c,,))(wh+w£)(w,.+wf)+§—t /ﬂ v

1
/n (fh + Zzuh) vh, VYop €V,

/ﬂ (vo+ (v (kn)) VERV Ty + / ( l”g“"l))k,,w,,

(6.8)

(6.9)
:/ @IVW.-}-VUZ’[Z\I’;,—/ upVky U, YU, € Ky,
Q Q



106

Capitulo 6. Aproximacién Numérica

Notemos que estos tipos de problemas deben ser resueltos en cada iteracién de
tiempo. Aqui, tanto kj como @y entran como datos.

Nota 6.1 En toda la seccién se han supuesto condiciones de contorno de tipo
Dirichlet homogéneas, se pueden plantear asimismo otros tipos de condiciones
de contorno como Dirichlet no homogéneas, Newman, mixtas, etc.

6.1 Ensayos numeéricos

El algoritmo descrito en la seccién anterior ha sido implementado para la reso-
lucién numeérica del flujo en una cavidad. Este ensayo es puramente academico,
elegimos este ensayo, porque podemos comparar los resultados con otros tra-
bajos y se conocen las constantes que aparecen en el modelo. El objetivo es el
calculo de la solucién estacionaria como limite de la solucién del problema de
evolucién cuando t es suficientemente grande. '

El dominio considerado es:

- "‘q .‘\—\'

T

Figura 6.1: Dominio

La frontera se supone dividida de la forma I' = ' UT, UT3 UT4 donde a
suvez ['s = I‘;’ UTy, como puede verse en la figura anterior.

Condiciones de contorno

Este modelo pretende representar el movimiento de un fluido incompresible den-
tro de una cavidad, partiendo de que el fluido entra con una velocidad prefijada
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y horizontal a través de la frontera I';. Las fronteras T'y y I't son fronteras
puramente artificiales, lo que nos lleva a considerar condiciones de contorno
para la energia cinética turbulenta en algin sentido libres, ésto se interpreta.
matematicamente mediante condiciones de tipo Newman homdgeneas. Con esta,
consideraciones los ensayos numéricos se han realizado con las siguientes con-
diciones de contorno:

k=10"%en I‘1UI‘2UI‘§

%E =0en I‘;’ UTy,
0 en I'
Uy = 0.15 en I'y
(y=1y+015 enT3UT,
us =0en I.

donde u; y up representan la velocidad horizontal y vertical respectivamente.

Condiciones Iniciales

La condicién inicial que se ha tomado para k es constante en todo el dominio, ya
que como pretendemos comparar los resultados con los obtenidos por Moham-
madi ([33]) y éste la toma constante igual a 10~2 6 103, nosotros la tomamos
de la misma forma. Las figuras que aqui presentamos corresponden a la con-
dicién ko = 102, aunque también hemos hecho ensayos con ko = 10~3, pero
cualitativamente los resultados son muy similares, la tinica diferencia es que es
necesario mas iteraciones en tiempo para llegar a una buena aproximacién del
estado estacionario.

Para la velocidad hemos considerado dos tipos de condiciones, en primer
lugar consideramos que ug es una funcién con divergencia nula, solucién de un
problema del tipo de Stokes, y en segundo lugar tomamos ug prefijada. Estos
nos lleva clasificar nuestros ensayos en dos tipos:

(C.1) Dado ko, se calcula ug como solucién de

-V (1/ + I/(ko))VUo + Vpo=0
V- Up = 0

(C.2) Se toma ug de la forma uy = ( é ), es decir velocidad horizontal igual
a 1 y velocidad vertical igual 0.

Como cabe esperar las condiciones de tipo (C.1) dan mejores resultados que
laas condiciones de tipo (C.2), como ya veremos més adelante.
Niumero de Reynolds

Estos ensayos se han realizado con nimero de Reynolds Re = 103 y Re = 108.
Cuando el nimero de Reynolds es 103 los resultados son comparables con los
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ensayos realizados por Mohammadi en [32, 33], ademds se ve en este caso que los
efectos viscosos son importantes. Cuando tomamos como nimero de Reynolds
Re = 10° los efectos viscosos dejan de ser importantes y éstos estan dominados
por los efectos turbulentos como podremos observar en la graficas.

El nimero de Reynolds también afecta directamente al paso de tiempo que
hay que considerar, y al nlimero de iteraciones en tiempo necesarias para llegar
a una aproximacion aceptable del estado estacionario.

Test de error

En estos ensayos se han considerado dos tests de error distintos dependiendo
de las condiciones iniciales de la velocidad. Asi, para las condiciones de tipo
(C.1) se considera el test

[lu™+ — u™floo < Jluolleo 107 (6.10)
para las condiciones de tipo (C.2) tomamos como test
flu* ! — 4|00 < 1073 (6.11)

El test (6.11) es mds exigente que el test (6.10) ya que en este caso la ||ug||oo es
1. Consideramos que el test (6.10) es suficiente para condiciones del tipo (C.1)
ya que partimos de una buena solucién.

Malla

Tomamos para todos los ensayos una malla (que denotamos por T3) de Q
formada por rectangulos (@) que satisface:

1. La interseccién de dos rectingulos cualesquiera es el vacio, un vértice o
un lado completo.

2. Cada @ € Ty contiene una bola de radio cgh y esta contenida en una bola
de radio e1h, donde ¢g,cy > 0 independientes de h.

En la figura (6.2) presentamos la malla considerada que consta de 538 elementos
y 2259 nodos.

Ensayos con condiciones (C.1)

Para este ensayo se ha usado paso de tiempo At = 0.1, y se cumple el test de
error (6.10) para Re = 102 en 26 iteraciones del método y para Re = 106 son
necesarias 49 iteraciones.

En la figura (6.3) podemos ver la velocidad inicial up segtin las condiciones
iniciales (C.1).

En las figuras (6.4) y (6.5) presentamos las curvas de las normas infinito
del error para Re = 10 y Re = 10° respectivamente. En el caso Re = 103
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hay una convergencia monétona hacia la estacionaria, mientras que el caso
Re = 105, los efectos turbulentos se hacen notar puesto que si bien al principio
de las iteraciones hay un descenso rapido del error, durante un buen nimero
de iteraciones hay un estancamiento incluso una subida para luego volver a
disminuir.

En las figuras (6.6) y (6.7) tenemos los campos de velocidades obtenidos en
la 1ltima iteracién del método. En el caso Re = 103 el campo de velocidades
es comparable con los resultados que se muestran en [32] en el que se considera
Re = 10%. Se observa de nuevo que cuando Re = 108 los efectos turbulentos
son importantes. Al comparar con el caso Re = 103 no sélamente el centro del
vértice se ha desplazado a la derecha, sino que aparecen nuevos vértices, como
puede verse con claridad en las lineas de corriente para estos campos que se
presentan en las figuras (6.8) y (6.9).

En las figuras (6.10) y (6.11) podemos ver las isolineas para la energia
cinética. La figura (6.10) corresponde a nimero de Re = 10° y la (6.11) a
Re = 10%, en ambos casos se han trazado 120 isolineas que va de 0 a 1072, los
valores maximos se alcanzan en la frontera y van ordenados desde la frontera
al interior, aqui se comprueba que numéricamente la energia cinética satisface
el principio del méximo probado para k desde el punto de vista teérico, es decir

0 < k(z,1) < [[Kolloo-

Cualitativamente los dos casos tienen el mismo comportamiento, pero en el caso
Re = 10° la energfa es un poco mayor como podemos apreciar en las figuras
(6.12)-(6.15), las cuales corresponden a la energia cinética a lo largo de diversos
cortes en z. En concreto, son los cortes en £ = 0.25, 2 =05,z =075yz =1
respectivamente, para los cortes x = 0.5, 2 = 0.75 y = = 1., se ha dibujado la
energia eliminando los puntos de la frontera.



110

Capitulo 6. Aproximacion Numérica
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Figura 6.8: Lineas de corriente, (C1), Re = 103.

Figura 6.9: Lineas de corriente, (C1), Re = 10°.
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Ensayos con condiciones (C.2)

Para este ensayo se ha usado paso de tiempo At = 0.005, y se cumple el test
de error (6.11) para Re = 10° en 101 iteraciones del método y para Re = 10°
son necesarias 1499 iteraciones. La malla que se ha usado en este ensayo es la
misma que en el ensayo anterior.

En la figura (6.16) podemos ver la velocidad inicial ug segiin las condiciones
iniciales (C'.2).

En primer lugar, presentamos en las figuras (6.17) y (6.18) la norma infinito
del error para Re = 103 y Re = 10° respectivamente, como puede verse en el
primer caso la convergencia es practicamente mondtona, sin embargo en el
caso Re = 108, se produce un rapido descenso en las primeras iteraciones y
posteriormente se tiene un estancamiento debido a los efectos turbulentos.

En las figuras (6.19) y (6.20) tenemos los campos de velocidades, donde
se aprecia una gran diferencia entre los dos casos, mientras que en el primero
predominan los efectos viscosos en el segundo dominan claramente los efectos
turbulentos, como podemos comprobar a la vista de las lineas de corrientes
(figuras (6.21) y (6.22)).

Las figuras (6.23) y (6.24) representan el comportamiento de la energia
cinética que como ya ocurriera en el caso de condiciones (C.1) son bastante
similares. Por ultimo en las figuras (6.25)-(6.28) tenemos algunos cortes en
z donde observamos de nuevo que la energia cinética para Re = 10° es més
pequefia que para Re = 103.
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< <
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Figura 6.16: Velocidad inicial, (C2)
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Figura 6.21: Lineas de corriente, (C2), Re = 103.
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Figura 6.22: Lineas de corriente, (C2), Re = 10°.
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