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RESUMEN

Este trabajo presenta dos algoritmos de tipo transporte e interpolacién con Elementos
Finitos para la resolucién numérica de las ecuaciones de Euler para flujos incompresibles
bidimensionales en todo el espacio IR?. En la primera versién de nuestro algoritmo, la
vorticidad es discretizada mediante elementos finitos triangulares de primer grado. En la
segunda, mediante elementos finitos triangulares de segundo grado. La velocidad se obtiene
en ambos casos calculando exactamente el producto de convolucién del nicleo de Biot-Savart
con una aproximacion lineal a trozos sobre cada tridngulo de la vorticidad discreta. Se prueba
que el primer algoritmo es incondicionalmente estable y convergente con una precisién de primer
orden, en norma uniforme. Sin embargo, en la practica la precisién alcanzada resulta escasa,
debido a la difusién numérica introducida en el paso de interpolacién. En el caso del segundo
algoritmo, los ensayos numéricos muestran un notable incremento de la precisidn, incluso para
tiempos largos. Sin embargo, en este caso el algoritmo deja de ser estable en norma uniforme.

SUMMARY

We introduce two Finite Element transport-interpolation algorithms to solve the two-
dimensional Euler equations in the wole R%. In the first of these algorithms, the vorticity
is discretized with triangular finite elements of degree one, and of degree two in the second
one. The velocity is computed by convolution of the Biot-Savart kernel with a piecewise affine
interpolate of the vorticity. We prove that the first algorithm is unconditionally stable in
uniform norm, with first order accuracy. However, in practice its precision is rather low, due
to the numerical diffusion introduced in the interpolation step. The second algorithm is shown
numerically to produce a remarkable increase of precision, even for long integration times.
However, in this case the algorithm is no longer stable in uniform norm.
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INTRODUCCION

En este trabajo, nos interesaremos por la resolucion numérica de fluidos
bidimensionales incompresibles y no viscosos. Estos fluidos estin gobernados por las
ecuaciones de Euler, que se pueden escribir como una ecuacién de conveccién pura, para
la vorticidad del flujo. Los problemas de conveccién no lineal aparecen frecuentemente
en ingenierfa. Por ello, resulta de interés el desarrollo de algoritmos de resolucién
numérica de los mismos.

La ecuacién de conveccién se reduce a una familia de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias a lo largo de las curvas caracteristicas del fluido. Esto ha dado origen a
los algoritmos “Lagrangianos” para las ecuaciones de Euler 2D, basados en la idea de
calcular la vorticidad a lo largo de las curvas caracteristicas del fluido. El primero de
estos métodos fue el de “punto-vértice”, introducido por Rosenhead [18], que se basa en
una discretizacién de la vorticidad como suma de masas de Dirac y tiene como principal
ventaja, la de ser no disipativo, aunque no es estable para largos periodos de tiempo
(Cf.2).

Al principio de los afios 70, Chorin”, Kuwahara y Takami introdujeron la idea de
discretizar la vorticidad, sustituyendo las masas de Dirac por funciones regulares que las
aproximen, para estabilizar el método. Esto dio origen a métodos con mayor precision,
no disipativos y estables, que han sido estudiados ampliamente en los pasados 15 afios
(Cf.3314.18.3817)  Ge trata de los métodos llamados “de Burbuja -Vértice”. '

Por otra parte, también es posible construir algoritmos Jagrangianos con Elementos
Finitos. Bardos, Bercovier y Pironneau introdujeron en [2] un algoritmo para resolver
las ecuaciones de Euler formuladas en términos de la funcién de corriente asociada a
la vorticidad, basandose en una discretizacién constante a trozos de la vorticidad sobre
una triangulacién. En este algoritmo, la funcién de corriente se aproxima mediante
elementos finitos conformes de primer grado. De esta forma, la velocidad discreta es
constante a trozos, pero la componente normal es continua a través de los lados de la
triangulacién.

Este método posee la ventaja fundamental de los métodos de vértices, al ser
no disipativo. Ademds, es uniformemente convergente y permite la manipulacién de
condiciones de contorno. Sin embargo, el calculo de las curvas caracteristicas, presenta
algunas dificultades computacionales, que se deben al hecho de que la velocidad no es
globalmente continua.

Un algoritmo puramente lagrangiano con Elementos Finitos fue a continuacién
introducido en [6] por Chacén y Hou. Este algoritmo estd basado en una discretizacion
afin a trozos de la vorticidad, calculando la velocidad directamente, mediante la
convolucién de la vorticidad discreta con el nicleo de Biot-Savart y trasladando los
vértices de la triangulacién a lo largo de las curvas caracteristicas del fluido, en cada
paso de tiempo.

Este algoritmo es uniformemente estable, para un cierto periodo de tiempo, si las
curvas caracteristicas son calculadas con un algoritmo de segundo orden. Sin embargo,
para obtener la estabilidad en largos periodos de tiempo, es necesario el uso de técnicas
de remallado o un paso de tiempo muy pequefio.

Nuestro propdsito en este trabajo es el de introducir una versién de tipo “Vortex-
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in-Cell” del algoritmo Chacén-Hou citado arriba. La malla mévil utilizada en éste
para discretizar la vorticidad es reemplazada por una malla fija, siendo necesario
interpolar la vorticidad tras cada paso de tiempo. Esto produce una notable mejora
de las propiedades de estabilidad del método, producida fundamentalmente por la
introduccién del paso de interpolacidn.

En la seccién titulada Descripcion de los Algoritmos introduciremos un primer
algoritmo que utiliza esta técnica. La velocidad es calculada de la misma manera que
en [6], mediante la convolucién de la vorticidad discreta con el nicleo de Biot-Savart.
Tambien se introduce una variante de este algoritmo, en la cual la velocidad es calculada
mediante la convolucién del niicleo de Biot-Savart con un interpolado constante a trozos
de la vorticidad.

En la seccién tilulada Anilisis de Convergencia analizaremos las propiedades de
convergencia y estabilidad de nuestros algoritmos. Probaremos que bajo suposiciones
razonables para el operador de interpolacién, ambas versiones del primer algoritmo son
incondicionalmente estables y convergentes, con exactitud de primer orden en norma
uniforme, para todo intervalo de tiempo finito.

La seccién titulada Operadores de Interpolacién estd dedicada a describir algunos
operadores de interpolacién que cumplen las hipétesis requeridas para asegurar la
convergencia. Probaremos que las interpolaciones “puntual” y “promediada” son
buenas elecciones para este propésito.

En la seccién titulada Propiedades de Conservacién analizaremos las propiedades
de conservacién de nuestros algoritmos. El paso de interpolacién que introducimos
para calcular la vorticidad, produce un cierto aumento de la difusién numeérica, debido
a que los algoritmos de transporte e interpolacién que conocemos no conservan el drea.
Daremos una demostracién directa de que nuestros algoritmos conservan el area, con un
error de segundo orden. Esta demostracion se basa en el hecho de que las velocidades
discretas son exactamente de divergencia nula.

En la seccién titulada Ejemplos Numéricos, mostraremos algunos ensayos
numéricos en un problema con solucién analitica conocida. Este ejemplo muestra una
buena correspondencia entre las predicciones tedricas y los resultados numéricos. Sin
embargo, existe un alto nivel de difusién numérica.

Por 1ltimo, en la seccién titulada Una versién de Segundo Orden describiremos la
segunda versién de nuestro algoritmo. En ella, la vorticidad se aproxima mediante
elementos finitos triangulares de segundo grado. Las curvas caracteristicas se
discretizan hacia atrds en tiempo mediante un método no estandar de segundo orden.
La velocidad se calcula convolucionando el nicleo de Biot-Savart con una aproximacién
afin a trozos de la vorticidad. El incremento de cdlculo requerido se ve compensado
por una técnica de calculo ripido de la velocidad, que es la etapa mds costosa de
nuestros algoritmos. Mostraremos finalmente un ejemplo numérico en el que se aprecia
una convergencia de segundo orden, manteniéndose el error practicamente constante
incluso para tiempos largos.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA -

Nuestro propdsito es resolver numéricamente las ecuaciones de Euler 2D para flujos
incompresibles en todo el espacio R?

ug + u-Vu + Vp = 0, V-u =0 enR*x]0,7T],
u(z,0) = ug(z) en R
II{im u(z,t) = 0.

Aqui, u(z,t) y p(z,t) representan el campo de velocidad y la presién del fluido
respectivamente, en el punto z € IR? y en el instante ¢, uo(z) es un campo de velocidad
inicial dado. Ademds, [0,T] es el intervalo de tiempo durante el que analizamos el
comportamiento del fluido y | - | denota la norma I*® en IR

Es conocido que el problema anterior es equivalente a la formulacion “velocidad-
vorticidad” de las ecuaciones de Euler con ausencia de frontera finita®:

wy + u-Vw = 0en R*x]0,7 [, )
w(z,0) = wo(z) = (V X ug)(z),
uz,t) = [p2 K(z -z )w(z',1)de’,

_ ¢
K(z,t) = 51;1-_,—)-”,2'”1 ,
z = (21,23), 7 = /22 + zi. |

La funcién K(z,t) anterior es conocida como el nicleo 2D de Biot-Savart. Este niicleo
tiene una singularidad en el origen, aunque es localmente integrable. Mads atn, la
convolucién con K es un operador acotado de L, (R?) en W1P(R?),1< p < +o0. En
lo que sigue, utilizaremos ampliamente esta propiedad.

Se conocen resultados de existencia y regularidad de las soluciones del problema
1, por ejemplo para wq regular'?. Consideraremos el caso wo € C2%*(IR%) con soporte
compacto. Entonces existe una solucién w € C2%(R2? x [0,7]), para cualquier 7 > 0.
Ademis, esta solucién tiene soporte compacto en un tiempo cualquiera, es decir, existe
una constante Ry > 0 tal que

o

(1)

sop(w(.,t)) C By = {z € R%|z| < Rr,}, Vt € [0,T] (2)

Observemos, que si se da el campo de velocidad u, entonces la ecuacién de transporte
para w en (1) puede ser integrada explicitamente. Para cada s € [0,7] fijado,
consideremos la ecuacién de las curvas caracteristicas X(¢;s,z) asociadas al campo
de velocidad u con origen en s:

X
B s0) = WX (G2 parat € 0T, X(s5,2) = 5 ()
entonces w es constante a lo largo de la curva t € [0,T] — (X(t;s,%),t) € R2%:

w(X(t;s,2),t) = w(z,s). (4)
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En particular, resulta que

w(za t) - wO(X(O’ t’ (L‘))

Utilizaremos este hecho en lo que sigue para construir nuestros algoritmos.
DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS

Sea 7, una triangulacién de IR?, donde h es el didmetro maximo de los tridngulos
de 7;,. Denotemos por {a;}; > 1 los vértices de los tridngulos de 7;. Definamos el
espacio de Elementos Finitos lineales a trozos

Vi = {v, € CO(]RZ): vlr € P,VT € Tp},

donde Py, para k > 0 entero, es el espacio de los polinomios sobre R? de grado < k.
Una funcién vy, € Vj, estd dnicamente determinada por los valores v; = vp(ey), Vi >

1(C£3).

Consideremos un operador de interpolacién lineal
. 0m2
vp : C'(R*) — V. (5)
Supondremos que existe A > 0 independiente de k, tal que si

sop(v) C B(0,R), entonces sop(vy) C B(0,R+ Ah). (6)

Definamos ahora dos versiones de un primer algoritmo para discretizar las ecuaciones
de Euler, basados en la descripcién lagrangiana (4).

Consideremos N > 1,y At = T/N. Llamemos t, = nAt, 0 < n < N,y denotemos
por W} a una aproximacién de w(.,t,).

Algoritmo A1l

1. Inicializacién:

’lI)h = Th Wo.
2. Dada @} € V}, con soporte compacto, definimos

(a) La velocidad discreta %} por
@(z) = K + of = /]RQ K(z - )&} ('), do’ (7)
(b) La caracteristica discreta T retrocediendo con el método de Euler

TMz) = & — Ata}(z),
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(c) La vorticidad discreta zI)ZH en el instante t,;; mediante transporte +
interpolacién,

ot = rp o wh o T}

Observaciones

1. Tp es obtenida discretizando (3) hacia atrds en tiempo mediante el método de
Euler, con s = tp41. '

2. Fl célculo de la velocidad discreta mediante (7) se puede hacer de la siguiente
manera:

HOEEDY /T K(z — o')i}|r(z")da’

TeT,

Denotemos por {p;} la base canénica de Vi, dada por ¢i(a;) = é;;. Dado un
trisngulo T € 7y, denotemos por I(T') el conjunto de indices ¢ € IN tales que o; es un
vértice de T. Como

’U)th = Z 'wi‘PqT ’
1i€I(T)

_las dnicas integrales a calcular son

/K(:v—:v’)cpi(a:’)da:’, parai € I(T)
T

estas integrales pueden ser expresadas analiticamente como funciones de z y
programadas directamente.

Esta definicién es consistente:
Sea
R, = znf{R z 0[80}7(’5)},’) c B(O’R)}

A partir de la definicién de la velocidad discreta (7) tenemos

@) < iRl [ IKE = Rolifle Ve € BT (8)

entonces
[T ()| > |z| ~ At Ru|dhlo- (9)
De aqui que

sop(w} o T) C B(0,R}), donde R, = R.(1 + At|dy]co) (10)
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R.+1 < R, + MAh, a partir de la hipStesis hecha sobre 7.

De esta manera, ‘{z};:“

ya que K € [L}, (R2)].

=n+1

237

tiene soporte compacto y %' puede ser correctamente definida,

La segunda versién de nuestro primer algoritmo permite hacer un cédlculo maés
rapido de la velocidad discreta sin pérdida de orden de convergencia, como veremos.

Consideremos el espacio de las funciones constantes a trozos sobre 7:

Hy = {w: R? — R, wlr € P, VT € Tp}
Consideremos también un operador de interpolacién lineal
si:C°(R?) — Hy.
Supondremos que s, verifica las dos propiedades siguientes:

si sop(v) C B(0,R), entonces sop(spv) C B(0,R + Ah),
para alguna constante A > 0; y

siv € L™(R?), entonces spv € L®(R?).

ahora podemos describir la segunda versién de nuestro primer algoritmo:
Algoritmo A2

Todo como en el Algoritmo Al, con (7) reemplazado por

ap(z) = K * (spowy) = /le K(z - a')(spw})(a")dz’

Esta definicién es consistente:

A partir de las propiedades (11) y (12), obtenemos

[ah(2)] < lshR]oo [K(z")ldz’ = (Bn + AR)|snidh]oo

B(0,Rn+Ah)
n+1

(11)

(12)

(13)

entonces, como en el Algoritmo Al, esto implica que w;™" tiene soporte compacto.

Observacién

Para calcular la velocidad mediante (13), la unica integral que se necesita es

/K(z—m’)dz’, VT € T4
T

que se puede obtener analiticamente, de la misma forma que en el caso de la

interpolacién constante a trozos.
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ANALISIS DE CONVERGENCIA

Probaremos ahora la convergencia uniforme de los algoritmos Al y A2 a la solucién
de (1), bajo algunas suposiciones para los operadores de interpolacién r; y sj.

TEOREMA 1 Supongamos que vy, verifica las siguientes propiedades:

Siv € L®(R?), entonces r, v € L®(R?) yiraveo < [V]os (14)

|’U - Thvloo < "5|U|2,ooh2 Vv € Cg(m2), (15)

donde k es una constante numérica. Supongamos también que h = §At, donde 8 es
una constante numérica positiva del orden de la unidad.

Entonces, el Algoritmo A1 converge uniformemente a la solucion de (1). Ademds,
la discretizacion es de primer orden y se cumple la siguiente estimacion para el error
de discretizacion:

n h?
oTX, [w(.sta) = Bl < C(AL + 2=, (16)

donde C es una constante que depende inicamente de T y wo.

Demostracién
Analizaremos separadamente la estabilidad y la consistencia. Para simplificar la
notacién, definamos
w™(z) = w(z,t,),
T(z) =z — Atu(z,t,),

WPt = rp(w” 0 T7).

Il

Observemos que la sucesién {@}*!},>; es obtenida cuando un paso del Algoritmo Al
es aplicado a la solucién exacta de (1).

Estabilidad:
A partir de la propiedad (15) se tiene que

lr(w™ 0 T™ — B} oT1)|oo

< jJw™ o™ — wy ng‘]oo

|"2’Z+1 - 'D;:H |oo

Entonces

[0p*" = e < Jut 0T — wh 0Tl + [(w" — B}) 0 T}le

Ademds, a partir de la propiedad (14) tenemos
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|ﬁ’2+1|oo < |y, OT}ZL‘OO < Jwpleo < |"b2|<x> < |woleo-

Entonces, de (10) se tiene que

Rn+1 S Rn(l + IwolooAt) + Ah.

y de aqui se obtiene que

max R, < Rg:i); independientemente de At,
0<n<N

donde
Rg:i) = elwleTp 4 Lg(eIWOIooT - 1).
|wol
Ahora bien, de (9) sigue que si tomamos, por ejemplo, At < 1,
TR@@)] 2 Ja] = B wolwAt

> |z = R |wolco-

Entonces,

sop(w™ o TP) C B(0,Rir), 0 < t, < T; con Rz = R + R&‘”Iwolw, (17)

donde Rt viene dado por (2).
Ademads, como en (8) obtenemos

[u(., )0 < RT|woleo; 0 < t < T.

De esta manera

[T"(2)| 2 |z| = RrlwolewAt.

Consiguientemente,

sop(w™ o T") C B(0,Rar), 0 < t, < T, con Ror = Ry(1+ |woleo)
Llamemos ahora R3r = max(Ry1, Ror) y definamos

Br = B(0,Rsr), Qr = Br x [0,T].

Entonces

[w” 0 T — w" 0 Tfleo < |VU"|oo|T™ — TPlpewByy < Mr|woli,colT™ — Ti‘le(éaT),
18)
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y ademas,

") - TR < At [ K@@ -) - B - 2ld’
B(0,2Rs7) (19)
< 2 RyrAt|w™ — Whleo, Y& € Br:
Por otra parte, como w™ — @} es afin a trozos, encontramos que
(" = B) 0 Floo < 0" = 6f|eor
De esta forma, obtenemos la siguiente estimacién de estabilidad:
|07 — e < (1 + LA™ — Wjoo, (20)

con Cy = 2R3 My |wol1,00-

Consistencia:

Para analizar la consistencia, comencemos por la siguiente estimacién:

lw™t! — WP < W™ = " 0T + w0 T — Wi, (21)
Como w € C%IR? x [0,7)), entonces 7™ € C3(RZ). Entonces, de (15) obtenemos

" o T — 5™ < Klu" 0 T eh.

Por otra parte, a partir de la regularidad en tiempo de w, tenemos

< 22
og}za&lew 0 T"200 < C (22)

donde C; es una constante que depende Unicamente de |w|z. o0 ¥ T
Estimamos ahora el primer sumando en (21). Observemos que

|w(X(tn;tn+l,x)7tn) - w(T”(x),tn)|
|VWoo, | X (tn; tas1, %) — T"(:z:)l

[ (2) ~ (v 0 T™)(2)|

IN

De la ecuacién (2) tenemos

At dX
X(t'mtn+1,m) =z - At u(x tn+1) + ( ) (£ n+l’z)
1d2X
=T"(z) + (A1) |5—03 (££1>;tn+1,x) = uy(z, &)

2 dt
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donde 5521), @) ¢ ] tn,tns1 [ Entonces,

[w™? — w" o T, < Ci(At)?

donde C3 es una constante que depende dnicamente de |w|3 00 ¥ 7.
Hemos probado asi la siguiente estimacion de consistencia:

lw™tl — BT < Cy(h? + (A1)?) (23)

donde C4 es una constante que depende tinicamente de wg y 7.

Convergencia:

Si consideramos ahora (20) y (23), tenemos

W™ — e < (1 + CLADW" - Tfle + Ca(h? + (A1)?).

Entonces,

h2
[w" — Dilee < eClt"Iwo — Thwoleo + %(E + At)(eclt" -1, 0<n <N,

o

y (16) se cumple.
Volvamos ahora al Algoritmo (A2). Probaremos su convergencia uniforme bajo
una suposicién adicional sobre el operador de interpolacion sp:

TEOREMA 2 Supongamos que 1), verifica las propiedades (8), (14) y (15); que sp
verifica (11)-(12) y ademds

lsnvleo < J0loo, Vo € L®(R?), (24)

[v — savlee < K*[V1,00h Yo € Cy(R?) (25)

donde k* es una constante numérica. Supongamos también que h = At, donde 8 es
una constante numérica positiva del orden de la unidad.
Entonces la sucesion descrita por el Algoritmo A2 verifica la estimacion de error

~ * h2
ogz%lew("t")_whlw <C (h + At + E)v (26)

donde C* es una constante que depende inicamente de T y wg.
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Demostracion

La demostracion de este teorema difiere de la demostracién del Teorema 1 sélo en
las estimaciones (18) y (19).

Utilizando (11) y (24) podemos deducir, de la misma forma que en el Teorema 1,
que existe BT > 0 tal que

sop(w™ o Tf") U sop(w™ o T7) C By = B(0,R}), 0 < t, < T. (27)
Entonces
I'w”oT” - w" o T,ﬂoo < |Vw"|°o|T" - T,:"ILoo(B%).
Ahora consideremos que si z € B} se tiene que

uww—ﬂw»sMLm@mwwmz—ﬁ—@wWw;ﬂW%

' At/B{OﬂR}) [ (&I[sn(w™ — @)(z — a)|da’

< 2RTA(|w" — spw™oo + |Sh(w™ — W}F)|eo) < 2RTAUK* VW |oh + |w™ — W}|co)-
Entonces obtenemos la siguiente estimacion de estabilidad:

[opt! — Dptle < (1 + CTADW" — @fle + C3AL (28)

donde C7 y C3 dependen tnicamente de |woli,00 ¥ T
La consistencia se demuestra como en el caso del Teorma 1: A partir de (23) y
(28), obtenemos

! = B < (1 4+ CIAYW™ — @h| + C3(Ath + K + (At)?)

de donde se sigue la estimacién de error (26).

Observacién

No son necesarias hipétesis de regularidad de 7; para asegurar la estabilidad
uniformemente incondicional del algoritmo Al. La estabilidad incondicional en L? es
una caracteristica de los algoritmos de transporte-proyeccién aplicados a la resolucién
de la ecuacién de transporte!®?. En nuestro caso, también se obtiene la estabilidad
en norma uniforme. Esta se debe fundamentalmente al hecho de que el operador de
interpolacién que consideramos, no incrementa la norma uniforme.
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OPERADORES DE INTERPOLACION

Nos interesaremos por dos tipos de operadores de interpolacién rp, que satisfacen
las hipétesis (6), (14) y (15): La interpolacién puntual y la interpolacién promediada.
Interpolacién puntual:

El operador de interpolacién “puntual” més simple sobre V}, estd definido como
sigue:

(rhv)(es) = (as), Yo € CO(R?)

Este operador verifica (6) (con A = 1), (14) y (15) para cualquier triangulacién 7. La
tnica hipétesis que tenemos que hacer sobre la triangulacién, es que 7} constituye una
particién de R2.
Interpolacién promediada:

Por simplicidad, consideraremos tinicamente tridngulos regulares, tal como sigue:

dados hy,hy > 0, los vértices son definidos por

a = (iihy,izhe), Vi = (i1,42) € Z,

y los tridngulos son aquellos de vértices

Qs Q3 41,65 )s Q3 +1,i2+1)0
Vi = (i1,12) € Z.

Qi Q41,i41) > X33 41,i2+1)s

Para ¢ € Z, definiremos el rectangulo ¢; por

Qi = o = Zhea + oixlen - Fhaip + 2L

Nuetro operador de interpolacién rZ estd definido ahora por

(r2v)(es) = -hll_hg/; v(z)dz, Vi € Z. (29)

Nuevamente el operador r? verifica (6), (14) y (15). La exactitud de segundo orden
de 72 se debe fundamentalmente a las simetrias de nuestra triangulacién particular.
Ademés, este tipo de interpolacién ofrece propiedades de estabilidad excelentes, lo cual
se manifiesta en el siguiente resultado:

LEMA 1. El operador de interpolacion ri verifica las siguientes propiedades:
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1. Siv € LYR?), entonces riv € L'(R?)y

/Rz(r,z,v)(z)dz = /R2 v(z)dz

2. Siv € L*R?), entonces riv € L} (R*) y
rhvl2 < lol2

3. Siv € WHhe(R?), entonces riv € WH(R?) y
IV(r30)leo < 1V2]o0 |

El operador s

Tenemos también una gran libertad para elegir el operador s;. Desde un punto de
vista préctico, lo mas ficil es tomar un promedio punto a punto:

1
(swv)lr = 3 Z v(eg), YT € Ty
ieI(T)

Una propiedad interesante de esta interpolacién, es que

1 .
spopllr = ——/vhzd:c sivg, € V.
(swon)lr = 75 [ ou(e)de,
Otra posibilidad, es tomar un punto ar para cada 7' € 73 y definir

(swv)lr = v(er).

Ambas elecciones verifican (11) y (12) (con A = 1), (24) y (25).
PROPIEDADES DE CONSERVACION

Las FEcuaciones de Euler bidimensionales conservan en tiempo diferentes
magnitudes promediadas relacionadas con la velocidad. Esto ocurre, por ejemplo, con
la velocidad media, la energia cinética media, la entropia (norma L? de la vorticidad),
etc. En particular, la circulacién total

(1) = /1[8 w(z, 1)dt

se conserva. Los métodos de tipo “burbuja-vértice” verifican una propiedad de
conservacién de un equivalente discreto de la circulacién. Para que un método de
vértices con elementos finitos sea conservativo en este sentido, debe verificar dos
condiciones:

1. El operador de interpolacién 7, conserva la circulacién.
2. La aplicacién de flujo discreta 77 preserva el area.
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La primera condicién se puede verificar por muchos operadores, por ejemplo
la proyeccién ortogonal de L? sobre Vj utilizada en [2]. También, cualquier
operador de interpolacién promediada sobre celdas, como el definido por (29),
satisface esta condicién (ver Lema 1). Sin embargo, para verificar (2) necesitamos
resolver exactamente las ecuaciones caracteristicas (3) para una velocidad discreta de
divergencia exactamente nula. Esto ha sido resuelto en [2] para velocidades constantes
a trozos, con componente normal continua a lo largo de los lados de la triangulacién.
Este parece ser el tinico caso en el cual la condicién (2) es satisfecha.

Consiguientemente, nuestros algoritmos no son conservativos. Sin embargo, los
resultados de convergencia aseguran una propiedad de conservacién aproximada: En
efecto,

IN

er|w® — Wl

| foe (@) = BR(e)dsl 50)

< erh, siAt = 6h.

Tal propiedad puede ser deducida de un resultado de convergencia en normas LP?, con
p finito. Sin embargo, la estabilidad en norma uniforme hace posible hacer un anilisis
directo de esta propiedad:

TEOREMA 3 Supongamos que las hipdtesis de los teoremas 1 y 2 se wverifican.
Entonces, se cumplen las siguientes proposiciones:

1. Sea T)T: la aplicacion Lagrangiana discreta correspondiente a cualquiera de los
algoritmos A1 o A2. Entonces, para 1 < p < tooeziste una constante Cp, que depende
unicamente de T y wq tal que

ogzaéledet(VTl?) ~ 1, < Cyp(At)?

2.  Supongamos que T,? corresponde al algoritmo Al con el operador de
interpolacion r? definido en (29). Entonces, eriste un tiempo Ty, tal que si0 < T < To y

At es suficientemente pequerio, entonces la aplicacion de flujo discreta T,’: es invertible,
y

Yy < 2
Ogr;aév_ |det(VI}) — lleo < Coo(At)?,
donde Cy es una constante que depende iunicamente de T y wo.

Demostracion

La demostracién se basa en el hecho de que las velocidades discretas @} definidas
por (7) o (13), verifican 4} € C}(R?) y

V. = 0.

Entonces,
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det(VIF) = 1 + (At)’det(Viy) € R2.

Por tanto, bastara con encontrar cotas uniformes en LP para V7.

1.

Recordemos que K es un operador acotado de L?, (IR?) en W'P(R?), 1 < p < +o0.
Entonces, en el caso del algoritmo A2,

|Vigl, < cplsnp|p

donde la constante ¢, puede depender tinicamente de T y wp.
A partir de (11), (12), (24) y (27), obtenemos

[Vigly, < cplshhlee < p|Wploo < Cp|w0|oo- (31)

En el caso del algoritmo Al, la segunda desigualdad en (31) se satisface
directamente.

Sea Ryr definido por (17) y definamos las constanes

1 _ |V'UIO|°°

Ty = ———— = 4 "l
07 2C|VuOs’ Co 1-T/To’

Cl = R]T.

Demostraremos recursivamente que si 0 < T < Tp y At es suficientemente pequeiio,
entonces

|Vﬁg =] S CI(CO + 1) y |Vﬁ’moo S CO + 1. (32)
Consideremos primero que, a partir de (7) y del Lema 1,
Vitleo < G|V [rh o 6} 0 Tp]loo < C1IV(} 0 T7)loo- (33)

Si n = 0, entonces (32) se cumple inmediatamente. Supongamos que (32) es cierto
para 0,1,...,n. Demostraremos que lo sigue siendo para n + 1.
Consideremos que

[det(VIT ()| = 1 — 2|Vag|2 (At
Supongamos ahora que

At < min( 1 2C0 + 1
V2Ci(Co + 1)’ 203G T — 1]

) (34)
Entonces

det(VTy(z)) # 0,YVz € RZ

De aquf que, T sea globalmente inversible, y (T7)~! € C}(IR?).
Definamos
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= (I7)7 (@n(TH)VT € T,

donde int(T') denota al interior topolégico del tridngulo 7.
Entonces, Q7 = (T2)"1(0T) y

drea(0Qr) = dz
r

| 1aetl(V ) 0y
orT

1 1
= - = d < = / d = 0
/ar [det(VIN T T 1- V(a2 Jor Y
Como V(#72oTT)a, € C%(Qr),

V(@ 0 Ti)leo = max sup [V(@h o Ti)(z)|. (35)

TeTy z€

Consideremos ahora que

Vo € O, (@} 0 T)e) = ST - Azz o) ’“(z)
Entonces
sup V(@ o TP (=)l € (1 + 2At|ViR )| V] co-
z € Qr
De (33), (35),
IVE7He < (1 + 2C18HVE o)V oo- (36)

Esta estimacién permite acotar |V} |, durante un intervalo limitado de tiempo.
En efecto, definamos la sucesién

€n = |Vi}leo, paran = 0,1,...,N.
Como (36) es también verdadera para 0,1, ..., 7, entonces la sucesién {£;}7_, estd
acotada término a término por la sucesién {£;}7_, definida por

Gi1 = (1 4+ 201 ALE)G; & = & (37)

Esta sucesién se obtiene aplicando el método de Euler progresivo a la ecuacién
diferencial

(1) = 20:6(1), €(0) = o (38)

La solucién de esta ecuacién diferencial es
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_ €o
E(t) - 1 — 2Cl€Ot’

que es una funcién creciente no-negativa, que tiende a infinito en el instante

= 201£o 2 To.
Podemos probar ahora que

6] < Co + 1, Vn = 1,2,...,N. (39)

Para ello, observemos en primer lugar que ello es cierto para . Supongdmoslo
cierto para k = 0,1,...,n. Definamos

= &(tk) — & O0<KkSN.

Entonces, de (37) y (38) obtenemos

2
pey1 = [1 + At(€(te) + &)lpx + @21)-5"(0&), con ¢x €ty tes1[, 0<k < n,

y de aqui que
loes1l < (1 + (2Co + 1)Af|px| + 2CiC3(AL)%, 0< k < n.

Con esta desigualdad y (34) llegamos a la cota deseada:

2073
lpes1] < géqlggl‘[e(wwm"“ -1 siAt < L
0

Entonces obtenemos nuestro resultado:

VoI o < &ng1 < [€(tag1)] + 1 £ Co + 1.

Observacidén

El hecho de que la aplicacién discreta de flujo

= ’f‘g‘(z)

sea invertible con inversa uniformemente acotada globalmente puede utilizarse para
dar una demostracién sencilla de la convergencia del algoritmo A1 con r? en normas
L? para cortos intervalos de tiempo.
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EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn, analizaremos los resultados de la ejecucién prictica de los
algoritmos anteriores en un caso test. La convergencia de primer orden predicha por el
teorema 1 es confirmada numéricamente en velocidad y vorticidad.

En nuestros tests utilizamos una solucién estacionaria (u,w) de las ecuaciones de
Euler 2D (1). Esta solucién es

u(z) = f(r)(~z2,21),

— /2 2
con r = y/xy + z3,
—{1-72)8 .
1116: sir < 1,

1 s .
e SIT > 1;

fr) =

(1-r%)"sir < 1,
w(z) =
Osir > 1.

Las funciones u y w son muy regulares. El soporte de w es el circulo unidad. El
flujo correspondiente es radialmente simétrico y rota alrededor del origen, produciendo
un gran gradiente normal en la velocidad tangencial en una banda estrecha alrededor
del circulo r = 0.4. Esta solucién de las ecuaciones de Euler 2D ha sido ampliamente
utilizada para mostrar las propiedades de convergencia de métodos de vértices. De esta
forma, tenemos un buen test para mostrar los resultados obtenidos por la ejecucién de
nuestro algoritmo.

Para discretizar la vorticidad hemos utilizado triangulaciones uniformes, con
una talla A = 0.15, A = 0.10 y h = 0.05. Si los tridngulos se enumeran con
cuidado, es posible encontrar el tridngulo que contiene un punto z € IR? dado en
un nidmero limitado de operaciones. Entonces, el paso de interpolacién requerido
por la actualizacién de la vorticidad resulta poco costoso computacionalmente. Para
triangulaciones generales, este costo se ve incrementado, aunque puede ser mantenido
en un numero de operaciones del orden de % si es programado con suficiente cuidado.

La principal dificultad prictica que encontramos cuando programamos las dos
primeras versiones de nuestro algoritmo es el calculo del soporte de la vorticidad
discreta. La estimacién (10) puede ser utilizada para dar un circulo C**! que contenga
sop(w™t1), a partir de sop(#™). Sin embargo, calcular @"*t! en todo C™*! requeriria
una gran cantidad de trabajo computacional indtil. Para obviar esta dificultad, en
nuestros cdlculos hemos utilizado una técnica especial para “predecir” més precisamente
sop(w™*1). Esta técnica debe ser descrita como sigue:

(a) Inicializacién: Aproximar I') = sop(@°) mediante una linea quebrada de
vértices {¢9}M,.
(b) Paso de tiempo:
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i. Dado el conjunto de puntos {5:‘}%1 que describe la frontera
computacional I'} del sop(w™), definimos los puntos

€l = €1 4+ Ataf(€r) (Método de Euler progresivo) ;

ii. Definimos la frontera aproximada I‘;:‘"l del sop(@"*!) como la linea
quebrada de vértices {¢#*1}¥, con las mismas conexiones de I'}.

ili. Definimos el soporte computacional de ®™*! como la unién de todos
los tridngulos de 7 que quedan dentro de I’;:“, més los que se
intercepten con I'}*1.

Aunque esta técnica introduce una cantidad adicional de error de discretizacién,
nuestros cdlculos muestran que éste sigue siendo de primer orden.

Para medir los errores hemos utilizado una seminorma de tipo L?. Para una funcién
v:R? - R?, esta seminorma se define como sigue:

3
o = 3 A0 S~
i=1

€Ty 3

donde af es el j-ésimo vértice del tridngulo 7.
El error normalizado en velocidad es definido por,

fu™ — @}l
eu(tn,h) = —————
ltn:h) lum|p2
Con esta definicién de errores, el orden de convergencia, por ejemplo en velocidad
pu(?), ha sido estimado utilizando dos valores consecutivos de h:

logle,(t, h1)/eu(t, ha)l
log(hy/h2) .

Aunque hemos demostrado la convergencia de primer orden en norma uniforme,
por razones practicas es mas conveniente calcular los errores utilizando normas 12; esto
permite obtener curvas de error mis regulares. En cambio, las normas /., producen
grandes oscilaciones en las curvas que muestran los érdenes de convergencia, que
desaparecen cuando utilizamos normas 2.

Las Figuras 1 y 2 muestran las curvas de error en velocidad y vorticidad
respectivamente, correspondientes al Algoritmo A2, con At = h. Se observa un
crecimiento exponencial de los errores, aunque decrecen con k. En nuestro caso, este
crecimiento es més rapido que en los métodos de burbuja vértice, debido a la etapa de
interpolacién. Como la velocidad es més regular que la vorticidad, podemos esperar que
los errores en velocidad sean mds pequefios que en vorticidad. Sin embargo, vemos que
sucede lo contrario. Este comportamiento aparentemente anormal se debe a pérdida de
precisién cuando reinterpolamos la velocidad mediante una funcién constante a trozos,
en el cdlculo de la vorticidad con (13).

Las Figuras 3 y 4 muestran la evolucién de los érdenes de convergencia
calculados en velocidad y vorticidad, respectivamente. La curva correspondiente a

pu(t) =
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la velocidad muestra una exactitud de segundo orden en los momentos iniciales, debida
probablemente a ciertas simetrias en las triangulaciones que producen cancelaciones.
Se observa una transiciéon suave al primer orden con el paso del tiempo. Finalmente
esta exactitud se pierde progresivamente cuando el tiempo crece, como es usual en
la resolucién con Elementos Finitos de muchos problemas de evolucién. Ademds, la
curva correspondiente a la vorticidad muestra un comportamiento mas estable en este
caso. La estimacion de orden en el tiempo ¢ = 0 ha sido omitida, ya que nuestro
error calculado es cero. Observemos que en ambos casos las curvas correspondientes a
pequenos valores de h estin dentro del orden tedrico p = 1. La ejecucion del Algoritmo
Al en este caso test es similar, aunque todos los errores son algo mds pequefos, en
concordancia con la mayor exactitud en el cilculo de velocidades. A

UNA VERSION DE SEGUNDO ORDEN

Ahora nuestro propésito es describir una versién del algoritmo con segundo orden
de consistencia. Si tenemos en cuenta que T = N At, para anular los efectos de la
propagacion de error al cabo de un tiempo T, convendra exigirle a nuestro algoritmo
un error de consistencia local de tercer orden en tiempo y en espacio. Para ello, es
necesario en primer lugar construir un esquema con error de consistencia O{A#3) para
discretizar la ecuacién de las curvas caracteristicas (3). Sin embargo, la condicién
inicial estd dada en el instante t,,4; y la velocidad dnicamente es conocida en instantes
anteriores. Ello hace necesario construir un esquema numérico no estindar, de tipo
mixto Runge-Kutta y multipaso:

LEMA 2. Sea
gl = 2 Atu(a™t ). (40)
Entonces,
" = "t —% (3u(z™*1,t,) — w(E" 1)) (41)
es tal que
[2" = X(tn,tns1,2")] < AL (42)

a
Por otra parte, el error local en la interpolacién de la vorticidad debe ser también de
tercer orden en h. Ello se consigue interpolando ésta localmente mediante polinomios
de segundo grado. Concretamente, la vorticidad ha sido discretizada sobre el siguiente
espacio de elementos finitos:

Wi = {wn € COR?)|wn, € P2,VT € Tp}. (43)

Denotemos por {y;} jeIN los puntos medios de los lados de los tridngulos de 7.
Entonces, una funcién wp, € W}, queda univocamente determinada por los valores
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w(ei), Vi € N yuwp(p;), Vi € IN.

(44)

Denotaremos por py : C°(R?) — W}, al operador que interpola los valores dados

en (44).
Nuestro algoritmo puede ahora ser descrito como sigue:

Algoritmo B

Supongamos que wo € C2(R?) y tiene soporte compacto. Aproximaremos w(.,t,)

mediante una funcién @} de Wj.
(a) Inicializacién:

i. Vorticidad:

w" = pr O Wo,
ii. Velocidad:
i = K x (r} o ®)),
(b) Iteracién en tiempo:
Supongamos dados @9, @}, ..., WF € Wh.

i. Velocidad discreta:
a? = K * (r}, o wp),

ii. Caracteristica discreta: T,’L‘:
ili. Dado z € R?,

Tie) = o - 5 [RGe) - (@)

donde

g =z + Atap(z).

iv. Vorticidad:

~n+1 . =
wZ+ = pp o Wy o T}

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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Observacién

Es necesario ejecutar el primer paso de este algoritmo con un método de segundo
orden, para conservar su orden de precisién.

Observemos que en el Algoritmo B la velocidad discreta no estd calculada mediante
convolucién del niicleo deBiot-Savart con la vorticidad discreta, sino con el interpolado
afin a trozos de ésta. De esta forma se consigue una notable reduccién en el nimero
de operaciones necesarias para calcular la velocidad, sin que por ello el error de
truncamiento local deje de ser de tercer orden. Esta afirmacién se formaliza como
sigue:

LEMA 3. Supongamos que wo € C3(IR?) con soporte compacto. Definamos

Wy = pr(w(.,tn)), 4 = K * (rpo @f).

Sean E’"hﬂ € Wi y u! la velocidad y vorticidad calculadas mediante un paso de

tiempo del Algoritmo B, a partir de los valores W}, 4} y ﬁ;:'l.

Entonces ezxiste una constante C que depende inicamente de wg y T, tal que
1 3 3\.
R~ w(otnin)l e, € CB° + AR);
lﬁzﬂhl - u('7t’n+1)|Loo(]R2) S C(h3 + At3)1

=]
De esta forma, el Algoritmo B tiene efectivamente un error de consistencia local de
tercer orden. Sin embargo, este algoritmo no es ahora estable en norma uniforme. En
efecto, el operador de interpolacion pp, en general incrementa la norma uniforme de la
funcién interpolada.

Por otra parte, ya hemos comentado anteriormente, que en el algoritmo Al, el paso
mas costoso computacionalmente es el calculo de la velocidad en los N vértices de la
triangulacién, que requiere en total O(N?) operaciones. Como se puede apreciar, en
el algoritmo B este paso es aiun mas costoso, para calcular la velocidad discreta seran
necesarias del orden de ocho veces este nimero de operaciones. Por esta razén hemos
utilizado una técnica de cédlculo ripido de la velocidad, que reduce este nimero de
operaciones de O(N?) a O(N log?(N)) (Cf. [4] y [10]).

Un ejemplo numérico

En esta seccién, analizaremos los resultados de la ejecucién practica del algoritmo
B en el caso test empleado en la Seccién 6. En él, se confirma numéricamente la
convergencia de segundo orden, previsible a partir de las estimaciones de consistencia.

Para discretizar la vorticidad hemos utilizado triangulaciones uniformes, con tallas
h=3h=Lyh=i.

Para medir los errores hemos utilizado la misma seminorma que en la seccién
referente a Ejemplos Numéricos.

Las Figuras 5 y 6 muestran las curvas de error en velocidad y vorticidad
respectivamente, con At = %’-L. Se observa una notable disminucién de la difusién
numeérica, ya que el error permanece pricticamente constante.
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Las Figuras 7 y 8 muestran la evolucién de los 6rdenes de convergencia calculados
en velocidad y vorticidad, respectivamente. La curva correspondiente a la vorticidad
llega a alcanzar una exactitud de cuarto orden, debido probablemente a ciertas simetria
en las triangulaciones que producen cancelaciones. Para evitar perturbaciones del error,
producidas por el paso de inicializacién, hemos dado los valores exactos de la vorticidad
en los dos instantes iniciales.
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