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RESUMEN

Presentamos varios métodos iterativos para la buisqueda de puntos criticos de una clase particular
de funcionales localmente lipschitzianos no diferenciables. Los resultados de convergericia también
prueban la existencia de puntos criticos bajo hipétesis razonables. Estos métodos son posteriormente
aplicados a la resolucién de una familia de problemas de frontera libre que aparecen en Mecdnica
de fluidos: el equilibrio de un anillo (o par) vértice de pardmetro de flujo nulo en un fluido ideal.
Finalmente, presentamos un e¢jemplo numérico.

SUMMARY

We present several iterative methods for finding critical points of a particular kind of nondifferen-
tiable locally Lipschitz functionals. The convergence results also provide the existence of critical
points' under certain reasonable assumptions. The methods are applied below to a class of free
boundary problems stemming from fluid mechanics: the equilibrium of a vortex ring (or pair)
of zero flux parameter in an ideal fluid. Finally, a numerical example is presented.

INTRODUCCION

En este trabajo se estudian métodos iterativos para la busqueda de puntos criticos
de una clase particular de funcionales no diferenciables: aquéllos que pueden escribirse
como la diferencia de una forma cuadrdtica positiva y una funcién convexa continua.
Tal tipo de funciones aparece en variados contextos, pero nos concentraremos
en la formulacién de algunos problemas de frontera libre de la Mecdnica de fluidos
(para otras aplicaciones®),

Para mayor claridad, estableceremos primero algunos de los resultados en un marco
funcional general. Después introducimos la formulacién variacional de ciertos proble-
mas relacionados con el equilibrio de los anillos vértices. Con apropiadas modificacio-
nes, los esquemas se aplican posteriormente a estos casos particulares.

Nuestro objetivo es doble. En primer lugar, tratamos de mostrar cémo la inf-convo-
lucién (cualquier procedimiento de regularizacién exacta en general) puede ser
-utilizada para producir una sucesién convergente de aproximaciones. En este sentido,
los métodos no son mds que variantes y generalizaciones del célebre algoritmo
del punto préximo. En segundo lugar, es interesante observar que, en el contexto
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de los anillos vortices (v en otros mds generales® ), los esquemas mejoran los algoritmos
de tipo punto fijo. '

Se verd mds adelante que estos propdsitos quedan alcanzados con la introduccién
de un pardmetro artificial (pequefio) A > 0, de gran efecto de regularizacién. La idea
clave fue ya utilizada por A. Bermudez & C. Moreno* en un contexto similar y ha sido
explotada en® por primera vez para este tipo de problemas.

El autor espera que este articulo sirva para intensificar el interés en el estudio
de problemas de optimizacién no diferenciable, asi como para estimular a aquellos
que trabajen en este campo.

El marco funcional. Algunos métodos iterativos

Sean V, H dos espacios de Hilbert. Supondremos que V se inyecta en H de forma
densa y compacta. Identificando H con su dual, sabemos que también H se¢ inyecta
en ¢l dual V' de V de forma densa y compacta. Sean L:V-V’ un isomorfismo auto-
adjunto y g:H~>|R una funcién convexa continua.

Consideremos el funcional sobre V

f(v) = % <Lvy> —g(v), 1)

donde <.,> designa el producto de dualidad entre V' y V. Recordemos que para
cada yeH la subdiferencial

3g(y) = §p/peH, g(2)—g(y) > (p2—y)a vzeH{ 2)
es un conjunto convexo no vacio débilmente compacto.

Definicion 1. Se dice que uEV es un punto critico de fsi

Luedg(u). (3)

Por ejemplo, todo extremo local de f es un punto critico. Cuando g es diferenciable,
esta Def. se reduce a la usual. Ademas, es bien sabido que, para §=g| v, tenemos

dg(v) = 08(V)  WveV 4)

(véasel:2); por tanto, la Def. 1 es coherente y todos los puntos criticos de f satisfacen
la propiedad de regularidad Lu€H.

Observacion 1. Cuando f estd acotada inferiormente y satisface la condicién
generalizada de Palais-Smale (i.e. si v, es tal que f(v,) estd acotada y M(v,) =
min w|w€af(vn) = (, entonces v, posee una subsucesién convergente), es bien
sabido que el infimo de f en V es alcanzable y que los u que minimizan f son puntos
criticos (para detalles? ).

Nétese que u es un punto critico de f si

JpeH tal que Lu=p, pedg(u). )

La aplicacién multi-valuada 9g:H-2¥ es maximal mondtona; esto justifica que,
para cada A>0, el operador Id.+\dg es invertible y que el resolvente J a=(Id.+rag)~?
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es una aplicaciéon contractiva de H>H (véase®). Una observacion esencial (ya utiliza-
da*) es que u es un punto critico de f y sdlo si

JpeH tal que Lu=p, p=(dg)y (u+Np), \>0. (6)

Aqui, (9g), es la regularizada Yosida de dg, i.e.

(3gh ~ %,(Id._J;\) =;\_(Id.—(1d.+?\ag)‘1 ). (7)

Es relativamente fdcil probar que (dg)y es la derivada de una nueva funcién conti-
nuamente diferenciable:

Bgn =g @) =inf $g(@Hpaf > /21 ¢,
AT & qu3 ,,” HH. ; ®)

Como en®, utilizaremos a continuacion (6) para generar métodos iterados conver-
gentes hacia puntos criticos de f (obsérvese que en® se describen métodos aplicables
en situaciones mds generales). Un primer algoritmo lo sugiere casi de forma inmediata:

ALG 1:

a) Elegir po en H.
b) Después, dados n=>0 y p, en H, tomar

Un =L7D,, Doy =(@)\(untAps), A>0. 9

‘QObservacion 2. Es facil comprobar que, en su n-6sima etapa, ALG 1 se reduce a:

Prt1 € 0 (L7 Pt AP —Pns1)); (10)

O sea
L7 pp +A(Pn —Pn+1) € 3 8%(Pns+1 ), (1)

donde g* es la transformada de Legrende de g, i.e.

g*(p) = sup §(p.Qu —2@]. (12)
geH

Para la sucesion p, generada por ALG 1, tenemos el siguiente
Teorema 1. Supongamos que
f estd acotada inferiormente en V,
f(vy>+oo si VEV, ]|vﬂ—>+°<z (13)
Entonces toda sucesion u, generada por ALG 1 posee.una subsucesion que converge
fuertemente en V hacia un punto critico de f. Ademds, el limite de toda subsucesién

convergente es un punto critico y, si éste es Unico, toda la sucesién converge.

Este resultado estd completamente demostrado®. Por razones de espacio, nos limita-
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mos a resumir su prueba en el Apéndice. Notese sin embargo la importante consecuen-
cia del Teor. 1 que sigue: bajo las hipédtesis (f.1) y (f.2), f posee al menos un punto
critico. .

Cuando L es V-eliptico (<Lv,v>2co|| v [}2 ¥veV, ¢u=0), el proceso de regulari-
zacidén que permite pasar de dg a (9g)) puede hacerse extensivo a L™1. Més precisa-
mente, si A: V>V’ es el isomorfismo candnico, definido por

<Auyv> = (UV)y Yu,veV (14)

entonces AL™1: V=V’ es maximal monétono, de forma que tiene sentido hablar
del resolvente G = (Id. + uAL™*)™? para p>0. Para (L71), = A" (AL™1)y, se encuen-
tra que (6) equivale a:

u=(L"Y)y(ptuAu), p=@gu+ip), A0 (15)
Esto conduce a un segundo esquema iterado:

ALG 2:
a) Elegirug en Vy po en H.
b) Después, dados n>0, u, en Vy p, en H, tomar
un+1 = (L_l )#(pn'f'ouAun); pn+1 = (ag)}\(un-l-l +Apn)5 ;.t,}\>0 (16)

Observacién 3. Se prueba facilmente que el (n+1)-6simo iterante up,, verifica

Un+1 = L_.l (pn +I“‘A(un ~Un+y )) (1 7)

Asi, ALG 2 puede ser particularmente til cuando la determinacién de puntos
criticos de f sea un problema “stiff”.

El comportamiento de ALG 2 es andlogo al de ALG 1. En particular, digamos que
el resultado de convergencia precedente continlia siendo vdlido para cualquier sucesién
u, generada por ALG 2. Sefialemos finalmente que los esquemas precedentes pueden
ser combihados para producir sucesiones a lo largo de las cuales los funcionales f y j
(definido en el Apéndice) son decrecientes.

FORMULACION VARIACIONAL DE ALGUNOS PROBLEMAS
DE FRONTERA LIBRE

Sea QcRY un abierto acotado de frontera regular 9§82 (N=2,3). Consideramos
el problema siguiente: Hallar una funcién u:Q—~R talqueu>0en Qy

—Au € oh(u—{(x) para x ¢c.p.d.en £,
u =0 sobre 9£2.

(18)

Aqui, o0 es una constante dada, {eC%(Q) (por"ejemplo), $0en Q y hesel opera-
dor (maximal monétono) de Heaviside, i.e.

h(s) =0 para s<0, h(s) =1 para s>0,
h(0) =[0,1].

19)
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La resolucién de (18) equivale a la blisqueda de puntos criticos no triviales de cierto
funcional f, definido sobre el espacio de Hilbert H} (). M4s precisamente, pongamos

goly)=a fQ %Y@ h(s)ds)dx = aj’(a‘_Y(Xde (20)

para cada yeL2(£2). Para g(y)=go(y—{), tenemos que g:L2->R es convexa y continua.
Si L:Hy - H™* estd definido por

Lv=—Av VveHg, 2D
la correspondiente funcidén f toma los valores

(W)= fo(5] 742 —alv—$G0), ) dx 22)
y todo punto critico de f distinto de O verifica (18) (de acuerdo con el Principio
del Mdximo, se tiene que w>0).

La funcién (22) satisface obviamente (f.1)—(f.2). Por tanto, tomando V=H}
y H=L? en el pdrrafo que sigue al Teor. 1, deducimos la existencia de un punto
critico de f. En la Sec. siguiente se verd que €ste no puede ser O, a condicidén de que
Po Sea convenientemente elegido. ‘

Supongamos que u resuelve (18) y ¢&¢o>0 sobre un abierto de €0 que corta
a la frontera (por ejemplo). La teoria de regularidad eliptica prueba que ueC'(£2)
y u=0 puntualmente sobre 9£2. Luego el problema (18) conduce implicitamente
a la existencia de una frontera libre, la frontera del conjunto

A= 3 x/xeQ, u(x) > ¢ (%) g . (23)

El problema (18) modeliza el equilibrio de un par vértice en un fluido ideal®”.
Aqui, —{ es la funcién de corriente asociada a un flujo uniforme, u constituye
una perturbacién de la misma debida al movimiento turbillonario y « puede ser inter-
pretado como un parametro de intensidad de vorticidad. Llamando ¢ y v a la funcién

de corriente y velocidad resp., tenemos:

y=u-¢{, v=roty,
— Ay =a en A (regidn de vorticidad), (24)A
— Ay =0en Q\A.

Una situacién mds compleja aparece cuando se estudian algunos problemas

de velocidad de vortice libre, que pueden enunciarse como sigue: Hallar u:2~>R
y W>0 tales que >0en Q y :

—Au € oh(u—W¢(x)) paraxcp.d.en§?,
u =0 sobre 842, 25

. 2 gy =

Sfﬁ' |yl 2dx =n.
Ahora >0 es un dato (5 es, saivo un factor constahte, la enérgia cinética asociada
al movimiento turbillonario), mientras que el pardmetro W (a priori desconocido).
da la velocidad del fluido “en el infinito”. Tanto en (18) como en (25), el dominio.
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ofiginal (no acotado) ha sido aproximado por razones técnicas. En la teoria
de anillos vortices, (25) corresponde al caso (limite) de pardmetro de flujo nulo”89
Obsérvese que uEH} es solucion de (25) si

dpel®(2), JW>0: p =Lu, pedg(u-We), (p,L™'p) o =n-  (26)
Pero h(rs)Eh(s) ¥r>o. Por tanto,
ped s(u-W) & L—ue 3 g*(p)+{ @7)

y es natural introducir la formulacioén variacional siguiente: .

Minimizar g"‘(,(q)-i-(g',q)L 2, sujeto a qeK. 28)
Aqui, K es el conjunto de los q de L2 tales que (q,L™1q)Lq = %.

Teorema 2. Supongamos que se verifica la condicién siguiente

Sea uy tal que — Aug =aen £, ug =0 sobre 382.

(29)
Entonces a [qu,dx > n-

“Entonces (28) posee soluciéon pEL™(£2). Ademds, dada una solucién p de (28),
se tiene '

ped g(L™p-W0), (gL @)z =n. (30)

para algiin W>0, de donde u=L1p es, junto con W, solucion de (25).

La demostracién de este resultado no serd dada aqui. Digamos tan sélo que se trata
de una consecuencia del Teorema generalizado de los multiplicadores de Lagrange,
en el sentido de 1. Ekeland® (véase también12),

Es facil comprobar que (29) es, ademds, una condicién necesaria para la resolubi-
Jlidad de (25). Fisicamente significa que el nivel de energia cinética puede ser alcanzado
‘para un movimiento turbillonario en £ de intensidad «.

En otros contextos apdrecen algunos problemas (esencialmente elipticos semi-
lineales) relacionados con (18) y/6 (25).

— en. Fisica de plasmas, en el estudio del equilibrio de un plasma confinado en una
cavidad toroida]i2.16

— en Astrofisica, como modelos para estrellas auto-gravitatoriasl’-18

— en la teoria de Thomas-Fermi de 4tomos y moléculas?®+29

— en otras cuéstiones relativas a la Mecdnica de fluidos no viscosos®+25

A “grosso modo”, este tipo de problemas aparece cuando nos ocupa un fendmeno
de confinamiento en equilibrio.

ALGUNOS METODOS ITERATIVOS PARA PROBLEMAS
DE ANILLOS VORTICES

Comencemos en esta Sec. considerando de nuevo el problema (18). Con f dado
por (22), ALG 1 se escribe como sigue:
a) Elegir po en L2.
b) Después, dados n>0y p, en L2, calcular u, y pp+; de acuerdo con:
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—Au, =p,en £, u, =0 sobre 082, (3D
Pava (X) = Py {Pa(x) + 2 (4 (0)—$())} cpd. (32

En (32), Py: -[0q«] es la proyeccién candnica (i.e. Py(s)=s si s€[0,a], Py(s)=0
si s<0 y Py (s)=a si s>a).

Una primera consecuencia de (31) (32) es que 0<p,<a. Asi, p,, estd uniformemente
acotada en L™ y, utilizando resultados de regularidad ehptlca se encuentra que
(al menos) una subsucesion u , converge uniformemente en £, junto con sus primeras

derivadas a un punto critico'u de f. Ademds, si po(x)E[O,a]cp d. v po#0, es fdcil
probar que

f(u)={(L™"p) <lim j(p,n) <0, (33)

n->oo

de donde u # 0 y es solucidén de (18).
Obsérvese que cuando A0, las férmulas (31) (32) se convierten en

u, = L_l Pn» Pn+1 eag(un)- (34)

Luego en el limite ALG 1 coincide formalmente con un esquema de punto fijo.
Volveremos mds adelante sobre esta cuestion.

Consideremos de nuevo el problema (25). De acuerdo con el Teor. 2, para encontrar
una solucién bastard con resolver (28). Mds generalmente, sélo necesitamos encontrar
un punto critico del funcional J=J | , donde

J@=g*, @+ ($a)y,2  vael?, (39%)

es decir, una funcién p de K tal que, para algiin >0,
vL™1ped J(p) = 3 g*, (p) + ¢ (36)

Puesto que, en tal caso, u=L~1p y W=»~1 verifican claramente «(26).
Introduciendo la regularizada de dg en (26), y por analogia con ALG 1, formula-
remos el siguiente ESQUEMA ITERADO:

ALG 3:

a) Elegir po en L2,
b) Después, dados n>0y p, en L2, calcular u, ,pp+1 v Vn de acuerdo con:

—Au, =p, en £, u, =0 sobre 3£, i 37
Povt (0 =Par fa () + - @ata (O£} e, (38)
Pn+1€K. ' 39)

Se puede probar que bajo la hipétesis (29), ALG 3 estd bien deflmdo (i.e. para cada
n>0 la ecuacién en v

fg (GEMELT pa—$+Apa). L1 (32)\(PL ™" P —{+Apn) =1 (40)

posee al menos una solucién v,>0). Ademds, si A se elige suficientemente pequefio,
la sucesién v, estd acotada inferiormente por una constante positiva. Las demostra-
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ciones de estos hechos son bastante técnicas y no se dardn aqui (para detalles®).
Utilizando esta estimaciéon uniforme de los v,, se deduce un resultado de conver-
gencia para ALG 3 del mismo tipo que el obtenido para la sucesién generada por
(31) 32). _

El esquema descrito por (37) (38) (39) estd de nuevo relacionado con las técnicas
de punto fijo, ya introducidas para este tipo de problemas. En efecto, para A=0, (38)
se reduce formalmente a

Pn+1€dgo (v, Uy —8). 41)

En relacion con algunos problemas similares para los que la no-linealidad es diferen-
ciable, por ejemplo en problemas de confinamiento de un plasma*3*® o bien en una
primera aproximacién de (25) (véase®28), algunos algoritmos iterados del tipo (37),
(41), (39) han sido estudiados en'®9?" entre otros. Aqui, el empleo del pardmetro A
soslaya la ambigiiedad de (41) para go no diferenciable y permite mejorar los resultados
de convergencia.

UN EJEMPLO NUMERICO

En la practica, ALG 3 no puede ser implementado directamente, sino tras una discre-
tizacion de (25) utilizando, por ejemplo, un esquema en elementos finitos.
En esta Sec. presentamos los resultados numéricos obtenidos al aplicar las técnicas

Figura 1. Triangulaéién del dominio (0.,30 )X(—50.,50,). Nimero de tridngulos: 1380. Numero de
nodos: 732.
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precedentes al problema general (de pardmetro de flujo k no nulo; N—2) s1gu1ente
Hallar u: Q-R y k>0 tales que u>0 en Qy

—Au € ah(u—Wx;-k) paraxc.p.d.en§l,
u =0 sobre 952, 42)
fﬂl v ul?dx=n.

Ahora el andlogo de (37) (38) (39) es:

—Au, =p, en2, u, =0sobre 3L, (43)
Do (X) =Py pa(x) +%(un<x)—le —kn) cpd., (44)
Pnna eK. ' (45)

Para nuestros resultados, hemos elegido los datos siguientes en (42):

£2=(0.,50.)X(-50.,50.),a=1.,7=20.,W =7

Figura 2. Detalle de la triangulacion de la Figura 1: el subdominio superior (0.,50.)X(0.,50).
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e a—
——————
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Figura 3. Lineas de corriente \,bEu—le_---k=cte. y region de vorticidad A correspondientes a la solu-
ci6én calculada de (5.1) mediante (5.2) (compdrese con las Figuras 16 y 25 de®).

Figura 4.— Detalle del campo de velocidades asociado a la funcién de corriente de la Figura 3
Elgcampo se presenta en el .subdominio (0.,10)X(-10.,,10.) (compidrese con las Figuras 18 y 26
de®).
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La triangulacién de § queda descrita en las Fig. 1,2. Se ha observado que la eleccién
de N\ determina el numero de iteracciones requeridas para alcanzar la convergencia.
Aqui, el valor 6ptimo parece estar en torno a .01. Para verificar que la solucién
calculada es como se esperaba, hemos dibujado en la Fig. 3 las correspondientes lineas
de corriente (las curvas Y =u—Wx, —k=cte.) y en la Fig. 4 el campo de velocidades
asociado (v=roty=(3u/dxe,—8u/dx;+W)); en ambas Figuras se observa claramente
la aparicién de un movimiento turbillonario. Digamos finalmente que los resultados
concuerdan con los obtenidos en®, donde se utilizé6 un método de tipo punto fijo,

sustituyendo previamente 8go por una aproximacién continua. '
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APENDICE: DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1

Consideremos el funcional (dual)

@) =g*@) — _;_ (L'q@)s waqeH,
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donde g* es la transformada de Legendre de g. Utilizando (11), es fdcil comprobar que

J(pn )"‘j(pn+1 ) = A H Pn—Pn+1 le{*
Por otra parte utilizando la desigualdad de Fenchel,

J(pn) = g*(pn) +'é_ < Lun ,un>“(pn :un )H
> %< Lug,up > —g(uy) = f(uy)-

Luego
m .
}\ Z H Pn—Pnn1 ”fl <J(po )-j(pm+1 ) <J(p() )_'f(um+1 )
n=0

para cada m=>1. Asi, (f.1) implica que pn—pa+1—>0 en H. Ademds, como j(p,) es
“decreciente, (f.2) proporciona una cota uniforme para || u,||y. En consecuencia, existird
una subsucesion up que converge débilmente en V y fuertemente en H hacia un punto
u. De acuerdo con la semi-continuidad superior del operador 0g, existe una nueva
subsucesion (de nuevo subindicada por p) para la cual tanto pp como pp,; convergen
débilmente en H (y fuertemente en V’). Podemos ahora pasar al limite en {(2.3) con
n=p—>oo, obteniéndose:

Lu=p=lim pp, pedgu),
p->+oo

esto es, u es un punto critico de f.

La convergencia fuerte de u es consecuencia de la convergencia fuerte en V’ de pp
y del hecho de que L sea un isomorfismo. Esto prueba el Teorema. Obsérvese que
la hipétesis (f.1) puede sustituirse por la siguiente, especialmente atil en algunos
casos?®: (f.1")j estd acotada inferiormente en H.



