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RESUMEN

El objetivo de este estudio ha sido la obtencién de propiedades de convergencia y estabilidad para
dos esquemas numéricos que permiten resolver las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes.
Dichos esquemas han sido obtenidos modificando ligeramente otros debidos a R. Glowinski, cuya
convergencia no habia sido estudiada hasta la fecha. En una primera etapa, se usan métodos de
direcciones alternadas del tipo de Peaceman-Rachford y de Strang. Esto reduce el problema a la
resolucion de problemas elipticos lineales del tipo de Stokes y problemas el(pticos quasi-lineales.
En la segunda etapa, estos problemas se resuelven numéricamente usando varios métodos de aproxi-
macion en espacio (elementos finitos), (para los problemas no lineales es conveniente introducir una
formulacién de tipo mfnimos cuadrados). La convergencia de las soluciones aproximadas hacia la
solucion del problema inicial se verifica bajo ciertas condiciones especificas de estabilidad. Las propie-
dades obtenidas vienen a justificar los buenos resultados numéricos conseguidos utilizando los méto-
dos de Glowinski.

SUMMARY

The goal of this paper is to describe some stability and convergence properties for two numerical
schemes which can be used to solve the incompressible time-dependent Navier-Stokes equations. The
schemes were derived by modifying slightly others, due to R. Glowinski, for which convergence had
not still been proven. At a first stage, alternating direction time-discretization methods of Peaceman-
Rachford and Strang types have been introduced. This reduces the task to the solution of a sequence
of (stationary) elliptic subproblems, some of them linear (quasi-Stokes problems) and some quasi-
linear. Then, these are solved using FEMs for the nonlinear sub-problems, it is appropiate to intro-
duce a least-squares reformulation). Under certain specific stability conditions, we establish a
convergence result for the computed solutions. This justifies rigorously the fact that Glowinski’s
methods have provided excellent numerical results.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier-Stokes, objeto de nuestro trabajo, tienen su origen en la
Mecdnica de Fluidos y juegan un papel muy importante en numerosos campos de la
Ciencia y la Ingenierfa. Por ello, no s6lo nos interesa estudiar diferentes aspectos cuali-
tativos sino también cuantitativos, de sus soluciones.

Entre sus muchas aplicaciones, citaremos a modo de ejemplo, la determinacion del
campo de velocidades de un fluido viscoso que se mueve en el interior de un canal en
el cual existe un escalon. (Fig. 1 a 3).

Py

R

Figura 1. La geometrf(a del escalén. Las condiciones de contorno son:
a) Fluido de Poiseuille sobre I',,; b) Condicion de no deslizamiento sobre I ;
¢) Traccion nula (condicién natural) sobre I'?

Figura 2. La triangulaci6n utilizada (técnica MODULEF;
elemento finito de Thomasset, P; —no conforme, base con divergencia nula).

Figura 3. Visualizacion de algunas lineas de corriente (cdlculos realizados
utilizando la Biblioteca MODULEF). Valor del nimero de Reynolds: 190.

Vemos como se aprecian dos zonas bien diferenciadas; en la zona situada entre la
entrada del canal y el escalon, el flujo transcurre en régimen laminar, debido a la presencia
de una vorticidad practicamente nula (el campo de velocidades posee perfil parabolico);
existe una segunda zona en donde el fluido tiende a ‘“‘rellenar el vacfo” originado por
el escalon, credndose un torbellino. Las dimensiones de dicho torbellino dependerdn
de la altura del escalon, la velocidad de llegada del fluido y la viscosidad del mismo.

Nuestro objetivo va a ser pues, calcular el campo de velocidades de un fluido en
movimiento.
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Denotemos por u=u(x,?) la velocidad del fluido en £x(0,7), siendo £ la regiéon
ocupada por el fluido (£2 es un abierto acotado de R", con n=2 6 3 en la prictica)
y [0,T] el intervalo de tiempo considerado. Sea p=p(x,t) la presion del fluido. Con
estas notaciones, el movimiento de un fluido viscoso (de viscosidad cinemdtica v),
i.e. cuyas particulas estdn sometidas a fuerzas internas de rozamiento, incompresible
y homogéneo (es decir, con densidad constante) queda modelizado por el problema
incompresible de Navier-Stokes:

*)

%]

%_ vAu + W.V)u + vp =f enQx(0.7) )

divu = 0 en Qx(0,7) (2)

u=20 sobre 982 x (0,7 3)

u =u, en 4
t=0

La primera de las ecuaciones, llamada ecuaci6n de equilibrio de momentos o ley de
conservacion de la cantidad de movimiento, es una consecuencia de la segunda Ley de
Newton. En ella, el primer y tercer término provienen de derivar respecto de la variable
t a lo largo de las trayectorias; el término Vp se debe a la existencia de fuerzas superfi-
ciales de tension, mientras que la presencia del término »Au denota que nuestro fluido
es viscoso, (si fuese v=0, se dirfa que nuestro fluido es ideal); por tltimo, el segundo
miembro, indica la existencia de un campo de fuerzas externas que actia sobre el
fluido.

La ecuacion (2) constituye la llamada condiciéon de imcompresibilidad y, en nuestro
caso, es consecuencia de la ley de conservacion de la masa; nos dice que el volumen
-ocupado por el fluido permanece constante en todo 2 x (0,7).

La condicién de contorno (3) tiene un significado fisico evidente: debido a la
presencia de fuerzas viscosas, el fluido se adhiere a las paredes s6lidas del dominio; si
éstas estdn en reposo, la velocidad sobre la frontera de nuestro dominio debe ser nula
(recuérdese el comentario que hacfamos sobre el perfil parabolico de velocidades en
la entrada del canal). Naturalmente, si alguna de las paredes se mueve con una veloci-
dad v, la condici6én anterior debe ser sustituida por la igualdad u=v sobre dicha pared.

Por altimo, puesto que nuestro problema es evolutivo, necesitamos de una condicién
inicial de tipo de (4), donde u, es un campo de velocidades inicial conocido.

RESULTADOS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Con objeto de enunciar resultados de existencia y unicidad para este problema,
vamos a introducir una formulacién débil equivalente. Para ello, utilizaremos los’
siguientes espacios funcionales:

o [(w.9)u); = Z,, , u; (Bu/dx,)
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a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)
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D) = wlve C(Q), soppC 0},

H Q) = 3v/ veL2(Q),VvelL?(Q) g , es un espacio de Hilbert
para la norma

Ye
v Il gy = / v 12 dx +/ Vv l2 dx
Q o

H}, () = la adherencia de D(2) en H! ();en H}, (£2), la seminorma

Ve
Iy lyy = (/Q vy 12 dx>

es de hecho una norma equivalente a la norma de H* (£2).

V= {p/oeDQ), divy = OenQf

¥V = la adherencia deU en Hi (8)"; V estd dotado con el producto
escalar y la norma de H(l) ()", que llamaremos respectivamente «, ,.» y

H = la clausura deUen L% ()", H estd dotado con el producto

escalar y la norma de L? (§)", que llamaremos respectivamente (. ,.) y
1.1,

b(u,v,w) p) /Q u; D;v; wy dx

i
y

I;(u,v,w) = —;— bu,v,w) — b(u,w,v))

para todo u,v,w € H! (Q)".

Se verifican las siguientes propiedades para V' 'y H:

VaoH=

v

I
]

ZV/veHj(Q)",divv 0 en Q;

H= $v/vel?( " divv=0en Q van =0 sobre 2 |

H’<, V'’ con inyecciones compactas y densas gracias a que §2 es acotado;
p

por esto, el producto de dualidad <., .>yxy, puede considerarse como una extension
.del producto escalar en H.
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Por otra parte, usando el Teorema de De Rham, obtenemos que V~ puéde identifi-
carse con el espacio cociente

V= HY Q) | VL2 ()

(donde H™ ()" es el dual de H, 1 (€)™, lo que nos permitird el que, a partir de la
formulacion débil de nuestro problema una vez conocida la velocidad, la presion quede
determinada salvo una constante aditiva.

Con todo, procediendo de Ia forma usual, es decir, multiplicando la ecuacién (1)
por una funciébn test, integrando en  y aplicando las formulas de integracién por
partes, la formulacién débil del problema de Navier-Stokes queda como sigue:

Dadosu, e Hy f ¢ L? o, 7; V)
encontrar u € L2 (0,T; V) n L~ (0,7; H) tal que

(du(s)/dt,v) + ﬁ“U(t),v" + bu@),u(®,v) = (f(6),v)
(5)
VveV, tcpden(07

u(0) = u, (6)

La pertenencia de u a L™ significa “a grosso modo” que la energfa cinética del fluido
va a estar acotada en todo el intervalo (0,7); por otra parte, el que u pertenezca a L2
se traduce ffsicamente en el hecho de que la pérdida de dicha energfa asociada a la
presencia de fuerzas viscosas, es finita.

Asimismo, conviene sefialar que la condici6n inicial u(0) = u, tiene sentido, dentro
de esta formulac10n débil, ya que, si u e L2 (0,7, V) N > (O T H) satlsface (5),
entonces, considerada como una funcién de [0,7] en V', u es continua y (6) puede
entenderse {e.g.) como una igualdad en V.

Respecto al problema anterior, tenemos un resiiltado, debido a Hopf, que nos dice
que (5)-(6) posee solucion, siendo ésta tinica en el caso n=2.

Si, ademds, f,u, y £ son “suficientemente regulares”, entonces la funcion generali-
zada (vectorlal) (x £) = u(t) (x) es tal que, para alguna otra funcién p (escalar), el par
(u, p) es una solucién cldsica de (1)-(4).

APROXIMACION NUMERICA

Cuando se intenta resolver el problema (1)-(4), nos encontramos con varias
dificultades importantes como son:

— Se trata de un sistema (no una ecuacién) en el que las incégnitas son las n compo-
nentes de la velocidad y la presién.

— Las incOgnitas no son independientes ya que (i, u,, .. u,) estdn ligadas por la
condicién de incompresibilidad.
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— El problema es no lineal, debido a la presencia del término (u . V)u, que aparece en
la ecuacion de equilibrio de momentos.

- Para n=3 no hay resultados de unicidad. Se trata de un problema abierto desde
1938 en que fue advertido por Leray y puede que, para viscosidades pequefias,
existan soluciones “turbulentas” que presenten grandes oscilaciones.

Todas estas dificultades hacen que las soluciones exactas s6lo hayan podido obtenerse
en algunos casos muy concretos y siempre estacionarios, como p.e. para el movimiento
de un fluido viscoso engendrado por la rotaciéon de un disco plano inmerso en el mismo
y que gira alrededor de su eje (T. Kdrmdn, 1921), o el de un fluido que se mueve entre
dos paredes planas que forman un dngulo entre ellas (fluido de Poiseuille) (G. Hamel,
1916). Este hecho justifica plenamente la importancia de buscar algoritmos de resolu-
ci6bn numérica, que nos permitan obtener soluciones aproximadas de nuestras ecua-
ciones. '

Esta aproximacion se lleva a cabo en dos etapas: en una primera etapa se discretiza
en tiempo y, posteriormente, los (sub) problemas elfpticos que resultan son aproxima-
dos en espacio.

Existen muchos esquemas cldsicos y que aparecen de una forma natural para llevar
a cabo la discretizaci6on en tiempo. Expondremos a continuacién dos a modo de
ejemplo. Consideraremos para ello el intervalo [0,7] dividido en N subintervalos de
amplitud £,

k=TN @ @
Asociamos a k y a la funcion flas ', . .., ¥, donde
1 mk
i —— / ) dt m=1...N " ¢ L2(Q)" (8)
k (m-1)k .

En cada esquema definimos recursivamente, para cada k, una familia de pares de
N N N . .
funciones (up ,p3), ..., (g ,py) donde (uy, py' ) es una aproximacién de (u,p) en
el instante m k, comenzando ambos con

u, =u,. (9
1) Esquema totalmente explicito
Para m > 0, obtenemos (u**!, p7**') de (u7, pI') resolviendo ¢l problema lincal:

*) Supondremos el paso k de discretizacion en tiempo constante, aunque un andlisis similar
puede hacerse utilizando paso variable.
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1
@ ) —vAu @ Ve + v = 7 e @
div u"? =0 enQ | (10)

up™ = 0 sobre 32

Este esquema, una vez formulado en forma generalizada, nos permitirfa obtener
u*! de ul’ sin mas que despejar, si no fuera porque la condicién de incompresibilidad
lo dificulta ligeramente. Se trata pues de un problema sencillo de resolver. El inconve-
niente que tiene este esquema es, sin embargo, que hace falta tomar un paso k muy
pequefio para obtener soluciones aproximadas estables, ademds, de una precisién
moderada, de primer orden.

2) Esquema de Crank-Nicholson

Para m 2 0, obfenemos (uz‘*l, pz‘*l) de (uy',py’ ) resolviendo el problema:

1
— (g™t —up) — vA[uRT U ) /2] + (up . V) [t Hug) /2]

k
+ Vpptt =" enQ
(11
divup** = 0 en Q

up*' = 0 sobre 002

Este esquema sigue siendo lineal, ahora la precisién obtenida es de segundo orden,
pero de nuevo es necesario tomar un paso K pequefio para que ¢l esquema sea estable.

Como alternativa a estos esquemas podemos pensar en otros que conserven la no
linealidad del problema original, esperando de esta forma conseguir mejores aproxima-
ciones sin necesidad de tener que utilizar un paso demasiado pequefio. Este es precisa-
mente el objetivo de nuestro trabajo, en el que presentamos dos algoritmos que
constituyen una modificacion de otros, dados por R. Glowinski et al. en 1980, cuya
convergencia no habfa sido estudiada hasta ahora.

Ambos esquemas pertenecen a la clase de los métodos de direcciones alternadas,
el primero de ellos del tipo de Peaceman-Rachford (de dos pasos intermedios) y el
segundo del tipo de Strang (con tres pasos intermedios).

Para describirlos, notemos en primer lugar que el problema inicial (1)-(4) equivale
a este otro

ou 1 }
FTe vAu + (uU.Viu + 7(div wu + vp =f{ en Qx(0,7) ~ (12)
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divu =0 en 2x(0,7) (13)

u=0 sobre 32x (0,T) (14)
u =u, enf (15)
t=0

Lo que hemos hecho es introducir en la ecuacién (12) el término no Iineal%(div uu
que en el contexto de nuestro problema, no afecta para nada a su resolucion, puesto
que u verifica la condicién de incompresibilidad. De esta forma, sin embargo, se
consigiie una mayor simetria en el término no lineal que serd de utilidad en las demos-
traciones de los resultados de convergencia.

Consideremos de nuevo el intervalo de tiempo [0,7'] dividido en N subintervalos de
amplitud k, y un pardmetro § perteneciente al intervalo (0,1), que nos servird para dar
peso a la condiciéon de incompresibilidad y a la no linealidad. Para la descripcion de los
algoritmos, con objeto de simplificar la notacién, suprimiremos el fndice k.

ALG 1 Describiremos primero un método de direcciones alternadas del tipo-de
Peaceman-Rachford. Definimos las funciones u®, u’s ut,..., uN% y¥
como sigue:

u = u; (16)

después, dadom =0y u™ ¢ H}, ()", calculamos la solucién (u"”%, p™*%) de
2 1 1, 1,
m (u™%u™) — pABU™%+ (1-0)u™) + Vp™%

y 1
= fm+hh_ 3(u"‘.v)um + — (divu™ )umg en £2,
2 amn

divu™% =0 en&

u™*% =0 sobre 92

y calculamos una solucion u™* 1 de

2 1 1
?(u’"” —umt%) — yA(GuU™ %+ (1-0)u™*t)

+ @Y (1—0)u™? + gum’)
1 . ;
+ 7(div u™ ) ((1-0)u™*t + gum%) =fm*1 4+ yp™% en Q, (18)

divu™! =0  en Q

u™*l = 0 sobre 3Q
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En (17)y (18), f™*% esta dada por

(m+ —i-)k

m+% 2 2 ;
fmr2 (x) =— i1 f(x,t) dt parai=1,2.
k (m+—§—)k

Elerror de discretizacion local de este algoritmo es de primer orden en k. Desarrollamos
un segundo algoritmo, del tipo de Strang, en el cual se introduce un paso intermedio
mds.

ALG 2 Definimos ahora las funciones u®, u”% ,u% u', ..., u¥"%, u"  como sigue:

u’ = u,; ' (19

después, dados m = 0y u™ € H: (Q)", calculamos la solucion (u™*%, p™+%) de

4 1 1 1,

—k—(um%--u'") — yA@BU™ % + (1-0)u™) + vpmth
, 1

= tm b fn et +——(divum)umf  en Q,

2 _ (20)

divu™% =0 en

u™*% = 0 sobre 8Q)

calculamos una solucion u™*% de

2 3, 1, 1, 3,
?(um+A_,um+/,) o VA(ouM'FA + (1__0)um+/,)
+ (WA V) (1-0)u™% + gum+ky)

1 : 34 3 1
+— (v umti) ((1-9)um™% + gum+%)
(1)
= fm*% + yp™h  en Q

divu™% =0 en

um™t% = 0 sobre 982
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y finalmente calculamos la solucién (u™+t, pm*l) de

4 . )
_k_(um+1_um+34) = VA(eum+1+ (l_e)um-f/,) + vpm+1

. 1 ,
= 0 - f@r R+ S @i en @
(22)

divu™! =0 en Q

u™!l =0 sobre a2
En (20)-(22), hemos usado la siguiente notaciéon:

3
- 2 [(um+pk
£m+% () =k—j ot de,

(m+z—)k

_— _i (m+iz)k -
(x) = . 1 f(x,t) dt parai=1,4.
(m+T)k

Obviamente cada u™*// es, al menos formalmente, una aproximacion de u(.,(m+i/j) k).

Vemos, como decfamos al principio, que el pardmetro 6§ acompafia, en ambos algo-
ritmos, a la funcién con divergencia nula; de esta manera, hacerlo variar entre 1y O
equivale en cierto modo a dar mayor o menor importancia a la condicion de incompre-
sibilidad.

Es f4cil comprobar que el error local es también de primer orden en k.

Observamos como la discretizacion en tiempo ha reducido la tarea, en ambos casos,
a resolver una serie de problemas elfpticos de dos tipos, en cada uno de los cuales ha
desaparecido una de las dos dificultades, la no linealidad o la incompresibilidad,
anteriormente mencionadas. As{, tendremos:

a) Problemas lineales del tipo de Stokes que pueden escribirse de la siguiente forma:

—uhu + Au + Vp =g, divu = 0 en )

(23)
u =0 sobre 082

b) Problemas elipticos quasi-lineales (donde se ignora la incompresivilidad), tales como

(*)  Un problema de Stokes es una aproximacién del problema de Navier-Stokes para viscosidades
grandes, ya que en este caso el término no lineal tiende a desaparecer.
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1
WAu + N'u 4+ (wy)u + E(divu)u =g en Q
(24)
u =0 sobre 0Q

En (23) y (24), », #*, A y A" son pardmetros positivos y g, g* € L2 (2)". Estos
pardmetros y funciones vienen determinados por v, k, m, 6 y el algoritmo seleccionado.

El proolema (23) posee solucién tnica, y (24) posee al menos una solucién, que serd
unica-en el caso de tomar un paso de discretizacion k suficientemente pequefio (para la
demostracion de estas afirmaciones, cf. Marin7).

La siguiente etapa serd aproximar estos problemas en las variables espaciales. Existen
muchas formas de aproximarlos en espacio (en Marfn” esta aproximacién se realiza en
un marco general, imponiendo s6lo ciertas hip6tesis, llamadas de consistencia); aqui,
a modo de ejemplo, consideraremos una aproximacion particular que utiliza la técnica
de los elementos finitos.

Por simplicidad, supongamos que £ es un dominio poligonal. Sea ¥ = (0,1] y sea

T, /heX ; una familia regular de triangulaciones de £ es decir, si denotamos por
8(T) al didmetro de la menor bola que contiene a Ty por p(T) al didmetro de la mayor
bola contenida en T entonces supondremos

8(TV)<h VTeG,Vh y

8(D)/p(T) <o VTEeB,, Vh
Nos referiremos primero al problema (23) que puede escribirse también como sigue:

Moeuv»> + A(y) = (gv) VvelV,ueV 25

En el caso n=2, para cada k € ¥, definimos:
Wa = §Wa W, € C°(D2, W, |1 € B(T)® VTeT,,w,=0 sobre 32} (26)

Vi = 901V € Wy, /Qdivvh=0 V T¢G,} @7

Es bien conocido que W, es un subespacio finito dimensional de H}, (2)%. Una
funciéon w, € W, estd unfvocamente determinada por sus valores en ios vértices y
puntos medios de los ejes de G, que pertenecen a §2 (ver figura 4). Si definimos la
forma bilineal a(. , . ) por

auy) = p«uy» + AV (28)
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entonces el pmblema discretizado es
alu, v, ) = (gv,) Vv, e Vi,u, eV, (29)

Obviamente, (29) posee exactamente una solucién u,. Puesto que V), viene dado
por (27), deberén existir algunos A, 7 € G, , tales que

alu,,w, ) = {gw, ) + Z
(h h) (g h) TE‘G

Ap ( [ divw, dx) Vw, e W, (30)
h T

Es evidente que existe una funcidn escalonada,

w m Z (] 2 ), )\ 31
7 Te'gh h ( 7 ( )
tal que se verifica

af{u,,w,) — (m,,divw,) = (gw,) Vw, e W, (32)

que no es sino la versién discretizada de (23}, escrita como ecuacion variacional, i.e. en
la forma: : ‘ '

Caew) = (pdivy) = @y YveH(Q)F (33)

- Ast, m, puede ser considerada una aproximacion de p, que quedard completamente
determinada por sus valores 7, (7) con T €, (ver figura 4).

Figura 4. Elemento finito B, P, (Fortin)
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Puede probarse que para u suficientemente regular, se tiene que lluu, Il =0 (h)

(ver Témam®).
Por otra parte, el problema (24) puede escribirse en la forma

a(uy) + b(uuy) = (gv)
(34)

VVveH (Q)", ueH, (Q)

La aproximacion de (24).puede deducirse de (34) y de la definicion del espacio W,,.
El problema discretizado es ain no lineal. M4s tarde, haremos algunos comentarlos
sobre su resolucién efectiva.

Observamos, que los resultados numéricos tienen apariencia realista (esto ocurre
incluso para problemas industriales, de gran magnitud, en donde intervienen gran
cantidad de variables; cf. por ejemplo Bristeau'). A continuacién, presentamos los
resultados de convergencia vy estabilidad obtenidos, que vienen a justificar plenamente
‘la bondad de los datos numéricos. ’

Nos centraremos en el primero de los algoritmos ALG 1, (para losresultadosrelativos

a ALG 2, puede consultarse Marin”).
Para cada k = At y cada & de (0,1] definimos las funciones uy,,, v,,, U, ¥ Vin

como sigue:

W, Vi [0, T) > W,
Constantes en cada intervalo [mk, (m+ 1) k) _ (35)

U, () =ul yv, ()=ur" Vite[mk,(m+ k)

Uy, Ve 2 [0,T] = W,

Continuas y lineales en cada [mk, (m+ 1)k) (36)

Uy, (mk) =ul y¥,, (mk) =4™% Vm=01,...,N
En estas hip6tesis, podemos enunciar el siguiente
Teorema Si 6 € (0,1/2] entonces existe una constante e, ** que depende s6lo de

Q,T, lug |, 1Ell2 0 7.y, v, 6,

(* Poru, ™12 estamos denotando la correspondiente aproximacion en espacio de u™*/2,

(**)  El cdlculo explicito de e, puede encontrarse en Marin’
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tal que, si k y 4 satisfacen

K < e, 37
se tiene:

a) Existen 3 C J(, 4" = Oy ;k’g - ( para los cuales las subsucesiones w,. ,» , Vi,+ 1,
U B y V., convergen fuertemente en L2 (Q2x(0,T))*, débilmente en L2(0,T;
Hi (Q)") y débilmente -+ en L*(0,T; L% (2)*) hacia la misma funcién u.

b)Si H’ y 3k’$ satisfacen a), entonces el lfmite comun u es una solucion (generalizada)
del problema de Navier-Stokes. , :

¢) Consecuentemente, para n=2, las sucesiones completas W, ,..., V,, convergen
hacia la (Ginica) solucion, '

d) Finalmente, si n=2, 6 € (0,1/2) y & y k satisfacen

k/h* - 0 (38)
. ~ 2
entonces las sucesiones U,,..., Vg, son fuertemente convergentes en L (0,T:
1
H, (Q)").
Demostracion. La demostracion de este teorema se realiza en varias etapas.
1% etapa: Algunas estimaciones “a priori” sobre las funciones uy, , . . ., V.

22 etapa: Una estimacion uniforme para la transformada de Fourier ¥, de la funcion v,,
que asegura una cota de th para la norma de HP O,T; L2(Q)) (< 1/4).

32 etapa: Eleccion de subsucesiones convergentes (gracias a las estimaciones “a priori”,
la compacidad de las inyecciones H! <5 HP o L?* y las hipotesis de consistencia verifi-
cadas por la aproximacioén espacial).

4% etapa: Demostracion de que el limite comun es una solucion.

52 etapa: Resultados de convergencia fuerte.

A continuacion desarrollaremos brevemente cada una de las etapas que acabamos de
mencionar.

1% etapa: De las ecuaciones que describen nuestro algoritmo, usando el hecho de que
0 < 1/2 y k/h? < e,, obtenemos:

1 1
max llul e + 2 Hu™%—up By + 3 lluf*t —uf*” 112,
m m m

39)
+ k3 w2y + kT ™%l < cte,
m [e) m [o] .
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donde la constante es independiente de kh y m. De aqu{, resulta:

2
II ukthLu(O, T, L2 (Q)n) + “ uth LZ(O, T;H(l) (Q)n) < cte.

(40)

“ukh i th”22 (O, T;LZ (Q)n) < k. Cte;

. - ~ ~
lo mismo obtendr{amos para v, , Uy, v Vs, .

Esto nos dice que nuestro esquema es condicionalmente estable (para obtener
estimaciones ‘““a priori” ha sido necesario imponer ciertas restricciones entre los
pardmetros de discretizaciéon en espacio y tiempo).

27 etapa: De nuevo, de las ecuaciones, obtenemos la siguiente expresion:::

d
' 2 d—{ (“\r‘kh (t),V) = «gkh (l‘)-,V»h
(41)
Vve V,,tcp.d en[0,T], '

con lig,, Iz ©, T:H: (2)") < cte.

Prolongando g, por O fuera de [0,T] y tomando transformadas de Fourier en (41)
obtenemos:

2rlr v, (1) 122 < gy, () 1,0V, ()1, + Cly, (1) .2
y, de aquf,

71 19 (7)) 122 < cte. IV, () I, (42)

Ademds, para § € (0,1/4) se verifica:

1+ I7l

28 < A+ del
IrPP < c® 1+ |7R-28

Vre R 43)

De (42) y (43), resulta:

+oo
28 12 2 s 2
[ |+ BB ||th (r) "L2 dr < G B) "th "L2 @®;(L2ym)

+ G B) J I In/C1+ 12 1228) dr < cte.
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'y, de aquf, obtenemos:

Vi | HB©, T;12 ()" S cte. (44)

3? etapa: De las estimaciones de las etapas anteriores se deduce la existencia de sub-
SUCESIONES Wy»p» Vyo e, Upo o Y Vo5 ¥ de una funcion u e L=(0,T:L*(Q)") N L*(0,T;
H:(Q)*) N HB(,T; L% (Q)) tal que dichas subsucesiones convergen hacia u cuando
k’y h’— 0 en los siguientes sentidos:

débilmente - « en L=(0,T ;L2 (2)")
débilmente en L* (0,7; Hy (2)")
débilmente en HP(0,T;L* (2)") y
fuertemente y c.p.d. en L2 (2x(0,7))"

De todas estas convergencias, quizds la menos evidente a partir de las estimaciones
anteriores, sea la ultima, ésta se deduce sin mds que tener en cuenta las hipGtesis de
consistencia verificadas por nuestra aproximacioén espacial. '

Ademds, se obtiene que el Ifmite es el mismo para todas ellas, gracias a las relaciones
existentes entre cada dos parejas de familias obtenidas en la primera de las etapas.

42 etapa: El proximo paso consiste en demostrar que el Ifmite u es solucion. Se deduce
facilmente de las etapas previas que este 1fmite u satisface:

a) we L=(0,T;H) N L2(0,T;V)

(du/d)eL? (0,T;V?) cono=4/3 si n=3 y o0=2 sin=2.

b) <§-}(t),v> + v «u(t),v» + bu),ur),v) = (f(),v)

VvelD ¢ cp.d. en [0,T]

(por densidad, esta ecuacion variacional también se verifica para todo v de V). Esta
igualdad la hemos obtenido tomando Ilfmite en las igualdades verificadas por las
funciones aproximadas, teniendo en cuenta las propiedades de convergencia de la
32 etapa.

Por ultimo, no es diffcil probar que u verifica también la condici6n inicial (6).

5% etapa: Para demostrar la convergencia fuerte tenemos en cuenta que, en el caso
n=2, se verifica la llamada igualdad de la energfa:
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1 T
PRI R OUAE

[t]
(45)

1 - T
=2+ [ @ou ar
0

que nos dice que la energfa cinética correspondiente al instante final mds la pérdida de
dicha energfa debido a la presencia de fuerzas de viscosidad, coincide con la energfa
cinética correspondiente al instante inicial mds el trabajo realizado por las fuerzas exte-
riores.

Teniendo en cuenta esta igualdad y, con objeto de probar la convergencia fuerte en
I%(0,T; 2 (Q)"), introducimos la expresion:

. T
X, = I - wD 12 + 2, v[ I = uily 40 + Ya
0
donde:

* we o [0, T] — W, es una funcién constante en cada [mk,(m+1)k) definida por
th (mk) m+y2 + (1 B)Uh )

* uj ¢ [0,T) > W, conuj e L*(0,T; W,) y tal que
lu — ujliz2 o,T;:H: (@) = 0 (46)

Se verifica que, dada u € I2(0,T; V), existe siempre una funcion u;}, con las propie-
dades precedentes (cf. Témam?®).

* a, es una sucesion de pardmetros positivos que convergen a 1 cuando k 'y 4 tienden
a cero. . :

* Y., esuna expresion convenientemente elegida, como veremos mds adelante.
Si desarrollamos X, , obtenemos:

X = Xpp + X2 + X3,
donde

T
Xy, = w32 + 2akh,vf |Iu,,(t)|l,,1 dt
0

T
> D2, — 2 f Tu()lgs dr

0
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T
Xpp = =2(uwy w2 — 4oy, » f (Wen (D, (N1 ds
0 o

T
“2Mu(D)I2, — 4y f a2, ds
0 [+]

3 T »
Xon = Y, + IV 125 + 20, v f W (013 ds
]
Basta, pues, elegir Y,;, adecuadamente para que:
a) o Y, =0,

T
b) X5 < Zy - luglZp + 2 [ (), u() di

Con ello conseguiremos que X,, —> 0 y, de aquf,

| [ Iwg, (0 — ui (DIZ, di >0 @
0 o A : . . il

Tenienido en cuenta (46), concluimos qué
lwy, (£) - ull Lz‘(O,T;Hcl,) -0 (48)

y, utilizando (40), llegaremos a las mismas propiedades de convérgencia para ‘uy, ;
th’iukh Y Vin-

Observacion 1. La condicion k/h? < ¢, es una condicién suficiente de estabilidad,
usual para problemas parabélicos no lineales. Nos dice, en esencia, que, una vez fijado
un pequefio paso de discretizacion en espacio, el paso de discretizacion en tiempo no
puede ser demasiado grande. Para otros esquemas de discretizacién en espacio, es decir
para otros espacios W, , se obtienen condiciones de estabilidad similares, de la forma

k/h® < cte. cong =1

Observacion 2. En el caso tridimensional no hay resultados de convergencia fuerte,
en principio debido a que no se verifica la igualdad de la energfa (que ha servido como
base en nuestra demostracién). Ademds, la no unicidad de solucién impide un resultado
de convergencia para las sucesiones completas.
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Observacion 3.. Las técnicas de.demostraciéon utilizadas estdn basadas en métodos de
compacidad- cldsicos, y, en resultados de Témam (1977) para esquemas mds simples.
Para algunos resultados parciales, véanse los trabajos previos F. Cara - Marfn3- 4.8,

Observacion 4. Se han obtenido resultados andlogos para el segundo de los algoritmos
con otra constante e, para la correspondiente condicion de estabilidad; la demostracion,
algo mas compleja puede encontrarse en Mar{n”

Observacion 5. Claramente, ALG 2 es, en la prdctica, casi tan econdmico de usar como
ALG 1. Por otra parte, el estudio detallado de algoritmos andlogos a ALG 1 y ALG 2
aplicados a un problema modelo sencillo (cf. Bristeau® ) parece indicar que ALG 2 est4
mucho mejor adaptado a la determinacion de soluciones para grandes valores de ¢ y, en
particular, al cdlculo de soluciones estacionarias.

. RESOLUCION EFECTIVA DE LOS PROBLEMAS
Comentaremos a continuacion los métodos numéricos de resolu’ci’oﬁ de losproblemas:
lineales y quasi-lineales obtenidos en cada paso de ALG 1 y ALG 2. Por simplicidad,

nos limitaremos a trabajar sobre los problemas (23) y (24). El desarrollo que sigue
puede adaptarse sin dificultad a los problemas discretizados correspondientes.. = L

Resolucion de los problemas quasi-lineales
El problema (24) no proviene de nihgﬁnﬁroblema del Cilculo de Varié'cib“né:s,‘:'

puesto que no existe ningin funcional sobre H: ()" cuya diferencial coincida con

1
v.V)v + 7 {divv)v

Sin embargo, usando una formulaciéon conveniente en el sentido de los minimos
cuadrados, vamos a ser capaces de resolver (24) mediante métodos propios de la
Programacion no lineal.

Ast, dadav eH‘l, (§2)", definimos y (=y(v)) € Hcl, (§)" como la tnica solucién de
1 '
—uAy + Ay = —plAv + Av + (v.V)v + —(divv)v — g en §
2 (49)
y = 0 sobre 092

Observamos que y se obtiene de v resolviendo n problemas de Dirichlet lineales inde-
.pendientes (uno para cada componente de y). .
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Obsérvese que si v es solucién del problema no lineal (24), entonces la correspon-
diente funcion y, obtenida a través de (49), es 0. Por ello, parece natural introducir la
siguiente formulacion de tipo minimos cuadrados del problema (24):

“Buscar u € H: (Q)" tal que:

(50)
J) < J(v) VveH Q)"
Aqut, J: H: ()" — R esté definida por
1 ,
I = o /ﬂ fulvy® + AlyP! dx, (51

con y definida (a partir de v) resolviendo el problema lineal (49). Los problemas (50)
y (24) son equivalentes en el sentido siguiente: Si u es solucién de (24), también lo
es de (50), con J(u) = 0;y, reciprocamente, si u es solucién de (50) y J(u) =0, enton-
ces eg también solucién de (24).

Para resolver el problema de minimizacién (50) usamos un algorltmo de tipo gradien-
te conjugado, definido como sigue

Paso 0 Inicializacion:

u® e H:(Q)" dado; (52)

a partir de u®, calculamos g° € H‘l, (2)" resolviendo

<—ulg® +Ng° 2> p = <J'(u°®),z>
(53)
VzeH (Q), ™)

y hacemos

w® = g° (54)

Después, dados m = 0, u™, g™ y w™ calculamos um™*t gm™*l y wm*l en la forma
siguiente:

Paso 1 Descenso:

u™t o= um — ), W, - (55)

m

) P(.) esel gradiente de J(.).
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donde A, es solucién del problema de minimizacién unidimensional

A, €R, JW" -\, w") < J™-Aw") V AeR, . (56)

m
Paso 2 Construccién de una nueva direccién de descenso:

Calculamos g™ ¢ H. (Q)*, resolviendo

<—;1Agm+1 +7\gmf1‘>g-§ Hl - <J;(um+1),z>
37
VzeH (),

En Marin’ puede encontrarse una expresion integral para <J’(u™ ),z>.

Posteriormente, tomamos (variante de Polak-Ribiére):

}\/ gm«r»l (gm+1 _gm)dx + i / vgm«rl v(gm+1 _gm)dx
Q Q

x/ g 2 dx + ,u/ g™ 12 dx
Q Q

y, finalmente,

w =g - Ym W . (58)
Cambiamos m por m+1 y volvemos a (55).

Los dos pasos no triviales del algoritmo (52) - (58) son:

(i) La resolucién del problema de minimizacién en una variable (56); el correspondiente
A puede calcularse de forma aproximada (por un método de dicotomfa o mediante
el método de Fibonacciy cf. e.g. Rao®) o bien de manera exacta, sin mds que calcular
las rafces de una ecuacion algebréica de tercer grado (en efecto, la funciénJ(u™ A™)
es polinémica de cuarto grado). Por otra parte, como ya dijimos, en cada paso
hemos de resolver #n problemas de Dirichlet lineales asociados al operador elfptico
(Ad.— uA) para, dado v, obtener la correspondiente funciéon y (prob. (49)).
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(ii) El cdlculo de g™ a partir de u™ requiere la resolucién de 2n problemas lincales
de Dirichlet del tipo anterior. De ellos, n servirdn para calcular <J’(u™ ),z> y los
restantes n para obtener propiamente g™ mediante (57).

Obsérvese que, para una division uniforme del intervalo [0,T], los pardmetros A-y g -
son independientes de m. En consecuencia, 1a eleccion de una aproximacion particular
en las variables espaciales reduce los mencionados problemas de Dirichlet para (A Jd-uA)
a sistemas lineales de ecuaciones donde la matriz de los coeficientes es siempre la misma.
Parece, pucs, adecuada una factorizacién de Cholesky para dicha matriz (al principio
del prcgrama) y limitar los cdlculos a la resolucion de sistemas triangulares. Por el
contrario, si el método de discretizacién en la variable ¢ es de paso variable, la resolucién
de los sistemas lineales que provienen de los problemas de Dirichlet para (A/d - pA)
resulta costosa por métodos directos. (ahora u depende de m/). Una alternativa intere-
sante consiste en utilizar algoritmos de tipo relajacion.

Resoluci6n de los problemas de tipo quasi-Stokes

Figura §. Elemento £ —no conforme, F, (Thomasset)

La resolucion del problema (23) puede llevarse a cabo de dos maneras. En el caso de
que sea posible calcular una base explicita de V,, basta resolver (29) por un método
directo, ya que se trata de resolver un sistema algebrdico cuya matriz es simétrica v
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definida positiva. Esto ocurre, p.e., cuando usamos el elemento finito no conforme
de Thomasset (cf. la figura 5). En este caso, se tiene: '

W, = %Wh/Wh e L2(Q)"; w, |, e P, (T VT€G,;w, continua en baricentros

de caras adyacentes; w, I3 =0 i ,

V, = 3vh,/vh eW, ; Z D, v, = Og Dy, v, = D, v, cp.d.)

i=1,n

Crouzeix?, calcul6 una base explicita de V, en el caso n=2.

Desafortunadamente, nos encontramos con que no es fdcil en general, hallar una
base de V, ; esto sugiere resolver el problema (23) mediante un método iterado, del tipo
de Uzawa o Arrow-Hurwicz. Una ventaja de la utilizacion de un método de este tipo es
la obtencion de una aproximacion p***en ALG 1, (resp. p***%, p7*** en ALG 2) para|la
presiéon p en el tiempo {(m+1/2)k (resp. (m+1/4)k y (m+1)k). Aqui, nos referiremos
exclusivamente al algoritmo de Uzawa.

Comenzaremos con una funcién dada

p° e L2 (). (59)

m+1

Después, conocido p™ , definimos u™ y (m 2 0) mediante:
p

Num - prAU" =g —yp™  en Q,
(60)
u™ = 0 sobre 982,

m+1

p =p" — ¢Va". (61)

Se supone que ¢ > 0 es un escalar dado. Acerca de la convergencia del algoritmo
(59) - (61), tenemos el resultado siguiente:

Teorema Supongamos que

*®

o<p<2t (62)
}’z .
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Entonces, cualquiera que sea p° € L* (£2) se verifica:

u™ - u fuertemente en H: ()",

p™ — p fuertemente en L2 (),

donde 311,;7% es la Unica solucién de (23) que verifica

[pdx=/p dx. (63)

(Para la demostracion, véase Glowinski6 ,p. 303).

En cada paso del algoritmo (59) - (61) deben resolverse, de nuevo, n problemas
de Dirichlet independientes para (\"Id - u* A). Si se toma 0 = 1/2 (resp 8 =2/3)
en ALG 1 (resp. ALG 2), se sigue que (AJd -uAy=A"Id-u"A) = (— Id - VA) (resp.

(\Nd -pd) =2"Id-u"A) = ( kId 23VA) con lo cual muchos de los subprogramas

pueden utilizarse tanto para los subproblemas lineales como para los no lineales, redu-
ciendo asf memoria y tiempo de programacion.

Los resultados expuestos son generalizables al caso de condiciones de contorno de
tipo Dirichlet no homogéneas (paredes deslizantes, entrada de flujo, etc.) y/o condi-
ciones naturales homogéneas o no (salida de flujo, traccion, etc.). Para detalles, cf.
Glowinski® , Marin”.
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