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Resumen

Las subvariedades slant constituyen un importante caso intermedio entre
las subvariedades invariantes y anti-invariantes. De hecho, diremos que una
subvariedad M, tangente al campo de estructura ¢ de una variedad casi-
contacto métrica (M, ¢,£,n,9), es slant, si para todo punto p € M y para
todo vector X € T, M, no proporcional a &,, ¢X forma un dngulo constante
con T,M, independientemente de la eleccién del punto y del vector. Dicho
angulo recibira el nombre de dngulo slant.

En esta memoria, presentamos la definicién de subvariedad slant de una
variedad casi—contacto métrica y probamos las primeras propiedades y carac-
terizaciones referentes a dichas subvariedades. Centramos nuestra atencién
en el estudio de las subvariedades slant en variedades de contacto y, maés
concretamente, en variedades K—contacto y Sasakianas. Tratamos diversos
aspectos de estas subvariedades: dimensién, minimalidad, curvaturas, etc.
Merecen una especial atencién los resultados obtenidos para subvariedades
slant tridimensionales, asi como la gran cantidad de ejemplos expuestos.

Ademas, establecemos sendos Teoremas de Existencia y Unicidad para
subvariedades slant en espacios de curvatura ¢-seccional constante, obte-
niendo de esta manera interesantes aplicaciones.

Finalmente, extendemos la nocién de subvariedad slant definiendo dos
nuevos conceptos, las subvariedades bi-slant y, como caso particular de éstas,
las subvariedades semi-slant. Estas 1iltimas generalizan tanto a las subvarie-
dades slant como a las semi-invariantes.
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Introducciéon

La teoria de subvariedades, tanto de variedades casi Hermiticas, como
de variedades casi—contacto, constituye hoy en dia una de las 4reas més
interesantes en la Geometria Diferencial.

El desarrollo de la teoria de subvariedades de una variedad casi Hermitica
comenzo, como un area separada de estudio, en el siglo pasado, a partir de
la investigacién de las curvas y superficies algebraicas. En este periodo, cabe
citar el trabajo de algunos importantes matematicos de la época, tales como
Riemann, Picard, Enriques, Castelnuovo, Severi y Segre.

Sin embargo, fueron J.A. Schouten y D. van Dantzing ({38, 39]) quienes
intentaron transferir, por primera vez, los resultados de la Geometria Diferen-
cial de espacios con métrica Riemanniana y conexién afin al caso de espacios
con estructuras complejas, a principios de los afios 30. En sus articulos,
aparece un espacio Hermitico con una conexién unitaria llamada simétrica.
De manera independiente, E. Kaehler encontré un espacio con la misma
conexién en 1933 ([27]), denomindndose hoy tal espacio como espacio de
Kaehler. Otros matematicos, como S. Bochner, H. Guggenheimer y A. Lich-
nerowicz, han estudiado en profundidad tales espacios.

En 1947, A. Weil ([46]) sefialé6 que en una variedad compleja existe un
campo tensorial J de tipo (1,1) cuyo cuadrado es igual a menos la transfor-
macién identidad del fibrado tangente, es decir, J2 = —J. El mismo afio,
C. Ehresmann definié una variedad casi-compleja como una variedad dife-
renciable de dimensién par dotada de un tensor J con cuadrado menos la
identidad. Una variedad casi-compleja recibe el nombre de variedad casi
Hermitica si admite una métrica Riemanniana, compatible con el tensor J.

La teoria de las variedades complejas y casi-complejas se ha convertido
en una de las ramas mas importantes de la geometria diferencial moderna,
y en ella han trabajado multitud de autores, entre los cuales podriamos
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citar a Bochner, Boothby, Calabi, S.S. Chern, Goldberg, Hodge, Ishihara, S.
Kobayashi, Lichnerowicz, Matshushima, Nomizu, Sasaki o Yano.

Por otra parte, la geometria de las variedades de contacto sigue un de-
sarrollo paralelo. Una variedad diferenciable de dimension 2k + 1 se dice
variedad de contacto si sobre ella existe una 1-forma diferencial 5 tal que
n A (dn)F # 0 en todos los puntos.

El estudio de este tipo de variedades fue iniciado por S.S. Chern [18],
W.M. Boothby y H.C. Wang [6]. Chern prueba que una estructura de
contacto admite una reduccién del grupo estructural del fibrado tangente
a1l xU(n). JJW. Gray [23] llama a una variedad con esta reduccién una
variedad casi—contacto. Bouzon estudia en 1964 esta estructura en R?™*! y
la llama estructura casi—cocompleja.

En 1960, el estudio de las variedades casi—contacto experimenta un nuevo
y definitivo impulso, debido a S. Sasaki [35]. Este prueba que la existencia de
una estructura casi—contacto sobre una variedad es equivalente a la existencia
de una terna (¢,¢,7n), donde ¢ es un tensor de tipo (1,1), £ es un campo de
vectores y 1 es una l-forma, tales que

¢ = ~I+90¢& () = 1.

Ademas, es posible definir en las variedades casi-contacto una métrica
compatible con la estructura, apareciendo el concepto de variedad casi-—
contacto métrica.

Los resultados de Sasaki pusieron de manifiesto la relacién existente en-
tre las teorias de las variedades casi complejas y casi—contacto, permitiendo
que estas ultimas pudieran ser consideradas como la versién en dimensién
impar de las primeras. En 1962, Sasaki y Hatakeyama estudian el tensor de
Nijenhuis de ¢ y las propiedades de las variedades casi-contacto cuando el
campo £ es de Killing ([36, 37]). Esto permitié la aparicién en [24] de las
definiciones de las estructuras contacto normales o Sasakianas y K-~contacto.

Desde entonces, se ha definido y estudiado una gran variedad de estruc-
turas casi—contacto. Multitud de autores han trabajado también en este area.
Para una visién de conjunto de la geometria de contacto, véase [4].

Uno de los aspectos mas interesantes en la teoria de subvariedades de
variedades complejas y de contacto es el comportamiento del espacio tangente
de la subvariedad con respecto a la estructura correspondiente.

Asi, en la geometria compleja existen dos clases bien conocidas de subva-
riedades: las subvariedades complejas y las subvariedades totalmente reales.
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Se dice que una subvariedad M de una variedad casi Hermitica (H ,9,J) es
una subvariedad compleja si

J(T,M) C T, M,

para todo punto p € M. Es decir, M es una subvariedad compleja de M si
y solo si para cada vector no nulo X, tangente a M en un punto cualquiera
p, €l angulo entre JX y T,M es igual a cero.

El estudio de las subvariedades complejas de una variedad Kaehleriana,
desde el punto de vista de la geometria diferencial, fue iniciado por E. Calabi
y otros autores a principios de la década de los 50 ([7. 8]), habiéndose obtenido
gran cantidad de resultados desde entonces.

En cuanto a las subvariedades totalmente reales ([50]), éstas vienen ca-
racterizadas por la condicion

J(T,M) C T} M,

para todo p € M. En otras palabras, verifican que, para cada vector no nulo
X € T,M, el angulo entre JX y T,M es igual a 7/2, independientemente
del punto p € M.

Ambos tipos de subvariedades encuentran conceptos analogos en la geo-
metria de las variedades casi-contacto: subvariedades invariantes y anti-
invariantes, respectivamente. Asi, se dice que una subvariedad M de una
variedad casi—contacto métrica (1\7 ,,€,1m,9) es invariante si

HNT,M) C T,M,
para todo punto p € M, mientras que M sera anti-invariante si
¢(T,M) C TpJ'M,

independientemente también del punto p de la subvariedad. Asi mismo, dado
que ¢(¢) = 0, podemos interpretar que en una subvariedad invariante (resp.
anti-invariante) el angulo entre ¢.X y T, M es igual a 0 (resp. 7/2), para todo
vector X € T, M, no proporcional a £, y para todo punto p € M.

Las subvariedades invariantes fueron definidas por M. Okumura ([32]),
K. Yano y S. Ishihara ([49]). Respecto a las subvariedades anti-invariantes,
destacan en este caso los trabajos de Yano y Kon ([50}).



En 1990, B.-Y. Chen presenta la tercera clase importante de subvarieda-
des de una variedad casi Hermitica: las subvariedades slant. En [11], Chen
define una subvariedad slant como aquella subvariedad M de una variedad
casi Hermitica tal que, para cada vector no nulo X € T,M, el angulo entre
JX y el espacio tangente T, M es una constante, independiente de la eleccién
del punto p y del vector X. Dicho angulo recibe el nombre de angulo slant.
Obviamente, esta definicion generaliza las de las subvariedades complejas y
totalmente reales, siendo éstas casos particulares de las subvariedades slant.
Precisamente, una subvariedad slant se dira propia cuando no sea compleja
ni totalmente real, es decir, cuando su angulo slant pertenezca al intervalo
(0,7/2).

No obstante, existe una nocién previa de angulo slant para superficies
de una variedad Kaehleriana: el dngulo de Kaehler. Este concepto fue in-
troducido y estudiado por S.S. Chern y J.G. Wolfson ([19]) como el dngulo
comprendido entre J(0/dz) y 8/dy, donde z = z ++/~1y es un sistema local
de coordenadas complejas sobre la superficie. Asi, en [1] y [5] aparecen ya
ejemplos de inmersiones slant de la esfera S? en el espacio proyectivo com-
plejo CP". Ademas, en [21] y [31], se estudian superficies minimales con
angulo de Kaehler constante.

Volviendo al concepto actual de inmersién slant, es decir, el introducido
por Chen, este autor prueba en [11] las primeras propiedades fundamentales
de tales inmersiones, ademas de dar diversos resultados para superficies slant
en C%. En [14] y [15], B.-Y. Chen y Y. Tazawa estudian las superficies slant
con codimensién 2 y las inmersiones slant en los espacios euclideos comple-
jos. Entre otras cosas, prueban que toda inmersién slant de una variedad
compacta en C™ ha de ser totalmente real. Ademas, clasifican las superficies
slant propias de C? que estén contenidas en una esfera S, en un hiperplano
E?, o cuya aplicacién de Gauss tenga rango menor que 2. En estos trabajos,
aparecen diversos ejemplos de subvariedades slant en C? y C*.

Por otra parte, en [13], B.-Y. Chen y J.M. Morvan estudian algunas
propiedades sobre la cohomologia de las subvariedades slant. El libro [10]
constituye un compendio de estos cuatro articulos de Chen, ademés de in-
cluir algunas secciones nuevas, como el estudio de la estabilidad de una sub-
variedad totalmente real de una variedad Kaehleriana.

Posteriormente, T. Ikawa ([25]) calcula la longitud de la segunda forma
fundamental de las superficies slant, mientras que S. Maeda, Y. Ohnita y S.
Udagawa ([30]) estudian subvariedades slant en CP". En [44, 45], Tazawa
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construye inmersiones slant en C". En [12], Chen establece obstrucciones
para la existencia de subvariedades slant, empleando para ello un invariante
geométrico adecuado. Més recientemente, en [48], J. Yang estudia las super-
ficies slant con curvatura media constante en C2.

Finalmente, en un trabajo de reciente aparicién ([17]), B.-Y. Chen y L.
Vrancken demuestran un importante teorema de existencia y unicidad para
inmersiones slant en un espacio de curvatura holomorfa constante. Ello les
permite determinar un gran nimero de inmersiones slant, destacando los
primeros ejemplos aparecidos en el espacio hiperbdlico CH?*(—4).

A este respecto, hemos de sefialar que un par de errores de este articulo
han sido corregidos posteriormente en [16], a raiz de las observaciones reali-
zadas por el autor de esta memoria.

La bibliografia existente en estos momentos sobre subvariedades slant
de variedades casi Hermiticas se completa con un trabajo de N. Papaghiuc
([33]), donde se presentan las subvariedades semi-slant, generalizacién tanto
de las subvariedades slant, como de las subvariedades CR. A ellas hacemos
referencia en el Capitulo 4.

El objetivo de esta memoria es presentar en la geometria de contacto el
concepto analogo al de subvariedad slant en la geometria compleja, genera-
lizando de manera natural las subvariedades invariantes y anti-invariantes.

El primer problema que encontramos para ello es el del papel que debe
jugar el campo de estructura ¢ respecto al fibrado tangente de la subva-
riedad. En los distintos estudios realizados en subvariedades de variedades
casi-contacto, es usual considerar los casos en que dicho campo £ sea siempre
tangente o normal a la subvariedad. Sin embargo, tal y como sefialamos en
la primera seccién del Capitulo 1, se sabe que toda subvariedad M de una
variedad de contacto tal que ¢ sea normal a M, ha de ser anti-invariante.
Dado que nuestro estudio se centra en las estructuras de contacto y, funda-
mentalmente, en estructuras K—contacto y Sasakianas, carecera entonces de
interés para nosotros el definir subvariedades slant con ¢ normal. Asi, a lo
largo de toda la memoria trabajaremos con subvariedades de una variedad
casi—contacto métrica, tangentes al campo de estructura.

Previamente, en el Capitulo 0, presentamos un breve resumen de aquellos
resultados de la Geometria Riemanniana y de la Geometria de Contacto
que necesitaremos en los capitulos posteriores. Ademads, aprovechamos para
fijar una notacién uniforme, que facilitara la lectura de los resultados que se
presentan en las siguientes secciones.
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En el Capitulo 1, presentamos la definicién de subvariedad slant de una
variedad casi—contacto métrica y probamos las primeras propiedades de di-
chas subvariedades. Concretamente, diremos que una subvariedad M de una
variedad casi—contacto métrica M, tal que ¢ € TM, es slant si para todo
punto p € M y para todo vector tangente X € T,M, no proporcional a
&, ¢X forma un angulo 0 constante con T,M. Dicho dngulo recibira el
nombre de dngulo slant. Como vemos, esta definicién es analoga a la dada
por Chen en el caso complejo. Ademas, para § = 0 y § = 7/2, obtenemos
las subvariedades invariantes y anti-invariantes, respectivamente. El resto de
las subvariedades slant recibiran el nombre de subvariedades slant propias.

De igual manera, presentamos en la Seccion 1.1 la definicion de dis-
tribucion slant de una variedad casi—contacto métrica, probando que una
subvariedad es slant si y sélo si la distribucién D ortogonal a £ en el fi-
brado tangente es slant. La conveniencia de la introduccién de esta nocién
de distribucion slant quedara de manifiesto en el Capitulo 4, pues nos sera
de gran utilidad para definir las subvariedades bi-slant y semi-slant, que
comentaremos en su momento.

Como resultado fundamental de la Seccién 1.2, aparece el Teorema 1.2.1,
el cual establece una caracterizacién de las subvariedades slant en funcién
del cuadrado de la proyecciéon tangente de la estructura casi—contacto sobre
la subvariedad. Asi, dicho teorema afirma que una subvariedad M de una
variedad casi-contacto métrica M , tal que £ € TM, es slant si y sélo si
existe una constante A € [0, 1] tal que 7% = —\I + Ap ® ¢, siendo en tal caso
A = cos? 6, con 0 el dngulo slant de M.

Este teorema, al cual realizamos continuas referencias a lo largo de la
memoria, nos permitira resolver con facilidad innumerables calculos, entre
los que destacan los realizados en la Proposicién 1.2.3 y los Corolarios 1.2.4,
1.2.5 y 1.2.6, que nos llevan a la obtencion de un tipo especial de referencia
ortonormal en una subvariedad slant propia tridimensional de una variedad
casi—contacto métrica de dimensién 5: la referencia slant adaptada. El espe-
cial comportamiento de dicha referencia nos permitiré resolver algunas cues-
tiones en este contexto, que, como se ve més adelante, constituye el primer
caso no trivial para las subvariedades slant.

La Seccién 1.3 contiene el estudio de la dimensién de una subvariedad
slant. Tras algunos resultados de cardcter general, el Teorema 1.3.5 pone
de manifiesto que toda subvariedad slant no anti-invariante ha de tener di-
mension impar. Dado que, para nosotros, el campo ¢ es siempre tangente
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a las subvariedades slant, esto implica que las primeras subvariedades slant
interesantes seran las de dimensién 3, que, en virtud de un resultado previo,
habran de estar inmersas en una variedad de dimensién 5 al menos.

El primer capitulo concluye con una amplia seccién dedicada a la ob-
tencién de ejemplos de subvariedades slant. Tras la constatacién de que,
como cabia esperar, toda subvariedad slant de una variedad casi Hermitica
proporciona un ejemplo de subvariedad slant de una variedad casi—contacto
métrica, sin mas que efectuar el producto usual por R, emprendemos la
bisqueda de subvariedades slant en una variedad de contacto, propiedad que
no verifica la estructura mencionada.

Consideramos entonces la variedad R?™*! con su estructura Sasakiana
usual (¢po,€,7,9) v, en el caso en que m sea par, definimos una nueva es-
tructura casi-contacto ¢;, compatible con la anterior. Especial importancia
tendra la variedad (RS, ¢1,&,7,9), que nos facilitard posteriormente intere-
santes ejemplos y contraejemplos.

En esta seccién, resulta fundamental el Teorema 1.4.7, que nos propor-
ciona un método para encontrar ejemplos en (R®, ¢o,¢,7,¢), a partir de los
ejemplos que Chen da en C? en [10].

En nuestra opinién, merece una mencién especial la cantidad de ejemplos
de subvariedades slant que incluimos en esta memoria. Por una parte, esto
demuestra el interés del trabajo realizado, al quedar patente la existencia de
los objetos que se estudian. Por otra, la diversidad de ejemplos nos permitird
ilustrar la necesidad y la suficiencia de las condiciones de muchos de los
teoremas que probamos, asi como el desarrollo de algunas secciones, como la
Seccion 2.5.

El Capitulo 2 recoge los resultados fundamentales sobre subvariedades
slant en variedades de contacto, propiamente dichas. En realidad, obser-
vamos que la obtencién de resultados tedricos se facilita notablemente al
trabajar en variedades al menos K—contacto. Esto es lo que ocurre en la
Seccién 2.1, en la cual se estudia V() para una subvariedad slant M, siendo
V la conexién de Levi-Civitade M, Q =T? y

(VxQ)Y = VxQY - QVyY,

para todos X,Y € TM. El Teorema 2.1.5 nos proporciona una caracter-
izacién de las subvariedades slant en estos términos. Una subvariedad M,
tangente al campo estructural de una variedad K-contacto M , es slant, siy
solo si se verifican las condiciones:
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1.- El endomorfismo @Q|p tiene un tnico autovalor en cada punto de M.
2.- Existe una funcién A : M — [0,1] tal que

para todos X,Y € TM.

Ademas, en este caso, A = cos? 0, siendo 6 el angulo slant de M. Como
consecuencia inmediata de este hecho, el Corolario 2.1.6 establece que la
condicién 2 caracteriza a las subvariedades slant tridimensionales de una
variedad K—-contacto.

En la Seccién 2.2, se estudian VT y VN, donde por T (resp. N) denota-
mos la proyeccién tangente (resp. normal) de la estructura casi-contacto ¢.
Como veremos, VT se define de manera anéaloga a V{), mientras que para
definir VN es preciso usar la conexién normal D.

El Teorema 2.2.5 nos ofrece una caracterizacion de las subvariedades slant
propias tridimensionales en términos de VT, apareciendo entonces el con-
cepto de subvariedad slant Sasakiana. Diremos que una subvariedad slant
propia, con angulo 8, es slant Sasakiana, si

(VxT)Y = cos®8(g(X,Y)é —n(Y)X),

para todo X,Y € T M. Estas subvariedades constituiran un interesante
objeto de estudio, desempenando un papel analogo al de las subvariedades
Kaehlerianas que Chen define en [11]. Especial relevancia tendra la expresién
que, en virtud del Teorema 2.2.9, verifica el operador de Weingarten de una
subvariedad slant Sasakiana en una variedad Sasakiana.

En cuanto a VN, para obtener resultados interesantes hemos de restrin-
girnos a un marco mas concreto. Asi, estudiamos una subvariedad tridimen-
sional M de una variedad Sasakiana M , con dimensién 5. En estas condi-
ciones, probamos en el Teorema 2.2.17 que, si M es invariante, anti-invariante
o slant propia minimal, entonces

(VxN)Y = 2p(X)NTY +n(Y)NTX,

para todos X,Y € TM. Ademas, en el caso slant propio, el Teorema 2.2.18
completa este resultado con un reciproco, teniendo para ello que anadir una
leve hipdtesis adicional. Una vez mas, aparece una subvariedad de dimension
3 en una variedad de dimension 5, caso paradigmatico en el estudio de las
subvariedades slant en la geometria de contacto.



En la Seccién 2.3, estudiamos la posibilidad de definir una estructura de
contacto en una subvariedad slant no invariante. Es facil probar que una
subvariedad slant de una variedad K-contacto es K—contacto con respecto
a alguna estructura si y sélo si es invariante, tal y como se expone en el
Corolario 2.3.4. En cuanto al problema planteado inicialmente, el Teorema
2.3.6 nos da una solucién, si bien ésta es parcial: es imposible inducir una
estructura de contacto sobre una subvariedad slant tridimensional no inva-
riante. Sin embargo, la metodologia empleada en esta seccion también ofrece
resultados positivos, como son el Lema 2.3.8, el Teorema 2.3.9 y el Coro-
lario 2.3.10, donde, esencialmente, aparecen nuevas caracterizaciones de las
subvariedades slant.

Las dos tltimas secciones del segundo capitulo estan dedicadas a tratar
sendos temas muy concretos. En primer lugar, en la Secciéon 2.4 se estu-
dian la curvatura escalar y la curvatura escalar normal de una subvariedad
slant tridimensional de una variedad Sasakiana con dimensién 5. Ademas,
se introduce el concepto de curvatura seccional normal y se relaciona con la
curvatura escalar. La importancia de este estudio se basa en la evidencia de
la aplicacion practica de muchos resultados anteriores.

En segundo lugar, la Seccién 2.5 recoge algunas notas sobre umbilicalidad
y minimalidad en subvariedades slant. Destaca el Teorema 2.5.12, en el
que se aprovechan ciertas condiciones sobre dos estructuras casi—contacto
compatibles, para obtener la minimalidad de una subvariedad, slant propia
en una de dichas estructuras y anti-invariante en la otra.

El Capitulo 3 es uno de los puntos centrales de nuestro trabajo. En él se
recogen los teoremas de existencia y unicidad para subvariedades slant de un
espacio de curvatura ¢-seccional constante. Dichos resultados constituyen el
analogo de contacto a los teoremas presentados por Chen y Vrancken, en el
caso complejo, en [17].

La Seccién 3.1 esta dedicada a la preparacion del Teorema de Existencia,
el cual se enuncia y demuestra en la siguiente seccion. En cuanto al Teorema
de Unicidad, éste aparece en la Seccién 3.3. Su demostracién se realiza de
manera analoga a la expuesta por Chen y Vrancken en [16, 17|, si bien los
calculos correspondientes resultan algo mas extensos.

Ahora bien, la conveniencia de establecer el Teorema de Existencia en el
caso de contacto, radica en la posibilidad de encontrar prontas consecuencias
del mismo. Asi, en la Seccion 3.4, ofrecemos fundamentalmente dos aplica-
ciones. En primer lugar, aparecen multitud de ejemplos de subvariedades
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slant propias tridimensionales en un espacio de curvatura ¢—seccional cons-
tante —3 y dimensién 5, que denotamos por M 3(—3). Ademas, podremos
obtener dichos ejemplos con curvatura escalar o curvatura media prefijadas,
tal y como se muestra en los Corolarios 3.4.3 y 3.4.4.

La segunda aplicacién nos permite obtener ejemplos de subvariedades
slant propias tridimensionales en M°(—T); variedad Sasakiana que, en virtud
de la clasificacién dada por S. Tanno en [41], resulta sustancialmente distinta
de M 3(—3). Encontramos, por tanto, los primeros ejemplos de subvariedades
slant propias en una variedad Sasakiana que no es un R?™*! con su estructura
Sasakiana usual.

Comenzamos el Capitulo 4 con un estudio acerca del comportamiento de
las subvariedades slant en relacién con dos de los ejemplos clasicos para la
obtencién de variedades casi—complejas a partir de variedades casi-contacto
y viceversa. En ambos, observamos la necesidad de emplear el concepto de
subvariedad semi-slant dado por Papaghiuc en [33]. Asi, el Teorema 4.1.2
establece que, si M es una subvariedad slant no invariante de una variedad
casi-contacto métrica M , entonces M x R es una subvariedad semi-slant de
la variedad casi Hermitica M x R, con la estructura usual.

Por otra parte, en el Teorema 4.1.5 se examina el caso de una hipersu-
perficie de una variedad casi Hermitica, obteniéndose un resultado similar al
anterior.

Este estudio nos da idea de la conveniencia de adaptar la nocién de sub-
variedad semi-slant de Papaghiuc al caso de contacto. Para ello, definimos
previamente la nocion mas general de subvariedad bi-slant.

La memoria se cierra con sendas secciones dedicadas a las subvariedades
bi-slant y semi-slant, en variedades de contacto. Estos conceptos generalizan
tanto a las subvariedades slant como a las subvariedades semi—invariantes, tal
y como se pone de manifiesto en diversas ocasiones. Llamaremos subvariedad
bi—slant a aquella subvariedad M de una variedad casi—contacto métrica, cuyo
fibrado tangente admita una descomposicién del tipo

TM = D1®D2@<£>q

siendo D; y D, dos distribuciones slant. En el caso en que D; sea una
distribucién invariante y D, sea slant con angulo no nulo, obtenemos las
subvariedades semi-slant.

En lo referente a las subvariedades bi-slant, cabe destacar un par de
resultados. Por una parte, la Proposicién 4.2.8 aclara la relacién con las
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subvariedades semi-invariantes. Por otra, el Teorema 4.2.10 supone una
generalizacién del ya comentado Teorema 1.2.1.

En cuanto a las subvariedades semi-slant, la Seccién 4.3 se centra funda-
mentalmente en el estudio de la integrabilidad de las distribuciones D; y D,
asi como en la generalizacién del concepto de subvariedad slant Sasakiana,
concluyendo de esta manera la materia presentada en nuestro trabajo.

Durante el proceso de redaccion de esta memoria, hemos sabido, gracias
al Profesor David E. Blair, de la existencia de una prepublicacién de Antonio
Lotta, estudiante de doctorado de la Universidad de Bari, titulada “Slant
submanifolds in contact geometry”.

En este trabajo, se define una subvariedad slant de una variedad casi-
contacto métrica como una subvariedad M tal que, para todo ¢ € M y todo
X € T,N, con X y &, linealmente independientes, el angulo entre ¢X y
T.M sea una constante, que no dependa de las elecciones ni del punto ni del
vector. Como puede verse, nuestra definicién aparece como un caso particular
de ésta, cuando ¢ sea tangente a la subvariedad. Posteriormente, Lotta llega
a la conclusién de que, si la variedad ambiente es de contacto, entonces £ ha
de ser tangente a toda subvariedad slant, hecho que senalabamos nosotros
desde el principio.

Hay otros aspectos destacables en el trabajo de Lotta. Asi, este autor
proporciona una caracterizaciéon de las subvariedades slant de una variedad
K—-contacto, probando un reciproco del resultado que nosotros presentamos
como Proposicién 2.3.3. Por otra parte, en una dltima seccién, examina los
tres ejemplos clasicos que nosotros tratamos en el Ejemplo 1.4.1 y en los
Teoremas 4.1.2 y 4.1.5., sin emplear las subvariedades semi-slant.

Una segunda prepublicacién del mismo autor, con Anna Maria Pastore,
titulada “Foliations of the Sasakian space R?"*! by minimal slant subman-
ifolds”, se desarrolla en una linea de investigacion totalmente distinta de la
presentada en esta memoria.

No quisiéramos terminar esta introduccién sin dejar constancia del gran
desarrollo que la geometria de las subvariedades slant est4 experimentando en
el seno de la Geometria Kaehleriana. Desde la aparicién del correspondiente
articulo de Chen en 1990, se han realizado diversos trabajos, estableciéndose
importantes resultados tedricos y practicos en esta area, tal y como sefialamos
anteriormente. Por todo ello, cabe esperar que la memoria que presentamos
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permita también un répido progreso en la investigacién de las subvariedades
slant en la Geometria de Contacto, caso aparentemente analogo al anterior,
pero con las suficientes diferencias significativas como para constituir un in-
teresante objeto de estudio en si mismo.

Antes de pasar al desarrollo de la materia referida, quisiera mostrar mi
agradecimiento a todas aquellas personas que, de una manera u otra, han
contribuido a la realizacién de esta memoria.

En primer lugar, he de agradecer al Profesor David E. Blair, de Michigan
State University, U.S.A., todos sus consejos y sugerencias. También he con-
traido una deuda de gratitud con el Profesor Bang-Yen Chen, de Michigan
State University, quien, con sus consejos, me ha animado desde los primeros
pasos de mi investigacién en este tema, facilitdindome ademas algunos mate-
riales que, de otra forma, todavia no habria podido consultar. Por otra parte,
he de agradecer al Profesor Luc Vrancken, de Katholieke Universiteit Leu-
ven, Bélgica, su amabilidad al responder mis preguntas sobre el Teorema de
Existencia y Unicidad en variedades Kaehlerianas, asi como las aclaraciones
efectuadas al respecto.

A los Profesores Dr. D. José Luis Cabrerizo Jaraiz, Dr. D. Manuel
Fernandez Andrés y Dr. D. Luis Manuel Ferndndez Fernandez, directores de
este trabajo, he de darles las gracias por su inestimable ayuda y colaboracién
en cada una de las etapas de creacién y escritura del mismo.

También quisiera mostrar mi agradecimiento al Profesor Dr. D. Francisco
Javier Echarte Reula, asi como al Sr. Director del Departamento de Algebra,
Computacién, Geometria y Topologia, Profesor Dr. D. José Luis Vicente
Cérdoba, por las facilidades de todo tipo recibidas para la elaboracion de
esta memoria. A mis compaiieros de despacho, Profesores Dr. D. Manuel
Cardenas Escudero y Dr. D. Francisco Fernandez Lasheras, por su amistad
y por la calurosa acogida que me han dispensado desde mi incorporacion
al Departamento de Algebra, Computacién, Geometria y Topologia de la
Universidad de Sevilla. A quienes han compartido conmigo mis primeras
obligaciones docentes en dicha Universidad, Profesores Dr. D. Rafael Ayala
Gémez, Dia. Desamparados Fernandez Ternero, Dr. D. Francisco Jiménez
Alcon y Dr. D. Francisco Ramirez Lépez, por ayudarme en dichas tareas
y permitirme dedicar gran parte de mi tiempo a este proyecto. En general,
a todos mis compafieros de Departamento, por sus continuas muestras de
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la busqueda de documentacién. Y, por supuesto, a mi madre, mis hermanos
y todos aquellos amigos que me han animado a llevar a buen término este
trabajo.
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Capitulo 0

Preliminares

Presentamos a continuacién las definiciones y los resultados que hemos
considerado imprescindibles para poder llevar a cabo una completa com-
prensién de los capitulos posteriores. Aunque se trata de conceptos bien
conocidos en el campo de la Geometria Riemanniana y de la Geometria de
las Variedades de Contacto, hemos decidido incluirlos aqui, con una doble
intencién. Por un lado, facilitar la lectura de este trabajo, asi como las re-
ferencias a los resultados empleados. Por otro, fijar desde el principio una
notacién uniforme, que respetaremos siempre que nos sea posible.

Para ello, comenzamos con una seccién de generalidades acerca de las
subvariedades en la Geometria Riemanniana. Los resultados que aqui se
refieren pueden encontrarse en multitud de manuales y libros sobre la ma-
teria, como, por ejemplo, [9, 28, 29, 40]. Las dos secciones siguientes estan
dedicadas a la introduccién de los tipos de variedades casi—contacto en los
que trabajaremos y al estudio de las primeras propiedades elementales de
una subvariedad de una variedad casi-contacto. A este respecto, pueden
consultarse, por ejemplo, [4, 50, 51, 52].

0.1 Teoria General de Subvariedades.

Sea M una variedad Riemanniana isométricamente inmersa en otra varie-
dad Riemanniana M. En lo sucesivo, denotaremos por g tanto a la métrica
de M como a la de M. Sean T'M el algebra de Lie de los campos vectoria-
les en M, TM el algebra de Lie de los campos vectoriales en M y T+ M el



conjunto de todos los campos tangentes a M y normales a M.

Si denotamos por V' y V las conexiones de Levi-Civitade M y M respec-
tivamente, entonces, las formulas de Gauss y de Weingarten vienen dadas
por

VxY = VxY +0(X,Y), (0.1.1)
VxV = —AvX + DxV, (0.1.2)

para todos X,Y € TM y todo V € T*M, donde D es la conexién en
el fibrado normal, o la segunda forma fundamental de M en M y Ay el
endomorfismo de Weingarten asociado con V. La segunda forma fundamental
o y el operador de Weingarten A estan relacionados mediante

g(AvX,Y) = ¢g(c(X,Y), V), (0.1.3)

para todos X, Y € TM y todo V € T+ M.
Se define el vector curvatura media de M por

H = (1/m) traza ¢ = (1/m) f:o(ei,ei), (0.1.4)

=1

donde m es la dimension de M y {ey,..., e, } es una referencia local ortonor-
mal del fibrado tangente TM de M. Se dice que M es minimal si H se anula
idénticamente.

Sea M una subvariedad de dimensién m de una variedad Riemanniana
M de dimensién m. Elegimos un campo local de referencias ortonormales

€1y C€my Cmyly.--y €5
tales que, restringidos a M, los vectores ey, ..., e, sean tangentes a M y, por
tanto, €m41,. .., e sean normales a M.

Para cada campo vectorial X tangente a la subvariedad M, podemos
escribir

IIL

Vye; = Zw](X Je; + Z (X)es, (0.1.5)
s=m-+1
Vxe, = S wi(X)e; + Z 2(X)es, (0.1.6)

s=m-+1



parat=1,...,myr=m+1,...,m. Las 1-formas wf, w? y w; dadas por
(0.1.5) y (0.1.6) reciben el nombre de formas de conerion de M en M. Se
verifica trivialmente que

w;+wf = 0, (0.1.7)

para todos 2,3 =1,...,m. .

Denotemos por R y R los tensores de curvatura de M y M, respectiva-
mente, y por RP el tensor de curvatura de la conexién normal D. Entonces,
la ecuacion de Gauss y la ecuacién de Ricci vienen dadas respectivamente
por |

R(X,Y;Z,W) = R(X,Y;Z,W)+g(o(X,Z),0(Y,W))—
—gla(X,W),0(Y, Z)) (0.1.8)

’ RP(X,Y;U, V) = R(X,Y;U,V)+ g([Av, Av)(X),Y), (0.1.9)

para todos X, Y, Z, W € TM y todos U,V € T* M.
Con respecto a la segunda forma fundamental o, se define la derivada
covariante Vo de o con respecto a la conexiéon en TM & T+ M como

(Vxo)(Y,Z) = Dx(o(Y,2))—o(VxY,Z)—o(Y,VxZ), (0.1.10)
con X,Y,Z € TM. La ecuacion de Codazzi viene dada por
(R(X,Y)Z)t = (Vxo)(Y,Z)— (Vyo)(X,2), (0.1.11)
para todos X, Y, Z € TM, donde (R(X,Y)Z)* denota la componente normal
de R(X,Y)Z.

0.2 Variedades de Contacto.

Sea M una variedad diferenciable de dimension impar. Se dice que M
es una variedad casi-contacto si existen en M un tensor ¢ de tipo (1,1),
un campo vectorial global £ (campo vectorial de estructura) y una 1-forma
global 7 tales que

() = 1 (0.2.1)
X = —X +n(X)E, (0.2.2)
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para todo X € TM. También se dice que M tiene una (¢, &, n)-estructura o
una estructura casi—contacto. En estas condiciones, es inmediato probar que

¢ = 0, (0.2.3)
n(¢X) = 0, (0.2.4)

para todo X € TM y que ¢ tiene rango 2k, siendojimM =2k+1.
Sea ahora g una métrica Riemanniana sobre M. Se dice que g es una
métrica adaptada a la estructura casi-contacto de M si se verifican

9(X, &) = n(X), (0.2.5)

9(¢X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y), (0.2.6)
para todos X,Y € TM. Se deduce de (0.2.1) y (0.2.5) que £ es unitario para
¢y que 7 es la 1-forma dual de £. Una variedad casi—contacto dotada de una
métrica ¢ adaptada a la estructura se llama variedad casi-contacto métrica
y se dice que tiene una (¢, ¢, 7, g)-estructura o una estructura casi—contacto
métrica.

En una variedad casi—contacto métrica, se cumple

g(d)X’ Y) +Q(X, ¢Y) = 0, (027)
para todos X,Y € TM , lo cual implica, en particular, que
g(X,46X) = 0, (0.2.8)

para todo X € TM. .
Se denota por ® la 2-forma en M definida por

(X,Y) = g(X,4Y), (0.2.9)

para todos X,Y € TM. La 2-forma ® recibe el nombre de 2—forma funda-
mental de M. En virtud de (0.2.7), se tiene que ® es antisimétrica. Ademas,
como ¢ tiene rango 2k, se verifica que:

n A ®F £ 0. (0.2.10)

Se dice que una variedad casi—contacto métrica es de contacto métrica si

® = dn. Entonces, a 7 se le llama forma de contacto y, en virtud de (0.2.10),
se tiene que:

n A (dy)* 0.
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Si ¢ es un campo vectorial de Killing con respecto a g, la estructura de
contacto métrica recibe el nombre de estructura K—contacto. Es facil probar
que una variedad de contacto métrica es K—contacto si y solo si

Vxé = —¢X, (0.2.11)

para todo X € TM, donde V denota la conexién de Levi-Civita de M.
Ademas, en una variedad K-contacto se verifica que

R(X,66,X) = 1, (0.2.12)

para todo X unitario, normal a ¢, donde R denota el tensor de curvatura de
la variedad.
Se dice que la estructura casi-contacto de M es normal si

[6,¢] +2dn @& = 0, (0.2.13)

donde [¢, ¢] es la torsién de Nijenhuis de ¢. Una variedad Sasakiana es una
variedad de contacto métrica normal. Se prueba que toda variedad Sasakiana
es K—contacto y que una variedad casi—contacto métrica es Sasakiana si y
solo s1

(Vx9)Y = g(X,Y)E—n(Y)X, (0.2.14)

para todos X,Y € TM. Ademas, si M es Sasakiana, se verifica que, para
todos XY € TM:

R(X,Y) = n(V)X —n(X)Y. (0.2.15)

Se dice que una seccién plana 7 en el espacio tangente Tx(M ) en un
punto x de una variedad Sasakiana M es una ¢-seccidn si estd generada
por un vector X ortogonal a £ y por $X. La curvatura seccional K(7) con
respecto a una ¢-seccién 7 determinada por un vector X recibe el nombre de
curvatura ¢—seccional. Se dice que una variedad Sasakiana M es un espacio
de curvatura ¢-seccional constante y se denota por M(c) si tiene curvatura
¢—seccional constante c.

__ El tensor de curvatura de un espacio de curvatura ¢—seccional constante
M(c) viene dado por

5, 4 C+3 d e
R(X,Y)Z = 1 (9(Y,Z)X — 9(X, 2)Y)+

fabs ]



FE2 @MY — (Y )n(2)X +9(X, Zn(Y)E - oY, Dn(X)é+
+(2,Y)pX — ®(Z, X)$Y + 28(X,Y)$Z), (0.2.16)
para todos X,Y, Z € TM.

Pueden encontrarse ejemplos de variedades Sasakianas y espacios de cur-
vatura ¢-seccional constante en [4].

0.3 Subvariedades en Estructuras de Con-
tacto.

Sea ahora M una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica M.
Consideraremos sobre M la métrica inducida por la de M, que denotaremos
también por g. Asi, la inmersiéon de M en M es isométrica. Dado X € TM,
escribiremos

6X = TX + NX, (0.3.1)

donde TX y NX son las componentes tangente y normal de ¢.X, respecti-
vamente. Entonces, T' es un endomorfismo del fibrado tangente de M y N
es una 1-forma de TM con valores en T+ M.

Se dice que la subvariedad M es invariante si N es idénticamente nula,
es decir, si ¢X € TM, para cada X € TM. Por otra parte, se dice que M
es una subvariedad anti—invariante si T se anula idénticamante, es decir, si
¢X € T+ M, para todo X € TM.

Para V € T+ M, escribiremos

oV = tV +nV, (0.3.2)

donde ¢V (resp. nV) denota la componente tangente (resp. normal) de
#V. Entonces, t es una l-forma de T+ M con valores en TM y n es un
endomorfismo de T+ M.

En virtud de (0.2.7), (0.3.1) y (0.3.2), se deduce que

JTX,Y) = —g(X,TY), (0.3.3)
g(nV,U) = —g(V,nU), (0.3.4)
g(INX, V) = —g(X,tV), (0.3.5)

para todos X, Y € TM y todos U,V € T+ M.
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Asi mismo, en virtud de (0.2.2), (0.3.1) y (0.3.2), si £ € T M, entonces
para todo X € TM y todo V € T+ M, se tiene que:

~X +p(X)¢ = T*X +tNX, (0.3.6)
NTX +nNX = 0, (0.3.7)
TtV +tnV = 0, (0.3.8)
—V = NtV +2%V. (0.3.9)

Podemos obtener otras férmulas relevantes si la variedad M es K—contac-
toy £ € TM. En tal caso, en virtud de (0.2.11) y de las férmulas de Gauss
(0.1.1) y de Weingarten (0.1.2), se deduce que

Vxé = -TX, (0.3.10)
o(X,6) = —NX, (0.3.11)
AvE = tV, (0.3.12)
o(£,6) = 0, (0.3.13)

para todo X € TM y todo V € T+ M, donde se estd denotando por V la
conexion de Levi-Civita de M.

Para terminar, sefialemos algunos hechos referentes a las subvariedades
invariantes. En virtud de (0.3.5), se tiene que, si M es invariante, entonces:

t = 0. (0.3.14)

Por otro lad& consideremos una subvariedad invariante M de una varie-
dad Sasakiana M tal que ¢ € TM. Entonces, aplicando la formula de Gauss,
se verifican, para todos X,Y € TM,

VxdY = Vx¢Y +o(X, oY),

$(VxY) = #(VxY)+ é(o(X,Y)),
de donde:

(Vx$)Y = (Vx9)Y +0(X,4Y) ~ ¢(o(X,Y)).
Por tanto, usando (0.2.14), se llega a

(Vxd)Y = g(X,Y)—n(V)X, (0.3.15)
o(X,8Y) = ¢(o(X,Y)), (0.3.16)
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para todos X,Y € TM.

Asi, si consideramos sobre M la estructura casi—contacto métrica inducida
por ¢, se deduce de (0.3.15) que dicha estructura es Sasakiana. Por este
motivo, una subvariedad invariante de una variedad Sasakiana tangente al
campo estructural de la misma recibe a menudo el nombre de subvariedad
Sasakiana (ver, por ejemplo, [50]). Es facil probar que toda subvariedad
Sasakiana es minimal.

Por otra parte, en virtud de la ecuacién de Gauss (0.1.8), se obtiene de

(0.2.2), (0.2.6) y (0.3.16) que
R(X,$X; X,$X) = R(X,$X;X,¢X)+29(0(X,X),0(X, X)), (0.3.17)

para todo X € TM, donde R (resp. R), denota el tensor de curvatura de M
(resp. M).
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Capitulo 1

Subvariedades Slant

En este primer capitulo, presentamos la definicién de subvariedad slant
de una variedad casi-contacto métrica y obtenemos las primeras propiedades
referentes a dichas subvariedades.

En la Seccién 1.1, se define una subvariedad slant como aquella subva-
riedad M, tangente al campo estructural ¢ de una variedad casi—contacto
métrica, tal que para todo vector tangente X, no proporcional a ¢, ¢X forma
un angulo constante con T'M, llamado dngulo slant. Ademas, se introduce
también la nocion de distribucidn slant, ofreciéndose una definiciéon equiva-
lente de subvariedad slant en términos de distribuciones slant. Dicha nocién
nos permitira definir, en el 1ltimo capitulo de esta memoria, los conceptos
de subvariedad bi—slant y subvariedad semi-slant.

A continuacién, en la Seccién 1.2, probamos un primer resultado que
caracteriza las subvariedades slant mediante el calculo del cuadrado de la
proyeccioén tangente de la estructura casi—contacto. Ademas de proporcionar
una herramienta extraordinariamente 1itil para todos los calculos posteriores,
dicho resultado nos permitira definir, al final de la seccion, las referencias
slant adaptadas, que emplearemos con profusion en esta memoria.

Por otra parte, en la Seccién 1.3 discutimos sobre la dimensién de una
subvariedad slant, mientras que en la Seccién 1.4, ofrecemos una variada
coleccién de ejemplos, que, ademas de avalar el interés de la materia presen-
tada, nos permitiran realizar importantes precisiones a lo largo de nuestro
estudio.



1.1 Definicién de Subvariedad Slant.

Sea M una variedad Riemanniana isométricamente inmersa en una varie-
dad casi-contacto métrica (M, ¢,£,7,9).

Es usual estudiar los casos en que M sea tangente o normal al campo
estructural £ de M. Sin embargo, se prueba sin dificultad que, si M es K-
contacto y £ € T+ M, entonces M es anti-invariante (ver, por ejemplo, la
Proposicién 7.3. de [50], donde no es necesario exigir que M sea Sasakiana).

Es mads, en realidad, no es preciso exigir que la variedad M sea K-
contacto; basta con que sea una variedad de contacto. En efecto, dado que

(X, ¥) = 5(Xn(Y) = Ya(X) = n([X,Y]),

para todos X,Y € TM, si ¢ € T+M, entonces dnp = 0 en M. Ahora bien,
si M es de contacto, dp = @, de donde se deduce que M ha de ser anti-
invariante.

Por lo tanto, como nuestro estudio se centrara en variedades de contacto,
consideraremos en lo sucesivo el caso £ € T M, a no ser que se especifique lo
contrario. En esta situacién, denotaremos por D la distribucién ortogonal a
£ en TM. Asi, podemos descomponer T'M en una suma directa ortogonal de
la forma:

TM = D@ <€é>.

Definicién 1.1.1.— Para cada vector no nulo X tangente a M en z, el
dngulo 0(X) entre §X y T M se llama dngulo de Wirtinger de X.

Nota 1.1.2.— Senalemos brevemente algunas formas de definir con mas
precision el angulo de Wirtinger de un vector tangente X, (X ). Denotemos
por ¢ : M — M la inmersion de M en M y por ¢, la diferencial de .
Siguiendo una notacién aniloga a la empleada por Maeda, Ohnita y Udagawa
en [30], dados z € M y X € T, M, podemos describir el angulo §(X) entre
©x(X) y 0. (T M) mediante la expresién:

cos O(X) = 9(I1 o ¢, (X), g (X))
Ml o g (X))o (X)]

donde II : Tq,(p)]\? — @, (T M) es la proyeccién ortogonal.
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Por otro lado, por analogia con la notacién utilizada por Tazawa en
[44] y [45], podemos simplificar la expresién anterior indicando el dngulo
de Wirtinger de X por:

0(X) = L{¢pu(X), pu(T:M)).

No obstante, procuraremos evitar en lo sucesivo una notacién excesiva-
mente compleja, siempre y cuando sea posible hacerlo sin que por ello se vea
afectada la claridad de la exposicion.

Por analogia con la definicién de subvariedad slant de una variedad casi
Hermitica establecida por Chen en [10] y [11], damos la siguiente definicion.

Definicién 1.1.3.— Decimos que M es slant si el dngulo de Wirtinger 0(X)
es constante, independientemente de la eleccion de z € M y del vector X €
T’L‘M_ < éq; >.

En tal caso, el 4ngulo constante § se llama dngulo slant de la subvariedad
M.

También podemos introducir la nocién de distribucion slant de una sub-
variedad de una variedad casi-contacto, de manera similar a como lo hace
Papaghiuc en [33], en el 4mbito de la Geometria Kaehleriana.

Definicién 1.1.4.— Decimos que una distribucion diferenciable V en M es
slant si para todo vector no nulo X € V., con x € M, el dngulo '(X) entre
& X y el subespacio vectorial V, es constante, es decir, 0'( X) es independiente
de la eleccion de x € M y de X € V.

En tal caso, el 4ngulo constante §’ se llama dngulo slant de la distribucién
slant V.

Esto nos permite ofrecer otra definiciéon de subvariedad slant.

Definicién 1.1.5.— Decimos que M es slant si la distribucion D ortogonal
a enTM es slant.

Por supuesto, las Definiciones 1.1.3 y 1.1.5 son equivalentes. Para pro-
barlo, necesitamos el siguiente lema.
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Lema 1.1.6.— Sean x un punto de M y X € T,M. Entonces, §(X) = 6'(X),
donde 0'(X) representa el dngulo entre ¢ X y D,.

DEMOSTRACION: Seanm+1 = dim(M)y {e1,...,€m,&:} una base ortonor-
mal de T, M. Entonces, {ey,...,en} es una base ortonormal de D,.

En virtud de la notacién empleada, (X) sera el angulo entre ¢X y T'X,
mientras que §'(X) coincide con el angulo entre 0X y IIpX, donde por Ilp
denotamos la proyeccién ortogonal de ¢ sobre D.

En funcién de las bases elegidas, resulta que TX = 37, g(¢X, e;)ei +
9(¢X, £,)¢,, mientras que IIpX = Y7, g(¢X,e;)e;. Ahora bien, dado que
#¢ = 0, se tiene que g(¢X,€) = 0, por lo que TX = IlIpX, de donde se sigue

el resultado. g
Proposicién 1.1.7.— Las Definiciones 1.1.3 y 1.1.5 son equivalentes.

DEMOSTRACION: En virtud del lema anterior, es evidente que la Definicién
1.1.3 implica que la distribucién D es slant. Veamos el reciproco. Dado

X € TM, el angulo 6(X) viene dado por

9(TX,¢X) _ TX]

o 0X) = rXeX] T xp o)

pues M es una variedad casi—contacto métricay 0X = TX + NX. Por otra
parte, consideremos X — n(X)¢ € D. Entonces,

g(IIp(X — n(X)E); o(X —n(X)¢)) _
[Ip(X — n(X)&)[[o(X —n(X)E)]
_ [p(X (X))
[ X —n(X)¢] -
donde IIp denota la proyeccién ortogonal de ¢ sobre D. Ahora bien, se
verifica claramente que /| X|? — n?(X) = | X — n(X)¢{| y que:

cos§'(X —n(X)¢) =

TX =T(X — (X)) = p(X — n(X)¢).
Asi,

X — n(X)¢| = cos (X —n(X)¢),
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que es constante al ser slant la distribuciéon D. O

Como caso particular de subvariedades slant, aparecen las subvariedades
invariantes y anti-invariantes, obteniéndose éstas para § = 0y § = 7/2
respectivamente. Dado que dichas subvariedades son ampliamente conocidas,
resultan més interesantes para nosotros las subvariedades slant con angulo

0<8<m/2

Definicién 1.1.8.— Diremos que una subvariedad slant es propia si no es
invariante ni anti-tnvariante.

1.2 Primeros Resultados.

En lo sucesivo, denotaremos simplemente por M a una variedad casi-
contacto métrica (M, &, 6,1m,9).

Hemos observado ya que las subvariedades invariantes y anti-invariantes
son clases especiales de subvariedades slant. En el primer caso, sabemos que
N =0, por lo que T' = ¢ y por tanto T? = ¢* = -] + n ® {. Para una
subvariedad anti-invariante, tenemos que T2 = 0. El siguiente resultado nos
proporciona una expresién de T que caracteriza las inmersiones slant.

Teorema 1.2.1.— Sea M una subvariedad de una variedad casi—contacto
métrica M tal que £ € TM. Entonces, M es slant si y solo si existe una
constante A € [0,1] tal que:

T?= M+ M®CL
Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo slant de M, se verifica que A = cos?d.

DEMOSTRACION: Supongamos que M es slant con dngulo 6. Si 6 = 7/2,
la subvariedad M es anti-invariante, por lo que el resultado se verifica tri-

vialmente para A = 0. Podemos suponer por tanto que § # 7/2. Sea
X e TM— < ¢ >. Entonces,

ITX|
|X[2 —52(X)

cosf =

(1.2.1)

de donde:
ITX|> = cos®0(| X2 — n(X)). (1.2.2)
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Por otra parte, como ¢TX = T?2X + NT X, resulta:
9(T?X,X) = g(¢TX,X) = —g(TX,$X) = —|TX|%. (1.2.3)
Asi, de (1.2.2) y (1.2.3), se tiene:
g(T*X, X)) = —cos? (| X]* — n*(X)). (1.2.4)

Como ¢g(TX,€) = g(¢X,£) = 0 y la subvariedad M es slant no anti-
invariante, podemos afirmar que T'X € TM— < ¢ >, de donde

9(¢TX, T°X) _ |T*X]

PXNeTx] - [TX]’ (1:2:5)

cosf =
pues [pTX|* = g(¢TX,¢TX) = g(TX,TX) — n*(TX) = |TX|?, ya que
n(TX) = n(¢X) = 0. Por lo tanto, despejando [T X| de (1.2.1) y susti-
tuyendo en (1.2.5), se obtiene

T2 X]
cosf = ,
cos 61/|X|? — n*(X)
de donde:
cos? 04/ X2 — n2(X) = |T*X|. (1.2.6)

Asi, de (1.2.4) y (1.2.6) resulta que

g(T*X, X) = ~|IT*X|IX] - n¥(X) = —|T*X||¢°X], (1.2.7)

pues #*X = —X + n(X)¢.
Pero g(T?X, X) = g(T*X,n(X)¢ — ¢*X) = —g(T*X, $*X), ya que

9(T*X,n(X)€) = n(X)g(8T X, ) = —n(X)g(T X, ¢£) = 0.
Por lo tanto, uniendo este resultado con (1.2.7), se tiene

g(T*X,¢*X) .
T2 X[|¢2X| — 7

de donde podemos afirmar que existe un escalar X tal que:

T?X = A$*X = —AX + Ap(X)E.
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Para probar que A es constante, basta observar que, a partir de (1.2.4) se
deduce

—cos’ 0o X|* = ¢(T*X,X) = g(M*X,X) =
= Mg(#*X,X) = —Xg(¢X,9X) = —A¢X[’,
de donde:

A = cos?é.

Como la igualdad del enunciado se verifica trivialmente para todo campo
tangente proporcional a ¢, queda demostrada la implicacién directa.

Veamos el reciproco. Supongamos que existe una constante A tal que
T? = —AI + Ap ® €. Entonces, para todo X € TM— < £ > se verifica:

4 2
cos 0(X) = g((j){(,TX) _ _g(X/,(f)T)x) _ _9(X,T°X) _
[ X||TX| |$X||TX]| l¢X||TX|
9(X,¢°X) 9(¢X, ¢X) |9 X| ,
exiTx| = Vexirx) = Nrxp Y
Por otra parte,
ITX|
cos(X) = ,
P = axi
de donde, junto con (1.2.8), se deduce que
cos?0(X) = A,
por lo que §(X) es constante y, por tanto, M es slant. a

Como consecuencia del Teorema 1.2.1, obtenemos los siguientes resulta-
dos, que nos seran de gran utilidad en todo nuestro desarrollo.

Corolario 1.2.2.— Sea M una subvariedad slant de una variedad casi-
contacto métrica M. Denotemos por 8 el dngulo slant de M. Entonces,

tNX = sen’d(—X + n(X)¢),
para todo X € TM.
DEMOSTRACION: Dado X € TM, se tiene que

¢*X = T*X + NTX +iNX +nNX,
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de donde, al ser M casi—contacto, se deduce:
— X +n(X)¢ = T’X+ NTX +tNX +nNX. (1.2.9)
Asl, identificando las partes tangentes de (1.2.9), se obtiene:
— X +9(X)¢ = T’X +tNX. (1.2.10)

Pero, al ser M slant con angulo 6, en virtud del Teorema 1.2.1, sabemos
que:

T?°X = cos’8(—X + n(X)é). (1.2.11)
Por lo tanto, de (1.2.10) y (1.2.11) resulta

tNX = sen’6(—X + n(X)¢),
como queriamos demostrar. 0

Proposicién 1.2.3.— Sea' M una subvariedad slant, con dngulo 0, de una
variedad casi—contacto mélrica M. FEntonces, para todos XY € TM, se
verifican:

gTX,TY) = cos0(g(X,Y) — n(X)n(Y)),
g(NX,NY) = sen®(g(X,Y) —n(X)n(Y)).

DEMOSTRACION: En virtud de (0.3.3) y del Teorema 1.2.1, dados X,Y €
TM, se tiene:

oTX,TY) = —g(X,T?Y)

9(X, cos? Y — cos® On(Y)€) =

= cos? B(g(X,Y) = n(¥)g(X,€)) = cos?0(g(X,Y) - n(X)n(Y)). (1.2.12)

Por otra parte,
9(X,Y) = n(X)n(Y) = g(¢X,4Y) = o(TX + NX,TY + NY) =

— G(TX,TY) + g(NX, NY),
de donde, en virtud de (1.2.12),

g(NX,NY) = g(X,Y) - n(X)n(Y) - o(TX,TY) =
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= sen’0(g(X,Y) —n(X)n(Y)),
para todos X, Y € TM. C

Corolario 1.2.4.— Sea M una subvariedad slant, con dngulo § > 0, de
una variedad casi-contacto métrica M. Supongamos que dimM =m +1 y
dimM = 2m + 1. Sea {ey,...,em,&} una base local de campos ortonormal

de TM. Entonces, {(csc@)Ney,...,(csc@)Ney} es una base local ortonormal
de T*M.

DEMOSTRACION: En virtud de la Proposicién 1.2.3, se tiene que
g((cscO)Ne;, (cscB)Ne;) = csc? fsen’dg(e;,e;) = &,
pues {e1,...,en} es una referencia local ortonormal de D. O

Corolario 1.2.5.— Sea M una subvariedad slant tridimensional, con dngulo
6 < 7/2, de una variedad casi—contacto métrica M. Sea e; un campo local
unitario tangente a M y ortogonal a €. Si definimos e; = (sec8)Te; yes =&,

se verifica que ey = —(sech)Tey y que {e1,e2,e3} es una referencia local
ortonormal de TM.

DEMOSTRACION: Para probar que la referencia es ortonormal, basta tener
en cuenta que, en virtud de la Proposicién 1.2.3:

gler, ez) = secfg(ey,Te;) = 0,
g(e2>83) = Secog(Tehé) = 0’

glea, e2) = sec’ 09(Tey,Tey) = 1.
Por otra parte, aplicando el Teorema 1.2.1, resulta que
Tey = seclT?e; = —seclcos® fe,,

de donde e; = —(sec)Te,. o

Corolario 1.2.6.— Sea M una subvariedad slant propia, con dngulo 0,
de una variedad casi-contacto métrica M. Supongamos que dimM = 3 y

dimM = 5. Sea e; un campo local unitario tangente a M y ortogonal a €.
Si definimos

eg = (secO)Tey, e3s=¢&, eg=(csch)Ne; y es = (csch)Neo.
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se verifica que e; = —(sec)Tes y {ey,e€z,€3,¢€4,€5} €s una referencia local
ortonormal tal que ey, ez, €3 son tangentes a M y eq,e5 son normales a M.
Ademds, se tiene:

tey = —senfle;, neq = —cosfes, tes = —senfle, y nes = cosfey.
DEMOSTRACION: Ver que {e;, €,¢3} es una referencia local ortonormal de
TM es inmediato a partir del Corolario 1.2.5, mientras que el ser {es,e5}

una referencia local ortonormal de T+ M es consecuencia del Corolario 1.2.4.
En cuanto a los demas calculos, se tiene

des = teg+neys = cscO0pNey = cscld(der —Tey) =

= cscOd’e; — cscO(T?e; + NTey) = —senfle; — cscONTey,
pues, al ser e; ortogonal a ¢, ¢*e; = —e; y T?e; = — cos? fe;. Asi, igualando
componentes tangenciales y normales, resulta que tey = —senfle; y
ney = —cscONTe; = —csclcosNey, = — cosbes.
Los calculos para hallar tes y nes son analogos. a

Definicién 1.2.7.— FEn las condiciones anteriores, llamaremos a la base
local de campos {e1, €q, €3, €4, €5} Teferencia slant adaptada.

1.3 Dimension de una Subvariedad Slant.

Sea M una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica M tal que
¢ € TM. Consideramos la descomposicién ortogonal:

T™M = Dp<é>.

Hemos dicho ya que T es un endomorfismo de TM. En lo sucesivo,
denotaremos por @ al endomorfismo 7. Es mas, es facil probar que Q|p
es un endomorfismo de D, ya que T(D) C D. En efecto, basta ver que
9(TX,€) = 0 para todo X € D, pero esto es inmediato pues:

9(TX,8) = g(¢X,£) = n(é€) = 0.
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En virtud del Teorema 1.2.1, para ser M slant ha de verificarse que Q =
T? = =\ + A\p ® £ para una cierta constante X. Asi, en este caso se tendria
Qlp = —AI. Por lo tanto, en una subvariedad slant el endomorfismo Q|p ha
de ser diagonalizable en cada punto. Esto motiva el estudio de los autovalores
de @|p en cada punto de la subvariedad M.

A partir de (0.3.3), es facil probar que @ es un endomorfismo autoadjunto
(simétrico), dado que, para todos X,Y € TM, se verifica:

9(@X,Y) = —g(TX,TY) = 4(X,QY).

Asi, Q|p es un endomorfismo autoadjunto de D.
Por lo tanto, para cada z € M, el subespacio D, del espacio tangente
T:M admite una descomposicién en suma directa ortogonal de subespacios

propios de Q|p,

donde denotamos por D, el subespacio propio de los autovectores asociados
a un autovalor A; de Q|p. Se verifica la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3.1.~ Sea M una subvariedad de una variedad casi-contacto
métrica M tal que ¢ € TM. En cada punto de M se verifican las siguientes
propiedades:

(i) Cada autovalor \; de Q|p estd en [—1,0].

(i) Si X € D' entonces TX € T".
(iit) Si X # 0 entonces D' es de dimensidn par y T(D') = D',
(iv) Los subespacios N(D') son ortogonales entre si.

(v) Si )i # —1 entonces diim N(D*) = dim D",

(vi) N(D7') = {0}, donde D! representa al subespacio asociado al auto-
valor —1.

Ast,
dimM > 2dim M — dim D! — 1 (1.3.1)

y se da la igualdad si y sdlo si v = 0, siendo v el complemento ortogonal de

N(TM) en TtM.
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DEMOSTRACION: Probemos cada una de las propiedades anteriores.
Sea A; un autovalor de Q|p y X € D' un autovector asociado. Se verifica

que
_ X TX) _ |TX]

cosf(X) = = ,
)= eximx T X
dado que X es ortogonal a {. Asi, en virtud de (0.3.3),

9(T’X,X) = —|TX|> = —cos?9(X)|X|*. (1.3.2)
Pero, en virtud de la eleccién de A; y X, se tiene
9(T*X, X) = g(QX,X) = g(hX,X) = MIX],
de donde, junto con (1.3.2), se deduce:
A = —cos’8(X) € [-1,0].

Esto prueba (i). Para ver (ii), tomemos ahora X € D'. Asi, QX = \;X. Por
lo tanto,
QTX = T°X = TQX = MNTX,

de donde se deduce que T'X € D.

En cuanto al apartado (iii), supongamos X; # 0. Sea {X,...,X,} una
base de D'. En virtud del apartado anterior, TX; € D', por lo que TX; =
Y re1 @ Xy, de donde:

QX: = Y. dfTX, = ¥ dfalX;.
k=1

k.j=1

Asi, si llamamos A a la matriz (), se tiene A\;J = A2, de donde se deduce
que (X;)" = det?(A). Entonces, como \; € [~1,0), r debe ser par.

En virtud, de nuevo, del apartado anterior, sabemos que T'(D') C D".
Probemos la otra inclusién. Sea X € D'. Entonces, QX = T%X = \; X, de
donde, al ser A; # 0, podemos escribir X = T(1/X; TX) € T(D").

Sean ahora X; € D'y X; € D’ coni # j. En virtud del segundo apartado,
se tiene:

9(6X:,0X;) = g(TX:, TX,;)+9(NX;, NX;) = g(NX;, NX;).

20



Asi

J(INX;, NX;) = 9(¢Xi,6X;) = g(Xi, X;) — n(Xi)n(X;) = 0,

pues los subespacios D', D! C D son ortogonales entre si. De aqui se deduce
(iv).

Supongamos que \; # —1. Sea {Xi,...,X,} una base de D'. Probemos
que {NX;,...,NX,} es una base de N(D*). Es trivial ver que es sistema
de generadores. Demostremos que los vectores anteriores son linealmente
independientes. Para ello, supongamos que 3 ;_, a*NX} = 0, de donde se
deduce:

¢’ (kgl a’“Xk> = T? (k; aka) +NT <k2=1 aka) : (1.3.3)

Ahora bien,
¢* (Z aka> = =Y a*Xi+19 (Z aka> £ = =Y d'Xi, (1.34)
k=1 k=1 k=1 k=1

pues D' es ortogonal a £, mientras que:

T

T (Z aka) = Y d"QXp = A d*X,. (1.3.5)
k=1 k=1

k=1

Asi, sustituyendo (1.3.4) y (1.3.5) en (1.3.3) e igualando las partes tangentes,
resulta que (X; + 1) Y %_, a*X; = 0. Pero, como \; # —1, ha de ser a* =0
para todo k. Esto prueba el apartado (v).

En cuanto al iltimo apartado, sea ahora X € D~!. Razonando como
en la prueba del primer apartado, se tiene —cos?#(X) = —1, por lo que

0(X) =0. Asi, X € TM, de donde se deduce que NX = 0.

Finalmente, para las dimensiones, como T M =TM & T+M, se tiene:
dimM = dimM + dim T+ M. (1.3.6)
Por otra parte, podemos escribir:

T*M = N(TM) & v. (1.3.7)
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Ahora bien, a partir de las propiedades (iv), (v) y (vi) se deduce:
dim N(TM) = dimD - dimD™" = dimM —1—dimD™'. (1.3.8)
Asi, en virtud de (1.3.6), (1.3.7) y (1.3.8), resulta que
dmM = 2dimM —dimD™' ~ 1 + dimy > 2dimM — dimD~* — 1
y se da la igualdad si y sélo si v =0 a

Corolario 1.8.2.— Toda superficie M de una variedad casi-contacto métrica
M tal que £ € TM es anti-invariante.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata del apartado 3 de la Proposi-
ci6én 1.3.1. O

Nota 1.3.3.— Observemos que, como consecuencia del corolario anterior,
no pueden existir superficies slant no anti-invariantes tangentes al campo
estructural de una variedad casi-contacto métrica.

En cuanto a las posibles curvas slant, al imponerles la condicién de ser
tangentes a ¢, habrian de ser curvas integrales de dicho campo. En este
caso, la distribucién D se anularia, es decir, no habria vectores tangentes no
proporcionales a £. Entonces, no tiene sentido hablar de dngulo slant. Dichas
curvas carecen de interés en nuestro estudio.

En lo sucesivo, centraremos por tanto nuestro trabajo en subvariedades
de dimensién mayor o igual que 3 que, en virtud de (1.3.1), estardn inmersas
en variedades casi-contacto de dimensién mayor o igual que 5.

Probemos a continuaciéon que una subvariedad slant no anti-invariante,
ha de ser de dimensién impar. Para ello, necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.3.4.— Sea M una subvariedad slant de una variedad casi-contacto
M. Sea 0 el angulo slant de M. Entonces, en cada punto x de M, Q|p tiene
un unico autovalor \{ = — cos? 0.

DEMOSTRACION: Como M es slant, en virtud del Teorema 1.2.1, QX =
—cos? 0X + cos? On(X)¢ para todo X € TM. Asi, Q|p = — cos?8I, por lo

que A\; = — cos? § es el tinico autovalor de Q|p en cada punto de M. O

Teorema 1.3.5.— Sea M una subvariedad slant no anti-invariante de una
variedad casi-contacto M. Entonces, M tiene dimensidn impar.
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DEMOSTRACION: Dada la descomposicién ortogonal TM =D @ < £ >, se
verifica que dim M = dim D+ 1. Ahora bien, como, en virtud del Lema 1.3.4,
Q|p tiene un dnico autovalor A; = — cos? @ en cada punto de M, resulta que
D = D', por lo que dim M = dim D! + 1. Pero, si M no es anti-invariante,
A1 # 0, por lo que, en virtud del apartado (iii) de la Proposicién 1.3.1, D! es
de dimensién par, lo cual concluye la prueba. o

1.4 Ejemplos.

En esta seccién damos algunos ejemplos de subvariedades slant en varie-
dades casi—contacto métricas. Nuestro objetivo es encontrar ejemplos intere-
santes de subvariedades slant propias en variedades Sasakianas.

Uno de los aspectos mds importantes de los trabajos realizados en sub-
variedades slant de variedades casi Hermiticas es la caracterizacién de las
superficies slant, de las que se dan numerosos resultados y ejemplos en
(10, 11, 14, 15, 43]. Sin embargo, del Corolario 1.3.2 se deduce que las super-
ficies no resultan interesantes en nuestro estudio. Asi, para obtener ejemplos
de subvariedades slant en nuestro caso, deberemos buscar subvariedades con
dimensién mayor o igual que 3.

Los primeros ejemplos los obtenemos de manera inmediata a partir de los
ejemplos de subvariedades slant en variedades casi Hermiticas:

Ejemplo 1.4.1.— Si V es una subvariedad slant de una variedad casi
Hermitica V, entonces V X R es una subvariedad slant en la variedad casi-
contacto métrica V' x R con la estructura usual del producto.

En efecto, recordemos en primer lugar que si V es una variedad casi
Hermitica con estructura casi-compleja J y métrica gy, entonces V x R
tiene una estructura natural de variedad casi—contacto métrica definiendo

d
¢(X07 f‘JZ)

para todo campo X, en V y toda funcién f € F(V xR),

d
'CE)

y considerando la métrica producto g correspondiente (ver, por ejemplo, [4]).

= (JXo,0), (1.4.1)

¢ = (0,
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Sea X un campo tangente a V x R, no proporcional a £. Entonces,
podemos escribir

d
7

con Xy € TV no nulo. Entonces, en virtud de (1.4.1), se tiene:

X = (XO?n(X) = (,010)+77(X)§7 (142)

X = (JXo,0). (1.4.3)

Ahora bien, como, en toda variedad casi-contacto métrica, n(¢X) = 0
para todo campo vectorial X, es facil ver a partir de (1.4.3) que

TX = (PXo,0),
donde denotamos por PX, la componente tangente de JX,. Ast:
ITX)? = ¢g(TX,TX) = g((PXo,0),(PXo,0)) =
= g;(PXo,PXo) = |PX,|% (1.4.4)
Pero, de (1.4.2) se deduce de manera inmediata que
IX]* = n*(X) = X%,
lo cual, junto con (1.4.4), implica

TX]| _ 1PXo|
X]P—p2(X) Xl

que es constante al ser V una subvariedad slant en V.

Asi, cada ejemplo de [10, 11, 14, 15, 30, 43, 44, 45], nos proporciona un
ejemplo de subvariedad slant en una variedad casi-contacto métrica.

Podriamos pensar entonces que, si V fuera una subvariedad slant de una
variedad Kaehleriana V, V x R serfa una subvariedad slant en una cierta
variedad Sasakiana. Sin embargo, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.2.— Sea M una subvariedad de una variedad K -contacto
M. Entonces, M es anti-invariante si y sélo si la distribucion D es integra-

ble.
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DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que, si M es K—contacto, entonces,
para todos X,Y € D,

9([X,Y),8) = g(VxY,€) —g(VyX, &) = —g(Y,Vx&) +9(X,Vv) =

=g(Y,TX) —g(X,TY),

en virtud de (0.3.10), lo cual implica que D es integrable si y sélo si T' = 0.
0

Nota 1.4.3.— En realidad, la proposicién anterior también es cierta exigien-
do que la variedad M sea tan sélo de contacto métrica. En efecto, con esta
condicion,

20(X,TY) = 2dp(X,Y) = X(n(Y)) - Y(n(X)) —n([X,Y]),
para todos X,Y € TM. En particular,
29(X,TY) = —n([X,Y]),

para todos X,Y € D, de donde se sigue el resultado.

Asi, si V es una subvariedad slant de una variedad casi Hermitica, V xR
no puede ser una subvariedad slant no anti-invariante en una variedad K-
contacto. Notemos que V x R no es K—contacto y, por lo tanto, no hay
ninguna contradiccién con el Ejemplo 1.4.1. De hecho, puede probarse sin
ninguna dificultad que

Vx€ =0,

para todo X € T(V x R), donde denotamos por V la conexién de Levi-Civita
de V x R.

Ademas, se tiene

P d —~
(V(Xo,f%)ﬁb)(yo,ha) = (V;OJ)YE),
para todos Xo,Y, tangentes a V y toda funcién f,h € f(f/ x R), donde

v ., e ~ , ) -~
VY denota la conexién de Levi-Civita de V. Asi, se verifica que V es una
variedad Kaehleriana si y solo si



es decir, si y sblo si ¢ es paralelo!.

Nota 1.4.4.— Una variedad casi—contacto métrica M tal que V¢ = 0 recibe
el nombre de variedad cosimpléctica. Se puede probar, de manera analoga a
la demostracién de la equivalencia (0.2.14), que una variedad casi-contacto
métrica M tiene ¢ paralelo si y sélo si la variedad es normal y las formas n y
® son cerradas, es decir, dp = d® = 0. En realidad, ésta dltima es la manera
en que Blair define las variedades cosimplécticas en [3].

De ahora en adelante, denotaremos por (R*™*! ¢0,&,7,9) la variedad
R?>™*! con su estructura Sasakiana usual, dada por

= 1 t . 6
n = 1/2(dz =) y'ds*), ¢ = 257

i=1

g =n®n+1/4 <Z(dmi®d$i+dyi®dyi)> ,

=1

m. . 0 8 9 m 9 o, & ;0
¢o(;(xi'6}7+¥§5&7)+z'6—z) = Z(n%—i—x,-a—yiwgm 5

i=1

donde (z',y",2), ¢ = 1...m son las coordenadas cartesianas. Se sabe que

0 0 %,
— — 1.4.5
(s 2 050 € (1.45)
es una base ortonormal de TR*™*! tal que ¢0(2i) = 2(—8—— + yi—a—). Una
oy ozt 0z

tal base recibe el nombre de ¢o—base.

Cuando m es par, podemos definir el endomorfismo ¢;, que viene dado
por:

(ﬁ](Xl,...,Xm,)/],...,Ym,Z) = (—Xz,Xl,...,—Xm,Xm_l,

}/27 -)/17 s 7Ym7 _Y‘m—17 y2X1 - leZ +-- mem-—l - ym—.IXm)'

1Para ver mds relaciones entre las propiedades de 1% y V x R, consultar, por ejemplo,
[20].
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Es facil probar que (R?™*! ¢,,£,7,9) es una variedad casi-contacto mé-
trica. Ademas, si m = 2k, se verifica que

3}
¢1(20 25— =) = _28y2j
y
T NV Y.
¢1(2(8x2]’_1 +y E)) - 2(a$2J +y 9z )

para todo j = 1,...,k, de donde se deduce que

P 9 N I R
{23y2j'1 ) 2(8m2j“1 +y ! 8_2.)’ —2_82/_27’ 2(81,2]'

2J‘3%),€}j=1,....k (1.4.6)

es una ¢;-base.
Por otra parte, dado X € TR?™*! podemos expresarlo en funcién de la

base (1.4.5) en la forma

0 0
X = Z(,\zj 126 o +A2]26 )+

Jj=1

k ) K] 2-10 0 2 0 X
-I-JZ::l(sz—l (8m2j_1 +y 52 =) + p2;2 (0 7ty £ )) + n(X)

por lo que
a k 27—1 8 27 a
doX = jz_;(/\zg 12(a 21 +y )+ >\2J (8 % +y —a—z))_
k 0 0
—g(ﬂza‘—ﬂ@m + Hzﬂé‘y—g),
, k 0 0
¢1A = Z /\21 12 +/\2_7 8 2]'_1)+
k .
a 27 0 d 25-1 9
+;(H2j—12(5ﬁ Y 5o) = g T T o)),
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k ] ) 9 2io1 O

P10 X = ;()\21—12(@ + ?12]"5;) - Azﬂ(m +y 82))+
k J 0
+;(#2j—12w - #w’QW)
y
k
_ 0 2 0 Py 25-1.0
¢0¢1X - ;(_A2J—12(a$2j +y &) + A2.72(5;;2F +y 82))+
k 0 0
+jz:_;('"/l2j—125y7]7 + ﬂ2j2——8y2j_1 )s
de donde se deduce que:
100X = —dop1 X. (1.4.7)

Asi, para todo X € TR?™*1, en virtud de (0.2.7) y (1.4.7),
g(¢0X7 ¢1X) = _g(Xa ¢0¢1X) = g(Xa ¢1¢0X) = _g(¢1Xa ¢0X)a

lo cual implica:
9(¢X,$:X) = 0. (1.4.8)

Sin embargo, (¢1,£,71,9) no define una estructura de contacto sobre la
variedad R?>™*!. Esto se obtiene como caso particular de la siguiente propo-
sicion:

Proposiciéon 1.4.5.— Sea (M,q&,f,n,g) una variedad de contacto. Si exis-
te otra estructura casi—contacto ¢ sobre M tal que (M,$,£,n,g9) sea una
variedad de contacto, entonces ¢ = ¢.

DEMOSTRACION: Si ¢ y ¢ definieran estructuras de contacto sobre M con
los mismos &, 1 y g, entonces, por definicidn,

® = dyp = 9,

donde @ (resp. ®) denota la 2-forma fundamental de (1\7, é,6,m,9) (resp.
(M7 ¢7€7 Wag)), de donde

9(X,9Y) = g(X,¢Y),
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para todos X,Y € T™M , lo cual implica que ¢Y = ¢Y para todo campo Y
tangente a M. a

Cuando m = 2, es decir, en (R® ¢,,£,7,¢), se puede probar también que
la estructura no es normal, pues

[$1,$)(X,Y) = 2dp @ £(X,Y),
para todos X,Y € TR® y que ®; es cerrada, es decir,
d®, = 0.
Ademas, puede verse facilmente que

(Vxd)Y = 29(X)$1gY +n(Y)$16X +g(X, $16Y )¢, (1.4.9)
para todos X,Y € TRS.

Empleando la estructura ¢;, encontramos el siguiente método para ob-
tener subvariedades slant, con angulo slant dado, en una cierta variedad
casi—contacto métrica.

Ejemplo 1.4.6.— Para cada constante 8, definimos ¢o 9 y ¢1,4 como

dop = (cosf)go + (send)é

b9 = (cosb)¢; + (send)epo,

respectivamente. Entonces, (dog,£,7,9) y (é1,6,&,7,9) son estructuras casi—
contacto métricas en R*™*! para cualquier nimero par m. En particu-
lar, si m = 2, entonces cualquier subvariedad invariante M de dimensién

3 en (R® ¢q,&,7m,9) (resp. (R ¢1,€,7,9)), tal que £ € TM, es una sub-
variedad slant minimal (resp. subvariedad slant), con angulo slant 6. en

(RS, ¢0,97€7 7 g) (resp. (Rs’ ¢1,«9)€7 7779))

Comprobemos en primer lugar que (R*™*! ¢g4,&,7,9) es una variedad
casi—contacto métrica. Para ello, bastara probar

$rg = —I+n®¢ (1.4.10)
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9(¢o,9Xa ¢0,9Y) = g(X7 Y) - W(X)U(Y), (1411)
para todos X,Y € TR*™+1,
En efecto, dado X € TR?™*!, se tiene que
dooX = cos’ (=X + n(X)¢) + send cos 0(d1¢o X + Podr X)+

+sen’0(—X +n(X)E) = —X +n(X)¢,

en virtud de (1.4.7). Esto prueba (1.4.10).
Por otra parte, dados X,Y € TR?™*1, se verifica

9(b04X, d0gY) = cos®0g(doX, doY) + send cos 0(g(doX, $1Y )+

+9(61X, $oY)) + sen’g($:1 X, $1Y) = cos®0(g(X,Y) — n(X)n(Y))—
—senf cos 0(g(X, go1Y) + g(X, d160Y)) + sen’d(g(X,Y) —n(X)n(Y)) =
= ¢(X,Y) —n(X)n(Y),

en virtud de (0.2.6) y (1.4.7). Asi se obtiene (1.4.11).

De forma totalmente aniloga se prueba que (R*™*! ¢, £,7,g) es una
variedad casi—contacto métrica.

Consideremos ahora una subvariedad invariante M de dimensién 3 en
(R®, ¢0,¢,m,9), con £ tangente, y veamos que es slant, con dngulo 6, en
(R®, ¢06,¢,m,9) (M serd minimal pues toda subvariedad invariante en una
variedad Sasakiana lo es).

Al ser M invariante, en virtud de (0.2.4) y (0.2.8) podemos elegir una
base local ortonormal de TM de la forma

{e1, doer, £}, (1.4.12)

donde e; € TM es unitario y ortogonal a €.
Asi, dado X € T M, si lo expresamos en funcién de (1.4.12),

X = Aer + dagoer + p(X)E,

se tiene

X1 —n%(X) = A2+ A2 (1.4.13)
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BopX = AjcosfOgper + Aisenfdre; — Ay cosfe; + Aasenfdidoer. (1.4.14)
Si denotamos por Tp g la proyeccién tangente de ¢g 4, se verifica que:
TosX|* = g*(do0X,e1) + g° (06X, doer). (1.4.15)
Ahora bien, en virtud de (0.2.6), (0.2.7), (0.2.8), (1.4.8) y (1.4.14),
g(dosX,e1) = —Agcosh, (1.4.16)

mientras que:

9(¢oeX, doe1) = Aicosb. (1.4.17)

Luego, sustituyendo (1.4.16) y (1.4.17) en (1.4.15) y teniendo en cuenta
(1.4.13), se obtiene
|To,0X]|

X2 —9*(X)

= cos#,

de donde se deduce el resultado. Anilogamente puede verse para ¢ .

Sin embargo, usando este método no obtenemos ejemplos propios en una
variedad Sasakiana, pues, en virtud de la Proposicién 1.4.5, ni la variedad

(R®, do6,¢,m,9) ni (R®, ¢y14,&, 7, g) pueden ser variedades de contacto cuando
6 €(0,7/2).

Para obtener ejemplos en una variedad Sasakiana, podemos probar el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.7.— Supongamos que

z(u,v) = (W, 0"), folu', ), fa(u',v'), fa(u',v"))

define una superficie slant S en C? con su estructura Kaehleriana usual, tal
que 0/0u’ y 0/0v' son no nulos y ortogonales. Entonces,

y(u,v,t) = 2(fi(u,v), fa(u,v), f3(u,v), fs(u,v),1) (1.4.18)
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define una subvariedad slant tridimensional M en (R®,d0,€,7,9), con el
mismo dngulo slant que S y tal que, st escribimos

0 0f 0f2, 0

ey = —*+(2f3 +2f4

)8t

5 f

e2 = T + (2f3 9fs, 9

2

25

entonces {e1,eq, £} €s una base ortogonal del ﬁbrado tangente de la subvarie-
dad.

DEMOSTRACION: Antes que nada, observemos que, en virtud de las hipotesis
exigidas en el enunciado del Teorema, se tiene que

d dh af2 Ofs 0f4
o’ %(axl)_*-au'(am?)—*_au (aJ )+3u (8J

0 9fy

0/ 0fs 0f4
oo Bv (ax )+ av'(ax + 505y T B (aJ )
constituyen una base ortogonal de T'S.
Como z(u',v') define por hipétesis una superficie en C?, es evidente que
y(u,v,t) define una subvariedad M de dimensién 3 en R®. Comprobemos
en primer lugar que {e;,e,,£} es una base ortogonal de TM. Derivando en

(1.4.18), obtenemos:

2 _ Ofi afa df3 Ofs, . 0
B = 305Dt B e e g, (Qayz% (1:4.19)
_(?— . 8f1 0 8][2 0 af.?, affi ¢
5o = o0 Zaa) o Ba) T (28 D 5 2 D

0 a

= 2— = £. 4.21

ot 282 ¢ (L421)

Pero, como, en los puntos de la subvariedad, y' = 2f3(u,v) e y* =
2fa(u,v), en virtud de (1.4.19), (1.4.20) y (1.4.21) se tiene
0 0
€ = 5—+(2f3 2 +2f4 fz)df =
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81 82 28 a3 64
= o 0 Ly e T D 26l S,
ey = 56*+(2f3 on +2f4af2)at =
ofr , 0 0 0fs 0f4
= o D Dy B D2 ) Yo s S

donde, cla,ramente, identificamos los vectores tangentes a M con sus imégenes
por la aplicacién inducida por la inmersién. Asi, como (1.4.5) es una base
ortonormal de TR, esta claro que

afidfi _
Zau v 0,

g(eh 62

en virtud de las hipétesis sobre z(u,v). Ademads, esta claro que

n(er) = nlez) = 0

y:
4 (0f; A
gles, er) Z( f) y g(ez,€2) = Z(@f)) .
=1 =1
Dado X € TM, podemos expresarlo en funcién de {eq, e, ¢},
X = Aeg + Aep + (X,
de donde
L Of  Oh,. O 0 8f , 0f 20
X = go+ 030255+ 5) + (g +/\2—)2( : Hy gt
Ofs , \ 8fs, 0 Of | Oy O
+()\1(9 + A2 5)2 5y +(A1a + A5 )28 5 +n(X)¢€
y, por tanto:
2 4 8fz
Asi, como (1.4.5) es una ¢0—base, resulta.
ofs . Ofs ) Ofs | 0fa 20
X = (A A ~)—
doX = (hgy +2a)231+yaz) Mgy “261)(&2”32)
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df1 0fi dfs dfa
6“20)31 9u AZa)az
Ahora bien, como {e;, e3,£} es una base ortogonal de T'M, se tiene que
9(d0X, €1) 9(boX, €2)
e; +
g(e1,e1) 9(82762)

— (N (A (1.4.23)

T()X -

€2,

donde Ty denota la proyeccién tangente de ¢y, lo cual implica:

7 (doX,e1) = g*(doX, 82).

ToX|* = 1.4.24
ToX] g(e1, €1) g(ez, €2) ( )
Pero, en virtud de (1.4.23), puede comprobarse ficilmente que
afs df3\ 0N 0fa 0fs,0f2
9(poX,e1) = ()\1 +)\2 B )8u + (A17+ Ae—2— 5o )= 9u
Ofi |\ 0fi\0fs . Ofs .\ 0f20fs _ B
~ gy theg )5, ~ g, theg )G, = TeleXe 5g), (1425)

donde denotamos por Jp la estructura casi-compleja usual de C? y por Xo
el campo vectorial de T'S dado por:

%, 0
Xo = Mg 50 + Ay E
Anélogamente se tiene:
5,
9(¢oX,e2) = —g(JoXo, 5?) (1.4.26)

Entonces, en virtud de (1.4.22), (1.4.24), (1.4.25) y (1.4.26), mediante
una simple comprobacion se llega a

|ToX]| | P Xo|
= = cosf,
X2 —n2(x) ol
siendo P X, la proyeccién tangente de Jo X, y 8 el dngulo slant de S. O

Nota 1.4.8.— Observemos que si S no es totalmente real, entonces la dis-
tribucién generada por e; y e; no es integrable y, por tanto, M no puede ser
el producto de S por R. Este hecho es coherente con la Proposiciéon 1.4.2.
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En efecto, en las condiciones del Teorema 1.4.7, si denotamos por go la
métrica usual en R, se tiene que

0 g, 0

ler,ea] = 290(51;,«]0(%))&,

que es no nulo supuesto que S no sea totalmente real.

Entonces, en virtud del Teorema 1.4.7 y los ejemplos 2.1, 2.3, 2.4 y 2.5
de [10], obtenemos los Ejemplos 1.4.9, 1.4.10, 1.4.11 y 1.4.12 en R® con su
estructura Sasakiana usual.

Ejemplo 1.4.9.— Para cada 6 € [0,7/2],
z(u,v,t) = 2(ucosf,usend, v,0,t)

define una subvariedad slant minimal de dimensién 3 con angulo slant 8 y
curvatura escalar 7 = —1/3 cos*#.

Tal y como se indica en el citado Teorema 1.4.7, elegimos como referencia
de T'M la formada por los campos tangentes

_ 9 O _ sofo 2 L 19 9 29
e = au+2cosé’vat = cosH(Z(aacl +y 5))+sen9(2(ax2 +y 62)>’
0 0
€y = — = -,
Ov oy!
0 0

En cuanto a T+M, podemos elegir como base de campos normales la
constituida por:

0 0 0 0
e4 = —send (Z(% + yl——az)) + cos f (2(@ + yz**—az)) )
L 0
€ = 2@7/2



Se puede comprobar que tanto {e1, €, e3} como {e4, s} son ortonormales.
En estas condiciones, se verifica que los corchetes no nulos de los campos
basicos elegidos son

le1,e9] = —2cosfes, [er,es] = —2senfes,
leg,e4] = —2senfes, [eq,e5] = —2cosbes,

de donde se obtiene que

Vei e, = 0,

para i = 1,2,3, lo cual implica que M es minimal. Ademas, se tiene:

Veer = 0, V.es = —cosbes, V.es = cosbey,
Vee1 = cosbes, Ve = 0, Vees = —cosbey,
Ve,e1 = cosbey, Ve, = —cosbe;, Vges = 0.

Asi, es facil calcular que
R(e1,e3)es = —3cos?Oer, Rley,e3)es = cos®Ber, Rley,es)es = cos? fe,,

de donde se sigue:

1 cos? §
T = g(R(el,ez;eg,el)+R(61,63;63,81)+R(62,63;63,62)) = ——5

Ejemplo 1.4.10.— Para cada constante &,

k

k
z(u,v,t) = 2(e"™ cosucosv, e senucosv, e cosusenv,e™ senusen v, )

define una subvariedad slant de dimension 3 con angulo slant
0 = cos ' (|k|/V1 + k2),

curvatura escalar 7 = —k?/(3(1 + k?)) y curvatura media no constante dada
por |H| = 2e7%4/(3v/1 + k2). Asi, la subvariedad no es minimal.

En este caso, podemos elegir la referencia ortonormal {ey, ez, e3} de TM
dada por:

€4 = _?1 _;d__*_k 2ku (2 )2 _
1 — m au € sen v 8t =
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0
= ‘Q‘—W{(’Ml*iﬁ) (aal+y—)+(k$ +$)2( +ya)+

0 , )
+(ky' —y )2-57 +(ky" +y )2%5}

e ) 9 281626
0 0
63: at :2$ :f

Teniendo en cuenta que, en los puntos de la subvariedad,
4€2ku — (xl)‘z + ($2)2 + (y1)2 + (y2)2

¥y que, por tanto,

8 e—ku -3ku
i\ 2 ) T T8 &
a e—ku e—3ku ;
dyt \ 2 - g ¥

para ¢ = 1,2, se puede comprobar:

g~ 2k 5 1 0 . 0

o(er,e1) = ofey,eq) =

0 0 0
-l—(kx ——x)?( +ya)—(ky +y)8 +(ky —y)82}
Asi

e-—-2ku

B
H = m{ —(ka? +$)2(—~+y—)+

3] 0 0 0
1 2y 9 | 2 _ 1,2y 9
Hke! = 2R 97 50) — (g + ' =2

de donde se deduce:
2e~ku

3vV1+ k2
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Por otra parte, se tiene que

ke kv 2k

[e1,€2] = ————,H—erz - ——Wesa
[613 63] = [627 63] = 07
lo cual implica
Vel € = 0, Velez = ——(,7(](5)637 Vel €3 = C(k)CQ,
Ve,e1 = C(k){e ey +es} Ve,eg = —Clk)e ™ e1, Vees=—C(k)e,
Veael = C(k)CQ, v6362 = —C(k)el, Ve363 - 0,
siendo "
Ck) =

VIFE

En virtud de estas expresiones, se obtiene

3k? 12
1 + k2’ R(e,es;e3,e1) = R(eg, e3;e3,€3) = W’

R(el,ez; 82761) =

de donde resulta el calculo de la curvatura escalar.

Ejemplo 1.4.11.— Para cada constante k,
z(u,v,t) = 2(u,kcosv,v,ksenv,t)

define una subvariedad slant M con dngulo slant cos™(1/+/1 + k?), curvatura
media constante |H| = |k|/(3(14+4?)) y curvatura escalar 7 = —1/(3(1+k?)).
Es mas, las siguientes propiedades son equivalentes: (a) k = 0, (b) M es
invariante, (c) M es minimal y (d) M tiene vector curvatura media paralelo.

Elegimos las referencias ortonormales {e;,e;.€3} de TM y {es,es} de

T+ M, definidas por:




1 0 , 0 d 0
_ _ 9 94 kcos(v)2
ke o D 2 4 kst o}
0 0
€3 = a = 25’; = 57

_ 1 0 , 0 0 0
eq = m{—sen(v)?(b—;-}-y P —) - k2-87+cos( )283/2}’

es = cos(v)2 (aa2+y 88)—{— sen(v)

Teniendo en cuenta que 22 = 2k cosv e y? = 2ksen v, se puede calcular
facilmente: _
v6161 — 07
= 1 y: 0 z2*_ 0 , 0
= -2 20— - =2z —) -
Verer 1+k2{ 2207 " 245 TV 5
Ademads, se verifican
Velel = 0, VeleZ = —C(k’)e'g, Veleg = C(k‘)ez,
ve261 = C(k‘)eg, V8262 = 0, Vezeg = —C(k)el,
Vesel = C(k‘)62, V5362 - —C’(k)el, Veseg = 0,

siendo ahora

De todo ello se deduce que o(eq,e1) = 0, mientras que
0'(62, 82) = ,65262,
lo cual implica:

- _ 1 20_~ 29(_ 7 _
= 5wy {y 25 T UG az)}'

Asi, M es minimal s1y sélo si 22 = y% = 0 en los puntos de la subvariedad,
lo cual es equivalente a decir que £ = 0. Como el dngulo slant de M es
0s7}(1/4/1 + k2), esto ocurre si y sélo si M es invariante.
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Para estudiar si el vector curvatura media de M es paralelo, calculamos:

k

DeH =0, y Dol = Dol = =g pyspes

Entonces, DH = 0 si y sélo si k = 0.
La curvatura escalar de M se calcula directamente a partir de los valores

de V. e;.
Sefialemos por ultimo que, si k = 0, la estructura de M es la estructura
Sasakiana usual de R3.

Ejemplo 1.4.12.— Sea k un nimero positivo cualquiera y (g(s), k(s)) una
curva plana parametrizada por su longitud de arco. Entonces,

z(u,v,t) = 2(—kssenu,g(s),kscosu,h(s),t)
define una subvariedad slant propia con angulo slant k/v/1 + k2.

Las comprobaciones relativas a este ejemplo se realizan de manera analoga
a las de los ejemplos anteriores.

De manera similar, también podemos obtener ejemplos de subvariedades
slant con dimensién mayor que 3.

Ejemplo 1.4.13.— Para cada k > 0,
z(u,v,w,s,t) = 2(u,v,ksenw,ksens, kw, ks, kcosw, k cos s,1)

define una subvariedad slant M con angulo slant /4 en (R?, ¢0,&,7,9)-

En efecto, consideremos una base ortonormal de TM, {es,...,es}, defi-
nida por:
er = %-I—‘ka% = 2(5—3—1 +y1%),
ey = a% + m% = 2(8—25 + 256—),
3 = \/gk (d% + 2k? (‘09sz—> =
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9 P ) 9
= ———{y32 2k2— — 72—
2\/5{ A Tvg,) T2k 5~ aJ}

! (8 + 2k? cos? 52) =

T ot
1 49 d d d 4n O
= 2k2————— 2-——*
o2k { Agea tu'5,) H 2255 — 255
0 0
€ = é—t' Q—a—z = f
Sea, ahora:
Z)\ ei +n(X)es € TM.
Entonces, se verifican:
4
IXPP=n*(X) = Y M. (1.4.27)

4
ToX = Zg(qﬁoX, ei)e
Pero, puede comprobarse facilmente que

g(¢0X781) = )‘3/\/57 g(¢0X762) = /\4/\/51
9(doX,e3) = —A/V2, g(¢oX,ed) = —X/V2,

de donde: )
1
T X|? = §ZA§. (1.4.28)
=1
Asi, de (1.4.27) y (1.4.28) se deduce

[ToX]| W2

X[ —n2(X) 2

lo cual implica que esta subvariedad es slant con angulo 7 /4.
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Ejemplo 1.4.14.— Para cada 6 € [0, 7/2],
z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,0,vcosf,vsend,scosb, ssend,t)

define una subvariedad slant minimal de dimensién 5, con 4ngulo 6, en R®
con su estructura Sasakiana usual.

Asi mismo, obtenemos el siguiente ejemplo de una subvariedad slant de
dimensién 3 en (R7, ¢o,£,7,9).

Ejemplo 1.4.15.— Para cada 0 € [0,7/2],
z(u,v,t) = 2(u,0,0,vcos 0, vsend,0,1)

define una subvariedad slant minimal de dimensién 3, con dngulo #, en R”
con su estructura Sasakiana usual.

Estos dos tultimos ejemplos pueden comprobarse eligiendo referencias or-
tonormales de forma totalmente andloga a como se hizo en el Ejemplo 1.4.9.

Analogamente, encontramos ejemplos de subvariedades slant en la varie-
dad casi-contacto métrica (R® ¢1,&,7n,9).

Ejemplo 1.4.16.— Dados dos nimeros reales no nulos p y ¢, consideramos
la siguiente inmersién de R x (0,00) x R en R?, definida por:

z(u,v,t) = 2(pvsenu, pv cosu,vsen qu, v cos qu,t).

Entonces, la inmersién z nos da una subvariedad slant M tridimensional en
la variedad casi-contacto métrica (R, ¢1,£,7,9).

Sean

e, = 1 cosu2(—a~+ 1_(2)_ SPIIUQ(—?“+72—6')+
LT P P e T ) TG T g,
d , 0
+q Cos(q'u)zay—1 — gsen (qu)Z—d—;ﬁ} ,

e, =— _l__ SenufZ(——a——{— 1_8_)+ 2(_8__'_ 2__a_)+
2 vpt+1 P gzt Y 9 TP TY G,
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0 0
+ sen (qu)28_yl + cos(qu)?a—yZ} )

0

83:2526.

Puede comprobarse sin dificultad que {ey, ey, €3} es una referencia orto-
normal de TM. Como (1.4.6) es una ¢;—base, se tienen:

1 g 0 9 4,0
her = —\/_PT——-—(F {psen u2(«8—~$—1 +y 5—2—) + pcos U2(8—m5 +y E)_
2.0 0 4.29
—gsen (qu)Zé—y—1 - qcos(qu)ngz , (1.4.29)
_ 1 o 0 10 g  ,0
hre; = T\/TT {~pcos uZ(-a—; +y 5;) +psenu2(ax2 +uy 8z)+
+ cos(qu)‘zaiy1 — sen (qu)ZEaE} . (1.4.30)
Sea, ahora:
X = )\161 -+ )\262 + 'I](X)63 € TM.
Entonces,

TIX = g(¢1X761)61+g(¢1X762)627

donde Ty denota la proyeccién tangente de ¢,. En virtud de (1.4.29) y
(1.4.30), se deducen facilmente

1 1

X, = =) L—_—

9(1 X, e1) AT +q2(p q)
1 1

X? = A - ’

g($1X, e3) 1\/p2+1\/p2+q2(p q)

de donde se se llega a que M es slant con angulo:

1 |p* — ql .
VPt +1Vp? 4 ¢

COS

Ejemplo 1.4.17.— Para cada 6 € [0,7/2],

z(u,v,t) = 2(ucosb,v,usend,0,t)
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define una subvariedad slant minimal con 4ngulo slant 8 en (R®, ¢1,¢,7,9).
Ejemplo 1.4.18.— Para cada 6 € [0,7/2],
z(u,v,t) = 2(ucosf,v,0,usend,t)
define una subvariedad slant minimal con angulo slant 6 en (R, ¢1,£,7,9).
La comprobacién de estos ejemplos son analogas a las realizadas ante-

riormente. No obstante, detengdmonos brevemente en el Ejemplo 1.4.18.
Elegimos la referencia ortonormal de TM dada por:

0 0 , 0 0
- 2 _ — - sen  2—— 1.4.31
el 5 cos f 2(3561 +y aZ) + sen By ( )

0 J 0 5 0
- 7 ~ = 9= — 4.32
€2 50 + 2usent9a 2((%2 +y 82)’ (1.4.32)

0 0

- — — 9= — ¢ 1.4.33
“ =5 =% ¢ (1.4:33)

Se tiene ¥ P
$1e7 = cosd 2( +y . —) + sené 20 (1.4.34)

0 , 0
¢1€2 = (a 1 + Yy 82) (1435)
lo cual implica:
Tl()\lel -+ /\262 + A363) = —CO0s 0/\261 + cos 0A162.

De aqui se deduce directamente que la subvariedad M es slant, con angulo
8, en (R®, ¢1,€,7m,9). Ahora bien, observemos que

0 0 5 0
$oe; = —cosb 2~a~—f + send 2(8 +y a) (1.4.36)
y
0 7
¢062 = —2‘8—2 (143 )

Entonces, dado X = Aje; + Azex + n(X)é € TM, escribimos, como es

usual,

ToX = g(¢oX,e1)er + g(doX, e2)er
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Pero, en virtud de (1.4.36) y (1.4.37), resulta
g(poX,e1) = —Azsend

g(doX,e2) = Arsenb.

Asi, se verifica

|ToX]|
| X% ~n%(X)

Podemos concluir entonces que M es una subvariedad slant en la variedad
Sasakiana (R®, ¢g,£,7,9), con dngulo:

= send.

.o
— — 0.
2

cos”!(senf) =

Por lo tanto, hemos descrito un ejemplo de subvariedad slant en dos
estructuras casi—contacto distintas, siendo una de ellas una estructura Sasa-
kiana. Ademas, si § = 7 /4, la subvariedad tiene el mismo angulo slant en
ambas estructuras.

Finalmente, mostramos otro ejemplo de subvariedad slant en R° con su es-
tructura Sasakiana usual, que no viene dado por el método del Teorema 1.4.7.
Ejemplo 1.4.19.— Para cada 0 € [0,7/2],

z(u,v,t) = 2(u,0,vcosf,vsenb,2uvcosf +1t)

define una subvariedad slant en R® con angulo slant 6.

En efecto, basta considerar la referencia ortonormal de TM dada por:

0 0 0

- 2 = . 1 7
T B 2(8:101 ty az)’
e 0 2 0 02 9 + 0 2 :
= — —2ucosf— = — —
2 av (‘)t COS ayl sen 6y2 1y
J 0

Expresando cualquier campo tangente a M en funcién de esta referencia,
se demuestra de manera analoga a como hemos hecho antes que la subvarie-
dad M es slant con angulo 6.



Capitulo 2

Subvariedades Slant en
Variedades de Contacto

Examinamos a continuacién algunas propiedades de las subvariedades
slant en variedades de contacto. En concreto, resulta especialmente intere-
sante el estudio de las subvariedades slant en las variedades K-contacto, pues
dicha estructura nos permitird probar importantes resultados tedricos.

Asi, en la Secci6n 2.1 examinaremos el valor de V(Q para las subvariedades
slant de una variedad K-contacto, obteniendo una caracterizacién de dichas
subvariedades. Mads tarde, centraremos nuestra atencién en el estudio de
VT y VN. En este caso, hallaremos también teoremas de caracterizacion.
Estos resultados tendran su aplicacién en el caso de las subvariedades slant
tridimensionales, que, como ya hemos sefialado, constituyen la primera clase
no trivial de subvariedades slant. Veremos esto en la Seccién 2.2.

Otro problema interesante, que trataremos en la Seccién 2.3, es el de
la posibilidad de inducir una estructura de contacto sobre una subvariedad
slant. En general, obtendremos resultados que negarén dicha posibilidad.

En la Seccién 2.4, trabajaremos con subvariedades slant tridimensionales,
relacionando su curvatura escalar con un nuevo concepto, el de la curvatura
seccional normal, asi como con su curvatura escalar normal.

Por dltimo, ofrecemos en la Seccién 2.5 algunas notas acerca de la umbi-
licalidad en las subvariedades slant, asi como sendas condiciones suficientes
para asegurar la austeridad y la minimalidad de dichas subvariedades.
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2.1 Subvariedades Slant en Variedades K-
contacto.

Sea M una subvariedad Riemanniana isométricamente inmersa en una
variedad casi—contacto métrica M. Recordemos que denotamos por V y V
las conexiones de Levi-Civita de M y M respectivamente.

En esta seccién, vamos a estudiar la relacién existente entre el ser M slant
y el valor de V(). Recordemos que se define

(VxQ)Y = VxQY - QVxY,

para todos X, Y € TM.

En el caso complejo, las subvariedades slant venian caracterizadas en
cierta forma por la expresién V(@ = 0. Sin embargo, veremos que ahora la
situacion es distinta.

Proposicién 2.1.1.— Sea M una subvariedad slant de una variedad casi—
contacto métrica M. Entonces, VQ = 0 si y sélo st Vxé = 0 para todo
XeTM.

DEMOSTRACION: Sea M una subvariedad slant con dngulo 6 € [0,7/2].
Dado X € TM, en virtud del Teorema 1.2.1, se verifica:

QX = —cos’X + cos® On(X)E. (2.1.1)
Asi, dados X,Y € TM, sustituyendo X por VxY en (2.1.1), resulta:
QVxY = —cos’OVxY + cos® In(VxY)E. (2.1.2)

Por otra parte, sustituyendo X por Y en (2.1.1) y derivando covariante-
mente respecto a X, se obtiene

VxQY = —cos’0VxY + cos® On(VxY)e+

+ cos? 0g(Y, Vx )€ + cos® (Y )V x¢, (2.1.3)
dado que:

X(n(Y)) = Xg(Y,€) = g(VxY, &) +9(Y,VxE) = n(VxY)+g(Y, Vx¢).
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Por lo tanto, VQ = 0 si y sélo si (2.1.2) coincide con (2.1.3) para todos
X,Y € TM, lo cual equivale a decir que Vxé =0 paratodo X € TM. O

Corolario 2.1.2.— En las condiciones de la proposicion anterior, st M es
una variedad K —contacto, entonces V) = 0 si y sélo si M es una subvariedad
anti-invariante.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior,
pues al ser M una variedad K—contacto, se verifica que Vx& = —TX para
todo X € TM. =

Asi, vemos que, mientras que las subvariedades slant de una variedad
casi Hermitica verifican que V@ = 0 (ver [10]), en el caso de una variedad
K—contacto, esta condicién sélo podrian cumplirla las subvariedades anti-
invariantes. En la siguiente proposicién, calculamos el valor de V@ para
cualquier subvariedad slant de una variedad K-contacto. Ademas, como
veremos en el Teorema 2.1.5, la expresién obtenida para V() nos servird
para caracterizar las subvariedades slant.

Proposicién 2.1.3.~ Sea M una subvariedad slant de una variedad K-

contacto M. Denotemos por 0 al dngulo slant de M. Entonces, para todos
X, Y € TM, se verifica:

(VxQ)Y = cos?8(g(X,TY)¢ — n(Y)TX).

DEMOSTRACION: De (2.1.2) y (2.1.3), se deduce

(VxQ)Y = VxQY —Q(VxY) = cos?0g(Y,Vx&)E + cos? On(Y)Vxé =
= —cos’0g(Y, TX)¢ — cos® On(Y)TX = cos®0(g(X,TY)¢ —n(Y)TX),

pues al ser M una variedad K ~contacto, Vx¢ = -TX. a

Nota 2.1.4.— Por supuesto, no existe ninguna contradiccién entre la Propo-
sicién 2.1.3 y el Corolario 2.1.2, pues las subvariedades anti-invariantes son
subvariedades slant con angulo § = 7/2.

Teorema 2.1.5.— Sea M una subvariedad de una variedad K —contacto M
tal que £ € TM. Entonces, M es slant si y sdlo si se verifican las siguientes
propiedades:
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(i) El endomorfismo Q|p tiene un dnico autovalor en cada punto de M.
(11) Eziste una funcion A : M — [0,1] tal que
(VxQ)Y = Mg(X,TY)¢ —n(Y)TX)
para todos X, Y € TM.

Ademds, en este caso, si § es el dngulo de Wirtinger de M, se tiene que
A = cos?®f.

DEMOSTRACION: Veamos la implicacién directa. La condicién (i) es con-
secuencia directa del Lema 1.3.4, mientras que la condicién (ii) se tiene en
virtud de la Proposicion 2.1.3.

Reciprocamente, veamos que las dos condiciones expuestas implican que
M es slant. Sea Ai(z) el unico autovalor de Q]p en cada punto z € M.
Probemos en primer lugar que A; es constante. Sea Y € D un autovector
unitario asociado a A;. Asi, QY = \,Y.

Entonces, para todo X € T M, en virtud de la condicién (ii), se tiene que

X(Al)Y'*')‘leY = VX()qY) = Vx(QY) =

= Q(VxY)+AMg(X,TY)e—n(Y)TX) = Q(VxY)+Ag(X,TY)E, (2.1.4)

pues Y € D.
Ahora bien, al ser Y unitario, se deduce

9g(VxY)Y) = 0, (2.1.5)
y, por lo tanto, al ser () autoadjunto e Y autovector de Q|p:
g(Q(VxY),Y) = ¢g(VxY,QY) = Mg(VxY)Y) = 0. (2.1.6)

Luego, hallando el producto de (2.1.4) con Y y aplicando (2.1.5) y (2.1.6),
se obtiene:

X(A) = M(X,TY)n(Y) = 0.

Asi, X(A1) = 0 para todo X € TM, lo cual implica que \; es constante.
En virtud del Teorema 1.2.1, para probar que M es slant, basta ver que
existe una constante p tal que QQ = —pl + un ® €.
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Sea X € TM. Entonces, X = X + n(X)¢, con X =X-n(X)eD.
Asi, QX = QX, pues T¢{ = 0. Como, por hipotesis, Q|p = M1, se tiene que
QX = A\ X. Por lo tanto:

QX = MX = MX = An(X)E.

Tomando entonces p = —\; se obtiene la constante deseada.
Ademas, cuando M sea slant, en virtud de la Proposicién 2.1.3, ha de ser
A= =)\ = u = cos’ 0, donde 6§ es el angulo slant de M. a

Corolario 2.1.6.— Sea M una subvariedad de dimensidn 3 de una variedad
K -contacto M tal que £ € TM. Entonces, M es slant si y solo existe una
funcion A : M — [0,1] tal que

(VxQ)Y = Mg(X,TY)¢ —n(Y)TX)

para todos X, Y € TM. Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo de Wirtinger
de M, se tiene que A = cos?d.

DEMOSTRACION: Basta probar que, al ser dimD = 2, )|p tiene un 1nico
autovalor en cada punto de M. Supongamos que, para un punto z € M,
Q|p tuviera dos autovalores distintos ); y A;. Podemos suponer que ); #
0. Entonces, en virtud del apartado (iii) de la Proposicién 1.3.1, D es de
dimension par, por lo que

dim D, > dimDi 4+ dim D! > dim D, > 2,

lo cual es contradictorio. O

2.2 Subvariedades Slant de Dimension 3.

Continuando con el trabajo realizado en la seccién anterior, estudiamos
ahora los valores de VI' y VN, estando definidos

(VxT)Y = VxTY —TVyY,
(VxN)Y = DyxNY — NVyY,

para todos X, Y € TM. Comencemos por VT.
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Proposicién 2.2.1.— Sea M una subvariedad slant, con dngulo 0, de una
variedad K —-contacto M. Entonces, se verifica que

(VxT)é = cos’0(—X +n(X)é) (2.2.1)
para todo X € TM.
DEMOSTRACION: Dado que T(£) = 0, se tiene que

(VxT)¢ = —T(Vx¢) = T°X,

pues, al ser M una variedad K —contacto, Vx& = —TX. Ahora bien, como
M es una subvariedad slant, en virtud del Teorema 1.2.1,

T?°X = —cos®0X + cos® On(X)¢,
por lo que se obtiene (2.2.1). 0

Nota 2.2.2.— En las condiciones anteriores, la expresién (2.2.1) puede ser
escrita en la forma

(VXT)€ = Cosze(g(Xv€)€ - n(é)X)a
para todo X € TM.

Lema 2.2.3.— Sea M una subvariedad de una variedad casi—contacto me-
trica M tal que ¢ € TM. Supongamos que existe una funcion A tal que

(VxT)Y = Mg(X,Y)¢—n(Y)X),
para todos X,Y € TM. Entonces,
(VxQ)Y = Mg(X,TY)¢ —n(Y)TX),
para todos X,Y € TM.

DEMOSTRACION: para todos X,Y € TM, se tiene
Q(VxY) = THVxY) = T(VxTY - Mg(X,Y)¢ —n(Y)X)) =
= T(VxTY) + MY)TX = VxQY — A(g(X,TY)¢ —n(Y)TX),
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de donde se deduce el resultado. O

Por analogia con las subvariedades slant Kaehlerianas de la Geometria
Compleja, introducimos el concepto de subvariedad slant Sasakiana'.

Definicién 2.2.4.— Decimos que una subvariedad slant propia M, con
dngulo slant 8, es una subvariedad slant Sasakiana st

(VxT)Y = cos? B(g(X, Y )¢ —n(¥)X),
para todos X, Y € TM.

Teorema 2.2.5.— Sea M una subvariedad de dimension 3 de una variedad
K —contacto M tal que £ € TM. Son equivalentes:

(i) M no es invariante ni anti-invariante y existe una funcion A : M —
[0,1] tal que
(VxT)Y = Mg(X,Y){ —n(Y)X)

para todos X, Y € TM.
(i1) Eziste una funcion A : M — (0,1) tal que
(VxT)Y = Mg(X,Y)¢ —n(Y)X)
para todos X, Y € TM.
(iii) M es slant Sasakiana.
(iv) M es slant propia.
DEMOSTRACION: En virtud del Corolario 2.1.6 y del Lema 2.2.3, es evidente

que los tres primeros enunciados son equivalentes. Por lo tanto, basta probar
que si M es slant propia con angulo 6, se verifica

(VxT)Y = cos®d(g(X,Y)é —n(Y)X)

para todos XY € TM.

INo se quiere indicar con esta notacién que se tenga una estructura Sasakiana en la
subvariedad. Esta posibilidad se estudiara en la Seccién 2.3



Como, por hipétesis, dim(M) = 3, en virtud del Corolario 1.2.5, pode-
mos elegir una referencia local ortonormal de TM, {ey,e3,£}, tal que ez =
(secO)Ter y e1 = —(sech)Te,.

Entonces, dado X € T'M, se tiene

(VxT)ey; = VxTe; —T(Vxe)) = Vx(cosbes)—
—T(w(X)er +wi(X)es + wd(X)E) = cosOVxe; —wi(X)Te; =
= cos B(wy(X)er + wi(X)ez + w(X)E) + cos i (X)er = cos bwy(X)E,
pues wi(X) = 0y w(X) = —wi(X). Ahora bien,
wy(X) = g(Vxes &) = —glea, Vx€) = g(es, TX),
pues M es K-contacto. Asf:
(VxT)er = cosfg(es, TX)E = cos?0(g(X,e1)€ —n(en)X).  (2:2.2)
Anélogamente, se obtiene:
(VxT)ey = cos® 0(g(X,ex)é —n(ez)X). (2.2.3)
Por otra parte:
(VxT)e = —T(Vxé) = T*°X = cos’§(—X +n(X)§) =

= cos?O(g(X, )¢ — n(6)X). (2:2.4)

Sea ahora Y € TM cualquiera. Localmente, podemos escribir Y = Y'e;+
Y?2ey + n(Y)£, de donde:

(VxT)Y = VxTY —T(VxY) = Vx(Y'Tey +Y*Ter)—

—T(Vx(Y'e; +YZes + 9(Y)€)) = X(YY)Tey 4+ Y'VxTer + X(Y?)Ter+
+Y VW xTe; — T(X(YVer + Y'Vxer + X(Yes + Y?Vixer + X(n(Y))E+
FA(Y)VxE) = Y (VxT)er + YA(TxT)er +0(V)(TxTIE  (2:25)
Por lo tanto, sustituyendo (2.2.2), (2.2.3) y (2.2.4) en (2.2.5), se tiene

(VxT)Y = cos?0(Y'g(X,e1) — Y'n(e)X + Y2g(X, e0)é — Yn(e) X+
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+n(Y)g(X, €)6 —n(Y)n(£)X) = cos’8(g(X,Y)¢ ~n(Y)X),

como queriamos demostrar. d

Nota 2.2.6.— La demostracién del Teorema anterior también es valida en
el caso invariante, pues sélo es preciso exigir que cos § no se anule. Por otra
parte, el resultado también es cierto en el caso anti-invariante, pues, al ser
T = 0, se tiene que

(VxT)Y = 0 = cos®0(g(X,Y)¢ - n(Y)X),

para todos X,Y € TM, ya que § = w/2. Ademas, en este caso, no es
necesario exigir que M tenga dimensién 3.

Asi, podemos enunciar que, en las condiciones anteriores, M es slant si y
sélo si existe una funcién A : M — [0,1] tal que

(VxT)Y = Mg(X,Y)¢ —n(Y)X)
para todos X,Y € TM, siendo, en este caso, A = cos?.

Observemos que las condiciones del Teorema 2.2.5 son suficientes pero
no necesarias. En efecto, si consideramos el Ejemplo 1.4.13 con la referencia
ortonormal {ej,...,es} que definimos en su momento, puede comprobarse
que

[61,63] = [62,64] = '—\/5657

siendo nulos los demds corchetes [e;, e;] con ¢ < 5. A partir de aqui, se tiene

V2

vele?’ = _ve:sel = V6264 = —Ve452 = _—2—657
2 2
V6165 = vﬁsel - ——2\/;'637 vezeS = Ve562 = \/7464’
V2 V2
Vees = Vegez = —en Vees = Veeq = 5 e

mientras que los demas V., e; se anulan. Entonces. dado que

V2 V2 V2 V2

Toer = ——2—63, Toe; = —764, Toes = - er y Toes = S €2,
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se puede calcular que, para todos X,Y tangentes a la subvariedad,
1 -
(VxTo)Y = S(g(X,Y)¢ =n(Y)X) = cos”0(g(X,Y)E —n(Y)X),

siendo 0 = /4 el 4ngulo slant. Asi, obtenemos subvariedades slant Sasakia-
nas con dimensién mayor que 3.

Anilogamente, en el Ejemplo 1.4.14 se nos muestran subvariedades slant
Sasakianas de dimensién 5, en R? con su estructura Sasakiana usual.

Por otra parte, tampoco es necesario el que la variedad ambiente M sea
K—contacto. Para justificar esta afirmacién, observemos el Ejemplo 1.4.18.
Considerando la referencia tangente {e;, ez, ¢} dada por (1.4.31), (1.4.32) y
(1.4.33), se obtiene, en virtud de (1.4.34) y (1.4.35),

Tier = cosfey y Treg = —cosfeq,

donde T es la proyeccién tangente de ¢;, mientras que de (1.4.36) y (1.4.37)
se deduce
Toe; = cosfey y Tyey = —cosbey,

siendo Ty la proyeccién tangente de ¢o. Asi, cuando 6 = 7/4, se tendra que
To = Th, lo cual implica que, para todos X, Y tangentes a la subvariedad M?,
s
(VxTh)Y = (VxTp)Y = cos® Z(g(X, Y)¢ —n(Y)X),
pues, para cada § € [0,7/2], M es subvariedad slant tridimensional con
dngulo 7/2 — 6 en (R®, ¢o,7,£,9), que es una variedad Sasakiana y, por
tanto, K-contacto. De aqui se sigue que, para § = 7/4, M es subvariedad
slant Sasakiana en la variedad (R®, ¢1,7,&,9), que no es K—contacto. De
hecho, dado un @ cualquiera, puede probarse sin dificultad que

(VxT1)Y = senfcosb(g(X,Y )¢ —n(Y)X),

para todos X,Y € TM.
No obstante, el Teorema 2.2.5 no ha de verificarse en una variedad casi-
contacto cualquiera, tal y como se pone de manifiesto en el Ejemplo 1.4.17.

20bsérvese que la conexién no depende de la estructura casi—contacto, sino de la
métrica, que es la misma en ambas variedades.



Aqui se describen subvariedades slant propias de (R®, ¢1,7,&,9) tales que
VT; = 0, como se puede comprobar con facilidad.

Relacionemos ahora el valor de VT con el operador de Weingarten A. Sin
exigir ninguna condicién sobre VT, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.7.— Sea M una subvariedad slant, con dngulo 0, de una
variedad K —~contacto M. FEntonces, se verifica que

Any€ = —sen®0(Y —n(Y)¢) (2.2.6)
para todo Y € TM.
DEMOSTRACION: Dado Y € TM, como M es K—contacto, se tiene
Any€ = tNY, (2.2.7)
de donde, en virtud del Corolario 1.2.2, se sigue el resultado. g

Nota 2.2.8.— En las condiciones anteriores, la expresién (2.2.6) puede ser
escrita en la forma

AnyE = AngY —sen’0(n(€)Y —n(Y)é),
para todo Y € TM.

Para subvariedades de una variedad Sasakiana, se tiene el siguiente Teo-
rema general.

Teorema 2.2.9.— Sea M una subvariedad de una variedad Sasakiana M tal
que £ € TM. Entonces:

(1) para todos X,Y € TM, se tiene:
(VxT)Y = to(X,Y) + Any X + g(X,Y)E = n(Y)X.  (2.2.8)

Asi, si X es una funcién, (VxT)Y = Mg(X,Y)—n(Y)X) para todos
X, Y € TM, si y solo si

AnyX = AnxY + (1 - MR(X,Y)¢
para todos X, Y € TM.



(ii) para todos X,Y € TM, se tiene:
(VxN)Y = no(X,Y)—o(X,TY). (2.2.9)
Asi, VN =0 si y solo si A,vY = —AyTY para todoY € TM y todo
VeTM*.

DEMOSTRACION: Dados X,Y € T'M cualesquiera, como M es una variedad
Sasakiana, sabemos que

(Vx9)Y = ¢(X,Y)¢—n(Y)X,

de donde:
VxdY = ¢(VxY)+g(X,Y)E —n(Y)X. (2.2.10)

Ahora bien, en virtud de la descomposicién (0.3.1) y de las férmulas de
Gauss y de Weingarten, se tiene:

Vx¢Y = Vx(TY + NY) = VxTY + VxNY =
= VxTY+O'(X,TY)—ANyX+DxNY (2.2.11)
Por otra parte, se verifica:
$(VxY) = $(VxY +0(X,Y)) = ¢(VxY¥)+4¢(c(X,Y)) =

= T(VxY)+ N(VxY)+to(X,Y) +no(X,Y). (2.2.12)

Asi, sustituyendo (2.2.11) y (2.2.12) en (2.2.10) e igualando componentes
tangentes y normales, resultan

VxTY — AnyX = T(VxY)+to(X,Y) +g(X,Y)E - n(Y)X,

o(X,TY)+ DxNY = N(VxY)+no(X,Y),

de donde se obtiene (2.2.8) y (2.2.9).
Probemos a continuacién la equivalencia del primer apartado. Para ello,
supongamos que existe una funcién A tal que

(VxT)Y = Ag(X,Y)¢ —n(Y)X) (2.2.13)

para todos X,Y € TM.
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Entonces, en virtud de (2.2.8) y (2.2.13), se deduce que
to(X,Y)+ Any X = (A =1)(g(X,Y)¢ —n(Y)X), (2.2.14)

para todos X,Y € TM. Intercambiando los papeles de X e Y en (2.2.14),
resulta

to(Y, X) + AnxY = (A —1)(g(Y, X)E — n(X)Y), (2.2.15)

para todos X, Y € TM.
Asi, dado que tanto o como g son tensores simétricos, de (2.2.14) y
(2.2.15) se obtiene

AnvyX — AnxY = (A= D((X)Y —p(Y)X) = (1= NR(X,Y)E,

para todos X,Y € TM, en virtud de (0.2.15), pues M es una variedad Sasa-
kiana.
Reciprocamente, supongamos que

AnyX — AnxY = (A= 1)(n(X)Y —n(¥Y)X),
para todos X,Y € TM, con A una funcién. Entonces:
9(AnyX,Z) = g(AnxY,Z) + (A= Dg(X)Y —n(¥)X,Z), (2216)

para todos XY, Z € TM.

Pero, es facil ver que:
g((X)Y =n(Y)X,Z) = ¢(X,&)g(Y,2) —n(YV)9(X,2) =

= g(g(Y,2)¢ —n(Y)Z, X). (2.2.17)

Ademss, dado que el operador de Weingarten A es autoadjunto y en
virtud de (0.1.3), se tiene:

g(ANyX,Z) = g(X,ANyZ), (2.2.18)
9(AnxY,Z) = g¢(o(Y,Z2),NX) = —g(to(Y,Z),X). (2.2.19)

Asi, sustituyendo (2.2.17), (2.2.18) y (2.2.19) en (2.2.16), se verifica

g(ANYZ’X) = ——g(tO'(Y, Z)?X) + ()‘ - 1)9(9()/’ Z)§ - TI(Y)Z> ‘Y)a
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para todos X,Y,Z € TM, de donde:
AnvZ +10(Y,2) = (A= 1)(g(Y, 2)¢ - n(Y)2), (2.2.20)

para todos Y, Z € TM.
Entonces, de (2.2.8) y (2.2.20) se deduce

(VZT)Y = Mg(Y,2)¢ —n(Y)2),

para todos Y, Z € TM, como queriamos demostrar.

En cuanto a la equivalencia del segundo apartado, en virtud de (2.2.9)
podemos afirmar que VN = 0 si y sélo si no(X,Y) —o(X,TY) = 0 para
todos X,Y € TM, lo cual equivale a decir que

4(no(X,Y),V) = g(o(X,TY),V), (2.2.21)

para todos X,Y € TM y todo V € T+ M.
Ahora bien, dado que

9(a(X,TY),V) = g(AvTY,X)
y
g(no(X,Y),V) = g(¢o(X,Y),V) = —g(o(X,Y),nV) = —g(AnvY,X),
se deduce de (2.2.21) que VN = 0 si y sélo si
G(AwY,X) = —g(AVTY, X),
para todos X,Y € TM y todo V € T+ M, lo cual equivale a decir
AnY = —AyTY,

para todo Y € TM y todo V € T+ M. O

Corolario 2.2.10.— Sea M una subvariedad de dimension 3 de una variedad
Sasakiana M con & € TM. Entonces, M es slant si y solo si existe una
funcion C, con valores en [0,1], tal que

AnyX = AnxY +CR(X,Y)¢
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para todos X,Y € TM. Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo de Wirtinger
de M, se tiene que C = sen’6.

DEMOSTRACION: Es consecuencia directa del Teorema 2.2.5, la Nota 2.2.6
y el primer apartado del Teorema 2.2.9. a

Nota 2.2.11.— Sea M Sasakiana y M una subvariedad suya tal que { € T M.
Observemos que resulta sencillo obtener los valores de VI'y VN cuando M
es invariante o anti-invariante. En concreto, si M es invariante, dado que en
tal caso N =0 y t = 0, en virtud del Teorema 2.2.9, se tiene que

(VxT)Y = cos®0(g(X,Y)¢ - n(Y)X),

para todos X,Y € T'M, con 6§ = 0, lo cual implica que el resultado del
Teorema. 2.2.5 es cierto para subvariedades invariantes, independientemente
de su dimensién, siempre que la variedad ambiente sea Sasakiana. Por otra
parte, es trivial senalar que, en este caso,

VN =0, (2.2.22)

bastando para ello que la variedad M sea casi-contacto métrica. Por supues-
to, si M es Sasakiana, no existe ninguna contradiccién entre (2.2.22) y (2.2.9),
pues no(X,Y) = ¢a(X,Y) y o(X,TY) = o(X, 8Y), verificindose (0.3.16),
en una subvariedad invariante de una variedad Sasakiana, para todos X,Y
tangentes a la subvariedad.

En el caso en que M sea anti-invariante, ya sefialamos en la Nota 2.2.6
que, como T' = 0, VT = 0, es decir,

(VxT)Y = cos’(g(X,Y)é = n(Y)X)

para todos X, Y € TM, con § = n/2, aunque la variedad M sea sélo casi—
contacto métrica. En cuanto al valor de VN, s6lo podemos decir, en general,
que, en virtud del Teorema 2.2.9, (VxN)Y = no(X,Y), para todos X,Y €
TM. En el siguiente Lema se presenta un caso en el que VN = 0, imponiendo
condiciones sobre las dimensiones de M y M.

Lema 2.2.12.— Sea M wuna subvariedad anti-invariante de una variedad
casi—contacto métrica M. Supongamos que dimM = 3, dimM =5 y € €
TM. Se verifican:
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(i) Si {e1,e2,£} es una referencia local ortonormal del fibrado tangente
TM, entonces {Ney, Nes} es una referencia local ortonormal del fi-
brado normal a M.

(i1) n = 0.
(iii) Si M es Sasakiana, entonces VN = 0.

DEMOSTRACION: (i) es un caso particular del Corolario 1.2.4, con § = 7 /2.
En cuanto a (ii), dados una referencia local ortonormal {e;,e;, £} de TM y
un campo normal V € T+ M, se tiene que

V = V'Ney + V2Ne, = Ve, + Ve,
de donde
{bV = tV+'I’LV = V1¢261+V2¢282 = —‘Vlel—VZG‘z,

por lo que nV = 0. Por otra parte, en virtud del segundo apartado y (2.2.9),
se obtiene (iii). a

A continuacién, vamos a estudiar el valor de VN para una subvariedad
slant tridimensional en una variedad Sasakiana de dimensién 5. Obtenemos
en primer lugar la Proposicién 2.2.15, que sefiala de nuevo las diferencias
existentes entre nuestro estudio y el realizado en el caso Kaehleriano. Nece-
sitamos previamente el siguiente lema, que nos sera de utilidad para célculos
posteriores.

Lema 2.2.13.— Sea M wuna subvariedad slant propia, con dngulo 0, de una
variedad Sasakiana M. Supongamos que dimM = 3 y dimM = 5. Con-
sideremos una referencia slant adaptada {ey, €3, €3,€4,€s5}. Sea o la segunda
forma fundamental de M en M. Denotemos

o = g(o(ei,ej),er),
para todos 1,57 = 1,2,3 y todo r = 4,5. Entonces, se verifican:
oy = Oh (2.2.23)
T = Oia (2.2.24)
013 = 05, = —send, (2.2.25)
Oy = Oby = 043 = o5, = 0. (2.2.26)



DEMOSTRACION: En virtud de (0.1.3), se tiene

0112 = 9(0(61,62)764) = Q(Ae462,61) = (CSC‘Q)Q(ANelez,el)a (2-2-27)
pues
eq = (cscO)Nej. (2.2.28)

Pero, en virtud del Corolario 2.2.10, como M es una subvariedad slant
tridimensional de una variedad Sasakiana, se verifica

ANe€s = Ane,er +sen®0R(ey, e1)é = Aneyen, (2.2.29)

pues R(es,e1)€ = n(er)ey — n(ez)e; = 0, dado que e; y e, son ortogonales a
£ Asi, de (2.2.27) y (2.2.29) se deduce

oty = (cscO)g(Angerer) = g(Ager,en) = oy,

ya que es = (cscf)Nez. Luego, se tiene (2.2.23). La prueba de (2.2.24) se
realiza de manera totalmente analoga.

En cuanto a (2.2.25), observemos que, como M es una variedad Sasakiana,
es por tanto K-contacto. Asi, dado que e3 = £, en virtud de (0.3.11) y
(2.2.28), se tiene

013 = g(o(er,e3),e4) = —(csch)g(Ney, Ne;) = —cschsen’d = —send,

donde hemos empleado la Proposicién 1.2.3. El cilculo de 03,, 035 y 03, se
efectia de forma andloga. En cuanto a las otras igualdades de (2.2.26), se
deducen de manera inmediata a partir de (0.3.13). u

Nota 2.2.14.— Observemos que, para el calculo de (2.2.25) y (2.2.26)
no ha sido preciso emplear que la variedad ambiente M fuera Sasakiana,
verificandose estas expresiones en el caso de que la variedad sea simplemente
K—contacto.

Proposicién 2.2.15.— Sea M una subvariedad slant de una variedad Sasa-
kiana M. Supongamos que dimM =3 y dim M = 5. Entonces, VN =0 si
y solo st M es invariante o anti-invariante.

DEMOSTRACION: Si VN =0, en virtud de (2.2.9), se tiene

no(X,Y) = o(X,TY), (2.2.30)
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para todos X,Y € TM. Asi, de (0.3.4) y (2.2.30), se sigue que
g(J(X’Y)’nV) = —g(O‘(X, TY),V) (2231)
para todos X, Y € TM y todo V € T+ M.

Supongamos ahora que M fuera una subvariedad slant propia. Entonces,
en un entorno de cada punto de M podriamos elegir una referencia slant
adaptada {ey, 9, €3, €4, €5}. Luego, aplicando (2.2.31), se tiene

g(o(er,e3),nes) = —g(o(er,Tes),es) = 0, (2.2.32)
pues T'e3 = T¢ = 0. Pero, como nes = cosfey,
g(o(e1,e3),nes) = cosfol, = — cosbsend, (2.2.33)
en virtud de (2.2.25). Asi, (2.2.32) y (2.2.33) implican
cosfsenf = 0,

lo cual es contradictorio con ser M slant propia.
Reciprocamente, si M es invariante, VN = 0 pues N = 0, mientras que
en el caso anti-invariante, basta aplicar el apartado (iii) del Lema 2.2.12. O

Antes de enunciar el resultado en el que se expresa el valor de VN para
una subvariedad slant, con ciertas condiciones, incluimos el siguiente lema,
en el cual se relaciona dicho valor de VN con el operador de Weingarten A
de la subvariedad.

Lema 2.2.16.— Sea M una subvariedad de una variedad Sasakiana M tal
que £ € TM. Entonces,

(VxNY = 2p(X)NTY +n9(Y)NTX (2.2.34)
para todos X, Y € TM si y solo si
AvTY = =AY +29(Y,tnV)E 4+ (Y)tnV (2.2.35)
para todo Y € TM y para todo V € TM*,
DEMOSTRACION: En virtud de (2.2.9), (2.2.34) equivale a

na(X,Y) = o(X,TY)+2n(X)NTY +n(Y)NTX,
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para todos X,Y € T M, lo cual es equivalente a su vez a decir que
g(no(X,Y),V) = g(a(X,TY) 4+ 2n(X)NTY +(Y)NTX,V), (2.2.36)

para todos X,Y tangentes a M y todo V normal a M. Pero, en virtud de
(0.3.4) y (0.1.3):

g(no(X,Y),V) = —g(o(X,Y),nV) = —g(AwY, X), (2.2.37)
g(o(X,TY),V) = g(AvTY, X). (2.2.38)

Por otra parte,
29(n(X)NTY,V) = g(2g(NTY, V)¢, X), (2.2.39)
mientras que, en virtud de (0.3.3), (0.3.5) y (0.3.8), resulta
g(NTX,V) = —g(TX,tV) = ¢(TtV,X) = —(tnV, X), (2.2.40)

de donde:
n(Y)g(NTX,V) = —p(Y)g(tnV, X). (2.2.41)

Asi, sustituyendo (2.2.37)-(2.2.39) y (2.2.41) en (2.2.36), se tiene que
(2.2.34) equivale a

—AwY = AyTY 4+ 29(NTY, V)¢ —n(Y)tnV, (2.2.42)
para todo Y € TM y todo V € T+ M. Pero, razonando como en (2.2.40),
g(NTY,V) = —g(Y,tnV),
lo cual, sustituido en (2.2.42), nos da (2.2.35). O

Veamos por fin cémo se obtiene (2.2.34).

Teorema 2.2.17.— Sea M una subvariedad de una_variedad Sasakiana M
tal que £ € TM. Supongamos que dimM = 3 ydim M = 5. Entonces, si M
es invariante, anti-invariante o slant propia minimal,

(VxN)Y = 2p(X)NTY +n(Y)NTX (2.2.43)
para todos X, Y € TM.
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DEMOSTRACION: Si M fuera invariante o anti-invariante, en virtud de la

Proposicién 2.2.15, se tendria que VN = 0, lo cual coincide con (2.2.43) en

ambos casos. Supongamos entonces que M es una subvariedad slant propia

minimal con angulo slant §. Por lo tanto, podemos elegir, en un entorno

de cada punto de M, una referencia slant adaptada {es,...,es}, que verifica

todas las propiedades expuestas en el Corolario 1.2.6. Calculemos ahora VN.
En virtud de (2.2.9), se tiene

(VxN)Y = no(X,Y)—-o(X,TY), (2.2.44)

para todos X, Y € TM.
Como trabajamos en una referencia slant adaptada, podemos probar
facilmente que
' no(ei,e;) = cosfoleq — cosbo;es, (2.2.45)

para todos 7,5 = 1,...,3. Ademds, como M es minimal y o(es,e3) = 0, se
verifica

o(es,e1) + o(ez,e2) = 0,

lo cual implica

para k = 4, 5.
Expresando los campos tangentes X,Y en funcion de eq, e, €3 y teniendo
en cuenta las expresiones (2.2.44), (2.2.45), (2.2.46) y (2.2.23)-(2.2.26), se

prueba con un célculo directo que
(VxN)Y = =2p(X)nNY —n(Y)nNX,
de donde, en virtud de (0.3.7), se deduce (2.2.43). o

Es mas, podemos demostrar un reciproco al caso slant propio del teorema
anterior, con una condicién adicional:

Teorema 2.2.18.— Sea M una subvariedad de una variedad Sasakiana M
talque E € TM, dim M =3 ydim M = 5. Supongamos que, para cada punto
de M, existe un autovalor A de Qlp tal que X € (—1,0). Entonces, si

(VxN)Y = 29(X)NTY +y(Y)NTX (2.2.47)

para todos XY € TM, M es una subvariedad slant propia minimal.
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DEMOSTRACION: Por hipétesis, en un entorno de cada punto de M, pode-
mos encontrar un campo vectorial local unitario e;, normal a £, tal que

T%e; = —cos®byeq, (2.2.48)
con 0, € (0,7/2), donde denotamos por
6, = 0(eyr)

el angulo de Wirtinger de e;. Es facil probar entonces

cos’f; = g(Tey,Tes),
de donde, en virtud de (0.3.3), se sigue que:

9(T?e, e1) = — cos? 6;.

Definimos ahora
ez = (secty)Tey, es=¢, eq=(cschy)Ne; y es = (csch)Ney,
por lo que e; = —(sec;)Te;. Esta claro entonces que
gler,e2) = g(ez,e3) = 0,

asi como
g(e,’, ej) = 0,
paraz=1,...,3y 7 =4,5. Ademads, de (0.2.6) y (0.3.1), se deduce

g(der, dez) = g(Tey,Tey) + g(Ney,Ney) = gler,e2) = 0. (2.2.49)
Pero, en virtud de (0.3.3) y (2.2.48),
9(Ter,Tey) = —g(T?e1,e5) = cos®Org(er,es) = 0,

por lo que se sigue de (2.2.49) que g(Nej, Ne2) = 0y, por tanto, es y es
son ortogonales.
Por otra parte, es facil ver

g(Nei, Ney) = sen®d,
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lo cual implica que e4 es unitario. Similarmente, se tiene que es también es
unitario.

Asi, {e1, €3, €3, €4, €5} es una referencia local ortonormal. Ademas, puede
probarse de manera analoga a como se hizo en el Corolario 1.2.6 que:

teq = —senb ey, neq = —cosbes, tes = —senfie; y nes = cosbieq. (2.2.50)
Empleando esta referencia ortonormal, vemos en primer lugar:
Anees = secysendy Ao, Tey. (2.2.51)
Pero, en virtud del Lema 2.2.16, se verifica
AvTY = —AwY +2g(Y, tnV)E + (Y )tnV
para todo Y € TM y para todo V € TM*L, por lo que
A, Ter = —Ape,e1+ 2g(er,tneq)é + nler)tnes. (2.2.52)
Ahora bien, de (2.2.50) se deduce:
tney = —cosfites = cosbisenb;e,. (2.2.53)
Asi, sustituyendo (2.2.53) en (2.2.52), obtenemos:
A, Tey = cosbiA. e. (2.2.54)
Por lo tanto, de (2.2.51) y (2.2.54) se deduce que
ANe, €2 = seclisenfycos 1A, e1 = Aneyei,
es decir:
ANee2 = Ane,er — sen?0;(n(ez)er — nler)es). (2.2.55)
Ademas, en virtud de (0.3.12) y (2.2.50), se tiene
ANe,e3 = senbiA.,es = senbitey = —sen’6, e, (2.2.56)

y, analogamente:
ANe,e3 = —sen’fie,. (2.2.57)
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A partir de (2.2.55)—(2.2.57), puede probarse mediante un simple calculo
que

AnyX = AnxY —sen?0;(n(X)Y — n(Y)X),

para todos X,Y € TM, lo cual implica, en virtud del Corolario 2.2.10, que
M es una subvariedad slant propia con angulo 6.

Veamos que, ademas, M es minimal. Dado que {ej, ez, €3} es una refe-
rencia local ortonormal de TM y que, en virtud de (0.3.13), o(es, e3) = 0,
basta probar entonces:

o(er,e1) + o(ez, e2) = 0.
Ahora bien,
a(er,e1) + 0(eg,€2) = (07; + 0ga)ea + (07; + T3)e5

por lo que basta probar

ol = —0g (2.2.58)
y
afl = —032. (2.2.59)
Se tiene
0‘111 = g(o(e1,€1),e4) = —(secty)g(o(er,Tes),eq), (2.2.60)

pues e, = —(sec ;) Tes. Pero, en virtud de (2.2.9), (2.2.47) implica
o(er,Tex) = no(er,ez) —2n(er)NTey —n(es)NTer = no(ey, e2),
de donde, junto con (0.3.4), (2.2.50) y (2.2.60), se sigue que
oty = (sechy)g(o(eq, e),neq) = —ai,.

Ahora bien, como hemos probado que M es una subvariedad slant propia

y {e1,...,es} una referencia slant adaptada, en virtud de (2.2.24),
0152 = 032’

de donde se deduce (2.2.58). La prueba de (2.2.59) es analoga. a
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No obstante, debemos sefialar que las condiciones sobre las dimensiones
de M y M en el Teorema 2.2.17 son suficientes, pero no necesarias. En efecto,
en el Ejemplo 1.4.15 (resp. 1.4.14) obtenemos subvariedades slant minimales
de dimensién 3 (resp. 5) en R7 (resp. R?) con su estructura Sasakiana usual,
que verifican la expresién (2.2.43), aunque las dimensiones no coinciden con
las indicadas en dicho Teorema.

Por otra parte, el que la variedad ambiente sea Sasakiana tampoco es
condicién necesaria. Esto viene indicado por el Ejemplo 1.4.18 en el caso
6 = 7 /4, que determina una subvariedad slant propia minimal, de dimensién
3, verificando (2.2.43), en la variedad (R®, é1,£,7,9), que no es Sasakiana.

Sin embargo, esto no quiere decir que el Teorema 2.2.17 se tenga para una
variedad casi-contacto cualquiera. En el Ejemplo 1.4.17 aparecen subvarie-
dades slant propias minimales, con dimensién 3, en (R®, ¢1,&,7, g), tales que
VN =0.

Las comprobaciones de los hechos sefialados pueden llevarse a cabo sin
mayor dificultad.

2.3 Estructura en una Subvariedad Slant.

Sea M una subvariedad de una variedad Sasakiana M. Supongamos que
EeTM.

__ Hemos visto que, en estas condiciones, si M es invariante, la estructura de
M induce de manera natural una estructura Sasakiana sobre M, recibiendo
la subvariedad el nombre de subvariedad Sasakiana.

El objetivo de esta seccion es estudiar bajo qué condiciones cabe esperar
una estructura Sasakiana inducida sobre M cuando ésta sea una subvariedad
slant no necesariamente invariante.

En el caso de las subvariedades slant de una variedad Kaehleriana, Chen
introduce en [11] la nocién de subvariedad slant Kaehleriana como aquella
subvariedad slant propia que verifica que VP = 0, siendo P la proyeccion
ortogonal sobre la subvariedad de la estructura casi-compleja de la variedad
ambiente. Se prueba facilmente que, en estas condiciones, la subvariedad
es Kaehleriana con respecto a la métrica inducida y con la estructura casi-
compleja dada por J = (sec0) P, donde 6 denota el dngulo slant.
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En nuestro caso, dada una subvariedad slant, no anti-invariante, de una
variedad casi—contacto métrica, podemos inducir en ella, de manera inme-
diata, una estructura casi—contacto métrica:

Proposicién 2.3.1.— Sea M una subvariedad slant, con dngulo 8 € [0, 7/2),
de una variedad casi-contacto métrica M. Entonces, ¢ = (sec®)T dota a M
de estructura de variedad casi—contacto métrica.

DEMOSTRACION: La prueba es inmediata, pues se verifica, para todo X €
TM, .
$*X = sec? 0T°X = —X +p(X)E,

en virtud del Teorema 1.2.1, mientras que

9(¢X,9Y) = sec?0g(TX,TY) = —sec?g(X,T?Y) =
=g9(X,Y —n(Y)§) = g(X,Y) —n(X)n(Y),
para todos X,Y € T M. u

En particular, si 8 = 0, la estructura inducida sobre la subvariedad inva-
riante M es la usual.

Por lo tanto, parece adecuado intentar emular el resultado del caso com-
plejo en el caso de las variedades Sasakianas. Se trataria, pues, de buscar
una condicién adecuada sobre VT que permita inducir sobre la subvarie-
dad una estructura Sasakiana. Desde luego, esté claro, que, si M fuera una
subvariedad slant Sasakiana, entonces

(Vx@)Y = cosf(g(X,Y)¢é —n(Y)X),

para todos XY € TM, en virtud de la Definicién 2.2.4. Asi, M no es
Sasakiana con la estructura inducida ¢. Intentemos mejorar este resultado.
Supongamos que M es una subvariedad slant propia, con angulo 6 €

(0,7/2), tal que
(VxT)Y = cosb(g(X,Y)¢ —n(Y)X),

para todos X,Y € TM. Entonces, estd claro que la subvariedad M es
Sasakiana con la estructura casi—contacto ¢, pues se calcula facilmente que

(V@)Y = sech(VxT)Y = g(X.Y)E —n(Y)X,
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para todos X,Y € TM, en virtud de la hipétesis sobre VT.

Sin embargo, una vez que parece resuelto el problema, nos planteamos la
siguiente cuestién: ;Existen subvariedades slant propias verificando la condi-
cién expuesta para VT'? La respuesta viene dada en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.2.— No ezisten subvariedades M slant propias de una
variedad K —contacto, tales que

(VxT)Y = cosf(g(X,Y)¢é —n(Y)X),
para todos X,Y € TM, siendo 8 el dngulo slant.

DEMOSTRACION: Supongamos que existiera una subvariedad M en las

condiciones del enunciado. En virtud del Lema 2.2.3, se tiene, para todos
X, YeTM,

(VxQ)Y = cosb(g(X,TY)¢ —n(Y)TX), (2.3.1)
mientras que, al ser M slant, en virtud de la Proposicién 2.1.3,
(VxQ)Y = cos®0(g(X,TY)¢ —n(Y)TX). (2.3.2)

Asi, (2.3.1) y (2.3.2) implican que cos § = cos? 8, lo cual es contradictorio
pues 8 € (0,7/2). O

Por lo tanto, el método seguido no ofrece resultados satisfactorios. De
hecho, es facil ver que, si la subvariedad M es slant propia, la estructura
inducida por ¢ ni siquiera puede ser de contacto, dado que

B(X,Y) = g(X,9Y) = seclg(X,TY) = secdn(X,Y),

para todos X,Y € T M, pues suponemos que la variedad M es Sasakiana (v,
por tanto, de contacto).

La pregunta que nos planteamos a continuacién es si seria posible inducir
una estructura Sasakiana sobre la subvariedad slant de forma diferente, en-
contrando obviamente las condiciones necesarias para ello. Sin embargo,
tenemos el siguiente resultado:
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Proposicién 2.3.3.— Sea M una subvariedad slant, con dngulo 0, de una
variedad K —contacto M. Entonces, para todos X € TM unitario y normal
a , se verifica:

R(X,6:6,X) = cos?. (2.3.3)

DEMOSTRACION: En virtud de la ecuacién de Gauss, (0.2.12), (0.3.11) y
(0.3.13), se tiene que, dado X € T'M unitario y normal a £:

RX,&6X) = 1-g(o(X,6),0(X,6) = 1 - g(NX,NX). (23.4)
Pero, en virtud de la Proposicién 1.2.3:

g(NX,NX) = sen?f. (2.3.5)

Asi, de (2.3.4) y (2.3.5) se sigue (2.3.3). O

Podemos deducir el siguiente corolario:

Corolgio 2.3.4.— Sea M una subvariedad slant de una variedad K —con-
tacto M. Entonces, M es K—contacto si y sélo si es invariante.

DEMOSTRACION: Supongamos que M es K—contacto. Entonces, en virtud
de (0.2.12), dado X € T'M unitario y normal a £, se tiene que R(X, &;¢,X) =
1. Pero, la Proposicién 2.3.3 implica que esta curvatura seccional ha de valer
cos? 6, siendo 8 el dngulo slant de M. Por lo tanto, ha de ser § = 0 y, asi, M
es invariante.

El reciproco es evidente. t

- No obstante, todavia podemos plantearnos si sera posible definir una
estructura de contacto sobre una subvariedad slant propia.
Emplearemos ahora un método radicalmente distinto. Partiremos de una
inmersion de una variedad casi-contacto en otra y extraeremos conclusiones.
Sea

1 (M, $,£,7,9) = (M,4,£n,9)
una inmersion entre dos variedades casi-contacto métricas. Supongamos que

 es isométrica, es decir, § = ¢*g, y que p.€; = € ;) para todo 2 € M. En
particular, esto quiere decir que £ € TM.
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Sean ® y ® las 2-formas fundamentales de M y M respectivamente.
Consideramos sobre M la 2—forma ¢*® dada por

©*O(X,Y) = (o.X,0.Y) = g(e.X, ¢p.Y),

para todos X,Y € x(M). En lo sucesivo, identificaremos X y ¢, X para todo
X e x(M). _
Comencemos por hallar, en el caso dim M = 3, la relacién entre @ y ¢*®.

Proposicién 2.3.5.— En las condiciones anteriores, supongamos que M
es de dimensidn 3 y que la inmersidn ¢ es slant con dngulo 6. Entonces,

©*® = 4(cos )d.

DEMOSTRACION: Si la inmersién es anti-invariante, el resultado se obtiene
de manera inmediata, pues en tal caso ©*® = 0. Podemos suponer entonces
que ¢ es una inmersion slant no anti-invariante.

Sea e; un campo local unitario tangente a M y ortogonal a €. Si definimos
ez = (sec)Tey, en virtud del Corolario 1.2.5, se verifica que {e;, e,{} es una
referencia local ortonormal de T'M.

Sea é la estructura casi—contacto de M. Entonces, claramente, deq =

g(¢eq, ez)ez, por lo que:
g(ger, de1) = g*(des, ea). (2.3.6)

Ahora bien, al ser e; unitario y ortogonal a & y é una estructura casi-
contacto métrica, resulta que g(de;, de;) = 1, de donde, junto con (2.3.6), se
tiene:

per = e, (2.3.7)
Aplicando ¢ en (2.3.7) tenemos:
bes = TFey. (2.3.8)
Sean X,Y € TM. Los expresamos en funcién de la base local ortonormal:
X = X'e; + X?%ey + np(X)E,

Y = Yie 4+ Yie +n(Y)E.
Entonces, aplicando (2.3.7) y (2.3.8), resulta:

®(X,Y) = g(X,4Y) = FX'V* £ XY (2.3.9)
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Por otra parte,

C*O(X,Y) = ®(p.X,0.Y) = g(X,¢Y) =

= g(X,TY) = —cosfX'Y? + cos XY, (2.3.10)
pues TY = — cos Y %e; + cos Y 'e,. Entonces, de (2.3.9) y (2.3.10), se sigue
el resultado. 0

La Proposicién 2.3.5 nos permite demostrar el sigutente teorema:

Teorema 2.3.6.— No existen inmersiones slant no invariantes ¢ : M<— M
de una variedad de contacto (M, $,¢,1,3), con dimM =3, en otra vartedad
de contacto (M, ¢,€,n,9) tal que p.£ = €.

DEMOSTRACION: Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
existiera una inmersién slant no invariante ¢ : M < M en las condiciones
del enunciado.

Al ser isométrica la inmersién ¢ y verificarse que p.£ = ¢, se tiene tri-
vialmente que ¢*n = 7j. Entonces, aplicando la diferencial exterior d resulta

d¢™n) = dij = @, (2.3.11)

pues M es una variedad de contacto.

Es un hecho conocido que d conmuta con ¢* (ver, por ejemplo, [28]), por

lo que
d(e™n) = p*dyp = @® = £(cos6)P, (2.3.12)
pues M es de contacto y se verifica la Proposicién 2.3.5.

Pero (2.3.11) y (2.3.12) no pueden darse simultaneamente, a no ser que
el signo de (2.3.12) sea el positivo y que cos# = 1, de donde se implicaria
que la inmersién ¢ habria de ser invariante, lo cual es contradictorio pues
partiamos de una inmersién slant no invariante. a

El Teorema 2.3.6 nos permite dar una respuesta al problema planteado
en el caso de una subvariedad slant de dimension 3.

Corolario 2.3.7.— Sea M una subvariedad slant de una variedad Sasakiana
M. Supongamos que dim M = 3. Entonces, la estructura Sasakiana de M
induce una estructura de contacto sobre M st y solo si M es invariante.
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DEMOSTRACION: La implicacién directa es consecuencia inmediata del Teo-
rema 2.3.6, mientras que la implicacién reciproca es un hecho conocido, ya
comentado anteriormente. (m

No obstante, si tiene pleno sentido considerar inmersiones slant entre va-
riedades casi-contacto. De hecho, en todos los ejemplos que se han dado
de subvariedades slant de dimensidn 3, es facil definir una estructura casi—
contacto métrica. Basta considerar una referencia local ortonormal {ey, €3, ¢}
y definir ¢ tal que de; = ey y dey = —ey.

A continuacién vamos a obtener una condicién suficiente para que una
variedad casi—contacto esté inmersa de manera slant en otra.

Sea

0:(M,g) — (M,$,&,1,9)
una inmersion isométrica de una variedad Riemanniana en una casi—contacto
métrica tal que £ € TM.

Lema 2.3.8.— FEn las condiciones anteriores, supongamos que dimM =
m+1 y sea {e1,...,en, &} una referencia local ortonormal de TM. Entonces,
la inmersion ¢ es slant si y sdlo si existe una constante X € [0,1] tal que

> 9(dej ei)g(der, &) = M (2.3.13)

1=1
para todos j,k = 1,...,m. Ademds, en tal caso, A = cos?0, donde 6 es el
dngulo slant de la inmersion.
DEMOSTRACION: Supongamos que ¢ es una inmersién slant con angulo 6.
Entonces, dado X unitario en D, se prueba facilmente:

m

> g% (#X,e;) = cos®d. (2.3.14)

1=1
Asi, tomando X = e; en (2.3.14), resulta

m

> g% (dej,e) = cos?d, (2.3.15)

=1

de donde se sigue (2.3.13) en el caso en que j = k con A = cos? §. Supongamos
por tanto que j # k. Entonces, X = (1/v/2)(e; + ;) es un campo local
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unitario ortogonal a ¢, por lo que, en virtud de (2.3.14), se tiene

cos?f = Zg 6J+ek) ;) = i{\/iﬁg(qﬁej,ei)—l—%gwek,ei)} =

I —

1™
= 5 292(¢6ja
=1

lo cual, en virtud de (2.3.15
decir, (2.3.13) en el caso j # k

Reciprocamente, tomando 7 = k en (2.3.13) se tiene:

+ 536 B e) + 2 glde ol )

\_/M

, implica que Y7, g(de;, e;)g(dex, e;) = 0, es

> % (dej,e) = A (2.3.16)
1=1
Sea X € TM. Es facil ver que:
2 z—lg (qu 6)
cos*9(X) = XP = n2(X) (2.3.17)

En funcién de la referencia local ortonormal, X = 370, X Je; +n(X)E, de
donde:

IX|* - 9%(X) = i(xi)? (2.3.18)
=1
Ademas,
Z ¢X e Z Z ¢61a )
i=1 7=1 =1
F2XIXES g(ges, edglderes) = AS (X, (2.3.19)
1<k =1 j=1

en virtud de (2.3.16) y de (2.3.13) con j # k.
Asi, de (2.3.17), (2.3.18) y (2.3.19) se deduce

cos’O(X) = A,

lo cual indica que ¢ es slant con dngulo cos™! v/X. d
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Consideremos ahora una estructura casi—-contacto métrica sobre M,

(M7 &75,7779)

tal que . &, = €4(z) Para todo x € M. Denotemos también por ®y ®las 2-

formas fundamentales de M y M respectivamente. Asimismo, consideremos

sobre M la 2-forma ¢*®. Podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.3.9.— FEn las condiciones anteriores, supongamos que existe una
constante k € [—1,1] tal que p*® = k®. Entonces, p es slant con dngulo

cos™ ! |k|.

DEMOSTRACION: Como M es una variedad casi—contacto métrica, podemos
considerar una ¢-base en M dada por B = {uy,...,Um, Pu1,..., Pum, &},

donde dim M = 2m + 1.

Para poder aplicar el Lema 2.3.8, vamos a evaluar

m m

Y 9(8X,u)g(dY, w) + Y g(dX, dui)g(oY, dus),

=1 i=1

para todos X,Y € B —{£}.
Ahora bien, como ¢*® = k®, se tiene

9(X,u) = kg(6X,u;) = —kg(X, pus),
mientras que

pues 7(u;) = 0.
Asi, sustituyendo (2.3.21) y (2.3.22) en (2.3.20), resulta:

i (igm Fu)a(Y, fus) + 3 g(X, ulg(Y, )) .

i=1 =1

Evaluemos (2.3.23) segtin las posibles elecciones de X e Y en B:

Caso 1.- X =u;, Y =u;, (2.3.23) vale é;,
Caso 2.- X = du;, Y = duy, (2.3.23) vale 6;,
Caso 3.- X =uj, Y =¢u;, (2.3.23) vale 0,
Caso4.- X =du;, Y =uy, (2.3.23) vale 0.
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Entonces, en virtud del Lema 2.3.8, ¢ es una inmersién slant con dngulo

os™ ! |k|. =

Corolario 2.3.10.— Supongamos que dim M = 3. Entonces, ¢ es slant st
y sélo si existe una constante k € [—1,1] tal que o*® = k®. Ademds, en tal
caso, |k| = cos 8, donde 6 es el dngulo slant de la inmersion.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.3.5 y del
Teorema 2.3.9 a

2.4 Curvatura Escalar.

En esta seccién, consideraremos una variedad casi-contacto métrica M
de dimensién 5 y una subvariedad suya, M, de dimensién 3, tal que £ € TM.
Denotaremos por 7 a la curvatura escalar de M.

Para todo p € M, llamaremos K, a la curvatura seccional de D, en M
Dada {e;, e, €3,¢€4,€5} una referenc1a local ortonormal tal que ej,e; € D,
es = £ v eq, 5 son normales a M, se verifican:

K = R(ela €2; €2, el)‘,

1
'3‘(R(€1, €35 €2, 61) + R(el, €3, €3, 61) -+ R(Cz, €3; €3, 62)).

Nuestro objetivo es estudiar 7 y K cuando M sea una subvariedad slant,
relacionandolos con el siguiente concepto.

T =

Definicién 2.4.1.— En las condiciones anteriores, se define la curvatura
seccional normal de M en M como

- D
KP = R (€1, €2; €5, €4).

donde RP es la curvatura asociada a la conexidn normal D.

En primer lugar, hemos de comprobar que la definicién dada no depende
de la referencia ortonormal elegida. Esto se pone de manifiesto en el siguiente
lema.

Lema 2.4.2.— Sean {ey, ey, €3,€4,€5} y {€1,€2,€3.84,€5} dos referencias lo-
cales ortonormales tales que ey, ey,€1,65 € D, e3 = €3 = £ Y ey, €5, €4, €5 SON
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normales a M. FEntonces,
RP (&, &y;85,64) = det(A) det(B)RP (€1, es; €5, €4),

donde A (resp. B) es la matriz de cambio de {é1,e;} (resp. {és,&}) a
{e1,e2} (resp. {es,es}). Asi, si ambas referencias tienen la misma orienta-
cion, se verifica que:

RD(éh €2; €5,€4) = RD(€1, €2; €5, €4).

DEMOSTRACION: La prueba se obtiene mediante un calculo directo, en
virtud de las propiedades de linealidad de RP y teniendo en cuenta que

RP(X,X;V,W) = 0, RP(X,Y;V,W) = —RP(Y,X;V,W),
RP(X,Y;V,V) = 0, RP(X,Y;V,W) = —RP(X,Y;W,V),

para todos X,Y € TM y todos V,W € T+ M. a

Denotemos ahora
O-irj = g(a(ei, ej)v er),
para t,j = 1,2,3 y r = 4,5. Entonces, en virtud de la ecuacién de Gauss, se
verifican:

K = E(el, €; €2, €1) + 01103, + 07105, — (032) = (072)%, (2.4.1)

T = 1/3(E(81, es; €3, €1) + E(el, es; e3,€1) + E(ez, es; es, €2)+

+07,09 + 0151032 — (012)" — (052)2 + 01,053 + ‘7151023_
—(013)" - (053)2 + 05,053 + ‘7‘}52‘733 - (033)2 - (033)2)- (2.4.2)

Por otra parte, de la ecuacién de Ricci se deduce:
RD(el’ €2; ¢s, 64) = R(elv €2; €s, 84) + g({A5a A4](61)7 62)7 (243)
siendo A, = A, para r = 4,5. Ahora bien,

9([As, A4l(e1), e2) = g(AsAser,ez) — g(AsAser, e0) =

= g(A461, A562) — g(A561, A4€2). (244)
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Pero, para cada ¢t = 1,2,3 y cada r = 4,5, se tiene

3

3 3
Are; = Y g(Areie)e; = D gloleie;)e)e; = Y oiej,
2

7=1 3=1
de donde, junto con (2.4.3) y (2.4.4) se sigue que:
I{D = E(eh €25 €5, 64)+

4 5 4 5 4 5 5 4 5 4 5 4
T 011013 1 01202 + 013053 — 011013 — 01302, 1 013033 (2.4.5)

Supongamos que M es una subvariedad slant propia, con dngulo 8, de
la variedad casi—contacto M. Entonces, podemos considerar que la referen-
cia {ej,...,es} es una referencia slant adaptada, verificando por tanto las
propiedades enunciadas en el Corolario 1.2.6. En estas condiciones, podemos
enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3.— Sea M una subvariedad slant propia tridimensional, con
dngulo 8, de un espacio de curvatura ¢-seccional constante, M(c), de di-
mension 5. FEntonces, se verifican:

3c—1 KP  c+1

cos?0, T =3 + 5 cos?0. (2.4.6)

K = KP+

DEMOSTRACION: En primer lugar, elegimos una referencia slant adaptada
{e1,...,e5} y realizamos los calculos anteriores. Ahora bien, en virtud de

(2.2.23)-(2.2.26), se tiene:
K — E(el, eg;€,€1) = ‘7?1‘7;2 + ‘7?1032 - (‘7‘112)2 - (052)2 =
=KP _ R(€1,€2;65,64) — sen?f =
=37 — R(el, €2;€2,€1) — ITZ(el, es; €3,€1) — R(eg, es: €3, e3) +2sen %0, (2.4.7)
Pero, en virtud de (0.2.16),

~ c+3 3(c—-1
R(eq,ez;€3,€1) = 4 + (4 )92(61»0562) =

= ¢ 1_ 3 + 3(64_ D cos® 8. (2.4.8)
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R(Cl,eg; 63,61) = R(eg, €3, €3, 62) = ]., (249)

(g(ge2, e5)g(dper, e4) — g(der, es5)g(des, e4)+

+2g(er, der)gles ) = “o(sen —200570),  (24.10)

~ c—1
R(61762;657 64) = 1

pues

g(dea,e5) = cschg(Neg, Nea) = send,
g(ger,eq) = cschg(Ney,Ner) = send,
g(der,es) = cscbg(Ney,Ney) = 0,
g(eq, des) = gleq,mes) = cosb,

ya que trabajamos con una referencia slant adaptada.

Asi, de (2.4.7)-(2.4.10) se sigue el resultado. o

Corolario 2.4.4.— En las condiciones del Teorema 2.4.3, si M es la esfera
unidad S° con su estructura sasakiana usual, entonces

KP
K = KP+4cos? y 7 = X3 + cos?0,

mientras que si M es (RS, ¢o,n,&,9), entonces
KP
K = KP —5cos?0 y 7 = ——3~——(30520.

DEMOSTRACION: El corolario es inmediato a partir del Teorema 2.4.3, te-

niendo en cuenta que, en el primer caso, ¢ = 1, mientras que en el segundo;,
c=-3. m]

Supongamos ahora que M fuera una subvariedad invariante o anti-inva-
riante de un espacio de curvatura ¢—seccional constante M(c), con dim M = 3

ydimM = 5.

Caso 1.- M es invariante (subvariedad Sasakiana). Entonces, se verifican
las igualdades (0.3.16), (0.3.17) y, en virtud de (0.3.11), se tiene que

o(X,§) =0 (2.4.11)

81



para todo X € TM. Podemos considerar dos subcasos.

Caso 1.1.- M no es totalmente geodésica. En esta situacion, sea e; un
campo local unitario tangente a M y ortogonal a ¢ tal que o(eg,e1) # 0. Sea
a el médulo de o(ey, e1). Si definimos

1

e; = ey, e3=¢, e4= ga(el,el), €5 = ;J(el,qﬁel),

se verifica que {e1, e, €3,¢€4,€5} €s una referencia local ortonormal tal que
€1, €z, €3 son tangentes a M y ey, €5 son normales a M.
Entonces,

K = R(ei, ez ez,61) = Rler, der; der,e1) = ‘E(ela per; per, e1) — 2a°,
en virtud de (0.3.17). Ahora bien, en virtud de (0.2.16), se tiene que:

c+3 3(c—-1)

R(ey, dey; der, e) = 1 + 1 = c

Asi,
K = c—2d* (2.4.12)

Por otra parte, en virtud de la ecuacién de Gauss, (0.2.12), (0.3.13) y
(2.4.11):

R(ey,e3;e3,€1) = é(61763; 63,61)+g(0(€1,€1),0(€3,63))“‘

—~g(a(e1, e3),0(e1,e3)) = 1.

Analogamente, R(es, e3;e3,e3) = 1. Asi:

1
T = g(R(el, e2;€a,€1) + R(ep, e3;e3,e1) + Rea, es;€3,€3)) =
1 2

En virtud de (2.4.5), la curvatura seccional normal de M viene dada por:
D ~
K = R(ela €25 €5, 64)'*'
4 5 45 4 5 5 4 5 4 5 4
T 01101y + 01203 + 013033 — 071015 — 07305 + 013053 (2.4.14)
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Pero, a partir de la referencia elegida, empleando (0.2.6), (0.3.16) y
(2.4.11), se tiene:
oh = g(o(er,e1),e4) = a, »
o) 1/ag(o(e1,de1),0(e1, pe1)) = a,

0?12 1/ag(o(es, de1),0(e1,e1)) = 0,

013 = 9(0(61763)764) = 07
‘732 = 1/‘19(0(¢617¢61),U(61,61)) = —a,
ot3 = g(o(er,es),e5) = 0.

Sustituyendo estas expresiones en (2.4.14), se obtiene, en virtud de la
ecuacion (0.2.16),

. 1
KP = R(ey, ey es,eq) +2a* = i—i——}—Za?. (2.4.15)

Asi, de (2.4.12), (2.4.13) y (2.4.15) se deduce que
c+5

c+1

K = KP + — 44? y 31 = KD + —4(12,

expresiones que dependen de la eleccién de la referencia ortonormal de par-
tida. Asi, el caso slant propio no puede extenderse al que acabamos de
estudiar.

Caso 1.2.- M es totalmente geodésica. Sea ¢; (resp. e4) un campo local
unitario tangente (resp. normal) a M y ortogonal a £. Si definimos

€ = </>€-1, e3=¢§, e5= deq,

se verifica que {es, €3, €3, €4, €5} €s una referencia local ortonormal tal que
€1, €2, e3 son tangentes a M y ey, €5 son normales a M. En estas condiciones,

K = R(el,eg;eg,el) = c,

c+
3 7

T =

c—1
2 7

KP = é(61,62;65,64) =
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de donde se deduce que

c+1 KP c+5

7 T T 3 T
expresiones que coinciden con las del caso slant propio si y solo si ¢ =1, es
decir, si M es la esfera S°.

K = KP+

Caso 2.- M es anti-invariante. Sean e; y e; dos campos locales unitarios
tangentes a M, ortogonales entre si y ortogonales a £. Si definimos

es=¢, es=Ney y es = Neg,

se verifica que {ej, ey, €3,€4, €5} €s una referencia local ortonormal tal que
e1, ez, e3 son tangentes a M y e4,es5 son normales a M. Utilizando esta
referencia y siguiendo los pasos de la demostracién del Lema 2.2.13, se puede
probar:

o2 = O (2.4.16)
O} = O1a (2.4.17)
o3 = 033 = —1, (2.4.18)
04y = Oy = 03 = 033 = 0. (2.4.19)

Por otra parte, en virtud de (0.2.16), se verifican

~ 3
R(e,ez;e2,€1) = £ 1_ . (2.4.20)
~ c—1
R(eg,eq;e5,e4) = 1 (2.4.21)
de donde, junto con (2.4.16)—(2.4.19), se sigue que:
KP
K = KD y 7™ = T

Notemos que, en este caso, las relaciones entre K, K y 7 se obtienen
sustituyendo 8 = 7 /2 en (2.4.6).

Para terminar, vamos a estudiar la relacién entre la curvatura escalar y la
curvatura escalar normal de una subvariedad slant propia M de un espacio
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de curvatura ¢-seccional constante M(c), con las mismas hip6tesis que antes
sobre las dimensiones.

Recordemos en primer lugar que la curvatura escalar normal de una sub-
variedad viene dada por

I{J‘ = Ztraza(AaAb - AbAa)27
a,b

realizandose la suma sobre una base ortonormal de T+ M. Considerando,
entonces, una referencia slant adaptada y teniendo en cuenta las expresiones
(2.2.23)-(2.2.26), puede calcularse que, en nuestro caso,

K+ = —4((01)* + (032)* — 01102, — 01205, — sen *9)%, (2.4.22)

siendo 8 el angulo slant de M. Ahora bien, comparando (2.4.22) con (2.4.7)-
(2.4.10), se deducen:

— 1
Kt = —4(-K + c—1 + e+ cos? 9)2,
4 4
-1
K+ = —4(-KP + c (sen 20 — 2 cos® 0))?,
Kt = —4(-37+ c; ! + 3(62- 3) cos? 6)%.

Observemos que, si la variedad ambiente es R® con su estructura Sasa-
kiana usual, entonces,

K* = —4(31 +1)%,

expresion que no depende del angulo slant de la subvariedad.



2.5 Umbilicalidad y Minimalidad en Subva-
riedades Slant.

Examinamos en esta seccién la segunda forma fundamental de una in-
mersién slant. M4s concretamente, estamos interesados en el estudio, en
este tipo de inmersiones, de los distintos conceptos usuales sobre umbilica-
lidad. Finalmente, ofrecemos sendos resultados con condiciones suficientes
para asegurar la austeridad y la minimalidad de las subvariedades slant.

Como punto de partida, consideraremos una inmersién isométrica de una
variedad Riemanniana M en otra variedad M, que supondremos al menos
K—-contacto, tal que ¢ € TM. _

Recordemos que se dice que M es totalmente geodésica en M si toda
geodésica de M se transforma por la inmersién en una geodésica de M. De
hecho, se prueba facilmente que M es totalmente geodésica si y sdlo si la
segunda forma fundamental o se anula idénticamente.

A este respecto, tenemos el siguiente resultado evidente:

Proposiciéon 2.5.1.— FEn las condiciones anteriores, si M es totalmente
geodésica, entonces es invariante.

DEMOSTRACION: Dado X € T'M cualquiera, en virtud de (0.3.10) se tiene
que 0(X,£{) = —NX =0, si M es totalmente geodésica, lo cual implica que
M ha de ser invariante. O

Asi, podemos deducir para subvariedades slant:

Corolario 2.5.2.— No existen subvariedades slant no invariantes y total-
mente geodésicas de una variedad K -contacto.

Por otra parte, se dice que M es totalmente umbilical si
o(X,Y) = g(X,Y)H,

para todos X,Y € TM, siendo H el vector curvatura media de M. En [51],
se prueba el siguiente resultado:

Proposicién 2.5.3.— [51] Sea M una subvariedad de una variedad Sa-
sakiana M tal que ¢ € TM. Si M es totalmente umbilical, entonces es
totalmente geodésica.
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Asi, del Corolario 2.5.2 se deduce directamente:

Corolario 2.5.4.— No ezisten subvariedades slant no invariantes y total-
mente umbilicales de una variedad Sasakiana.

De hecho, podemos observar que, en el Ejemplo 1.4.11, la subvariedad
slant M es totalmente geodésica si y sélo si es totalmente umbilical, siendo
ambas condiciones, en este caso, equivalentes a que la constante k sea nula,
lo cual, segiin vimos, equivalia a su vez a que la subvariedad fuera invariante.

En la geometria de contacto, resulta mas interesante el estudio de las
subvariedades totalmente geodésicas de contacto y totalmente umbilicales
de contacto, pues son estas nociones las que se corresponden realmente con
las de subvariedades totalmente geodésicas y totalmente umbilicales de las
variedades Kaehlerianas.

Se dice que M es una subvariedad totalmente geodésica de contacto si la
segunda forma fundamental o verifica la expresion

o(X,Y) = n(X)a(Y,£) +n(Y)o(X, ), (2.5.1)

para todos X,Y € TM. Por otra parte, se dice que M es totalmente umbilical
de contacto si existe un campo vectorial V normal a M tal que

o(X,Y) = (9(X,Y) = n(X)n(Y)V +n(X)a(Y,£) +n(Y)o(X,£), (2:5.2)

para todos X,Y € TM. En particular, toda subvariedad totalmente geodé-
sica de contacto es totalmente umbilical de contacto. Es facil ver que, en

virtud de (0.3.13), ha de ser

o= g

m

siendo H el vector curvatura media de M y m + 1 la dimensién de dicha va-
riedad. Asi, una subvariedad totalmente umbilical de contacto es totalmente
geodésica de contacto si y sélo si es minimal. Ademas, tenemos el siguiente
resultado:

Proposicién 2.5.5.— S5i M es una subvariedad totalmente geodésica de
contacto de una variedad K-contacto M, tal que £ € TM, entonces M es
minimal.
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DEMOSTRACION: Dado un campo X € D cualquiera, se sigue de (2.5.1) que
o(X,X) =0, lo cual, junto con (0.3.13), implica que la traza de o es nula y
asi, M es minimal. o

Luego, dado que el Ejemplo 1.4.10 nos proporciona subvariedades slant no
minimales, obtenemos ejemplos de subvariedades slant que no son totalmente
geodésicas de contacto.

Por otra parte, se puede probar que una subvariedad dada por el Ejemplo
1.4.11 es totalmente geodésica de contacto si y sélo si £ = 0, es decir, si y
solo si es invariante.

No obstante, también podemos encontrar subvariedades slant propias que
sean totalmente geodésicas de contacto (y, por tanto, minimales). Es facil ver
que, si consideramos en el Ejemplo 1.4.9 la referencia ortonormal {ey,...,es}
que se definio en su momento, se tiene que

o(er,e1) = 0, o(er,e2) = 0, o(er,e3) = senfes,
o(ez,e2) = 0, o(ez, e3) = senfey, ez e3) = 0,

(2.5.3)

de donde puede comprobarse que la subvariedad slant M es totalmente
geodésica de contacto independientemente del valor del dngulo slant 4.

Por lo que respecta a las subvariedades totalmente umbilicales de con-
tacto, es bien conocido un resultado clésico de Ishihara y Kon (ver [26]),
segun el cual, toda subvariedad totalmente umbilical de contacto, tangente
al campo de estructura de un espacio de curvatura ¢-seccional constante
¢ # —3, ha de ser invariante o anti-invariante. Por lo tanto, podemos enun-
ciar:

Corolario 2.5.6.— No existen subvariedades slant propias totalmente umbi-
licales de contacto de un espacio de curvatura ¢-seccional constante ¢ # —3.

No obstante, este corolario no aporta informacion sobre el caso ¢ = —3.
En dicho caso, no podemos enunciar un resultado general para subvarieda-
des slant. En efecto, dado que las subvariedades descritas en el Ejemplo
1.4.9 son totalmente geodésicas de contacto, serdn por tanto subvariedades
totalmente umbilicales de contacto del espacio de curvatura ¢—seccional cons-
tante R°(—3). Asi, tenemos subvariedades slant totalmente umbilicales de
contacto para cualquier angulo.
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Sin embargo, si examinamos el Ejemplo 1.4.10, encontramos que o(ey, e3)
es no nulo, siendo e, ey los dos campos definidos en su momento. En vir-
tud de (2.5.2), esto quiere decir que estas subvariedades slant no pueden
ser totalmente umbilicales de contacto. Ademaés, como para cada valor de
la constante real k£ obtenemos, en dicho ejemplo, una subvariedad slant con
dngulo cos™(|k|/v/1 + k2), existen ejemplos de subvariedades slant no total-
mente umbilicales en R*(—3) con cualquier dngulo 6 € (0,7/2].

Estudiemos ahora la pseudo-umbilicalidad en las subvariedades slant.
Recordemos que se dice que una subvariedad es pseudo-umbilical si existe
una funcién f tal que

9(o(X,Y), H) = fg(X,Y), (2.5.4)
para todos X,Y € TM. Entonces, se verifica el siguiente resultado:

Proposicién 2.5.7.— Sea M una subvariedad slant no invariante de una
variedad K -contacto M. Supongamos que dimM = m + 1 y que dim M =
2m + 1. Entonces, M es pseudo—umbilical si y sélo si es minimal.

DEMOSTRACION: Desde luego, esta claro que si M es minimal, entonces es
pseudo-umbilical, pues basta tomar f = 0 en tal caso.

Reciprocamente, supongamos que M es pseudo-umbilical. Entonces, apli-
cando la igualdad (2.5.4) para X = Y = ¢, deducimos que la funcién f ha
de ser nula, es decir,

o(o(X, V), H) = 0, (2.5.5)
para todos X,Y € TM. En particular, tomando Y = ¢ en (2.5.5), obtenemos

g(NX,H) = 0, (2.5.6)

para todos X,Y € TM.

Ahora bien, en virtud del Corolario 1.2.4, dada una referencia local orto-

normal {ei,...,en, €} de TM, se tiene que {cscONe;,...,cscONey} es una
base local ortonormal de T+ M. Por lo tanto, (2.5.6) implica que H ha de
ser nulo, es decir, M debe ser minimal. a

Asi, esta claro que las subvariedades del Ejemplo 1.4.9 son pseudo-umbi-
licales, mientras que las del Ejemplo 1.4.10 no lo son.
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De manera andloga a los conceptos estudiados antes, podemos definir
una nocién de pseudo-umbilicalidad mads ligada a la estructura de contacto.
Diremos que una subvariedad M es pseudo-umbilical de contacto si existe
una funcién f tal que

9(e(X,Y) = n(X)o(Y,£) —n(Y)o(X,£), H) =

= flg(X,Y) = n(X)n(Y)), (2.5.7)
para todos X, Y € TM.

Veamos que podemos encontrar, tanto ejemplos de subvariedades slant
pseudo-umbilicales de contacto, como otras que no lo sean. En efecto, consi-
deremos el Ejemplo 1.4.10, con la referencia ortonormal ya descrita {ey, €2, £}
Es trivial comprobar que la ecuacién (2.5.7) se verifica para X =e¢; e Y = ¢,
con ¢ = 1,2, asi como para X = Y = ¢, sea cual sea la funcién f. Por
otra parte, se puede comprobar mediante un calculo directo que, si bien
o(e1, e3) # 0, si se tiene que g(o (e, ez), H) = 0, por lo que (2.5.7) se sigue
cumpliendo para este caso, independientemente de la eleccién de f. Por
ultimo, se tiene que

2 e~2ku
lolene H) = 25—,
para ¢ = 1,2, por lo que (2.5.7) se cumple para X =Y = ¢;, tomando como
funcién f = 2e72%*/(3+3k?). De todo esto se deduce que, para todo valor de
k, las subvariedades definidas por el Ejemplo 1.4.10 son pseudo-umbilicales
de contacto.

Sin embargo, si observamos el Ejemplo 1.4.11, puede verse que, para k
distinto de cero (es decir, en los casos no invariantes), o(e;,e;) = 0, mien-
tras que o(ez, e;) # 0, siendo {ey, e3,£} la referencia local ortonormal de la
subvariedad definida en su momento. Por lo tanto, las subvariedades slant
asi obtenidas no pueden ser pseudo-umbilicales de contacto.

Otro concepto relacionado con la segunda forma fundamental es el de
las subvariedades austeras. Se dice que una subvariedad M es austera si,
para todo V € T+ M, el conjunto de autovalores de Ay es invariante bajo la
multiplicacién por —1. En particular, es facil probar que toda subvariedad
austera es minimal.

Encontramos las siguientes condiciones suficientes para asegurar que una
subvariedad slant sea austera, en términos de la ecuacién (2.2.43).
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Teorema 2.5.8.— Sea M una subvariedad slant propia de una variedad
Sasakiana M. Supongamos que se verifican las condiciones:

(i) para todos X, Y € TM:
(VxN)Y = 2p(X)NTY +n(Y)NTX. (2.5.8)

(i) Para cualguier V € T+M, todo autovector X asociado a un autovalor
no nulo de Ay, tal que n(X) =0, verifica que:

o(TX,tV) = 0. (2.5.9)

Entonces, M es una subvariedad austera.

DEMOSTRACION: En primer lugar, observemos que, en virtud de (2.5.8) y
del Teorema 2.2.9, se tiene

o(X,TY) = no(X,Y)—-2n(X)NTY —n(Y)NTX, (2.5.10)
para todos X,Y € TM.

Para llevar a cabo la demostracién, vamos a elegir una referencia adecuada
en TM. Dado que (sec8T,¢,n,g) es una estructura casi—contacto métrica
sobre M, podemos elegir una referencia local ortonormal de la forma?

{e1,5ecO Tey,...,er,sech Teg,E}, (2.5.11)

siendo dim M = 2k + 1. Ademds, en virtud de (2.5.10) y del Teorema 1.2.1,
obtenemos

o(secOTe;,secOTe;) = sec’0o(Te;,Te;) = sec’ Ono(e;, Te;) =

= sec’Oo(e;, T?e;) = —a(e;e;), (2.5.12)

para cada:=1,...,k. -

Por otra parte, dado X € T'M cualquiera, denotaremos por X al campo
X —n(X)¢ y por X, al campo secTX. Sean V € T+ M cualquiera y g un
autovalor no nulo de Ay. Tomemos X € T'M un autovector no nulo asociado
al autovalor y. Vamos a probar que, en las condiciones del enunciado,

Ay (sec0TX) = —pusecdTX, (2.5.13)

3Este hecho es una generalizacién evidente del Corolario 1.2.5.
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siendo 6 el 4ngulo slant de M. Esto implicard que —p también sera autovalor
de Ay, con lo que concluira la demostracién.
Expresamos X en la base (2.5.11):

Z Aie; + Z [i€in- (2.5.14)

=1
Asi:
~ k k
Ay X = Z N Ave; + Z p,‘Avei*. (2.5.15)
=1 i=1

Pero, para cada i = 1,...,k, en virtud de (0.1.3) y (0.3.12),
Ave; = Zg(a ei,¢j),V)e; + Zg olei, ejx), V)ej + g(tV,e)é. (2.5.16)

Anélogamente, en virtud de (2.5.12):

k k
Aven = Y g(o(ei,€5), = glo(eire5), Ve + g(tV,en)é. (2.5.17)

7=1

Asi, sustituyendo (2.5.16) y (2.5.17) en (2.5.15), se tiene:

AVX Z(Z(/\zg o(ei e;), V) + piglo(eis, 6_7'), V))ei+

7=1 i=1
ko k
+ 20 _(Niglo(ei e0), V) — wig(o(ei ), V) )ejat
j=1 =1
k
+ Q_(Nig(tV, &) + pig(tV,en)))E. (2.5.18)
=1
Por otra parte,
AvX = AvX +n(X)AvE = AvX +(X)tV, (2.5.19)
siendo:
k k
tV o= Y g(tViej)e; + Y g(tViejn)ejm. (2.5.20)
J=1 7=1
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Ahora bien, dado que X es un autovector de Ay, asociado al autovalor
4, se tiene:

AvX = pX. (2.5.21)

Asi, igualando componentes respecto de la base (2.5.11), se sigue de
(2.5.14) y (2.5.18)~(2.5.21) que

k
> (Nig(a(eire;), V) + piglo(ei, €), V) + n(X)g(tV,e;) = phj, (2.5.22)

=1

k
> (Nig(o(eiein), V) — pig(o(ei,€;), V) + n(X)g(tV,es) = pp; (2.5.23)

=1

k —

Y (Nig(tVie) + pig(tVien)) = g(tV,X) = un(X). (2.5.24)

1==1

Aplicando T en (2.5.14) y multiplicando por sec#, se tiene:

k k
X* = Z/\iei* _Zﬂieia

=1 i=1

en virtud del Teorema 1.2.1. Ademads, se prueba de forma similar a (2.5.12)
que

o(eix, €j) = o(es,ein),
para todos 7,7. Entonces, procediendo de manera andloga a como hemos
hecho antes y empleando las ecuaciones (2.5.22)—(2.5.24), se llega a:

Av X, = —pX, +seclg(tV,TX)¢E. (2.5.25)

Por lo tanto, para concluir la demostracién, basta probar que ¢g(tV, TX) =
0. Sin(X) = 0, en virtud de (2.5.9), esto se verifica. Podemos suponer
por tanto que n(X) # 0. Ahora bien, de (0.3.3) y (2.5.21) se sigue que
g(AvX,TX) = 0. Pero, por otro lado, en virtud de (2.5.19):

g(AvX,TX) = g(AvX,TX) +n(X)g(tV,TX).

Asi
n(X)g(tV, TX) = —g(AvX,TX) =
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= —g(X,AyTX) = —cos 09(X, AvX.),
de donde, en virtud de (2.5.25), resulta:

N(X)g(tV,TX) = cosOug(X,X.) — g(tV,TX)g(X,€) = 0.
Entonces, como 7(X) # 0, ha de ser g(tV,TX) = 0. a

En virtud del Teorema 2.2.17, obtenemos:

Corolario 2.5.9.— Sea M una subvariedad slant propia minimal, de una
variedad Sasakiana M. Supongamos que dimM = 3, dimM =5 y que M
vertfica la condicion (b) del Teorema 2.5.8. Entonces, M es austera.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.5.8 y 2.2.17,
pues, en virtud de éste ultimo, toda subvariedad slant propia minimal, con las
condiciones dadas sobre las dimensiones, verifica la condicién (a) del teorema
anterior. g

Nota 2.5.10.— Observemos que las subvariedades obtenidas en el Ejemplo
1.4.9, para 0 € (0, 7/2), verifican las hipétesis del Corolario 2.5.9. En efecto,
si consideramos la referencia ortonormal usual {e,,...,es}, puede calcularse
facilmente, en virtud de (2.5.3), que A, y A, vienen dados por las matrices:

0 0 0 0 0 senf
A, = | 0 0 senf |, A, = 0 o0 O
0 senf 0 send 0 0

Asi, es inmediato ver que, dado V = Vle, + VZes € Tt M cualquiera, los
autovectores X asociados a un autovalor p de Ay estan determinados por
las siguientes ecuaciones implicitas

—uX' +VisenOp(X) = 0,

—pX?+ V'sentp(X) = 0,

VZsenOX' + V'sen0X? — un(X) = 0,
siendo X* la coordenada respecto de e;. Por lo tanto, si n(X) = 0, se sigue
de aqui que X = 0. Luego, no existen autovectores no nulos, asociados a un

autovalor p # 0, con n(X) = 0. Esto implica que se verifica la hipdtesis (b)
del Teorema 2.5.8.
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De hecho, para cualquier V € T+ M, la ecuacién caracteristica de Ay
viene dada por

p(p — |V]sen8)(p + |V]send) = 0,

siendo por tanto {0, 4|V|sen 6} los autovalores de Ay. Esto prueba directa-
mente que la subvariedad es austera.

Finalmente, vamos a probar una condicién suficiente para asegurar la
minimalidad de una subvariedad slant propia. Previamente, necesitamos el
siguiente lema:

Lema 2.5.11.— Sea M una subvariedad slant propia, con _dngulo 6, de una
variedad Sasakiana M. Supongamos que dim M =3 y dim M = 5. Entonces,
con respecto a una referencia slant adaptada {e,,...,es5}, se tiene que

wi —w; = —cotd{(tr o*)w' + (tr o*)w? — (2senb)n}, (2.5.26)

2

donde w',w? son las formas duales de ey, e,.

DEMOSTRACION: Dada la subvariedad M, elijamos una referencia slant
adaptada {e1,...,es}. Entonces,

D. ey = csc0D, Ney = cscO(N(Ve1)+no(er,er)—o(er,Ter)), (2.5.27)

en virtud del Teorema 2.2.9. Pero, se sigue de (0.1.5) y (0.1.7) que

Ve er = wier)eg +wi(er)es,
de donde:
N(V.er) = wier)Ney = senbui(ey)es. (2.5.28)
Por otra parte, o(er,e1) = o7,e4 + 0 €5, lo cual implica
no(ei, e1) = ojneq+aines = cosf(—oles + obied), (2.5.29)

en virtud del Corolario 1.2.6. Ademés:
o(e1,Tey) = cosfo(er,e2) = cosb(oi,eq4 + 03ses). (2.5.30)
Asi, sustituyendo (2.5.28)—(2.5.30) en (2.5.27), resulta

— 2 4 5 4 5
D, es = wi(er)es + cot 0(—of es + 07 €4 — T1p€q — 0p4€5),
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de donde, en virtud del Lema 2.2.13, se sigue que
D. eq = w?(e;)es— cot 0(ct, +05,)es = wi(er)es —cot O(tro*)es, (2.5.31)
pues (&,€) = 0. Pero, de (0.1.6) se tiene:
Deeq = wi(er)es. (2.5.32)
Por lo tanto, igualando (2.5.31) y (2.5.32), obtenemos:
wi(e1) —wi(er) = —cotB(tra?). (2.5.33)
Procediendo de manera totalmente analoga a partir de D,,eq4, resulta:
wi(ez) — w?(eg) = —cotf(tro). (2.5.34)
Por otra parte,
D.,es = cscO(N(Ve,er) + no(er,e3) —o(Tey, es)). (2.5.35)

Pero, dado que e3 = ¢, por definicién de referencia slant adaptada, (0.3.7)
y (0.3.11) implican que

no(ey,e3) —o(Tey,e3) = —nNe, + NTe; = 2NTe,
de donde, en virtud del Lema 2.2.13, se sigue:
no(ey,e3) — o(Tey,e3) = 2send cosfes. (2.5.36)
Ademas:
N(Veer) = wi(es)Ne, = senfuwi(es)es. (2.5.37)
Por lo tanto, sustituyendo (2.5.36) y (2.5.37) en (2.5.35),
D.,eqs = wi(es)es + 2cos fes,
lo cual, teniendo en cuenta que D.,eq = wi(e3)es, implica:

wi(es) —wi(es) = 2cosf = —cotf(—2send). (2.5.38)
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Entonces, dado que {e;, €3, €3} es una referencia local ortonormal de T'M,
con referencia dual {w',w? n}, la ecuacién (2.5.26) se sigue de (2.5.33),
(2.5.34) y (2.5.38), con lo que concluye la prueba. o

Teorema 2.5.12.— Sea M una subvariedad slant propia de una variedad
Sasakiana (M, ¢,{,n,9). Supongamos que dimM = 3 y dimM = 5. St
existe un tensor ¢, de tipo (1,1), en M tal que

(M, $,&,1,9)

es una variedad casi—contacto métrica verificando
g(Vx9)Y,Z) = 0, (2.5.39)

para todos X,Y,Z ortogonales a £ y M es anti-invariante en ella, entonces
M es una subvariedad minimal de M.

DEMOSTRACION: Sea {ej,...,es} una referencia slant adaptada en la va-
riedad Sasakiana (M ,0,6,m,9). Asi, {eq, €5} serd una referencia ortonormal
local de T+ M.

Pero, al ser M anti-invariante en (M ,6,€,1,9), se tiene claramente que
{¢e1, ez} es otra base ortonormal local de T+ M, en virtud de (0.2.6). Por
lo tanto, la matriz de cambio entre ambas bases ha de ser ortogonal, es decir,
existird una funcion F' en M tal que:

es = (cos F)ge; + (sen F)pes,

es = —(senF)ge, + (cos F)ge,. (2.5.40)

Sea X € D cualquiera. Derivando covariantemente respecto de X en la
primera ecuacién de (2.5.40), se obtiene,
Vyxes = X(cos F)de; + X(sen F)ge, + (cos F)’vdxael + ('sen Fﬁerz,
de donde:

wi(X) = g(Vxes,es) = X(cos F)g(dey,es) + X (sen F)g(des, es)+

+ (cos F)g(,ﬁxael, es) + ( sen F)g(ﬁvixaez, €s). (2.5.41)

Pero, en virtud de (2.5.40),
g(Per,es) = —senF, (2.5.42)
g(deas, e5) = cosF, (2.5.43)
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mientras que, de (2.5.39), se deduce
9(Vxder,es) = g(¢Vxer,e5) = g(wi(X)des +wi(X)des, es),
pues w}(X) =0, ¢ =0y g(des,es) = 0. Pero, (2.5.40) implica
feq = (cosF)goer+ (senF)p ey = —(cos Fley — (sen Fle; € TM
y, por tanto,
g(Vxder,es) = w?(X)g(des,e5) = cos Fwi(X), (2.5.44)
en virtud de (2.5.43). Analogamente, se obtiene:
9(Vxdes,e5) = wi(X)g(ger,es) = —sen Fwy(X). (2.5.45)
Por otra parte, esta claro que:
X(cosF) = —sen F(XF)y X(sen F) = cos F(XF). (2.5.46)
Asi, de (2.5.41)-(2.5.46), se deduce, para todo X € D:
Wi (X) —Wi(X) = XF = dF(X). (2.5.47)

Si tomamos ahora X = X + p(X)é € TM, cualquiera, con X €D, se
tiene, repitiendo los cdlculos de (2.5.38),

Wi(X) = wi(X) = wi(X) —wi(X) +n(X)(w; () —wi(€)) =

= dF(X) + 2cos Op(X),

en virtud de (2.5.47). Pero, dF(X) = dF(X —n(X)¢) = dF(X)—&(F)n(X).
Ast:
wh —wk = dF 4 (2cos 8 — E(F))n. (2.5.48)

Entonces, igualando (2.5.26) con (2.5.48), podemos deducir:
— cot O{(tr o) + (tr *)w?} = dF — E(F)n. (2.5.49)
Por otra parte,
Ufl = 9(‘7(617‘31)764) = Q(Ae4€1,61) = —Q(Avleleﬁia@l)-
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Pero, en virtud de (2.5.40):
Fﬁel eq = egcos F)$el + ey sen F)$e2 + (cos F)?elgel + (sen F)%ielaez.
Ademas, en virtud de (2.5.39),

g(’ﬁelaela 61) = Q(Wel €1, 61)

y, analogamente: . e
g(veld)e%e’l) = g(¢V6162,61).
Asi, como ey, pes € TLM:

031 = —COos Fg(ﬁexebel) - Sean(Wele%el) =

= cos Fg(AVielel, deq) + sen Fg(’v} ey, de1) =
= cos Fg(o(ey,e1), pe1) + sen Fg(o(ey,es), der). (2.5.50)
Ahora bien, de (2.5.40) se deduce:

deq = cos Fey — sen Fes. (2.5.51)
Entonces, (2.5.40) y (2.5.41) implican que
ot = cos’ Foj, — cos Fsen Fo?, + cos Fsen Foy, — sen’Fo;, =
= cos’ Fo}, — sen’Fa5,,
en virtud del Lema 2.2.13. De aqui se deduce
sen ’F(o}, + 03y) = 0,
lo cual, dado que o4, = 0, implica a su vez:
sen *F(tro*) = 0. (2.5.52)

Razonando de manera totalmente analoga a partir de o3,, se prueba
también:

sen*F(tro®) = 0. (2.5.53)

Definimos a continuacién el siguiente subconjunto de M:
U= {zxeM/ H(z)#0}.
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Esta claro que U es un abierto de M. Para concluir la demostracion,
bastarad probar que U es vacio.
Por reduccién al absurdo, supongamos que U # (. Asi, en U,

1 1
0#H = gtra = —3—((tra4)e4+(tr05)e5,

de donde:
tro* £0 6 tro® # 0. (2.5.54)

Esto implica, en virtud de (2.5.52) y (2.5.53), que F' = 0 (mod ) en U.
Pero F' ha de ser continua, lo cual significa que FF =0 en U. Asi, dFF =0y
E(F) =0en U. Por lo tanto, se deduce de (2.5.49)

cot O{(tr o' + (tr 0®)w?} = 0,
de donde, en virtud de (2.5.54), se sigue que
cot = 0,

lo cual es contradictorio pues 6 € (0,7/2). Asi, U = 0 y, por tanto, M es
minimal. O

Nota 2.5.13.— Observemos que, en particular, el teorema anterior se verifica

si (¢,€,1,9) es una estructura Sasakiana sobre M, pues, en tal caso, para
todos X,Y,Z € TM,

d(VxdY,2) = ¢(X,Y)n(Z) - n(Y)g(X, Z),

anulandose esta expresién si Y, Z son ortogonales a €.

De hecho, éste serfa el analogo al teorema presentado por Chen en [10]
en el caso Kaehleriano. Sin embargo, en nuestro caso no tiene sentido el
considerar una variedad con dos estructuras Sasakianas compatibles, pues,
como ya se senalé en la Proposicion 1.4.5, esta situacion sélo puede darse si
ambas estructuras son iguales.

Por otra parte, dada una variedad Sasakiana (M, ,£,7, ), si puede exis-
tir un tensor ¢ tal que (¢,¢,7,9) sea una estructura casi-contacto métrica,
de modo que verifique la condicién (2.5.39). Por ejemplo, si consideramos
la variedad Sasakiana (R®,o,&,7,9), es decir, R® con su estructura Sasa-
kiana usual, sabemos que el tensor ¢, definido en la Seccién 1.4 verifica que
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(¢1,€,7m,9) es una estructura casi—contacto métrica sobre R®. Ademds, en
virtud de (1.4.9), es facil ver que se verifica (2.5.39). Es mas, para cada
9 € (0,7/2), el Ejemplo 1.4.9 nos proporciona una subvariedad que verifica
las hipétesis del Teorema 2.5.12, con las estructuras mencionadas. En efecto,
basta probar que las subvariedades obtenidas en dicho ejemplo son anti-
invariantes en (R®, ¢;,&,7,¢), lo cual se comprueba de manera inmediata a
partir de la referencia ortonormal local que se definié en su momento.
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Capitulo 3

Teoremas de existencia y
unicidad

Dedicamos este capitulo a la presentacién de algunos de los resultados
fundamentales de nuestro trabajo. Maés concretamente, nuestro objetivo es
establecer teoremas de existencia y unicidad para inmersiones slant en espa-
cios de curvatura ¢—seccional constante, analogos a los teoremas presentados
por Chen y Vrancken en [17]. A partir de estos teoremas, probaremos re-
sultados de existencia de subvariedades slant propias con curvatura escalar
y media predeterminadas. Ademads, otras aplicaciones nos permitiran de-
mostrar la existencia de gran cantidad de ejemplos de subvariedades slant
propias, tanto en M*(—3) como en ]\75(——7).

Para todo ello, estructuraremos la materia en cuatro secciones. En la
Seccién 3.1, partiremos de una inmersién slant propia en un espacio de
curvatura ¢—seccional constante. En este contexto, hallaremos ciertas ex-
presiones (algunas ya conocidas del capitulo anterior) que nos permitiran
enunciar y demostrar el Teorema de Existencia de la Seccién 3.2. En la
Seccion 3.3, recogemos el Teorema de Unicidad. Por fin, en la Seccién 3.4,
se encuentran las aplicaciones del Teorema de Existencia.

3.1 Preliminares del Teorema de Existencia.

Tal y como hemos anunciado en el parrafo anterior, dedicaremos esta
seccion a la recopilacién y obtencién de aquellas expresiones que se verifi-
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can para una inmersién slant propia en un espacio de curvatura ¢-seccional
constante y que, como veremos mas tarde, nos permitiran caracterizar dichas
inmersiones mediante el Teorema de Existencia.

Denotemos por M?*™+!(¢) la variedad Sasakiana de dimensién 2m + 1y
curvatura ¢-seccional constante ¢. Consideremos una inmersién slant, con
angulo slant 6, de una variedad Riemanniana M en M*™*!(c). Recordemos
que, en virtud del Teorema 1.2.1 y de (0.3.3), se verifican las expresiones

T?°X = —cos® (X —n(X)E), (3.1.1)

9(TX,Y)+g(X,TY) = 0, (3.1.2)

para todos X,Y € TM. Si 0 # 0, dado X € T M, denotaremos, por simpli-
cidad:

X" =

L nx (3.1.3)

sen 0 )

Calculemos en primer lugar R(X,Y;Z* W*) con X.Y e TM y Z, W €
D. En virtud de (0.2.16), se llega a

~ c—1 1

XY:Z*W* = ( tNW)—

R( 7 3 Z ) W ) 4 {g(Y? sen etNZ)g(‘X7 sen 0 )

—g(X L tNZ)g(Y, 1 INW) +29(X, TY )g( 1 NZ ! NW)}
AN sen 8 g > sen @ ) +29(X, )9 sen@n " sen ’

lo cual, junto con el Corolario 1.2.2 y la Proposicién 1.2.3, implica que:

~ c—1

RX,Y;2°,W*) =

{sen?0(g(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y,W))—

—29(X,TY)g(TZ,W)}. (3.1.4)

Definimos en M la forma bilineal simétrica valuada en TM dada por
aoX,Y) = to(X,Y). (3.1.5)
para todos X,Y € TM. Entonces, (0.3.1) y (3.1.3) implican:
$a(X,Y) = Ta(X,Y) + senba*(X,Y). (3.1.6)
Asi mismo, (0.3.2) y (3.1.5) implican

$o(X,Y) = a(X,Y)+ B (X,Y), (3.1.7)
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donde £ es una forma bilineal simétrica en M valuada en D. De (3.1.6) y

(3.1.7) se deduce

—o(X,Y) = Te(X,Y) + (senf)a*(X,Y) + ¢8%(X,Y),  (3.1.8)

pues (o(X,Y)) =0, para todos X,Y € TM. De (3.1.3) se sigue que:

BE(X,Y) = ——4NA(X,Y) =

= L GNB(X,Y) £ nNB(X,Y)). (3.1.9)

sen 6
En virtud del Corolario 1.2.2, se tiene

tINB(X,Y) = —sen?0(B(X,Y) —n(B(X,Y))E) =
= —(sen?0)B(X,Y),
pues 3 toma valores en D. Por otra parte, (0.3.7) implica que

—sen(TH(X,Y))". (3.1.11)

(3.1.10)

nNB(X,Y) = —NTB(X,Y) =
Asi, sustituyendo (3.1.10) y (3.1.11) en (3.1.9), tenemos
$B7(X,Y) = —(sen0)B(X,Y) - (TH(X,Y))",
de donde, junto con (3.1.8), se deduce que:
—o(X,Y) = Ta(X,Y) + (senf)a*(X,Y)—
~ (sen0)B(X,Y) — (TA(X,Y))"

Por lo tanto, igualando las partes tangentes en (3.1.12), resulta

(3.1.12)

B(X,Y) = (csc)Ta(X,Y), (3.1.13)

mientras que al igualar las partes normales se obtiene:

o(X,Y) = —(sen®)a*(X,Y) + (TA(X,Y))" (3.1.14)

Ahora bien, de (3.1.1) y (3.1.13) se deduce:
29
= XY

sen

TA(X,Y) = (csc)T?a(X,Y)
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Asi, de (3.1.14) se sigue que

. cos?f
o(X,Y) = —(sen@)o”(X,Y) — nd® (X,Y),
de donde se tiene
o(X,Y) = —(csch)a(X,Y), (3.1.15)
lo cual, en virtud de (3.1.6), es equivalente a:
o(X,Y) = s 0(TaX,Y) — da(X,Y)). (3.1.16)

En virtud de (2.2.8) y (3.1.5), se verifica que
(VxT)Y = a(X,Y)+ Any X + g(X,Y)E — n(Y)X, (3.1.17)
para todos X,Y € TM. Dado que, de (0.1.3), (0.3.5) y (3.1.5) se tiene
9(Any X, Z) = g(o(X,2),NY) = —g(to(X,2),Y) = —g(a(X, 2),Y),
se sigue entonces que
((VxT)Y, 2) = g(a(X,Y),Z) - g(a(X, 2),Y )+

—|—g(X,Y)7](Z)—g(X,Z)7](Y), (3'1'18)

para todos X,Y,Z € TM. Por otra parte, si § # 0 e Y € D, la notacién
introducida en (3.1.3) nos permite escribir la expresién (3.1.17) de la siguiente
manera:

Ay.X = cscf{(VxT)Y —a(X,Y) — g(X,Y)¢}. (3.1.19)

También podemos reescribir la ecuacién (2.2.9). Concretamente, en vir-
tud de (0.3.7) y (3.1.15) y teniendo en cuenta que N¢ = 0, obtenemos la
ecuacion:

DxY" = (VxY —q(VxY)) +csc? 0{(Ta( X, Y)) +a*(X,TY)}. (3.1.20)
Determinemos a continuacién las ecuaciones de Gauss y de Codazzi de una

subvariedad 6-slant en M 2mtl(c), con 0 # 0. En primer lugar, es inmediato
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observar que (0.1.8) y (0.2.16) implican que la ecuacién de Gauss de M en
M?*™*1(c) viene dada por

R(X,Y;2,W) = g(a(X,W),0(Y, 2)) - g(o(X, 2),0(Y,W))+

20X W)Y, 2) = g(X, Z)g(¥, W) + S (X )n(2)g(Y, W) -

—n(V)n(2)g(X, W) + n(Y)n(W)g(X, Z) — n(X)n(W)g(Y, Z2)+
+9(TX, W)g(TY, 2)— g(TX, 2)g(TY, W)+2¢(X, TY )g(TZ, W), (3.1.21)
para todos X,Y,Z,W € TM. Ahora bien, en virtud de (3.1.16),

+

g(a(X,W),a(Y,Z)) = csc*0g(Na(X,W),Na(Y, 7)) =

= csc? ag(a(X, W), Ol(Ya Z))’

donde hemos aplicado la Proposicién 1.2.3. Asi, sustituyendo este calculo en
(3.1.21), obtenemos la expresién deseada para la ecuacién de Gauss:

R(X,Y;Z,W) = csc* 0(g(a(X, W), a(Y, 2)) - g(a(X, Z), oY, W)))+

c+3
4
—n(Y)n(Z)g(X, W) + n(Y)n(W)g(X, Z) — n(X)n(W)g(Y, Z)+
+9(TX,W)g(TY,Z)—g(TX, Z)g(TY,W)+29(X,TY )g(TZ,W)). (3.1.22)

Consideremos ahora la ecuacién de Codazzi

+

(9(X, W)g(¥, 2) - 9(X, Z)g(¥, W) + = X)(Z)g (¥, W)~

(E(va)Z)L = (VXU)(Yv Z) - (VYU)(Xv Z)7

con X,Y,Z € TM, donde (R(X,Y)Z)* denota la componente normal de

R(X,Y)Z. En virtud de (0.2.16):

c—1

4

(R(X,Y)Z)* = (9(TY,Z)NX — g(TX, Z)NY +29(X,TY)NZ).

Asi, en virtud de (0.1.10), podemos escribir la ecuacién de Codazzi de la
siguiente forma:

c—1
4

(9(TY,Z)NX — g(TX, Z)NY +2¢9(X,TY)NZ) =
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= Dx(a(Y,2)) = o(VxY,2) - o(Y,VxZ)—
— Dy(o(X,2)) + 6(Vy X, Z) + o(X,VyZ). (3.1.23)

Aplicando ¢ en (3.1.23) y tomando la parte tangente, obtenemos, en
virtud del Corolario 1.2.2:

—sen 0" (g(TY, Z)X — g(TY, Zyp(X)& - o(TX, Z)Y + (T X, Z)n(¥ )e+

+29(X,TY)Z - 29(X, TY (Z)¢) = tDx(a(Y,2)) — a(VxY,Z)—
—a(Y,VxZ)—tDy(o(X,2)) + (Vv X, Z) + (X, Vv Z).  (3.1.24)
En virtud de (3.1.16) y (2.2.9), tenemos

Dx(o(Y,2)) = —(csc*0)Dx(N(Y,Z)) =

= —csc?IN(Vxal(Y, Z)) 4+ no(X, (Y, Z)) — o( X, Ta(Y, Z))],
de donde, en virtud de (0.3.8) y del Corolario 1.2.2:

tDx(o(Y,2)) = Vxa(Y,Z) - n(Vxa(Y, Z))¢+

+ csc? O[T X, (Y, Z)) + (X, Te(Y, Z))]. (3.1.25)
Ahora bien, de (0.3.10), se sigue que:

n(VxalY,2)) = g(a(Y,Z),TX). (3.1.26)
Asf, de (3.1.24), (3.1.25) v (3.1.26), resulta la ecuacién:
(Vxa)(Y¥, ) - g(a(Y; 2), TX)e+
+esc? 0{T (X, (Y, 2)) + (X, T Y, 2)) }+
+(sen?0) g (X, TY)(Z — n(2)6) + 9(X, T2)Y ~n(Y)E) =

= (Vyao)(X,Z) - g(a(X, Z),TY )+
+esc? {Ta(Y,a(X, Z)) + oY, Ta(X, Z))} +

+ (sen20) gV, TX)(Z = 1(2)6) + 9(V.TZ)(X —(X)e). (3.1.27)
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Para concluir estos preliminares, observemos que, de (0.3.11), del Coro-
lario 1.2.2 y de (3.1.5), se deduce claramente

a(X,8) = sen?O(X — n(X)¢), (3.1.28)

para todo X € TM.

En la siguiente seccién mostraremos cémo las ecuaciones (3.1.1), (3.1.2),
(3.1.18), (3.1.22), (3.1.27) y (3.1.28) nos permiten obtener el Teorema de
Existencia de inmersiones slant en un espacio de curvatura ¢—seccional cons-
tante.

3.2 Teorema de Existencia.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente Teorema de Existencia
para inmersiones slant.

Teorema 3.2.1.~ (Teorema de Eristencia.) Sean ¢ y 0 dos constantes
con 0 < § < 7/2 y M una variedad Riemanniana simplemente coneza,
de dimension m + 1, con métrica g. Supongamos que existen un campo
diferenciable global unitario £ en M, un endomorfismo T del fibrado tangente
TM y una forma bilineal simétrica o en M, valuada en T M, tales que, para
todo X,Y,Z,W € TM, se verifican las ecuaciones:

) =0, (3.2.1)
G(a(X,Y),6) = 0, (32.2)
Vx¢ = -TX, (3.2.3)
a(X,€) = sen®0(X —n(X)e), (32.9)
T?°X = —cos’ (X — n(X)E), (3.2.5)
gIT'X,Y)+¢(X,TY) = 0, (3.2.6)
(VXYY 2) = g(a(X.Y),7) - gla(X, Z).Y)+

+9(X,Y)1(Z) - (X, Z)(¥), (32.7)

R(X,Y;2,W) = csc®0(g(a( X, W), (Y, Z)) — g(( X, Z), oY, W)+

c+3

(90X, W)g(¥, 2) ~ g(X, 2)g(¥, W) + “ (X )n(Z)g Y, W)~
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=n(Y)n(2)g(X, W) +n(Y)n(W)g(X, Z) — n(X)n(W)g(Y, 2)+
+g(TX, W)g(TY, Z) — g(TX, Z)g(TY, W) +2¢(X,TY)g(TZ,W)), (3.2.8)
(Vxa)(Y,Z) — g(«(Y, 2), TX)E+
+cse? 0{Ta(X, (Y, Z)) + o X, TelY, Z)) }+

+Hsen20) = {g(X, TY)(Z = (2)6) + g(X, TZ)(Y = n(¥V)§)} =

= (Vya)(X,Z) —g(a(X, Z), TY )+
+esc? ¢{TalY, (X, Z)) + (Y, T X, Z)) }+

+ (sen0) M (Y, TX)(Z — (2)E) + 9(¥, T2)(X ~ (X))}, (3:2:9)

donde 1) denota la 1-forma dual de {. Entonces, eviste una inmersion slant
con dngulo § de M en M*™*1(c) cuya segunda forma fundamental o viene
dada por:

o(X,Y) = st 0(Ta(X,Y) — oa(X,Y)). (3.2.10)

DEMOSTRACION: Sean c, 8, M, £, T y « en las condiciones del enunciado.
Denotemos por D la distribucién ortogonal a £ en M y consideremos la suma
de Whitney TM & D. Para cada X € T'M, identificaremos en lo sucesivo
(X,0) con X. En particular, identificaremos ¢ = (£,0) con . Ademas,
denotaremos (0, Z) por Z* para cada Z € D.

Sea g la métrica producto en TM @ D. Asi, si llamamos 7 a la 1-forma
dual de {A , entonces

(X, 2) = §((X,2),(£0) = g(X.§) = n(X),

para todo X € TM y todo Z € D.
Sea ¢ el endomorfismo en T'M @ D definido por

$(X,0) = (TX, senf(X —n(X)E)), (3.2.11)
paratodo X € TM y

$(0,2) = (—(sen8)Z,-TZ), (3.2.12)
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para todo Z € D. Observemos que las expresiones anteriores tienen sentido
pues se verifica trivialmente que X —n(X)¢ € Dy, en virtud delas condiciones
(3.2.1) y (3.2.6), se tiene también que (T Z) = 0. Entonces, se verifica que

$*(X,0) = $(TX, sen (X —n(X)€)) = $(TX,0)+ sen §(0, X —n(X)¢) =
= (T*X, sen 0T X) + sen0(—sen §(X — n(X)&), =T (X —n(X)¢)) =

= (—cos® (X — n(X)€), sen 0T X) + (—sen*0(X — n(X)E), —sen T X) =
donde hemos empleado la condicion (3.2.5). Anélogamente

$*(0,Z) = ¢(—senbZ,-TZ) = —senb3(Z,0) — $(0,TZ) =

= —senb(TZ,senbZ) — (—sen0TZ,—-T*7) =

= (—sen0TZ,—sen’07) + (sen 0T Z,—cos*8Z) = —(0, Z),

pues Z € D. Asi:

-~

$HX,7Z) = —(X,Z)+7(X. Z)E. (3.2.13)
Sean ahora X3, X, € TM y Zy,7Z, € D. Entonces,
(X1, 21), (X3, Z2)) = g(X1, X2) + 9(Z1, Z2), (3.2.14)

por definicién de la métrica producto. En virtud de (3.2.11) y (3.2.12), se
tiene R
X, Z;) = (TX; — senbZ;, sen0(X; — n(X;)¢) — TZ;),

para ¢ = 1,2, de donde:
5(‘;(){1’ Zl),$(X2,Z2)) = g(TX; — senb0Z,,TX, — sen 073)+

+g(sen (X, —n(X1)E) —TZy, sen 0( Xy —n(X3)E) —T2Zy) = g(T Xy, T Xz)+
+ g(TZl, TZQ) + sen 29(9(X1,X2) + g(Zla ZQ) - T](X1)77(X2)) (3215)
Pero, en virtud de (3.2.5) y (3.2.6), se tiene

9(TX1,TXy) = —g(X1,T?X;) = cos?0(g( X1, Xz) — n(X1)n(X2))
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y, andlogamente,
9(TZ,TZs) = cos®0g(Z, Z2),

de donde, junto con (3.2.14) y (3.2.15), resulta que:

WM X1, 21), 6(X2, Z2)) = §((X1,21), (X2, Z2)) — n(Xa)n(X2) =

= (X1, Z1), (X2, Z2)) — (X1, Z1)7)(X2, Z2). (3.2.16)

Asi, (3.2.13) y (3.2.16) implican que ($,§,§, 7) es una estructura casi—
contacto métrica en TM @ D.
Definimos ahora A, o y D mediante las expresiones

Az X = cscb{(VxT)Z — a(X,Z) — g(X, Z)E}, (3.2.17)

o(X,Y) = —(csch)a™(X,Y), (3.2.18)
Dx7* = (VxZ—n(Vx2)€) +csc? 0{(Ta( X, Z)) +*(X,TZ)}, (3.2.19)

para cualesquiera campos vectoriales X,Y € TM y Z € D.! Es facil probar
que cada Az« es un endomorfismo en T M, o es una forma bilineal simétrica
en T'M valuada en (D)* y D es una conexién métrica del fibrado vectorial
(D)* sobre M. Denotemos por V la conexién en TM & D inducida por las
férmulas (3.2.17)-(3.2.19). Asi, para todos X,Y € TM y todo Z € D, se

tiene:
VoY, Z) = (VxY,0) + o((X,0),(Y,0)) - A0,2)(X,0) + D(x,0(0,Z2) =
= (VxY —csc0{(VxT)Z — (X, Z)—g(X, Z)€},0)+ (0, —(csc 0)a(X,Y))+

+(0,VxZ —n(VxZ)E+ csc? 0{Ta(X, Z) + (X, TZ)}). (3.2.20)

Entonces, en virtud de (3.2.11), (3.2.12) y (3.2.20), calculamos, para todos
X, Y eTM:

(Vix0)(Y,0) = Vix0d(Y.0) — ¢ Vixo)(Y,0) =

~
J

= /ﬁ(x,o)(TY, sen (Y —n(Y)¢) — ¢(VxY, —(cscO)a(X,Y)) =

!Obsérvese que las ecuaciones (3.2.17)(3.2.19) no se introducen de manera arbi-

traria. Estas expresiones son, formalmente, anédlogas a (3.1.19), (3.1.15) y (3.1.20),
respectivamente.
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= (VxTY = (VxT)(Y =(Y)&) + o X, Y —n(Y)€) + 9(X, Y —n(Y)€)¢,0)+
+(0, —(csc0)a(X, TY ) + sen 0V x (Y —n(Y)E) — senOn(Vx (Y —n(Y)E))€)+
+(0, csc® 9{T (X, sen (Y — n(Y)€)) + (X, sen 8T (Y — n(Y)€))})—
—(TVxY,5en8(VxY —n(VxY)£)) + csc§(—senba(X,Y), —Ta(X,Y)) =
= (=n(Y)TVx¢ —n(Y)e(X, ) + g(X,Y)E — n(X)n(Y)E,0)+
+(0, —sen On(Y)Vx€ + sen On(Y)n(Vx€)¢ — cscOn(Y)Ta(X, §)).
Ahora bien, (3.2.3)—(3.2.5) implican que

(Vix0@)(Y,0) = (—=n(Y)cos? 8(X —n(X)€) — (Y ) sen 20(X —n(X)E),0)+

(X, Y)E—n(XIn(Y)E,0) = (9(X, V)¢ —n(Y)X,0),
de donde se deduce:

~

(Vixad)(¥,0) = §((X,0),(Y,0)é - f(Y,0) (X,0). (3.2.21)
Anélogamente, se puede calcular sin mayor dificultad
(ﬁ(X,O)g)(O’Z) = §((X, 0)7(07Z))g— ﬁ(OaZ) (X,O) = 0, (3222)

para todo X € TM y todo Z € D.
Denotemos por RP el tensor de curvatura asociado a la conexién D en

(D)*, es decir,
R(X,Y)Z" = DxDyZ* — DyDxZ* — Dixy)Z", (3.2.23)

para todos X,Y € TM y todo Z € D. De (3.2.19), se tiene, empleando las
condiciones (3.2.1)—-(3.2.6):

DxDy7Z* = (VvaZ—U(VXVyZ)€+T](VyZ)TX)*+

+{cs? O[T (X, VyZ) — 9(VyZ)sen 0T X + o(X,TVy Z)+
+VxTaY,Z) = n(VxTa(Y, Z))¢ + csc? 0T (X, T(Y, Z))—

—csc? §cos® (X, (Y, Z)) + Vxa(Y,TZ) — n(Vxa(Y,TZ))E+
+ csc® 0T X, oY, TZ)) + esc? 0a( X, Te(Y, T Z))]}". (3.2.24)
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Por otra parte, aplicando T en (3.2.9) se deduce:
To(X,VyZ) +csc®? 0T a(X, TaY, Z)) — csc® § cos® fa( X, (Y, Z))—
—Ta(Y,VxZ) — csc? 0T a(Y, T X, Z)) + csc? § cos® (Y, o X, Z)) =
= Ta(VxY,Z) - Ta(Vy X, Z) - TVxa(Y,Z) + TVya(X, Z)+
+ sen 295—;—1{g(Y, T2TX — ¢(X, T2)TY —29(X,TYTZ}. (3.2.25)

Asi, a partir de (3.2.19) y (3.2.23)—(3.2.25), puede comprobarse, mediante
un simple pero laborioso calculo, que:

RP(X,Y)Z* = (R(X,Y)Z — n(R(X,Y)Z)é)+
c—1

H——T[g(Y,TZ2)X — ¢(X,TZ)Y - 29(X,TY)Z]+

+%[9(Yv T*Z)(X = n(X)&) — g(X, T’ Z)(Y — n(Y)€) — 29(X, TY)T Z)+

+esc? O[(VxT)e(Y, Z) — (VyT)a(X, Z) — n(VxTa(Y, Z))é+
+9(VyTa(X, 2))¢ — (X, (VyT)Z) + a(Y.(VxT)Z)]}* (3.2.26)
A partir de (3.2.26), es facil comprobar, aplicando (3.2.5) y (3.2.8):

g(R°(X, V2", W*) = cs20{g((VxT)(Y,Z),W)—

—g((VyT)a(X, Z)’ W) - g(a(X, (VYT)Z)? W)+
+9(a(Y, (VxT)Z), W) + g(a(X, W), a(Y, Z)) — g(( X, Z), (Y, W)) } +

c+3

A

{9(X,W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y,W)}+

C —

1
T {— cos 0g(X, W)g(Y, Z) + cos® 8g( X, Z)g(¥, W)~

+

—29(X,TY)g(TZ,W)}. (3.2.27)

para todos XY € TM y todos Z,W € D.
Empleando las ecuaciones (3.2.7), (3.2.17) y (3.2.18), obtenemos, para
X, YcTMy Z e D, la expresién

9(Az-X,Y) = cscO{g(VxT)Z,Y) — g(a(X,2).Y) — g(X, Z)p(Y)} =
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= —csclg(a(X,Y),Z) = g(—cscba*(X,Y),Z%),

es decir,

g(AZ*Xa Y) = g(U(XaY)aW*)a (3228)

ecuacion analoga a la conocida férmula que relaciona el operador de Wein-
garten con la segunda forma fundamental.

Entonces, de (3.2.18) y (3.2.28) se deduce que, para X, Y € TM y Z,W €
D

?

g(AZ*Aw*X, Y) —g(AW*AZ*X,Y) = g(U(AWtX,Y),Z*)—
—g(0(Az- X, Y), W") = csc0{—g(a(Aw-X,Y),Z) + g(a(Az- X,Y), W)},

lo cual, en virtud de (3.2.2), (3.2.7), (3.2.17) y mediante un calculo directo
puede verse en la forma:

csc? 9{—g(VyT{(VxT)W — (X, W)}, 2)+
Hg(TVy{(VxT)W — a(X, W) — g(X,W)¢}, Z) — 9(Y, 2), (VxT)W)+
+9(alY; 2), (X, W)) = n((VxT)W)g(Y, Z) + g(X, W)g(Y, Z)+
+9(VYT{(VXT)Z - a(X’ Z)}7 W)_
_g(TVY{(VXT)Z - (Y(X, Z) - g(X7 Z)£}7 W) + g(a(x W)a (VXT)Z)_I_
+9(aY, W), (X, Z)) = n((VxT)Z)g(Y, W) + g(X, Z)g(Y,W)}. (3.2.29)
Ahora bien, pueden probarse sin dificultad:
g(VyT{(VxT)Z — (X, Z)},W)—
—9(TVy{(VxT)Z — (X, Z2) - g(X, 2)¢}, W) = —g(VxT)Z,(VyT)W)+
+9(a(X, 2), (VyT)W) + g(X, Z)n(VyTW), (3.2.30)
n((VxT)Z) = n(VxTZ) = g(TZ,TX) = cos’0g(Z,X). (3.2.31)
Asi, de (3.2.29)-(3.2.31), se obtiene:
sen’0 g([Az», Aw-]X,Y) =

= 9(VWyT)Z,(VxT)W) = g(VxT)Z,(VyT)W) + g(VxT) Z, oY, W)+
+9(VyT)W, a(X, Z)) = g(Vy T) Z, (X, W)) — g(VxT)W, (Y, 2))+
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+9(a(X, W), a(Y, 2)) - g(a(X, Z), (Y, W))+

(1= 2c052 0)(g(X, W)g(Y, Z) — g(X, D)g(V, W)  (3232)
De (3.2.6) se deduce directamente que:
9(a(Y,Z), TW)+ g(Ta(Y, Z),W) = 0. (3.2.33)

Calculando la derivada de (3.2.33) respecto a X se tiene, en virtud de
(3.2.6), la siguiente igualdad:

9(a(Y, Z),(VxTYW) + g((VxT)a(Y, Z),W) = 0. (3.2.34)
Ademas, (3.2.7) y (3.2.31) implican:
9g(VxT)Z,(VyT)W) = g(aY,W).(VxT)Z)-
— g(a(Y,(VxT)Z),W) + cos* 0g(X, Z)g(Y,W). (3.2.35)

Entonces, aplicando (3.2.27), (3.2.32), (3.2.34)-(3.2.35) y un calculo di-
recto, obtenemos:

g(R°(X,Y)Z*,W*) — g([Az+, Aw-]X,Y) =

_ j: 2 (X, W)g(Y, Z) - g(X, Z)g(Y, W)}+

T 1 {~ cos® 0g(X, W)g(Y, Z) + cos® (X, Z)g(Y, W)~
—29(X,TY)g(TZ, W)} — g(X,W)g(Y, Z) + 9(X, Z)g(Y, W) =

— =2 {sen0(g(X, W)g(Y, Z) — g(X. Z)g(¥, W)~

4
— 29(X,TY)g(TZ, W)}. (3.2.36)

Las ecuaciones (3.1.4) y (3.2.36) implican que (3, A, D) satisface la ecua-
cién de Ricci (0.1.9) de una subvariedad f-slant de dimensién m + 1 en
M?m+1(c). Ademas, (3.2.8) y (3.2.9) implican que (M, o) satisface las ecua-
ciones de Gauss y Codazzi de una subvariedad f-slant en M*™t!(c). Asi, el
fibrado vectorial TM @ D sobre M dotado de la métrica producto, el oper-
ador A, la segunda forma fundamental o y las conexiones D y V satisface
las ecuaciones de estructura de una subvariedad 6-slant de dimensién m + 1
en M*™t1(c). Por lo tanto, aplicando un resultado de [47] (o por el Teo-
rema 1 de [22]), podemos afirmar que existe una inmersién slant con angulo
6 de M en M*™+1(c) con (3.2.10) como segunda forma fundamental, A como
operador de Weingarten y D como conexién normal. u
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3.3 Teorema de Unicidad.

El siguiente resultado nos proporciona condiciones suficientes para ase-
gurar la unicidad de una inmersion slant.

Teorema 3.3.1.— (Teorema de Unicidad.) Sean 2',2? : M — M*™*!(c)
dos inmersiones slant, con dngulo 0 (0 < § < 7/2), de una variedad Rieman-
niana coneza M, de dimension m+1, en el espacio de curvatura ¢—seccional
constante M*™1(¢). Denotemos por o' y o® las sequndas formas fundamen-
tales de x' y x? respectivamente. Supongamos que eziste un campo e x(M)
tal que

(Eip(é_p) = fzi(p), (331)
para 1 = 1,2 y para todo p € M y que
g (X,Y),6212) = g(o%(X,Y),6222), (3.3.2)

para cualesquiera campos vectoriales X,Y,Z tangentes a M. Supongamos
que, ademds, se verifica una de las condiciones siguientes:

() 0=r/2
(1) existe un punto p de M tal que Ty =T, en p,
(iti) c 41,
(iv) m=2.
Entonces, existe una isometria o de M*™+1(c) tal que 2' = @ o z2.

DEMOSTRACION: Sea p un punto cualquiera de M. Podemos suponer que
z'(p) = 2%(p) y que z}(p) = z%(p). En caso contrario, bastaria aplicar
una isometria de M?™+1(c) para estar en esta situacién. Tomemos entonces
una geodésica v tal que v(0) = p. Es suficiente probar que v = z'(7) y
¥2 = z*(7) coinciden. Sabemos ya que 7,(0) = 72(0) y que ¥1(0) = v35(0).

Sea ey, ...,em,€& una referencia ortonormal a lo largo de . Podemos
definir una referencia ortonormal a lo largo de v; y de v, como sigue. Tome-
mos, para cada t = 1,...,m,

A; = z:(es)), B = z}(ei),
Amyi = (fti(jii))*’ By = ({L'z(_ei))*a
A‘2m+1 = 51(6)7 B‘27n+1 = 'Bi(é)’



estando X* definido por (3.1.3). Dado que, en virtud de (3.1.15), o* =
—cscf(at)*, i = 1,2, la condicién (3.3.2) implica que a! = o?, lo que a su
vez implica que Ty = T5. Veamos con detalle este dltimo paso, adaptando la
demostracién del caso Kaehleriano presentada por Chen y Vrancken en [16].

Si se verifica la condicién (i), el paso anterior es obvio, pues entonces
T =T,=0.

Por otra parte, en virtud de (3.2.7), se tiene que, para todos X,Y,Z €
™

?

g(VxT)Y,Z) = ¢(VxTh)Y, Z),

pues o' = o2, lo cual implica que:
(VX(T} - Tz))y = 0.

Asi, si se verifica la condicién (ii), se sigue de aqui que Ty y 75 han de
coincidir en todos los puntos.

Supongamos ahora que se verifica la condicién (iii). Podemos suponer
también que 6 # w/2, pues, si no, estariamos de nuevo en el caso (i) y
habriamos terminado.

Como ¢ # 1, se deduce directamente de (3.2.8) que

9(h X, W)g(T1Y, Z) — (1 X, Z)g(T1Y, W)+

+29(X, T]Y)g(le, W) = g(T2X, W')g(TzY, Z)—
- g(T2X7 Z)g(T2K W) + Zg(Xa T2Y')g(T2za W)a (333)
para todos X,Y,Z, W € TM. Tomando X = W eY = Z en (3.3.3), se

tiene:
F X, VYY) = (X, TLY). (3.3.4)
Sean ahora e, = X y e; = T1X y supongamos que Thye; tuviera una
componente en la direccién de un vector es, que fuera ortogonal tanto a e;
como a e3. Entonces, se produce una contradiccion con (3.3.4), pues:

92(T261,63) = .(]2(T161,€3) = 92(62183) = 0.

Asi, aplicando (3.2.1), (3.2.5) y (3.2.6), deducimos que Tiv = =+Tyv para
cada vector tangente v.

Elegimos ahora una base ortonormal {e,....¢,,£} del espacio tangente
en un punto p. Siguiendo el razonamiento anterior, podemos afirmar que
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existen nimeros €; € {—1,1} tales que Tye; = ¢;Tze;, paratodoz =1,...,m.
Tenemos también que:

:tTl(ei + 6]') = Tz(ei + 6j) = g;Tie; + 5jTle,~.

Esta férmula prueba que todos los €; han de ser iguales. Como, ademas,
Ti¢ = T3¢ = 0, se verifica que Tyv = Tyv para todo v € T,M, o que T1v =
—T,v para todo v € T,M. Dado que M es conexa, esto implica que T3 = T
o que Ty = —T,. En el primer caso, habriamos acabado. Supongamos pues
que Ty = —1T15.

Como o! = o? = a, de (3.2.7) se sigue que

9(aX.Y),2) = g((X, 2),Y) — 9(X,Y)n(Z) + g(X, Z)n(Y), (3:3.5)

para todos XY, Z € TM.
Denotemos 77 = T'. Reescribiendo la ecuacion (3.2.9) para ambas inmer-
siones y usando el hecho de que Ty = —T; = —T, deducimos:

o((X, 2), TY )€ ~ g(a(¥, 2), TX)E + csc’ 6{Ta( X, a(¥, 7))~
~Ta(Y,a(X, 2)) + a(X, Ta(¥, 2)) - a(Y, Ta(X, 2))}+
+(sen20) = {g(X, TZYY —n(¥)€) - o(¥, TZ)(X — n(X)é)+
+29(X, TYY(Z - 5(Z)€)} = o. (3.3.6)
Por otra parte, en virtud de (3.2.1), (3.2.2), (3.2.6) y (3.3.5), se tiene
o(Ta(X,alY, 2)),W) = —gla(X,a(¥, 2)),TW) =

= —g(a(X,TW),a(Y, 2)), (3.3.7)

mientras que:

9(a(X,Ta(Y, Z)),W) =
= g(a(Xa W), TCY(Y, Z)) - _(](X, Ta(Y7 Z))77(W) (338)

Asi, tomando el producto escalar de (3.3.6) por un vector W, en virtud

de (3.3.7)—(3.3.8) resulta:

n(W)g(a(X, Z)v TY) - n(W)g(a(Y, Z)v TX)+
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Fesc? 0{—g(a(X, TW), (Y, 2)) + g(a(¥,TW), o(X, Z))+
+g(a(X, W), Ta(Y, 2)) + g(a(Y; 2), TX)n(W)-
~g(a(Y, W), Ta(X, 2)) - g(a(X, 2), TY (W) }+
+sen 05 {g(X, T2)g(Y, W) — (X, TZ)n(Y Jn(W)~
~g(¥, TZ)g(X, W) + g(¥, TZ)n(X)n(W)+
+29(X,TY)g(Z, W) — 29(X, TY )p(Z)n(W)} = 0. (3.3.9)

Si a se anulara idénticamente, entonces, como estamos suponiendo que
¢ # 1, llegariamos a una contradiccién con (3.3.9). Consideremos ahora un
punto p de M donde « no se anule. Denotemos por UM, el conjunto de
todos los vectores tangentes en p unitarios. Definimos en UM, la funcién:

flv) = g(a(v,v),v).

Se sabe que el conjunto UM, es compacto. Llamaremos UD, al conjunto
de los vectores de D, unitarios, es decir,

UD, = D,NUM,.

Como
D, = Q&I{O}a
siendo g¢, = ¢(+,&,), se tiene que D, es un cerrado en T, M, de donde se sigue
que UD, es cerrado en UM, y, por tanto, compacto. Asi, existe un vector

u € D, tal que f|p, alcanza un maximo absoluto en el vector u. Sea w un
vector unitario de D, ortogonal a u. Entonces, la funcién

g(t) = f(costu+ sent w)

verifica que ¢'(0) = 0 y ¢”(0) < 0. Puede verse que, en virtud de (3.3.5), la
primera condicién implica

g(a(u, u)’ w) = 0,

mientras que la segunda se reduce a:

|

g(a(u,w),w) < zg(a(u,u).u).

¢

[N
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Usando la simetria de «, se sigue entonces que podemos elegir una base

ortonormal {e; = u,es,...,en,} de D, tal que
06(61, 61) = ey,
aler,e) = ey, 1>1,

con \; <1/2X y Ay > 0.
Aplicando abora (3.3.9) con X = Z =W =¢; e Y = ¢;, tenemos:

-1
3sen*0——g(Ter,e) = —Nig(aler, Ter), )+

+Aig(ale;, Ter), er) + Mg(es, Ta(er, e)) — MAigle, Ter) =
= g(Tey, e)(=AF — M\
Asi,
c—1
4

Vamos a probar a continuacién que T'e; es un autovector de afey, -). Para
ello, aplicamos de nuevo (3.3.9). En primer lugar, tomamos X = Z = e;,
Y =e; y Z = ¢;. Entonces, se tiene:

9(Ter, e)( A2 + Mir; +3 sen®f) = 0. (3.3.10)

(=M 4+ Xk — M) g(Tej, e) — Mglales, e), Te) = 0. (3.3.11)
Intercambiando los indices ¢ y j en (3.3.11), obtenemos también:
(=22 £ M — Ad)g(Tejre) + hglalen ;). Ter) = 0. (3.3.12)
Sumando (3.3.11) y (3.3.12), se deduce:
9(Tej e)( i + X)(M — A=) = 0. (3.3.13)
Observemos que, como A; > 2);, el tercer término de (3.3.13) sélo puede
anularse si A; = A; = 1/2);.

Siponemos X =e;, Z =¢;,Y =¢; y W = ¢; en (3.3.9), tenemos:

—g(a(ei, e;),aler, Ter)) + Ajg(ale, €;), Ter) — Mg(alei, e;), Ter)—

—XXg(Tej,e;) — sen*0g(Te;, e;) = 0. (3.3.14)
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Intercambiando los indices ¢ y j en (3.3.14):

—9g(a(ei, e5), aler, Ter)) + Aig(alei, e5), Ter) — Mg(edei, e;), Ter)+

c—1
4
Restando (3.3.14) y (3.3.15), vemos que:

+ )\i)\jg(Tej, ei) +

senfg(Te;,e;) = 0. (3.3.15)

(A = Ai)glalei,e5), Ter) — 2XiX;9(Tej, e:)—

¢ —

1
-2 sen ‘0g(Te;, e;) = 0. (3.3.16)

Vamos a combinar de modo correcto las ecuaciones anteriores. En primer
lugar, tomando 7 = j en (3.3.11), tenemos que g(a(e;, €;),Te;) = 0. Asi, si v
es un autovector de a(eyq, ), se verifica:

g(efv,v),Te;) = 0. (3.3.17)

Entonces, si A\; = Aj, como e¢; + ¢; seria un autovalor de a(es, ), (3.3.17)
implica:
g(ale;,ej),Te;) = 0.

Consideramos los siguientes casos:

(a) Sino se verifica que \; = A; = 1/2)\; y \; + A; # 0, entonces (3.3.13)
implica claramente que g(Te;, €;) = 0.

(b) Supongamos que A\;+\; = 0, \; # 0. En este caso, (3.3.11) implica que
g(afeiej), Ter) = Xig(Te;,e;). Sustituyendo esto en (3.3.16), se tiene

que
c—1

sen *0g(Te;,e;) = 0

y asi, g(Tej, e;) = 0.
(c) Si Xi=); =0, se sigue de (3.3.16) que g(Te¢;,e;) = 0.
(d) Tenemos que A; = \; = 1/2);.

121



Supongamos que existiera un autovector no nulo v asociado a un autovalor
distinto de 1/2A;. Aplicando la discusién anterior, se sigue que T'v sélo puede
tener una componente en la direccién de e;, es decir,

Tv = pey,

de donde, aplicando T

Te; = ——v.

Esto implica que T'e; es un autovector. En caso contrario, es decir, si no
existe ningin autovector asociado a un autovalor distinto de 1/2);, entonces
afey, ) restringido al espacio < e; > sélo puede tener el autovalor 1/2A;.
Como T'e; es siempre ortogonal a e;, Te; habra de ser también en este caso
un autovector. Asi, T'e; es un autovector de «a(e;, ). Podemos suponer que
ez esta en la direccién de T'e;. Entonces,

afer,Te;) = ATe,
donde, en virtud de (3.3.10), A, verifica la ecuacién:

c—1

A2+ Mg +3 7

sen*d = 0. (3.3.18)
Sea e; ortogonal tanto a e; como a T'e;. Entonces, se sigue de (3.3.9) con
X=Z=e€,Y =€y W="Tey, que:
g(a(Ter,Ter),e;) = 0.
Asi; como g(a(Tey,Te;),Te;) =0y
g(a(Teq1,Ter),e1) = gla(Ter,e1),Ter) = Mg(Ter,Ter) = Ay cos’ ¥,

se tiene:

a(Tey, Te;) = Aycos® ey,
Apliquemos (3.3.9) una vez mds. Tomando en esta ocasion X = Z =
W =Te; e Y = ey, obtenemos

c—1

M + X - 3

sen?d = 0, (3.3.19)
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pues cos§ # 0, al ser § # 7/2. Asi, restando (3.3.18) y (3.3.19), llegamos a
que

g—(c —1)sen*d = 0,
lo cual es contradictorio con ¢ # 1y 8 # 0. Por lo tanto, en el caso (iii) no
puede ser Ty = —T, y, por tanto, T} = T, también en este caso.

Por dltimo, supongamos que se verifica la hipétesis (iv), es decir, m = 2.
De nuevo, podemos suponer que 8 # 7 /2. Sea p € M y e; un vector unitario
en p, ortogonal a ¢,. Entonces, {e;,secfTje;} es una base ortonormal de D,.
Como g(Tye1,e1) =0y n(Teey) = 0, The; ha de tener la misma direccién que
Tyey. Ahora bien, dado que

9(Tzey, Toey) = cos’® = g(Tiey,Tier),
ha de ser The, = +Tje;.

Asi, dada una base ortonormal {e;,e;} de D,, existirdn €1,¢; € {—1,1}
tales que Tye; = ¢;Ty¢;, para 1 = 1,2. Razonando como al principio de la
demostracion del caso (iii), deducimos que Tyv = T,v, para todo v € T,M, o
bien Tyv = —T,v, para todo v € T,M. Como M es conexa, ha de ser T1 = T
o Ty = —T5. Si suponemos que se verifica la segunda ecuacién, razonando de
manera analoga al caso anterior, llegariamos a contradiccién. Por lo tanto,
se tiene de nuevo que Ty = Ty.

Luego, hemos visto que, en cualquiera de las condiciones (1)—(4), se tiene
que, dado que o = o2, T} = Ts.

Continuemos con la demostracién. Veamos ahora que

9(71, Ax) = 9(3, B) (3.3.20)

para todo k =1,...,2m + 1. En efecto, se tiene

g(zly,zl(er)) = g(v,ex), sii=1,...,m,

97 A = { g(a, (2 (erm))) = 0, sii=m+1,...,2m,

g(zly 2l (€)) = g(+,&), sii=2m+1,

obteniéndose expresiones analogas para ¢(vj, By).
Comprobemos a continuacién que

g(%W{Ak,Al) = g(%’,yéBk,Bl), (3321)
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para todo k,l =1,...,2m+1. Para ello, bastara calcular ambos miembros de
la. ecuacién y comparar los resultados obtenidos. Vamos a hallar (Vo Ay, A)
para los distintos valores de k, I, siendo andlogos los célculos para el segundo
miembro de (3.3.21). Distinguiremos los siguientes casos:

Caso 1.- k =1,...,m. En virtud de la ecuacién de Gauss, se tiene que:

g(ﬂﬁW{Ak,Al) = g(Vpal(er), A) = 9(ziVer + (7, er), Ar). (3.3.22)

TxY %

Encontramos los siguientes subcasos.
Caso 1.1.- I =1,...,m. La ecuacién (3.3.22) es igual a:

9(ziV e, zi(e)) = g(Voyer, e). (3.3.23)

vaso 1.2- l=m+1,...,2m. La ecuacién (3.3.22) es igual a:

9(a' (Vs er), (zi(e1-m))”) = cscOg(a (7', ex), dzi(e1—m))- (3.3.24)
2as0 1.3.- I = 2m + 1. La ecuacién (3.3.22) es igual a:
g(xlv’v’ekvxl(f_)) = g(vv’ekag)- (3.3.25)

Caso 2.- k =m+1,...,2m. En virtud de la ecuacién de Weingarten, se
tiene que:

IV A, A) = gV (el (enm))™ A1) =
= 9(—A;zi(ek_m))*wl7, + Daay(zi(ex-m))*, A1) (3.3.26)

Encontramos los siguientes subcasos.

Caso 2.1.-1=1,...,m. En virtud de (0.1.3), la ecuacién (3.3.26) es igual

a:
~9( Ay ezt oale) = —g(0' (7. @1), (wX(erm))") =
= —cscly(a'(v, e), pro(er—m))- (3.3.27)
Caso 2.2.- [=m +1,...,2m. La ecuacién (3.3.26) es igual a

g(Dxi'y’(ml(ek—m))*v (xi(el—-m))*)a
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expresion que, en virtud de (3.1.20), (3.1.3) y de la Proposicién 1.2.3, se
transforma en:

I(Voyer-m)” + csc” 0{T1a" (7, exm) + &' (7', Tier-m)}", (z2(e1-m))") =

= g(Vyerm + csc® 0{Tya* (v, k-m) + (Y, Ther_m)}, €1-m). (3.3.28)

Caso 2.3.- | = 2m + 1. De manera analoga al Caso 2.1, se obtiene que,
en virtud de (0.3.11), (3.1.3) y de la Proposicién 1.2.3, la ecuacién (3.3.26)
es igual a

~9(AGiey 27, 22(6)) = —9(a' (7€), (eller-m))”) =

= g(N'y,cscON'er_p) = senb g(~', ex—m)- (3.3.29)

Caso 3.- k = 2m + 1. En virtud de la ecuacién de Gauss, se tiene:
IV A A) = g(Vaat(6), A) = g(z!Vy€ +a'(7,E), A). (3.3.30)

Encontramos los siguientes subcasos.
Caso 3.1.- I =1,...,m. La ecuacién (3.3.30) es igual a:

9(ziV € 2l (er)) = g(Vy€ e). (3.3.31)
Caso 3.2.- I =m +1,...,2m. Siguiendo los razonamientos del Caso 2.3,

se tiene que la ecuacién (3.3.30) es igual a:
9@ (7,6, (za(er-m))) = —send g(' e1om). (3.3.32)

Caso 3.3.- | = 2m + 1. En virtud de (0.2.11) v (3.3.1), se tiene directa-

mente:

9(Vo; Asmir, Armi) = —g($7.€) = 0. (3.3.33)

Es facil ver que los valores de g(VA By, B;) seran analogos a (3.3.23)-
(3.3.25), (3.3.27)—(3.3.29) y (3.3.31)~(3. 3, 33), cambiando el 1, cuando apa-
rezca, por un 2. Entonces, dado que o' = o y Ty = T, y teniendo en cuenta
la hipétesis (3.3.2), se sigue que la ecuacién (3.3.21) se verifica. Por tanto,
en virtud de las ecuaciones (3.3.20), (3.3.21) y de la Proposicién 3 de [34], se
tiene que vy = ;. o



3.4 Algunas Aplicaciones.

Presentamos en esta seccién dos aplicaciones del Teorema de Existen-
cia de inmersiones slant. La primera de dichas aplicaciones nos proveera
de muiltiples ejemplos de subvariedades slant tridimensionales de M°(—3).
Ademés, podremos encontrarlas con curvatura escalar o media prefijadas.
En cuanto a la segunda aplicacién, es de interés para nuestro estudio pues
nos proporcionaré ejemplos de subvariedades slant en otro espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante, M®(—T).

Sean ¥ = v(z), ¥; = ¥i(x), i = 1,...,3, cuatro funciones definidas

en un intervalo abierto que contenga al 0. Sean ¢ y 6 dos constantes con
0 < 6 < /2. Definimos:

f(z) = exp (/ wg(:c)dx> (3.4.1)

Sea M un abierto simplemente conexo, entorno del origen (0,0,0) € R?,
sea

n = dz + 2(cos 0) f(z)ydx (3.4.2)
y consideramos sobre M la métrica:
g = n®n+(dz®dz + f(z)dy ® dy). (3.4.3)
Sean ahora:
0 0 10 0
2y = — —2(c — = —— = —. 3.44
€1 e 2(cos O)f(w)yaz, €9 9y £ 52 ( )

Entonces, es facil comprobar que {e;, €5,¢} es una referencia ortonormal
de TM y que 7 es la 1-forma dual de £. Ademas, en virtud de (3.4.1),

f@o L, 0 [
ey T2 T TR

= —zey + 2cos OE,

ey +2cos bt =

[617 62] =

mientras que:

[e1,€] = [e2,¢] = 0.
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Asi, si consideramos la conexién de Levi-Civita asociada a g, podemos
obtener:

Veer = 0, Ve ez = cosbf, V& = —cosbey,
ve2 € = ¢‘362 — COS 95, Vez €y = —"(/)361, Vezf = COS 081,
Veey = —cosbey, Veea = cosbfe;, V€& = 0.

A continuacién, definimos el tensor ¢ dado por:
der = ey, ey = —e1, ¢ = 0.
Se comprueba ficilmente que
#*X = —X +n(X)¢, (3.4.5)

9(6X,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y),

para todos X,Y € TM. Por tanto, (M,¢,€,1,9) es una variedad casi—
contacto métrica. Ademas, se tiene que:

(Vxd)Y = cosb(g(X,Y)¢ —n(Y)X). (3.4.6)
Definiendo entonces T' = cos 0 ¢, es facil comprobar que
Te, = cosfey,, Tey; = —cosbe;, TE = 0, (3.4.7)
mientras, de (3.4.5) y (3.4.6) se siguen
T®°X = —cos’9(X — n(X)%), (3.4.8)

(VxT)Y = cos’8(g(X,Y)¢é —n(Y)X), (3.4.9)

respectivamente. Como (¢,&,7,g) es una estructura casi-contacto métrica
sobre M, se verifica la ecuacién (0.2.7), que a su vez implica

g(TX,Y)+9(X,TY) = 0, (3.4.10)
para todos X,Y € TM. También se comprueba facilmente que
Vx¢ = -TX, (3.4.11)

para todo X € TM.
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Definimos en M la forma bilineal simétrica a valuada en 7'M dada por:

afer, e1) = er+iPres, aler, ex) = e +1hgeq, aler,€) = sen *fe;, (3.4.12)

afes, €2) = hrey — Prea, afez, ) = sen?0ey, a(£,€) = 0. (3.4.13)

En primer lugar, se verifican directamente:
9((X,Y),6) = 0, (3.4.14)
a(X, &) = sen’®0(X — p(X)¢E). (3.4.15)

Por otra parte, para todos X,Y,Z € TM:
9(X,Y),Z) - g(a(X, 2).Y) =
= —sen’0(g(X,Y)n(Z) - g(X. Z)n(Y)). (3.4.16)
Asi, en virtud de (3.4.9) y (3.4.16), obtenemos:
J(VxT)Y,Z) = g(a(X.,Y),Z) - gla(X, Z).Y )+
+9(X,Y)n(Z) — g(X, Z)n(Y). (3.4.17)

En resumen, (3.4.7), (3.4.14), (3.4.11), (3.4.15). (3.4.8), (3.4.10) y (3.4.17)
implican que (M, g,¢,T, @) verifica las condiciones (3.2.1)~(3.2.7) del Teo-
rema de Existencia, respectivamente. A continuacién, hallaremos los requi-
sitos necesarios para que se verifiquen las dos condiciones restantes.

En primer lugar, expresamos los campos X, Y. Z, W en funcién de la base
de campos {e1, €3,¢}. Teniendo en cuenta que, en condiciones de regularidad
suficiente, se verifican

ei(ea(h)) = es(er(h)) — vaex(h) + 2 cos OE(R),

e1(§(h)) = &(ex(h)).
es(§(h)) = £(ea(R)).
para toda funcién diferenciable k, puede probarse? que M verifica la condicién

(3.2.8) si y sélo si:

Wy = —3 — csc? O{ahrpy — 2p2 — 2} — %3(1 +3cos*h).  (3.4.18)

20mitimos los detalles concretos de dicha prueba, dada su longitud. Recomendamos la

utilizacién de algin programa de calculo simbélico para llevar a cabo tanto estos calculos
como los siguientes.
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Por otra parte, siguiendo las mismas técnicas, llegamos a la conclusion
de que M verifica (3.2.9) si se cumplen las siguientes ecuaciones:

Py = (=2t + )ip3 — csc b cot B3y + )¢,

, c+3

—3eh1tps + csc B cot Oy + ¥)2 + 3

=
l

sen 26 cos 0, (3.4.19)

c+3
4

P = —3tp1ths + cschcot O(the + ¥)hy — 3 sen 20 cos 0. (3.4.20)

Pero, para que se tengan simultdneamente (3.4.19) y (3.4.20), es necesario
y suficiente que:

c+3

sen 20 cosf = 0.

Ahora bien, como 0 < # < 7/2, sabemos que sen ?§ # 0. Por tanto, ha de
ser ¢ = —3 6 cosf = 0, siendo esto tltimo equivalente a decir que § = /2.
Eligiendo la primera opcién, obtenemos el siguiente resultado de existencia
de subvariedades slant propias y anti-invariantes en M°(—3).

Teorema 3.4.1.— Sean ¥ = t(z) una funcidn definida en un intervalo
abierto que contenga al 0 y a1, as,as3,0 cuatro constantes con 0 < § < 7/2.
Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden

Yy = —3y1ys + cschcot Oy + ¥)y2
yh = (—2ys+)ys — cschcot B(ys + ¥)n
yh = —y2—csc?0(xpys — 2y — y3)

con las condiciones iniciales:

y1(0) = ay, y2(0) = a, y3(0) = as.

Sean 1, Py y 13 las tres componentes de la inica solucion de dicho sistema
en un intervalo abierto que contiene al 0. Sea M un abierto simplemente
conezo, entorno del origen (0,0,0) € R3. Definimos sobre M la métrica
dada por (3.4.1)-(8.4.3). Entonces, existe una inmersion slant, con dngulo
0, de (M, g) en M*(-3), cuya sequnda forma fundamental viene dada por

o(X,Y) = csc?0(Ta(X,Y) — ¢a(X,Y)), (3.4.21)
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donde « estd definida por (3.4.12)-(3.4.13).

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de los desarrollos anteriores y
de la aplicacién directa del Teorema de Existencia. a

Si tomamos § = /2, podemos enunciar el siguiente teorema de exis-
tencia de subvariedades anti-invariantes en cualquier espacio de curvatura
¢—seccional constante c.

Teorema 3.4.2.— Sean ¥ = (z) una funcion definida en un intervalo
abierto que contenga al 0 y a1, ay,as,c cuatro constantes. Consideremos el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

[l

¥, = —3y1ys + cschcot B(yz + ¥)ya
Ya (—2y2 + )ys — csc O cot B(y2 + )
y3 = —y3—csc? O(shys — 297 —y3) — (c +3)/4

con las condiciones iniciales:

il

y1(0) = as, y2(0) = ao, y3(0) = as.

Sean 1, 1y y 13 las tres componentes de la inica solucion de dicho sistema
en un intervalo abierto que contiene al 0. Sea M un abierto simplemente
conezo, entorno del origen (0,0,0) € R3. Definimos sobre M la mélrica
dada por (3.4.1)-(3.4.3). Entonces, existe una inmersion anti-invariante de
(M, g) en M®(c), cuya segunda forma fundamental viene dada por

o(X,Y) = —da(X,Y), (3.4.22)
donde o estd definida por (3.4.12)-(3.4.13).

Podemos deducir de manera inmediata del Teorema 3.4.1 los siguientes
resultados de existencia de subvariedades slant con curvatura escalar o cur-
vatura media predeterminadas.

Corolario 3.4.3.— Dadas una constante 6 con 0 < 8 < 7/2 y una funcidn
Fy = Fi(z), existen subvariedades §-slant tridimensionales en M>(—3) con
curvatura escalar F;.
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DEMOSTRACION: Elegimos (M, g) tal y como se describe en el Teorema
3.4.1. Si consideramos la conexién de Levi—Civita asociada a g y tomamos
la referencia ortonormal {eq, e2,¢} dada por (3.4.4), se tienen:

R(ei,eg;eq,e1) = —thy — b3 — 3cos? 6,
R(e1, &€, e1) = R(ey, &€, €3) = cos®h.
Esto implica que la curvatura escalar de M viene dada por
T = 1/3(—4} — 2 — cos®0),
expresion que, en virtud de (3.4.18) (con ¢ = —3), se transforma en:
3sen?0 7 = thipy — 22 — p2 — sen?6 cos® 6.

Asi, para terminar la demostracién, basta considerar ay # 0, elegir v
como una funcién que satisfaga la ecuacion

3sen?0 Fy = ipy — 20p2 — b2 — sen?0 cos’ 0
y aplicar el Teorema 3.4.1. =

Corolario 3.4.4.— Dadas una constante 6 con 0 < § < /2 y una funcion
Fy = Fy(z), existen subvariedades -slant tridimensionales en M°(—3) con
curvatura media F.

DEMOSTRACION: Elegimos (M, g) tal y como se describe en el Teorema
3.4.1. Tomamos la referencia ortonormal {e;,e;, ¢} dada por (3.4.4). Al
aplicar el Teorema 3.4.1, la inmersién slant correspondiente tendra segunda
forma fundamental dada por (3.4.21). Entonces, un célculo directo del vector
curvatura media tendria como resultado

H = ——%csc2 0( + ¥2)Neq,
de donde la curvatura media seria:
1
|H| = 3 csc (v + 1,).

Asi, la demostracién se acaba eligiendo 1 = 3sen 0F, — 1, y aplicando
directamente el Teorema 3.4.1. . 0
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Obtenemos también los corolarios andlogos para el Teorema 3.4.2:

Corolario 3.4.5.— Dadas una constante ¢ y una funcidn Fy = Fi(z), exis-
ten subvariedades anti-invariantes tridimensionales en M°(c) con curvatura
escalar Fy.

DEMOSTRACION: Procedemos como en el Corolario 3.4.3. En este caso,
dado que 8 = 7/2, la curvatura escalar de M verifica, en virtud de (3.4.18),
la ecuacion:

c+3

T o= 13— 2 ¥+ ).

Asi, para obtener el corolario basta considerar a; # 0, elegir 1 como una
funcién que satisfaga la ecuacion

c+3

3F, = ¢¢2~2¢f"¢%+”4—

y aplicar el Teorema 3.4.2. o

Corolario 3.4.6.— Dadas una constante c y una funcidn Fy = Fy(z), exis-
ten subvariedades anti-invariantes tridimensionales en M>(c) con curvatura
media F.

DEMOSTRACION: Seguimos ahora los pasos del Corolario 3.4.4. En este
caso, al venir dada la segunda forma fundamental por (3.4.22), la curvatura
media de una subvariedad anti-invariante obtenida mediante el Teorema 3.4.2
vendria dada por:

H] = 306+ o)

Asi, concluimos la demostracién eligiendo 1 = 3F; — ¢, y aplicando
directamente el Teorema 3.4.2. -

En particular, los cuatro corolarios anteriores se pueden aplicar si las
curvaturas escalar o media son constantes.

Exponemos a continuacién la segunda aplicacién del Teorema de Existen-
cia. Dicha aplicacién nos proporciona los primeros ejemplos de subvariedades

slant propias en un espacio de curvatura ¢-seccional constante distinto de
R2mH1

1
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Proposicién 3.4.7.— Para cada constante 6 con 0 < § < /2, eziste una
subvariedad 6-slant tridimensional en M*(—T7) con curvatura media cons-
tante no nula y curvatura escalar constante negativa.

DEMOSTRACION: Dada una constante § con 0 < 6 < 7/2, elegimos dos
constantes no nulas g, tales que

B2+~ = 4cos?d. (3.4.23)

Sean a, b, c las constantes definidas por:

1 6
a; = -—sen’fsec’ G(Zﬂ3 — ;ﬂ cos® 0 + 3 cos6), (3.4.24)
ay = ~senZ?fsec® 0(%ﬂ2 — cos? ), (3.4.25)
1 I . 1
az = —Qsen’fsec’ H(Zﬁ2 —3 cos’ 0 + 572). (3.4.26)

Sea M la variedad R® y sea la 1-forma #:
n = dz+ 2cosfe " dy.
Consideramos sobre M la métrica g dada por:
g = @+ (dr@dr — fe " (dz ® dy + dy @ dz) + (8% +~*)e " dy 2 dy).

Sean:

0 1 0 vz O 0
— S _— e — = -—. 3.4.27
e1 E es " (ﬂ8m+e 3y ZCOSGaZ) , £ (3 )

Entonces, ey, e3,¢ constituyen una referencia ortonormal para (M.g) y 7
es la 1-forma dual de {. Ademaés, se halla directamente que

0
le1,e2] = 6“-5?; = ey — e + 2cos O¢,

mientras que:

[@175] = [6275] = 0.
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Asi, si consideramos la conexién de Levi-Civita asociada a g, podemos
calcular:

Veer = fey, Vees = —fercosfE, Vel = —cosbe,
Ve,e1 = —vea—cosbf, Ve = 7er, Ve,& = cosbe,
Veer = —cosfbey, Vees = cosbey, Ve = 0.

A partir de estas igualdades, obtenemos
R(e1,ez;e2,e1) = —f% — 4% — cos? 0,
R(e1,&;6,e1) = Rles, &€, e3) = cos®0,
de donde se sigue que la curvatura escalar de M viene dada por:
T = é—(—ﬂz —~% 4 cos? 8).
Entonces, en virtud de (3.4.23):
T = —cos’0 < 0. (3.4.28)

Definimos en M una forma bilineal simétrica a valuada en M mediante
las igualdades:

aler, e1) = arer + azey, ez, e2) = aze; — azez, a(€,€) =0,  (3.4.29)

aer, e3) = —aze; + asey, afey,€) = sen’fe;, aley,€) = sen’fe;. (3.4.30)

Sea T el endomorfismo de T'M definido por:
Te, = cosfey, Tey = —cosbe;, T¢ = 0. (3.4.31)

Mediante un cdlculo directo, se comprueba que, en virtud de las ecua-
ciones (3.4.24)—(3.4.26) y (3.4.29)-(3.4.31), (M,¢. T, «) verifica las condi-
ciones (3.2.1)-(3.2.7) del Teorema de Existencia para cualquier valor de c.

Para la comprobacién de la condicion (3.2.8). expresamos los campos
X,Y,Z,W en funcién de la base de campos {e;, ¢;.£}. Teniendo en cuenta

(3.4.23) y que, en condiciones de regularidad suficiente, (3.4.27) implica que

of

ei(exf)) = exlen(f)) + €™ dy’
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e1(é(f)) = &ex(F)),
e2({(f)) = £(ea(S)),

para toda funcién diferenciable f, puede probarse que M verifica dicha
condicién si y sélo si se tienen las ecuaciones:

c+3 e—1

= —cos?#, (3.4.32)
4 4

sen 26 —

c+3
4

Ahora bien, es inmediato que la ecuacién (3.4.32) es en realidad una
identidad para cualquier valor de c. Sin embargo, al imponer (3.4.33), ha de
cumplirse que ¢ = —7. Un célculo sencillo pero extremadamente largo nos
asegura que, en estas condiciones, también se tiene (3.2.9).

Entonces, el Teorema de Existencia implica que existe una inmersién
slant, con angulo 6, de (M, g) en M>5(=T7), cuya segunda forma fundamental
viene dada por o = csc? §(Ta — ¢a). Asi, en virtud de (3.4.29) se obtienen:

sen 20 +

+3c; L cos20 = —Tcos?6. (3.4.33)

oler,e1) = —csc?(a;Ney + azNey),

o(eg,e3) = —csc®f(azNey — asNey),

de donde, en virtud de (3.4.24) y (3.4.26):

(3.4.34)

Como 0 y 3 son constantes tales que 0 < § < /2y f # 0, en virtud de
(3.4.28) y (3.4.34), M tiene curvatura escalar constante negativa y curvatura
media constante no nula. U



Capitulo 4

Subvariedades Semi—slant

Estudiamos en este capitulo una extensién de las subvariedades slant de
una variedad casi-contacto métrica. En [33], Neculai Papaghiuc introdujo la
nocién de subvariedad semi-slant de una variedad Kaehleriana, definiéndola
como aquella subvariedad cuyo fibrado tangente admite una descomposicion
ortogonal en dos distribuciones, siendo una de ellas compleja y la otra slant
con angulo no nulo.

En el primer capitulo de esta memoria presentamos la definicién de dis-
tribucién slant en una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica
(Definicién 1.1.4). Asi, nos sera sencillo adaptar la definicién anterior, obte-
niendo las subvariedades semi-slant en la geometria de contacto.

Llevaremos a cabo dicha tarea en la Seccién 4.3. Previamente, en la
Seccién 4.1 estudiaremos dos ejemplos de cémo a partir de las subvariedades
slant de una variedad casi—contacto métrica, podemos obtener subvariedades
semi-slant de una variedad casi Hermitica, y viceversa. Esto pondrd de
manifiesto la importancia de la relacién entre dichos conceptos.

Por otra parte, en la Seccién 4.2, introduciremos la definicién de una clase
mas general de subvariedades, que llamaremos subvariedades bi-slant. Como
caso particularmente importante de dichas subvariedades, obtendremos las
semi-slant.
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4.1 Subvariedades Slant y Semi-slant.

Tal y como anuncidbamos en la introduccién de este capitulo, estudiare-
mos a continuacién el paso entre subvariedades slant de una variedad casi-
contacto métrica y subvariedades semi-slant de una variedad casi Hermitica.
Para ello, emplearemos dos ejemplos clasicos que relacionan dichas variedades
(ver [4, 52]).

En primer lugar, partimos de una variedad casi—contacto métrica, que
seguiremos denotando por (M ¢,€,1,9). Consideremos la variedad M x R.
Denotamos un campo vectorial de M xR por (X, f dt) donde X es tangente

a M, t es la coordenada de R y f es una funcién diferenciable en M x R.
Definimos en esta variedad la estructura casi—compleja J dada por:

d d
f) = (8X = f&n(X)2)- (4.1.1)

J(X,
Entonces, se sabe que (M x R, J,¢1) es una variedad casi Hermitica,
donde ¢; denota la métrica producto:

(X, F1 (G = g(XY)+ Ih

Precisamente, ésta es la construccién clésica que se emplea para definir
la nocién de normalidad en variedades casi—contacto. Asi, se dice que M es
normal si y sélo si M x R es una variedad Hermitica. Es facil ver que esta
definicién es equivalente a la que recordamos en el capitulo de preliminares

(ver (0.2.13)).

Nota 4.1.1.— Examinemos brevemente bajo qué condiciones sobre M ob-
tenemos una estructura Kaehleriana para M xR.

Sean ® la 2-forma fundamental de M y w la forma de Kaehler de M xR.
Puede verse, mediante un simple célculo, que

(X, F3) (V) = (X,Y) = hn(X) + (Y,

d d
h (2 17)) =

= 3d®(X,Y, Z) — 2dy(X,Y) + 2hdy(X, Z) — 2fdn(Y, Z), -

3dw = ((X,fd ) (Vs h
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para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z tangentes a~M y para cuales-
quiera funciones diferenciables f,h,l en M x R. Asi, si M es una variedad
de contacto, d® = 0, pero dw # 0. En el caso en que M sea una variedad
casi coszmplectzca (ver [20]), es decir, si d® = dn = 0, entonces dw = 0y
M x R es _casi-Kaehler. Por tanto, si M es normal y casi cosimpléctica, se
tiene que M x R es Kaehleriana.

El siguiente resultado nos permite obtener subvariedades semi-slant en
MxRa partir de subvariedades slant de M.

Teorema 4.1.2.— Sean M una variedad casi—contacto métrica y M una
subvariedad slant no invariante de M. Denotemos por D la distribucion
ortogonal a £ en M. Entonces M x R es una subvariedad semi-slant de
M x R, con distribucion compleja

= < (£,0),(0, %) > (4.1.2)

y distribucion slant:

D, = {(X,0)/ X € D}. (4.1.3)

DEMOSTRACION: Es inmediato observar que las distribuciones D; y D,
dadas por (4.1.2) y (4.1.3) son ortogonales y que T'(M x R) = D; ® D,.
Ademés, D; es una distribucién compleja, dado que, en virtud de (4.1.1),

J(E0) = (0,5)

y, por tanto:
d
J(O7 (_ﬁ) - _(670)

Veamos por tltimo que D, es una distribucién slant (en el sentido de
[33]). Para ello, basta probar que, para todo X € D,

[P(X,0)|
(X, 0)]

es constante. Es facil ver que P(X,0) = (T X,0). Asi,

P(X,0)] _ |TX]
X0 T X

= cos#f,
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siendo 6 el dngulo slant de M. U

Nota 4.1.3.— Hemos excluido el caso invariante en el teorema anterior
pues en la definicién de subvariedad semi-slant dada en [33] se pide que la
distribucién slant tenga angulo no nulo. No obstante, es facil determinar
qué ocurre en este caso. Asi, siguiendo el mismo razonamiento que antes, se
comprueba facilmente que si M es una subvariedad invariante de M, entonces
M x R es una subvariedad invariante de M x R.

El segundo ejemplo clésico fue desarrollado por Tashiro en [42]. Partimos
ahora de una variedad casi Hermitica V con estructura casi-compleja J.
Sea M — V una hipersuperficie orientable, isométricamente inmersa en 1 V.
Denotaremos por g tanto la métrica de ¥ como la métrica inducida en M.

Sea C' la normal unitaria a M. Entonces, § = —JC es tangente a M. Se
definen ¢ y n por

= ¢X 4+ (X)C, (4.1.4)

cuando X es tangente a M. A partir de esta expresién es inmediato pro-
bar que se verifican las ecuaciones (0.2.1)-(0.2.6). Asi, (¢,€,m,9) es una
estructura casi—contacto métrica en M.

Nota 4.1.4.— En las condiciones anteriores, se puede probar que la variedad
M es normal si y sélo si ¢ es un campo de Killing [52]. Por otra parte, si
denotamos por A el operador de Weingarten de la inmersién de M en V' y
suponemos que V es una variedad Kaehleriana, se tiene que M es Sasakiana
si y sélo si existe una funcién f tal que A = —1 + fn ® £, donde I denota la
identidad.

Sea V < V una inmersién tal que C' y ¢ sean tangentes a V. Denotemos
por D; la distribucién en TV generada por C' y €,

D, =< C,€é>

y por D, la distribucién ortogonal de la anterior en T'V. Supongamos que
existen una hipersuperficie orientable M < V, normal a C' y una inmersién
M — M tales que el siguiente diagrama sea conmutativo:

>

- Rl
{
< — <



Podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 4.1.5.— En las condiciones anteriores, M es una subvariedad slant
de M, con dngulo slant 6 # 0, st y sélo s1 V' es una subvariedad semi-slant
de V, con distribucion invariante D, y distribucion 0-slant D,.

DEMOSTRACION: Dado que ¢ = —JC por definicidn, resulta evidente que D,
es siempre una distribucién invariante. Asi, basta probar que M es slant si y
s6lo si D, es una distribucién slant en V. Ahora bien, con las identificaciones
usuales, podemos escribir:

TM = Dy <&>.

Asi, en virtud de la Proposicién 1.1.7, decir que M sea una subvariedad
slant es equivalente a afirmar que la distribucién D, sea slant, considerando
la estructura casi-contacto ¢. Pero, dado que, en virtud de (4.1.4), ¢ y
J coinciden sobre D,, lo anterior serd equivalente a decir que D; sea una
distribucién slant de V, con el mismo 4ngulo. Esto concluye la prueba. 0O

Nota 4.1.6.— Al igual que antes, podemos completar el resultado anterior
observando que M es invariante si y sélo si la distribucién D, es invariante,
lo cual implica que V es invariante. Es mds, de ser V invariante se deduce
también que D, ha de ser invariante. En efecto, dado X € D;, JX € TV.
Ahora bien, se verifican:

g(JX,C) = —g(X,JC) = g(X,f) = 0,

g(JX,f) = —g(X7']€) = —'g(X7C) = 0.

Asi, JX € D,. Asi, podemos afirmar que M es invariante si y solo si V
lo es.

4.2 Subvariedades Bi—slant.

En esta seccién introducimos la nocién de subvariedad bi-slant como una
generalizaciéon natural de las subvariedades slant. Para ello, empleamos el
concepto de distribucién slant en una subvariedad de una variedad casi—
contacto métrica, presentado en la Definicién 1.1.4.

)
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Sea M una variedad Riemanniana isométricamente inmersa en una varie-
dad casi—contacto métrica M, tal que £ € TM.

Definicién 4.2.1.— Diremos que M es una subvariedad bi-slant de M si
eristen dos distribuciones ortogonales Dy y Dy en M tales que:

(i) TM admite la descomposicion en suma directa ortogonal:

TM = D, Db <& >.

(i) Parai=1,2, D; es una distribucidon slant con dngulo slant 0;.

Dada una subvariedad bi-slant M, para todo X € T'M podemos escribir

donde denotamos por P;X la componente de X en D;, para z = 1,2. En
particular, si X € D;, se obtiene X = P:X. Si definimos T; = P, o T, se
tendra que

para todo X € TM, dado que n(¢X) = 0.

Denotemos por dy (resp. d;) la dimensién de la distribucién D; (resp.
D,). En virtud de la Proposicién 1.1.7, si d; 6 dz es cero, la subvarie-
dad bi-slant es una subvariedad slant. Asi, las subvariedades slant (entre
las cuales se encuentran, como ya sabemos, las subvariedades invariantes y
anti-invariantes) son casos particulares de subvariedades bi-slant. Ademas,
podemos encontrar facilmente ejemplos de subvariedades bi-slant tales que
ambas distribuciones slant sean no triviales.

Ejemplo 4.2.2.— Dados 6;,0, € [0,7/2],
z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,0,vcosb,vsen by, scos bz, ssen b, t)

define una subvariedad bi-slant M de dimensién 5 con angulos slant 8; y 6,
en R? con su estructura Sasakiana usual (¢o,&,7,9).
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En efecto, es facil ver que

0 0
o = Agg+vg):
eq = cosgl( 3 1)a—l— sen 64 (2 % )
ez = (6x3 +y 32) ; (4.2.3)
eqg = cosBy(2 3y =3) + sen62(2——)
es = 245 = ¢

0z
forman una referencia local ortonormal de 7M. Definimos las distribuciones:
Dy = < ep,€3 >, Dy = < ez, eq>.

Entonces, estéd claro que TM = D; & Do® < £ >. Veamos que D; es una
distribucién slant con dngulo 6;, para ¢ = 1,2. Se calcula directamente que:

0
poer = —2(5&;),
0 0 0 5, 0
doey = c030182(5;+y16—z)+ sen 8; - (() 5 Ty ()z) s
boca _2(8_313)’ (4.2.4)
T Y 9
¢064 = COSUy 2(5;5 +y a )-l' sen92 2(0 +y é_)

d)oes = 0.

Asi, dado X € D; no nulo, podemos escribir X = X'e; + X?e;, de donde
$oX = X'doe; + X%¢poey. En virtud de los calculos anteriores,

T'X = g(¢oX,e1)er + g(PoX,ez)es = cosby X?%e; —cos 0y X'e,,
lo cual implica que:
ITiX)? = cos?0,((X1)* + (X?)?). (4.2.5)
Ahora bien, |X|? = (X')? + (X?)2, de donde se sigue, junto con (4.2.5),

que
9(doX, T X) _ T, X|
|po X ||T1 X | | X

= cosfy,
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es decir, el angulo entre ¢oX y D; es la constante 6;. Esto indica, por
definicién, que D; es una distribucién slant con dangulo #;. Anéalogamente, se
puede probar que D, es una distribucién slant con angulo 0;.

En particular, si consideramos en el Ejemplo 4.2.2 que §; = 8; = 0, resulta
que la subvariedad M es #-slant. En efecto, puede comprobarse que, en tal
caso, si expresamos X € T'M en funcién de la referencia local ortonormal
{e1,...,es} enlaforma X = $°1_, X'e; + n(X)¢, se tiene que:

TX = cosB(X%e; — Xley + Xes — X3e4).
Asi,
|TX]
X — 72(X)

siempre que X no sea proporcional a &, es decir, M es slant.
Sin embargo, éste no es un hecho general, tal y como pone de manifiesto
el siguiente ejemplo:

= cos¥,

Ejemplo 4.2.3.— Sea 6, € [0,7/2] cualquiera. Elegimos 6, € (0,7/2] tal
que:

cos 6,
= cosbs. 4.2.6
\/§ 2 ( )
Entonces,
z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,u,vcosf,vsenb,scosby,ssenby,t)

define una subvariedad bi-slant M de dimensién 5 en (R, ¢0,&,7,9), con
ambos angulos slant iguales a 65, tal que no es slant.

Comprobemos que M es bi-slant. De manera similar a como hicimos

antes, podemos elegir una referencia local ortonormal {e;,...,es} de T M tal
que

1 3] a 0 0

= —=2Aq=+y' )+ 2z +yia 4.2.7
“1 \/5{ (5x1+y az)+ (5$4+y Bz)} ( )
y los campos e,,. .., es estén definidos por (4.2.3). Asi,
1 0 0
= ——=12— +2— . (4.2.8
¢0€1 \/§ { ayl + ay4} 9 . ( )
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mientras que ¢e; viene dado por (4.2.4) para cada ¢ = 2,...,5. Definimos,
al igual que en el Ejemplo 4.2.2:

Dl =< ey,eq >, Dg :<63,64>.

Es facil ver que, en virtud de (4.2.3), (4.2.4), (4.2.7) y (4.2.8),

cos 6, cos 6,
T = - , T = -y, 4.2.9
1€1 \/ﬁ €2 1€2 \/5 1 ( )
obteniéndose también: 0
T261 - — Sen vz €4. (4210)

Las ecuaciones (4.2.6) y (4.2.9) implican que, para todo X € D; no nulo:

T3 X
| X1

= cos ;.

Asi, D; es una distribucién slant con dngulo 6;. Se puede probar, medi-
ante un razonamiento analogo, que D, es también slant con el mismo angulo.
Sin embargo, de (4.2.9) y (4.2.10) se sigue que

cos 6, sen 0,

Tel = T161+T261 = — \/§ €2 — \/5 €4,

de donde, en virtud de (4.2.6):

2 2 2
|l1:31 _ \/cos 01—58611 02 _ _H;ﬂ. (4.2.11)

Ahora bien, de (4.2.3) y (4.2.4) se tiene:

= cos 0. (4.2.12)

Si la subvariedad M fuera slant, en particular las ecuaciones (4.2.11) y

(4.2.12) deberian coincidir, pero es trivial ver que \/(1 + cos? 03)/2 = cos b,
si y sélo si §; = 0, lo cual es imposible dada la eleccién del 4ngulo #;. Por
tanto, M no es slant.

<
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Podemos, no obstante, dar una condicién suficiente para que una subva-
riedad bi-slant con dngulos iguales sea una subvariedad slant.

Proposicién 4.2.4.— Sea M una subvariedad bi-slant con dngulos 6, =
0, =10. Si
9(¢X,Y)=0 (4.2.13)

para todo X € Dy y todo Y € Dy, entonces M es slant con angulo 6.

DEMOSTRACION: El suponer que los dos angulos slant de M sean iguales
implica que, para todo X € D;, 1 = 1,2:

IT:X| = cos8|X]|. (4.2.14)
Dado X € TM, (4.2.1) implica:
IXP—n*(X) = |AX|*+|PX]. (4.2.15)
Por otra parte, también se sigue de (4.2.1) que:
TX = TAX+TPX. (4.2.16)
Ahora bien, en virtud de (4.2.13), para todo Y € D,
JTPX,Y) = g(4PX,Y) = 0,
de donde se deduce que TP, X € D, y, por tanto, podemos escribir:
ThX = PTPX = T1PX. (4.2.17)
Analogamente, para todo Z € D,
I(TPhX,Z) = g(¢PX,Z) = —g(P.X,¢Z) = 0,
de nuevo en virtud de (4.2.13). Esto implica:
TP,X = BThRX = ThPX. (4.2.18)
Luego, de (4.2.16)—(4.2.18) se tiene que

TX = T1P1X+T2P2X,.
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de donde se sigue:
ITX|? = WP X|)? + |ToP X2 (4.2.19)
Dado que P, X € D;, para i = 1,2, (4.2.14) implica:
|T;P;X| = cos|P,X|. (4.2.20)
Finalmente, en virtud de (4.2.15), (4.2.19) y (4.2.20), tenemos que:
ITX|® = cos’0(|PLX|> + |PX|?) = cos® (| X|* — n*(X)).
Asi, para todo X € T M no proporcional a &, se obtiene:

ITX|
| X]? —n?(X)

= cos#f.

Como sabemos, esto quiere decir que la subvariedad M es slant. a

Nota 4.2.5.— Observemos que la condicién adicional presentada en la
Proposicién 4.2.4 se verifica trivialmente para el Ejemplo 4.2.2.

Las subvariedades bi—slant no sélo generalizan a las slant, sino que tam-
bién engloban a las subvariedades semi-invariantes, introducidas por Bejancu
y Papaghiucen [2]. En este trabajo, dada una subvariedad M de una variedad
casi—contacto métrica M , tal que ¢ es tangente a M, se dice que M es semi-
invariante si existen en M dos distribuciones diferenciables ortogonales D y
D+ tales que:

1)) TM = DDt < ¢ >.
(ii) La distribucién D es invariante, es decir, 6D = D.
(i1i) La distribucién D* es anti-invariante, es decir, ¢D+ C T+ M.

Veamos que, en realidad, las subvariedades semi-invariantes son subva-

riedades bi-slant con dangulos 6; = 0 y 6, = n/2. Para ello, precisaremos los
siguientes lemas.
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Lema 4.2.6.— Sea M una subvariedad de una variedad casi-contacto mé-
trica M tal que ¢ € TM. Supongamos que existen dos distribuciones orto-
gonales en M, Dy y D, tales que TM = D, ® Dy < € >. Fntonces, Dy es

invariante st y solo si es slant con dngulo 6, = 0.

DEMOSTRACION: Es inmediato probar que si D; es invariante, entonces
es slant con angulo nulo. En efecto, dado que para todo X € D; no nulo,
¢X € Dy, la proyeccién de ¢.X sobre D; coincide con el mismo ¢.X, lo cual
implica que el angulo entre ¢X y D; es cero.

Reciprocamente, supongamos que D; es una distribucién slant con angulo
#, = 0. Probemos que ¢(D;) = D;. Para ello, sea X € D;. Como, por
hipétesis, D; es ortogonal a £, en virtud de (0.2.6), se tiene:

6X > = |X]*. (4.2.21)
Ademas, al ser D; una distribucién slant con angulo nulo, obtenemos:
IT3X| = |X]. (4.2.22)
Asi, de (4.2.21) y (4.2.22) se deduce:
X |? = |TLX|%. (4.2.23)
Por otra parte, la ecuacién (4.2.2) implica
X * = |TWX|® + |ToX|* + |NX)?, (4.2.24)

de donde, junto con (4.2.23), se deduce que 72X =0y NX = 0. Por tanto,
se obtiene ¢ X =T X € D;.

Esto prueba ¢(D;) C D;. Para demostrar la otra inclusion, basta observar
que, dado X € D;, podemos escribir X = ¢(—¢X), estando —¢X en Dy,
como ya hemos probado. a

Lema 4.2.7.— Sea M una subvariedad de una variedad casi—contacto mé-
trica M tal que £ € TM. Supongamos que existen dos distribuciones ortogo-
nales en M, Dy y D, tales que TM = D, @ D, < € >. Si D, es invariante,
entonces TX = T, X para todo X € D,.

DEMOSTRACION: Dados X € D; e Y € D,, se tiene

JTX,Y) = g(¢X,Y) = —g(X.4Y) = 0.
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pues D; es invariante. Asi, 71X = 0, de donde se sigue el resultado. O

Proposicién 4.2.8.— Sea M una subvariedad de una variedad casi—contacto
métrica M tal que £ € TM. Entonces, M es semi—invariante si y solo st M
es bi-slant con dngulos 6, =0 y 6, = 7 /2.

DEMOSTRACION: Supongamos que M es una subvariedad semi-invariante.
Entonces, es inmediato observar que la distribucién invariante es una dis-
tribucién slant con dngulo 0, mientras que la distribucién anti-invariante es
slant con dngulo 7/2. Luego, M es trivialmente una subvariedad bi-slant en
las condiciones del enunciado.

Reciprocamente, supongamos que M es una subvariedad bi-slant con
distribuciones slant D; y D, con 4ngulos 6; = 0 y 6, = 7 /2 respectivamente.
Entonces, en virtud del Lema 4.2.6, la distribucion D; es invariante. Por
tanto, basta probar que D, es anti-invariante, es decir, que ¢X € T+ M para
todo X € D,. Pero esto es inmediato ya que, en virtud del Lema 4.2.7,
TX = T,X =0, al ser D, slant con dngulo 7/2. Asi, (4.2.2) implica que
X =NXeTM. 0

Sea M una subvariedad de una variedad casi—contacto métrica M tal que
admite una descomposicién ortogonal de la forma TM = D; @ Do < € >.
En la demostracién anterior hemos senalado que, si D; es una distribucién
anti-invariante, entonces es slant con dngulo 7/2. Parece pues natural pre-
guntarnos ahora si el reciproco también es cierto. En tal caso, podriamos
enunciar un resultado anilogo al Lema 4.2.6.

En la demostracion de la Proposicién 4.2.8, se ve que dicho reciproco
es cierto en el caso en que D; sea invariante. Sin embargo, en general no
tiene por qué verificarse. Esto se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo,
obtenido a partir del Ejemplo 4.2.3 con 6; = n/2.

Ejemplo 4.2.9.— La ecuacién
z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,u,0,v,0,s,t)

define una subvariedad M de dimensién 5 en (R?, ¢0,&, 7, g), tal que existen
en M dos distribuciones ortogonales D; y D, verificando las condiciones:

(i) TM = D@Dy <& >.

(i) D, es slant con angulo 7/2 pero no es anti-invariante.
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En efecto, de manera similar a como hicimos en los ejemplos anteriores,
podemos elegir una base local ortonormal en T M, formada por los campos:

. 0 0 9]
e = %{ (5= +J Ep )+2(5;Z+y45;)}

€y = 2— a
% o
—— —_— 3_
€3 = 2(%:123 +y 82)’
€4 = 2?,
€ = 2— = f
0z

Definimos:
Dy = < e3,€4 > yD2 = < €1, > .

Es inmediato entonces comprobar que se verifica la condicién (1) anterior.
Por otra parte, es ficil ver que en estas condiciones,

1 0 0 0 0
s =~ 5B+ 2] ¥ s = 2 )

de donde se deduce que Tye; = Tiey = 0. Asi, D, es slant con angulo 7/2. Sin
embargo, The; = —1/ V2e4, lo cual implica que @oe; no es normal a M, pues
tiene una componente tangente en D;. Por lo tanto, D, no es anti-invariante.

Para finalizar esta seccién, presentamos el siguiente resultado general para
subvariedades bi-slant, que nos sera de utilidad para calculos posteriores.

Teorema 4.2.10.— Sea M una subvariedad bi-slant de una variedad casi-
contacto métrica M. Denotemos por Dy y Dy las distribuciones slant de M,
con dngulos 0, y 0, respectivamente. Entonces, parai = 1,2,

T?X = —cos®b; X, (4.2.25)
para cada X € D;.

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar el resultado para ¢ = 1. Pa,ra 1= 2
se procederia de manera totalmente analoga.
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Podemos suponer que #; € [0,7/2), pues si 6; = ©/2, se verifica tri-
vialmente el resultado. Por otra parte, en lo sucesivo podemos considerar
X € D no nulos, pues si X = 0, (4.2.25) se obtiene inmediatamente.

Como D; es una distribucién slant con angulo 6;, sabemos que

ITLX| = cosby|X]|, (4.2.26)

para todo X € D;. En particular, si X # 0 esto implica que 71X # 0, pues
suponemos §; # w/2. Ahora, en virtud de (4.2.2),

oW X = TEX +TyTI1'X + NT1 X,
de donde:
g(T2X, X) = g(¢Th X, X) = —g(T1X,¢X) = —|T: X" (4.2.27)
Asi, de (4.2.26) y (4.2.27) se deduce:
g(T2X,X) = —cos®6,|X|%. (4.2.28)
Pero, T1 X € Dy, por lo que, en virtud de (4.2.26), resulta:
IT2X| = cos0y|T1 X|. (4.2.29)
Entonces, de (4.2.26) y (4.2.29) se sigue:
|T2X| = cos®6;|X]. (4.2.30)

Luego, de (4.2.28) y (4.2.30), obtenemos que g(TZX, X) = —|TZX|| X,

lo cual implica finalmente:

(X, X) _
T2 X||X] '
Asi, ha de existir un escalar A tal que T12X = —AX, de donde se deduce:
g(T2X,X) = —AX[.

Comparando esta expresién con (4.2.28), llegamos a la conclusién de que
A = cos? 8y, lo cual concluye la demostracién. , a
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Nota 4.2.11.— Observemos que el Teorema 4.2.10 es una generalizacién de
la implicacién directa del Teorema 1.2.1, obteniéndose éste cuando dy =0 6
d, = 0. Veamos que esto es cierto.

Supongamos que M es una subvariedad slant, con angulo 6, y denotemos
por D la distribucién slant de M. Entonces, esta claro que en esta situacion,
la proyeccién tangente sobre la distribucién D coindice con T'. Asi, en virtud
del Teorema 4.2.10, para todo Y € D, se tendria que ZQY = —cos’f Y.
Ahora bien, dado X € TM, podemos escribir X = X + n(X){, siendo
X € D. Por tanto:

T?°X = —cos’ X = —cos?B(X — n(X)¢).

Dado que T2X = T*X — n(X)é) = T*X, se obtiene la ya habitual

expresion del Teorema 1.2.1:

T?°X = —cos®0X + cos? On(X)¢E.

4.3 Subvariedades Semi—slant de una Varie-
dad Sasakiana.

Un caso particularmente interesante de subvariedades bi-slant, al que
dedicaremos esta seccién, sera el de las subvariedades semi-slant.

Sea M una variedad Riemanniana isométricamente inmersa en una varie-
dad casi-contacto métrica M ,tal que £ € T M.

Definicién 4.3.1.— Diremos que M es una subvariedad semi-slant de M si
existen dos distribuciones ortogonales Dy y Dy en M tales que:

(i) TM admite la descomposicién en suma directa ortogonal:

TM = Dy @D < E>.

(it) La distribucion Dy es una distribucion invariante, es decir, ¢(Dy) =
Ds.

(i11) La distribucion D, es slant con dngulo 6 # 0.



Por abuso de lenguaje, llamaremos al d4ngulo 6 dngulo slant de la subva-
riedad M.

En virtud del Lema 4.2.6, la distribucién invariante de una subvariedad
semi-slant es una distribucién slant de dngulo nulo. Asi, es trivial observar
que, en efecto, las subvariedades semi-slant son casos particulares de sub-
variedades bi-slant. Ademaés, en virtud de la Proposicién 4.2.8, esta claro
que si § = w /2, entonces la subvariedad semi-slant es una subvariedad semi-
invariante. Por otra parte, las subvariedades semi-slant engloban también a
las subvariedades slant. Si denotamos por d; la dimensién de la distribucion
D;, para ¢ = 1,2, encontramos los siguientes casos:

(a) Sidy =0, entonces M es una subvariedad invariante.
(b) Sidi =0y 6 =x/2, entonces M es una subvariedad anti-invariante.

(c) Sidi =0y 8 +# n/2, entonces M es una subvariedad slant propia, con
angulo 6.

Los casos mas interesantes de subvariedades semi-slant seran aquellos en
los que ambas distribuciones sean no triviales y el angulo slant sea distinto

de 7 /2.

Definicién 4.3.2.— Diremos que una subvariedad semi-slant es propia st

didy; #0 y 0 # /2.

Es facil probar que existen ejemplos de subvariedades semi-slant propias.
Concretamente, tomando 6; = 0y 6, = 6 € (0,7/2) en el Ejemplo 4.2.2,
obtenemos:

Ejemplo 4.3.3.— Para cada 8 € (0,7/2),
z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,0,v,0,scosb,ssend,t)

define una subvariedad semi-slant propia M, de dimensién 5, con angulo
slant 6 en R® con su estructura Sasakiana usual (¢o,&,7,9).

Dada una subvariedad semi-slant M, seguiremos denotando por P; la
proyeccién sobre la distribucién D;, para ¢ = 1,2, y por T; la composicién de
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T con P;, es decir, para cada X € TM,
;X = PTX,

para ¢ = 1,2. Asi, las expresiones (4.2.1) y (4.2.2) contintan siendo validas.
Por otra parte, aplicando ¢ en (4.2.1), en virtud de (0.3.1), obtenemos,
para todo X € TM:

X = ¢PX + TP, X + NPBX. (4.3.1)

Enunciamos en primer lugar el siguiente lema, que nos sera de utilidad
en los desarrollos posteriores.

Lema 4.3.4.— Si M es una subvariedad semi-slant, entonces, para todo
XeTlM:

(i) TP,X € D,.

DEMOSTRACION: Como, para todo X € TM, P,X € D; y que esta dis-

tribucién es invariante, se tiene que ¢P; X € D, de donde se sigue el apartado
(i). Para probar (ii), dado que TP, X € TM y n(TP,X) = 0, basta observar
que, para todo Z € Dy,

JTPX,7) = g(¢PX,Z) = —g(P.X,9Z) = 0,
pues X € Dy y ¢Z € D. O
En particular, (4.3.1) y el apartado (i) del Lema 4.3.4 implican que, para

todo X € TM:
TX = ¢ X +THX. (4.3.2)

En el caso en que la variedad M sea K—contacto, obtenemos la siguiente
generalizacion de la Proposicién 1.2.3:

Lema 4.3.5.— Sea M una subvariedad semi-slant, con dngulo 0, de una
variedad K -contacto M. Entonces, para todo X,Y € TM:

9(TX,TPY) = cos’0g(X,PY), (4.3.3)
g(NX,NP,Y) = sen?0g(X,PY). '(4.3.4)
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DEMOSTRACION: Dados X,Y € TM, esté claro que:
JTX,TRY) = g(TAX,TRY)+ ¢(TPRX,TPY). (4.3.5)

Ahora bien, en virtud del Lema 4.3.4, TP, X € D;, mientras que T PY €
D,, por lo cual:

Por otra parte:
J(TPX,TRY) = —g(RX,T*RY).

Pero, como T'P,Y € D,, podemos afirmar que T P,Y = PB,TPRY =1T,PY
y, andlogamente, T*P,Y = T?P,Y = —cos?§P,Y, en virtud del Teorema
4.2.10. De todo ello deducimos que:

9(TP,X, TPY) = cos’0g(P,X,P,Y) = cos’0g(X, PY). (4.3.7)

Sustituyendo (4.3.6) y (4.3.7) en (4.3.5), se obtiene la ecuacién (4.3.3).
Por otra parte, (4.3.4) resulta simplemente de observar que

JINX,NPY) = ¢g(¢X,¢PY)—g(TX,TRY) =

y de aplicar (4.3.3). O

En lo sucesivo, trabajaremos con subvariedades semi-slant de una varie-
dad Sasakiana. Nuestro objetivo para el resto de esta seccién se centra en el
estudio de la integrabilidad de las distribuciones D; y Ds, asi como en la gen-
eralizacién del concepto de subvariedad slant Sasakiana (ver Definicién 2.2.4).
En primer lugar, aplicando el que la variedad M sea Sasakiana, obtenemos
el siguiente resultado:

Lema 4.3.6.— Sea M una subvariedad semi-slant de una variedad Sasakiana
M. Entonces, para todos X,Y € TM, se verifican:

P(Vx$PY)+ P (VxTRY) =

= ¢P(VxY)+ P ANpy X — n(Y)P X, +(4.3.8)
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Py(Vx¢PY) + P(VxTRY) =
= TPy(VxY)+ PyAnpy X +1to(X,Y) — n(Y)PX, (4.3.9)
n(Vx¢PY) +n(VxTPY) = n(AnpyX)+9(6X,Y),  (4.3.10)
o(¢PY, X)+0(TPY,X)+DxNP,Y = NPy(VxY)+no(X,Y). (4.3.11)

DEMOSTRACION: Sean X,Y € TM. Como la variedad M es Sasakiana,
sabemos que: B .

Calculemos Vx¢Y v ¢V xY. En virtud de (4.3.1), se tiene:
VxoY = Vx¢PY + VxTPY + VxNBY. (4.3.13)

Ahora bien, el Lema 4.3.4 nos indica que ¢P,Y = TPY, lo cual, en
particular, indica que ¢P,Y es tangente a M. Por lo tanto, podemos aplicar
la férmula de Gauss para obtener:

Vx¢PY = Vx¢PY + o(¢PY, X). (4.3.14)

En cuanto a los dos tltimos sumandos de (4.3.13), en virtud de las
férmulas de Gauss y de Weingarten, respectivamente, resulta:

VxTPY +VxNBPY =

= VxTPRY +o(TPY,X)— Anpy X + Dx NPBY. (4.3.15)

Por otra parte, aplicando ¢ en la férmula de Gauss, se obtiene
$VxY = ¢VxY + do(X,Y),
de donde, en virtud de (0.3.2) y (4.3.1), se sigue:
VXY = $PVxY+TPVxY +NPVxY +t0(X,Y)+no(X,Y). (4.3.16)
Asi, a partir de (4.3.12)-(4.3.16), llegamos a
VxoP Y +o(¢PY,X) + VxTPY + o(TRY,X) — Anpy X+

+DxNP)Y = ¢P,VxY +TP,VxY + NP,VxY +to(X,Y)¥
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+n0(X,Y) +g(X,Y)E —n(Y)PLX — n(Y)RX —n(Y)n(X)¢, (43.17)

donde X se descompone en virtud de (4.2.1). Al ser D, invariante, sabemos
que $P,VxY € D;. En virtud del Lema 4.3.4, podemos afirmar también que
TPVxY € D,. Ademis, to(X,Y) € D,, dado que, para todo Z € Dy,

g(tO'(X,Y),Z) = _g(U(X’Y)’¢Z) = 0,

pues o(X,Y) € T*M y ¢Z € Dy C TM, mientras que, trivialmente,
9(ta(X,Y),£) = 0.

Por lo tanto, teniendo en cuenta estas observaciones, (4.3.8), (4.3.9),
(4.3.10) y (4.3.11) se obtienen identificando en (4.3.17) las componentes en
D1, Dy, < € > y T+ M respectivamente. O

Nota 4.3.7.— Observemos que en las demostraciones de los Lemas 4.3.4
y 4.3.6 no se ha empleado el que la distribucién D, sea slant, sino simple-
mente el que D; sea invariante. Asi, dichos resultados se verifican para una
subvariedad que cumpla tan sélo las condiciones (i) y (ii) de la definicién
de subvariedad semi-slant. Por otra parte, notemos que la conveniencia de
trabajar con subvariedades semi-slant frente a las subvariedades bi-slant, se
fundamenta precisamente en las importantes conclusiones a las que se llega
a partir de la condicién (ii).

Notemos también que, para obtener la condicién (4.3.10), no es preciso
suponer que la variedad M sea Sasakiana. Mas concretamente, si M es
una subvariedad semi-slant de una variedad K-contacto, se verifica (4.3.10).
Recogemos este resultado en la siguiente proposicién, en cuya demostracion
si es preciso utilizar el que la distribucién D, sea slant.

Proposicién 4.3.8.— Sea M una subvariedad semi-slant, con dngulo 0, de
una variedad K —contacto M. Entonces, para todos X,Y € TM, se verifican:

n(VxehY) = g(X,PY), (4.3.18)
n(VxTPY) = cos’bg(X,PY), (4.3.19)
n(AnpyX) = —sen?0g(X,PY). (4.3.20)

En particular:
N(VxdhY) +9(VxTPY) = n(AnpyX) + g(¢X, ¢Y).
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DEMOSTRACION: Dados X,Y € TM, como g(¢P1Y,¢) = 0 se tiene
n(Vx¢PY) = —g(¢PY,Vx¢) = g(6hY,TX),
en virtud de (0.3.10). Pero, al ser ¢P,Y € T M, resulta
g(eP Y, TX) = g(¢PY,¢X) = g(AY, X),

pues (P Y) = 0. De aqui se obtiene (4.3.18). Anélogamente, en virtud de
(4.3.3),

n(VxTPY) = g(TRY,TX) = cos*0g(X, P,Y),

lo que prueba (4.3.19). Veamos la tercera ecuacién. En virtud de (0.3.11),
n(AnpyX) = g(AnpyX,€) = g(0(X,€),NPY) = —g(NX,NPRY),

de donde, aplicando (4.3.4), resulta (4.3.20).
La conclusién se obtiene de manera trivial de (4.3.18)—(4.3.20), (4.2.1) y
(0.2.6). 0

Nos planteamos a continuacién el problema de la integrabilidad de las
distribuciones D; y D; de una subvariedad semi-slant. A este respecto,
podemos ofrecer los siguientes resultados:

Proposicién 4.3.9.— Sea M una subvariedad semi-slant de una variedad
Sasakiana M tal que dy # 0. Entonces, la distribucion invariante Dy no es
nunca integrable.

DEMOSTRACION: Como ya hicimos en la prueba de la Proposicién 1.4.2,
podemos calcular que, para todos X,Y € T M, ortogonales a ¢:

9([X,Y],€) = 29(Y,TX). (4.3.21)

Tomemos entonces X € D; no nulo. Como D; es invariante. TX = ¢X €

D;. Asi, podemos tomar Y = ¢X. Por tanto, en virtud de (4.3.21) y (0.2.6):

g([X,Y],§) = 2¢(X,X) #0.

En consecuencia, existen campos en D; cuyo corchete no pertenece a
dicha distribucién, lo cual indica que D; no es integrable. ’ a
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De nuevo, no hemos utilizado en la proposicién anterior el que D, sea
slant. Asi, dicho resultado se verifica con hipétesis mas generales. En parti-
cular, se tiene para subvariedades semi-invariantes (ver Teorema 2.3 en [2]).
En cuanto a la distribuciéon D;, tenemos:

Proposicién 4.3.10.— Sea M una subvariedad semi—slant de una variedad
Sasakiana M. Entonces, la distribucion slant D, es integrable si y solo st M
es semi—invariante.

DEMOSTRACION: Aplicando de nuevo la ecuacion (4.3.21), deducimos que,
para todos X, Y € D,,

g([X7Y]7€) = 2g(Y7TX) = Zg(YvTZX)

Asi, si suponemos que D, es integrable, ha de ser Ty = 0, lo cual implicaria a
su vez que T2 = 0. Ahora bien, en virtud del Teorema 4.2.10, T = — cos? 41,
donde I denota la identidad y 6 el 4ngulo slant de M. Luego, ha de ser
0 = 7/2, lo cual implica, como ya sabemos, que M es semi-invariante.

La implicacién reciproca viene dada por el Teorema 2.1 de [2]. a

Nota 4.3.11.— Observemos que en las Proposiciones 4.3.9 y 4.3.10, basta
considerar que la variedad M sea K-contacto. Asi, en el caso particular en
que d; = 0 en la Proposicién 4.3.10, obtenemos la Proposicién 1.4.2.

Resulta, no obstante, més interesante el estudiar la integrabilidad de las
distribuciones Dy® < € > y Do < € >.

Proposicién 4.3.12.— Sea M una subvariedad semi-slant de una variedad
Sasakiana M. Entonces, se verifican:

(i) La distribucion Di@ < & > es integrable si y sdlo st
o(X,4Y) = o(Y,$X), (4.3.22)
para todos X,Y € D;.
(i) La distribucion D@ < € > es integrable si y solo st
P(VxTY —VyTX) = Pi(AnyX — AnxY), (4.3.23)
para todos XY € Dy < & >.



DEMOSTRACION: Probemos en primer lugar el apartado (i). En virtud de
(4.3.11),
a(dY,X) = NP(VxY)+no(X,Y), (4.3.24)

para todos X,Y € Dy@ < £ >, pues:
SPY = G(Y —n(Y)E) = 4Y.
Andlogamente, cambiando los papeles de X e ¥ en (4.3.24), se tiene:
o($X,Y) = NPy(VyX)+no(Y, X). (4.3.25)

Como la segunda forma fundamental o es simétrica, de (4.3.24) y (4.3.25)
resulta que, para todos X,Y € Di® < € >:

o(X,9Y) — o(Y,X) = NP[X,Y]. (4.3.26)

Si suponemos que D; @ < £ > es integrable, entonces [X,Y] € D@ < £ >
para todos X,Y € D1 < £ >, de donde P[X,Y] = 0. Asi, en virtud de
(4.3.26) se deduce la condicién (4.3.22). Reciprocamente, supongamos que
se verifica la condidicién (4.3.22). Sean

X = PX+9(X),, Y = PY+y(Y),
dos campos de D@ < € >. Entonces:
o(X,8Y) = o(PX +n(X)E ¢PY) =

= o(PX,$P.Y) +n(X)o(€, 6PLY). (4.3.27)
Pero, en virtud de (0.3.11),

o(é,¢PY) = —NoPY =0, . (4.3.28)
pues, P,Y = Pi¢P,Y y aplicamos el Lema 4.3.4. Asi, de (4.3.27) y (4.3.28)

se deduce que
o(X,9Y)—o(Y,6X) = o(PX,¢PY) — (P Y, 6P X) = 0,
en virtud de (4.3.22). Entonces, de (4.3.26) se sigue que NP,[X,Y] = 0. Por

lo tanto, teniendo en cuenta la expresién (0.3.1), ha de ser

oP[X,Y] = TH[X,Y] € Dy, )
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en virtud del Lema 4.3.4, lo cual implica que el dngulo entre ¢P[X,Y] y
D, es cero. Pero, si Py[X,Y] # 0, dicho angulo debe ser § # 0, pues M es
una subvariedad semi-slant. De todo ello se deduce que P[X,Y] = 0, de
donde se sigue que [X,Y] € D;® < & >. Esto concluye la prueba del primer
apartado.

En cuanto al apartado (ii), vemos primero que, en virtud de (4.3.8),

dP(VxY) = P(VxTY)— P ANy X,
para todos X,Y € Dy® < € >, pues T¢ = N¢ = 0, de donde se sigue que:
¢P[X,Y] = P(VxTY —VyTX) — Pi(AnyX — AnxY).
Asi, (4.3.23) se verifica si y sélo si
SPX,Y] =0, (4.3.29)

para todos X,Y € Dyd < ¢ >. Veamos que esto dltimo es equivalente
a la integrabilidad de la distribucién Dy® < £ >. Desde luego, si dicha
distribucién es integrable, la condicién (4.3.29) esta clara. Reciprocamente,
s1 se tiene (4.3.29), entonces dados X,Y € D,® < € >,

#*P[X,Y] = —P[X,Y] = 0,

lo cual implica que [X,Y] € Dy& < £ >. Esto concluye la demostracién. O

Nota 4.3.13.— El apartado (i) de la Proposicién 4.3.12 generaliza clara-
mente el Teorema 2.4 de [2]. Veamos que el apartado (ii) generaliza a su
vez el Teorema 2.2 del mismo trabajo. Ahora bien, dicho teorema nos in-
dica que en una subvariedad semi-invariante, la distribucién D@ < £ > es
siempre integrable. Por lo tanto, cuando 8 = 7 /2, la condicién (4.3.23) ha
de verificarse siempre.

Dados X,Y € Dy® < £ >, sabemos que, si § = 7/2, ¢X = NX y
#Y = NY, siendo nulos TX y TY. Asi, el primer miembro de (4.3.23) se
anula trivialmente. Basta ver entonces que:

Py(AnyX — AnxY) = 0. (4.3.30)
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Dado Z € Dy, se tiene que
9(AnvX,Z) = g(Agr X, Z) = g(X,ApyZ) =

= —g(X,Vz6Y) = —g(X,4VzY),
pues M es Sasakiana y X,Y € Dy < € >. Luego:

9 AnyX,Z) = g(¢X,VzY) = g(NX,0(Y,Z)) = g(AnxY, Z).

De aqui se sigue (4.3.30).

A continuacién, vamos a generalizar el concepto de subvariedad slant
Sasakiana al ambito de las subvariedades semi-slant. Recordemos que lla-
mamos subvariedad slant Sasakiana a una subvariedad slant propia M, con
angulo 6, tal que

(VxT)Y = cos?8(g(X,Y)¢ —n(Y)X), (4.3.31)

para todos X,Y € TM. Por lo tanto, parece 1dgico buscar una expresion
para VT en una subvariedad semi-slant, de modo que para toda subvariedad
que la verifique, se tenga (4.3.31) para todo X,Y € Dy® < £ >. Ademas,
dicha expresién ha de ser “lo mas natural” posible.

Si calculamos VT en el Ejemplo 4.3.3, puede comprobarse directamente
que se verifica:

Ejemplo 4.3.14.— Para cada 8 € (0,7/2), la subvariedad semi-slant, con
angulo 0, de (R®, ¢o,£, 7, g), definida por

z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,0,v,0,scos,ssenb,t),

verifica que:
(VxT)Y = g(PX,Y)§ —n(Y)PL X+

+ cos? 0(g(P, X, Y))¢ — n(Y) P X), (4.3.32)
para todos X, Y € TM.

Si tomamos X = P, X + (X)) eY = PBY + n(Y)é en Dod < € >, la

ecuacion (4.3.32) implica:

(VxT)Y = cos® 0(g(X —n(X)E,Y)E — n(Y)(X —n(X)¢)) =
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= cos? 6(g(X, Y)¢ —n(¥)X).

Asi, la distribucién Dy < € > se comporta, con respecto a VT, como
el fibrado tangente de una subvariedad slant Sasakiana. Por otra parte, si
X,Y € Di® < € >, se deduce de (4.3.32) que

(VxT)Y = g(X,Y)—n(Y)X,

expresion que se tiene en las subvariedades invariantes.
Asi, nos parece adecuado dar la siguiente definicién:

Definicién 4.3.15.— Diremos que una subvariedad semi-slant propia M,
con dngulo slant 8, es una subvariedad semi-slant Sasakiana si

(VxT)Y = g(PX,Y)E —n(Y)PLX + cos* 0(g(P, X, Y)§ = n(Y) P X),
para todo X, Y € TM.

Vamos a probar que la condicién (4.3.32) no sélo ofrece buenos resultados,
sino que es “natural” imponerla como generalizacién de (4.3.31). Para ello,
necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.3.16.— Sea M una subvariedad semi-slant propia, con dngulo 0,
de una variedad Sasakiana M. Para todos X,Y € TM, se tiene:

(VxT)Y = AnpyX +to(X,Y) + g(X, V)¢ —n(Y)X. (4.3.33)
Asi, M es una subvariedad semi—slant Sasakiana si y solo si
AnpyX = AnpxY — sen?0(n(X)PY —n(Y)P,X), (4.3.34)
para todos X, Y € TM.
DEMOSTRACION: Dados X,Y € TM, en virtud de (4.3.2), se tiene que:
(VxT)Y = VxTY -TVyxY =
= VxéPY + VxTPRY — ¢P,VxY — TPVyY. (4.3.35)

Aplicando la descomposicién (4.2.1), obtenemos

Vx¢PlY = Pi(Vx¢PY)+ Po(Vx¢PY) +n(VxoPY)E"
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y, analogamente:
VXTPQY = Pl(VXTPQY) + Pz(VXTPgY) + T](VXTPQY)é

Entonces, sumando las dos ecuaciones anteriores y aplicando (4.3.8)-
(4.3.10), podemos concluir que

VxoP Y + VxTPRY = ¢P(VxY)+

+TP(VxY) + Anpy X +to(X,Y) + 9(X, Y)E — n(Y)X,

lo cual, junto con (4.3.35), implica (4.3.33).
Supongamos ahora que M es semi-slant Sasakiana. Entonces igualando
(4.3.32) y (4.3.33), obtenemos:

to(X,Y)+ Anpy X = g(PX,Y){—n(Y)P X+

+ cos? 0(g(P X, Y)¢ — n(Y)PX) — g(X,Y)E +(Y)X. (4.3.36)
Ahora bien, en virtud de (4.2.1), estd claro que
9(X,Y) = g(AX,Y)+g(PX,Y)+ n(X)n(Y),
mientras:
(V)X = n(Y)AX +n(Y)PX +n(Y)n(X)¢.
Asi, se sigue de (4.3.36) que
to(X,Y) + Anpy X = —sen?(g(PX,Y )¢ — (V)P X),
lo cual implica
Anpy X — AnpxY =
= —sen’0(g(PoX, Y )¢ — g(PY, X)¢ + n(X)RY — n(Y) P2 X),

que coincide a su vez con (4.3.34), pues g(P,X,Y) = g(PY, X).
Reciprocamente, supongamos que se verifica (4.3.34) para todo par de
campos X,Y tangentes a M. Entonces,

g(ANP2yX, Z) =

Y

= g(ANpxY,Z) — sen?0g(n(X)P,Y — (Y P, X, Z), (4.3.37)
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para todos X,Y,Z € TM.

Como el operador de Weingarten es autoadjunto, se tiene:
g(Anpy X, Z) = g(AnpyZ,X). (4.3.38)

Ademas, en virtud de (0.1.3) y (0.3.5):
9(AnpxY,Z) = —g(ta(Y, Z), X). (4.3.39)

Por otra parte, es facil comprobar:

GX)PY —4(Y)BX, 2) = g(g(PY, 2)6 —n(Y)P,Z,X).  (4.3.40)

Asi, sustituyendo (4.3.38)—(4.3.40) en (4.3.37), obtenemos

G(Anry 2,X) = —g(ta(Y, Z), X) — sen*8g(g(P:Y, B)E — (Y P2, X),
para todos X,Y,Z € TM, lo cual implica:
AnpyZ = —to(Y,Z) — sen?0(g(P,Y, 2)é —n(Y )P, Z).
Entonces, en virtud de (4.3.33),
(V2D)Y = g(Z,Y)E —n(Y)Z — sen®0(g9(PY, Z)é —n(Y) P2 Z) =

= g(PLZ,Y) - (V)P Z + cos? 0(g( P2 Z,Y )¢ —n(Y )P Z),
para todos Y, Z € TM. Esto concluye la prueba. 0

Teorema 4.3.17.— Sea M una subvariedad semi-slant propia, con dngulo
0, de una variedad Sasakiana M. Son equivalentes:

(i) M es semi-slant Sasakiana.

(it) (VxTPR)Y = cos?0(g(PX,Y)é—n(Y)P,X), para todos X, Y € TM.

DEMOSTRACION: Supongamos que M es una subvariedad semi-slant Sa-
sakiana. Entonces, razonando de manera analoga a como se hizo en la de-
mostracién del Lema 4.3.16, se tiene que

to(X,Y) + Anpy X + sen20(g(P, X, Y)E —n(Y)P,X) = 0, (4.3.41)
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para todos X,Y € TM. Aplicando P; en (4.3.41), resulta que
PiAnpyX = 0, (4.3.42)

para todos X,Y € TM, pues to(X,Y) € D,, tal y como se sefialé en la
demostracién del Lema 4.3.6.
Si reescribimos la ecuacién (4.3.41) tomando Y € D1@ < € >, se obtiene

to(X,Y) = sen’On(Y)PX, (4.3.43)

para todo X € TM y todo Y € D& < £ >. Por otra parte, reescribiendo
(4.3.11) en el mismo caso, resulta

o(¢Y,X) = NP,VxY +no(X,Y), (4.3.44)

para todo X € TM y todo Y € D1® < £ >. Entonces, de (4.3.43) y (4.3.44)

se sigue que:
o(dY,X) = NP,VxY + ¢o(X,Y) — sen*0n(Y) P, X. (4.3.45)
Ahora bien, en virtud de (0.1.3), dados X e TM eY € D1® < ¢ >,
g(NP,VxY,0(4Y, X)) = g(AnpuyyX,9Y) = 0, (4.3.46)

pues @Y € Dy y, aplicando (4.3.42), sabemos que PiAnp,v,y X = 0. Ade-
mas, aplicando sucesivamente (0.2.7), (0.3.2), (0.3.7) y (0.1.3), se tiene:

g(NP,VxY,¢0(X,Y)) = —g(¢NPVxY,0(X,Y)) =

= —g(nNP,VxY,0(X,Y) = g(NTR,VxY,0(X,Y)) =

= g(ANszvaXay)'
Pero, en virtud del Lema 4.3.4, TP,VxY = P,TP,VxY, lo cual implica

g(NPZVXY, ¢G(X, Y)) = g(ANPgTP2VX}’Xa Y) = 0, (4347)
si consideramos Y € Ds, pues, de nuevo por (4.3.42), se tiene:

PiAnp,TRvy X = 0.

165



Por lo tanto, a partir de (4.3.45)—(4.3.47), podemos concluir que
NP,VxY = 0,

para todo X € TM y todo Y € D;. Como la subvariedad M es semi-slant
propia, se sigue de aqui que P,VxY ha de ser nulo. Asi,

VxY € Dih < € >, (4.3.48)

para todo X € TM y todo Y € D;. En particular, esto implica que, dados
XeTM,Y e D1y Z € D,,

9(Vx2)Y) = —¢g(Z,VxY) = 0,
de lo cual se deduce
VxZ € Dyd < € >, (4.3.49)
para todo X € TM y todo Z € D,. Entonces, en virtud del Lema 4.3.4,

P (VxTPY) = 0, (4.3.50)

para todos X, Y € TM.
Veamos ahora que se verifica el apartado (ii). En virtud de (4.3.48),
sabemos que Vx¢P Y € D@ < £ >, para todos X, Y € TM. Asi,

VX¢P1Y = Pl(VX¢P1Y)+T](VX@P1Y)£ =

= Pl(VX¢P1Y) -+ g(PlX, }")é,

en virtud de (4.3.18). Despejando de aqui P1(VxoP,Y) y sustituyéndolo en
(4.3.8), resulta, junto con (4.3.42) y (4.3.50), que

para todos X,Y € TM. Ahora bien, de (4.3.2) se deduce que TP, = T'—¢P;.
Asi,
(VxTPR)Y = (VxT)Y — (VxoP)Y,

para todos X,Y € TM, de donde, junto con (4.3.32) y (4.3.51) se sigue (ii).
Reciprocamente, supongamos

(VxTP)Y = cos®0(g(P,X,Y)¢ —n(Y)PX),
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para todos X,Y € TM. Dado que, en virtud del Lema 4.3.4, TP,V xY € D,
se sigue de aqui que

P(VxTPY) = 0, (4.3.52)

para todos X, Y € TM.
Sea ahora Z = P,Z + n(2)¢ € D:® < £ > cualquiera. En virtud del
Teorema 4.2.10:

THZ —n(2)€) = —cos’0(Z —n(Z)E). (4.3.53)
Pero, por el Lema 4.3.4:
TX(Z — 9(2)€) = PTThZ = TTZ.
Entonces, de (4.3.53) se sigue que
Z = —TPy(sec* 0T Z) + n(Z)¢,
lo cual implica, usando (0.3.10),
VxZ = —VxTPy(sec*TZ) + X (n(2))¢ —n(Z)T X, (4.3.54)
para todo X € TM. Dado que, en virtud de (4.3.52),
P (VxTPy(sec’0TZ)) = 0,
tomando P; en (4.3.54) se deduce que
P(VxZ) = —(2)T1X, (4.3.55)
para todo X € TM y todo Z € Dy < & >. Asi,
VxZ € Dy <€ >, (4.3.56)

para todo X € TM y todo Z € D,. Razonando de manera anéaloga a como
se hizo en la implicacién directa, se deduce de aqui

nyE'D1@<f>,

para todo X € TM y todo Y € D;. Por tanto, dado que, por el Lema 4.3.4,
¢P,Y € Dy, para todo Y € T M, se tiene entonces

VxdPY € Dip <€ >, .
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de donde, para todos X,Y € TM:
Pi(Vx¢PY) = Vx¢PY —n(VxoPY)E. (4.3.57)

Como, en virtud de (4.3.55), P,(VxTP,Y) = 0, para todos X,Y € TM,
se sigue de (4.3.8), (4.3.18) y (4.3.57) que

(Vx¢P1)Y = P Anpy X + g(PlX, Y) — U(Y)PlX, (4.3.58)

para todos X, Y € TM.
Por otra parte, como T P,Y € D,, se deduce de (4.3.56) que VxTPY €
D, < & >. Por tanto,

Py(VxTPRY) = VxTPRY —n(VxTPRY),
de donde, junto con la hipdtesis (ii), (4.3.9) y (4.3.19), se sigue que
to(X,Y) = —P,Anpy X + sen *0n(Y )P X, (4.3.59)

para todos X,Y € TM, teniendo en cuenta que P,(Vx¢PY) = 0. Ahora
bien, dado Z € Dy, se tiene que

g(PlANP2YX7 Z) = g(ANP2YX, Z) = g(O’(X, Z)a NPZY) =
= —g(to(X,Z),PY) = 0,
pues, usando (4.3.59), to(X, Z) = 0. Asi, para todos X,Y € T'M:
P AypyX = 0. (4.3.60)

Finalmente, de (4.3.2), (4.3.58), (4.3.60) y la hipétesis (ii), se obtiene la

expresion (4.3.32), con lo que concluye la prueba. O

A partir de la demostracién del Teorema 4.3.17, se obtienen directamente
las siguientes conclusiones inmediatas:

Corolario 4.3.18.—~Si M es una subvariedad semi—slant Sasakiana de una
variedad Sasakiana M, entonces

(VxoP)Y = g(PX,Y)t —n(Y)P.X,
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para todos X, Y € TM.

DEMOSTRACION: La igualdad anterior aparece como la ecuacién (4.3.51)
de la demostracién del Teorema 4.3.17. O

Corolario 4.3.19.—~Si M es una subvariedad semi-slant Sasakiana de una
variedad Sasakiana M, entonces

VxY € Did <€ >, VxZ € Dy® < >, (4.3.61)

para todo X € TM,Y € Dy, y Z € D,. En particular, las distribuciones
Di® <€ > yDap < & > son integrables.

DEMOSTRACION: Las expresiones de (4.3.61) se obtienen en la demostracién
del Teorema 4.3.17.

Veamos ahora que la distribucién D@ < £ > es integrable. Basta probar
que, dados X,Y € D1 < € >, VxY € D19 < € >. Pero, dado Y =
PY +n(Y)¢, en virtud de (0.3.10), se tiene que:

VxY = VxPY + X((Y))¢é = n(Y)TX. (4.3.62)

Ahora. bien, en virtud de (4.3.61), VxP,Y € D;® < £ >, mientras que
del Lema 4.3.4 se deduce que TX € D;. Por lo tanto, de (4.3.62) se sigue
que VxY € D1 < € >.

La prueba de la integrabilidad de la distribucién D,® < £ > se realiza
de manera totalmente anédloga, pues, de nuevo por el Lema 4.3.4, TZ € D,
para todo Z € Dy < £ >. O

Nota 4.3.20.— Observemos que, dado que las distribuciones Dy y D, son
ortogonales, se tiene que

9(VxY,Z) = —¢(Y,Vx2),

para todo X € TM,Y € D, y Z € D,. Por lo tanto, se prueba trivialmente
que las dos expresiones de (4.3.61) son equivalentes, hecho que se ha empleado
implicitamente en la demostracién del Teorema 4.3.17. Mas atin, si dim D, =
2, dichas expresiones son equivalentes a las condiciones del teorema. anterior,
tal y como se prueba en el Teorema 4.3.21, que generaliza el Teorema 2.2.5.

Teorema 4.3.21.— Sea M una subvariedad semi-slant propia, con dngulo
6, de una variedad Sasakiana M. Supongamos que dimD, = 2. Entonces,
son equivalentes: ‘
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(i) M es semi-slant Sasakiana.

(i) (VxTP)Y = cos?8(g(PX,Y)¢ —n(Y)P:X), para todo X, Y € TM.

(ii)) VxY € Di® < € >, para todo X € TM y todo Y € D;.

(iv) VxY € Dad < & >, para todo X € TM y todoY € D,.
DEMOSTRACION: En virtud del Teorema 4.3.17, el Corolario 4.3.19 y la
Nota 4.3.20, basta probar que (iv) implica (ii).

Sea e; € D, unitario. Consideremos e; = sec§Te;. Aplicando el Lema
4.3.4, sabemos que e; € Dy. Ademads, se sigue de (4.3.3) que e; es unitario y

ortogonal a e;. Por lo tanto, dado que dim D, = 2, se tiene que {e1,e2} es

una referencia local ortonormal de D,.
Calculemos (VxTP,)Y, para X,Y € T'M cualesquiera. Denotemos ¥ =
PY + BY +9(Y) y P,Y = Y'e; + Y?e,. Asi,

(VxTR)Y = VxTRY —TPVxY =

= VxT(Y'e; 4+ Y2e;) — TRVx(PY + BY +n(Y)€) =
= cos0X(Y1)ey + cos YV xeq — cos 0X(Y2)el — cos Y V xTe,—
—TP(X(YYer + Y 'Vxer + X(Y3)Ey + Y*Vxes + n(Y)VxE), (4.3.63)

pues (iv) implica que Po(VxP,Y) = 0 y, naturalmente, se tiene que F»£ = 0.
Pero, usando (0.3.10) y (4.3.2),

Vxé = —¢P X —ThX,
de donde
TPh(Vxt) = - TPhRTPLX = —T22P2X = cosPX, (4.3.64)

en virtud del Lema 4.3.4 y del Teorema 4.2.10. Ahora bien, dado que
Vixei,Vxes € Dath < € >, si notamos ez = ¢, se tiene:

cosOVxeys —TP,Vxe; = cos@Vxey; —TVxe =
= cosO(w;(X)el+w§(X)eg+wg(X)eg)—T(w%(X)el+wf(X)62+w§’(X)e3) =
= cos&wg(X)f = cosfg(Vxer€)¢ = ‘
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= cosfg(es, TX)E = cos’0g(X,er1)é. (4.3.65)

Analogamente se prueba:
— cos0V xe; — TP,Vxes = cos’0g(X,er)t. (4.3.66)

Entonces, sustituyendo (4.3.64)—(4.3.66) en (4.3.63), obtenemos el apar-
tado (ii). O
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