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CAPITULO I: INTRODUCCION Y ESQUEMA GENERAL DEL TRABAJO.

1.1. Introduccién.

Lag ecuaciones diferenciales constituyen una parcela de es-—
pecial importancia para las matemiticas aplicadas. Una gran mayo-
ria de log fenbmenos de evolucién temporal pueden ger modelados
adecuadamente mediante el establecimiento, a partir de leyes co-
nocidas, de 1las correspondientes ecuaciones diferenciales para,
en un momento posterior, investigar sus soluciones. Es posible
as{ explicar (o, en su caso, predecir) los comportamientos obser-—

vados en la préactica.

Como en otros muchos casos, el desarrollo histérico de los
acontecimientos ha estado liéado a problemas concretos de la f{-
sica y de la técnica. Problemas como el de la transmisién del ca-
lor, el andlisis de vibraciones mecénicas, la evolucibn de las
principales magnitudes de circuitos eléctricos o, m&s modernamen—
te, el lanzamiento de satélites artificiales, han motivado avan-
ces concrétos en el estudio y resolucién de cilertas ecuaciones
diferenciales. Pueden considerarse como precursores, en este cam—
pro, los trabajos de Newton en su intento de explicar la estructu-—
ra y movimientos de nuestro sistema solar, a mediados del siglo
XVII. Desde entonces, vy de forma casi ininterrumpida durante més
de dos siglos, un gran nGmero de cientificos ha dedicado lo mejor
de sus esfuerzos a la resolucidén exacta o aproximada de tales
ecuaciones. Prueba de 1la diversidad y extensién de los trabaljos

realizados, es que muchas de ellas se ven indefectiblemente acom-



pafiadas del nombre propio del matematico que primeramente lasg ti-
pificé y resolvibd (y son abundantes, quizd mée en esta que en

ninguna otra rama de las matemiticas, los nombres propios).

Con el paso del tiempo, se llegé a un desarrollo relativa—
mente completo para las ecuaciones diferenciales ordinarias de

carécter lineal vy, gsalvo en contadas ocasiones, permanecieron

algo inaccesibles aquellas en las que su estructura no lineal era

un hecho imprescindible. Con 1la aparicién en escena de los compu—
tadores, cada vez mis veloces, la resoluciébn numérica rellené las
lagunas de la teorfia y, aunque el panorama actual de la discipli-
na no puede considerarse ni mucho menos cerrado, la situacién es

cuando menos satisfactoria.

Sin embargo, frente al uso excesivo de la siﬁulacién, en la
que la preocupacibén fundamental es la caracterizacién cuantitati-
va de las soluciones, puede detectarse, desde finales del siglo
pasado, una direccién en los trabajos que emerge con gran fuerza,
vy que ha venido a constituir la teorfia cualitativa de las ecua-
ciones diferenciales. Sin duda, fueron 1los trabajos de Henri
Poincaré sobre el problema de 1los n cuerpos, Jjunto con 1los de
Alexander Lyapunov en su estudio de la estabilidad de las solu-
ciones, quienes proporcionaron el primer impulso. Posteriormente,
los matem&ticos rusos Andronov y Pontriaguin desarrollaron a me-—
diados de los afios treinta el concepto de estabilidad estructu-
ral, base de la moderna teorf{a de bifurcaciones. Birkhoff prime—
ramente y mAs tarde Smale, Thom y Arnold son, entre otros mateml-
ticos contemporéneos, quienes han dado lugar a un conjunto elabo-

rado de resultados teéricos para analizar el comportamiento cua-
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litativo de los sistemas dinimicos. Dichos resultados necesitan,
para ser aprovechados, de la elaboraciédn de £écnicaa adicionales
que faciliten su aplicacién préctica. En nuestros dias, el desa-

rrollo de técnicas de anilisis cualitativo es una tarea de espe—

cial importancia, tanto para alcanzar realmente los objetivos de -

la teorfa y ampliar su &mbito de utilizacién, como para motivar e

impulsar nuevos avances de la misma.

La teorfa cualitativa est& mé&s interesada en las propiedades
geométricas de las trayectorias de un sistema que en su célculo
efectivo y se ocupa fundamentalmente de analizar 1la estructura
topolégica de sus atractores, va que é&stos actfian como centros
organizadores de la dinimica del sistema. M&s que cuantificar las
trayectorias individuales, lo que interesa en una gran mayoria de
casos es conocer el comportamiento asintético a largo plazo, que
serd en condiciones normales el susceptible de ser observado en

la préctica.

De especial interés, para esta teoria, es conocer cébmo puede
alterarse la geometrfa de dichos atractores cuando determinados
parimetros que intervienen en la definicién del modelo sufren al-
guna modificacién. Si la alteraciédn es de tal grado que las res-
puestas del sistema son, no solo cuantitativamente diversas, Fino
cualitativamente distintas, se habla de que se ha producido una
bifurcacién: la teoria de bifurcaciones desempefia asi un papel
importante dentro de 1la teorfia cualitativa. Desde otro punto de
vista, al explicar cbébmo un cambio continuo puede dar lugar a dis-
continuidad en las respuestas de un sistema, queda estrechamente

relacionada con la teorfia de catéstrofes.



Se trata pues de una disciplina en 1la que juega un papel
fundamental una serie de ideas geébmetricas, que han de ser armé-—
nicamente conjuntadas con instrumentos de carfcter analitico.
Esta simbiosis entre la geometria y el an&lieie matem&tico es una
de sus caracterf{gticas operativas mAs claras, si bien las herra-
mientas desarrolladas hasta ahora han tenido una fuerte componen-—
te analftica, dificilmente abordable por log no especialistas.
Quizi& sea precisamente dicho carécter interdisgciplinar, a un ni-
vel no trivial, uno de los factores causantes de que, hasta hace
pocos afios, los instrumentos de la teorfa aparecieran como inac-
cesibles para el ingeniero y para el matemltico aplicado en gene-

ral (ya sea fisico, ecélogo, economista, ...).

El interés suscitado en los Gltimos afios por la teoria geo-—
métrica de sistemas dinémicos ha dado lugar a una auténtica ex-—
plosién en las investigaciones, lo que hace que los avances gean
rdpidos aunque, por otra parte, queden aln muchas cuestiones por
resolver. Una de las cuestiones mAs palpitantes es, sin duda, 1la
correcta comprensién de 1los "atractores extrafios", sobre todo-
desde que conocemos su presencia en sistemas de relativa senci-—
llez (por ejemplo, en circuitos electrénicos con g6lo tres varia-—
bles de estado, como el estudiado por Freire et al. [1984], o en
sistemas meclnicos muy simples, como el formado por dos péndulos
interconectados, etc.). En otro orden de cosas, Ruelle y Takens
[{1971) han sugerido la importancia de estas soluciones aperiédi-

cas en el estudio de los fenbmenos de turbulencia.

El presente trabajo puede situarse en la direcciébn, antes

apuntada, de aumentar las posibilidades de aplicacidédn concreta de



los resultados tedricos, al incidir en el desarrollo de lag téc-
nicas de anélisis cualitativo mediante la eleccibn (y eventual-
mente el disefio, cuando ha sido posible) de algoritmos apropia-
dos, sin menospreciar por ello las aplicaciones que se incluyen,
que tienen también interés en el correspondiente &mbito. Con re-
lacibén a las herramientas de carécter méis analitico, hemos procu-—
rado hacer especial énfasis en aquellas que proporcionan una ma-—
yor informacibn (tal es el caso, por ejemplo, del chlculo de 1la
variedad de centros), mostrando como pueden ser usadas con el mi-
ximo provecho. En este sentido, la reciente disponibilidad de
sistemas de cllculo simbblico hace presagiar importantes avances.
Aungque s6lo incidentalmente hacemos wuso de 1las técnicas SAM
(Symbolic Algebraic Manipulation), debemos insistir en que el fu-
turo desarrollo de 1las técnicas de anllisis pasa necesariamente

por su utilizacidén a gran escala.

Quiz4&4 convenga ya ihdicar que uno de 1los objetivos de este
trabajo es subrayar de manera precisa cbmo evitar lo que —cree-
mos— ha sido, hasta el momento, una tendencia habitual, y poco
rentable por la ausencia de garantfas que comporta: el uso exce—
sivo de simulacién sin el concurso de Gtiles que la dirijan ade-
cuadamente. Tal vez pueda achacArsenos el exceso contrario pero,
aunque en la pré&ctica convenga realizar simulaciones un tanto a
ciegas en las primeras fases de anilisis de un sistema, no nos
detendremos en ningin momento en métodos como el de "pasadas su-
cesivas" (the sucesive runs method), o el anflisis de sensibili-
dad (Ford et al. [1983], Burns {1973]) que representan, sgin duda,
un pragmitico punto de vista. Buscamos, méds bien, instrumentos

que permitan conseguir una visién global del sistema en estudio.

n
i



1.2. Contenido.

El siguiente tapitulo esti dedicado al método de continua-
cién. Este método, quiz& no suficientemente conocido, constituye
por su flexibilidad una herramienta de gran utilidad en el an&li-
sig cualitativo. Se hace énfasis en las posibilidades del método’
en nuestro contexto as{ como en otros &mbitos de la ingenieria, ¥y
se especifica un algoritmo con el que se han abordado la mayoria

de los modelos analizados en esta memoria.

En el capitulo III se presentan las técnicas de anélisis de
equilibrios y de sus bifurcaciones. Se incluyen tanto técnicas
numéricas (basadas principalmente en el mé&todo de continuacién)
como técnicas analiticas. Entre é&stas filtimas, se detalla un al-
goritmo para el célculo de las tangentes en un punto de ramifica-
cibén mlltiple, asf como la informacién que puede obtenerse del
clAlculo de 1la variedad de centros en un punto de bifurcacién.
Para este Gltimo caso, se estudian 1las repercusiones de la exis-

tencia de un grupo de simetrias para el sistema en estudio.

El capitulo incluye también an&lisis de modelos concretos,
realizados con las técnicas desarrolladas. Se tratan dos modelos
de dinfmica de sistemas aparentemente simples, pero que poseen
diagramas de bifurcaciones de gran riqueza y de indudable inte-
rés. También se analiza tanto el diagrama de equilibrios como el
de bifurcaciones de una red eléctrica elemental, que da idea de
las posibles aplicaciones, aGin incipientes, del an&lisis cualita-

tivo en ingenierfia eléctrica.



La dificultad que presenta el andligis de las soluciones pe-
ribédicas y aperiédicas de un gistema din&mico es, sin duda, supe-
rior al de los equilibrios, existiendo situaciones que afin no es-
t&n completamente explicadasg. El1 disefio de un algoritmo de conti-
nuacién de érbitas peribddicas, que se incluye en el capitulo IV,
constituye un paso importante que posibilita futuras investiga-—
ciones. Una de sus caracter{sticas principales es que puede ser
desarrollado, gracias a la utilizacién de la aplicaéién de Poin-
caré, en un cédigo compacto que aprovecha totalmente el disefiado
para la continuacién de equilibrios. Junto a este algoritmo, en
el mismo capitulo, se referencian otros métodos de interés. Ense-
guida se analizan varios modelos de creciente complejidad, consi-
guiendo confirﬁar de manera préctica estudios recientes sobre el

comportamiento de ciertos sistemas con érbitas homoclinas.

El capfitulo V se dedica a destacar las conclusiones del tra-—
bajo, asi como reflejar algunas consideraciones que deben ser te-—

nidas en cuenta para investigaciones posteriores.

e



CAPITULO II : EL METODO DE CONTINUACION

Los computadores electrénicos, como herramientas de célculo,
han demostrado con profusién ser insustituibles en la construc-—
cién de procesos de convergencia. La veloclidad alcanzada para
llevar a cabo estos procesos ha posibilitado la aparicién —-siem—
pre pensando en su posterior ejecuciédn por el computador- de nue-
vos métodos, que anteriormente no podfan ser operativos. Concre-—
tamente, la amplia difusién de 1los métodos de integraciédn de
ecuaciones diferenciales y la relativa sencillez de los programas
necesarios para su aplicacibén han constituf{do un buen estimulo
para intentar ampliar el &mbito de su utilizacién, englobando asi
a otros problemas que requerfian métodos especificos de resolu-

cién.

Asi, en las (Gltimas dos décadas, se puede encontrar en la
literatura especializada una serie de articulos sobre un método
de resoluciébn de problemas no lineales, conocido como el método
de continuacién. De hecho, en 1los textos de an&lisis numérico,
recibe cada vez mayor atencibén, pues constituye, frente a ciertos
problemas, una alternativa eficaz respecto a los enfoques tradi-
cionales. Por su potencia v versatilidad, ha constituido una he-—
rramienta insustituible para llevar a cabo las técnicas descritas

en esta memoria.



2.1. Descripcion general

- E1 método de continuacién resulta especialmente apropiado
cuando estamos interesados en resolver un problema particular
para el que no contamos con algoritmos "ad hoc", o bien queremos
establecer una via alternativa a las ya conocidas. La idea del
método consiste en alterar la formulacién del problema original,
englobéndolo en otro m&s general (normalmente mediante la intro-

duccibén de un parémetro).

Este nuevo problema puede presentar soluciones fécilmente
detectables (en 1la mayorfia de los casos, por mera inspeccién)
que, aungque no se correspondan con el problema original, sirvan
de punto de partida para un procesoc de convergencia que nos lleve
hésta las soluciones de interés. Desde una formulacién més gene-
ral y partiendo de sus soluciones triviales, el método de conti-
nuacién consistiri, en general, en la construccién de una ecua-
cién diferencial, cuya resolucion por ios métodos habituales nos
gufe hasta un punto donde 1la estructura del problema general
coincida con la del primitivo. Enseguida trataremos una aplica-
cién particular del método, pero antes, y con objeto de precisar

los términos, lo describiremos con toda generalidad.

Para la formulacibén general de un proceso de continuacién,
seguiremos a Richter & DeCarlo {1983). Dados dos espacios topolé-—
gicos X e Y, consideremos un problema P definido mediante el par
(F,U), donde U es un conjunto contenido en Y y F es una aplica-

cibébn de X en Y. Diremos que todo punto
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X € X con F(x) ¢ U

es una solucibn del problema P. En estas condicliones, diremos que

una aplicacién continua
H: X x[{0,11-> Y

es un proceso de continuacién, si cumple las siguientes condicio-

nes.:
a) H(x,1) = F(x), ¥x € X

b) Existe al menos un punto Xq de X, conocido de antemano,

que es solucién de H(.,0); es decir, H(xO,O) € u.

c) Existe una curva continua S en X x [0,11, definida para-—

métricamente por (x(t),t), de manera que

x(0) = Xq

y ademés x(t) es solucién de H(.,t), ¥t € [0,11.

d) El1 espacio X x [0,1] posee una estructura diferencial, de

forma que la curva (x(t),t) resulta diferenciable.

A ia hora de disefiar un proceso de continuacién H para un
determinado problema P, las dos primeras condiciones suelen ser
fdcilmente satisfechas; de hecho, para el mismo problema se en-—
cuentran sin dificultad diversas alternativas. Supongamos para

fijar ideas que buscamos una solucién al problema
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F(x) = 0, donde F : R" —» R"

Aqui el problema queda definido por el par (F,U), donde

U = (03

y se concreta en la resolucién de un sistema de ecuaciones no li-—
neales. Aunque son variados los métodos susceptibles de ser apli-
cados, nos centraremos en lo que sigue a cbébmo sgse formularia el
método de continuacién para este caso. Como posibles elecciones
para H (que puede ser considerada como una funcion de homotopia),
podriamos usar, entre otras, una de las dos siguientes (Ortega y

Rheinboldt {19701):

H(x,t) F(x) - (1 - t)F(xo)

H(x,t) = tF(x) + (1 ~ t)(x - xo)

En el primer caso, conforme crece el valor de t, la separacién
entre H y F es cada vez menor (homotopria de reduccién del error).
En el segundo ejemplo, se usa una homotoria de regularizacién. En

ambos casos, ademls, la eleccién de X5 puede hacerse a voluntad.

La figura 2.1 establece un esquema ilustrativo de los prin-
cipales elementos que intervienen en la formulacién del método de
continuaciédn para este ©problema particular. Para localizar el

punto x*, solucibén de la ecuacién
F(x) =0

aumentamos la dimensién del espacio de trabajo, introduciendo el
parémetro t. Para t = 0, el problema ampliado presenta, como so-

lucién trivial, el punto Xy. Admitida la existencia de la curva
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1]
H(.,1)

Figura 2.1. Esquema ilustrativo del método
de continuacidn para el problema F(x) =0 .

Py Y P, son puntos limites.
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Rres g

S, que une los dos puntos mencionados, bastari. contar con un'p;§—
cedimiento que nos permita recorrer la curva. Llegaremos 361 81
punto x*, golucibén del problema ampliado para t = 1, y solucién
—por la propia construccién de la funcién H- del problema origi—
nal. Nos referiremos a esta figura m&s adelante, cuando hablemos
de las dificultades numéricas que pueden surgir, al avanzar a lo
largo de S, en las proximidades de puntos como los seﬁalados'(P1
y Py).

La clave en 1la construccién del proceso de continuaciébn o
funcibén de homotopia se centra en asegurar las condiciones c) y
d) anteriores. La Gltima condiciébn es esencial para la aplicabi-
lidad del método, aunque puede suprimirse en ciertos casos. Las
bases tebricas que justifican 1la existencia de 1la curva S recu-
rren, para una amplia clase de problemas, a la nocibédn de grado
topolbgico o grado de Brouwer (ver, por ejemplo, Cronin {1964],
Lloyd [19781) que no trataremos aqui. En algin caso, sin embargo,
y dependiendo especificamente de F, podr4 obtenerse demostracio-
nes mis directas que aseguren el cumplimiento de las condiciones

prescritas.

Una vez establecido el proceso de continuacién, lo que pro-
cede, como hemos indicado, es seguir la curva S desde

(xO,O) = (x(0),0)

hasta

(x*,1) (x(1),1)

donde x* es la solucién buscada al problema original. Se trata



14

entonces de usar un algoritmo que nos permita, partiendo de xo,
"continuar” la curva S hasta llegar a x* . Para ello los algorit-
mos mis utilizados pueden clasificarse en dos grandeg grupog: los

de tipo discreto y los que usan 1la idea de Davidenko [1953] (mé&-

todos continuos).

En un método de continuacién discreto se particiona el in-
tervalo [0,1] para obtener una cadena finita de problemas que

responde a la siguiente formulacién:

i

H(x,tn) 0, 0 = to < tl < e <ty =1

N =
Comenzando a partir de x(0), se usa entonces un proceso iterativo
local de forma que, en el n—ésimo problema a resolver, se calcula
X(tn) arrancando con x(t_ ;). Desde el punto de vista tebébrico,
surge la cuestibén de determinar bajo qué condiciones para H se
puede asegurar la existencia de una particién de [0,1] v la de un
proceso iterativo, de forma que x(tk) caiga en el dominio de
atraccién correspondiente a x(tk+1), para cada valor de k. Ade-
mis, seria de gran interéé el determinar la particién que conlle-—

va menor esfuerzo computacional (ver Avila [(19741)).

A diferencia de 1o anterior, la 1idea de Davidenko [(1953]
consiste en plantear una ecuaciédn diferencial aprovechando las
dos (Gltimas condiciones impuestas a 1la funcién de homotopia H.

Siguiendo con el ejemplo planteado, si derivamos respecto de t la

ecuaciébn:
H{x(t),t) =0

se obtiene:



dx(t)

D _H(x(t),t) + D H(x(t),t) = 0

dt
donde D denota derivacién y el subindice indica 1las variables
respecto a las cuales se ha derivado. La ecuacibédn anterior, Jjunto

con

x(0) = Xq

constituye un problema de valor inicial de tipo implicito, en el
que queda transformado el problema original P. Basta ahora inte-

grar hasta t = 1 el anterior sistema, para 1llegar a la solucién

buscada.

Algunos autores comoc Wasserstrom [{1973), consideran que es a
este segundo grupo de algoritmos, que conducen a la reformulécién
del problema original como otro de valor inicial, al que debe
aplicarse con mayor propiedad el apelativo de método de continua-
cién. De hecho en la terminologia anglosajona suele utlilizarce en
este contexto la denominaciébn "embedding methods", haciendo refe-
rencia a la 1idea especi{fica de englobar el problema en uno més
general, mediante la funcién de homotopifa. Con objeto de fijar el
significado de los términos, en lo sucesivo seguiremos a Wassers-—
trom y, bajo el t{tulo de métodos de continuacibédn, consideraremos
aquellos que conducen a la resolucibén de una ecuacién diferencilal
con condiciones iniciales <conocidas. Hecha esta precisién, cabe
afiadir que varios autores coinciden en sefialar como precursor del

método de Davidenko o método de continuacidén a Lahaye [1934].
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2.2. La parametrizacién respecto a la longitud de arco.

Volviendo de nuevo al ejemplo en cuestibén, una vez elegida
la funcibén de homotopia H, queda transformado el problema origi-
nal en otro que es equivalente, siempre que nuestro interés sea
localizar al menos una solucién del problema original. Como vere-—
mos mAs adelante, esta equivalencia puede ser completa para cier-
tas aplicaciones. Ahora, sb6lo falta resolver el problema de valor

inicial ya resetfiado:

x(0) = X4
dx(t)
D H(x(t),t) + D, H(x(t),t) =0
X t
dt
Observando la f(iltima ecuacién, puede concluirse que aparecerén

dificultades numéricas cuando el determinante de DXH sea proéximo
a cero. El1 tratamiento de estos casos exige técnicas adicionales.
La idea mis Gtil es realizar un cambio de parémetro de forma que
la derivacibn respecto a ese escalar conduzca a la remocién de 1la
singularidad. Asf{, si denotamos por & al nuevo parémetro y hace-

mos el cambio
t = g(x,s)

podemos definir una nueva funcién de homotopia
H*(x,s) = H(x,g(x,s))

de forma que
D H*(x,8) = D ,H(x,t) + D H(x,t) D g(x,s)

Si se elige adecuadamente la funcién g, puede conseguirse que en
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un punto en que DXH sea singular, DxH* no lo gsea. Una parametri-
zaciébn muy Gtil en la que esto ocurre, para cierta clase de pun-
tos singulares (los llamados puntos limite, como los seflalados en
la figura 2.1), es 1la que hace referencia a 1la longitud de arco
recorrida hasta el momento s8obre 1la curva S (Klopfenstein

[1961 D).

Si reescribimos la funcién de homotopia para el nuevo pari-
metro 8, como

H(x(s),t(s)) = 0

y derivamos ahora respecto de s, se llegaria al sistema de ecua-

ciones siguiente:

df . n &f, dx., &f, dt .
__1=:_1__3+._i__=0,i=1,2,...,n
ds =1 3x. ds it ds

donde fi indica la i—ésima componente de la funcién H.

Si al anterior sistema afadimos ahora la condicién:

dxl dx dt

(— )2 4 L.+ (™2 4 (Y2 2

ds ds i ds

es claro que al parémetro s le damos el significado de longitud
de arco de la curva S. Con la ayuda de esta igualdad, atn desco-
nociendo la funclébén g de modo explicito, es posible llegar a 1la
nueva ecuacién diferencilal, como veremos a continuacién. Recorde-

mos que la imagen de la curva pertenece a

R™ x [(0,1]cRr™M!



S1, por razones de mayor uniformidad, denotamos con xn al paré-

+1

metro t, y llamamos Mk a la matriz

[ 8 3f 8f 4 i ]
) 1 ey ¥h4
M 3 3 , 3
B Bl By BXn+1
i) e ey B4l

(n6tese que falta la columna correspondiente a X, ¥ que las deri-
vadas se suponen evaluadas en el punto x € S), es inmediato con-

cluir que Mn se corresponde en cada punto con DxH‘ Ademés, si

+1
en el anterior sistema de ecuaciones elegimos como incbgnitas las
n siguientes,

1 axp_1 ¥y d%n+1

y ey . )y e s ey
ds ds ds ds

la matriz de coeficientes vendr{a dada por Mk. Si dicha matriz es

regular, se puede resolver el sistema respecto a ka/ds, y obte-—

ner:

— = C, e, i#k
ds ds

El cllculo de los coeficientes Cis junto con la condicién ya ci-

tada

Q-IQ-
] X



permite establecer

y obtener, por tanto, el valor del vector dx/ds (La arbitrariedad

en cuanto al signo de dxk/ds ha de eliminarse asegurando su con-—

tinuidad).

Si recordamos la condicibédn de punto limite (ver, v.g. Frelire

[19821), v 1la aplicamos al conjunto soluciébn de la ecuacién
H(x,t) = 0
tendremos que

rango DxH = n-1

rango [DxHi DtH] = n

Por tanto, en esos puntos, Mn+1 resulta singular, pero es posible

encontrar un valor
k < n+l

de forma que Mk resulte regular. El1 teorema de la funcién impli-
cita nos asegura en estas condiciones la posibilidad de "despe-—

Jar” las demés variableg respecto a la k—-ésima y, de hecho, eso

serl lo que hagamos.

Es interesante subrayar que, desde un punto de vista opera-

tivo, la elecciébn como parémetro de la longitud de arco equivale
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a no asignar, a ninguna de las n+l variables, el papel de paréme-
tro fijo de continuacién: éste variarl a lo largo del proceso. Ha
de incorporarse, por tanto, un mecanismo para la eleccibén més

conveniente del indice k en cada momento.

Elegidos una funcién de homotopia H, un punto Xq (arbitra-
rio) correspondiente a t = 0, y un método de integracibn, conta-
mos con todos los elementos para 1la resolucién, mediante la téc-—
nica anterior, del problema de valor inicial planteado. Podremos,
partiendo de (xo,O), llegar a la solucién buscada x* sin més que

integrar hasta t = 1.

En el transcurso de la integracién, losg errores de trunca-
miento pueden per judicar de manera acunulativa el resultado. Por
ello, es habitual realizarla mediante dispositivos del tipo pre-
dictor—corrector. Debe notarse que el cllculo de las correcciones
puede hacerse de forma poco laboriosa. Si, por ejemplo, usamos el
método de Newton dejande invariable precisamente 1la coordenada

Xy la correccibédn del vector

+ T
X - (Xl, x2, LI S Y xk_1, xk+1l L xn+1)

vendr{a dada por

+

coaxt o= —Mk(x)—lﬂ(x)

"cuya evaluacibén puede aprovechar de forma notable las operaciones
realizadas en el cllculo del vector dx/ds. Basta observar que, en

cada punto:



. Efl
1 Bxk
. Bfk_l
k-1 -
3x
- —Mk(x)_l k
3f
c __y
k+1 Sxk
¥,
] n+{ _8xk |

que proviene de un sistema lineal con la misma matriz de coefi-

cientes.

La aparicién de puntos singulares m&s complejos de los ya
tratados, puede resolverse en 1la mayoria de 1los casos con meca-—
nismos adecuados de variacién del paso de integracién. En algln
caso, sin embargo, puede acudirse a otras alternativas. Como pri-
mera opciébn est&, obviamente, el cambio de funcién de homotoplsa,

dada la libertad de eleccibdn con que contamos.

Otra posibilidad adicional consiste en permitir que el paré-
metro t tenga caricter vectorial, aumentando asi la dimensiédn del
espacio de trabajo. En este caso, se deberfa definir a priori
—para dicho parémetro—- un camino diferenciable que enlace el va-
lor inicial (correspondiente a un problema de solucién conocida)
con un valor deseado para el que la funcién de homotopia repre-

sente el problema en estudio. La gama de planteamientos diversos
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para un determinado problema es, pues, muy amplia.

Como sefiala Boggs [(1971] (ver también Meyer [19681]), puede
considerarse también un intervalo de variacién del parémetro no
acotado. Asf, si permitimos, por ejemplo, que dicho parémetro se
mueva en el rango ([(0,®), la integracién de 1la correspondiente
ecuacién diferencial debe realizarse hasta alcanzar 1lo qﬁe po-—
drfamos llamar el régimen permanente (haciendo Jjugar al parémetro

el significado de variable temporal).

En el supuesto de que lo anterior sea posible, esto es, se
cuente con las condiciones necesarias para que haya convergencia,

podria plantearse v.g. como nueva homotopia:

H(x,t) = F(x) - e'_t F(xo), t €[0,m), Xg arbitrario,

que se corresponderfia con las llamadas de reduccién del error.

Siguiendo ahora la formulacibén de Davidenko, si x(t) repre-

senta la curva gque verifica

H(x(t),t) = 0, V¥t € [0,0) con x(0) = x4

obtendr{amoes, al derivar respecto de t:

dx(t) N

D_F(x(t))
x dt

pero como por hipétesis,
F(x(t)) — et F(xg) = 0

se llegarfa a la ecuacién diferencial:
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dx(t)
D F(x(t)) = — F(x(t))
dt

que, 81 admite su expresién expliéita, conduce a:!

dx(t) 1

= - D_F(x(t)) " F(x(t))

dt

Eg interesante notar que la integraciédn numérica de esta ecuacibn

por el método de Euler origina el esquema

x(t+h) = x(t) — h D_F(x(£))™ > F(x(t))
Si tomamos ahora h = 1, el correspondiente proceso iterativo
x = x_ — D_F(x )—1 F(x_)
n+1 n X n n

coincide con el algoritmo de Newton, de forma que dicho algoritmo
podria considerarse como un caso particular del método de conti-
nuacién, cuando se aplica este Gltimo a la resolucibdn de ecuacio-

nes no lineales.

2.3. Aplicabilidad del metodo.

Con independencia de la utilizacién del método de continua-
cién para la resolucibdn de ecuaciones no lineales, problema que
aparece con frecuencia en el anflisis cualitativo y que seré& ob-
jeto de posteriores capitulos, haremos ahora un breve recorrido
por otros Ambitos en los que es aplicable el método. No se trata
de dar una visibén exhaustiva: procuraremos, mas bien, mostrar su

versatilidad para ser usado en problemas de diversa {ndole, ilus-
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trando con otros ejemplos las ideas ya expuestas.

Un problema ya clésico en anllisis numérico, pero no por eso
exento alGn de dificultades, esg la localizaciétn de las ralices de
un polinomio. Con 1la ayuda del método de continuacién, podemos
ahora optar por un nuevo planteamiento del problema que puede re-
sultar ventajoso frente a otros. Supongamos que degseamos calcular

las rafces de la ecuaciébn polinbmica:
N
_ (1) _n _
fl(z) = ian z =0

0

donde los coeficientes pueden ser complejos, y

Si es posible, procuraremos que no estén muy ale jados de las so—

luciones buscadas, que denotaremos por:

Definamos ahora otra ecuacién polinémica

N N
fo(z) = N (z-233) =1 al%2" = 0
J=1 n=0
A continuacién, construimos una funciédn de homotopia para este

problema, haciendo
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H(z,t) =
n

n
a (t) z(t)" = 0

nmM=z
o

con lag siguientes condiciones:

(i) aN(t) =1, ¥t € [0,1]
(ii) a [0,1] —» € suficientemente diferenciable con:

(0) (1)
n n

an(O) = a H an(l) = a

Con objeto de plantear el correspondiente problema de valor ini-
cial, para cada raiz z(J) de la funcibén de homotopfia, derivamos
respecto de t para obtener:

az{3 Nl e ey )e

n
dt Z::l nan(t)(z(j))n—1

j=1, 2, ..., N

Conseguiremos as{ N ecuaciones diferenciales idénticas, que deben

integrarse con sus correspondientes condiciones iniciales:
2 = 2{P, 5=1, 2, ..., N

As{ pues, la integracién desde t = 0O hasta t = 1, conduce a los

valores buscados:
2Dy =2, 51,2, ..., N

En cuanto a la elecciédn de las funciones a. para j=1,2,...,N-1,
podriamos adoptar, por ejemplo, la siguiente combinacién convexa

de los coeficientes:

(0) , 4o(D

a (t) = (l-t)ag N

que se corresponderia con una homotopia del tipo que antes llama-

mos de regularizacién.
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Como hace notar Wasserstrom (1971], y ya hemos seflalado més
arriba, este proceso puede ser mejorado en eficacia, teniendo en
cuenta que durante 1la integracién conocemos, Iimplicitamente, 1la
solucién exacta de la funcién de homotopia para cada t € [0,11.
Por 1o tanto, es posible y conveniente realizar, para unos cuan-—
tos valores prefijados de t, iteraciones correctoras de tipo New-—
ton o similares. Este mismo autor da soluciones para algunas di-
ficultades numéricas que pueden presentarse cuando el denominador
en la expresibén anterior de dz/dt se acerca a cero. En otro arti-
culo [1973], aplica el método de continuacién a problemas tan di-
versos como la identificacién de parémetros, problemas de contor-—

no o cllculo dé autovalores de operadores diferenciales lineales.

Hace adem&s una observacién no exenta de interés: un polino-
mio puede ser interpretado —hablando con imprecisién- como una
aplicacién del vector de sus coeficientes en el vector de sus
rafces. Esta aplicacién no es simétrica, en el sentido de que,
mientras es fAcil obtener 1los coeficientes a partir de las rafi-
ces, lo reciproco de ningtn modo es una tarea trivial. Esta asi-
metr{a es una de las caracteristicas de los problemas en los que
la idea -de continuacién puede ser Gtil, ya que es facil plantear
un problema con solucibén conocida que sirva de cauce, mediante

integracibén, para llegar a la soluciébn del problema original.

F.H. Branin, C.G.Broyden y L.0. Chua son citados por Chao y
Saeks [1977), entre otros precursores del empleo del método de
continuacién en ingenierfa. En ese articulo, se describen aplica-
ciones del método al estudio de caracteristicas de entrada-salida

de redes eléctricas no lineales, trazado de diagramas de Nyquist
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multivariables y otros tépicos del an&lisis de circuitos. Inclu-—
yen, ademés, otro ejemplo interesante, que da idea de las posibi-

lidades del método de continuacibdn: el cAlculo de matrices inver-—

sas.

Supongamos que deseamos obtener 1la inversa de wuna matriz
cuadrada N. Podemos construir una familia paramétrizada de matri-

ces, de forma que
M(t) = &N + (1-t)I, t €1{0,1]

donde I denota 1la matriz identidad, de orden igual al de N. Es

claro entonces que
M(O) = I, M(1) = N

¥y dque puede formularse como funcibén de homotopfa, la gque aparece

en el primer miembro de la siguiente ecuaciébn:
MCeOM i) - 1 = 0

Derivando respecto al parémetro t, se llega a la expresién:

amM~ () . aMce)
—_— = m M lcey =
dt dt

M ley (n-1) Mlce)

I

&

Contamos as{ con un problema de valor inicial correctamente plan-
teado. La eficiencia de este método de inversiébn matricial decae
con el ordén de la matriz, sobre todo g1 =gse trata de una matriz
vacfa (sparse). Para este caso, Saeks [1979] da un refinamiento

de esta técnica combinAndola con la descomposicién LU.
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Otros ejemplos dg uso del método de continuacién en el ana-
ligis de circuitos eléctricos, aparecen en Saeks [1976]. El1 uso
combinado del método con algoritmos simpliciales, es ampliamente
descrito en Allgower y Georg [1980], que recogen ademis una ex—
tensa bibliografia, donde pueden encontrarse otras aplicaciones
recientes en ingenier{a, economfa, etc. En Wacker [19781], apare—
cen otras aplicaciones del método de continuacién a problemas de
optimizacién con restricciones no 1lineales, as! como articulos
(ver Alexander [19781]), que profundizan en el estado actual de 1la

investigacién en las bases tebricas de estas técnicas.

2.4. Disefio de un proceso de continuacién en el contexto del ani-—

lisis cualitativo de sistemas din&micos.

Ya hemos indicado en esencia en qué consiste el método de
continuacién y cbmo, en la préctica, su implementacibdn mls efi-
ciente se basa en 1la idea de combinar predicciones y correccio-—
nes, para evitar 1la acumulacién de errores. Ha quedado patente,
asimismo, su flexibilidad para adaptarse a problemas de muy di-
verso enunciado. Se comprende pues que se tratari de una herra-
mienta de gran wutilidad para la aplicacién de 1las técnicas del

anblisis cualitativo.

Supongamos ahora que deseamos realizar un diagrama de los
equilibrios de un sistema din&mico con un parémetro p unidimen-
sional. El1 anllisis cualitativo de un sistema din&mico exige nor-
malmente la obtencién de este diagrama, que proporciona una vi-

sibén global de la estructura de 1los equilibrios frente a los di-
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versos valores del parametro (ver figura 2.2).
Sea pues el sistema din&mico:

x = f(x,p) con f : R®™x R -> R™, x ¢ R™, p € R

Fijemos un valor del parémetro, haciendo p = Pg- Los equilibrios

correspondientes vendrfan dados por las soluciones del sistema
f(x!po) =0

para lo cual podriamos acudir a un método clésico de resolucién
de sistemas de ecuaciones —no lineales, en general—, si dispusié-
ramos de soluciones aproximadas que aseguraran la convergencia
del método. E1 método de continuacién podria ser de gran ayuda
para el cllculo de esas soluciones aproximadas, a partir de las
cuales, usando por ejemplo el método de Newton, quedarfa resuelto

el problema.

Para completar el anflisis, repetirfamos el proceso descrito
para diversos valores del par&metro, hasta llegar a una descrip-

cibn satigfactoria del correspondiente diagrama de bifurcaciones.

No hay inconveniente, sin embargo, en adoptar un punto de

vista diferente. As{, nada impide considerar la ecuacién
f(x,p) = O

como representante de una homotopfa, donde el par&metro se mueve
ahora en un rango mAs general que el descrito anteriormente (en

los ejemplos analizados mAs arriba se trataba del intervalo
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Figura 2.2. Diagrama de equilibrios de un

sistema din&mico.
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[0,1)), y aprovechar por tanto la idea de Davidenko. Bajo condi-

ciones suficientes de derivabilidad de f, podemos escribir:

dx(p)

D f
x dp

donde Dx y Dp, denotan las correspondientes derivadas de la fun-—

ciétn f. Asi, se obtiene la ecuaciédn diferencial

dx(p) 1

= (Dxf) Dpf

dp
totalmente an&loga a las descritas para el método de continua-

ciébn.

Es ahora patente que las técnicas de continuacién encajan
armoniosamente en el problema de obtener el diagrama de equili-
brios de un sistema din&mico, de manera que no es necesario si-
quiera plantear una funcién de homotopia, ni introducir un paré-

metro adicional.

Rheinboldt [1980) se centra en este problema, y estudia la
teorf{a de existencia de 1o que llama "campo de soluciones" para
la ecuacién f(x,p) = 0, en el importante caso en que el parémetro
tiene dimensién uno. Para ello, define hprimeramente una aplica-
cibn que especifica como imagen a un vector tangente de norma eu-
cl{dea igual a uno. A continuacién exponemos brevemente sus re-

sultados.

Sea f @ Rn+1 ~> R diferenciable con continuidad dos veces.

Para un punto dado b ¢ Rn, consideremos la ecuacién:
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f(x) = b

donde b se supone en el recorrido de f, y xn+1 eg la variable que
Jjuega el papel del paré&metro. Dada una funcién diferenciable con
continuidad x, definida en A, intervalo abierto de R y con valo-
res en Rn, se dird que x es una goluciébn paramétrica de la ecua-

cibn anterior, si sge verifica
f(x(t)) = b, ¥t € A
donde

x :t ACR —-> RrR"

Para excluir el caso de socluciones paramétricas constantes,
diremos que una solucién paramétrica es regular, =si ¥t € A se

tiene x’(t) # 0. Dada otra solucién paramétrica
y :t Bc R —> R"

diremos que x e y son equivalentes, si existe un difeomorfismo
g :AB C R ->R

tal que

g'(t) > 0, ¥t € B, g(B) = A de forma que y = X, §

En otras palabras, las dos soluciones paramétricas definen
entonces el mismo conjunto de soluciones de la ecuacibébn en estu-
dio. Podemos asi{ identificar las correspondientes clases de equi-

valencia de 1las soluciones paramétricas con lo que llamaremos
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curvas solucién de 1a ecuacibn f(x) = b. Diremoe que una curva
solucibén es regular, 8i se corresponde con una representacién pa-

ramétrica regular.

Ya que para toda soluciébn paramétrica, se verifica
Df(x(t)) x’(t) = 0, ¥t € A

es fhcil plantear una ecuacién diferencial que debe cumplir cual-

quier solucién paramétrica. Sea

n+l,

R(f) = {(x € R rango Df(x) = n}

el conjunto de puntos donde f es regular, que supondremos no va-
cio. Para un punto x € R(f), existe un vector Gnico u € Rn+1, que

cumple:

a) Df(x) u =20

b ““” 2 =

-

Df(xg
c) det > 0
|

Por tanto podemos definir as{ una aplicacién:

T : R(f) —> RPFI

X —> Tx = u

(con las tres condiciones anteriores). Claramente, las soluciones

de la ecuacién diferencial
x' = Tx

constituyen soluciones paramétricas (necesariamente regulares) de

la ecuacibébn f(x) = b, con b = f(x(to)) (to es un punto arbitrario
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del dominio de la solucién).

Con estos prerrequisitos, Rheinboldt [1980] enuncia el gi-

guiente teorema de existencia y unicidad:

"Para el problema de valor inicial
x’ = Tx, X(to) = Xq € R(f)

existe una solucibdn paramétrica Gnica, definida en un intervalo
abierto que contiene a tO’ con valores en R(f), y que es maximal

regpecto a 1la inclusién de conjuntos”.

Debemos destacar céme de nuevo, en este algoritmo, el paré-
metro impl{icitamente usado tiene la significacién de longitud de
arco, a causa de la condicibédn b) anterior. Esto asegura que podré

sobrepasar sin dificultad los puntos limite.

Cara a la determinacién préctica de 1la curva solucibdn de 1la
anterior ecuacién diferencial, es interesante adoptar un esquema
del tipo predictor—corrector. Esto significa que aprovechando 1la
informacibn de la porcién de curva yva calculada en un determinado
momento, realizaremos una extrapolacibédn que aproxime al siguiente
segmento de la curva. Hecho esto, tomaremos un punto de esta cur-
va extrapolada como punto inicial de wun proceso iterativo de co-
rreccién, disefiado para que converja a un punto de la curva solu-
cién. Con la formulacién anterior, para realizar las correccio-

nes, necesitamos afiadir una ecuacién més a las n representadas

por



£(x) = b, x € R(f)

Contamos con cierta libertad a la hora de escoger esa ecua-—

cibén adicional. Una posibilidad serfa usar la ecuacién

de forma que se tenga que

Df(x;
det T ; # 0
ve

para un entorno del Gltimo punto calculado, que llamaremos xk.

Como vector v podrfia usarse desde 1luego Txk que cumple la
condicibén indicada. Sin embargo, es mAs sencillo el corregir de
forma que permanezca constante alguna de las componentes de x, 1lo

que equivale a escoger v = e;, siendo e; uno de los vectores uni-

tarios de Rn+1. Llegamos asi, al siguiente sistema de ecuaciones

para el proceso corrector:

f(x) - b
h(x) =0 , con h(x) = T
e;x — a
donde
_ .Tk k
a = e/x = X,

Para fijar del modo mis conveniente el indice i, podemos ob-

servar qgque
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Df(x)| [ DE(x)
Dh(x) = : |- o T+ Tx ey - Tx) 1)
ey (Tx)

ya que Tx cumple por hipétesis las condiciones a) y b) anterio-

res. Ahora, usando la identidad:

T T +1
det (I + vlvz) =1 + ViVas Viy Vo € rR"
obtenemos:
Df(x) T
det (Dh(x)) = det det (I + Tx(e, — Tx) ) =
T i
(Tx)
T Df ()]
= (Tx)" e; det Tl
(Tx) j

Por tanto, para obtener eficiencia desde el punto de vista
numérico, interesari elegir el indice 1 de forma que el nfimero

dado por
1T Te |

sea méximo.

En la figura 2.3 se 1ilustran geométricamente estas ideas
para el caso més simple (n = 1) y se muestran las diversas posi-
bilidades (en este caso, dos) en cuanto a la direcciébn de las co-

rrecciones a efectuar, una vez realizada la prediccién del punto

y-

Si usamos para la correccién el método de Newton, el esquema

del proceso de continuacién, a partir del punto xk sobre la cur-



a) Caso en que (Txk)Te1 > (Txk)Te2

k+1

b) Caso en que (Txk)Te1 < (Txk)Te2

Figura 2.3. Prediccidn y correcciones en el algoritmo

de continuacidn en R2 .

—>—

y

Direccidn de las correciones a partir de

k k
X+ hk+1 Tx

37
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]

va, serf{a como sigue:

1) Calcular el vector tangente Txk, que deberé verificar las con-

diciones a), b) ¥y ¢) anteriores.

2) Determinar el findice i, de forma que

lef Txkl = max IeT Txkl
J=1,n+1 -~

3) Escoger el tamafio del paso de continuacién, hk+1 > 0.

4) Predecir el punto siguiente y, mediante

k

_ k

5) Con y como punto inicial, aplicar el método de Newton a la

ecuaciébn g(x) = 0, con

a—eiy=yi

6) Si 1la convergencia es aceptable, tomar la (Gltima iteracién

k+1 k+1

para definir x . Repetir con x los pasos anteriores (1 a 6),

i se desean mis puntos de continuacién.

7) Si la convergencia no es buena, reducir hk+1 y volver al punto

4.
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2.4.1. E1 problema de 1la seleccién 6ptima del paso de continua-

ciébn.

Para la selecciébn del paso 6ptimo de continuaciébn, es decir,
para realizar la tarea correspondiente al paso 3) del proceso que
acabamog de describir, conviene basarse en la historia anterior a

la obtencibébn del punto considerado.

Si llamamos 8 al parlmetro que representa la 1longitud de
arco recorrida hasta el momento en 1la curva solucién, como apro-—
ximacién al segmento siguiente en la curva podriamos usar el po-

linomio cuadréitico:

k k 2 k
qk(s) = x + (S—sk)Tx + (s—sk) w', con s > S
donde
k 1 k 1 k _k-1 Ik _k-1f {
w, = —(Tx" - —(x"=x" ")), con Ask=|lx —-X F: S ~Sk_1

k ha de hacerse con cuidado,

Nbétese que la evaluacibédn de w
para evitar los posibles errores de cancelacién en la sustraccién

(debe usarse, por ejemplo, doble precisiébn).

Teniendo esto en mente, y recordando que la predicciédn viene

dada por

vy, (h) = x* + hrxk

escribimos:
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Ilyk(hk+1) - x(sy + hk+1)Hﬁ”yk(hk+1)'qk(sk+hk+1)H<i”k+1

con lo que obtenemos la estimacién

h Pk+1
k+1 ki
IR
donde Pk+1 es una determinada constante de tolerancia, que iden-
tificar{a una distancia de "seguridad"” que, de no sobrepasarse,

garantiza la convergencia del proceso corrector.

Para determinar Pry1+ Podemos basarnos en el proceso correc—
tor realizado para obtener el punto xk. Asfi, llamando z a la pre-—

dicciébn:

k-1

_ _ k-1

podriamoe calcular la distancia Bk, entre z y el propio xk (error
de prediccibn):

b = |z - o

Se podrfia entonces tomar H = 3 pero esta elecciébn con-

k+1 k*

duce a resultados muy conservadores. Es mis, esto llevarfa a to-—
mar, cuando el error de prediccién es pequefio, pasos de continua-
ciébn también pequefios, lo que resulta poco cohe}ente. Para evitar
estas situaciones, que darfan lugar a una sucesién decreciente de
pasos de continuacién cuando la curvatura cambia poco bruscamen-—

te, debemos alterar la elecciédn anterior, y usar entonces:

Prel = Ok
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donde 9k+1 es una cantidad relacionada directamente con la cali-

dad de convergencia del proceso corrector.

En Den Heijer et al. [198l1], se estudian dos modelos hipoté-
ticos para 1la convergencia, cuando se usa el métodd de Newton
como proceso corrector, que no detallaremos aqui. En funcién de
esos modelos aproximados, se dan expresiones para el cllculo del
factor 0k+1. Desde un punto de vista de carécter préctico, tam-—
bién se indica un enfoque alternativo, que constituye la solucién
adoptada en las aplicaciones desarrolladas en esta memoria, y que

exponemos a continuacién.

Definimos un factor de cambio relativo del paso de continua-

cién kk+1, mediante

Byl = Ap188g

y exigiremos que el factor kk+1 se encuentre entre dos valores
prefi jados:
1
- X< kk+1 < t, con t > 1
t
Adembs, daremos dos cotas para el paso de continuacién:

0 < h < h

min k+1 < hmax

k

Ya se indicé que el chlculo de w requiere cierto cuidado; para

evitar errores usaremos las expresiones (ver figura 2.4)

| 2 .
Hwkii = -——lsen "'k
12 As 5
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Curva

Solucidn

Figura 2.4

Elementos principales en el cdculo del paso de conti
nuacidn, a partir del Gltimo punto calculado xk .

La circunferencia dibujada tiene radio unidad y el _

adngulo sefialado es ak/2 .

z : prediccidn anterior con error ¢

y ¢ prediccidn actual
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donde
%, = arcos (('I‘xk)T —— )

De todo lo anterior, deducimos:

P+l

C\Sk

Aeal =

2lsen -
2

Conviene adoptar una cota inferior para el &ngulo o » que
llamaremos . Hecho asi, observamos que el numerador del radican-
do anterior, que indica una tolerancia relativa del proceso co-
rrector, debe estar comprendido entre dos cotas, que se corres-—
ponden con los valores extremos permitidos para el factor kk+1 de
cambio relativo del paso. Si usamos para dicha tolerancia relati-

va la notacién

P+l

Ask

k+1 =

deducimos que dichas cotas vienen :‘dadas por:

Como, obviamente, queremos que

G < ¢

min max

necesitamos, entonces, que la cota inferior o verifique:
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4%

% > 2 arcsen (J5t4)"1

Definiendo ahora una funcién auxiliar, lineal a trozos:

a 8i x < a
Z(x3;a,b) = x g8ia {(x(gb
b 81 x > Db

el proceso de seleccibn del paso puede resumirse como sigue:

a) Cllculo de e » Ek, Ask

b) Obtencién de la tolerancia relativa 5, mediante:

24

! -

“max S1 , sen -; <isen 2 6 Ek > Tmax®Sk
2
k+1 = ®min 8% ’sen j;j> 2 6 8k £ "nin®Sk

8k
- en los demas casos.
ASk

c) CAlculo de kk+1’ mediante

T+l

2sen(Z(x; &, N/2)/2)

Al =

d) Célcu}o de hk+1' mediante

hyevr = ZCGg 188, hpgny hpay)

La eleccibn de las constantes gy t depender& del problema en
cuestibébn, pero unos valores de x = 0.05, t = 3, suelen ir bien en
la mayoria de los casos. Aunque en este algoritmo no se tienen en
cuenta los cambios de comportamiento respecto a la convergencia
del proceso corrector, para valores adecuados de las constantes
anteriores, se observa una marcha mAs que aceptable del misﬁo,

como veremos en las aplicaciones.
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2.4.2. Continuacién en las proximidades de puntos singulares.

A la hora de aplicar un proceso de continuacién como el des-
crito, es importante contar con la posibilidad de que existan

puntos solucién en los que falle la condicién:
rango Df(x) = n

o lo que es lo mismo, que x no pertenezca a R(f). En este caso,
no seré posible, en general, seguir adelante con el proceso de
continuacién. De hecho, en las proximidades de tales puntos se
debilita la convergencia del proceso corrector, y el cllculo del
vector tangente se hace menos preciso. Ademés, la posible apari-
cibén de una o mAs ramas secundarias, hace que debamos tener espe-
cial atencién a estos puntos: habré que efectuar los correspon-—
dientes procesos de continuacién sobrev esas nuevas ramas si gque-—
remos obtener todas las soluciones posibles del problema en cues-

tibn.

El caso mhs simple de punto de bifurcacién a considerar es
el de punto limite, para el que la condliciébn anterior se satisfa—
ce, por lo que no representa ning@n obstéculo cara al proceso de
continuacién. Sin embargo, desde el punto de vista del an&lisis
cualitativo, puede ser de interés su localizacién. Algunos méto-
dos, como los de Abbot (19781, aprovechan la idea de continuacién
para obtener estimaciones de dichos puntos; otros siguen una
orientacién distinta, planteando un sistema de ecuaciones amplia—
do, cuya solucidédn corresponde necesariamente a puntos 1limite
(Seydel [1979]). Para una comparacién de estos y otros métodos de

localizacibébn de puntosg limite con diversas variantes, resulta de



interég el trabajo de-Melhem y Rheinboldt [1982], donde se rela—
cionan mies de una decena de ellos, asi como su efectividad, fren-—

te a un elenco de problemas concretos.

El caso de los puntos de ramificacibédn es de mayor interés,
ya que en ellos intersectan dos o mAs ramas solucién. Aqui 1la
cuestibén importante es detectar puntos sobre las ramas secunda-—
rias. En Rheinboldt (1978], se analiza uno de tales métodos. Otra
posibilidad la constituye el cllculo analitico de las tangentes a

las diversas ramas, sobre lo que volveremos mis adelante.
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CAPITULO III: TECNICAS DE ANALISIS EN BIFURCACIONES ESTATICAS

En este capf{tulo nosgs proponemose moetrar la utilidad y poten-
cia de los métodos de continuaciébn en el an&lisis cualitativo de
sistemas din&micos, limitindonos a los casos en que aparecen bi-
furcaciones de los equilibrios, as{ como incidir en otras técni-
cas -—inclufdas técnicas analiticas— que también resultan de inte—
rés. El1 an&lisis de las bifurcaciones din&micas, es decir, de las
relativas a érbitas peribdicas y aperibdicas, seré objeto de un

capf{tulo posterior.

Consideraremos sistemas en los que aparecen parfmetros, si-
tuacién muy frecuente en la préctica. Nuestro interés se centra,
fundamentalmente, en averiguar qué conducta debemos esperar fren-
te a cada conjunto de valores de dichos parémetros, determinando
rangos de igual comportamiento cualitativo. Trabajaremos as{ con
ecuaciones diferenciales de la forma:

dx

— = f(x,u), x € R", u e RP
dt

Un objetive esencial del an&lisis es, por tanto, determinar
en su totalidad el diagrama de equilibrios del sistema, lo que

nos lleva a resolver ecuaciones del tipo
f(x,u) = 0, x ¢ R", ueRP

donde p, la dimensién del espacio de par&metros es pequefia, nor-
malmente uno o dos. Trabajaremos inicialmente con parémetros uni-

dimensionales, pero dado que en las aplicaciones que analizaremos
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aparece con frecuencig el caso bidimensional, extenderemos en lo
posible las técnicas desarrolladas a este caso. Debemos notar que
entonces es definitivo el obtener también un diagrama en el plano
de parlmetros que delimite las regiones de igual comportamiento,
con lo que conseguiremos una visién global del sisgtema en estu-
dio. Este diagrama en el plano de parémetros, no esg otra cosa que
la correspondiente proyeccién del diagrama de equilibrios, pero
el pasar de uno a otro no resulta en muchos casos una tarea tri-

vial.

3.1. Técnicas de anllisis 1local de los equilibrios y de sus bi-

furcaciones.

Un primer objetivo a cubrir en €l an&lisis cualitativo de
sistemas din&micos es el caracterizar el comportamiento de las
soluciones préximas a un equilibrio dado. Esta tarea, relativa-—
mente simple en el caso de los sistemas lineales, necesita de
Gtiles especificos cuando abordamos el estudio de sistemas de
tipo general, que a menudo resultan ser no lineales. Es m&s, se-
rfa de gran interés el contar con un conjunto de condiciones que
permitiera el catalogar las diversas situaciones, reduciendo, si
fuera posible, a unas cuantas clases de equivalencia (hablando en

sentido cualitativo) todos los casos.

Prescindiendo por ahora del parémetro, supongamos que conho—

cemos un equilibrio X del sistema no lineal:
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dx

-_— - f(x)l XGRn

dt
cuyo flujo asociado denotaremos por Ft' Podrfiamos construir, como
éproximacién a este esistema, otro que fuera resultado de lineali-
zar el anterior. En concreto, si Df(x) representa la matriz jaco-—

biana de f en X y establecemos un sistema de coordenadas en ese

punto, cabrf{a esperar que el comportamiento del sistema (lineal):

dy

dt

= Df(x) y

reprodujera cualitativamente el del no 1lineal. La respuesta pre-

cisa se corresponde con el teorema de Hartman—-Grobman: -

"Si Df(xX) no tiene autovalores con parte real cero, existe

un homeomorfismo definido en un entorno de x, que transforma las
. . . . tDf (%)

orbitas del flulo Ft en las del flujo lineal e . Este homeo-—

morfismo conserva el sentido de las érbitas, y puede ser escogido

también de forma gque preserve la parametrizacién temporal” (ver

Guckenheimer & Holmes [19861]).

La importancia de este resultado hace que para los equili-
brios que cumplen las hipétesis del teorem% se reserve un nombre
especial. Diremos que un equilibrio x es hiperbélico si la co-
rrespondiente matriz Df(xX) no tiene autovalores cero ni imagina-
rios puros. El1 anflisis local de equilibrios hiperbblicos se re-—
duce pues al estudio del correspondiente sistema lineal (para una
descripcibébn mds detallada, cfr. Hirsch & Smale [1974], Braun

(1978 0.
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La resolucién conjunta para este ejemplo de

f(x,u) =0

D f(x,u) = u - 3x2 =0

implica que el finico punto posible de bifurcacién de equilibrios
es el (0,0). Un anllieis mhs detallado lleva a confirmar la si-
tuacibn, pues el fGnico equilibrio existente para u < 0 (el x =
0), pierde su estabilidad para u > 0, y para estos wvalores del

parémetro aparecen dos nuevos equlilibrios estables (x = iJﬁ).

Como indica el ejemplo anterior, la aparicién de bifurcacio-
nes esti Intimamente ligada a la pérdida de hiperbolicidad de los
equilibrios. Ya que para equilibrios no hiperbdlicos no podemos
usar el resultado de Hartman~Grobman, tanto para su andlisis lo-
cal como para 1la caracterizacién precisa de una bifurcacién, es

necesario disponer de técnicas adicionales.

El teorema de la variedad de centros representa un paso im-
portante en este sentido. Asegura, en el caso no hiperbblico, la
existencia de una variedad local (variedad de centrosg), invarian-
te al flujo del sistema, tangente al subespacio de centros de 1la
linealizacién, ¥ con su misma dimensibén. Esta variedad existe
conjuntamente con las correspondientes variedades invariantes ?s—
table e inestable del equilibrio en cuestié4n. Debemos getialar que
la variedad de centros no tiene por qué ser Gnica, y que sus con-—
diciones de analiticidad suelen ser peores que las correspondien-—
tes a las otras variedades invariantes (Cfr. Carr [19811). De to-
das formas, el anélisis del comportamiento del flujo sobre dicha

variedad, Jjunto con el an&lisie de 1la estructura de las varieda-
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des estable e 1inestable, permite adquirir wuna informacidén sgobre

el flujo local, que ser& de gran valor.

Recurriendo a los términos del desarrollo de Taylor de grado
superior al primero gque aproximan la variedad de centros, puede
plantearse un sistema reducido (en cuanto a la dimensién) que re-—
produzca cualitativamente la estructura del flujo sobre dicha va-
riedad. Se consigue as{ un sistema de dimensién igual al subesgpa-

cio L€ (subespacio de centros) de la linealizacién.

Para mayor simplicidad, y dado que es el caso mis interesan-
te en la practica porque pueden aparecer nuevas soluciones esta-
bles, supongamos que la variedad inestable es vacia y que (quizés
después de haber efectuado un cambio de variables) la parte li-

neal del sistema aparece en forma de matriz diagonal por bloqgues:

dx
— = Bx + f(x,y)
dt
x € R, y ¢ R"
dy
— = Cx + g(x,y)
dt

donde B y C son matrices cuadradas de érdenes n y m, cuyos auto-—
valores tienen, respectivamente, parte real cero y parte real ne-
gativa, vy f ¥y g son tales que se anulan junto con sus primeras
derivadas parciales en el origen. Podemos entonces representar 1la
variedad de centros como la gré&fica local de una funcién de forma

que:

WC = ((x,¥) ¢ y = h(x) con h(0) = 0, Dh(0) = 0 )



ya que ha de ser tangente a L® (gubespacio de centros de la 1i-
nealizacién). Si consideramos la proyeccién sobre L® del campo
vectorial en 1los puntos de la variedad, obtendremos una buena
aproximacén del flujo sobre la miesma, por lo que construiremos el
sistema:

dx

— = Bx + f(x,h(x)), x ¢ R"

dt
que reproduce cualitativamente el comportamiento del sistema ori-
ginal. Para resolver el problema del cllculo de h, se recurre a
su desarrollo en serie hasta un grado prefijado y observando que

dy dx

— =D h — = D_h (Bx + f(x,h(x)))
a¢ X at ¥

se debe tener:
Ch(x) + g(x,h(x)) = th (Bx + f(x,h(x)))

igualdad que mediante identificacién de coeficientes del mismo

grado conduce a l1la solucibédn buscada.

Para el estudio de este sistema reducido puede ser ftil el
uso de técnicas adicionales, como su conversié4n a forma normal.
Bisicamente, esta técnica consiste en una sistematizacién de los
cambios de variables apropiados que permiten remover del modelo
los términos no lineales gque no son esenciales, y conseguir asi

un modelo equivalente mé&s sencillo.

Con la ayuda de las dos técnicas anteriores, pueden anali-

zarse también las bifurcaciones de los eistemas con parémetros.



Para ello, se recurre a aumentar la dimensién del migmo, sus—

pendiendo el sistema original y formando el modelo:

dx

— = f(x,u)
dt

du

— =0

dt

para a continuacién conseguir un modelo reducido que puede co-
rresponderse con algln modelo canébnico o forma normal, ya sufi-
cientemente analizados. Se pueden conseguir también condiciones
precisas sobre f para asegurar qué tipo de bifurcaciébn se presen-

ta en un problema determinado.

Aunque, a lo largo de esta memoria, no haremos uso de estas
téenicas para el anflisis de bifurcaciones de érbitas periédicas,
de jaremos constancia de que, tanto el cllculo de la variedad de
centros como el recurso a formas normales, son también aplicables

para dicho caso.

Cuando los cambios cualitativos del flujo no estin esencial-
mente aséciados a alteraciones en las estructuras de los equili-
brios (o de las érbitas peribébdicas), o a su estabilidad, sino que
intervienen otras circunstancias (generalmente, fenbmenos de in-
terseccién entre variedades estables e inestables), hablaremos de
bifurcaciones globales. Su estudio es més complejo, ya que no

bastari con el anllisis de los elementos criticos del sistema.
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Limitandonos a bifurcaciones locales de los equilibrioce (o,
como veremos mis adelante, de loe puntos fijos de las aplicacio-
nes de Poincaré en el caso de 6rbitas periédicas), uno de los ob-
Jetivos del anflisis cualitativo es, como ya se ha indicado, el
obtener una lista completa de los distintos casos que pueden pre-—
sentarse. Por desgracia esta tarea parece necesitar aGn de gran-—

des esfuerzos de investigacién y elstematizacién.

Suele definirse 1la codimensibén de una bifurcacién como la
minima dimensién del espacio de paréﬁetros que es necesgsaria para
que el fenbémenc sea persistente ante perturbaciones. Repasaremos
brevemente, en lo que sigue, las bifurcaciones de codimensién uno

de los equilibrios, para las que el desarrollo s{ est& completo.

Para describir las posibles bifurcaciones de codimensién uno
de los equilibrios, consideraremos cuatro modelos sencillos dota-
dos de un parémetro unidimensional, que ejemplifican el comporta-—
miento a esperar en modelos mis complejos. De hecho considerare-—
mos modelos de una dimensibén en el espacio de estados, salvo el

Gltimo que serd de dimensibébn dos.

Las bifurcaciones que presentan se producen en el origen del
espacio de estados y para el valor u = 0 del parimetro. Ya hemos
indicado como el cllculo de]la variedad de centros y, en su caso,
el uso de formas normales, permiten asimilar modelos de superior

dimensién a alguno de estos cuatro casos.

Los modelos a considerar son los siguientes:

e
w
o

o DO INIEROS
A
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dx

(I) — = u - %2 Bifurcacién silla-nodo
dt
dx

(II) — = ux — x Bifurcacién transcritica
dt
dx

(ITI) — = ux — X Bifurcacién tridente

dt
(pitchfork)

— = X, + x; (u - (x% + xg))
(IV) Bifurcacién de Hopf

2
-_ = x1+X2 (u—(x%+x§))

Si, como ha sido habitual, denotamoé por f(x,u) los correspon—
dientes campos vectoriales, observamos que 1los tres primeros mo-—
delos tienen en comGn que

daf

—(0,0) =0

dx
con lo que las correspondientes 1linealizaciones en el equilibrio
(xo,uo) = (0,0) poseen un autovalor cero. Destacaremos, por el
momento, que la bifurcacién sgilla-nodo se caracteriza por la au-
sencia dé equili{brios para u < 0, 1y la aparicibébn de dos (uno
inestable y otro estable) para u > 0, mientras que en la bifurca-
clbébn transcritica dos edquilibrios de estabilidad opuesta inter-
sectan e intercambian su estabilidad. La bifurcacién tridente es
la correspondiente al ejemplo de 1la introduccién de este aparta-
do; en la bifurcacién de Hopf, un equilibrio estable se vuelve
inestable para u > 0, dando 1lugar a una 6rbita peribédica estable

de amplitud creciente con u.



Lag bifurcaciones pltchfork y de Hopf descritas se conocen
como supercriticas pues, alterando algunos glgnos en los modelos
anteriores, se darfan gituaciones en cierto sentido opuestas.
Ocurrirfan en ese caso fenbmenos de destruccién de equilibrioe vy
de 6rbitas inestables, Jjunto con 1la pérdida de estabilidad del
equilibrio inicialmente estable, al paso por u = 0. Son las lla-

madas bifurcaciones gubcriticas.

Las bifurcaciones de equilibrios no son los finicos fenémenos
responsables de cambios topolégicos en el flujo, como veremos més
adelante. Pero 1los diagramas de equilibrios, que describen 1la
evolucibébn de los mismos frente a los parémetros, constituyen un
poderoso elemento de andlisis. La necesidad de métodos numéricos
especificos para su c&lculo quedarid ©patente en las aplicaciones.
Uno de los objetivos de esta memoria, lo constituye precisamente
el mostrar cbmo utilizar un método de propésito general (el mé&to-—
do de continuacién) para este tipo de problemas. Abordamos, en lo

que sigue, esta cuestién.

3.2. Bifurcaciones de sistemas con parimetro unidimensional

Suponemos ahora que el paré&metro u es un escalar, vy, nos en-—

frentamos al problema de resolver la ecuacibdn no lineal
f(x,u) = 0, x € R™, ueRr

cuyas socluciones describen la dependencia de los diversos equili-
brios del sistema respecto al par&metro. Supuesta f diferenciable

con continuidad, y conocido un equilibrio (x,u) del sistema, el
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teorema de la funcién.implicita nos asegura que, en las proximi-
dades de dicho punto, existe wuna funcién diferenciable fQnica
x(u), que define 1la rama solucién que pasa por dicho punto (es

decir, x(u) = X), siempre que
det Dxf(i,a) # 0

En estas condiciones, a partir del punto (X,u) y usando un proce-—
so de continuacibén como el descrito en el apartado 2.4 del capi-
tulo anterior, podrfamos ir siguiendo la rama sgolucién hasta com-
pletar el diagrama de equilibrios. Para ello, habri que asegurar
que no existen otras ramas aisladas o separadas de la ya obteni-

da.

Dos problemas avarecen inmediatamente. Por un lado, hemos de
ser capaces de obtener un punto inicial. Para ello, o bien conta-
mos con goluciones triviales, reconocibles por simple inspecciébn
de las ecuaciones, o bién podriamos fijar el valor del paréimetro,

y plantearnos previamente el resolver la ecuacién
f(X,ﬁ) = OI X € Rn

Entre otros métodos numéricos, el método de continuaciédn puede

ser (Gtil de nuevo para localizar el valor X que necesitamos.

Una vez que hemos iniciado un proceso de continuacién, a
partir del punto (x,u), hemos de prever cbébmo actuar en las inme-—
diaciones de un punto de bifurcacién o, méas concretamente, cuando

aparece, para la matriz D .f, un autovalor cero.
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El proceso de continuaclédn que emplearemos usa la parametri-
zacibén mediante 1la 1o$gitud de arco. Esgste hecho es decisivo para
estudiar qué problemas pueden aparecer cuando det Dxf(x,u) = 0,
va que (ver apartado 2.2) un proceso de esag caracteristicas no
asigna al paré&metro u un papel primordial. Observamos que la con-

dicibén anterior puede reformularse como
rango Dxf <{n

Admitamos que el rango de la matriz derivada es precisamente n-1.
En estas condiciones, si ampliamos la matriz incluyendo como vec-—
tor columna adicional a D f, puede ocurrir que 1la nueva matriz

verifique

o no. Si se satisface en el punto en cuestién la ecuaciébn ante-—
rior, el punto es llamado punto 1limite, vy seré& posible elegir,
como va indicamos, alguna coordenada respecto a la cual la conti-

nuacidn no presente ningln problema.

Ya que los puntos limite se corresponden con bifurcaciones
silla—no@o de equilibrios, conviene que analicemos las hipbtesis
que aseguran que estamos en presencia de una bifurcacién de dicho
tipo para el sistema dx/dt = f(x,u) en un punto dado (xo,uo),
equilibrio del mismo. Son condiciones suficientes (ver v.g. Frei-

re [1982]):

(Cl) La matriz D_f(xqy,uy) posee un autovalor cero simple y

n—1 autovalores con parte real negativa.
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(C2) 81 v, w son_ autovectores izquierdo y derecho resgpecti-

vamente de la matriz anterior para el autovalor nulo, se verifica

WTDxxf(xo,uo)(v,V) £ 0

(C3) wTDuf(xo,uo) # 0

En la condicién Cl, el hecho de que los n-1 autovalores res-—
tantes tengan parte real negativa se exige para que en la bifur-
cacibébn haya involucrados equilibrios estables, por lo que no es
esencial en relacién al comportamiento cualitativo de la rama de
equilibrios. La segunda condicién hace referencia a que dicha

rama presenta una tangencia cuadré&tica al hiperplano
R" x {uo}

mientras que 1la condicién €3 —junto con Cl- eguivale a qﬁe el
rango de la matriz ampliada sea el méximo posible, es decir, n.
Podemos pues afirmar, a la vista de Cl y €3, que los procesos de
continuacibén que utilizaremos superan sin dificultades las bifur-—
caciones silla-nodo pues, como el proceso de continuacién es
adaptativo por naturaleza, al llegar a dicho punto ya estaremos
trabajando con el parlmetro adecuado que evita las posibles difi-

cultades.

La condicién C2 garantiza que 1la bifurcacibn es la sefialada
pero, de no verificarse, el punto en cuestibén alin puede consti-—
tuir una bifurcacién silla-nodo. En cualquier caso, su considera-

cibébn es irrelevante con relacibn al problema de continuacién.



Como se ha 1indicado, la condiciédn €3 eg determinante a la
hora de posibilitar el proceso de continuacién. Para el caso de
lag bifurcaciones transcritica y pitchfork se mantiene Cl, pero
dichas bifurcacionesg presentan comportamientos diversos respecto
a C2 y ambas dejan insatisfecha 1la condicién C3. En ambos casos,
son necesarias condiciones adicionales due aseguren que la bifur-

cacibébn no degenera en otras de mayor complejidad.

En concreto, para asegurar que en el punto de bifurcacién
intersectan sbélo dos curvas de equilibrio, gi x(u) es una rama
solucibén que se supone conocida (x(uo) = xo), y A(u) es la fun-—
cibén que proporciona el autovalor que se anula en (xo,uo) —es de-—
cir k(uo) = 0—, se exige (Crandall & Rabinowitz [19711):

di,

—(un) # 0

du 0
que es la llamada condicién de Hopf (CH). La condicién indica que
el autovalor critico pasa por cero con una velocidad no nula. De-

jemos constancia, por el momento, que si hacemos

A(u) = Dxf(x(u),u)

entonces se comprueba gque

dx wiA’ (ug) v
—(u,) =
du 0 wTv

donde A’(uo) indica la derivada de A(u) respecto a u en ug. Y ya

gue los autovectores derecho e izgquierdo son tales que

wTv # 0
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(ver Ioss & Joseph [19801), la condicién de Hopf es equivalente

a:

wI(D__f(xg,ug) Dyx(ug) + Dy f(xg,up))v # 0

Volvamos ahora a nuestro problema de continuacién. Si desde
el punto de vista conceptual, la continuaciédn puede presentar di-
ficultades, en la préactica basta ejercer un control gobre el paso
de continuacién para sobrepasar la bifurcacién y seguir en la
rama de soluciones original. Pero lo que es mis importante es
describir convenientemente la otra rama que intersecta. Una forma
efectiva de hacerlo consiste en obtener informacién sobre el vec-
tor tangente a la rama secundaria en el punto de bifurcacién, y
localizar asi un punto desde el cual sea posible iniciar un nuevo
proceso de continuacién. Esta idea es susceptible de uso aln en
el caso de que la bifurcacibén se corresponda con un punto de bi-

furcacién mfiltiple, como veremos enseguida.

3.2.1. CAlculo analitico de las tangentes en un punto de ramifi-

cacibn maltiple

Para el cllculo de las tangentes en un punto de bifurcacibn,
nos situaremos en un contexto m&s general. Asi{, supondremos que
cénocemos una parametrizacién de una rama arbitraria que inter-—
secta en el punto de bifurcacién respecto a 1la longitud de arco

g. Es decir contamos con una curva solucién (x(s),u(s)) con

x(s4) = x5, ulsgy) = ug

y suficientemente diferenciable. Permitiremos que la degeneracién
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en el punto (xo,uO) gsea superior al caso ya analizado, es decir,
dim ker Dxf(xo,uo) =m > 1

y admitiremos que estamos en el caso en que se invalida una con-

dicibén an&loga a C3, de forma que
Duf(xo,uo) € Rango Dxf(xo,uo)

En estas condiciones, si suponemos que el autovalor nulo tiene
igual multiplicidad algebraica que geométrica, podemos encontrar,

para la matriz Dxf(xo,uo), m autovectores derechos,

Vir Vi eeey Vo

y m autovectores izquierdos,

) Wos seey Wi

escogidos de tal manera que se verifique:

£
<
i
o2

i, j=1,2,...,m (delta de Kronecker)

Hecha esta elecciébn, queda determinado univocamente un vector Vo

gue cumple:

ademés de

wg Vg = O para l ¢ i < m

Ahora, si denotamos la derivacién respecto al par&metro g con

'primas. dado que

f(x(s),u(s)) =0
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tendremos que, en el punto (xo,uo);
1 14

O lo que es lo mismo, el vector

(X'(so),u’(so))
estid en el nGcleo de la matriz ampliada

i

[Dxf! Duf"

gue es un subespacio de Rn+1, tiene dimensién m+l y estd generado

por los wvectores

(vl,O), (vz,O), ey (vm,O), (vo.l)
Hemos de concluir que, si tomamos

A = u'(so)
existirén otros m escalares

91r 92> -+ 9

para los que

m
¥'(8g) = I q;vy
i=0

Inmediatamente comprobamos que
T
qy = Wy ox (SO) para 1 € 1 ¢ m

1

Si volvemos a derivar respecto al parémetro, se obtiene:
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Dxf (Xgsug) (%’ (80),x" (85)) +
+ ZDxuf(xo,uo)x'(so)u’(so) +
+ Duuf(xo,uo) u’(so)2 + Dxf(xo,uo) x”(So)

+ Duf(xo,uo) u"(so) =0

y se observa que los dos (ltimos sumandos pertenecen a la imagen

del operador
D f(xg,uy)

Por tanto, el resto de la expresién también pertenece al mismo

subespacio, por lo que

w'ir (D, f (xg,ug) (x" (54),x" (54)) +

+ Duuf(xo,uo)u’(so)z) =0 para 1 ¢ i ¢ m

S1 expresamos ahora X’(SO) en funcibén de los autovectores Vis ¥

usamos la notacién:

T
T
T
cy = W (Dxxf(xo,uo)(vo,vo) + 2Dxuf(x0,u0)vo +

+ Duuf(xo,uo))

donde 1 ¢ },k £ m, llegamos al sistema siguiente de m ecuaciones
con m+l incégnitas Ags Gyse--rQpt
m

m m 2

J=1 k=1 J

para 1 { 1 ¢ m. Toda rama solucién que intersecta en (xo,uo) debe

tener por tanto como vector tangente
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un vector cuyas coordenadas

(qO’ ql’ c ey qm)

en la base formada por los vectores ampliados

(Vo,l), (vl,O), ceny (vm,O)

verifiquen el sistema anterior. Nbltesge que lasgs soluciones del
seistema anterior, por ser homogéneo, est&n determinadas galvo
miltiplos. Si el eistema anterior tiene r 3 2 soluciones distin-—
tas no triviales, puede asegurarse que en el punto de bifurcacién
intersectan al menos r curvas solucién con las correspondientes

tangentes (Keller [19771).

A partir del cllculo anterior, es fAcil determinar aproxima-—
ciones a puntos en cada rama solucién y completar el proceso de
continuacién describiendo todas las ramas secundarias. Usaremos
este algoritmo mis adelante en algunas de las aplicaciones desa-—
rrolladas a lo 1largo de esta memoria. Un enfoque alternativo a

este problema lo constituye el estudio de Kubicek & Klic [1983].

LimitAindonos al casom = 1, que es el correspondiente a los
puntos de bifurcacién pitchfork y transcritica, el sistema ante-

rior se reduce a una sola ecuaciébn:

2 2
8311 91 * 2 byy 9y a5 + ¢y a5 =0

Notemos que, si el par (qo.ql) es una solucién no trivial, enton-—

ces, si se verifica
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estd asegurado que el otro par solucién es distinto. Esta Gltima
desigualdad puede reescribirse de forma equivalente a la condi-

cibébn de Hopf:

wl (Dxxf(xo,uo) x’(so) + D, f(xq,uq) u’(SO)) # 0

con lo que el desarrollo anterior proporciona un camino alterna-

tivo para su consecuciébn.

3.3. Bifurcaciones en presencia de dos parimetros.

En las aplicaciones que se analizan en los apartados si-
guientes es frecuente 1la aparicién de dos paré&metros. Desde el
punto de vista de 1la teor{a de bifurcaciones, al contar con dos
par&metros, pueden existir fenémenos de bifurcacién mAs comple jos
que los comentados anteriormente. E1 estudio de las diversas si-
tuaciones posibles no esti aGtn plenamente sistematizado pero, si
hablamos con cierta generalidad, todas las técnicas anteriores
son susceptibles de aplicacién, ya que bastarfa considerar uno de
los parémetros fijo y hacer jugar al otro el papel de parémetro
esencial. Adoptando diversos valores para el parlmetro que deja-
mos invariable, y repitiendo convenientemente el anAlisis, queda-—

rian cubiertos los casos mis notables.

En el apartado anterior se ha resefiado como el método de
continuacién cubre précticamente las necesidades de herramientas

numéricas y c¢cémo pueden ser necesarios otros wGtiles analiticos
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(como por ejemplo el ‘Célculo de las tangenteg), para tratar bi-
furcaciones de mayor codimensién. Ahora, con dos parémetrosz, la
aparicién de bifurcaciones de codimensiétn dos o superior, para
las que su caracterizacién mediante condiciones necesarias y su-
ficientes no est& completamente sistematizada, ser& mas frecuen-—
te. Como veremos enseguida, la presencia de simetria en el siste-—

ma puede simplificar de manera notable el anblisices.

3.3.1. Reduccién local de sistemas con simetria mediante el c&l-

culo de la variedad de centros.

En el apartado 3.1 se describe brevemente la utilidad del
cédlculo de la variedad de centros, como método para llegar a un
sistema de menor dimensibén que proporciona toda 1la informacién
necesaria para caracterizar el tipo de bifurcacibén. Analizaremos
ahora cbébmo aprovechar el hecho de que eventualmente el sistema en
estudio posea algln tipo de simetria, 1lo cual es una circunstan-

cia frecuente en las aplicaciones.

Supongamos que, posiblemente después de haber efectuado una
traslacién que lleve el punto de bifurcacién al origen, escribi-

mos el sistema dinAmico en cuestién de la forma:
— = Az + Q(z), z ¢ RP
con A matriz cuadrada de orden p y Q funcién que recoge la parte

no lineal. Si G denota el grupo de simetrf{as que posee dicho sis-—

tema, para toda simetria S perteneciente a G se tiene:
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S (Az + Q(2)) = A (Sz) + Q(Sz)

Es inmediato comprobar entonces que, para cada matriz S que se
corresponda con una simetria del grupoc G, 8e verifica la condi-

ciébn

que indica que su producto con la matriz A es conmutativo. Ya que
el caso de interés excluye equilibriog inestables, admitiremos
que la matriz A, que define la linealizacién del sistema, tiene n
autovalores con parte real cero y m autovalores con parte real
negativa, giendo p = n + m. Es usual entonces, con objeto de de-
sacoplar en la parte lineal las direcciones estables del resto,
realizar un cambio de variables, tomando como nueva base una for-
mada por autovectores y en su caso también por autovectores gene-
ralizados. A la vista de la propiedad conmutativa anterior es in-
mediato probar que los autoespacios de A son invariantes bajo

toda simetrfia S de G.

Sea P la matriz de cambio de base, que elegiremos de forma
que:
1 B 0
J =P AP = .
0 C
con B matriz cuadrada de orden n, con espectro sobre el eje ima-

ginario, y C matriz cuadrada de orden m, con espectro en el semi-
plano izquierdo del plano complejo. La estructura de la matriz J

sugiere hacer la descomposicién



X

N
1]

, x € R", y ¢ R™
y

*
donde z denota el vector de variablegs de estado en la nueva ba-

g8e, verificAndose:

* __1 *
=Jz + P "Q(Pz )

La iltima expresién responde a la formulacién de la ley de evolu-

cibén del sistema en la base elegida.

Si ahora elegimos cualquier elemento S del grupo de sime-
trias G que admitia el sistema en su formulacién inicial, y cons-

truimos la representacién matricial

es inmediato comprobar que
* * __1 * * % _1 *x %
S (Jz + P "Q(Pz )) =J (S z ) + P "Q(P(S z ))

Basta entonces escribir las matrices representantes del grupo en
la nueva base, para obtener su nueva representaciédn matricial. De

nuevo, se tiene que

y el hecho de que 1los autoespacios de A eran invariantes bajo

cualquier elemento S de G, se traslada ahora a los autoespacios

70 -
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de la matriz J, que resultan invarliantes para lag correspondien—

*
tes S .

Es especialmente relevante a la vista de 1lag conclugiones
anteriores que, debido a 1la estructura de 1la matriz J, tengamos

*
que todo elemento S responde siempre a la estructura:

donde SB es una matriz cuadrada de orden n y SC es una matriz

cuadrada de orden m gue verifican:

va que podemos entonces realizar para las simetrfias una descompo-

sicibén paralela a la efectuada en el sistema.

Resumimos los resultados anteriores concluyendo gque, en la

nueva base, el sistema admite la formulaciébn:

dx
— ="Bx + f(x,y)
dt
dy
— ="Cy + g(x,y)
dt

(las funciones f y g recogen ahora la parte no lineal) cuya equi-

x
variancia respecto a los elementos S comporta que:

SB(Bx + f(x,y)) = B (Sgx) + f(SBx,SCy)

Sc(Cy + g(x,¥)) = C (Scy) + 8(Spx,Scy)
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donde asumimos que s* = diag (SB,SC). Estamos ahora en condicio-
nes de demostrar, tanto para la variedad de centros como para el
glstema reducido que resume el comportamiento sobre dicha varie—
dad, las repercusiones del hecho de que el siétema original sea

equivariante respecto a un grupo de simetrias.

Recordemos que la variedad de centros es una variedad inva-
riante al flujo del sistema, y tangente al espacio de centros. Si

la denotamos por
M C RDM

se puede afirmar que el origen pertenece a M y seré adem&s tan-—

gente al autoespacio de la matriz B en ese punto. Ademés
Ft(M) M

(Ft indica el flujo asociado al sistema). Localmente, por tanto,
la variedad de centros se puede describir mediante la gré&fica de

una funcién vy = h(x), con

h(0) = O

th(O) =0

que debe verificar ademlds, dado su caracter invariante respecto

al flujo local:

Ch(x) + g(x,h(x)) = th(x) (Bx + f(x,h(x)))

Veamos, en primer lugar, que la variedad de centros resulta inva-

riante respecto a las simetrf{as S*, en el sentido siguiente:



Sch(x) = h(SBX)

Para ello, si definimos

h*(x) = s-lh
X) = S, (SBx)
comprobamos que:
X

h (0) =0

D_h" (0) = SZID

xh (0) = C xh(O) SB =0
lo que postularfa que h* representa una

siempre que:

* *
Ch (x) + g(x,h (x))

Si analizamos el primer miembro de la (Gltima igualdad,

-1 -1
C SC h(SBx) + g(x,SC h(SBx)) =

-1
SC

SEICh(SBx) + SEIS(SBx,h(SBx)) =

sEIth(sBx) (B Spx + f(Spx,h(Spx)))

i

donde hemos usado las propiedades,

*
sicibn de S , de la simetria del sistema,
hacemos lo propio con el miembro derecho,

-1
¢

S

D, h(Spx) Sp(Bx + f(x,S5 h(S5x))) =
-1
C
SC

-1
th(SBx) (SBB X + SBf(x,SC h(SBx)
1

D _h(Spx) (B Spx + f(Spx,h(Spx)))

*
con lo que queda probado que h

por tanto n” h (en el sentido de tener 1

nomios aproximantes; ver Carr [19811])

Ch(Sgx) + g(S5 (Spx),Sg h(Spx)) =

yva indicadas,
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variedad de centros,

* *
D h () (Bx + f(x,h” (x)))

obtenemos:

de la descompo~—-

y de la funcidbédn h. Si
resulta:
)) =

define una variedad de centros y

dénticoe k-Jets o poli-.
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Notemos que lo anterior garantiza que, para (x,h(xX)) ¢ M, ge

tfene:
s (x,h(xN7T = (SBx,SCh(x))T = (SBx,h(SBx))T €M

o equivalentemente, suprimiendo ya el asterisco que indica mera-

mente una base especifica de trabajo:
SMcM

con lo que queda probado que la variedad de centros hereda la si-
metrfa del sistema, al ser invariante a todos los elementos de la

misma.

Es ahora una tarea sencilla comprobar que el sistema reduci-

do
— = Bx + f(x,h(x))

que define la proyecciébn del flujo de la variedad sobre el espa-—
cio de centros, también goza de propiedades simétricas. En con-
creto, hereda las simetrias correspondientes al primer elemento
de la descomposicién efectuada en el espacio o, en otras pala-
bras, las correspondientes a la representacibén matricial —-que de—
notamos SB— del grupo de simetrfas sobre el autoespacio de B. En

efecto, deducimos:

SB(Bx + f(x,h(x)) =

SBBx + SBf(x,h(x)) =

B S

px + f(SBx,h(SBx))



Estos resultados seradn de gran wutilidad para abreviar los cllcu-
los que se necesitan para realizar el an&lisis local de equili-

brios no hiperbblicos (ver apartados 3.4.1 y 3.4.2).
3.3.2. Técnicas numéricas con dos parémetros.

Desde el punto de vista de las técnicas numéricas, la pre—
sencia de dos parémetros introduce circunstancias especificas que
merecen comentario. Hay que hacer notar, primeramente, que en
este contexto el método de continuaciédn puede volver a represen—
tar una ayuda inestimable a la hora de determinar el diagrama de

bifurcaciones en el plano de parlmetros.

Supongamos, por ejemplo, que hemos detectado (normalmente
usando el método de continuacién dejando fijo uno de los paréme-—
tros) que (iyﬁl,ﬁz) es un punto de bifurcacién del sistema

dx

;z = f(x,u;,u,), x € rR", u;,u, € R

que verificari, por tratarse de un equilibrio:

y por ser un punto de bifurcaciébén, tendremose, en general:

e

det D_f(x,3;,u,) = 0

Si u, es el parb&metro que hemos dejado fijo hasta ahora, y El re—
presenta el valor del otro parémetro que hace que X sea un punto
de bifurcacién, serfia muy interesante el conocer como evoluciona

dicha bifurcacién cuando movemos el valor de u,. Si hasta ahora,
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i v

hemos resuelto mediante el método de continuacién el sistema de n

ecuaciones con n+l incégnitas
f(x!ul,az) = 0

podr{amos intentar resolver —de nuevo, mediante el método de con-

tinuacibn— el sistema

f(x.ul,uz) =0

det Dxf(x,ul,uz) =0

con n+l ecuaciones, y n+Z incégnitas. Dicho gigtema proporciona-—
r{a una curva de puntos de bifurcacién que, proyectada en el pla-—
no de parémetros, delimitarfia una serie de regiones con diverso
comportamiento cualitativo (distinto nGmero de equilibrios, de
equilibrios estables, etc.). Repitiendo el proceso las veces ne-

cesarias, puede completarse el diagrama de bifurcaciones.

La ecuacibén adicional necesaria para construir el sistema
ampliado debe ser elegida con ciertas precauciones. La eleccibn
anterior es adecuada si, por ejemplo, la bifurcacién que estamos
siguiendo es de puntos limite, aunque existen todas las alterna-
tivas correspondientes a los diversos métodos de localizacién de

dichos puntos (ver apartado 2.4.2).

No podemos olvidar sin embargo que, para asegurar la viabi-
lidad del proceso, es preciso que la matriz derivada de las ecua-
ciones (n+l filas) respecto a las n+2 incégnitas del sisteﬁa am—
pliado, tenga siempre rango méximo. La técnica anterior no es
utilizable, por tanto, cuando se trata de obtener curvas de bi-

furcaciones pitchfork o transcriticas, pues entonces el rango de



la derivada de f es a-lo sumo n-1.

Esta dificultad puede superarse en muchos casos, como vere-—
mos en las aplicaciones analizadas en este capf{tulo. Para ello,
habréd que recurrir a propiedades inherentes a cada sistema en

particular.

En cuanto a la obtencibén de los diagramas de equilibrio, a
no ser que la dimensién del sistema sea la minima (n = 1), no
seri posible el representar de manera global la dependencia de
dichas soluciones respecto a los parémetros. Pero si nos limita-
mos a una sola variable de estado, el estudio de su dependencia
paramétrica equivaldrid a 1la representacién de una superficie en
R3, gue es vya una tarea susceptible de realizar. Para ello, en
muchos casos convendréd el acudir a los sistemas de representaciédn

habituales (axonométrico, cénico, etc.), utilizando un nlmero

apropiado de secciones de dicha superficie.

Una idea Gtil para el cAlculo de las secciones, similar a la
indicada anteriormente, es formular, para su resolucibén por el

método de continuacién un sistema ampliado de la forma:

f(xvul ,UZ) = 0

donde los valores de las constantes kl, k2 y k3, se escogerén
para cada seccibn seglin convenga a la mejor visualizacién de la
superficie. Un estudio de este tipo se realiza, por ejemplo, en

el apartado 3.5 de este capitulo.



3.4. Modelos de dinAmica de sistemas.

Provistos de las técnicas anteriores, dedicaremos el resto
de este capiftulo al an&lisis de modelos concretos. Quedar& paten—
te la eficacia de los métodos resefilados, a la vez que incidiremos

en Ambitos especificos de la ingenieria.

La dinlmica de sistemas constituye una metodologf{a para la
construccibédn de modelos matemlticos, desarrollada principalmente
por Jay W. Forrester y su grupo én el M.I.T. durante los afios se-—
senta. Dotada de Gtiles propios de relativa simplicidad, como los
diagramas causales vy los diagramas de Forrester, ha alcanzado
gran difusién en nuestros dias, tras haber mostrado su vergatili-
dad en el estudio de sistemas de muy diverso &mbito: desde los
primitivos modelos de desarrollo industrial (Forrester {1961}) o
de Areas urbanas (Alfeld & Graham ([19761]1), ha sido empleada en
modelos que intentan analizar la evoluciébén global de la humanidad .
(Forrester {19711, Meadows et al.[1974]), vy de 1los sistemas so-
cioeconbmicos, su espectro de aplicaciones se ha diversgificado a

la biologfa, medicina, etc.

El proceso de modelado, bajo esta metodologia, consta de fa-
ses bien definidas y, una vez terminado dicho proceso, pa sido
usual el recurso generalizado a 1la simulacién, como medio bésico
para determinar las posibles alternativas en la eleccién de los
parAmetros. Es precisamente en este punto donde se ha hecho notar
con insistencia 1la necesidad de técnicas de anllisie adecuadas
para la validacién de los modelos (Aracil [1980]). El1 concepto de

estabilidad estructural, intimamente relacionado con la teoria de
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bifurcaciones, debe ser muy tenido en cuenta en dicho anfilisis

(Aracil [1981D.

3.4.1. Modelos de interaccién de areas urbanas.

El modelo BSNSS3 es un modelo de din&mica de sistemas egpe—
cialmente simple, que representa la evolucién empresgarial en una
determinada 4rea urbana. Es descrito en detalle por Alfeld y Gra-
ham [(1976] y su comportamiento cualitativo fue analizado por Ara-

cil [1981]. La ecuacién del modelo es:

— = y(nT(ky) — m) = yM(y), con y > O

donde:

y representa el nGmero de empresas,

n la tasa media de construccibén de nuevas empresas,

m la tasa media de demolicién de empresas,

k la fraccién de la superficie total requerida por cada empresa y

t el tiempo.

Ademés, T es una funcién no lineal (un multiplicador en el
lenguaje de la din&mica de sistemas) que viene descrita por la

siguiente tabla:

.7 0.8 0.9 1

ky: 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
3

T(ky): 1 1.15 1.3 1.4 1.45 1.4 1. .9 0.5 0.25 O

Dado que las técnicas a emplear exigen buenas condiciones de di-
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ferenciabilidad, es preciso realizar, para dicha funcién, una in-
terpolaciédn que posea dichas caracteristicas. La interpolacién
lineal, usual en las simulaciones de 1la dinAmica de sistemas, no
es suficiente para nuestros requerimientos, mientras que la in-
terpolacibn polinémica (ver figura 3.1) introduce comportamientos

no deseados.

Recientemente, se han propuesto varias funciones que resuel-—-
ven satisfactoriamente este problema para los multiplicadores méis
frecuentes en los modelos (Saeed & Irdadmidris 1[19841), pero el

multiplicador del BSNSS3 no entra en los casos analizados.

Adem&s, no queremos renunciar a que la funcién interpolante
pase por los puntos tabulados. Por todo ello, usaremos CoOmo en
anteriores ocasiones (Aracil et al. [19811) una intérpolacién ba—
sada en gplines cGbicos naturales, que proporciona la gré&fica de

la figura 3.1.

En el anilisis citado, se tomb

de forma que
M(y) = n(T(ky) - us)

y se hizo jugar a u, el papel del parémetro fundamental. El1 dia-
grama de equilibrios correspondiente es el de la figura 3.2, don-
de quedan delimitadas tres zonas de comportamiento diverso, debi-

do a la presencia de dos puntos de bifurcacién. E1 punto (y,uz) =
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1.5

T (ky)

BSNSS3.

La tabla T del modelo

.

3

Figura

La interpolacidén polindmica presenta oscilacio

nes que hacen preferible la interpolacidn por

splines.



Figura
BSNSS3

3.2. Diagrama de equilibrios del modelo

cuando actlia como pardmetro up .
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(0,1) es una bifurcaclén transcritica, mientras que el (0.4,1.45)

es una bifurcacién silla—nodo.

Supongamos ahora que consideramose dos &reas urbanas prbéxi-—
mas, y que usamos el modelo BSNSS3 para describir la evolucibén de
cada una. Consideraremos ademis, por ser el caso més simple, que
los parametros de ambos modelos son iguales. Para adoptar una si-
tuacibén més realista, deberiamos prever la posgibilidad de inte-
raccién entre las dos &reas, por lo que enriqueceremos el eiste—
ma, inicialmente desacoplado, permitiéndo que exista un fenbébmeno
de transporte (en el sentido mhs amplio del término) entre ambas

zonas.

Si en una primera aproximaciébn, describimos dicho fenbémeno
mediante un mecanismo de difusién 1lineal, podremos plantear el

siguiente conjunto de ecuaciones:

dy
— = Vi M(yq1) + uly,— yq)
dt 1 1 2 1
dy
— = YoM(ys) + uly.= v,)
dt ' 2 2 1 2

donde u es el coeficiente de difusién y los subindices hacen re-—
lacién a cada zona. Si u > 0, la situaciédn corresponderia a una
difusiébn pasiva, como es usual en los fenbmenos fisicos, mientras
que i u < 0, entonces se trataria de una difusibédn activa. No de-
tallaremos aquf las posibles interpretaciones que podrian darse
en el Gltimo caso, pero sefialaremos que tal comportamiento es

propio de algunos biosistemas.



Para eimplificar la notacién en lo sucesivo, hacemos el cam-

bio de variables:

y escribimos

dx1

— = X, (M(x%x,) — u) + ux
dt 1 1 2

dx2

— = X, (M(x,) — u) + ux
dt 2 2 1

donde ahora M(.) = nT(.) - m, y Xq,%, € {0,11.

Supondremos por ahora que los parimetros propios del modelo

BSNSS3 se mantienen en sus valores nominales, es decir,

k = 0.0002
n = 0.07
m = 0.36

Yy que u es el parhmetro que juega un papel primordial.

Por inspeccién de 1las ecuacicnes, es f4cil concluir que el
sistema posee una funcién potencial, con 1lo que no podemos espe-
rar que aparezcan bifurcaciones din&micas y nuestra investigacién
se centrarid en 1las bifurcaciones de 1los equilibrios. Observamos
también que si x es una solucién de la ecuacién M(x)=0, entonces

la recta
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est4 integrada por puntos de equilibrio independientemente del

valor de u. Del mismo modo la recta

es otra linea de equilibrios de caracter trivial. Ambas lineas
expresan la posibilidad de que el sistema se comporte como si no
hubiera interaccién entre ambas zonas, ya que el coeficiente de

difusiébn se muestra irrelevante.

Nos interesa localizar las posibles bifurcaciones sobre am-—
bas rectas, que necesariamente han de constituir puntos de rami-

ficacién. Para ello, usando la notacién habitual, tendremos:

M(x.,) + x, M’ (x;) — u u
1 1 1
Dxf(xl .xz,u) =
u M(xz) + x,M (xz) - u
con
dM(xi)
M'(Xi) =
dx
para i ="1,2. Como condicibén necesaria para las bifurcaciones que

buscamos, debe anularse el Jjacobiano J y notemos que en las 14{-

neas anteriores se obtiene:

(XM’ (X) — uw)? - u?

2

J(;(l;vu)

J(0,0,u) = (M(0) — u)? - u

Los puntos de bifurcacién posibles son, por tanto:



‘1

(ifinuc) con u, = ; xM'(x) # 0
1

(O.O.UC) con u_ = E M(0)

Para las dos 1lineas indicadas, ee sencillo sgeguir 1la marcha de
los autovalores de la matriz de linealizacién, y se obtiene:
Xl(u) = xM’(X) - 2u

para la recta (X,x,u)
}\z(u) = ;M' (%)

Xl(u) M(O0) - 2u
para la recta (0,0,u)

M(0)

kz(u)
Si admitimos que

xM'(X) # 0

M(O) # O

(m&s adelante se indica la posibilidad de 1los casos excluidos),
es obvio que el rango de la matriz en ambos casos se mantiene
igual a uno. Por otra parte, en ambos posibles puntos de bifurca-

cibén se verifica que

-

por lo que la condicién
Duf € rango Dxf

se cumple trivialmente. Para asegurar que estamos en puntos de

bifurcacién simple faltarfa comprobar la condicién de Hopf.
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Como kl(u) representa el autovalor que se anula en el punto

de bifurcacibn y en ambos casos

|
~~
e
o
i

-2 #£ 0

la condicibn queda satisfecha. Se trata pues de puntos en los que

intersectan dos ramas de equilibrios.

Hasta ahora, por tratarse de equilibrios homogéneos, no he-
mos tenido que recurrir al uso de método de continuacién para
describir su 1ugér geométrico. Sin embargo como hemos detectado
ramas secundarias y estamos interesados en su determinacién, pro-
cederemos a realizar los cllculos indicados en el apartado 3.2.1,

para obtener las tangentes en los puntos de bifurcacién.

Trabajaremos en paralelo para ambos puntos, dado que la ma-

triz Dxf toma la forma

c c
u
c Ye
en las dos situaciones. Estamos en el caso m = 1, y obtenemos:

1 = Y

3111 ©1= 0, byy= -2
que nos lleva a la ecuacidn

4 aga;= 0
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con las egoluciones (0,1) vy (1,0) para el par (qo,ql), El par
(1,0) proporciona el vector tangente (0,0,1) que se corresponde
con la direccibn de 1las rectas. Como condicién equivalente a la

de Hopf, comprobamosg que

211191 + P1199 = —2 # 0

El par (0,1) conduce al vector

vz V2
(—, - —,

2 2

0)

que determina la direccién de la tangente a 1las ramas secunda-
rias, que usaremos para iniciar la continuacién. Como por la di-
reccibdn de las tangentes, la rama secundaria que intersecta con
la 1inea (0,0,u) conduce a equilibrios fuera del rango permitido,
de ahora en adelante nos centraremos en la bifurcacibén de la 11i-

nea (%x,x,u).

Recordemos que en M podemos introducir el parémetro u,, de
forma que si por u, denotamos a u, el problema pasa a contar con
dos paré&metros. Con este nuevo planteamiento en mente, para cada
valor posible de x € [0,1], podriamos determinar de forma expli-

cita el valor de u, que corresponde a M(x) = 0 :

u,. = T(X)

y a continuacién determinar el wvalor de u; que conduce al punto

de bifurcacién, mediante
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Aef{, sobre el plano "U;,u, de par&metros podrfiamos dibujar una
curva que indicarfa la situacién del punto de bifurcacién en cada

caso. Ademée la condiciédn
xM'(X) # 0

falla cuando, con X # 0, ge tiene
M'(X) = nT’(x) =0

1o cual ocurre si x = 0.4, que a su vez exige que u, = 1.45 (el

valor méximo de u, para el que hay equilibrios).

En el punto 01 = (ulc’u2c) = (0,1.45), tenemos que los dos
autovalores son cero, con lo que la bifurcacién asociada posee
una mayor degeneracibén. Notamos ademés que, para ese valor de u,,

se tiene:

Dxf(;(;;,ul ,u2) =

cuyo determinante se anula obviamente. Pero como tenemos que

X

DU f(x,X,Ul ,UZ) =

2 X

-

vya no pertenece al rango de 1la Watriz, con relacibén a u,, esos
puntos constituirf{an bifurcaciones silla-nodo. Por tanto, la 1i-
nea u, = 1.45 representa una recta de bifurcaciones silla-nodo,
que en el punto de contacto (Ql) con la curva de puntos de rami-

ficacién simple origina una bifurcacién de codimensibdn dos.



La situacibn anterior es similar a 1la correspondiente para
la 1ifnea de puntos de bifurcécibn de los equilibrios (0,0,u1),
que no consideramos por la razones ya apuntadas. Si falla la con-
dicibén M(0) # 0, o 1lo que es equivalente, g1 u, = 1, se obtiene
una recta de puntos en los que el jacobiano posee 1la misma es—

tructura anterior. Pero ahora

sobre esos puntos, con lo que dicho vector esté trivialmente in-—
cluido en el rango de la matriz jacobiana. Esta recta indica aho-
ra respecto a uZ una linea de bifurcaciones transcriticas, que se
corresponde con el nacimiento o desaparicién de un equilibrio ho-
mogéneo. Para Q, = (uy,u,) = (0,1) se tiene pues otra bifurcacién

de codimensién dos.

Si tenemos en cuenta el diagrama de equilibrios del modelo
BSNSS3 comentado més arriba, las dos 1lineas indicadas (u2 = 1.45

y u, = 1) reflejan las bifurcaciones inherentes a cada zona por
separado, indiferentes a la entrada en Jjuego del fenbmeno de di-

fusibn.

Asi llegamos al diagrama de bifurcaciones en el plano u;,u,

de la figura 3.3.

Con idea de caracterizar el tipo de punto de ramificacién
que aparece sobre los puntos de la linea correspondiente, obser-
vemos que la Gltima componente del vector tangente a la rama se-

cundaria vale cero, por 1lo que se tratarl de bifurcaciones pit-



silla - nodo Q1 T 1.5
Py e 1
Pitchfork P, 1
$ti
Transcritica 1.0 —
Q2_~
)
T 0.5
L . 1 1 1 L 1 J
~0.1 uy 0 0.02

Figura 3.3. Diagrama de bifurcaciones del modelo

de interaccibén entre dos zonas. No se incluyen las

bifurcaciones secundarias.
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chfork . Necesitamos informacién adicional para poder analizar si
se trata del caso subcritico o sgupercritico. A tal fin, conviene

estudiar para u2c (supuesto ahora fijo) los desarrollos:

1

xy(x1) = X + xH(R) - X + - x5 (0) (x) =52 + ...
! 2

y determinar el signo de ui’(i). Derivando sucesivamente respecto

de Xl las ecuaciones del modelo, y particularizando para el punto

(E’i’ulc’uZC)’ se obtiene:

xé(§) = -1
ui(§) =0
2 T? (%)
xé’(i) = -2 (-~ + ——)
X T’ (%)
ui’(i) = n(l2T*'’'(X) + 4XT’'''"(X) -

- 3§T’(§)x§’(§)2)/24

Con la ayuda de esta Gltima ecuacién, fué posible en Aracil et
al. [1985} discernir el caso suberitico del supercritico, pero
como puede observarse en los diagramas de equilibrios que se ob-
tienen para diversos valores de u2 (ver figura 3.4), no se pudo
detectar las bifurcaciones que préseﬁtan las ramas secundarias ni

completar el diagrama de bifurcaciones.

El cambio de signo de ui’(i) a 1lo largo de la curva de pun-—

tos pitchfork origina un cambio cualitativo que fuerza a que la

codimensién de la bifurcacién en los puntos con



s X11%,
u S
/ x=0.85
/ ]

]l 0.6

]l 0.4

4 0.2

1 1 0

-0.09 -0.08 -0.07 -0.06

U4

Figura 3.4. a) Diagrama de equilibrios para

u, = 0.375. (s) denota equilibrios estables y
(q) inestables.
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u
X11%2
u s _
X=0.8
4 0.6
u
4 0.4
4 0.2
L 1 1 | N i i L L 1 1 0
-0.1 -0.08 -0.06 ~-0.04 -0.02 0
U4

Figura 3.4. b) Diagrama de equilibrios para u,; =0.5

Se observan algunas bifurcaciones secundarias (silla - nodo)



b T x
11%2
u S S
u lo.4
u.n u.n. u
u
4 0.2
S/ 1
L H i L -
-0.015 0 0.01

U1

Figura 3.4. c¢) Diagrama de equilibrios para ujp=1.375.
Aparecen ya un buen nlimero de bifurcaciones secundarias._

Con (u.n) se indican los nodos inestables.



Ui’(i) =0

gea superior. Esta circunstancia se produce en 1los puntos Ql'QZ
va sefialados y en otros cuatro puntos, que en la' figura 3.2 se
indican como P1 a P4. Mostramos a continuacién como el recurso a
las técnicas del apartado 3.3 reguelve definitivamente el proble-

ma.

Para ello, seguiremos dos vias distintas y complementarias.
Primeramente adoptaremosg un punto de vista analitico, y en un mo-
mento posterior usaremos técnicas numéricas que explicitarén los
resultados y coﬁfirmarén las predicciones de las técnicas anali-
ticas. Iniciaremos el estudio analf{tico, recurriendo a la infor-

macibdn que proporciona el teorema de la variedad de centros.

Nos interesa que el sistema adopte la estructura indicada en
el enunciado de dicho teorema, que no significa otra cosa que de-
sacoplar, en cuanto a la parte 1lineal, las dos variables y efec—
tuar una traslacidén para conseguir que el equilibrio no hiperbé-—

lico esté situado en el origen.

La traslacién se corresponde con las sustituciones:

X, > x1+§

Uy = up 4 ougg

mientras que para desacoplar la parte lineal o lo que es lo mismo

conseguir que 1la matriz correspondiente esté en forma diagonal

haremos el cambio de base:
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donde Yl,yz gon lasg nuevas variables. Con estas transformaciones

se llega al sistema:

dy1 _ _
;z = (yl + ¥y, 4 x) M(y1 + Y, + x)/2 -
- (y, —y; + x) M(y, - y; + x)/2 - 2(u; + uy ) vy
dy2 _ _
Zt: =(y1+y2+x) M(y1+y2+x)/2+

Para evitar la profusién de subindices, usaremos de ahora en ade-
lante x e y para indicar las variables y u para el parémetro fun-

damental.

Haremos ademis el desarrollo de Taylor de la funcién M en el
punto X, para hacer explicita la parte no lineal, que s6lo llega
hasta los términos de tercer grado debido a la interpolaciébn usa-

da para la tabla. Con estas consideraciones, si escribimos:

80 =.;M’(;() = 2ulc

a, = M’ (X)) + xXM’*(x)/2

a, = M'’(X)/2 + XM''""(x)/6
83 = M"’(i)/é

obtenemos la siguiente expresiébn del sistema, apta ya para apli-
car las técnicas que se relacionan con el teorema de la variedad

de centros:
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" dx ]| [~ 10 7 B Ny [~ g—
— —2u 0 X 2xy . 3xy2 + X
dt
dy = + a; + a, +
— 0 aglly x2+ y2 L3x2y + y3

| dt | L IR L i -

4xy3+ 4x3y
du
+ &y : , con — = 0
dt
x4+ 6x2y2+ y4

Recordemos ahora que el sistema original posefa simetria respecto
al intercambio de las dos variables. El1 grupo de simetrfa corres-—

pondiente admite la representacién matricial {Sl,SZ) con

1 0] | o ﬂi

1 0

A la 1luz de las consideraciones efectuadas en el apartado 3.3.1,

v dado que hemos efectuado un cambio de base mediante la matriz

la nueva formulacibén del sistema debe mantener 1la simetria res-—
pecto a la representacién matricial:
R
S* * * * . —ls —1 0 i
{ 1,52} con Sl = Sl’ 82 = P 2P =
0 1

es decir, el cambio de signo de la variable x debe alterar el
glegno de la primera ecuacibn y dejar inalterada la segunda. Esto
equivale a que, respecto a x, la primera ecuacibdn sblo posea tér-

minos de grado impar, y la segunda sblo términos de grado par,



como realmente sucede.

La simetr{a original nos proporciona adem&s una informacibn
de gran valor al asegurarnos que la variedad de centros debe res-
ponder a una estructura determinada. Esto es vital a la hora de
realizar los chlculos necesarios para su consgecucién, ya que evi-
ta arrastrar en las operaciones una serie de términos que a prio-
ri podemos saber que son nulos. Si no dispusieramos de esta sim-
plificaciébn, dichos términos darian lugar a otros nuevog que

alargarfian de forma progresiva las expresiones.

Ya que la variedad de centros ha de ser del tipo
y = h(x,u)

y recordando que ha de ser invariante frente a la simetria, pode-
mos asegurar que solo contendri& términos en grado par en x. Dado

que por definicién, h(0,0) = 0O, th(0,0) = 0, se debe tener

2 2 3

+bxu+b4u

2
+b2u 3 + ...

h(x,u) = blx

Para el cllculo del sistema reducido, basta calcular los coefi-
cientes Bi y proyectar el flujo de la variedad de centros sobre
el plano x,u, obteniendo:

dx 3 2

— = —2ux + 2a,xh(x,u) + a,x  + 3a,xh(x,u)” + ....

1 2 2

dt
sistema de dimensibén uno que captura la informacién necesaria
para clasificar la bifurcaciédn en los puntos de codimensiébn supe-

rior a uno.
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Para el cilculo -de la variedad de centros, identificaremos
las dos expresiones:
dy dx

th(x,u) —_— =
dt dt :

= (2b1x + 2b3ux + o0 ) (=2ux + 2a1x (blx2 + e ) +

4 + ve. ) + 4a3x3 (blx2 + ... ) +

+ azx3 + 382x (béx

+ 4agx (b';'xf’ Foeee ) A )

dy
- 2 2 2 4
—_—= ao(blx + .. ) a;x + al(blx + eae )

dt

+

2

+ Bazxz(blx 4+ .. ) + az(b';’x6 + ce. )+

2_4 4.8

4 + 683x2(b1x + ... ) + a3(b1x D B

+ a3x

igualando los coeficientes de los términos de igual grado en x,u.

Se obtiene:

1
by = - -
o)
b, = 0
b a
b3=-—-4—1_4—-1
o 2
0 ap
b, = 0

de forma que, introducidas estas expresiones en la definicibn de
la variedad, estamos en condiciones de proyectar el flujo sobre

ella y concluir que en dicha superficie:
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dx ‘2a2 3 ay du
— = —2ux + (az— ~—) x~ + 8 —2x3u + «.., con — = 0
dt ag ag dt

Notemos primeramente que los valores de los coeficientes ai ante-
riores dependen implicitamente del segundo parémetro u, y que,
por la traslacién efectuada, los equilibrios no hiperbélicos del
gistema original se presentan para u = 0, con lo que el signo del
coeficiente de x3 juegé un papel fundamental. Cuando este coefi-
ciente se anule para alghln valor de u,, estaremos en presencia de

una bifurcacién de codimensiébn dos.

Otra observacién de interés es verificar que dicho coefi-
ciente es precisamente el valor de ui’(i) que se obtuvo en el
anflisis anterior del modelo ya citado. El1 uso de esta técnica se

mostrar4 muy superior, como veremos.

La ecuacién anterior presenta una simetria que es heredada
de la simetria original y que ha sido estudiada en Golubitsky &
Schaeffer [1985] (ver sobre todo, el capitulo VI), i bien los
trabajos de Takens {19731 yv Golubitsky & Langford [1981]}, relati-
vos a degeneraciones de la bifurcacién de Hopf son trasladables
fAcilmente también a nuestro caso. Basicamente, debe estudiarse
el ntmero de equilibrios y su carécter en las proximidades de 1la
bifurcacibén para lo cual no se neéésita otra cosa que analizar
cualitativamente los ceros del segundo miembro. Esto es un simple
ejercicio siempre que previamente se hayan detectado las formas

normales correspondientes a bifurcaciones de codimensibn dos.
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En nuestro caso, para caracterizar definitivamente el feng-
meno en las proximidades de los valores que hacen nulo el coefi-
ciente de tercer grado, se hace preciso el aproximar.hasta térmi-
nos superiores a los ya obtenidos la wvariedad de centros. As{
conseguiremos que el sistema reducido posea también términos su-—
periores. Usaremos entonces para la funcién h wuna expresgién que
contenga todos 1los términos no nulos hasta grado seis, lo que su-
pone una aproximacién de mayor grado para la variedad de centros.

El hecho de gque hayamos obtenido anteriormente b2 = b, = 0,

4
hace sospechar que los términos que no contienen potencias en x

deben ser cero, y un simple razonamiento as{ lo confirma. Basta

expresar la condicién que debe cumplir 1la variedad de centros

para x = 0, pues en ese caso, debido a la simetrfa presente,
dx
—(0,u) =0
dt

y se llega entonces a

dy dx
—(0,u) = th(o,u) —(0,u) =0
dt dt
Pero si
h(0O,u) = bzu2 + b4u3 + ...
entonces
dy
0=——(0.u)=a(bu2+... )+a(bu2+... )2+
o*-2 1 2
dt
2 3 2 y4

+ az(bzu S D R a3(b2u + ...
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y ha de conclulrse la-afirmacidédn que se conjeturaba.

Tomamos, pues:

2 2 2 4

u + b5x + b6x u® + b7x u +

é6
9X

h(x,u) = blxz + b3x

+ b8x2u3 + b + b10x4u + bllxzu4 + e

expresién de la que ya.hemos excluido los términos que sb6lo con-—

tienen al parfmetro u.

Ya hemos indicado como obtener los coeficientes. El procedi-
miento es rutinario pero conduce a desarrollos muy prolijos que
pueden inducir al tedio. Ademés, difficilmente se disiparia 1la
duda ante posibles errores. En este tipo de tareas resultan muy
Qitiles los sistemas de manipulaciébn algebraica de simbolos, que
permiten mecanizar los chlculos con‘ garantia. En las dos piginas
sigulientes, se muestran los resultados obtenidos con un breve
programa escrito en REDUCE (Hearn [1985]). El1 ©programa realiza
bAsicamente dos tareas: primeramente se define formalmente la ex-—
preslén de la variedad de centros y se construye la diferencia de
las dos expresiones a 1identificar, dada la invarianza de la va-
riedad frente al flujo del sistema. Dicha expresién debe ser
idénticamente nula, por 1lo que en un segundo paso y comenzando
por 1Qs términos de menor grado, se despejan los valores de los
coeficientes bi que conducen a la anulacién del resultado. Pueden
consultarse al final del listado los valores de los nuevos coefi-

cientes obtenidos.

Aprovechamos esta circunstancia para indicar la importancia

de contar con este tipo de herramientas en el anAlisis cualitati-
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4

REDUCE 3.2, 15-Apr-85 ...
i:

% CALCULO DE LA VARIEDAD DE CENTROS
%
% El siguiente segmento se encarga de decspejar
7Z la variable X2 de la expresién X1:
7
FROCEDURE DES(X1,X2);
BEGIN SOLVE (MUM(X1) ,X2);
RETURN SOLN(1,1)
ENDj;
7
7% El siguiente segmento indica =i la expresién
% X1 depende o no de la variable X2
%
FROCEDURE DEF(X1,X2);
IF NUM(X2) = X2
AND LTERMINUM({X1),X2) NEQ Q
THEM 13
A
% A centinuacidn, se define formalmente la
% variedad de centros:
A
OFF SOLVEWRITE ¢
%
Y:= RBIXxX"2 + BIAX"2%U + BSXX™4 + REKX2%U™2
+ B7¥X"34%U + BEXX ZXUT + EBEIXX™6
+ B1O¥X™4%U~2 + B11xX~2%U~4 $
%
LET X*8=0 $
%
7% Se definen las ecuacicnes del sistema reducido:
%
XFP:= =24UkX +A1X2¥XXKY + AZXA(TRXRY™2 +X"T)+ AZK(4XXXY T + 4%xX™3IxY) $

YP:= AOXY+ ALX (X 2+Y"2)+ AZX(IXRXNZEY +Y"3)+ AZX (X4 + SXXT2XY"2 +Y™4)

YA

% La expresisn DIF que se construye debe ser nula:

7%

DIF:=DF (Y, X) XXF-YF %

A

7% La condiciddn de anulacidn de DIF

7% permite despejar los ceeficientes Bl a Bit

YA

ARRAY H (1), ,H1(1);

N:= COEFF{(DIF,X,H)$

FOR J:=2 STEP 2 UNTIL N DO

EEGIN K:= COEFF(NUM(H(I)) ,U,HL1);
TOFE:=MIN(K,&) 3
FOR L:=0:TOFE DD BEGIN

IF DEP(H1(L),B1) NE@ O THEN R1:=DES{H1 (L) ,B1)
IF DEFP(H1(L),E3) NE@ O THEN B3:=DES(H1 (L) ,B3)
IF DEP(H1(L),BS3) NER O THEN BRI:=DES(H1 (L) ,B3)
IF DEP(HI1(L),E&6) NE@ ¢ THEN R&:=DES(HL (L) ,B&)
IF DEP(H1(L),R7) NER QO THEN R7:=DES(H1 (L) ,B7}

# P BB
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IF DEF(H1(L),E8) NE® O THEN EBB8:=DES(H1(L),B8) %
IF DEF(HI1(L),B?) NEQ O THEN R9:=DES(H1(L),B9) $%
IF DEP(H1(L),B10) NEGQ O THEN B10:=DES(HI1(L),BiO) %
IF DEP(HI(L),Bil) NER O THEN B11:=DES{(H1(L),B11) %

END$
ENDS
yA
7% Se muestran ahora los resultados:
A
B1;
( — A1) /A0
BZ;
2

(4%A1) /A0

E e
BS;
3 2 3

(3¥A1  + ALXAZXAD — AZXAO ) /AQ

Ré&;

( — 16%A1)Y /A0

R7;
3 2 4

(4% ( — 12%A1 - TXALXAZXAC + 2XATXAD ))Y/AD
k8;

4
(L4%A1) /AD
S

] 3 2 2 2 2
( — Z0%xA1 - 12%A1 XA2%A0 + 12%A1 XATXAD + AL1XAZ XA/0

= AZ¥ATXAQ ) /A0

=)

"

B1O;
3 2 5

(16X (3T%A1  + 7XALXAZXAD - 4XATKAO ) /A0

ISB

[
3

( — 256%A1) /A0

s

EMD;

3]
o+ ]
<
m
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vo, va que los sistemas de manipulacidn algebraica de simbolos
permiten la automatizaciédn de muchos procesos analiticos (ver Pa-—

velle {1986]), como en el presente caso.

El sistema reducido que conseguimos incluye ahora hasta los

términos de grado 7 en x y en u. Si llamamos AO al coeficiente de

primer grado en x, A1 al coeficiente de x3. A2 al de x5 y A3 al

de x', podemos escribir de forma abreviada:

dx

— = A.x + A.x> + A.x” + A.x! =
0 Ay 2 3

dt

2 2x4 + A3x6)

X (AO + Alx + A

Para investigar ahora el diagrama 1local de bifurcaciones, basta-
ria averiguar para qué valores de los parlmetros presentes se al-~

tera el nGmero de soluciones de equilibrio del sistema reducido,

0o lo que es equivalente, haciendo r = xz, el nOmero de soluciones
de la c@bica:
3 Z
A3r + Azr + Alr + AO =0
afiadiendo siempre el caso A0 = 0, que corresponde a r = 0.

Dicha circunstancia (cambio en el nimeroc de soluciones) ocu-
rre cuando aparece una raiz mQGltiple no negativa, es decir, cuan-

do:

3
3T

3a3r% 4 ZA,r 4 A = O

2
A +A2r +A1r+A0=0

conr » 0

Este sistema resulta equivalente al:
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Ay = 2A3r5 + Aqrz

~

A, = _3A3r‘— 2A

que eeg va explicito en AO,A1 en funcién de los valores de AZ’ A3.

Supongamos, para abreviar, que A3>0. En funcién del signo de

AZ se obtendrian los diagramas de bifurcaciones en el plano AO,A1

de la figura 3.5.

Para A2 > 0, observamos que a los puntos del e je Al’ gue co-—
rresponden a la aparicién de tres equilibrios (bifurcaciones pit—
chfork), se le suma una curva, localmente la mitad de una paribo-
la, que ge corresponde con bifurcaciones gilla-nodo. El caso A2 =
0 es cualitativamente similar mientras que en el A2 < 0, la curva
correspondiente a las bifurcaciones silla—nodo presenta un punto

de chepide para r = —A2/3A3.

(2

Con la ayuda de egteoe diagramase queda perfectamente explica-
do el hecho de que en las proximidades de loe valores de los pa-
rémetros que hacen AO = A1 = 0, aparezcan nuevas bifurcaciones
g8illa—nodo. Es el momento de recordar que AO gse corresponde esen—
cialmente con el primer parémetro ug, mientras que A1 viene de-—
terminado por el parémetro us. Pero es m&s, podremos predecir,
estudiando los signos de A

2 Y A3, qué estructura local presentan

las bifurcaciones secundarias.

Volviendo al diagrama parcial de bifurcaciones que se pre-—
sentaba en la figura 3.3, recordemos que AO = —2u = 0 para la 11—

nea de bifurcaciones pitchfork y que A1 = 0 en los puntos sefiala—
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Ag
L
\ A, > 0
AN
\~.
\\\\\:\
Ay
Bg
A2 = 0
A
By
A2 <0
RN A,
Figura 3.5. Diagrama local de bifurcaciones en los
puntos de codimensidn dos para A3 > 0 . Se muestran

las diversas posibilidades en funcidn el signo de AZ'
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dos con P, P,, Py v P,. Si realizamos en esos puntos los chlcu—
los necesarios para determinar A2 v Ag, obtenemos la sigulente

tabla:

Punto A2 A3
P1 —3.1754E3 1.7223E6
Pz ~5.1165E3 3.8736E6
P3 -1.6642E2 6.4399E3
P4 —~2.2209E2 1.5693E4
Deducimos por tanto, a la vista de los signos de dichos coefi—

cientes, que en los cuatro casos estamos en la situacibébn en que
deben aparecer puntos de cGspide en 1la rama secundaria de bifur-
caciones silla—nodo. Ademés, estudiando el cambio de signo de Al’
y recordando que A, = -Z2u, podemos gituar convenientemente los
ejes AO’Al en cada uno de los puntos y definir localmente y de

modo cualitativo el diagrama de bifurcaciones correspondiente.

El sistema reducido puede utilizarse también para predecir
la estabilidad de las ramas que bifurcan. Junto con el anilisis
local, recurriendo a 1los primeros términos del sistema, es muy
Gtil extender las conclusiones alcanzadas medlante la aplicacién
del principio de intercambio de la estabilidad. No debe olvidarse
la consideracién de un segundo autovalor (ao), que responde a la
existencia de otra variedad invariante (estable o inestable, se-

gln el signo de ao).
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Pagando ya al uso de técnicas numéricas, con objeto de de-
terminar completamente el diagrama de bifurcaciones, parece apro-—
piado incluir en dicho diagrama las curvas que corresponden a lcs
valores de los parémetros que hacen que 1las variables abandonen
el rango significativo del modelo, que recordemos era el interva-
lo {0,1]. Esto es atin m&s importante si, como en nuestro caso,
las funciones que definen las ecuaciones (recuerdésge la estructu—

ra de la tabla T) solo tienen sentido en dicho rango.

Usaremos para ello una vez mAg el método de continuacién.
Dada la simetrfi{a del problema, si usamos la notacién inicial,

bastaria obtener las curvas correspondientes a equilibrios en los

que X, = 0 6 X = 1.
El caso Xy = 0, con Xo # 0, 1lleva trivialmente a la condi-
cibébn u = 0, o lo que eg lo mismo al eje u, en el diagrama de bi-

furcaciones. Para el otro caso, basta resolver por continuacién

el sistema:

X,(M(x5) — uy) + uyx; =0

vy llevar los valores de u;,uy, al plano correspondiente. Se obtie-
ne as{ una curva adicional que al igual gque el eje u2 pone de ma-—
nifiesto que al atravesarla en el plano de parémetros cambia el
nimero de goluciones al producirse una entrada o salida de alguna
de ellas en el rango significativo del modelo. Notemos ademé&s que
dicha curva tiene solo Interég para goluciones de equilibrios que

corresponden a valores distintos para x1 y Xq (equilibrlos hete-—
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Nos propondremos por f(ltimo el wutilizar técnicas numéricas
para el cllculo de las bifurcaciones que llamaremos secundarias
(en este caso se tratan de bifurcacicnes silla-nodo) cuya presen-—
cia estd garantizada por los diagramas de equilibrio obtenidos
para varios valores de u, (ver figura 3.4) y por el estudio rea-
lizado con ayuda de la variedad de centros. En concreto gueremos
determinar en el plano de parémetros las curvas correspondientes
a dichas bifurcaciones y para ello usaremos de nuevo del proceso
de continuacién. Como se indicé en el apartado 3.2.2, podemos am-
pliar el sistema de ecuaciones que define los equilibrios con una
ecuacibébn adicional que especifique una condicién necesaria de bi-
furcacién, como vuede ser la anulacién del determinante jacobia—

no.

Haciéndolo asi se obtienen las curvas correspondientes que
completan definitivamente el diagrama de bifurcaciones, que se
presenta en la figura 3.6. Se observa un total acuerdo con 1los
resultados del estudio realizado mediante la técnica de la varie—
dad de centros, salvo en el punto P4 en el que la cﬁrva de bifur-
caciones silla-nodo no llega a presentar el punto de cOspide al
interceptar a la curva de desaparicibén de equilibrios heterogé-

neos.

Debe observarse como también ocurre lo mismo para la curva
correspondiente a P3 pero después de sobrepasar el punto de clGs—
pide. Las lineas de bifurcaciones secundarias correspondientes a

Pl v PZ' una vez sobrepasadas dichas cGspides se confunden en una
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scla. Nitese ademhAs que cada iinea de bifurcaciones silla-nodo,

debide a la simetrfa inherente, refieja el hechec de lg aparicién

{

de dos puntos simétricos de pliegue de equilibrios. Esta observa-
ciébn también es vAlida para las lineas que indican los extremos

del rango admisible para las wvariables.

Los puntos Q, v Q, son -—como se reflejé mhs arriba—- otros
puntos de bifurcacién de codimensién mayor que la unidad, pues en
ellos entran en contacto dos curvas de bifurcaciones de codimen-
gi6n uno. La total degeneracién que presenta la matriz de linea-
lizacién en dichos puntos hace que no ge gane en simplificacién
con el uso de 1las técnicas derivadas de 1la variedad de centros.
No incluiremos un' estudio analitico de tales puntos por ser una
situacién mAs atipica que la de 1los casos analizados; por otra
parte el uso de las técnicas numéricas permite detectar cémo hay
una tercera 1linea de bifurcaciones (gilla-nodo) que pasa por
ellos (ver figura 3.6) vy que presenta a su vez un punto cuspoi-

dal.

3.4.2. AnfAlieis del modelo de interaccién para tres zonas.

S5i se considera un nGmero superior de Areas, dot&ndolas del
mecanismo de difusién, se tiene un mayor grado de complejidad .
Abordamos ahora el estudio para el caso de tres zZonas interconec-—
tadas, siguiendo la estructura de 1l1los modelos anulares de Turing
(ver Rosen [1972]). Consideramos pues la agrupacién de tres mode—

los BSNSS3, de manera que:
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ax

dt

dx1

—_— xzm(xz) + u(x2 + x1 - 2X3)
dt

dx

con Xy, x5, Xj € (0,11

Repetiremos ahora todo el proceso anterior, partiendo del equili-

brio homogéneo

X; = X5 = X3 = X, con M(x) = 0O
pues, de nuevo, las bifurcaciones de 1la solucién nula conducen a
equilibrios fuera del rango significativo del modelo.

Vemos ahora que la matriz

Dxf(xl,xz,x3,u)

resulta ser:

donde
¢y = M(xi) + xiM’(xi), i=1,2,3

Para el equilibrio homogéneo, se tiene:
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J(X,%,%,u) = XM’ (R)(FM' (X)) - 3u)?
Este jacobiano se anula pues, para
Xx =06 M'(X) =0

(casos que se corresponden con las rectas de bifurcaciones trans-

criticas y de silla—nodo idénticas al caso de dos zonas) y para

1
u = ;M'(i)

w

que origina un autovalor cero doble. En el plano de parémetros
u;,u,, loe puntos correspondientes a esta condicién originan una
linea que, salvo un factor de escala con relacién a u,, es total-
mente similar a la de puntos pitchfork en el caso de las dos zo-

nas. Pero ahora la degeneracibén ees mayor.

Podemos, como antes, recurrir al algoritmo para el chlculo

de las diversas tangentes en dichos puntos. La matriz Dxf toma 1la

forma
Yo Ue Ye
Ye Ue Ye
L Ye Ue YUe
vy con la notacibén del apartado 3.2.1, m = 2 y se obtiene:
1 1 1 1
1 1
ve= | =1 Vo= o Wwq= — | =2 Wo= — 1
1 ’ 2 | 1 3 2 3
0} -1 1 -2

El hecho de que Duf gea el vector nulo, fuerza a que el vector



que llamibamos vy también lo sea. Si hacemos

d = 2M'(X) + xM’' (%)

log cAlculoe conducen a:

d
a = a = - -

111 222 3

2
811 T 8122 = 3 d
d

8112 = 2212 = 8121 T 8331 < 3
by; = byy = -3
byjg = by =0
C:1 = c2 = 0

y llegamog entonces al sistema en 95971925 giguiente:

l
)

-de + qulq2+ qug - 18q0q1 =

2
Zde + 2dq1q2 - dqz - 18q0q1 =0

51 d = 0, el sistema &8e reduce a la

ecuacién dga; =

0,
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que no

basta para determinar univocamente la direccién de las tangentes.

Para d # 0, se obtienen como soluciones no triviales,

(qO' qu qz)
las ternas:

(1, 0, 0)
(1, 6/d, 6/4)
(1, 6/4, -12/d)

(1, -12/d, 6/4)

para
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que originan como direccibén de 1las tangentes, incluvendo en la

Gltima componente la corregpondiente al parémetro, los vectores:

0] 12 6] Y
0 116 1112 1 -6
17000 "7 3l T g6l 4T a2
,_1_ L d L dJ I d_

Esto nos dice que, en los puntos de bifurcacibén con d # 0, inter-—

sectan en el punto

(%,%,%,u )T
C

de la recta de equilibrios homogéneos, otras treg ramas solucién.
Hemos de sospechar ademis que, cuando d = 0, estamos en una bi-
furcacibén de mavor degeneraciédn. Acudiremos ahora a la técnica de
la variedad de centros, que proporciona una informacién muy supe-—

rior.

El sistema reducido al que ahora podremos llegar ser& de di-
meneibébn dos, ya que el autovalor cero es doble. Ademés volvemos a
estar en presencia de un grupo de simetrias para el que el modelo
resulta equivariante. En concreto, se trata del grupo denominado
D3 o grupo de transformaciones invariantes del trié&ngulo equiléa-
tero. Este grupo de simetrfias, que coincide con el grupo de per-
mutaciones de tres elementos, responde en la formulacibén actual a

la representaciédn matricial:
Dy = (S4,5S,,5,,53,54,8g)

con



o 1 0 ;0 01
SO_I Sl= 0 0 1 82= 1 C 0
1 0 Oa . 0 1 0
o 1 0] o o 1] 1 0 o0
!
S3= 1 0 0 S4= 0 1 0 SS= 0 o 1
LO 0 1 1 0 0] _O 1 0
De jaremos constancia, ademéas, de que en este grupo existen los

siguientes subgrupos:

{50,83}
{50,54}
{So'ss}

Y que un conjunto de generadores, para el grupo es:

CSi,Sj) y con i =1 6 2 (giros)

J=3, 4 6 5 (reflexiones)

Efectuaremos ahora un cambio de variables, de forma que la nueva
base esté constituida por autovectores de la matriz Dxf en el
punto de bifurcacién. Notemos que el nficleo de dicha matriz es un
subespacio de dimensibén dos, por 1lo que tenemos cierta libertad
para elegir los autovectores correspondientes al autovalor nulo.
Recordemos, adem&s, que tanto dicho subespacio como el generado
por el tercer autovector son invariantes para el grupo de sime-—
trifa. La representacién matricial actual es, por tanto, reduci-

ble.
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Para conegeguir aue en la nueva basge la representacibén matri-—
cial del grupo tenga un significado geométrico m&s claro, tomare-—
mos una base ortonormal. El primer vector b&sico, uno de los ge-
neradores del nQcleo, ser& escogido de manera que sea invariante
respecto a uno de 1los subgrupos que denoctan reflexiones; el zce-
gundo, que completa el conjunto generador del nGcleo, viene ya

impuesto por la eleccién anterior.

Asf, elegimos como matriz de cambio de base a:

Ve N2 N3

P=-2//6 O 1/4/3
| __

e -1z 13

y desarrollaremos la funcién M como en el caso anterior usando
los mismos coeficientes a;. Efectuaremos ademé&s la traslacién de
las variables y del parimetro al origen, de forma que si x,y,z
denotan las nuevas variables y u es ahora el valor trasladado del

parémetro, se obtiene:

dx/dt 0 {x _XZ/V€'+ yzﬁ/g—+ sz/Véw
2xy /V6 + 2yz/V3 % +

dy/dt 3u 0 ' 1
dz/dt aoltz xz/V§'+ yZ/V§ + zzhffj

!
—

r
|
|
!

L
( /2 + xy /2 + xzz - xzzA/f'+ yzzA/Zg

j

2

l H
y 3/2 4 y2% 4 x%y/2 + V2xyz +
—x3/3v7 + kyzA/§'+ 23/3 + x%z + vz
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§{”5X4/6 +X2Y2+Y4/2 +8xz3/3V§>+222(y2— %2y +hxz (x %+ ¥4y /v
| 2

=" VA
2Y/v6

E 3 T, 1, . Z . y SSR,
+a3§(2y(xJ+ 3xy“)/3V3 + Bvz /3VE + 4xyz?/V3 + 4yz(x‘+ v YIVE/VEZ |

' |
g(x4/2 +x2y2+y4/2 + 24/3 + 222(x2+ yz) - 4z(x3— 3xy2)/3V7)//§§

Sabemos que esta formulacién debe ser equivariante respecto a la

nueva representacibén matricial del grupo, que es:

- 172 V372 o -172 -V3/2 o

* * v *
Sg= I s,=|-Y3/2 -1/2 0 S,=|V3/2 -1/2 0
0 0 1 e 0 1]
-1/2 V32 61 1 0 o0 -1/2 V3/2 0©

. *
S§= ~-V3/2 1/2 o} 52= 0 -1 0 Sg= V3szz 1/2 0
0 0 {J 0 0o 1 0 0 1
[ i - —

*
pero ahora, aparte de S., s6lo es facilmente verificable la cova—
*
rianza del sistema respecto a S,, que se traduce en que en la se-—
gunda ecuacién todos los términos son de grado impar en la varia-—

ble vy.

A pesar de ello, en la nueva base, reconocemog que todo el
peso del grupo de simetrf{as recae sobre las dos primeras varia-
bles. Dicho con mayor precisién, la proyeccién del espacio en el
generado por los dos primeros vectores de la base, proporcionaria
ahora una representacién irreducible (ver Kostrikin (1982]). Para
abreviar los cllculos de la variedad de centros y del consiguien-
te sistema reducido, resulta Gtil entonces (Sattinger [19791D)
usar en el plano (x,y) unas nuevas coordenadas comple jas mediante

la definicién:
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iy

£l
i

%
|

* *
Si tenemos en cuenta gque 82 y S4 son generadores del grupo y cal-

culamos su representacién en la base {w,w), se obtiene respecti-

vamente:
2711
— -_— - p—e ——
e 3 0 0 1
27i
0 e 3 1 0
— ) — -

de forma que la'representacién del sistema en las variables w,w,Z

es:

dw

- = Fl(W,V-V!z)
dt

dw

— = Fz(w";,z)
dt

dz

- = F (w,ﬁ.z)
dt 3

Se debe tener:

27 27 211
e—g_ Fl(w,ﬁ,z) = Fl(e-g_w,e— —S—W,z)
274 271 2ni
e— _E_Fz(w,ﬁ,z) = Fz(e—g—w,e_ —E-W.z)

N1 271

F3(W,§vz)

It
o]
w
~
1]
b3
o
£l
N
~
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Fz(w,ﬁ,z)-= Fl(G,w,z)

Fl(w,apz) = FZ(V_Vg‘N;Z) -

kY
3
£
£
N
'
I

F.(w,w,z)
o

Deducimos inmediatamente de

dw dw

dt dt
que

F, = F,

por lo que bastaré trabajar con Fl v F.3 para contar con toda 1la

informacién del modelo. Ademés, si desarrollamos Fl de la forma:

Fl(w,ﬁ.z) = ¥ Ars(Z) w'

r,s

QS

CcOoOmo
f'l(w,ﬁ.z) = Fo(w,w,2) = Fi(w,w,2)

hemos de concluir gque los coeficientes Ars gson funciones reales

de =z.

El desarrollo similar para F3 también posee la misma propie-—
dad, dado que debe proporcionar siempre valores reales, y tene-—

mosg:

FB(W,G,Z) = F3(W,V—Vyz) = F3(;,W,Z)

lo que impone, ademée, que si
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- r—g
F3(w,w.z} =L B . (2) wWw
r,s
entonces’
B =
rs Bsr

Notamos ademég que, usando para F3 la otra relaciédn impuesta por

la simetria, debe verificarse:

27
r—s 3 (r - =) r—s
)3 Brs(Z) ww =1 Brs(Z) e W W
r,s r,s
que fuerza a que
Brs(z) =0
a no ser que
r — 8 = 3n, para algin n entero.

Estos resultados condicionan fuertemente la estructura de F3 . De
hecho, si seguimos un desarrollo similar al de Sattinger [1983],

puede concluirse que F3 debe ser un polinomio en p, q y z donde

Basta observar que, por lo anterior, con s y n enteros no negati-

vos:

F3(w,§.z) =¥ Bsn(z)(wBWB+3n + ws+3n§8)

g,n

IB__(z)(ww)® (w3 4 w3y

s.,n
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vy dgue por induccién

w3n + an

ea siempre expresable como un polinomio en p y q. La condicién

andloga a la aplicada a F3, conduce para F1 a:

21 2ni

3 r —=s 3 (r - & r —s
IZ:rs(z) e woow

que impone a su vez que
A =
rS(z) 0
s8alvo que exista un entero n con
l - r + 8 = 3n

De todos los sumandos del desarrollo de Fl’ loe de menor grado
posible corresponden entonces a los pares (1,0) y (0,2) para
(r,s), de forma que todos los términos entrarén en alguna de las

dos categorias:

(r,r 4+ 3n -1), para n 2> 1

(s + 3n +1,s8), para n 2> O

Esto permite una descomposicibébn de los términoe de F1 en factores

de la forma

(W), W3n—1 y w3n+1

Razonando por 1inducciédn, se comprueba que 1la estructura de Fl

debe responder a un factor w y a otro WZ, que operan sobre poli-

nomios en p, q v 2. Concluimos que el modelo tiene que responder
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a 1a formulacién:

dw 2
- = WQl(P;q,Z) 4+ w Qz(p.ChZ)
dt
dz
- = 03(p’q52)
dt
donde Qi’ i =1,2,3, indica un polinomio en las variables inclui-

das entre paréntesis. Esta repregentacién no sblo ayuda a abre-
viar sensiblemente las expresiones del modelo sino que, por los
resultados del apartado 3.3.1, simplificarid de forma anAloga las

ecuaciones de la variedad de centros y del modelo reducido.

La variedad de centros, descrita por
z = h(wva)

admitirAi, por su carécter invariante respecto de la simetria pre-—

sente, un desarrollo en p y q, ¥ la ecuacibdn reducida seréd expre—

2

sable ahora como w por un desarrollo en p y q, mAs w° por un de—

sarrollo en las mismas wvariables.

Comprobamos en efecto que se tiene:

_ dw
V6 ——
dt

w(—3V/6u + ZVialz +‘J€az(zz + p/2) +

+ a3(4V§z3/3 + 2V2zp - q/6)) +

+ Wz(—al - Vgazz - a3(222 + p/2))

.S
|
!

= ¢Zaoz + Vial(zz + p) + aZ(JZz3/3 + JZzp - ng/6) +

+ aj (V§z4/3 + ZJEzzp — 2zq/3 + Vﬁbz/Z)

Ahora estamos en condiciones de calcular la ecuacién de 1a varie-
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dad de centros. 51 nos limitamoz a lo8 tdrmince inferiores de

quinto orden, deberemos ensavar:
Z = byp + byq + b3yp” + ...

Permitiremos, usando wuna via alternativa a la efectuada en el
cagso de dos zonas, que lo coeficientes bi constituyan desarrollos
en el parémetro u, pero no incluiremos un término bO que propor-—

cionarf{a sumandos con potencias exclusivamente en u ya que de

nuevo puede asegurarse que dichos términos son todos nulos.

Teniendo presente que

p’ = w?l + GFl

q' = 3(w2F1 + GZFI)
obtenemos:

z’' = blp' + bzq’ + 2 b3pp’ =

(Zblp + 3b2q + 4b3p2) Ql(p,q,z) +

2
+ (byjq + 6b,p” + 2b3pq) Q,(p,q,z)
expresibén que debe coincidir con
z' = Q3(p,q,2z)

cuando sustituimos =z por su desarrollo en p y a. Igualando los

términos en p, sé concluye:
Para los términos en gq, debe verificarse:
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y para log términos en p~:

= N

~12v6 bou + 4.7b

= =2 L =
= d6b3ao + VY 2bja; + Vébja, + V2az/

a; + géblaz - 6 bgay
2

Las tres (ltimas ecuaciones permiten obtener las expresiones de

Pyy by v by

Vg-al

b1 = ———
3(a0+ 6u)
b _ \/—2—(82— 2\/-3_b181)
9 =
12(a0+ 9u)
2
o Jgka3— 6b1a1+ 6J§b2a1
3= -
6(a0+ 12u)
que conducen a desarrollos en u que, particularizados para u = 0,
dan lugar a:
Vgal
b, = -
1 3a
0
Ji(a ar+ 2a?)
b — 0=2 1
2 12a}
J§(8033+ élaz)
b3 = - =
680

Podemos llegar pues a la expresién del sistema reducido hasta
quinto orden, que es la siguiente:
dw 2
— = w(-3V6u + 2V2a (byp + bog + bap”) +
dt 1 1 2 3
+ VZaz(b§p2+ p/2) + a3(2J§blp2— a/6))//6 +

+ W2(~a;- V3ay(byp + bya) — a3p/2INE
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gque, para mavor brevedad, escribiremocs como!

: . , . 2y, =2
W = W (A0+ Azp + Aéq + A pT) oW (A1+ A3p + Asq)

donde los nuevos coeficientes vienen dados por:

A, = -3u

A, = —a;/\6

A, = 2a;b;/V3 + ay/2

Ay = —ayb;/V2 - a3/(2V6)
A, = 2a;b,/\V3 - a3/(6V6)
Ag = —ayb,/VZ

_ : 2 I3
Ag = 2a;b3/V3 + a,b] + 2a3by/V3

Con la ayuda del sistema reducido anterior, nos planteamos ahora
el estudio de los vosibles diagramas locales de bifurcaciones, de
manera que sea posible predecir qué situaciones pueden presentar-—
se. Dispondremos as{ de una gufia inestimable para el uso poste-—
rior de las técnicas numéricas, con 1las que nos propondremos lo-—
calizar las bifurcaciones gque estén realmente presentes en cada
caso. De otro modo, es decir, con el uso exclusivo de herramien-—
tas numéricas, serfa dificil tener las debidas garantlias de haber

completado el anAlisis.

Iniciamos el estudio de los diagramas locales de bifurcacio-
nes usando —en primera aproximacibédn —-sbé6lo los términos inferiores

a tercer orden; es decir, consideraremos el sistema:

Este sistema (aparte de la solucién nula, que se corresponde con
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[1)]
s}
’_.l
[
e}
=
Q
o}
m
[ U3
o
[

ia rama de equilibrios homogénecs) presenta como

equilibrio, supuesto A, # 0, aguellas que verifican:

Ya que el segundo miembro es un nGmero real, si suponemos que

y escribimos:
w = jwl e19

El argumento & debe cumplir:

-36

(2k + D, si Ay > 0

-36 2kT, el AO <0

giendo k entero. Por tanto, las coordenadas x e y de los equili-
brios deben responder localmente a los diagramas de la figura

3.7.

Puede estudiarse adembfe 1la estabilidad de las diversas ra-—
mas, para lo cual se debe tener en cuenta el signo del tercer au-—
tovalor, que queda excluido en el sistema reducido vy que viene
determinado por ag. Tenemos pues que, en condiciones normales (Al

# 0), la bifurcacién de la rama homogénea da lugar a otras tres

ramae que guardan una eimetrfia entre si.

Asi, para u, = 0.5 ge obtiene mediante el algoritmo de con—
tinuacién el diagrama de equilibrios de 1la figura 3.8. Estan re-

presentadas las tres variables en ordenadas Yy se observa que las
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X
ramas 2 y 3
B o
&y rama 0
rama 1
Y
rama 3
G3 ramas 0 y 1
a3
rama 2
Yy rama 3
rama 1
-~ X
rama 2

Figura 3.7. Andlisis en primera aproximacidn de las ramas _
secundarias. La rama 0 representa los equilibrios homogéneos.

A A A
0 0 VY 2
tg ag = —— , tgo, = - — , tg a3z = 3 _ =z
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A A —X1:x2,X3
B
g
x=0.8
B
4 o.6
A 4 0.4
5 -
1 o.2
1 I i 1 1 ] 0
~0.06 -0.04 ~0.02 0

Figura 3.8. Diagrama de equilibrios del modelo
de tres zonas para u, = 0.5. Dos de las ramas
secundarias se proyectan sobre la curva B, y la
tercera lo hace sobre la curva A. (m) indica el

punto de ramificacién.
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tres ramas que bifurcan en el punto m se proyectan sgobre dos cur-
vas que vienen rotuladas con A y B. Lag tres ramas se comportan
de tal manera que., si x; (i = 1,2,3) recorre la curva A al mover
Yo, las otras dos variables son iguales y recorren la curva B. La
pérdida de homogeneidad conduce a equilibrios que llamaremos, por
esta razén, semihomogéneos. Estos nuevos equilibrios poseen atn
cierta simetr{a, al ger cada rama invariante a un subgrupo de re-—
flexiones. Las tres ramas esté&n relacionadas mediante el subgrupo
correspondiente a los giros y el conjunto de soluciones, conside-
rado en su totalidad, sigue lbégicamente respetando la equivarian—
za respecto al grupo. Se observa ademis la existencia de bifurca-—

ciones secundarias (pliegues), que necesitan Justificacién.

El estudio anterior no resulta vAlido cuando

pueg, entonces, el sistema reducido presenta degeneracibn al paso
por cero del coeficiente Ay. Hay que recurrir a términos superio-
res a los considerados en dicho caso, y es importante subrayar

que la condicién anterior es equivalente a:

es decir, al caso en que el algoritmo de cllculo de las tangentes
en el punto de bifurcacién no era efectivo. Esta situaciédn ge co-—

rregponde con los puntos
P_1» Py» Pys Py y P,

de la figura 3.9, donde se representa el diagrama de bifurcacio-

nes (con los datos de que disponemos hasta el momento), que es



Figura 3.9. Diagrama de bifurcaciones del

modelo de tres zonas. No se incluyen las

bifurcaciones secundarias.
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muy similar al de la figura 3.3, corregpondiente al cazo de dos

zonas yva analizado. Anadlogamente, los puntos G, v G-, son otros

[}

puntos en los que la codimensién de la bifurcacién ee superior v
en los gque, ccmo antes, la degeneracién de la matriz imposibilita
conseguir reduccién alguna con el c&lculo de la variedad de cen-

tros.

Limitaremos nuestro estudio a los puntos Pi sefialados. Dado
que la inclusién de 1los términos de tercer orden no resuelve la
degeneracién en el sistema reducido, tomaremos también los té&rmi-—

nos de un orden superior. Estudiamos pues el sistema:

S -2
w = w(Ag+ Agp + Aygq) + wi(A;+ Azp)
que, bajo las condiciones

A, # 0
A #£ 0

Ay # 0

proporciona toda la informacién necegaria para conocer la estruc—
tura local de 1a bifurcacién de codimensiébn dos correspondiente
al caso A0 = A1 =0 (ver Golubitsky & Schaeffer {1982} y Sattin-—
ger [19831). No seri pues necegario recurrir a términos de ordén

superior.

Los equilibrios del sistema anterior pueden clasificarse en

dos grupos, segflin verifiquen o no la condicién:



Si no se cumple esta iguaidad, prccedemos como anteriormente, esg

decir. hacemos:

ig

w =re"", conr = iwi

y escribimos:

-3
. W A+ Aop + A,q
re-—-310 _ 0 2 4

[wlz A1+ A3p

Limitaremos nuestro estudio a una de las ramas solucién, dado que
las otras dos pueden obtenerse mediante giros; en particular nos

centraremos en la rama en la que
8 =0 60

Para englobar las dos posibilidades, tomaremos

y permitiremos que r tome valores negativos. Después de algunas

operaciones, llegamos a:
(A,+ 2A,) r3+ A r2+ A.r + Ao = 0
3 4 2 1 0~
Si hacemos ahora
o = A3+ 2A4

La condicién anterior permite representar el comportamiento de
los equilibrios respecto al parémetro AO, en un plano con ejes A0

y r. La rama de equilibrios corta al eje r en
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r = 0

U,

_ /a2
Ay x Vap- doay

2
y presenta pliegues, respecto a AO’ en los ﬁuntos con

dA

-0 ~3ar2~ 2A,r —A, = 0
2 1

dr

es decir, para

[ .2

3

Supongamos que A2 < 0, y hagamos:

2
* Az
A1 = —
4
2
x % Az
A1 = ——
3
51, a efectos de la representacién, suponemos que > O, obtene-—

mos los diagramas de la figura 3.10, que ya dan cuenta de la apa-—
ricién de pliegues en 1las ramas de equilibrios semihomogéneos
(para A1 > A;* no existen vya bifurcaciones secundarias). En el
plano de par&metros AO’ A1 la situacibn es similar —por ahora- al
caso de dos zonas, pues con las suposiciones efectuadas (el hecho
principal es que g y A, tengan signos opuestos), se obtendrfa un
diagrama local de bifurcaciones como el de la figura 3.11. Al eje
Al' que egtl contituido por bifurcaciones transcriticas, se le
suma una curva de bifurcaciones silla-nodo que presenta un punto

de cGspide. Todas las bifurcaciones se presentan simulténeamente
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\ \ /73\:
24, “
" 3¢ |77
Bo \ Ag
Ay <O \ A1 =0
Ir
\r A2
A2 i 20
6o 1
* *
Ay >A4 >0 Ay =24
r ' r
|
|
I .3
3a
I
i
Ag | Ag
|
A** >a. >l sx
1 7B 7By Ay=Aq |
I

Figura 3.10. Comportamiento local, respecto a Ay r _

segln los valores de A7 . Se representa s6lo una de

las tres ramas secundarias.
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T

Figura 3.11. Diagrama local de bifurcaciones (con los

datos disponibles hasta el momento) en los puntos de

codimensidn dos.



vara las tres ramas semihomogéneas.

Pero queda otro grupo de soluciones;

para los que:

AO + A2p + A4q = 0

Usando de nuevo 1la forma modulo—argumental de

teniendo en cuenta que

p = r?

3

2r-cog38

Q
I

Y que por la férmula de Moivre,

cos3 = 4cos30 -~ 3cos6

tenemos:
A
r o= (- _1)1/2
Aq

que, al sustituir en la otra ecuacién y tomar

cosl = —

lleva a que

2

2 3
AO + A2r - 6A4r X + 8A4x

donde

=0

las soluciones,

140

aquellos equilibrios

y
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Podemos representar gr&ficamente Ia rama de equilibriss en un

[

plano de ejes Ay, x y se obtiene asi la figura 3.1Z, donde se han

supuesto los signos de los diversos coeficientes de manera que:

A A

143 < 0, A2 < 0, A

Puede observarse ademés que, en los puntos correspondientes a

x =+ r
r
x =+ -
2

el argumento 6§ toma valores que  se corresponden con los de algu-
nas de las ramas obtenidas anteriormente, de manera que en dichos
puntos se tienen bifurcaciones pitchfork que conectan 1los dos
grupos de soluciones. En lo sucesivo, denominaremos a este segun—
do conjunto de soluciones como equilibrios heterogéneos o asimé-

tricos.

En la figura 3.13 se describe finalmente el comportamiento
de las soluciones en el plano Ao,x v en el plano x,y. En este se-
gundo caso se indica, sobre las tres ramas simétricas, como va-
rfian loe equilibrios para valores crecientes de Ao. En el plano
Ao,x se repregsentan las tres ramas semihomogéneas, y nbtese que
las dos ramas que ho se corresponden con ¢§ = 0, s8e proyectan am-—

bas sobre la linea definida por:

que puede obtenerse a partir de la otra rama, gin més que hacer

el cambio
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Figura 3.12. Estructura cualitativa de la rama de

equilibrios heterogéneos. En los puntos sefialados, esta

rama conecta con las de equilibrios semihomogé&neos.
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Figura 3.13. Estructura local de las ramas de equilibrios

en las proximidades del punito de ramificaciédn.
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Volviendo al diagrama local de bifurcacionez en el plano AO' Aj
de la figura 3.11, hemos de afiadir en dicha representacién las
lineas que corresvonden a los puntos de bifurcacién pitchfork,

que conectan las ramas simétricas con las asimétricas.

De todo lo anterior, puede deducirse que dichas li{neag vie—

nen definidas por:

A A
Ay = —A,(— —2) 4/= 24, (- —Ly3/2
0 2 4

Aj Aj

es decir, forman dos curvas que se unen en el origen formando un
punto de cGspide con pendiente AZ/A3. Dado el caréacter local del
anilisis, dicho punto de cGepide puede no aparecer, comoc veremos
posteriormente. Completamos as{ el diagrama local de bifurcacio—

nee en las proximidades de los puntos Pi’ en los qué
A=A1=O

obteniendo la figura 3.14. Debemos precisar que el diagrama dibu-—
jado corresponde al caso en gue
A2 < 0, A3,A4 > 0

pero, para otra distribucién de gignos, es sencillo obtener las
diversas posibilidades, ya que los elementos que intervienen son

los mismos y s6lo se altera su posicién relativa.



silla - nodo

silla - nodo

Figura 3.14.

puntos de codimensidén dos.

tgoa = ——
A3

\  Pitchfork

Transcriticas

Diagrama local de bifurcaciones en los

145
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Antes de pasar al chlculo mediante técnicas numéricae del
diagrama de bifurcaciones y de los diagramas de equilibrios, com-—
pletaremos el estudio analf{tico aprovechando toda la informacién

que, en lo relativo a la estabilidad de loe equilibrios, propor-—-

ciona el sistema reducido.

La matriz jacobiana viene dada por

&H 2H
Re - Re

ix Iy

J =

8H 3H
Im — Im —

ix 3y

donde

- -2
H(w) = w(A0+ Aop + Aq) + W (A1+ A3p)

de forma que

3H 2H
traza J = Re (— —- i —)
§x 3y
3H 3H
det J = - Im (— —)
ix 3y
Despues de algunas manipulaciones algo 1laboriosas, se obtiene

para las ramas simétricas la expresién:
traza J = 2A0+ 4Aop + (Ag+ 5A,)q
que, para las ramas asimétricas, se simplifica a:

traza J = 2A2p + (A3+ 3A4)q
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Los cllculos. para el determinante de las ramas simétricas son

algo prolijos. mientras gque para las asimétricas conducen a gue:
3 2
det J = —12A3A4(p - a”)

S5i tenemos en cuenta que sobre la rama simétrica que se corres-—

ponde con 6 = 0, ge tiene:

para dicha rama, se verifica:

3

2
+ 6A4x

traza J = —2Alx + 2A2x

con lo que la traza cambia de signo, ademds de en el origen, en

los puntos en gque
3A x2+ A,x — A, =0
4 2 1

Con todos estos elementos, es posible caracterizar todas las po-—-

sibles situaciones, como se muestra en la figura 3.15.

Pasaremoe a continuacién a emplear técnicas numéricas con
objeto de obtener el diagrama global de bifurcaciones y contras-

tar los resultados obtenidos hasta el momento.

Para obtener las 1lineas de bifurcaciones silla-nodo y pit-—
chfork que predice el anllisis 1local realizado, necesitamos con-—
tar con una condicién auxiliar que, afiadida al sistema de ecua-
ciones que proporciona los equilibrios, defina un problema a re-
solver por el método de continuacién. Para tal fin podriamos to-
mar la condicién de anulacién del jacobiano de 1la matriz de 1li-

nealizacién, que engloba a ambas bifurcacioneeg, pero dicha elec-—
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COEFICIENTES 1

A2<0

Ay < 0

Ay <0

Ay > 0

A4>0

A2>0

Ay <0

Figura 3.15. Estructura local y estabilidad de las ramas de equilibrios en las proxi-
midades del punto de ramificacidn miltiple. Se indica el diagrama local de bifurcaciones
asociado a cada caso.

(s} equilibrios estables (+) puntos de silla con traza positiva

(u) nodos inestables (-} puntos de silla con traza negativa
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cibén presenta varios inconvenientes.

Una primera objecién consiste en que la expresién del deter-
minante es algo compleja: la necesldad adicional de calcular lae
derivadas de dicha expresién hace la tarea algo engerrosa. Lo que
gin duda es mas importante es que dicha expresién, junto con las
condiciones de equilibrio, forma un sistema de ecuaciones gque, en
el caso de tratar de seguir las bifurcaciones pitchfork, es siem—
pre singular. Ademés, las bifurcaciones transcriticas de 1la rama
homogénea son soluciones también de dicho sistema. Como en muchos
casos las tres lineas de bifurcaciones estéin préximas, se presen-—
tan problemas en cuanto a la convergencia, con posibilidad de
saltos de una linea a otra y, por tanto, ausencia de garantias en

la continuacién. Por todo ello, buscaremos una via alternativa.

Si observamos que 1las l{neas de bifurcaciones que busgcamos
se presentan ambas en las ramas semihomogéneas, podemos suponer

por ejemplo que
X) # x3 = x3

y reformular las ecuaciones que determinan los equilibrios como:

i
O

|
(@

Xz(nT(xz) - u2) + ul(xl— XZ)

sin usar, por tanto, una tercera ecuacién para Xg. Conocido un
par (xl, x2) solucién del sistema anterior, quedan determinados

unf{vocamente los valores de u; ¥y u,, mediante:
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U‘.- =
(2X1+ Xo ) (x,— X3
leT(xl) + XZT(XZ)

U2 =

2x1+ Xy

La expresién del determinante Jacobliano del sigtema original, con
la condicién de equilibrio semihomogéneo antes utilizada, se sim—

plifica a:

3(2C1 + c2)uf - Z(Cf + 2c1c2)u1 + c%cz
donde se debe recordar que

¢y = M(xi) + xiM’(xi), i=1,2

Los ceros del determinante resultan ser para

w1
1=
€1¢2
Ul = em———
2C1 + c,

que se corresponden con lasg bifurcaciones pitchfork y gilla—nodo,
respectivamente. Si igualamos para cada caso las dos expresiones
que se corresponden con Ui podemos obtener —sgustituyendo si es
reciso el valor de U,— una relacién entre X] ¥ X, que se corres-—
ponda con la bifurcacién seleccionada. Despuée de algunas opera-—
ciones obtenemos, para las bifurcaciones pitchfork, la condicién:

T(x,) - T(x,) x
2 17 _ T' (%) -1

2 % X2

X
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i ! L

Lineas que delimitan
el final de las tablas

b}

-0.07 ug

Figura 3.16. Diagrama de bifurcaciones del modelo

de tres zonas.
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mientras que egtamos en una bifurcacién silla—nodo, siempre que.

.\ 2 y
T(xz) - T(xl) _ lexz + XyX5

= T'(x,) T’(x,)

3 3., 1 2
Cada una de 1las dos condiciones anteriores representa una ecua-—
cién con dos variables que es flcil resolver por continuaciébn. Es
inmediato ademiAs el paso de dichas soluciones al plano de paréme-—
tros Uy, up, como ya se ha indicado. Con este planteamiento, evi-

tamos las dificultades que surgifan g1 inclufamos en el sistema

original la condicién de anulaciédn del determinante.

Para completar el diagrama de bifurcaciones, consideraremos,
como en el casoc de las dos zonas, las curvas en el plano de paré-
metros que dan lugar a valores fuera del rango permitido para las
variables. Ademéas del eje u,, aparecen ahora tres curvas adicio-—-
nales. Dos de ellas corresponden a equilibrioes semihomogéneos,
seglin sean una o dos las varliables que superan el valor méximo
para el que esti definida la tabla. La tercera curva especifica
el mismo fenbmeno para los equilibrios heterogéneos. E1 diagrama

completo se muestra en la figura 3.16.

Para facilitar la 1interpretacién de dicho diagrama, se in-
cluyen en las figuras 3.17.a, b, ¢, d v e log diagramas de los
equilibrios vara otros valores representativos de u2 (cfr. tam-—
bién figura 3.8), obtenidos mediante el algoritmo de continua-
cibébn. Obeservamos una total concordancia con las previgiones del
anldligis anterior, salvo en algunos extremos que pasamos a comen—

tar.
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En l1os8 puntos

mientras que el

de

resto de los

bifurcaciébn

parmetros que

de codimensidn dos,

reducido resultan ser los de la tabla siguiente.
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ce tiene

definen el sistema

Punto ay a, aj b2 b3
P_1 0.2447 —-10.6943 —-25.8809 -5.1485 30.4692
P1 -0.2971 21.8092 43.0767 -8.6508 41.5685
F, -0.2134 —-48.6363 -96.4260 26.8588 -132.1035
Pgy ~3.1451 24.8463 25.9166 -0.9310 2.3784
P4 -1.9890 -37.1647 —-46.2838 2.2019 —-6.7294

Los coeficientes AO 1’4 A1 del sistema reducido son nulos en dichos

puntos, y se obtiene por tanto, para los demés, la siguiente ta—

bla de signos:

Punto A2 A3 A,
P, - + +
Py + - -
PZ - + +
P3 + - -
Py - + +
La falta de concordancia entre los resultados numéricos y las

predicciones analfiticas se reduce esencialmente a que, para P_l y

P3, no observamos el punto de cGspide en la linea de bifurcacio-

nes silla—-nodo correspondiente, mientras que, en la proximidades
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de PZ‘ aparece un par de puntes extra de dicho tipo, formando una
cola de milano (swallowtail). Si para P3 el fenbmenc puede expli-
carse, debido a que la linea intercepta a una de lae curvas de

galida de rango de 1las variables (tal 1y como en el caso de dos

zZonas), para P—l tal razdé4n no resulta valida.

Hemos de tener en cuenta para P—l' su proximidad al punto Ql
que junto con 02 constituye wuna bifurcacién muy degenerada. No
incluiremos un estudio de tales puntos por la razones ya apunta-
das, pero podemos conjeturar que la bifurcacién que se produce en
Ql entra en conflicto con la de P_;. Notemos que en Q, entran en
contacto tangencial dos lineas de bifurcaciones silla-nodo y una
de ramificacién maltiple, mas otras dos de silla-nodo vy una de

pitchfork, de forma no tangencial.

Algo similar podemos decir, en base a la proximidad de Pl v
PZ' con relacién a la aparicién de la "swallowtail"”. Todo parece
indicar que podemos estar analizando una seccibn transversal de
una bifurcacién de codimensiédn superior. Esta leve disparidad en-
tre resultados locales y globales, no quita relieve a la valiosa
informacién que se obtiene con las técnicas de anélisis local
utilizadas. Sin embargo, se ha de tener la precaucibén de no dar
al anAlisis local mAs peso del debido. Un ejemplo claro de esto
lo constituye la presencia o no del punto de cGspide de las 1i-
neas de bifurcaciones silla-nodo, que es de caré&cter global y no

puede garantizarse plenamente con estudios locales.

Terminaremoe este apartado con algunas observaciones genera—

les relativas a los dos modelos de interaccién analizados. La es—
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tructura de los mismos permite construir una funcién potencial y
por tantc ser analizados de forma alternativa mediante técnicas
de la llamada teorfa de catéastrofes (cfr. Foston y Stewart
{19781, Thompson [(1982]. Para una introduccién breve ver, v.g.,

Golubitsky [{19781). Hemos preferido, por su generalidad, el uso

de las técnicas derivadas de la varliedad de centros.

En cualquier caso, se trata de herramientas de caracter lo-
cal cuyas predicciones son vAlidas en entornos de los puntos con-—
siderados. Stewart {1981] se hace eco de la controversia suscita-
da en torno a la validez de 1los resultados locales o, mAs preci-—
samente, si ser&n o no observables en la prActica dichos resulta-—
dos. Se trata de una cuestién algo filosé6fica —dice é&1-; el hecho
de que, para un matemitico, "local" signifique "dentro de un en-
torno arbitrariamente pequefio”, no implica que un resultado local
gsea invisgible. MAs bien gignifica que el fenbébmeno s8e cumple en
"algOn" entorno, cuyo tamafio es irrelevante para el matemético.
De hecho, puede encontrarse —como hemos visto en los dos Gltimos
apartados —que el tamafio de dicho entorno puede ser bastante

grande.

Otra cuestiébn de interés que debemos seflalar es que los mo-

delos analizados entran dentro de 1lo que Prigogine denomina "es-
tructuras disivativas"”, que explican como puede perderse homoge-—
neidad (desorden) vy formarse estructuras ordenadas (en nuestro
caso, debido a la apariciédn de equilibrios estables no homogé-
neosg). Para el caso de dos zonas aparece claramente esa situacién

vy, al considerar tres, hemos encontrado también equilibrios semi-

homogéneos estables. Los equilibrios heterb6geneos han resultado
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siempre inestables. ©peroc podria conseguirse su estabiiidad con
ligeras variaciones en la definicién del modelo. La formacién de

estructuras disipativas ha venide aqui caracterizada por sucesi-

vag pérdidas de simetria en las soluciones.

Asi, en el Gltimo modelo y partiendo de la solucié4n homogé-—
nea, invariante respecto a todo el grupo, hemos 1llegado a tres
ramas semihomogéneas, tantas como subgrupos de reflexiones para
los que resultan invariantes. Las tres ramas estéin relacionadas
mediante el subgrupo de girosgs y, en el siguiente paso, cada una
de ellas bifurca en dos nuevas ramas, que ya son heterogéneas,
pero que se relacionan entre s{ mediante reflexiones. La estruc-—
tura de subgrupos del grupo original de simetrias, para el que el
gsistema resulta equivariante, estl fuertemente ligada a las bi-
furcaciones que pueden presentarse. Esta relacién, que conjetura-
mos, entre la simetria de los sistemas y su estructura de bifur-
caciones merece sin duda ser objeto de mayor investigacibén. (ver

Sattinger [1983]).

3.5. Bifurcaciones en sistemas de potencia: el flujo de carga en

un sistema formado por tres generadores.

El anflieis del comportamiento din&mico de grandes redes de
distribucién de energia e una de lags tareas no enteramente re-
sueltas de la ingenierfa eléctrica. En la actualidad se sigue de-—
sarrollando un gran esfuerzo de investigacién para disponer de
Gtiles que suministren una ayuda en situaciones de emergencia y

permitan decidir las acciones de control preventivo que deben to-
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marse sobre la red.

Los estudios sobre comportamiento de una red de distribucién
se pueden clasificar en dos grandes grupos: a) problemas estiti-—
cos, ligados esencialmente con el reparto de carga; y b) estudios
din&micos, relativos a la estabilidad de la red tras la produc-—
cibén de un fallo (u étra modificacibén en ella). Estos dos tipos
de problemas, cuya formulacién es bien conocida, presentan, sin
embargo, dificultades con vistas a su aplicaciébn préctica, espe-

cialmente cuando el tamafio de la red es importante.

Desde la introduccibén de 1los computadores s8e ha hecho un
gran egsfuerzo en el estudio de soluciones numéricas para estos
problemas. Aunque se han logrado considerables avances, el uso
exclusivo de métodos numéricos no permite adquirir una perspecti-
va global respecto a los modos de comportamiento que puede tener
el sistema. Para superar este tipo de limitaciones se requiere el

empleo de métodos cualitativos.

En este apartado, mostramos cébmo inciden las técnicas ante-
riores en el problema que presenta una red elemental formada por
tres mAquinas conectadas entre si. Nuestro objetivo seréd el obte-
ner los diagramas de equilibrios y de bifurcaciones de dicho sis-
tema. AGn en egte sencillec caso, la complejidad de situaciones a
las que se puede llegar hace que el problema sea sumamente inte-
resante y que en la actualidad constituya objeto de investiga-

ciébn.
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al estudio de redes eléctricas es muy -reciente (Araposthatis
al. {1981,1983}, Baillieul y Byrnes [1982}, Kopell y Washburn

{19823). Los primeros estudios de este ecgtilo fuercon los relati-
vos a la unicidad de las soluciones del reparto de cargas (Korsak

[19721, Tavora vy Smith [(1972D.

Considérese un sistema eléctrico constituido por tres gene-—
radores sincronos interconectados, como indica la figura 3.18.
Para abordar el estudio en régimen permanente de este sistema se
plantean las correspondientes ecuaciones en términos de balance
de potencias. Es usual para ello el hacer algunas gsimplificacio—

nes.

La primera consiste en suponer despreciables las variaciones
de la magnitud de la tensién en bornas de cada generador, tomando
entonces como finicas variables intrinsecas al problema los &ngu-
los de fase de esas tensiones. Pcr otra parte —-lo que es, sin du-
da, menos realista— se admite que las lineag de transmigiébn que
integran la red son sin pérdidas, es decir, las impedancias de
linea son puramente reactivas. Asi, las cargas registivas apare-—

cen concentradas en torno a cada generador.

Bajo estas asunciones, denominando Pi a 1la potencia activa
neta invectada en el nudo i, las ecuaciones en régimen permanente

toman la forma (Anderson y Fouad [1977D:
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Figura 3.18 Diagrama unifilar del sistema en

estudio.
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£ .-

donde Vi > 0 representa iz magnitud de la tensifén en el nudo co—

rrespondiente, 8, su &nguloc de fase y
4

es la admitancia de la linea que une los nudos i y j.

Razonablemente, los valores de Yij pueden considerarse fi-—

Jjos, por lo que haremos

Observando las ecuaciones, es inmediato deducir que si para
la terna
es una solucibn, también lo seré

(01+ 90,92+ 90,93+ 90)

sea cual fuere el valor de 00. Adembs el sistema anterior es re-—

dundante en el sentido de que

y, por tanto, se puede prescindir de la ecuacibébn que define P3.

Tomando 03 como referencia de &ngulos (es decir, haciendo 93 =

0), se llega al siguiente sistema reducido:
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Pl = al3sen91 + alzsen(@l— 92)

P2=C(,.

Z3sen92 + ulzsen(gz— 91)

Es importante sefialar que el sistema (*) que conduce al anterior
sistema reducido, tiene como soluciones precisamente aquellos va-—
lores que son los de equilibrio del sistema de ecuaciones dife-
renciales que gobierna la dinAmica de 1la red (las llamadas ecua-
ciones "swing” o de oscilacibn). Es por eso por lo que cobran es-—
pecial relevancia aquellas soluciones de (*) que representan
equilibrios estables para el problema dinAmico asociado. En dicho
problema es usual el despreciar el efecto del amortiguamiento de
cada méquina, dado que resulta poco significativo en el intervalo
de tiempo que es de interés en el anllisis del régimen transito-

rio después de un fallo.

Si se hace asi, el sistema din&mico resulta ser conservativo
y posee por tanto wuna funcién potencial. Los puntos estables se
corresponden entonces con los minimos de dicha funciébn, y la eza-
tabilidad queda determinada por el Hessiano de la misma. Dada la
correspondencia entre el sistema (*) y 1la derivada de la funcién
potencial, para discernir el carécter de estabilidad de una solu-

cibn
8 = (91,92)

de dicho sistema, que escribiremos abreviadamente como
P = £(0)

basta asegurar que
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df

— > 0
v

a0 9=(91,92)

condicién con la que se indica que 1la matriz asociada a la deri-

vada de f en O es definida positiva.

A pesar de aparente sencillez del sistema (*), hasta la fe-
cha no se le ha encontrado una solucibn expresable mediante fun-
ciones elementales, a causa de su fuerte carécter no lineal. Esta
circunstancia hace adem&s que la solucibén no sea fnica para un
rango importante de valores de P. De hecho, hasta época muy re-
ciente (Tavora et al. [1972]1) no aparece un primer estudio par-

cial de dichas soluciones.

Veamos cbmo las técnicas de an&lieis cualitativo y de bifur-
caciones suponen en este problema una ayuda de especial interés.

Se analizaré con cierto detalle la eleccién

G1p = X33 = X3 =1

de jando como parlmetros libresgs a Pl'PZ' Esta eleccibtn de valores,
gue puede parecer arbitraria, no lo es desde el punto de vista
del anllisis cualitativo, dada la naturaleza de este tipo de ani-

lisis.
La periodicidad de f hace que 86lc nos interesemos por aque-—
llos valores tales gque
6 = (8,,0,) ¢ [-7, 7]

Como primer objetivo podemos considerar la determinacién del dia-
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Figura 3.19. Curvas de puntos de bifurcacidn

en el plano 64 -6, . La regidn Hy corres--

ponde a equilibrios estables.
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grama de Dbifurcaciones. La condicidn necesaria de bifurcacién

lieva ahora a que

C0891c0892+ cos (8- 92)(cosel+ cos8,) = 0

Para obtener las soluciones de la ecuacién anterior, recurrimos
de nuevo al algoritmo de continuacién, que permite recorrer las
curvas de soluciones en el plano 01,92.

3.19. Esta figura delimita una serie de regiones donde el caréc-

Se obtiene as{ la figura

ter de la matriz derivada de f es diverso.

As{, en HO la matriz es definida positiva, por lo dque se
trata de la regibén de equilibrios estables. En las regiones H1 el
determinante vuelve a ser positivo pero la matriz resulta ahora
definida negativat! los puntos correspondientes son mAximos de 1la
funcién potencial, y por tanto inestables. Para el resto de equi-

librios, los situados en H el carébcter indefinido de la matriz

2!
fuerza de nuevo a la inestabilidad, si bien la estructura cuali-

tativa de las trayectorias es algo distinta.

A partir de 1la figura anterior, es fAcil obtener el lugar
geométrico de los puntos de bifurcacién, que no es otra cosa que
la proyeccién de los puntos singulares de la figura anterior so-

bre el plano de parémetros.

Basta para ello deducir los valores de Pl vy P2 para dichos
puntos mediante el sistema (*), con 1lo que se consigue la figura

3.20.



Figura 3.20. Diagrama de bifurcaciones. Se _
representan los valores de (P1 ’ P2) que se _
corresponden con los puntos de la figura 3.19.
En la regidn hex&gonal central hay seis solu--
ciones distintas para un mismo valor de los

parémetros.
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Dicho diagrama es esencialmente el obtenido por Tavora y
Smith [1972]. Como corresponde al conjunto de puntos de bifurca-—
cién, quedan definidas unas zones con distinto nfimero de sclucio—
nes para el sistema. De hecho, como veremos enseguida, para pe-—
quefias inyecciones de potencia se tienen hasta seis equilibrios

distintos.

Supbngase, por ejemplo, que se considera el caso en que

Esto equivale a situarse sobre el eje horizontal del plano de pa—
rdmetros. Si se trazan, mediante el algoritmo de continuacién,
las soluciones del sistema (*) para este caso, se obtienen las
curvas descritas en la figura 3.21, donde aparecen reflejadas las

diversas zonas en cuanto a nfimero de equilibrios se refiere.

La dimensién del problema permite el intentar obtener las
superficies de equilibrios al menos separadamente para cada va-—
riable (01 b6 92). Para ello situando en un plano horizontal los
parémetros P1 v PZ’ y en el vertical la variable angular elegida,

es posible obtener una representacién en R3. En realidad 1los

equilibrios se mueven en una hipersuperficie de R4, como es ob-—
vio, pero mediante 1la descomposicién 1indicada podemos consgseguir
su visualizacibén mediante dos superficies en R3. Quedar4 patente
as{ cuantos equilibrios corresponden a cada regién de parémetrosg,
si bien los diversos valores posibles de las dos variables debe-—

r&n combinarse adecuadamente. Las ecuaciones del sistema (*) sgon

invariantes respecto al cambio
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Figura 3.21. Diagrama de equilibrios para Ez:=0.Se indica en 1la
parte inferior el nimero de equilibrios seglin los valores de P,.
Se observan cuatro puntos de bifurcacidn silla - nodo y dos bifur
caciones pitchfork. El origenno es un punto de bifurcacién pues
cuando intersectan las curvas para 64 lo hacen con valores de
82 diversos y viceversa. El cambio en el nlimero de equilibrios

denota el paso por un punto de bifurcacibn.
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91 6,

Pl “— P2
por lo que basta describir la figura correspondiente a 91: la su-

perficie relativa a 02 ser&d la simétrica respecto al plano

Un primer paso en la direccién indicada, puede consgistir en obte-
ner el contorno aparente de la superficie para 01, cuando se pro-—
yecta siguiendo la direccibn del eje PZ sobre el plano P1’91' Una
forma de obtener dicho contorno es reescribir el sistema en la

forma

Pl - senG1 - sen(Q1 - 92) = 0

P2 - 3en92 - sen(92 - 01) =0

e imponer la condicién que impide la aplicacién del teorema de la
funcién implficita para despejar las variables QZ'PZ‘ Esto lleva a

que

cos(O1 - 0

2)
= cos(O1 - 92) =0

—-cos(O2 - 91) — cose2 1

Por tanto, para los puntos del contorno indicado se tiene
0,- 6, = /2 + nfl, n entero

condicién que gustituida en el sistema conduce a

L = (=" + sen6,

P DA+ cos0))

N
it
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Haciendo 1o propio para el contornoc cuando se proyecta en la di-

o]

reccibn de Pl liegamos a que 1la matriz derivada respectoc a 92'P1

debe ser singular:

cos(8., — 06

1 2)

= cos 02 + cos(gz— 91) = 0

—cos(Oz - 91) - cosG2 0

Esta condicibébn puede escribirse como
2cos(02 - 91/2) cosGl/Z =0

que da lugar a

6
0, = 6,/2 + /2 + nll

Los puntos correspondientes a la primera solucién cumplen
Pl = senQ2
y se proyectan todos en el punto
(P2'91) = (0,(2n + 1))
La segunda solucibn de este caso proporciona puntos para los que

P, = sen0, —(—l)ncos(Ql/Z)

1

y se proyectan sobre la linea

P, = 2(—1)ncos(01/2)

de forma que la superficie en cuestibén presenta los dos contornos
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de la figura 3.Z2Z. Con idea de mejorar la visualizacién pueden
ahora construirse dos perspectivas que representen los puntos si-
'tuados en la zona anterior a dichos contornes. Para ello resulta
Gtil cortar la superficie por un gistema de planos (hemos elegido
los planos P1 + P2 = cte.) vy representar dichas secciones en

perspectiva cénica. E1 resultado se muestra en la figura 3.23,

que no deja de ser sorprendente.

Las perspectivas representadas estén limitadas, en el eje
vertical, al intervalo [-7,fi] repitiéndose indefinidamente hacia
arriba y hacia abajo dada la periodicidad del sistema (*). La 11{-
nea superior en la que degenera la superficie (con Pz = () debe
jdentificarse con la linea inferior, pues las soluciones para 91

difieren en 271. En cualquier solucién sobre esta recta se tiene

con lo que s8b6lo dos mAquinas est&n "trabajando” y lo hacen en

sentido inverso.

Para Ol = 0, se da otro estrangulamiento de la superficie
gque degenera en la recta de ecuaciébn

P, + 2Py =0

En estos puntos, por tanto,

con lo que dos méquinas trabajan igual.
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Figura 3.22. Contornos aparentes de la superficie
de equilibrios para 61 .
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Figura 3.23. Representacibén en sistema cdnico de dos vistas de la _
superficie de equilibrios para 64 . Se han dibujado las interseccio-
nes que sobre ella produce el sistema de planos P4 + P, =constante.

La superficie, dibujada para 81€|—W,W§, se repetiria indefinidamente
en direccidn vertical. Asi, la linea superior y la inferior represen-
tan las mismas soluciones ya que los valores de 64 difieren en 2w

Aparece otro estrangulamiento para 64 = 0 correspondiente a los _

equilibrios en los que P, + 2P¢q = 0.
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Debe observarse que estas lineas no suponen puntos de bifur-—
cacidén, va que las dos hojas de la superficie que intersectan no
se corresponden con idénticos wvalores de 92 (variable noc repre-—
sentada). No debe olvidarse que se trata de una proyecciébdn de una

3

superficie en R4 sobre R y que 1la superficie real no admite re-—

presentacién en nuestro espacio tridimensional.

La correspondiente superficie para 02, dada la invarianza de

las ecuaciones frente al cambio

Ol > 92

P, <> P

1 2

serfia la gimétrica respecto al plano

Puede resumirse as{ el an&lisis anterior con 1la figura 3.24. Se
representa la superficie anterior y =sus tres proyecciones, ha-
biéndose dibujado sobre ella las curvas de los puntoe de bifurca—
cién que se corresponden con los pliegues de la misma. Eliminando
en el plano horizontal las proyecciones de las rectas mencionadas
anteriormente, se otiene de nuevo, como es légico, la fig. 3.20.
La curva en forma elipsoidal encierra en su interior los puntos
estables que se corresponden con el conjunto Ho de la fig. 3.19.
Puede comprobarse ahora que en presencia de varias soluciones
86lo una de ellas especifica un equilibrio estable, siendo seis
el nGmero méximo de soluciocnes posibles para una determinada so-—

licitacibn de potencias.



Figura 3.24. Superficie de equilibrios para
64 VY sus tres proyecciones. Se han dibujado _
sobre la superficie las curvas de puntos singu
lares de las figuras 3.19 y 3.20. La pro- -
yeccidbn horizontal es esencialmente la figura

3.20 (diagrama de bifurcaciones).
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La compleijidad encontrada en e} anidliisis anterior aumenta
l8gicamente cuando en vez de congiderar tres miAquinas se prlantea
el estudic de una red con un nfimerc mayvor de mAguinas interconec-—
tadas. Los resultados conocidos hasta el momento dejan abiertas
un buen nGmero de cuestiones de gingular importancia en la préc-
tica. Lo gue s8i puede afirmarse es que no deben hacerse generali-

zaciones a partir del anAlisis de modelog de pequefia dimensiébn.

Araposthatis et al. ({19811,[19831), analizan un ejemplo de-
bido a Korsak [1972] en el que aparecen, para idéntico valor de
los parémetros, dos soluciones estables y demuestran gque en ese
caso la regibn de estabilidad es no conexa. Frueban ademés, con
oLro e jemplo, que pueden aparecer vectores de demanda de poten-—
cias que 86lo se satisfacen ante equilibrios de caré&cter inesta-—
ble; esta posible situacibébn tendria graves repercusiones en la

practica.

En cuanto el nGmero de soluciones o equilibrios que pueden
coexistir en una red, es significativa la férmula encontrada por
Baillieul y Byrnes [{1982] que establece una cota superior. Su mé-
todo de andligis parte de un planteamiento algebraico equivalente
a las ecuaciones trascendentes dadas en (*), mediante las susti-
tuciones trigonométricas:

X, = aen(O1 - Oi) .

i=2,...yn

y; = cos(8; - 0,)

As{ para una red de n generadores el sistema equivalente al plan-

teado anteriormente toma la forma:
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n
P X, = P.
-‘ s
j=2"'J J
n
T v v ey = -
;:;ij(‘jyi xiyj) ¥y g%y Pi’ i Zy...,n—-1
2 2 .
xi + Yy = 1, i = 2,...,n

Usando ahora técnicas de geometria algebraica y de la teoria de
interseccién en espacios proyectivos de variable compleja, de-—
muestran que el nGmero miximo de soluciones comple jas Nmax de un
gistema del tipo anterior viene dado por:

2n - i\

Nmax = a - 1)

que, para valores elevados de n, se aproxima a 22n.
Si bien el nfimero de equilibrios reales puede en algln caso
ser sensiblemente menor, en ningln caso es inferior —-como también

demuestran— a

El cuadro da idea del ré&pido crecimiento de dichos nGmeros con la

dimensién n del problema.

n 2 3 4 5 6 7 8
N 2 6 20 70 252 924 3432
max
Nmin 2 4 8 16 32 64 128
Por Gltimo, cabe afiladir algunas conjeturas que constitpyen una

orientacién para investigaciones futuras. Se ha indicado c¢bmo la
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regisn de .estabilidad puede ser no conexa. desglosandose en un
cierto nlmerc de componentes. Suele denominarse componente prin-—
cipal a aquella gque incluye el origen. Una conjetura reciente re—
lativa a la no convexidad en general de la componente principal
ha sido ya demostrada. Por el momento parece plausible asegurar
que el nGmero de componentes de la regién de estabilidad coincide
con el nfimero méximo de soluciones estables simulténeas, y que,
restringiendo la funcién f(8) —que da el reparto de cargas— a

cada componente, resulta ser una funcién inyectiva.
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CAPITULO IV : METODOS NUMERICOS EN BIFURCACIONES DINAMICAS

En los capitulos anteriores se ha analizado el problema.de
la localizacién de equilibrios y de las bifurcaciones que pueden
presentar, destacando las herramientas analiticas de interés as{
como los métodoe numéricoes cuyo uso resulta necesario. Entre es-
tos Gltimos, el método de continuaciédn ha demostrado ser espe-
cialmente relevante. El comportamiento de los equilibrios o solu-
ciones constantes de un sistema din&mico puede ser asi correcta-

mente caracterizado.

Sin embargo, existen otras soluciones cuyoc compertamiento es
importante a la hora de realizar el andlisis cualitativo de un
sistema y son las 6rbitas peribdicas. Estas solucionesg ya no son
constantes o est&ticas sino que representan estados din&micos que
se repiten con una periodicidad concreta. La caracterizacién de
estas soluciones dinAmicas y de gus bifurcaciones es pues otra
parcela de importancia en el contexto del anblisis cualitative, ¥y

a esta cuestién dedicaremos el presente capitulo.

Queda no obstante un tercer grupo de soluciones cuya des-
cripciébn es necesaria y que constituye el objeto actual de un
gran esfuerzo de investigacién. Se trata de soluciones que, sien—
do din&micas, no presentan periodicidad alguna y a la vez tienen
un carécter atractivo, por lo que de hecho son observables en la
prictica en determinados sistemas. Son los 1llamados atractores
extrafios o cabticos cuya comprensién esg alGn bastante imperfecta.
De todas formas, una de las "rutas"” propuestas para la transicién

al "caos" la constituye la aparicién de sucesivas bifurcaciones
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de drbitas periddicas, por lco que lag técnicas descritas en este
capftulo tienen interés también en el andlisis de eagtos atracto-—

res.

Para estudiar el comportamiento de las soluciones prbéximas a
una 6rbita periédica, puede adoptarse un punto de vista similar
al seguido para el andlisis local de equilibrios, indicado en el
apartado 3.1. Supongamos que, para el sistema

dx

— = f(x)
dt

conocemos una solucibébn periébdica x(t) de periodo T > 0, es decir:

x(t) = x(t + T), ¥t € R

Entonces, podemos linealizar 1la ecuacién diferencial a lo largo
de dicha érbita, vy construir un nuevo sistema 1lineal de coefi-—

cientes periédicos mediante:

— = Df(x(t)) y

donde Df(x(t)) ser& wuna matriz cuadrada T—~peribdica de orden n.
Puede probarse entonces, siguiendo la teori{ia de Floquet (ver Har-
tman [19731), que toda matriz fundamental de soluciones X(t) de

este sistema linealizado admite 1la representacién:

tR

X(t) = Z(t) e ", con Z(t) Z(t + T) (periébdica)

donde X, Z y R son matrices cuadradas de orden n, siendo R cons-—

tante.
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Puede conseguirse ademas, mediante un cambic lineal de va-

riabkles, que

X(0) = Z(0) =TI (I matriz identidad)

con lo gue

TR

X(T) = Z(T) eI® = 7(0) 'R TR

i
M

de forma que el comportamiento de las soluciones en las proximi-
dades de la 6rbita de x(t) viene determinado, en primera aproxi-

macién, por los autovalores de la matriz constante eTR.

Estos autovalores reciben el nombre de multiplicadores ca—
racterfisticos o multiplicadores de Floquet, mientras que los de
la matriz R (relacionados directamente con los anteriores) son

llamados exponentes caracterigticos de la 6rbita peribdica.

Ahora, la situacién de los multiplicadores respecto al disco
unidad del plano complejo define la estabilidad de la 6rbita. La
periodicidad de la solucién, en torno a la cual se ha linealiza-
do, impone el que uno de los multiplicadores sea la unidad; son
los restantes n—1 multiplicadores los utilizados para el anflisis

de la estabilidad.

Si los n-1 multiplicadores decisivos tienen mbédulo distinto
de la unidad, la érbita es llamada hiperbélica, y la linealiza-—
cibén anterior describe cualitativamente el comportamiento local
de las soluciones (de manera anlloga al teorema de Hartman-Grob-
man para equilibrios). La érbita ser8 estable si todos los multi-

plicadores tienen médulo menor que la unidad.
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Cuando aiguno de los n—-1 multiplicadores anteriores tiene
mbédulc une, se pierde la hiperbolicidad y se necesita un an&lisis
més.cuidadoso de la situacién. Si consideramos sistemas con paré&-
metros, al igual que en el caso de los equilibrios, la pérdida de
hiperbolicidad de una solucién periédica puede conducir a una‘bi—
furcacién. Limitéandonos a 1las bifurcaciones de codimengién uno,
comentaremos brevemente los tres casos mis relevantes: aparicién
de un multiplicador 1, de un multiplicador -1 o de un par conju-

gado de multiplicadores caracteristicos de modulo 1.

El caso en que un multiplicador wvale 1, es totalmente anilo-—
go al de autovalor cero de los equilibrios. Puede dar lugar por
tanto a bifurcaciones silla—-nodo, transcritica o pitchfork de 6r-—

bitas peribdicas.

Cuando aparece un multiplicador -1, se produce una situacién
que no tiene similar en las bifurcaciones de equilibrios. La bi-
furcacibén asociada eg llamada "flip", de duplicacién de periodo o
subarménica. Si suponemos que la 6érbita original era estable, al
producirse esta bifurcacién pasa a ser inestable, y aparece una
nueva 4rbita estable de peribdo aproximadamente el doble del ori-

ginal.

El cruce de un par conjugado de multiplicadores por la fron-—
tera del disco unidad es caracteristico de la llamada bifurcacién
de Hopf secundaria. El abanico de posibles comportamientos de las
nuevas 6rbitas es amplio, pero la situacién més tipica es la apa-—
ricién, sobre una secciébn transversal al flujo, de una curva ce-—

rrada invariante al mismo, de forma que todo ocurre como si las
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nuevas Srbitas se desarrollasen sobre la superficie de un toro.

El anélieis local de las soluciones peribébdicas y de sus bi-
furcaciones puede realizarse también, como veremos més abajo,
construyendo la llamada aplicacién de Poincaré. El1 estudio de di-
cha aplicacién constituye un camino equivalente al comentado y
responde a ideas gebmetricas de fécil comprensiébn. Dedicaremos

una especial atencién a dichas ideas en los poximos apartados.
En lo que sigue, consideraremos sistemas dinAmicos del tipo

dx n

— = f(x,u) con x € R, u € R -

dt
y con sguficientes condiciones de diferenciabilidad para f. E1l
problema a abordar consiste en describir el comportamiento de las
posibles soluciones periédicas del sistema con relacién a los va-
lores del parémetro u, que supondremog unidimensional. Ademés, es

importante localizar las posibles bifurcaciones de dichas solu-
ciones peribdicas, describiendo convenientemente las posibles ra-—
mag secundarias. A este respecto, es importante contar con un al-
goritmo capaz de calcular los multiplicadores caracteristicos de

la 6rbita en cuestién.

Debemos serialar que este anflisis debe hacerse en conjuncién
con el correspondiente a las bifurcaciones estAticas del capitulo
anterior, pueeto que la aparicién de soluciones dinémicas’ocurri—
r4d, en general, cuando un equilibrio sufre un cambio en su esta-

bilidad debido a una bifurcacibédn de Hopf, por lo que la localiza-
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cibén de este tipo de bifurcaciones serA la primera tarea a tener

en cuenta.

Recordemos que una bifurcacién de este tipo se corresponde
con el paso de un par de autovalores conjugados de la matriz de
linealizacién del sistema por el eje imaginario. En algunos casos
sencillos puede recurrirse al estudio analftico de los autovalo-
res de dicha matriz y realizar posteriormente —una vez detectada
la bifurcacién- la caracterizacién de 1la miema. Para ello, puede
seguirse, por ejemplo, el procedimiento indicado por Hassard et
al. [19811], con el cébmputo de determinados coeficientes que pro-
porcionan aproximaciones al periodo y al radio de la érbita, en
funcién del parémetro del sistema. Sin embargo, los célculos a

realizar son laboriosos, aGn para pequefia dimensgién.

Ya hemos indicado que el uso de sistemas de manipulacién al-
gebraica de s{mbolos constituye, hoy en dfa, una herramienta va—
liosa a la hora de realizar cAlculos proli jos, que en su mayoria
pueden sistematizarse. De hecho, en esta memoria vya hemos utili-
zado uno de dichos sistemas (REDUCE) como ayuda en el cllculo de
la variedad de centros de una de las aplicaciones anteriores. Ei
recurso a estas técnicas cuando se trata de localizar Yy caracte-—
rizar la bifurcacién de Hopf es, en la actualidad, objeto de in-

vestigaciébn por nuestra parte.

Comoc una alternativa numérica para la localizacién de una
bifurcacién de Hopf, el método propuesto por el grupo de Kubicek
(Kubicek {1980], Kubicek & Marek (1983]) resulta especialmente

apropiado por su simplicidad. Basicamente, si x(u) representa 1la
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rama de equilibrios en la que se produce tal bifurcacidn, podemos
recurrir a la construccién del polinomio caracteristicc de la ma—

triz de linealizacién:

n—1 n—2

PG =\ + alx + a + «.. + a

Zk n

donde los coeficientes ay seré&n funciones de x y del paré&metro u.

Si para

se produce 1la bifurcacién de Hopf, el polinomio anterior debe

presentar para dichos valores las soluciones

5 * >0
1,2 = * iw , con w

Si usamos una descomposicién similar a 1la utilizada en el método

de Lin-Bairstow y escribimos
PO = (M4 w) (724 b, 03 +b__.A+ b _,) + RA+S
1 te n-3 n-—-2

se tendr& que, para

X = X
*
u = u
*
w =W

deben ser nulos los coeficientes R y S. Dado que es fhcil calcu—

lar por recurrencia tanto los coeficientes bi como R y S, a par-—

tir de los ay, la resolucién del sistema siguiente,
f(x,u) =0
R(x,u,w) =0

S(x,u,w) =0
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con n 4+ 2 ecuaciones y n o+ 2 incégnitas, proporciona pues un ca-
mino vAilido y asequible para la localizacién de una bifurcacién

de Hopf.

Una vez detectada la bifurcacién, en general apareceré un
rango de valores del parémetro u para el que seguir& existiendo
una solucién peribébdica. Supongamos que estamos en dichas condi-

ciones. Entonces existir& una solucién x(t) de forma gue

x(t + T) = x(t), para un cierto T > O.

donde T es el valor del periodo de la misma. Cara a la continua-—
cibén de 6rbitas peribdicas (es decir, al an&lisis de la evolucién
de dicha érbita frente a variaciones del parémetro) puede adop-
tarse el siguiente enfoque. Haciendo un cambio de escala en la
variable temporal t por Tt, que normaliza el periodo al valor
unidad, el sistema queda:

dx

-— = T+ f(x,u)
dt

que junto con la condicién:

x(0) = x(1)

constituye un problema de‘contorno, con condiciones de contorno
no separadas, donde el valor del periodo original aparece en for-—
ma explicita como un nuevo par&metro. Este punto de vista esg el
adoptado por Langford (1977], Doedel [1981] y Holodniok & Kubicek

(19841, entre otros. La necesidad de incorporar algoritmos de re-
solucién de problemas de contorno puede complicar este an4lizis,

si bien el uso de métodos de tiro gimple ("simple shooting™)
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cuandc es posible (Kubicek & Marek [1983]) resta impertancia a

esta objecién.

A la hora de digefiar algoritmog egpecificos para el andlisis
de las soluciones peribédicas, un objetivo importante a cubrir es
que los métodos empleados sean susceptibles de acoplarse con fa-—
cilidad a los algoritmos propios del anlisis de los equilibrios,
formando as{ un cédigo mhs compacto. Necegitamos un elemento que
permita enlazar ambos anllisis y aprovechar la eficacia ya mos-
trada del método de continuacién en la resolucidn de ecuaciones
no lineales. Para ello, recurriremos a la aplicacién de Poincaré
vy, acto seguido, mostraremos su utilidad en la construccién de un
algoritmo de continuacién de é6rbitas peribébdicas, asi como varias

aplicaciones de dicho algoritmo.

4.1. La aplicacién de Poincaré en el estudio de soluciones perib—

dicas.

Como primer paso para desarrollar un algoritmo de continua-
cibén, necesitamos fofmular correctamente el problema en cuestién,
o lo que es 1o mismo, definir el par (F,U) correspondiente (ver
introduccién al Capfituloc II). Si queremos aprovechar en lo posi-
ble el algoritmo de continuacién usado para los equilibrios, de-—
beriamos conseguir (por analogf{a) establecer una correspondencia
entre las soluciones peribdicas del sistema y los ceros de una
aplicacién no lineal. Bastaria aplicar entonces el algoritmo de
continuacién a la funciébn asfi{ definida, para cubrir el objetivo

propuesto. Para construir tal funcibén utilizaremos como punto de
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partida la llamada avlicacidn de Foincaré.

Para establecer la mencionada correspondencia, consideremos

el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

donde
f : VCR? — R

es diferenciable con continuidad en el abierto V.

Supongamos que F(y,t) es el flujo soluciédn tal que:
F(y,0) =y, Vy € V
donde
F: V x RcRY™! 5 gn

Sea ahora g(t) una solucién periébdica, o méAs precisamente, supon—

gamos que

3xoev tal que g: R — R"

t — g(t) = F(xo,t)
cumpliendo ademis:
3150 gt) =gt + T, vt er

Sea S un hiperplano de R", con xj € S y transversal a la 6rbita
de g(t) en Xn. En estas condiciones (Cfr. Hartman [1973]), pode-

mos afirmar que existe U, entorno de Xy en S, vy una funcibén T di-
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ferenciable cen continuidad tal que

T: U—> RrRT

y — T(y)
cumpliendo ademés

i) F(y,T(y)) € S, ¥y € U

ii) f(xo) =T

Dicho de otra forma, la funcién T proporciona para los puntos de
U el tiempo que invierte 1la correspondiente érbita en volver a

cortar al hiperplano S en un entorno de X

Podemos definir entonces la aplicacién de Poincaré (P), que
es la que, a cada punto de U, le hace corresponder el punto de

retorno a S, es decir:

P :U=—>S§

y = P(y) = F(v,T(v))

El problema de encontrar el punto x que corresponde a la 6rbita

0’
éerrada, es equivalente as{ a determinar los puntos fijos de la
aplicacién P, o bien, los ceros de la funcién (P — I), siendo I
la aplicacién identidad (ver figura 4.1). Queda asi establecida
la correspondencia buscada entre soluciones peribédicas y ceros de
una funcién, como necesit&bamos. La idea anterior permite cons-—

truir un algoritmo para localizar las soluciones peribédicas de un

sistema (Curry [1979)]).

Si queremos usar v.g. el método de Newton, para localizar

los ceros de la funcién (P — I), nos interesar& el disponer de 1la
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Fig 4.1. La aplicacidn de Poincaré
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derivada de dicha funcidén y, obviamente, bastar4 cbtener la deri-

vada de P.

Ya que la aplicacién de Poincaré define un sistema din&mico
discreto, y dado que su derivada en un equilibrio (punto fijo) es
precisamente la matriz de linealizacién de dicho sistema, el co-
nocimiento de dicha derivada nos proporciona ademés una valiosa
informacién. En concreto, la situacién de sus autovalores respec-—
to al disco unidad del plano complejo nos permite caracterizar 1la

egtabilidad de la correspondiente érbita periédica.

Supondremos para mayor simplicidad que el hiperplano S es
paralelo a uno de los coordenados vy, sin pérdida de generalidad,

tomaremos:

S = {x € R" : X, = a, a¢€ R}

y descompondremos la aplicacién P de la siguiente forma:

P =EoFoGoH

G F E

—> R"— R™x R > R > sc rR™M1

n-1

UCR

y >y > (y,(y)) ——3 F(y,(y)) — F(y,T(y))

donde H y E representan la inclusién y proyeccién canébnicas, res—

pectivamente.

Aplicando sucesivamente la regla de la cadena, tendremos:
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2 SN
DP = DE'DF'DG-DH = I__ o | Ippi prF, " .1 ™1 _
_ n—1' “n-=1! - i X t.’D P i -
L . 4L T Tabth 10,y
-1
=10 1. b FpF.o .l
= | 1. ._."f : i‘, _:
B B S e g
o |
— -

donde las derivadas son evaluadas en las correspondientes im&ge—
nes del punto considerado e Ik’ Ok representan, respectivamente,
la matriz identidad de orden k Yy el vector nulo de orden k (fila

6 columna).

Un sencillo cllculo muestra que, si representamos por aij al

elemento correspondiente a 1la fila 1 Yy columna j de la matriz de

DP, se tiene:
aij = DJFi + DtFi Djt. con i,j=1,2,...,n-1
Si llamamos P* aF_G_H, es claro que

*
DP = (aiJJ

con i variando ahora desde 1 hasta n, y verificando también 1la

igualdad anterior. Pero, para y ¢ U, se tendré& que
*
P (y) €8

*
Yy por tanto 1la Gltima fila de DP , en esos puntos, seré cero.

Esto nos dice que

anj = DJFn(y.f(y)) + DtFn(y.t(y)) Djt(y) = 0

Yy, teniendo en cuenta que
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DtFn(y,f(y)) = f (F(y,T(y))

obtenemos:

Dan(y,f(y))
Djt(y) = - para j =1,2,...,n-1
fn(F(y,ﬁ(y)))

expresién que proporciona las derivadas de la funcién T. Notemos

que la transversalidad de S y la érbita de g(t) en X nos asegura

que el denominador anterior no se anula.

De esta forma, tenemos que

r ]
DP(y) = aijJ con

£ (F(y,T(y)))
a,; = D.F,(y,Uy)) - D F (v, Uy (%)
R £ (F(y,iy))) "

para i,j =1,2,...,n-1

Yy 86lo nos quedari el evaluar DJFi(y,t(y)), para j de 1 a n-1, vy
para i de 1 a n.
Mediante un método de integracién numérica, dado y € S, su—

puesto y € U, podriamos obtener F(y,t) para cada t, hasta encon-

trar
P(y) = F(y,T(y))

Nos planteamos ahora la posibilidad de obtener, mediante alg(n

algoritmo, el valor de

DxF(y,t)
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D_F(y,T(y))
Esciribamos
A(t) = DXF(Y,t)

supuesto fijado el punto y. Supondremos que podemos intercambiar
el orden de derivacién (lo que equivale a exigir que F sea gufi-

cientemente diferenciable con continuidad) y escribimos:

da(t) d d
= — D_F(y,t) = D_ (— F(y,t)) = D_ (f(F(y,t))) =
dt at ¥ X 4t X

= Je(F(y,t)) D _F(y,t) = J(F(y,t)) A(t)

donde Jf(.) denota la matriz jacobiana de f, evaluada en el punto
indicado, y hemos usado una vez mAs el hecho de que F representa

el flujo del sistema din&mico. Si hacemos

B(t)

Je(F(y,t))

como

i

basta entonces integrar numéricamente el sistema:

A'(t) = B(t) A(t)

A(0) = I

hasta llegar a A(Tt(y)). Hacemos 1la observacién que este sistema,

que se corresponde con la 1llamada ecuacién variacional, debe ser

integrado conjuntamente con 1la érbita que describe el punto v
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para poder evaluar correctamente 1la matriz B(t). Ademis, debe
disponerse un dispositivo que detecte el cruce de la brbita por
el hiperplanoc S, precisamente al completar una vuelta. Necesita-

remos usar un algoritme de interpolacién a tal efecto.

Notemos también que, una vez gituados en X punto fijo de
la aplicacién de Poincaré, para obtener DP(xO) a partir de la co-
rrespondiente matriz A(T), se han de efectuar unas operaciones
sobre los elementos de esta Gltima -ver la expresibn anterior se-
flalada con (*)— que tienen una interpretacibén geométrica clara.
Para aclarar este extremo, notemos que para todo punto x de 1la

brbita g(t) se tiene
F(x,T) = x

con lo que podemos escribir
F(g(t),T) = g(t)

y, derivando respecto de t, resulta, teniendo en cuenta que g es

una goluciébn:

D F(g(t),T) g’(t) = g’ (t) = f(g(t))

En particular, para t = 0, obtenemos:
DXF(xo,T) f(xo) = f(xo) = A(T) f(xo)

Observemos que, por la construcciédn efectuada, la matriz A(t) es
una matriz fundamental de soluciones para la 1linealizacién del
flujo a lo largo de la érbita peribébdica. Por tanto, y de acuerdo
con la teorfa de Floquet (ver v.g. Hartman [19731) la matriz A(T)

posee un autovalor 1 con autovector f(xo), siendo los restantes
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n—1 autovalores los multiplicadores caracteristicos, que caracte—

rizan la estabilidad de la érbita periédica.

En efecto. si hicier&mos un cambio lineal de variables, de
forma que el vector f(xo) en la nueva base tuviera como represen-
tacibébn el vector e deberiamos concluir que la matriz A(T) en
dicha base posee como Gltimo vector columna al propio e, - Basta—
ria entonces eliminar la Gltima fila y columna de A para obtener

una submatriz cuadrada de orden n—-1, que caracteriza la estabili-

dad de la érbita cerrada. Evidentemente la matriz

%1 o . . . 0 f1
01 .. . 0 f2
N = . . . .
0 0 ... 1 f .
o o ... 0 f
L no

girve para dicho propésito, como matriz de cambio de base. Su in—

versa resulta ser

1 0o . . . O —fl/fn

o 1 .. . O —fz/fn

N"1 = | . . . .

0 0 . .. 1 —f L/f

0 0 ... 0 1/f_ |

[

Con este cambio de base, A(T) debe sustituirse por

| 1 |
1 ! r .
N lacry N = v lacry | P g o | Nlagry CRL I N~Llg
0 L
n—l i ‘
! i
—
-1

Claramente, N "f = e —como ya se dijo—, y observamos ademés que

n
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cr

la Gltima columna de A es irreievante. Perc el hecho importante =
destacar es que la submatriz de orden n-—1 que caracteriza la eag-
tabilidad con el cambic de base efectuado es, a la vista de 1la

expresibén (*), precisamente la derivada de la aplicacién de Poin-

caré. Otra observacién de interés es indicar que la condicién
ACT) f(xo) = f(xo)

puede ser usada como medida del error cometido en 1la integracién

de la ecuacién variacional.

4.2. Algoritmo de continuacién de 6rbitas peribédicas.

Hasta el momento, hemos desarrocllado en detalle como formu—
lar un algoritmo para localizar érbitas peribédicas mediante 1la
aplicacién de Poincaré. Extendemos ahora el mismo proceso para el
caso que nos interesa, es decir, en presencia de un paréfmetro u,
con objeto de disefiar un algoritmo de continuacién. Como un pre—
cedente en esta direccibn, debemos citar a Sparrow [{1982] que, en
su exhaustivo estudio del atractor de Lorenz, describe las ideas
bAsicas a tener en cuenta en este tipo de algoritmos. Sin embar-
g0, el nivel de detalle de sus consideraciones indica que su tra-—
bajo tuvo que desarrollarse sin contar con un algoritmo de conti-—
nuacibn propiamente dicho. En las aplicaciones que siguen a este
apartado, mostramos algunos resultados alcanzados con este algo-
ritmo y sus posibilidades futuras como herramienta de investiga-—

ciébn.
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Coneideramos as{ el =sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden:

donde ahora
f +: VCR™ x R — R"

es suficientemente diferenciable con continuidad en el abierto V.

Sea F(y,u,t) el fluio solucién del sistema de forma que

F(y,u,0) = Y. V(Y!u) eV

Admitamos, para este sistema, la existencia de una familia en u

de soluciones periédicas g(t,u), con periodo T(u); es decir, si
x = g(0,uw)

se tiene que
g(t,u) = F(x,u,t) con g(t,u) = g(t+T(u),u), ¥t € R

Sea
Xy = 2(0,up)

con 8(t.u0) 6brbita hiperbélica. Si SO es un hiperplano de rR" que
es transversal en Xg a g(t,uo), estamos en condiciones de afir-—

mar.:
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Existe un entorno U x L de (xo,uo) en SO x R vy una
funcién Gnica T : UxL —> RY diferenciable con
continuidad que cumple:

i) F(y,u,T{y,u)) € § Y(y,u) € U x L

07
ii) t(xo,uo) = T(uo)

La funcién T proporciona pues, para los puntos de U, el tiempo
que invierte la correspondiente 6rbita en volver al hiperplano SO

en las proximidades de x dependiendo adem&s del valor del paréa-

0 ]
metro. Para esos puntos queda definida entonces una aplicacién de

Poincaré ampliada P(y,u), sin més que asociarles como imagen el

punto de retorno a SO. Es decir:

P: UxL — SO

(y,u) = P(y,u) = F(y,u,t(y,u))

De nuevo, obtener el conjunto de soluciones peribdicas es equiva-

lente a resolver la ecuacién
P(y,u) -y =0

Hagamos
Q(y,u) = P(y,u) - vy

Al igual que cuando necesitamos realizar un an&lisis de la din&-
mica de los equilibrios, nos interesa ahora el aplicar técnicas

de continuacién para resolver
Q(y,u) =0

Repetimos ahora el proceso del apartado anterior para el cllculo

de la derivada de P, incluyendo en DP tanto a DyP como a DUP.
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Supondremos, como antes, que estamos trabaljande con ei hi-
perplano
. n .
SO = {x € R : x, = a, a € R, prefijado)}

como seccibén transversal. Con una notaciédn andloga a la anterior,

la aplicaciébn P puede ser descompuesta del siguiente modo:

P=EOFOGOH

H G F E
UxL—R™ R — R™X R x R > R" > 5,

(y,u) — (y,u) —>(y,u,(y,u))—> F(y,u,T(y,u))

Aplicando de nuevo de forma reiterada la regla de la cadena, ob-

tenemos derivando respecto de (y,u):

— ' -
I 'n-1 On-1
DP = | I ) DF DF' D.F ___h+l 0 | o !
n-1!"n-1 X o Tu i Tt 1 n-1 | j
- : ! . D_T |D T ——————

x u :
L : _1

Si utilizamos la notacién:
DP = [?ins DuP;J con i,j=1,2, ..,n=1

Se obtiene para i=1,...,n-1

i 5F4 tFi Dj? con j =1,2,...,n—1

La descomposicibébn efectuada de la aplicaciédn de Poincaré ampliada
*
permite definir una nueva aplicacién P = F o G OH, cuya derivada
*
DP respecto a (x,u) tendria asociada 1la matriz que resulta de

multiplicar las tres (Gltimas matrices cuyo producto es DP. Ade-—

mAs, la Gltima fila de nuevo debe estar constitulda por ceros vya

N R

|

Mooy L mre s T ChTROs
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gue
P*(y,u) € S,

Egto noe permite deducir, una vez més:

DJFn(y,U,T-(Y,U))
- para j =1,2,...,n-1

fn(F(y,u,t(y,u)),u)

Djt(y.u)

Dan(y,u.t(y,U))

D,T(y,u)

f L (F(y,u,T(y,u)),u)

donde hemos tenido en cuenta que F es solucibn del sistema defi-

nido por f y, en consecuencia,

d
— F(y,u,%(y,u)) = f(F(y,u,T(y,ul)),u)
dt

Este mismo hecho conduce pues, a escribir en forma sucinta:

D,p. = D,F 1 F
Jbi T Y3ty T ;— Yi'n
n para i, =1,2,...,n-1
DP, =D.F 1
uFPi = DyFy - ;_ DuFn
n

donde las funciones y sus derivadas son evaluadas en el punto de
retorno. La hipbtesis de transversalidad sirve de nuevo para ase-—
gurar que el denominador en las férmulas anteriores es distinto

de cero.

En consgecuencia, el problema del chlculo de las derivadas de
P queda reducido a la evaluacibébn de las derivadas de F en el pun-

to de retorno vy al conocimiento de dicho punto. Para conseguir
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dichc propésito. exigiendc condiciones suficientes a F, podemcs
intercambiar el orden de derivacién, y resulta:

d d

(D(X’U)F(y,u;t)) = D(X,U) (— F(y,u9t)) =

dt dt

- D(X.u) (f(F(y,u,t),u)) =

1

|
. | .
(?xf(F.u) DxF(y,u,t) | Dxf(F,u) DuF(y,u,t) + Duf(F,u{]
!
Hagamos

A(t) = D(x,u)F(Y.U,t)

B(t) Dxf(F,u)

|
cCt) [omm: Duf(F,u)]

Puesto que
F(y,u,0) = v

se tendré que

!
A(O) = [?n : 0%]

y bastars integrar el sistema
A'(t) = B(t)A(L) + C(t)

hasta llegar al punto de retorno a SO' Es preciso, comc antes, el
hacerlo conjuntamente con la integracién de la 6rbita correspon—
diente, y también son vAlidas 1lag observaciones del apartado an-
terior: podemos prescindir —en la integracién de A(t)- dé la co-—
lumna correspondiente a 1la Gltima variable del vector, asi como

tener en cuenta el hecho de que DxF debe tener a f como autovec-—



208

tor con autovalor 1 pare censtruir una medida del error global

cometido.

En cuanto a minimizar 1los errores del . algoritmo, podemos
destacar varias 1ideas a tener en cuenta. Un primer criterio a
considerar es el intercambio del sentido de integracién en fun-—
ciébn de la estabilidad de la 6rbita. Si, para cierto valor del
parémetro, la 6rbita resulta ser fuertemente inestable, al inte—
grar en sentido decreciente del tiempo, el carActer de la 6rbita
ser& —hablando con imprecisién— el opuesto en cuanto a la estabi-
lidad, y se conseguiré asi, por la propia fisonomia del problema,
el reducir errores. Esto equivale a trabajar con la inversa de la
aplicacién de Poincaré y con su derivada, en lugar de usar la

propia aplicacién de Poincaré.

Eg interesante también elegir de 1la manera més eficiente la
secciébn transversal a la érbita. Esta tarea requiere un conoci-
miento previo del comportamiento cualitativo del flujo soluciébn
en cada caso. Aunque no hay dificultad en permitir que 1la seccibn
no tenga que ser paralela a uno de los planos coordenados, el ha-
cerlo complica algo el algoritmo (sobre todo, en la evaluacibén de
las derivadas de la funcién T), sin que repercuta de manera bene—
ficiosa en la marcha del método. Mas Gtil resulta —usando siempre
secciones paralelas a algln plano coordenado— el disponer un es-—
quema adaptativo de cambio de seccién, para conseguir dentro de
lo posible el mayor grado de transversalidad. Para ello, una idea
simple y eficaz es elegir la gseccién paralela al plano coordenado

Xy = 0, donde i es tal que:
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VEp > 1f .1,

En la figura 4.2 se muestra esta idea para el caso sencillo de
dos variables, en donde se supone que para ug v Xg = (x01,x02) se

ha utilizado hasta el momento el hiperplano

2 _
Sp = (x € R 3 %, = x4}

pero dado que
Ifll > |f2I
conviene utilizar, para proseguir la continuacién, la recta

que mejora la transversalidad con la 6rbita g(t).

Con estas ideas, hemos desarrollado un programa con el que
se han analizado varios sgistemas y cuyos resultados se exponen a
continuacién. Hacemos notar que permite seguir la evolucién de
las 6rbitas periébdicas con independencia de su carécter en cuanto
a la estabilidad. El conocimiento preciso de la derivada de la
aplicacién de Poincaré y de sus autovalores permite discernir di-
cho carécter, asi como detectar 1la aparicién de bifurcaciones,
cuando alguno de dichos autovalores cruce la frontera del circulo

unidad del plano complejo.

Para la integracién conjunta de la 6érbita y de la ecuacién
variacional, conviene usar métodos dotados de seleccién autométi-—
ca del paso de integracibén para una tolerancia del error grefija—

da. A este respecto, son Gtiles los cbédigos RKF (ver, por ejem—
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%2
S1
f(xq)
f2 r ----- ] S2
%02 / £,
X0
g(t)
%01 X1
B Iy
Figura 4.2. En la situacidén de la figura, la transver

salidad mejora al pasar de S, a 85,
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pic, Shampine & Allen [i9731, Forsythe et al. [19770).

Para la determinacién del punto de retorno a la seccién.y de
la derivada de la aplicacién de Poincaré, ser& necesaric en gene-—
ral realizar una interpolacién, una vez detectado el cruce de la
seccibén. Frente a la interpolacién lineal simple, el algoritmo de
Neville (ver v.g. Stoer & Bulirsch [1980]1) permite a un costo
computacional pequefio mejorar la precisién. En concreto, se ha

usado interpolaciédn parabéblica.

Este algoritmo de continuacién admite una extensién clara al
interesante caso de sistemas con dos parémetros. Al igual que en
el caso de 1los problemas abordados en el capfitulo anterior, 1la
incorporacién de ecuaciones auxiliares representando una condi-
cién de bifurcacién permitirfa dibujar sobre el plano de paréme-
tros curvas de bifurcacién. Conseguirfamos asi delimitaf lag di-
versas regiones de comportamiento cualitativo similar. Si para el
sistema:

dx n

;z = f(X.ul,uz), x € Ry uj,u, € R
estamos interesados en detectar, en el plano de parémetros, las
curvas correspondientes a una bifurcacibn de duplicacién de pe—

riodo, bastarfia resolver por continuacién el problema:

P(Y-Ul.uz) -y = 0

det (DyP(Y,ul,uz) - al) =0

donde P representa la correspondiente aplicacién de Poincaré -—-pa-

ra determinada seccidbn transversal al flujo— y a = -1.
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Si tomamos a = 1, este mismo esquema puede adoptarse para
obtener las curvas de bifurcaciones silla-nodo. El célculo de P y
de DYP puede hacerse igual que anteriormente,rpero ahora, para
poder corregir con el método de Newton, se necesitar&n ademées las
derivadas respecto al nuevo parémetro de la aplicaciédn de Poinca-

ré v las de la ecuacién auxiliar.

El hecho de contar ahora con dos parimetros no altera esen-—
cialmente el algoritmo de cé&lculo de 1las derivadas de P, pero la
evaluacién de las derivadas de la condicién de bifurcacién impli-
ca el conocimiento de sus derivadas segundas. Esta filtima obser-
vacién sugiere el uso de derivacién numérica, evitando asi el
problema de formular otra ecuacibén diferencial que fuera satisfe-—
cha por las variacionales de segundo orden. La integracién de di-
cha ecuacién supondria una complejidad superior en los cllculos
que puede ser poco rentable frente a la simplicidad de la deriva-—

cibén numérica, aGn a costa de perder precisién.

En esta direccibén, es interesante el trabajo de Kawakami
{19841, que aborda el caso mAs simple de sistemas diné&micos no
autbébnomos cuya ley de evolucibébn es peribdica en la variable tem—
poral. De jamos para posteriores trabajos el desarrollo de estas
ideas, asi como la incorporacién, al campo de las soluciones pe—
ribédicas, de los métodos analiticos utilizados en esta memoria en

el anllisis cualitativo de equilibrios.
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4.3. Aplicaciones.

Para la descripcién de otras peculiaridades del algoritmo,
as{ como dar cuenta de las posibles dificultédes numéricas en su
utilizacién, creemos interesante mostrar los resultados del mismo
frente a varios problemas concretos. Comenzaremos por casos sen—
cillos, para llegar por (ltimo a estudiar situaciones que alOn egi-

guen siendo objeto de trabajo de investigacién por nuestra parte.

4.3.1. E1 oscilador de Van der Pol.

El ejemplo mAs sencillo de sistema no lineal con soluciones
peribdicas esg, sin duda, el oscilador de Van der Pol, cuyas ecua-—
ciones describen la din&mica de un circuito oscilador RLC en el
que el elemento resistivo est& disefflado mediante un dispogitivo

activo no lineal. Las ecuaciones del sistema pueden escribirse:

X = =y — f(x)
y = x
donde
f(x) = —u x + x3
(ver Hassard et al. [19811]), siendo u el parémetro. El origen

constituye el Gnico equilibrio para cualquier valor del paréme—

tro, y la matriz de linealizacién en dicho punto es

-

|

1 0!
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con autovalores
(u + Yu? —4y/2

Para u<-2 los autovalores son ambos reales vy negativos, aproxi-
méndose entre si{ conforme u crece. Para u = -2, resultan ambos
iguales a -1, desplegindose en un par complejo conjugado para -2
< u < 2. Cuando u = 2, los dos autovalores valen 1, siendo reales
y positivos para u > 2. El paso por cero del parlmetro u sgse co-—
rresponde con el cruce de los dos autovalores por el eje imagina-
rio, con velocidad no nula (bifurcacién de Hopf), de forma que,
para u > O, el origen se vuelve inestable y aparece una 6rbita

peribdica estable de amplitud creciente con u.

Eligiendo inicialmente como seccién la recta y = 0, vy repre-—
sentando la coordenada x de corte de la é6rbita frente al paréme-—
tro u, se obtiene la figura 4.3, fruto del algoritmo de continua-—
cién. El1 algoritmo permite seguir la evolucién del Gnico multi-—
plicador caracteristico de la 6rbita conforme crece la amplitud,

observAndose comoc éste decrece asintéticamente hacia cero.

4.3.2. Un sistema con una bifurcacién silla-nodo de 6rbitas pe-—

ribébdicas.

Es posible detectar con la ayuda del algoritmo de continua—-
ciébn la aparicién de las bifurcaciones que pueden presentar las

soluciones peribdicas.
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Guckenheiner y Heclmes [1983] estudian un modelc debido a Ta— .
kens que, ademés de la bifurcacién de Hopf necesgaria para la apa-—
ricién de soluciones vperiddicas, presenta otras Dbifurcaciones
adicionales. Eg interesante dejar constancia de 1los resultados
obtenidos con el algoritmo de continuacién, puesto que da idea de
sus posibilidades y ademés refleja las dificultades -1l6gicas, por
otra parte— que pueden presentarse cuando, como ocurre en este
caso, la aplicacién de Poincaré tiene 1lagunas en gu dominio de

definicibn.

El sistema, de dimensibén dos, responde a la formulacién:

y =X +uy ~x3 - x2y

presentando un equilibrio inestable en el origen (punto de si-
l1l1a), con una variedad estable y otra inestable, y dos egquili-

brios en log puntos (1,0) y (-1,0).

Los dos Gltimos equilibrios tienen como matriz de linealiza-—

cibébn la siguiente:
r 0 1
-2 u—1

con autovalores dados por

u -1 + \/u2—2u-—7
2
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de forma gue, para u = 1, sufren una bifurcacién de Hopf, como es
fécil comprobar. La bifurcacién es gubcritica, de manera que,
para valores inferiores de u, existe un par de 6rbitas periébdicas
inestables, que seguiremos con el algoritmo de continuaciébn. Dada
la simetr{ia de la situacién, seguiremos e6lo una de dichas 6rbi-

tas, tomando como seccién de Poincaré la recta x = 1.

El anAlisis que se realiza en la referencia anterior prueba
que, para un valor del parémetro préximo a 0.8, se produce una
bifurcacién global al conectarse las varledades estables e ines-
tables del origen, dando lugar a un par de érbitas homoclinas.
Para valores superiores del parémetro, el par de 6rbitas homocli-
nas degenera en una 8rbita periébdica que engloba los tres equili-

. brios.

En la figura 4.4 sge muestran log resultados del algoritmo de
continuacién para este modelo. Se muestra la evolucién respecto
al par&metro u de la coordenada y de corte sobre la secciédn, del
periodo y del multiplicador caracterf{stico. Se comprueba una zZona
donde la convergencia es débil, debido a la proximidad a la 6rbi-
ta homoclina. Se aprecia como crece el periodo de 1la érbita en
dicha zona. Para valores inferiores del parémetro se obserwva un
paso del multiplicador caracterfistico de 1la 6rbita por el valor
unidad, produciéndose una bifurcacién gilla-node de 6rbitas pe-—

ribddicas.

Se comprueba que para el rango de valores analizado se tiene
también la coexistencia de una 6rbita estable englobando los tres

equilibrios que desaparece junto con 1la inestable para valores
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del parlmetro inferiores al de la bifurcacién eilla—nodo.

La aparicién de una 6rbita homoclina conlleva a que la apli-
cacibén de Poincaré no esté definida en el punto de trabajo y ori-—
gina légicamente inestabilidades en 1la convergencia del algorit—
mo. De todas formas el crecimiento del periodo permite detectar

estos fenbmenos.

Es importante seflalar como el algoritmo sobrepasa sin difi—
cultad la bifurcacién silla-nodo de 6rbitas periéddicas que, en el

diagrama representado en ejes u, y tiene una analogia clara con

c!
el diagrama de wuna bifurcacién silla-nodo de equilibrios (punto

limite).

4.3.3. E1 tratamiento de bifurcaciones de duplicacién de periodo.

Cuando uno de los multiplicadores de una 6rbita periédica
cruza la frontera del ci{rculo unidad por el punto -1, la érbita
original pierde su estabilidad dando lugar a una érbita estable
de periodo aproximadamente el doble del periodo original. E1 fe-—
némeno es conocido con el nombre de bifurcacién flip o bifurca-

ciébn de duplicacién del periodo.

Se ha observado cémo en algunos sistemas que llegan a pre-
sentar soluciones aperiébdicasg, puede describirge el paso a este
tipo de soluciones, también llamadas atractores extrafios, a par-—
tir de una solucién peribdica mediante una sucesién de bifurca—

ciones de duplicacién de periodo. Si la érbita estable de periodo
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doble sufre una nueva bifurcacién flip, estaremos en presencia de-
una 6rbita estable de periodo cuédruple, que puede a su vez ser
objeto de una bifurcacién del mismo tipo. La repeticiébn del fené-
meno conduce a érbitas estables de periodo cada vez mayor, coe—
xistiendo con un buen nGmero de soluciones peribédicas inestables

cuyos periodos son divisores de la anterior.

Al igual que sucede en sistemas din&micos discretos, como el

ya muy estudiado (ver, por e jemplo, May [(19761])

*n+1 u o x, (1 - xn)

los valores del paré&metro u para los que se presentan las sucesi-—
vas bifurcaciones de duplicacién de periodo pueden presentar un
punto de acumulacién. Esg posible entonces que exista un rango de
valores del parémetro para el que el gistema exhiba una solucién
aperibédica estable, que presenta adem&s gran sgensibilidad a las
condiciones iniciales. Feigenbaum {19801 ha propuesto una carac—
terizacién universal de este tipo de comportamiento, determinando

unas constantes tipicas del mismo.

Desde nuestro punto de vista, estarfiamos interesados en de-
tectar las bifurcaciones de duplicacién de peribédo, as!{ como se-
guir la evolucién de 1la nueva 6rbita surgida de dicha bifurca—
cién. Dado que conocemos la derivada de la aplicacién de Poinca-—
ré, podemos, mediante un algoritmo apropiado (v.g. el algoritmo
HQR de Wilkinson & Reinch (19711, calcular los multiplicadores
caracterfisticos de la 6rbita en cada momento vy realizar un test
para detectar la bifurcacién mencionada, u otras que se pudieran

presentar.
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Para seguir la evolucién de 1la nueva brbita bastaria iterar
la aplicacién de Poincaré y construir un nuevo problema que fuersg
equivalente a la determinacién de los puntos fijos de la nueva
aplicaciébn. E1 disefio del algoritmo permite as{ fAcilmente el
proseguir las nuevas 6rbitas de periodo doble (o mltiple en ge-—
neral) y ademéAe, dispondremos en cada momento de sus multiplica-
dores caracteristicos, 1o que nog previene ante posibles nuevas

bifurcaciones. Ve&moslo con un ejemplo.

Coullet et al.[1979] proponen el estudio de una serie de mo-
delos relacionados con el atractor de Lorenz, que presentan una
cascada de bifurcaciones flip como la comentada més arriba. Toma-
remos el modelo més simple, Yy lo analizaremos con la ayuda del

algoritmo de continuacién de 6rbitas periédicas. Sea pues el sis-—

tema:
X =y
y = 2
Z = u x(l-x) — y - bz

donde u es el parémetro principal y b un parémetro auxiliar, que
supondremos ambos mayores que cero. Un sencillo anflisis muestra

que los equilibrios se reducen al origen y al punto (1,0,0).

La matriz de linealizacién de este Gltimo equilibrio es:

r‘0 1 0
0 0 1
—u -1 -b |
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cuyo polinomio caracteri{sticoc es precisamente

Puede ahora comprobarse que, para u = b, se cumplen todas las
condiciones para asegurar la existencia de una bifurcacién de
Hopf. En efecto, para dicho wvalor, si hacemos A = wi (1 es aqul

la unidad imaginaria), se observa que la ecuacién

~w31 — bw2 +wi + b=20

conduce al sistema

w o~ w3 = 0
b - bw? = 0
que presenta las soluciones w =1y w = -1, Por tanto, para u =

b, un par de autovalores comple jos conjugados se situa sobre el
eje imaginario. Ademas si usamos para el autovalor con parte ima-

ginaria positiva la notacién:

o(u) + 1 w(u)

y derivamos respecto de u el polinomio caracteri{stico igualado a

cero, que define implicitamente a los autovalores, se obtiene:

di
(3% + 2bA + 1) — +1 =0
du
ecuacién que, particularizada para g = 0, w = 1, conduce a:
dox dw 1l + bi

—_— 4 je— =

du du 2(1 + b?)
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As{ pues, podemos asegurar que estamos frente a una bifurcacién
de Hopf, ya que

dx 1

—_ = DN # 0

du fu=b 2(1 + b°)
Puede comprobarse que la bifurcacién es supercritica, con lo que
podemos iniciar el proceso de continuacién para valores de u algo
superiores a b . Utilizando como plano de «corte el vy = 0, s8i re-
presentamos la coordenada z del punto de corte frente al paréme—

tro u, se obtiene la figura 4.5. Dicha figura se corresponde con

el caso en que b = 0.1, parcialmente estudiado por Coullet et al
[19791.
Se observa como, para valores crecientes de u, la amplitud

de la 6rbita, claramente creciente al principio, aumenta después
misg lentamente. Posteriormente, para u = uy, que es un valor pré-—
ximo a 0.4720, la 6rbita pierde su estabilidad, debido a que un
multiplicador caracteristico sale del circulo unidad del plano
comple jo por el punto —-1. Esto se corresponde con una bifurcacién
de duplicacién de periodo de forma que para u > uy debe aparecer
un 6rbita estable de periodo doble (ver figura 4.6.a).

En efecto, si en el algoritmo de continuacién usamos P2 en
lugar de P (donde P2 representa la iterada segunda de P o equiva-
lentemente, consideramos que el punto de retorno al hiperplano es
el correspondiente a una segunda vuelta de la trayectoria), pode-
mos seguir la nueva 6rbita, como se ve en la figura 4.5. Los mul-—
tiplicadores de la 6rbita de periodo doble a partir de gu naci-

miento sufren una evoluciédn muy similar a 1la experimentada para
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los multiplicadores de la &érbits original tal como se representa
en la figura 4.7. As{, los dos multiplicadores que son inicial-
mente reales y positivos, uno préximo a cero y el otfo préximo a
uno dentro del ci{rculec unidad, ge van desplazando scbre el eje
real hasta coincidir en un valor comGn, desplegéndose a continua-—
cién en un par complejo conjugado. Este par complejo conjugado se
mueve hacia la izquierda hasta cruzar por el eje imaginario y
volver a confundirse en el semieje real negativo. Acto seguido,
s8i seguimos moviendo el parémetro u, se separan sobre el eje real
hasta que, finalmgnte, uno de ellos pasa por -1, produciéndose la

bifurcacibén de duplicacién de periodo.

Se tiene por tanto, para u = u,, que es un valor préximo a
0.504, una nueva bifurcacién flip, que conduce a 1la pérdida de
estabilidad de la é6rbita de periodo doble y al nacimiento de una

6rbita estable de periodo cuédruple (ver figura 4.6.b).

El proceso se repite una vez mig. Para u = 0.509, se detecta
una 6rbita estable de periédo aproximadamente ocho veces el de la
6rbita original (ver figura 4.6.c). Se observa, ademés, como el
rango de variacién del parAmetro, para que aparezca una nueva bi-
furacién, disminuye progresivamente. Coullet et al. [{1979] conje—
turan que los sucesivos valores de bifurcacibén del parémetro for-—
man una sucesibén convergente, y aseguran que, para valores supe-—

riores al limite, exieten 6rbitas aperibddicas.

De hecho, para valores del parémetro algo superiores, se ob-
tienen 6rbitas que, después de rodear un namero de veces al equi-

librio (1,0,0), no llegan a presentar —al menos aparentemente— un
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"Figura 4.7. Evolucidn tiIpica de los multiplicadores
caracteristicos, desde el nacimiento de una Orbita

estable hasta una bifurcacién de duplicacidn de perio
do.
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comportamiento peridédico. En la figura 4.8 se presenta una simu-
lacién para b = 0.5 , u = 1, que se asemeja a unoc de los atracto-—
res aperibdicos descritoe por Rossler [1980]. Hacemos notar que
para el valor b = 0.1, que es el que hemos venido utilizando, no
hemos conseguido reproducir tal comportamiento —en contra de las
afirmaciones de Coullet et al. (1979} debido a que, después de
un cierto nGmero de vueltas, la 6rbita acaba escapando al infini-
to . Podemos, a pesar de todo, estar en presencia de una érbita
aperibédica si bien, o no resulta estable, o tiene una regién de

atraccién muy pequefia.

La situacién énterior ha sido estudiada m&z ampliamente por
Glendinning & Sparrow ({19841, relacion&ndola con 1la aparicién de
6rbitas homoclinas de un cierto tipo. En la referencia citada, se
estudia el comportamiento de las soluciones de un modelo tipvico
de dimensién tres con un par&metro P}, cuando presenta un equili-
bric del tipo gilla-foco. E1l equilibrioc en cuestién posee una va-—
riedad inestable que para un valor del parémetro (digamos B = Q)
se confunde con la variedad estable del propio equilibrio, confi-
gurando asi{ una érbita homoclina. En la figura 4.9 se describe el
comportamiento de la variedad inestable para valores inferiores,
iguales o superiores al correspondiente a 1la aparicién de la 6&r-

bita homoclina.

La aparicién de 6rbitas homoclinas €8 una bifurcacibn glo—
bal, que puede ser responsable de complicados fenémenos. En el
trabajo ya citado de Glendinning & Sparrow {19841, se describe
cbémo para valores del par&metro préximos al critico, pueden apa-—

recer una infinidad de érbitas peribdicas y B8e pone de relieve 1la



233

|6Lel

0°L=n ‘' g*0=9q eaed epTud3qo B3ITJIO
*Te 39 39TTNOD 9P OT9POW °8°p ©INbT4

.-\S

\.\s.\\\ e



234

Figura 4.9. Comportamiento de la variedad ines

table del equilibrio silla-foco.
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necesidad de contar-con algoritmos que permitan seguir 1z evoiu-
cién de dichas goluciones, como medio para profundizar en la com-—

prensién de dichos fenémenos.

En el anllisis citado, se comprueba como, para el equilibrio
que forma parte de la 6rbita homoclina, Juega un papel fundamen—
tal la relacién entre 1a parte real del par de autovalores com—
plejos conjugados yv el otro autovalor, que es real. Esta rela-—
cibébn, que llamaremos 3, determina el caracter repulsivo o atrac-—
tivo de la 6érbita homoclina. Concretando lo anterior en nuestro
caso, tenemos gque al origen, que en el rango estudiado es un
equilibrio del tipo gsilla-foco, le corresponde como polinomic ca-—

racter{gtico de la matriz de linealizacién, el siguiente:

B b2 ii-ouw=o

de forma que para u > 0 » b > 0 el origen es inestable con auto-—
valores:
kl > 0

XZ + iw con xz <0

Tenemos, pues, que

y es fAcil deducir que
¥=1<¢=>u=">b+ 2b3

Con lo que en el plano de parémetros u,b se obtienen lag dos re—

giones de la figura 4.10. Se comprueba ademls que hemos trabajado
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zona de anilisis

Figura 4.10. Regiones en el plano de pardmetros u,b.
La zona del andlisis corresponde a &< 1 (6rbita homdcli

na repulsiva)
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sgsiempre &n la zona correspondiente a

(6rbita homoclina repulsiva) para la cual, Glendinning & Sparrow
{1984] obtienen la figura 4.11, que representa la evolucién del
peribédo de la 6rbita principal en funcién del parémetro K. En di-
cha figura se supone, para p = 0, la existencia de una érbita ho-
moclina. Notemos que en cada pliegue de 1la figu;é anterior se
Qroduce una bifurcacién silla-nodo de 1la é6rbita principal y que,
para los tramos intermedios a dichos pliegues, puede aparecer un

nGmero par de bifurcaciones de duplicacién de periodo.

Guiados por dicha figura, ya que estamos en condiciones ana-
iogas, proseguiremos nuestro anélisis de la 6rbita principal. Y
en efecto, se obtiene la figura 4.12, en la que detectamos los
dos primeros pliegues que se corresponden con la figura anterior.
Para un valor de u entre 1.1 y 1.8, estaremos en la situacién co-—
rrespondiente a ¥ = 0 en la figura 4.11. Hacemos notar que no
pudo extenderse la continuacién para valores superiores del pe-—
riodo, debido al car&cter (ya comentado) del sistema en estudio,

que presenta érbitas que escapan al infinito.

En la misma figura 4.12, hemos representado otra curva que
se corresponde con la evolucién del peribébdo de 1la érbita de pe-
riédo doble (utilizando, para que 1la representacién sea compara-—
ble, la mitad de su peribédo). Se observa un comportamienfé eimi-
lar a la 6rbita principal, lo que conjetura que para un valor de
u préximo a 1.1 debe aparecer otra 6rbita homoclina, que podrfa-—

mos llamar doble, coexistiendo con wuna infinidad de soluciones
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-
U
H=0
Figura 4.11. Evolucién del periodo de la &rbita princi-

pal en las proximidades de la la &6rbita homoclina (tomado

de Glendinning y Sparrow [1984] )
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perifdicag con dos lazos.

Este modelo necesita un estudio m&s exhaustivo ya que, a pe-—
sar de su sencillez, presenta gran riqueza de comportamientos en
sus soluciones, como ha quedado patente. Representa ademés una
muestra de los problemas afin abiertos para el an&lisis cualitati-
vo, como es el caracterizar correctamente la aparicibén de sclu-

ciones aperibdicas.

No queremos terminar sin dejar constancia de un fenémeno
presente en el sistema anterior y que no viene predicho por el
estudio, repetidamente citado, de Glendinning & Sparrow [1984]
(ver también Gaspard et al. [(1984]1). Guiados por el trabajo de Li
y Yorke [1975] y usando el algoritmo de continuacién de 6rbitas
peribédicas descrito en este capitulo, investigamos si el sistema
presenta soluciones peribédicas de peribébdo aproximadamente el tri-
ple de la érbita principal. Como se refleja en la referencia an-—
terior, la presencia de estas soluciones para sistemas discretos

garantiza la aparicién de soluciones aperibdicas.

Usando pues la iterada tercera de la aplicacién de Poincaré
(P3) y partiendo de un punto escogido arbitrariamente, el algo—
ritmo de continuacién mostré rapidamente convergencia y en segui-
da fue posible seguir la evoluciédn de dicha 6rbita. El resultado
se muestra en la figura 4.13 donde, representando un tercio del
peribdo de dicha 6rbita, se dibuja también la evoluciébn de la 6r—

bita principal.
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Se observa como, para un valor del parémetro inferior al de
la primera bifurcacién de duplicacién de periocdo, se produce una
bifurcacién silla-nodc de &rbitas periédicas, de periodec aproxi-
madamente el triple del de la 6rbita principal, que da lugar a
una &rbita estable vy a otra inestable. La 6rbita estable sufre
ahora una bifurcacién de duplicaciédn de periodo, loc que asegura
que aparecen 6érbitas de periodo séxtuplo (aproximadamente) de 1la
original. No hemos seguido estas 6érbitas peribédicas, pero conje-—
turamos que el fenbmeno ser& totalmente similar al comentado més

arriba.

AdemAs, la continuacién de las dos ramas de soluciones pe-—
riédicas triples, hasta donde fue posible parece predecir que
existen dos valores del parAmetro para los que existen 6rbitas
homoclinas de tres lazos coexistiendo con una infinidad de solu-

ciones peribdicas de tres lazos.

En la figura 4.14 se presenta la evolucibén de la norma del
punto de corte de la 6rbita anterior con el hiperplano utilizado
como seccién transversal y se muestra una zona apreciable donde
la 6rbita es estable. En dicha =zona, se obtiene f&acilmente por
simulacién una representacién de dicha 6rbita que se muestra en
la figura 4.15. E1 hecho de que coexistan dos érbitas estables,
una de periodo aproximadamente el triple al de la 6érbita princi-
pal, es un fenémeno interesante que -—creemos— no ha sido aln re-—

flejado en la literatura.

El fenbémeno resefiado da idea de las posibilidades que abre

el algoritmo de continuaciébn, méxime si, como es habitual en los
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Figura 4.15 Representacién en ejes x,y de una _
orbita estable de periodo triple (u=0.4364, b=0.1)
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sistemas figicos, no se da la circunstancia —que ha imposibilita-

d -

do el avanzar mAs en el anAlisis anterior— de que el sistema pre-—
sente soluciones no acotadas. Otre buen candidato para posterio—
res investigaciones es el circuito electrbédnico ya egtudiade por
Freire et al. {1984], que atin presenta facetas que pueden ser ob-

jeto de profundizaciébn.
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CAPITULO V: CONCLUSIONES

Procederemos, por altimo, a destacar los principales resul-
tados alcanzados en esta memoria, respetando en lo posible el or-

den de los temas tratados.

Se ha realizado primeramente una labor de revisién de la bi-
bliograffa relativa al método de continuacién, mostrando sus ca-
racteristicas principales as{ como 1la diversidad de aplicaciones
conocidas hasta el momento, poniendo énfasis en como ampliar su
campo de utilizacién. Se ha detallado los principales elementos a
tener en cuenta en el desarrollo informitico del método y se ha
puesto a punto un conjunto de rutinas que lo llevan a cabo. Ha
quedado patente cbmo de forma natural es una herramienta de gran
utilidad en el contexto del anflisis cualitativo, y se han sefia-
lado las dificultades pricticas que pueden encontrarse a la hora
de su uso, precisamente en las proximidades de puntos de bifurca—
cién. Hemog destacado las caracterigticas del empleo de la para-
metrizacién mediante la longitud de arco, resaltando las ventajas

que ofrece.

Para el anéiisis de las Dbifurcaciones de equilibrios, ge ha
dado cuenta de como proceder en presencia de uno o dos paréme-—
tros. Hemos justificado con cierto detalle un algoritmo de cldlcu-—
1o de las tangentes en los puntos de ramificacién mGltiple, que
es de gran ayuda para iniciar la continuacién de las poslbles ra-—
mas secundarias. Dicho algoritmo es de carécter analitico y su
uso requiere la obtencién de expresiones dificilmente manejables

mediante técnicas numéricas, por lo que e cuenta con un e jemplo
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miés que szugiere 1la impertancia de combinar adecuadamente en el
futuro las modernas técnicas de manipulacién algebraica de simbo-—

los con las técnicas tradicionales.

Los diagramas de equilibrios y de sus bifurcaciones son —co-—
mo se ha reflejado en el trabajo- unas piezas clave en el an&li-
sis de sistemas din&micos. En el caso de contar con dos paréme-
tros, ha sido manifiesta la wutilidad del diagrama de bifurcacio-
nes, consiguiendo delimitar en el plano de parémetros las diver—
sas regiones dentro de las cuales el comportamiento cualitativo
del sistema es similar. Para tal fin, se han extendido en lo po-
sible, mediante la incorporacién de condiciones auxiliares de bi-

furcacién, la utilizacién del algoritmo de continuacién.

Entre las técnicas de anllisis local, se ha dado especial
relieve al cllculo de 1a variedad de centros, con lo que se puede
obtener un sistema reducido que captura toda la informacién nece—
saria para caracterizar las posibles bifurcaciones, la estructura
de las diversas soluciones y su estabilidad. Se han justificado
las consecuencias que en ello comporta la equivarianza de los
sistemas frente a grupos de simetrias, de forma que en muchos ca-
so0s8 es posible tipificar las bifurcaciones del sistema original
sin necesidad de 1llevar a cabo 1los chlculos necesarios para su
reduccién. Por lo que alcanzamos a conocer, estoe resultados se
encuentran en conexién con las investigaciones de mayor actuali-

dad sobre el tema.

Se han analizado en detalle dos modelos de din&mica de sis—

temas de especial importancia, al reproducir el comportamiento de
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iag estructuras disipativas de Prigegine y explicar, por tanto,
como pueden conseguirse estructuras espaciales ordenadas partien-—
do de una situacién de homogeneidad. En el primero de ellos, se
ha incorporado al anélisis el uso de técnicas de célculo simbéli-
co, cuya disponibilidad es muy reciente. En ambos casos, los dia—
gramas de bifurcaciones obtenidos, mediante el empleo de las téc-
nicage anteriores, son de gran riqueza, al exhibir diversos puntos
de codimensién superior a la unidad. E1 anélisis efectuado pone
de manifiesto la {ntima conexién entre las posibles bifurcaciones
de los sistemas con simetrfa y la estructura de subgrupos del
grupo de simetrfa presente; la caracterizacién precisa de dicha
conexién constituye una linea de trabajo para investigaciones fu—

turas.

El an&lisis de sistemas eléctricos de potencia, en lo rela-
tivo a la determinacién de las acciones de control a ejercer so-—
bre la red después de la produccién de fallos o modificaciones de
la misma, presenta afn serias dificultades. La incorpecracibdn, en
los Giltimos afios, de las técnicas de anélisis cualitativo a este
campo de la ingenierfa puede ser de gran ayuda en la superacibdn
de estas dificultades, al proporcionar bases firmes en las que
apoyvar la toma de decisiones, fundamentada a veces en criterios
heuri{sticos. Aunque todavia se est& lejos de poder ofrecer resul-
tados de utilidad practica al 1ingeniero especialista, se estudia
un modelo de una red elemental, que da idea de la complejidad del
problema y puede acortar distancias entre la teorfa cualitativa y

su aplicacién al mantenimiento de redes eléctricas.
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La localizacién de sciuciones peribddicas, su correcta carac-—
terizacién v la evolucién de dichas soluciones frente & modifica-—
ciones de los parémetros, son otros de los problemas abordados en
este trabajo. Se trata de una tarea de mayor dificultad que el
correspondiente an&lisis para equilibrios vy, por eso mismo, la
ausencia de herramientas disponibles para tal fin es de Indole
m&s grave. Hemos disefiado un algoritmo de continuacién de 6rbitas
peribédicas que puede paliar de forma notable la necesidad de ati-
les de anAlisis. El1 algoritmo permite caracterizar la estabilidad
de la érbita al disponer en todo momento de sus multiplicadores
caracteristicos, con lo que se consigue ademés la deteccibdn de
las posibles bifurcaciones. El recurso a la aplicacibén de Poinca-
ré permite analizar asimismo, mediante las correspondientes ite-—
radas de dicha aplicacién, las posibles soluciones subarménicas y
sus bifurcaciones, con lo que podemos adentrarnos en las proximi-

dades de soluciones aperibdicas o atractores extrafios.

El algoritmo anterior ha permitido el anAlisis de varios mo-
delos. En particular, ha confirmado de manera préctica algunos
resultados recientes sobre el comportamiento de los sistemas cer-
ca de soluciones homoclinas correspondientes a equilibrios del
tipo silla—foco y. para uno de estos sistemas, ha detectado 1la
presencia de subarménicos de frecuencia un tercio de la oscila-
cién fundamental. Para un rango apreciable de valores del parame—
tro, tanto dichos subarménicos como la érbita principal resultan

estables.

Se ha indicado también cbébmo extender dicho algoritmo para

abordar los problemas con dos parémetros, en los que la determi-
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nacion de las curvas de bifurcacién juega un marcadc papel. i,
por las légicas limitaciones de este trabajo, no se ha desarro-
llado dicha extensién, se cuenta ya con todos los elementos para
llevarla a cabo en un futuro inmediato. Las ideas en juego permi-
ten aventurar que, con ciertas modificaciones, es posible también
el desarrollo de un algoritmo de continuacién de érbitas homocli-—

nas.

Afiadimos, para terminar, algunas sugerencias para investiga-
ciones futuras que pueden concluirse de este trabajo. Se han in-—
dicado ya qué elementos de los tratados son susceptibles de ulte-
riores perfeccionamientos, pero queda sin duda el abordar la ta-
rea de ensamblar, de manera precisa, todos ellos, y conseguir la
elaboracibén de un software de anAlisis cualitativo que facilite
la difusién, entre no especialistas, de estas técnicas. Hemos
mencionado también cémo, en determinadas tareas, es preciso la
conjunciébn de técnicas numerf{cas y analiticas y cbmo, para ello,
puede ser beneficioso el empleo del chAlculo simbbélico. Por citar
un ejemplo mis, el estudio de bifurcaciones en presencia de sime-—
tria parece otro campo en el que el uso de las técnicas SAM seria
prometedor. AfGn teniendo en cuenta gue limitaciones, que hacen
referencia a la imposibilidad de obtener mediante funciones ele-—
mentales la solucién a determinados problemas, pensamos que tanto
el desarrollo futuro de 1la teorf{a como el avance en sus aplica-
ciones pasa por la explotaciédn al maximo de lag pogibilidades de

las técnicas de chlculo simbéblico.
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