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INTRODUCCION.

El estudio de los espacios de sucesiones ha venido -
siendc una constante, seria mejor decir una funcidn cre
ciente, desde los albores del An&lisis Funcional. Ya en
1906 D. Hilbert establece las principales propiedades -
del espacio i* de las sucesiones de cuadrado absoluta
mente sumable como herramientas bd&sicas para su genera-
lizacidn de los métodos de V. Volterra e I. Fredholm --
para resolver una ecuacidn integral con nficleo simétri-
co. Ese mismo afio es publicada la tesis de M. Fréchet -
en la que se introducen los espacios métricos y algunas
nociones topolégicas asociadas: la compacidad, la comple
titud y la separapilidad, m&s de la mitad de dicha tesis
estd dedicada, no a la teoria abstracta, sind al estudio
de espacios métricos "concretos" entre los gque figuran
el espacio w de todas las sucesiones numéricas y el —--
espacio de las funciones holomorfas en el interior del

circulo unidad del plano complejo.

Destaquemos, entre los trabajos de esa época, los de

E. Schmidt, E. Fischer y F. Riesz sobre los espacios {2
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y L?%(I). Dichos trabajos abren las puertas al estudio
de los espacios & y 1P(I) realizado por F. Riesz
en los que se muestran por vez primera espacios que, -

en nuestra terminologfia, no coinciden con su dual.

El trabajo de O. Toeplitz sobre las matrices infini
tas que conservan la convergencia de sucesiones, en --
1911, y el trabajo de E. Helly sobre espacios de suce-
siones normados, en 1921, prefiguran respectivamente,
los teoremas de Banach-Steinhaus y de Hahn-Banach en -
su forma geométrica. Seflalemos, de paso, que E. Helly
muestra por vez primera, aunque la idea estaba implici
ta en el trabajo de F. Riesz sobre el dual de 3(I), -
un espacio normado no reflexivo: el espacio cs de las
sucesiones sumables. Muchos de los ejemplos de la mono
grédfia de S. Banach, en 1932, son espacios de sucesio-

nes escalares,

Se suele fechar en 1934, con la publicacidn del tra
bajo de G. Kbthe y O. Toeplitz, el comienzo del reina-
do de los espacios de sucesiones escalares como donan-
tes de ejemplos y contraejemplos a la teoria general.
En dicho trabajo se estudia la dualidad entre un espa-

ic de sucesiones y su oa-dual. Gracias a las propieda-

Q

5
-

des previamente conocidas scobre el espacio -, en es-
pecial el teorema de I. Schur sobre la convergencia --
débil y la convergencia en norma, G.K&the y O. Toeplitz
prueban que los acotados son los mismos para las topo-
logias débil v fuerte del par w-dual. Dicho trabajo mo
tiva posteriormente a G. Mackey a definir los conceptos
de par dual v topologias polares asociadas que encajan
como anillo al dedo con la definicidn de espacio local

mente convexo dada por J. Von Neumann en 1935.
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Los espacios escalonados introducidos por G. Kothe,
los estudios sobre la clasificacidén de los espacios de
Banach de acuerdo con su comportamiento frente a espa-
cios escalares como ¢, O los (23 (1< psg %w), la -~
teoria de Zeller de los FK-espacios y la utilizacibn -
de espacios de sucesiones para representar de una mane
ra cémoda espacios de funciones holomorfas, indefinida
mente diferenciables y espacios de distribuciones son,
por citar algunos, ejemplos de cdmo los espacios de su
cesiones escalares mantiene hoy en dia su alto Indice

de aceptacidn entre los analistas funcionales.

Paralelamente, el desarrollo de la teoria general -
va ligado, sucesivamente, al estudio de las propiedades
de convergencia de sucesiones con valores en espacios
de funciones, normados generales y espacios vectorial-
les topolbgicos. El teorema cldsico de Ascoli-Arzels,
el estudio de la convergencia débil y fuerte de suce--
siones en el espacio de Hilbert y en los espacios o F
Y I (I) , el teorema de Fé&jer sobre convergencia de -
las series de Fourier en el sentido de Ceséro, la tesis
de Banach sobre limites de sucesiones de operadores --
lineales vy continuos entre espacios normados, etc ...
son ejemplos importantes de estudios de sucesiones con
valores no numéricos previos a la introduccidn, por J.
Schauder en 1927-28, del concepto de base en un espa--
cio normado como generalizacidn de la correspondiente
nocidn en los espacios vectoriales de dimensién finita.
En 1950 V. Ya. Kozlev y B.R. Gelbaum extienden el concep
to de base de Schauder a base de Toeplitz reemplazando
la convergencia ordinaria por convergencia en el senti

do de una matriz de Toeplitz.

Volviendo al desarrollo de la teoria general en los

aflos inmediatamente posteriores a la aparicidn de la -
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monografia de Banach sefialemos, en 1o que a sucesiones
vectoriales respecta, los teoremas de Orlicz-Pettis y

Banach-Saks. El problema de determinar si existen espa
cios de Banach de dimensién infinita en los que se man
tenga el teorema de Riemann sobre la equivalencia de -
la convergencia incondicional y la convergencia absolu
ta, es resuelto de manera negativa por Dvoretzky y ==
Rogers en 1950. A. Grothendieck, en su memoria de 1955,
estudia aquellos espacios localmente convexos en los -
que dicha equivalencia si se da, los llamados espaciocs

nucleares.

En dicha memoria se introducen, asimismo, varias --
topologias sobre el producto tensorial de espacios =--
localmente convexos. Cuando uno de dichos espacios es
un espacio de sucesiones como ! o el espacio s de -
las sucesiones de decrecimiento répido, es posible re-
presentar el producto tensorial proyectivo como un —--—
espacio de sucesiones vectoriales. Esta representacidn

es generalizada por A. Pietsch en 1963.

Con un trabajo de A. Robinson, en 1950, se introdu-
ce la tecoria de matrices infinitas de operadores entre
espacios de sucesiones con valores en espacics de ---
Banach. Dicha teoria se ha desarrollado siguiendo las
lineas de la correspondiente teoria para sucesicnes --
escalares desarrollada a lo largo de los sesenta anos
anteriores por Silverman, 0. Toeplitz, I. Schur, Koji-
ma, G.H. Hardy, K. Knopp, G.G. Lorentz, S. Mazur y W.
Orlicz.-

A continuacidén damos una lista de referencias, sin
pretender que sea exhaustiva, en las gque seguir el =--

desarrollo de la teoria de los espaclios de sucesiones
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escalares y vectoriales, su interaccibn con otras dreas
del andlisis funcional y el estado actual de los proble
mas abiertos: DIEUDONNE, 1981, DIESTEL, 1984, DUBINSKY, 1979,
JARCHOW, 1981, KOTHE, 1969 y 1979, MADDOX, 1980, PIETSCH, 1972, -
RUCKLE, 1981, VALDIVIA, 1982 y WILANSKY, 1984.

Por indicacidn del profesor Florencio Lora estudia-
mos en esta memoria dos problemas concretos sobre espa
cios de sucesiones vectoriales: Por un lado caracteri-
zar las aplicaciones diagonales completamente continuas
(i.e. que transforman acotados en relativamente compac
tos) entre espacios de sucesiones vectoriales y, por -
otro, estudiar la conservacidn de los distintos tipos
de tonelacidn en espacios de sucesiones vectoriales --
‘obtenidos a partir de un espacio perfecto en el senti-
do de K&the y un espacio localmente convexo Hausdorff
general.

Si1 E y F son espacios vectoriales, (Xn), es una =--
sucesibn en E y (Ap), es una sucesidn de operadores
lineales entre E y F, la sucesién (AnXn)p en F es

la imagen por la matriz diagonal infinits

A, 0 0 0 wuu. |
0O A, 0O 0 ....
0 0 A, 0 ....

.

RO

" eeo
.

de la sucesidn (xn), , de ahi el nombre de aplicacidn

diagonal que recibe la transformacibn (xp), — (ApXp),

Sin salirnos del caso de sucesiones escalares obseg

vamos que si A es un espacio de sucesiones entonces
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su o-dual, Ax, es el espacio de aplicaciones diagonales
de 2 en &' y muchas de las propiedades del par o-dual
(r,2*), se pueden estudiar segfin este esquema a partir

de las propiedades de &' . Aparte del interé&s intrinse
co de las caracterizaciones de aplicaciones completamen
te continuas, en el caso de aplicaciones diagonales dis
poner de dicha caracterizacidén permitiria determinar, -
en el caso de que el espacio de partida sea un espacio

normado, cuando una aplicacidn diagonal es compacta y,

por tanto cuando un espacio escalonado es un espacio de
Schwartz. En este sentido, aparecid un trabajo de Crofts
en 1969 en el que se'probaba que las aplicaciones diago
nales y compactas entre dos espacios perfectos, de ---
Banach con su topologia fuerte del par a-dual, compren-
didos entre i' y & coincide con la clausura del --
espacio ¢ , de las sucesiones nulas salvo un nfimero --
finito de términos, para la topologia normada. Aungue -
dicho trabajo recoge caracterizaciones particulares pre
vias no incluve las dadas para otros espacios como cC:

6 <c¢s por otros autores, caracterizaciones dadas —-—=-

también en términos de la clausura de §.

En el capitulo I abordamos este problema en el caso
escalar v procbamos gue existe una clase amplia de espa-
cios en la que la caracterizacidén de las aplicaciones -
diagonales completamente continuas se puede dar a través
de la clausura de ¢. Esta clase estd formada por los --
espacios con secciones de Toeplitz acotadas, introduci-
dos en MEVERS, 1974 y BUNTINAS, 1975, afiadiéndose hipdte--
sis de equicontinuidad y completitud sucesional en el
espacio de llegada. Esta clase incluye a los espacios
de Fréchet con secciones acotadas estudiados en ZELLER,
1951 luego, en particular, a los espacios estudiados --

por Crofts,.el espacio ¢y , y el espacio c¢s y espa-
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cios de Ces&ro. Como consecuencia, se da la caracteri-
zacidn de aquellos espacios escalonados que son espa--

cios de Schwartz.

En el capitulo II estudiamos dicho problema en el -
caso vectorial. La separacibén de ambos casos obedece a
tres razones: En primer lugar, a que gran parte de los
prerrequisitos sobre aplicaciones diagonales entre —--
espacios de sucesiones escalares se encuentran bien es
tablecidos; por otro lado, a que en el caso escalar --
las complicaciones técnicas son menores con lo que el
desarrollo conceptual es m&s sencillo de seguir y adap
tar posteriormente al caso vectorial; y, finalmente, a
que hay ciertos aspectos en los gue se puede avanzar -
algo mé&s lejos con sucesiones escalares como es el caso

de los espacios escalonados.

Entonces, en las primeras secciones del capitulo II,
se establecen y estudian las principales propiedades -
de los espacios de aplicaciones diagonales entre espa-
cios de sucesiones vectoriales. Posteriormente se —--
introducen los espacios con seccicnes de Toeplitz aco-
tadas como generalizacidn natural del caso escalar y -
se prueba el teorema de caracterizacidn de las aplica-
ciones diagonales completamente continuas, ahora como
elementos de la clausura del espacio de las sucesiones
de operadores completamente continuos nulos, salvo un
nimero finito, para la topclogia de la convergencia --
uniforme sobre acotados. Con objeto de incluir espacios
de Cesdro con valores en un espacio localmente convexo
general E se hace un estudio del espacio c(E) de las
sucesiones convergentes en E, obteniéndose generaliza-
ciones de los teoremas de Silverman-Toeplitz y Kojima-

-Schur para una gran clase de espacios que incluye a -
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los espacios DF tonelados completos y. a los espacios de
Fréchet. Dichos teoremas permiten caracterizar las apli
caciones diagonales continuas entre espacios de Cesiro

con valores vectoriales.

Respecto al segundo problema, consideremos un espa-
cio )\, perfecto en el sentido de K&the, y un espacio E
localmente convexo Hausdorff. Si Q es la familia de ---
seminormas continuas que generan la topologia de E, se

considera el espacio

ME} : = {(Xn), :xn € E , (g{xp)), € » para todo g ¢ Q!
A partir de la topologia £(a,A") vy de la topolegia de

E, M{E} puede ser topologizado de manera natural.

Los casos A =2" y i=s fueron introducidos por -
Grothendieck en su memoria sobre productos tensoriales
y espacilos nucleares. M&s tarde Pietsch, en 1963, da la
definicidn para un espacioc perfectc general y estudia -
la relacidn de dichcs espacios con el producto tensorial
&y E . La estructura de los acotados, de los relativa
mente compactos, del subespacio iyiE} ~en el gue hay -
convergencia de las secciones y del dual de X,{E} ha
sido estudiada por De Grande-De Kimpe y Rosier a comien
Zzos de los aflos 70. Posteriormente han sido estudiados
en DUBINSKY-RAMANUJAN, :97! y DE GRaNDE-DE KIMPE, 1976 rela--
cicnes de este espacio con la nuclearidad, los operado-

res A-sumantes y la teoria de i-bases de Schauder.

En el capitulo III estudiamos la conservacidn de --
distintos tipos de tonelacidn: la tonelacidn, casi-tone
lacién, %°-tonelacidn, i%-casi-tonelacidn Y, en un caso -
especial, la tonelacidn-sucesional y la casi-tonelacidn-

-sucesional, de estos espacios.
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Para ello utilizamos un concepto introducido por --
Rosier, la fundamental A-acotacibn, mediante el que se
analizan espacios A{E} cuyos acotados se obtienen de
manera natural a partir de los acotados de A y de E.
Obtenemos resultados de conservacidn de la tonelacidn
en M{E} que incluyen algunos ejemplos importantes,
como la del espacio <c¢¢{E} , y de los que deducimos =--
condiciones bajo las que el espacio XAy{E} es un espa
cic DF, DF casi-tonelado, DF L®-tonelado & Df tonela
do asi como condiciones suficientes bajo las que ir{E}
es un espacio de Fréchet distinguido. Finalizamos el -
capitulo III, y con &l la memoria, con una representa-
cidn tensorial de A, {E} mediante una topologia tenso
rial compatible, en el sentido de Grothendieck, que --
nos permite deducir algunos resultados sobre la bornolo

gia de X ® E con la topologia inducida por A, {E}.

Terminologia v notacidn.

Esta memoria estd dividida en 13 secciones. La refe
rencia a la seccidn n viene notada por 3in mientras -
cue la referencia al apartado m de la seccidn n viene

dada por n.m.

La nomenclatura para los conceptos no definidos en

e las monografias KOTHE, 1969 y 1979

[N

esta memoria es la

y JARCHOW, 1981. En parti¢ular, a lo largo de toda la --

memoria "lcs" significard "localmente convexo Hausdorff'.

Asimismo, empleando una notacidn gue se viene haciendo

habitual, utilizaremos el simbolo  ": =" como simbolo

de definicidn de (o asignacidn a) lo- gque esté a su —---

0

izquierda mediante lo que esté& a su derecha.
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La notacidn corresponderd a la de las monograflas -

citadas excepto quizd en los siguientes puntos:

(1)

(2)

(6)

Si E es un espacio lcs, notamos por 9U(E) una
base de entornos del origen absolutamente convexos
y débilmente cerrados para la topologia de E.
Representaremos por EJ su dual dotado de la --

topologia fuerte B (E',E).

Si E es un espacio les y U & 9U(E) , notamos por
dy el calibrador de Minkowski asociado a U; de
tal manera la familia de seminormas  =——————--
{gqy : U € 9(E)} general la topologia de E.
Alternativamente, si E es un espacio vectorial y
Q es una familia de seminormas sobre E represen-
taremos por E(Q) el espacio lcs correspondien-
te.

Si E es un espacio normadc, B, (E) denota labola

unidad de E.
Si E es un espacio lcs y B es un conjunto acota-
do v absolutamente convexo en E, notamos por pp

la norma asociada al espacio Eg : =, . nB
nedN

Si E y F son espacios lcs, notamos por JL(E,F)
el espacio de todas las aplicaciones de E en F,
v por L(E,F) el subespacic de =l(E,F) forma-

do por aquellas aplicaciones lineales que son --

continuas.

Si E es un espacio lcs y A< E, [A] es la envol

tura lineal de A en E.
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Capitulo I. APLICACIONES DIAGONALES COMPLETAMENTE CON-.
TINUAS ENTRE ESPACIOS DE SUCESIONES ESCALA

§1. PRELIMINARES

1.1. Como es usual @ denotaré el espacio de todas las
sucesiones X = (Xpn) ,»; con valores en el cuerpo K de -
los nlmeros reales o complejos. w es un espacio de Fré
chet con la topologia de la convergencia coordenada a
coordenada . Su dual es el espacio ¢ de las sucesiones
con una cantidad finita de términos no nulos, ¢ es la
envoltura lineal de las sucesiones ey : = (8kxp)ly ————-
k=1,2,..., donde €&y, es la delta de Kronecker. LLa-
maremos espacio de sucesiones a todo subespacio vecto-
rial de w que contenga a ¢ v esté dotado de una topolo

gia lcs.

Si x,y € w su producto (coordenada a coordenada)
es la sucesidn xy : = (Xpyn), ; de esta manera, toda -
sucesidén a = (ay), define una aplicacidn lineal

a:x€ w— al(x) : = ax € w, este tipo de aplicaciones
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recibe el nombre de aplicacibén diagonal.

Si e:=(1,1,...,1,...) entonces e c i
*dlagonal-es la identidad. Dlremos que un;espacio de'sua

cesiones A es un K-espacio si la apllcac16n‘ e — w
es continua o, equivalentemente, si la forma lineal

(8p) ;€ A — x¢ € K e's continua pai'a cada k € N. Si
A es un K-espacio de Fréchet o de Banach diremos que -

es un FK-espacio o un BK-espacio respectivamente.

Si Pyp:= ej+...+€x, Prx=(xy,...,%Xk,0,..) sellama
la n-&sima seccidn de la sucesibn x. Diremos que un --
espacio de sucesiones ) posee la propiedad BS ("Bounded
sections") si el conjunto {Pyxx:k=1,2,...} es aco-
tado en A y diremos que A tiene la propiedad AK
("Abschnittskonvergenz") si x es el limite de sus sec-
ciones en A : X = %&g PxxX. En ZELLER, 1951 se introducen
estos conceptos y son estudiados en el contexto de los

FK~-espacios.

Los espacios usuales ¢y, 2P (con 1 <p<+w), Cs
(sucesiones sumables) y bv, (sucesiones de variacidn
acotada convergentes a cero) son BK-espacios con la --

propiedad AK.

i) 0 .
Los espacios £ , ¢ (sucesiones convergentes), bv
(sucesiones de variacidén acotada) y bs (sucesiones --
con sumas parciales acotadas) son BK-espacios con la -

propiedad BS pero no la propiedad AK.

Todo espacio a-perfecto en el sentido de Kdthe (ver
KOTHE, 1969 (§30)) con una topologia del par a-dual
(A, x") es un K-espacio con la propiedad BS; ademds --

tiene la propiedad AK si y sdlo si la tdpologia es com-

patible con dicho par.
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1.2. Si A y u son espacios de sucesiones, Qenotamos —-—
por AG(Xi,u) el espacio de todas las aplic&ci?nesgdiagg
nales de X en u: ﬂ :

AMo(A,u) := {ae w:ax e u parayﬁoao xe A}

En particular, escribimos M (A) : = M(A, 7).

M (A, u) puede ser identificado con un subespacio vec-
torial del espacio JZ(A,u) de todas las aplicaciones
lineales de A en yu.

Denotamos por M(X,p) el espacio de aquellas aplica
ciones diagonales a € M(A,u) que son continuas. Tam-

bién escribimos M(A) : = M(X,)).

A continuacidn enunciamos algunos resultados relati
vos a aplicaciones diagonales, son casos particulares
de resultados andlogos para espacios de sucesiones vec

toriales cuyas pruebas ofreceremos en el Capitulo II.

1.3. Si X y u son K-espacios y a € ¢, entonces a es
continua; esto es, ¢ < M(A,u).

1.4. Si A y p son K-espacios y a € #(X,u) entonces a
tiene gréfica cerrada.

1.5. Toda aplicacidn diagonal entre FK-espacios es con

tinua.

1.6. Un espacic de sucesiones no puede tener topologias

distintas bajo las que sea un FK-espacio.

1.7. S1i X y u son espacios de sucesiones, podemos --
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dotar al espacio L(A,u) de apllcaCLOnes lineales y -

continuas de A en u con la topologfa Tp de 1a conver‘“

gencia uniforme sobre los acotados de A. Un

fundamental de entornos del origen absolutamente con—-

vexos para esta topologia viene dado por los conjuntos
W(A,V) : = {f € L(}, u) .f(A) c:V}

donde A recorre los acotados de X y V recorre QL(u),

1.8. Si A y u son K-espacios, entonces M(A,u) (1p) es
un K-espacio cerrado en L(A,u)(1p). En particular, si
Ay u son BK-espacios entonces M(XA,u) (tp) es un BK-

-espacio.

1.9. Teniendo en cuenta1.8;si A y u son K-espacios, po
demos considerar el espacio S(A,u) : = b = M(A,u) -_
donde la clausura estd tomada en la topologia T, . De
nuevo S(A) := S(A,A). '

1.10. Definicidn (Aplicacidn lineal completamente con-

tinua)

Diremos gque una aplicacidén lineal y continua entre dos
espacios localmente convexos es completamente continua
(compactificante en la terminologia de GARNIR-DE WILDE-

-SCHMETS, 1968) si transforma todo conjunto acotado en -
un conjunto relativamente compacto. Si el primer espa-
cio es normado, las aplicaciones completamente conti--

nuas son precisamente las compactas.

1.11.. 81 X y u son K-espacios y u es casi-completo --
entonces toda aplicacidn diagonal a € S(A,u) es comple
tamente continua (cf. KOTHE, 1979; p. 201 (3)).
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1.12. Ejemplos

(1) En la siguiente tabla mostramos los esp cios M(A u)

1 para algunos de los espac105 usuales (cf ﬁHLANSKY,1984‘
(p. 116) y @ CROFTS, 1969 (1.6) para M(2P, £%) con q<p)
Dado que son BK-espacios llevan su topologia usual -
(1.6, 1.8); por tanto, es facil determinar el corres—-

pondiente espacio  S(A,u)

\;\\P gt L9 (1 <g< +o) 2 c Co cs bs
gt 87 2" A I A N A I A I
2P p* " psg o - o p* p*

(1<p<se) % { P/ (o) % 2 % 2 %

p>a
7 gt 24 27 | co | co | Y | 27
c R 29 2% c co gt gt
co g 24 27 | [ A R
cs ‘ 2 PR 2> 2 | 2% | by | by
bs 2t 24 2~ co Co bvo bv

(Si p>1, p* denota el exponente conjugado de @ ——-—--

+ = 1)

S B
p p*
(2) Si.\ es un espacio perfecto tal que &' <A <=2&”
Yy A(B(A,kx)) es un espacio de Banach'("step space"
en la terminologia de DUBINSKY, 1967) entonces M(A) =
con su topologia habitual y por tanto S(X) =cyH.
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§2. ESPACIOS CON SECCIONES DE TOEPLITZ ACOTADAS

2.1. Si  T=(tpk)n, xz1 €S una matriz infinita con --

filas finitas, sea t" su fila n-é&sima: ,;{Q‘(tnl}
thor eee s tuksr ---) € ¢. Si X es una sucesién, llama-
mos a tox n-&sima seccidén de Toeplitz de X con respec
to a la matriz T. Observemos que si A es un espacio de
sucesiones y x € A entonces t'x e ¢ =\ para todo
n=1,2,... con lo que podemos enunciar las siguientes

definiciones.
Sea )\ un espacio de sucesiones, entonces:

(1) Si xe€ A es tal que x = %ig t"x, diremos que X
posee la propiedad T-AK (Convergencia de las secciones

de Toeplitz).

(1) ' Diremos que )\ posee la propiedad T-AK si la posee

todo vector x € .

(2) si xe A es tal que {t"x:n=1,2,...} es un —-
conjunto acotado en ), diremos que X posee la propie--

dad T-BS (Acotacidn de las secciones de Toeplitz).

(2)' Diremos que A posee la propiedad T-BS si la posee

todo vector x € A.

Estos conceptos son generalizaciones de las propie-
dades AK y BS; mis explicitamente: AK y BS son respec
tivamente las propiedades I-AK y I-BS donde I es

la matriz cuyas filas son las sucesiones P,

™

(1]

il
[ S S
—_ s O
- - O O

..
..
o0
.
.
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Las propiedades T-AK y T-BS han sido estudiadas
en BUNTINAS, 1975 y MEYERS, 1974. En estos trabajos se -

obtienen resultados andlogos a los previamente obteni-

dos para las propiedades AK y BS enkZmumnik
1964 y GARLING, 1967 a,b. Al igual que en la seccién ante
rior nos remitimos al Capitulo II o a los dos primeros
articulos citados para las pruebas de los siguientes -

resultados:

2.2. Si X es un K-espacio tonelado con la propiedad
T-AK entonces )\ posee la propiedad T-BS y la propiedad
de la aproximacidn, ademds para las columnas de T se -

tiene lim thx = 1 para todo k € N.
Nn->ow

Una matriz T con esta condicidn se llama una matriz

de tipo Spl'

2.3. Si X es un K-espacio tonelado con la propiedad
T-BS entonces {t":n=1,2,...} es equicontinuo en --
M(A). Si ademds T es una matriz de tipo Sp, y x€ ¢

(clausura en i) entonces x posee la propiedad T-AK.

2.4. Si X es un K-espacio tonelado y u es un K-espacio
con la propiedad T-BS entonces M(A,u) (1) posee ———-

también la propiedad T-BS.

2.5. [cf. KOTHE, 1969 (p.415b)=c))). S1 A es un K-espacio
entonces todo subconjunto relativamente compacto de A

es relativamente sucesionalmente compacto.

Podemos dar, bajo ciertas condiciones, el reciproco
de 1.11:

1951; SARGENT, .
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2.6. Teorema

Sea A un K—espac1o vy u un K-espacio tonelado. Supon
gamos que A (respectivamente ) posee la propiedadﬂP-BS
(respectivamente U-BS) con respecto a una matriz T —-
(respectivamente U) de tipo S,.. Si a: A — u es una

P1
aplicacidén diagonal completamente continua entonces --

a = lim u™a en M(X,u) (1p) (i.e. a e S(A,w)).

Moo

Demostracidn. Veamos en primer lugar que si x € A

entonces ax € ¢ (la clausura tomada en u) y, por 2.3.,
ax posee la propiedad U-AK. En efecto:

{t"x :n=1,2,...} U {x} es acotado en A luego

B={at™:n=1,2,... }Lj{ax} (la clausura tomada en

1) es compacto en p. Al ser B compacto en yu, coinciden
sobre &1 la topologia de p y la topologia de la conver
gencia coordenada a coordenada por ser esta Gltima una
topologia separada. Ahora bien, como T es de tipo SP1'

para cada k € W es

lim (at® x)k

lim a, t Xy = @y X lim t . =
k *nk “k k “*k

N -0 : N> Il =>co
= a, Xy = (ax)k
luego ax = %im at™x en la topologia de p. Como
>0
at’x e ¢ para n=1,2,... obtenemos que ax e ¢.

Ahora sea A un conjunto acotado en A y Ve U (u).
Como u es tonelado, { u® m=1,2,...} es equicontinuo

(por 3.) luego existe V,€ 9 (n) tal que u™(V,) = %V.

Sea V,:=V, N %\/EZQL(M), entonces V, verifica:

= =V 3% um(Vz)CiV para m=1,2,..

1)y v 3

1
2 7 3

Como a es completamente continua, a(A) es precompacto
luego
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(2) Existen xy,...,X; € A tales que

p

p .
a(d) = | | (ax? +v,)
o j=1 Sl

Por lo sefialado en el primer pérrafb, axd péséé la pro
piedad U-AK para cada j=1,2,...,p luego

(3) Existe my, € N tal que si- m2m, entonces

axd-ulaxd e V, para cada Jj=1,...,p
Estamos en condiciones de probar que (a-u"a)(A)c= V
si m2my, lo que nos completard la demostracidn: si
X € A, por (2), existe j € {1,2,...,p} tal que

ax —axJ € V,. Entonces escribimos:

ax-ulax = (ax-axJd) + (axd - u®ax?) + (v®ax’ - uPax)
Pero ax - ax’ € V, por (2), axd —uPaxJ e V, por (3)
v uPaxd - uPax = u™(axI - ax) = u™(V,) = %V por (1) y
(3) luego

ax—umaxeV2+V2+%VC%V+-§—V+%V=V Q.E.D.

2.7. Corolario

Bajo la hipbtesis del teorema, si ademds u es casi-
-completo entonces S(X,u) es el conjunto de todas --
las aplicaciones diagonales completamente continuas de
A en u. Dicho espacio posee la propiedad U-AK con la
topologia 1y .

2.8. Corolario

Bajo la hipbtesis del corolario 7., si adem8s X es

normado entonces S(A,u) es el conjunto de todas las
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aplicaciones diagonales compactas de X en M.

Este corolario se puede aplicar a esbacioslﬁyfuque‘
sean "step spaces". En este sentido dicho corolario -
incluye un teorema de Crofts (CROFTS, 1969). =~

Si E es un espacio de Banach con base, E puede ser
identificado con un BK-espacio con la propiedad AK
(ver MARTI, 1969 o0 bien WILaNSKY, 1964), en este senti-
do el corolario 2.8. incluye un teorema de Florencio
( FLORENCIO, 1983).

2.9. Corolario

Si X es un K-espacio de Montel con la propiedad T-BS,

donde T es una matriz de tipo S entonces A posee la

P17
propiedad de la aproximacidn.

Demostracidn. En este caso se satisfacen las hipbtesis

del teorema 2.6. para la aplicacibn identidad I =z e:A+>A

=Tp
Entonces I € ¢

y como las aplicaciones diagonales
de ¢ son de rango finito, el resultado sigue de KOTHE,

1879; (843.1.).Q.E.D.

2.10. Observacidn

Si tomamos A = upe{cy,c, ¥ (1zp<+») ,cs,bs,
Ca (cf. §4)}, .dado que estos espacios poseen la pro-
piedad de la aproximacidn es conocido que las aplica--
ciones lineales y compactas se aproximan por aplicacio
nes.lineales de rango finito para la topologia 1. En
este caso, el resultado sigue teniendo ‘interés pues --
nos dice cuales aplicaciones lineales de rango finito

aproximan a las diagonales compactas.
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Veamos, sin embargo, que hay espacios sin la propiedad

de la aproximacidn pero en las condiciones del corolario

2.8. (con A=y).

2.11. Ejemplo

El espacio L(%22) de todas las aplicaciones linea-
les y continuas de %% en si mismo es un espacio de ~--
Banach sin la propiedad de la aproximacidn ( SZANKOWSKI,
1981). Dado que %2 es un BK-espacio con la propiedad AK,
L(22) puede ser considerado un espacio de matrices in-
finitas (RUCKLE, 1981 (p. 100)). |

Si A= (ap,x) es una matriz infinita y construimos

( Ay, k41 si n=k?+p con p=1,2,..,k+1

ayket,ke1+p SI n=k?+k+1+p con p=1,2,..,k

podemos asociar de manera Gnica la sucesidn b : =(bp),
con la matriz A. De hecho hemos ordenado A con acuerdo

al siguiente esquema:

— -

=

"En este sentide, L(%?) puede ser considerado un
BK-espacio. Tomemos los operadores Ty gque asignan a

cada matriz su caja cuadrada principal de orden n:

A
(74

a; - si 1<€isn , 1£j<n
(Tn (airj))i,j =
0 en otro caso
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Cuando consideramos L(%?) como un espacio de sucesio
nes, a cada T, le corresponde la aplicacién diagonal
P,:beL(?) — P , b = (bl,bz,...,bnz,o;...) €

€ = L(LY). E

Sea T la matriz infinita cuya fila n-&sima es P2,
entonces para deducir gque L(%2?) como espacio de suce--—

" siones posee la propiedad T-BS, es suficiente comprobar
que si (aj,5) € L(22) entonces I‘Tn(ai,j)IIL(QZ) b

s @y, gz,

: 2 <
Sea n e€ N, si x e 2 entonces IIan ”2 2 ||xlh.
Ahora si (aj, ) € L(&%) y x € 2? tenemos:
a;y; a1z ... ain 0 ... X1 z ai Xi
12i2n
A1 dA22 ... dA2n 0 ... X z Azxi Xiji
. 1£isn
Thla; 3))x = ' = -
( n 1.3 ) @niy an2 .. ann 0 ... Xn L ani Xi
1£isn
0 0 ee. 0 0 ... | {Xnst 0
L JL - 5 i
Por otro lado
i M. 1 [ s —_—
13 di2 «.. Ain ain+l --- X3 R a;i Xj
12izn
dz21 @22 «e. Azn Aon+l se-s X5 Z ari Xji
1€isn
(ai,j)an = = :
dni1 An2 s.. dnn aAnn+i ess Xn z ani Xji
1gign
: : : . 0 .
L - . - - Ju - J L . _
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luego (Tn (ai'j)) x = Pp ((ai,j) P, x) .

Por tanto:

| (Tatay, )= ], = Py((ai, )P, x) I, sl (aj, §)Ppx I, s

= “(ai,j) “L(zz) | Pax ||, s
g“(a'i,j) “L(Q,z) “X ”2
entonces II[Tn (ai,j)) “L(zz) §|I(ai,j) ”L(zz).-Q.E.D.

2.12. Nota. El espacio ¢ en L(%?), que corresponde a
la clausura del subespacio de L(&?) formado por las
matrices finitas, seguird teniendo la propiedad T-BS vy,
por 2.3., la propiedad T-AK con lo que didho subespacio

si posee la propiedad de la aproximacidn (ver 2.2.).

§3. ESPACIOS ESCALONADOS

3.1. Definicién (Sistema de escalones)

Un sistema {Ag(1y) , a® :kx=1,2,...} se dice que

es un sistema de escalones si cada Ax(tx) es un FK-

-espacio y a(k) son sucesiones tales que:
(k) _
(1) ap z 0 para todes n,k=1,2,...
(2) 2% yatr b @f® sal* ) e MOy, )

para todo k=1,2,...

Para cada k € N definimos el espacio:

(1/’a(k))Ak = {xeuw:a®xe Ag }
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(k)

La aplicacidén diagonal a ': x e tl/a(k)

es un isomorfismo algebraico. Si {qp, k-:
es una fanllla numerable ‘de seminormas qu" la
topologia T, en Ay , podemos dotar a (1 Jatkl)ay  de

la topologia 71§ dada por las seminormas:

gt x:x e (1/a) a0 — a1 (x) =ag, k(@™ x) € [0, +x)

En estas condiciones, (1/a(k))kk(1§) es un FK-espacio

y, de hecho, a(k) es un isomorfismo topoldgico.

Por (2), podemos considerar las inyecciones conti--

nuas:
(1/a(k+”)Xk+1 — (1/a(k))>\k ya gue si
X e(1/a(k+1))kk+1, entonces
a(k)x:((a )/ (k+1)) (k+1))X c (a(k)/a(k+1))Xk+1c: Ak

(k)

luego x € (1/a ) A\x y, por tanto,

Iy = (1/a(k)) c(a(k)/a(k+1))o a (k+D) es continua.
= , ' P (x) (k)
Andlogamente I, y: (1/a )A, — (1/a A (con
r >k) es una inyeccidn continua: I, p=Ip°TIy,4°...°Ip 4=

3.2. Proposicidn

Sean r >k vy consideremos
I, vt (1720, — (172
Entonces:

(1) si a®yal®), Ay — Ay es completamente continua

entonces I, x es completamente continua.
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(r) 5
e Ny

(2) I, x es compacta si y sblo si a(F)/a

es compacta.

Demostracién. Consideremos el esguema conmutativo:

a(k?:/ a(r)

Ar - kr

alr) k (1/a(k))

Ir,k

Ir,k — (1/a(k)) o (a(k)/a(r)) ° a(r)

Dado que y a son isomorfismos topold-

gicos, (1) y (2) siguen inmediatamente de la anterior
expresidn de I, y Q.E.D.

3.3. Definicidn (Espacio escalonado)

Podemos escribir la cadena de inyecciones continuas:

(172, = (172, = ... 2 (1/7a%)n 2 ...

Llamamos espacio escalonado asociado. al sistema de esca

lones {Ax, a'®) k- 1,2,...1 al espacio:

oo

A = M) (1/7a%7)ay

k=1

E: = proj lim (1/a(k))

Su topologia viene dada por el sistema numerable de

seminormas {q; x * m,k=1,2,...} y lo hace FK-espacio.
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3.4. Proposicidn

'Si para cada ke N existe r>k tal quefié(k)/a(r)

- es completamenté continua, entonces E es un'éspacio de
Montel. |

Demostracidn. Dado gue E es un espacio de Fréchet, --

bastard comprobar que todo acotado en E es precompacto:
Sea B —E un conjunto acotado entonces B es acotado en
(1/a(r))>\r para cada r € N. Dado k€ N , por hipdte-

sis y usando 3.3., existe r >k tal que

I,,x :(1/a(r)))\r — (1/a(k))xk es completamente conti
nua con lo que A::Ir'k(A) es un conjunto precompacto
en (1/a(k))xk. Como k era arbitrario entonces A es

precompacto en E. Q.E.D.

3.5. Corolario

(k)}

Sea {ix, a un sistema de escalones tales que cada

espacio Ay posee la propiedad T(k)

T(k)

- BS con respecto
a una cierta matriz de filas finitas y tipo Sp,.
Si para cada k € N existe r > k tal que

a(k)/a(r) € S(x,., Ay) entonces el espacio escalonado

asociado es un espacio Fréchet-Montel.

3.6. Si los espacios Xy de un sistema de escalones -
son de Banach entonces el corclaric 3.5. puede ser mejo

()} esun

rado. En lo que sigue supondremos que {Ay , a
sistema de escalones en el que los Ay son BK-espacios.
Si By es la bola unidad de (1/a‘k))xy , un sistema -
fundamental de entornos del origen en E viene dado por
los conjuntos Ux: = Bx I E. Si B} es la bola unidad

de ((T/a(k))xk)' entonces cada x'e€ B} puede ser
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considerado como un elemento de E' por medio de la iden

tificacién x' = x! - Entonces se tiene:

3.7. Lema
Con la notacidn anterior, Uﬁ = By donde el polar esté

tomado en E'. En consecuencia, Eéo = ((1/a(k))kk)'.

Demostracidén. Si x' € B} entonces <x,x'>| £ 1 para
k

todo x € By vy por tanto para todo x € Uy; de aqui

x'e E' y ademds x'e U{ . Por tanto Bj < Up .

Ahora si x'e Uﬁ, x' es una forma lineal y continua

sobre la envoltura lineal cerrada de Ug:

[Uk] = (i/a(k))kk. Por el teorema de Hahn-Banach, x'

puede ser extendida a una forma lineal y continua

"x' € BL con lo que U{c B{ Q.E.D.
k k k

3.8. Proposicidn

E es un espacio de Schwartz si y sdlo si para todo

a(k)/a(r)

k € N existe r >k tal que- es una aplica-

cidén compacta.

Demostracidn. De JarcHOW, 1981 (10.4.1. (1) & (2)) vy el

lema anterior obtenemos que E es un espacio de Schwartz
si y s6lo si para todo k€ N existe r>k tal que la
inyeccidn:

I;,k : E

Uﬁ ((1/a(k))kk)' SN EUg = ((1/a(r))xr)-

es compacta.

Pero ;'k es la aplicacibén adjunta de

Ir,x = (1/a(r))Kr — (1/a(k))Ak y, por el teorema de
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Schauder (JARCHOW, 1981 (p. 369)), Iy y es compacta siy
s6lo si I, , es compacta. Basta ahora usar la propo-
'sicién 3.2. Q.E.D. - |

aE
L

3.9. Corolario

Sea {Xg ,a(k)} un sistema de escalones en el que
cada espacio A, es un BX-espacio con la propiedad ~--
) _Bs donde T'¥) es una matriz de tipo Sp,. Enton
ces el espacio escalonado asociado a {ix,a(k)} esun
espacio de Schwartz siy sblo si para todo k € N exis-

te r>k tal que a(k)/a(r) € S(Ap , Ax).

Este resultado incluye las caracterizaéiones dadas
por Kbthe para espacios escalonados de orden 1, Dieu-
donné y Gomes para espacios escalonados de orden p, --
Valdivia para espacios escalonados de orden cero (ver
VALDIVIA, 1982 para dichas caracterizaciones) y Floren-
cio para espacios escalonados formados por espacios de
Banach con base (FLORENCIO, 1983) y espacios escalonados
de orden C, ( FLORENCIO, 1980. cf §4 ). También incluye el
resultado de Crofts para escalonados de orden no fijo

construidos con "steps spaces" (CROFTS, 1969 ).

§4. MULTIPLICADORES ENTRE ESPACIOS DE CESARO

En esta seccidn utilizamos los resultados vistos en
las anteriores para caracterizar las aplicaciones dia-
gdnales y compactas entre espacios de sucesiones suma-
bles en el sentido de Cesaro. Para ello usaremos que -
dichos espacios poseen la propiedad Tu-AK donde T4
es la matriz correspondiente al método de sumabilidad
(C,a) y caracterizaremos el espacio S(C, ,Cg) corres

pondiente. Incluimos finalmente un espacio escalonado
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(de orden no fijo) que no es Schwartz aunque los cocien

(r)/a(r+2) e ot

tes . Dicho sistema de e alones repon

~de a la estructura aeneral contenida en te
del corolario 3 9.y, sin embargo, el resuitadoﬁno se -

deduce de las caracterlzac10nes en los 51stemas de esca

lones conocidos citados después de dicho corolario.

4.1. Nota. En esta seccidn los subindices de las suce-
siones empiezan en el cero para adecuarnos a las nota-

ciones usuales ( BOSANQUET, 1945; ZELLER, 1953).

4.2. Definicidn (Sumabilidad Ces&ro de orden a)

Sean o un entero no negativo y x::(xn)nZO una suce--

sién en XK, hacemos la siguiente construccidn inducti-

va:
= 0 L,
Sp =S ¢ = Xg+X, 4+ ...+ Xp
o -1 a-1 a-1
S, : = §, + 57 + .0+ 5,

Diremos que la sucesidn x es sumable en el sentido de
Cesdro de orden a a un nimero se K si la sucesidn de
. (s / (mea)’
medias S / converge a S.
k ) ‘nz0
Llamamos C, al espacio de las sucesiones sumables

en el sentido de Cesiro de orden o

Es facil comprobar (HARDY, 1949 (p. 96)) gue
o T n-k+a :
Sh = ) . | Xx con lo que C, es precisamente
k=0 -

el campo de sumabilidad asociado a la matriz triangular

inferi infini T, =
rior infinita o (tnk)n,kgo
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,

_si k:Sn L

[n—k+a} {n-+a]-1i"

o a )

Dado que T, es reversible, define una aplicacibn
lineal y biyectiva T4 :Cyq —> ¢ . Dicha aplicacidn se
convierte en una isometria si dotamos a Cy de la nor

ma

Por ello con dicha norma C, es un BK-espacio (WILANSKY,
1964 (§12.4)) isométricamente isomorfo a c; ademds Cgy es
un espacio con la propiedad Ty-AK (ZELLER, 1953). EIl
corolario 2.8. nos permite deducir que S(Cy ,Cg) es el
espacio de aplicaciones diagonales y compactas de Cqg
en Cg. A continuacidn caracterizaremos este espacio.

El clé@sico teorema de Hardy-Bohr establece que

!Aa+lun|+sup Iun|< +oo}
nz20

M(Cgy) ={u:=(un%?oe w:|lull= § n°
- nz0

(donde A% es el operador diferencia usual:

@ g o= (A2

aparece es equivalente a la norma inducida por L(Cqy)

Aup = up - up-1, A up) ). La norma que
Yy lo ‘dota de estructura de dlgebra de Banach bajo la -
multiplicacidn coordenada a coordenada, ademds M(Cy,)
posee la propiedad T4-BS, S(Cy) posee la propiedad
T,-AK y coincide con M(Cy) N c, (BUNTINAS, 1975 (Th. 10

y Prop. 5)).

En DBOSANQUET, 1945 se prueba que si a £ B8 entonces

M(Cq) = M(Cq4 ,Cg) vy, puesto que las topologlias Ty Yy
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y ||- H hacen a M(C, , Cg) BK-espacio, dében coinci

dir y se deduce entonces:

4.3, Proposiciéﬁ

Si a y B son enteros no negativos con o <pg entonces:

(1) M(Cqy , Cg) (1) =M(Cy) (|| + ||) algebraica y topols-
gicamente

(2)  8(Cq , Cg) =S(Cq)

Si a>B8 , también se debe a Bosanquet (ibidem) —--

la caracterizacidn de M(Cy , Cg):

M(Cq,Cg) = {u:(un)ngoe w H u H*= y naIAMl un|+ sup l(n+1)a"8un|<_+oo}

nz0

4.4, Proposicién

Si o y 8 son enteros no negativos con a > B8 , entonces
|11

de M(Cq ,Cg) es una norma gue lo hace BK-espacio y

la aplicacidén que aparece en la caracterizacidn

la topologia normada coincide con la Ty .

Demostracidén. A partir de la linealidad del operador --

diferencia es inmediato deducir que H -H* es una norma.
Para ver que M(C, ,Cg)(l!'lr) es completo observemos
que M(Cy , Cg) = M(Cy) y que ademds Ilu H < H ull*

para todo u e M(C, , Cg). Supongamos entonces que

{u(m) = (U(nm))n203m=1,2r-"} es una sucesidn “.“*_

-Cauchy, entonces:

si v® s ((ne1) 8 ™ entonces

n }n;O !
(m)

oo

{v tm=1,2,...} es una sucesién de Cauchy en %
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© . [ Lo,
con su norma usual, sea V € { su limite. Definimos

u:= ((ne1) B2 v ) .»o entonces

a-8

(1) sup I(n+1) unl = sup lvn! < 4 o
nz0 nz0

(2) sup | (n+1)°L—B uflm)- (‘n+1)°"6 unl = sup Ivgn) - an — 0
nz0 nz0

y, por (2) también se tiene:

(3) u, = %_1};}_} ur(lm) para n=0,1,2,...

)

Por otro lado {u(m :m=1,2,...} es una sucesidn

H - || - cauchy y como M(C(;) (H -|l) es un Bk-espacio,
existe 1z = (zn)ngo € M(C,) tal que:
(4) Y nOLIAOL+1 (u(nm)— zn)l + sup Iu(rlln) - znl =” u'®_ z“———+ 0
nz0 nz0 m->c
(5) 1lim ur(lm) = Zg para n=0,1,2,...
m->r«

Ahora de (3) sigue que u=2z € M(Cy) Yy junto con (1),

*
ue M(C,,Cg). Ademds, por (2) y (4), “u(m)— u” — 0
m->o
luego M(Cy , Cg) (] - H*) es completo.
Las topologlias 1, Yy la inducida por . hacen
BK-espacio a M(Cq , Cz) luego coinciden. Q.E.D.

4.5. Lema

Sean o y B enteros no negativos con a > g. Si
u € M(Cqy ,Cg) es tal que ((n+1)a_5 un)n>o € Cy, enton

ces u posee la propiedad T,-AK.

Demostracidn. M(Cy , Cg) &= M(Cy) N co por ser B<a .
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Este iltimo espacio es S(Cy) vy, con la norma dada en
4.2., posee la propiedad Ty-AK luego, si t,
la flla m—és:Lma de Tq tenemcs. o

P

~denota

(1) lim 2 n® | 4%* (u, - (tmu)n)l =0 ~ para todo
>0 ,
nz0 ue M(Cy,, Cg)

m .
Ahora t"u= J t_ . u, e,. Observemos que O tpg <1

para todos m,k 2 0. Si llamamos z(®) - u_-t®u entonces
z(®) = (0, (T=tp)uy , «ee s (T=tggdlUp , Ugyy 5 «--)

Como ((ri+1)°t_B un)nzoe Cy

tal que para todo me N y para todo nzn, se tiene

, dado € >0 existe nge W

(2) [(n+'l)0h8 Zém)( < l(n+1)m_B u | < e
Por otro lado, fijo n20 es 1lim ty, = 1 luego dado
m->o

£ >0 existe mye N (y podemos tomar my; 2n,) tal gque

si mzm, y ne {0,1,...,n,} entonces
(3) |+ 2™ < (1=t |+ 8wy < ¢
Asi que, por (2) y (3), si mzm; se tiene

(4) sup |(n+1)®78 ()]
n

A
(Y]

*
De (4) y (1) sigue que 1lim |{Ju-t®ul] =0 Q.E.D.
m>o

4.5, Proposicibn

Si ay B son enteros no negativos con o > 8 entonces:

S(Cq,Cg) =B := {ue M(Cy,Cq) & ((n+N) P up) | € cyl
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Demostracidn.

- M(Cq s, Cg) (1) tiene la propledad T —BS

tiene la pr0p1edad Tg-AK 'y a>B entonces:_
también posee la propiedad T,-AK (MONTES, 1982 (p 15))

luego la afirmacidén previa sigue de 2.4. Por tanto
S(Cq »Cg) = {ue M(Cy,Cg) :u tiene la propiedad
T,—-AK} (2.2., 2.3.) de ello y el lema 4.5. se sigue la

inclusién (D). Por otro lado ¢ & A y S(Cqy,Cg) =9'P
(m)

luego bastard probar que A es cerrado. Si u es una
*
sucesidén en A que H . “ - converge a u€ M(C,, Cg)
*
entonces, por la definicidn de H . “ , tenemos que
((n+1)°‘_'S un)n .q ©s el limite en 2”  de
{((n+1)°‘“8 ém))ngo :m=1,2,...} = Cy luego
((n+1)°‘_B un)ngoe cy, , esto es u € A. Q.E.D.
4.7. Ejemplo

Mostramos aqui un espacio escalonado de orden no fijo

gue no es nuclear, no es ni siquiera un espacio de ---

Schwartz, aunque (a'¥) /a'¥*T)) e g1 si rzo2:
Dado un nimero natural k, sean Ap : = Cy Y

al® ;2 ((n+1)k)n . Como a'¥) ;alk+l) . (1/ (n+1)) 1€

€ M(Cp,1 ,Cx)s {Ag ., a(k) :k=1,2,...} es un sistema

de escalones. Pero si r>k , a(k) /a(r) =

= (1/ (n+1)*"%) ¢ s(c,, Cy) - por la proposicién 4.6.
Entonces el espacio escalonado asociadoa {Cy, (n+1)k)n}

no es de Schwartz de acuerdo con el corolario 3.9.



Capitulo II. APLICACIONES DIAGONALES ENTRE ESPACIOS DE

§5. ESPACIOS DE SUCESIONES VECTORIALES: DEFINICIONES
PREVIAS.

5.17. Sea E un espacio lcs sobre el cuerpo K de los -
nimeros reales o complejos. Por w(E) notaremos el --
conjunto de todas las sucesiones con valores en E, es

decir:

wW(E) : = {x::(xn)ngl : Xp € E para todon=1,2,..}

Definiendo coordenada a coordenada las operaciones suma
y precducto por escalares, w(E) adquiere estructura de
espacio vectorialisobre K y como tal es algebraica--
mente isomorfo al espacio producto . el |

Si a=(op)y € W y x=(xn)y,€ w(E), definimos el --
producto ax como la sucesién (ap Xn),. En particular,

para cada k=1,2,... podemos considerar la aplicacidbn
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lineal

‘Ik : X € E ——f;Ik(x): = exx = (0,};;0,x,:

(donde x ocupa el término k-é&simo de 1la sucesién).

Llamaremos a I, la inyeccidén k-é&sima de E en --
w(E) . Asimismo definimos la proyeccién k-&sima de w(E)

en E como la aplicacidén lineal:

I{k T X= (Xn)n e w(E) —>r Hk(X) : = Xk € E

Sobre w(E) <consideraremos la topologia dada por -

las seminormas:
x=(xp), € w(B) — qu(lx(x)) = gy(xg) 2 0

donde keN y U e 2 (E). Es claro que E es topoldgi
camente isomorfo a Iy(E) para cada k € WN. En parti-
cular, hagamos notar que si E es un espacio submetriza

ble, metrizable o completo entonces w(E) también lo es.

5.2. w(E) contiene como éubespacio vectorial al espa-
cio ¢(E) de las sucesiones en E con un niimero finito
de términos no nulos. ¢(E) es precisamente la envoltu-
ra lineal del conjunto {eyx:ke N, x € E} y, por -

tanto, es algebraicamente isomorfo a la suma directa
p ()

5.3. Llamaremos espacio de sucesiones vectoriales con
valores en E o, simplemente, espacio de sucesiones en
E a todo subespacio vectorial de @(E)yque contenga a

¢$(E) y esté dotado de una topologia localmente convexa

separada.



Cap.II §.5 : 27

Nota.- Denotaremos por A(E) (AI(E),A(F) Ay (F),..l)
los espacios de sucesiones en E (F,...). Esto

no presupone que A(E) esté relacionado con un .

o Para

cierto espac1o de sucesiones escalares,kA
los espac1os de sucesiones en E construidos a -
partir de espacios de sucesiones escalares prefi
jados utilizaremos la letra A (A(E),A{E},...).
Asimismo, si no hay peligro de confusibén, utili-
zaremos la letra x unas veces para notar puntos

de E y otras para notar una sucesidén en E.

5.4. Si A(E) es un espacio de sucesiones en E, dire-
mos que A(E) es un K-espacio si se verifican las dos

condiciones siguientes:

(1) Las proyecciones Iy : A(E) — E son continuas
(k=1,2,...) '

(2) Las inyecciones I, : E—— A(E) son continuas
(k=1,2,...)

Observemos entocnces que si  A(E) es un K-espacio ---
entonces E es topolb6gicamente isomorfo a cada Iy (E)
con la topologia inducida; es mds, para cada n € N,

el espacio
Ja(E) ¢ = {(xy,..,%0,0,..) : Xy € E k=1,..,n} = A(E)

con la topologia inducida es isomorfo a E® con su --

topologia suma directa (o producto).

Si A(E) es un K-espacio de Banach (respectivamente,
de Fréchet) diremos que es un BK-espacio (respectiva-

mente, FK-espacio).

A continuacibén mostramos algunos ejemplos de espa-—-—

cios de sucesiones vectoriales.
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5.5. EjemElos

(1) 8i A es un espacio normal en el ‘sentid debKdthe,!;,_
la topologfia B(X, A%) coincide con la topoi fa de la
convergencia uniforme sobre la familia 13 ' ,{Mbc: AT

M es o(A",A) -acotado normal}. (cf. 2&HHE,1969 (§30) 6
VALDIVIA, 1982 (Ch. 2)).

Llamamos subespacio regular de A a

Ay := {a € A; o posee la propiedad AK para la topo-
logia B(A, A%X)} '

(Ar coincide con la clausura en A del subespacio ¢ en

la topologia B(A, A") vy es un espacio normal).

Si E es un espacio lcs y A es un espacio normal, --

definimos el espacio

MEY : = {x=(xn),€ w(E) : (gy(xn)Jn€) para todo U e U(E)}

A partir de la topologia 8(x, A7) de X y la topologia
de E podemos definir de manera natural una topologia en
A{E} gque llamaremos la B-topologia, ésta viene dada --

por las seminormas

~18

(
Qu,u(x) @ = sup { lgn | ay(xgy) : EeM} = a0 ( (9 (xn) ) n)

donde Me 3 y Ue U(E). Con dicha topologia, i{E}

es un K-espacio de sucesiones en E.

Los espacios A{E} fueron introducidos en PIETSCH,
1963 para representar el producto tensorial X &, E
cuando A es perfecto y lleva su topologia normal (cf.

KOTHE, 1979 (§41.7)) . Ciertas propiedades de estos espacios

dotados con topologias de convergencia uniforme sobre -
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familias de acotados normales en A" han sido estudla-—
das en DE GRANDE - DE KIMPE, 1970 y 1971 y en Ro 1973 Vol
veremos al estudlo de estos espac1os en‘e
IITI.

Sefialemos que como casos particulares obtenemos los

espacios
LP{E} : ={ x=(xn) € w(E) : § (qgylxp) 1P < +m} (15p<+w)
' ) n=1
L7{E} :={ X = (Xp), € w(E) : {x : n=1,2,..} estdacotado
» n 2}
Co{E} : = {x::(xn%le w(E) :l%m Xxn=0 en E}
w{E} = w(E)

Notaremos por dp,y (1<p<+x) las seminormas

dy,y donde M::Bl(ﬁp*) 1} o sea M°=B,(LF).

Dichas seminormas generan, cuando Ueq (E),las B -topo
logias en %P{E} (1<p < +»). En particular, c,{E} es

un subespacio de L7{E}.

Si E es un espacio de Banach (respectivamente, de
Fréchet) los correspondientes espacios cy {E} , 2P{E}
{1 £p<+w) son BK-espacios (respectivamente, FK-espa

cios).

(2) Si E es un espacio lcs, definimos ..

c(E) : = {x=(xp), € w(E) : (x4), es convergente en E}
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c(E) es un subespacio vectorial de, z”{E ue contie
ne a co{E} ¥, por tanto, puede ser dota61 ,oﬁéiaﬁ“' :
:Ue YU (E) }

A partir de c(E) se pueden definir y obtener las ---

topologia dada- por las seminormas {qco u .
principales propiedades de los espacios de sucesiones
sumables en el sentido de Cesdro de orden a en un espa

cio lcs; esto se harid en §8.

(3) Sea E- un espacio lcs, se dice que una sucesibn
(x5) , en E es incondicionalmente sumable si la red
{s(¥) : y € T} (donde T es la familia dirigida de los
subconjuntos finitos de N y s{(¥Y):= I x,) es de

ney
Cauchy en E.

El espacio &'(E) de todas las sucesiones incondicio-
nalmente sumables en E fué introducido por Pietsch
(ver PIETSCH, 1972) y es un K-espacio con la topologia

dada por las seminormas

Eu((Xn>n)=sup{ Y | <xp,u>|:u e’U°}

n=1

donde U € Q{(E).

Si E es completo entonces #'(E) = 2! ég E (PIETSCH,
1963. Ver tambié&n KOTHE, 1979.(§44.8.)).

Si <E,E'> es un par dual v E lleva la topologia

c(E, E'), el espacio anterior se suele notar Rl[E}.

Si E es un espacio de Banach y E' es su dual, enton

+ ) — &'[E] si son con

ces las inyecciones Iy : E(|

tinuas, aunque las proyecciones Il no lo son.

(4) Si E es un espacio lcs y A(E) es un subespacio vec

torial de Ww(E) que contiene a ¢(E), definimos su
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a—-dual como

(AE)7 e = {u= (un) € w(E") ¢ § “|<>_<n}"nnf
e o o n=1 e

o
o

o ,
Con la forma bilineal <x,u> = Y <x,,uy>,
n=1

<A(E) , (A(E)})* > es un par dual. A(E) es un K-espa-
cio si A(E) y E llevan ambos, respectivamente, la
topologia débil, de Mackey o fuerte del correspondien

te par dual (GREGORY, 1969).

6. APLICACIONES DIAGONALES.

6.1. Sean E y F espacios lcs (esto lo supondremos para
todo lo que resta del capitulo II). Toda sucesibn

A=(A,), € w(L(E,F)) define una aplicacién lineal

A:x € w(E) — Ax=(Apxp), € wl(F)

dicho tipo de aplicaciones recibe el nombre de aplica-

ciones diagonales.

Nota.- Si B:E — F es una aplicacidn lineal, nota-
mos por Bx la imagen por B de un punto x € E;
esto es suprimimos el paréntesis en la notacidn
habitual, B(x), si no hay peligro de confusidn.
Asimismo si B, € = (E,F) y B,e Z£(F,G) deno-
tamos por B;B; la composicidén B, ¢ B; si no

hay peligro de confusidn.

Si A,(E) y A,(F) son espacios de sucesiones en
E y F respectivamente, denotamos por ,*G(Al(E),Az(F)}
el espacio de todas las aplicaciones diagonales gue

transforman A;(E) en A,(F) , es decir
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- . : ’ i
7 : - = TR
En particular, notamos M(A(E)) ; = M (A(E),A(E)),
este espacio recibe el nombre de espacio de multiplica

dores en A(E).

Podemos identificar a /WG(Al(E),Az(F)} como un sub
espacio vectorial de i_(Al(E),Az(F)) que contiene a

6 (L(E,F)).

Denotamos por M(A;(E),A,(F)) el subespacio de
M(AL(E), A, (F)) formado por aquellas aplicaciones dia-

gonales que son continuas.

6.2. Proposicidn

Si A;(E) y A,(F) son K-espacios y A e ¢(L(E,F))
entonces la aplicacidn diagonal definida por A es con-
tinua, es decir ¢(L(E,F)) = M(A(E),A,(F)]).

Demostracidn. Sea A=(A;,...,Ap,0,...) ¥ sea

{x(Y),zy € T} una red en A;(E) convergente a X.

Como A, (E) es un K-espacio se tiene que xéy) —§+ Xy
para cada k=1,...,p. Dado que Ay, es continua enton

ces Ay xéy) —;» Ay x, para cada k=1,...,p ¥, por

tanto (A, xiy),...,Ap xéy)) - (A, Xyre-osAy xp)

en el espacio FP. Como A,(F) es un K-espacio, se
tiene (ver 5.4.) que

axY. @, x£Y),..,% xéY),O,...) T (A XyseeesBy X500,..) =AX

en A,(F) con lo que A es continua. Q.E.D.
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6.3. Proposicidn

Si M (E) vy ‘QgiF) soﬁﬁk—espaciOéiy

entonces A tiene grifica cerrada.

Demostracidn. Sea '{(x(Y) ,Ax(Y)) :y € T} una red en

la gr&fica de A, gA, convergente a (x,y) € Ay (E) x A, (F).

Entonces se tiene:

(i) XY _, x en 1A;(E)

Y

(ii) ax(y ~>y en  Ap(F)

Al ser A;(E) y A,(F) K—espacios; para cada k € NN,

obtenemos
(i)' xéy) — Xk en E
(ii)" AkxﬁY) —> ¥x en F

Pero de la continuidad de cada A, : E — F se sigue que
Ayxy =y, para cada k € N, y de agqul Ax= (Ay xk)k =

= (yx) ='y luego (x,y) =(x,AX) € 9 a- Q.E.D.

6.4. Corolario

Toda aplicacidn diagonal entre FK-espacios es continua.

6.5. Corolario

Si E es un espacio de Fréchet, un K-espacio A(E) no
puede tener dos topologias distintas bajo las gque sea

un FK-espacio.

6.6. Sean A;(E) y A,(F) dos espacios de sucesiones

en E y F respectivamente. Sobre el espacio L(A1(E),A,(F))
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de aplicaciones lineales y continuas de A;(E) en

A, (F) podemos considerar la topologia Ty de\la con-

'Vergenc1a uniforme sobre una famllla saturada;g(g de ,~
conjuntos acotados en A, (E) (cf. I«ﬂHE,1979(§39) ‘
bien uﬂﬁmHOW,1981(8uM); en particular utlllzaremos las

notaciones 1y , Tpc Y Tp para las familias formadas -~
respectivamente por los conjuntos finitos, los precom-
pactos y los acotados de A;(E).

Un sistema fundamental de entornos del origen abso-
lutamente convexos para esta topologia viene dada por

los conjuntos:
W(M,V) : = {f € L(A(E),A2(F)) : £(M) = V}
donde M recorre { y V recorre 9L(A,(F)).

Alternativamente, la topologia 71, viene dada por

la familia de seminormas

q(y,v) (£) = sup {qv(f(.x)) : x e M} Med ,ve Y (A2 (F))

6.7. Proposicidn

Si A;(E) y A,(F) son K-espacios, entonces
M(A;(E) ,A2(F)) es cerrado en L{A1(E),A(F)) (1)
para cualquier familia A de conjuntos acotados en

Ay (E) gue sea saturada.

Demostracidn. Bastard verlo para la topologia 14 de

(v)

la convergencia puntual. Sea {A : Yy € T} unareden
M(A1(E),A,(F)) convergente a f € L{A,(E),A2(F)) en
~la topologia 1y , debemos encontrar una aplicacidn dia

gonal A € w(L(E,F)) tal que Ax=£f(x) para todo
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x € A; (E), pues en ese caso tendremos que, de hecho,
A e M(AL(E),A,(F)). :

Sea k € N, entonces para todo x € E e

2 (1)) — £(Tx(x))

pero como A (I,(E)) = I (F) y este espacio es -—-
cerrado en A,(F) por ser &ste un K-espacio, entonces
£(Ix(x)) e I (F).

Ahora, por ser A;(E) vy A;(F) K-espacios, la aplica
cidn
MgofoIr:xe E— M (£(Ix(x))) € F

es lineal y continua, la llamamos Ay ; Ay : = Ilxo £ o Ix€

e L(E,F) vy para todo x € E verifica:

Ap(x) =T, (£(Iy(x))) =Hk(l$m A (1 (x))) = Lim alVx

(en la Gltima igualdad hemos usado que A, (F) es un

K-espacio)

Sea A:= (Ax), € w(L(E,F)}, veamos que Ax = f(x)
para todo x € A;(E). En efecto: para cada  k € W, la

coordenada k-&sima de f(x) es

(£(x)]) g =T (£(x)) =Hk(l$m A(Y)X)==l$m A xy = Agxy =

= (AX) k

lvego £f(x) = Ax . 0Q.E.D.

6.8. Proposicidn

Consideremos sobre L(E,F) .una topologia rre.{rsnbc,nﬂ.
Si AL (E) y A,(F) son K-espacios, entonces M(A;(E),

A2 (F)) (1) es un K-espacio.
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Demostracidn. La demostracidn es andloga en los tres -

casos asi que la realizamos para la.topolog; Tpe

(1) Las proyeccigaes M : M(Al(E),Az(F))(fb)f;L(E,F)(Tb) |
son continuas. En efecto: Si M es un acotado en E enton
ces, por ser A;(E) un K-espacio Ik(M)=={ekx : x € M}
es un acotado en A;(E). Si Ve U(F), como A,(F) es
un K-espacio entonces existe V'e q[(A,(F)j tal que

T (V)= V , luego si A= (Ay), € W(I (M) ,V') se

tiene que Hk(A(Ik(M)))ci V pero I (A(TxM)) =

= Ak (M) = Hk (A) (M) luego Hk (A) € w(M,V) .

(2) Las inyecciones Iy : L(E,F) (1) — M(Al(E),Az(F))(Tb)
son continuas. En efecto: Si M es un acotado en el —--
espacio A (E) entonces, por ser A;(E) un K-espacio,
M, (M) es un acotado en E. Si Ve (A, (F)), como

A (F) es un K—eséacio entonces existe V'e ‘U(F) tal
que I, (V')< V. Ahora si A € W(I, (M),V')<= L(E,F) se
tiene que I, (A)(M) =I, (A(I,(M)))= I,(V)= V o sea
que Ik(A) e W(M,V). Q.E.D. |

Como consecuencia inmediata de 6.4., 6.7. y 6.8. obtene

mos

6.9. Corolario

Si A;(E) y A,(F) son BK-espacios entonces
(1) MM (E) A2 (F)) = M(Az(E), Az (F))
(2) M({A1(E),A:(F))(1p) es un BK-espacio

El siguiente resultado es de utilidad para determi--

nar algunos espacios de aplicaciones diagonales:
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6.10. Proposicidn

Sean A, (E) y A, (F) K-espacios tales que {I :k=1,2,..}
y {lx:k=1,2,...} son equicontinuas en E y A,(F)
respectivamente, entonces para toda A = (Ak)k €

€ M(AL(E),A,(F)) se tiene que {Apx:k=1,2,...} es

un conjunto equicontinuo en L(E,F).

Demostracién. Sea Ve 9QL(F) entonces, por la equicon-
tinuidad de {lx} existe V' e AU(A,(F)) tal que
M (V') = V para todo k € N.

Si A € M{A,(E),A,(F)) entonces existe U' e QL (A:1(E))
tal que A(U')c= V'. Ahora, por la equicontinuidad de
{Ix} existe U e QU(E) tal que Iy(U) — U' para todo

k e N.
Obviamente, dado k € N,es Ay =1 ° A oIy, luego
Ay (U) =Tk (A(Ix(U))) = Ix(A(U") )= TIx(V) = V

Q.E.D.

6.11. Proposicidn

Sean A y u espacios normales tales que 'c A cu =1

Yy sean E y F espacios lcs. Entonces:
MA{E}, u{F}) ={A= (Ax)x € w({L(E,F)) ={Ax:k=1,2,..}
es equicontinuoj

(Aqui A{E} y p{F} llevan sus (B)-topologias correspon-
dientes (cf. 5.5.(1))]).
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Demostracidn. Notemos en primer lugar que si A =

son espacios normales entonces todo conjunto M = u* = X
que sea o(u*, u)-acotado normal, es tambi&n o(A*, A)-
-acotado normal. Por tanto, la inclusidn

A(B(x, A)) = u(B(u, v)) es continua.

(=) Esta inclusidén sigue de la proposicifén sin mds que
probar gque si )\ es un espacio normal tal que L'c A=,
entonces las aplicaciones Iy :E — A{E} (k=1,2,...)
y Dx: ME} — E (k=1,2,...) son,respectivamente,

equicontinuas. En efecto:

oo

. . X X
(1) Si M es un acotado normal en A", como A < £
segfin hemos visto, M es un acotado normal en ¢~

luego existe r=sup {|Bn| :n € N,8=(Bnly € M} < +=.

Por tanto, dado U € QU(E), para todo k € N se

tiene que si x € E entonces

am,u (Tx(x)) =sup {|Bx|ay(x) : 8= (By), € M} £ T qylx)

Luego {Ix :k € N} es un equicontinuo.

(ii) Dado U € QU(E) y x e A{E}, se tiene para todo
k € N

ay (M (¥)) =qy(x) < sup {gy(xg) : k € W} = !I (ay (xn)) ‘lm

Pero i <= 27 luego existe M acotado normal en .
tal que Ha Hoo < dyo (a) para todo a € A. En
particular, si x € A{E} entonces (qu(xn)), € A

con lo que

o

Al (e, Il

THA

a0 (lay (x4)) ) = @y, (%)

.soogue junto con la-




o equivalentementefj-qv(Akx) < qU(x)7 
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(D) si A=(Agx)y es tal que {Ag:ks= 1,2,.;’.;;}
equicontinuo en L(E,F), entonces dakqQWﬂ_V e qU(F)
, Ue QL(E) tal que Ay(U) =V paraf A |

Ahora si x € A{E}, veamos que AX € p{F}.\En efecto,
dado V € QL (F) vy tomando el entorno Ue€ QL(E) ante--
rior es dgy(Ag xy) s gy (x¢) para todo k € W. Como A

es normal, esto implica que (qV(Akxk)}k € Ac u, esto

es, Ax = (A xx) € u{F}.

Es mds, si M es un acotado normal de ux , se tiene:

sup { )} |Bnl| ay(Apxp) : B € M} <
n=1

Gy, v (Bx)

A

sup { } |Bnl| qy(xp) : g € M} = qM,U(x)
n=1

dy,ur de acuerdo con la observacidn inicial de la demos
tracidn es una de las seminormas que definen la topolo-
gia de M{E}. Esto prueba la continuidad de  —=————=——-
A:MME} — u{F}. Q.E.D. '

6.12. Corolario

Bajo la<hipbtesis de la proposicidén anterior, si ademés

E es (casi-) tonelado entonces

M(ME} , u{F}) = 2"{L(E,F) (1g) } (= L7{L(E,F) (1p) }

Teniendo en cuenta 6.5. y 6.12. obtenemos

6.13. Corolario
Sean \ y u espacios normales tales gque ' = A —u = &%

y A(BO,A) vy u(B(u,u™)) son espacios de Banach.




Cap.II §.6 k 40

Sean E y F espacios de Banach. Entonces

U:ﬂ)}

MOME} , wF}) (1) = 2° {L(E,F) (

e

donde £” {L(E,F)(]|+||)} 1llevan su topologfia normada

natural.

6.14. Observacién. Si A<« u y son c, o un "step space”

verifican las hipétesis de 6.13.

6.15. De manera andloga al caso escalar, si A, (E) ¥y

A, (F) son K-espacios definimos

S(AL(E) , A, (F)) : = ¢(L(E,F)) = M(A,(E) , A, (F))

donde la clausura estd@ tomada en la topologia Ttyp.
Igualmente, notamos S({A(E)) := S{A(E) , A(E)).

Estamos interesados en caracterizar las aplicaciones
diagonales completamente continuas entre A;(E) y A, (F).
Si estos son K-espacios, las componentes de este tipo

de aplicaciones deben ser completamente continuas.

Sea L (E,F) el espacio de todas las aplicaciones
completamente continuas de E en F, si F es casi-comple
to entonces L (E,F) es cerrado en LI(E,F)(1p) (cf.
KOTHE, 1979 (p.201)).

Nota.- Para el resto del capitulo supondremos que F es

casi-completo.

Dados dos K-espacios A;(E) y A,(F), definimos
Mc (AL (E) , A, (F)) como el espacio de aplicaciones diago -
nales y continuas de A;(E) en A;(F) cuyos términos
son aplicaciones diagonales completamente continuas,o

sea
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Mc (0 (B) A, (F)) = = {A= (B,) € M(A, (B),A,(F)) : Ape€Lc(E,F) n=1,2..}

- Teniendo en cuenta 6.8. Y}1a obéé##ééiél
‘ L¢(E,F), es claro que >MC(A1(E),A2(F))V3ésr _SﬁbéSPacio
cerrado de M(A;(E),A,(F))(1p) que contiene a ¢ (L. (E,F)).

cha sobre

Definimos entonces Sc(Ai(E),A,(F)) := ¢(Lc(E,F)) donde

la clausura estd tomada en la topologia Ty . Entonces
Sc(Al(E),Az(F)) es un subespacio cerrado de ——————-—-—
Mc (AL (E) ,A,(F)). De nuevo notamos Mc(A(E)) : =

=M (AME),ME)) y S (A(E)) : = S {ME),A(E)) .

Si A,(E) y A,(F) son BK-espacios, entonces
M(A,(E) A, (F)) (1p) y sus subespacios S(A;(E),A,(F)),

Mc (A (E) A5 (F)) y Sc(AL(E) ,A,(F)) son BK-espacios.

Si F es un espacio semi-Montel entonces L(E,F) =
= Lo (E,F) vy, por tanto, M{A,(E),A,(F)) =Mc (A1 (E), A, (F))
y tambidn S(A,(E),A,(F)) = Sc(A,(E), A, (F)).

El siguiente resultado y su corolario son inmediatos.

6.16. Proposicidn

Sean A;(E) y A,(F) K-espacios, entonces toda aplica

cidn A € ¢[LC(E,F)) es completamente continua.

6.17. Corolario

Si Ale) y A:(F) son K-espacios y A,(F) es casi-
completo, entonces toda aplicacidn diagonal - ————e———-

A € Sc(A;(E),A,(F)} es completamente continua.

6.18. Ejemplo. Teniendo en cuenta 6.12. y el hecho de

que si E es lcs entonces la clausura de ¢(E) en L7{E}
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es co{E} , obtenemos que si X y p’ son BKeespa¢ios
normales tales que L'c A= p<=g" y E yiP:s

cios de Banach, entonces .
, e

e

SOME},ulF}) = co{L(E,F)}

Mc (ME}, u{F}H = 2 {L(E,F)}

Yy  Sc(ME},u{F}) co {Lc(E,F)}

§7. SECCIONES DE TOEPLITZ EN ESPACIOS DE SUCESIONES
VECTORIALES.

7.1. Definiciones

Sea E un espacios lcs y sea T =(Tpx)pn,k21 Una ma-
triz infinita cuyos términos son aplicaciones lineales

y continuas de E en si mismo: Tpx € L(E) n,k=1,2,...
Supondremos que T tiene filas finitas:
T 2o (Toy, Tpyr eve s Toxs «o- ) € 6 (L(E)).

Como caso particular, si T = (tpx),, 6 x es una matriz -
de escalares con filas finitas, T puede interpretarse
como una matriz de aplicaciones lineales y continuas -
en E: Tpy:=tpx Ig donde Iy es la identidad en E.
(Para matrices escalares identificaremos, en lo que --

sigue, tpxy con tpyx Ig).

Si x::(xn)n es una sucesidn en E, llamaremos a
Ty = (Thx Xx)x n-ésima seccidén de Toeplitz de x

con respecto a la matriz T. Dado que T (™Mx € ¢(E)

para todo n, si - A(E) es un K-espacio de sucesiones

T(n)

en E, tiene sentido considerar como aplicacién

diagonal y continua: T(*) e M(A(E)).
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(1) Diremos gue una. sucesién x € A(E)'

- propiedad T-AK si.“x =,l%m () x
B P w

(1) Diremos que A(E) posee la propiedad T-AK si
la posee cada sucesién x e A(E).

(2) Diremos gue una sucesidn x € A(E) posee la
propiedad T-BS si el conjunto (™ x :n=1,2..}

estd acotado en A(E).

(2)' Diremos que A(E) posee la propiedad T-BS si

la posee cada sucesién x € A(E).

Al igual que en el caso escalar, si I es la matriz
cuyas filas son los vectores P,, las propiedades I-AK
y £-BS se llaman respectivamente AK y BS. Los espacios
AME} introducidos en §5 poséen la propiedad BS y, si
A =Xy , también la AK (cf §9.). En 58. estudiaremos es
pacios de sumabilidad Cesdro en un espacio lcs que --
poseen la propiedad T-AK para ciertas matrices pero no

la propiedad BS.

7.2. Observaciones.

(1) Si A(E) tiene la propiedad T-AK, entonces también
tiene la propiedad T-BS. Ademds ¢(E) es denso en A(E).

(2) si A(E) es un K-espacio con la propiedad T-AK,
entonces para todo x € E y para todo k € N se

tiene:

I = lim T{®) (1 = lim (I (T
x (%) im (Ixx) im (Iy(Tnkx))

~luego x = lim T,, x . Dado que X es arbitrario obtene-
n
mos que lim T,y = Ip en la topologia 1 . Diremos que
n

una matriz T en la que 1lim T , =1 para cada k € N
n

E

es una matriz de tipo Sp;.
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7.3. Lema.
Sea A(E) un K-espacioy T una mattiz”é6ﬁ;§érminos>

- Tpx € L(E) que es de tipo Sp; .1Sif x‘€'¢(EQ;§§tbp¢es

X posee la propiedad T-AK. o i

Demostracibn. Sea X = (X1,...,%Xp,0,...) con p € N.

Si ke {1,...,p} es xi = 1%m ThxkX O sea rin)y con

verge a x coordenada a coordenada. Como r(n) g r XE€E

€ JP(E) ‘(vér 5.4.) para todo n € WN, obtenemos que-
r(n)y converge a X en la topologia de A(E) ya que
al ser éste un K-espacio, la topologia que induce ~--
sobre J,(E) es la misma que la topologia de la con-

vergencia coordenada a coordenada. Q.E.D.

7.4. Proposicidn

Sea A(E) una K-espacio con la propiedad T-BS con
respecto a una matriz con filas finitas y de tipo Spy-
si ademds {T®™ :n=1,2,...} es un equicontinuo (en
particular, si A(E) es tonelado] entonces la clausu-
ra en A(E) del espacio de las sucesiones finitas en

—

E, ¢(E), posee la propiedad T-AK.

Demostracién. Puesto que T(™) (6(E)) = $(E) para

todo n € N, de hecho obtenemos que ("’ 1 n=1,2,..}
es equicontinuo en L{¢(E)). Como x = lim T{")x para
todo x e $(E) (por el lema anterior) y ¢(E) es den
so en ¢(E) se sigue de la equicontinuidad de -——=-

(n)x

{T(n) tn=1,2,...} que Xx = l%m T para todo --

X € ¢(E) (cf KOTHE, 1979 (5§39.4.(1)) ) Q.E.D.

De la proposicién y 7.2. (1) se sigue
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7.5. Corolario.

Sea A(E) un K—espacxo ‘tonelado y T :
con termlnos enL(E) con fllas flnltasjy de*tipoﬂ SpIk
Entonces A(E) posee la propiedad T-AK si y sblo si
posee la propiedad T-BS y ¢(E) es denso en A(E).

7.6. Observaciones.

(1) Sean E y F espacios lcs. Sean T:E — E y
A:E — F aplicaciones lineales y continuas, entonces
AT : E — F es lineal y continua. Podemos pues inter-
pretar ‘T como una aplicacién lineal T :A € L(E,F) —
——+ AT € L(E,F). De hecho, T es continua si en L(E,F)
consideramos las topologias tg, Tpc 6 1, pues si M
es un conjunto finito, precompacto o acotado en E,
T(M) tambi&n lo es y, por tanto, para todo V € 4U(F)
se tiene que AT € W(M,V) siempre que A € W(T(M),V).

(1)' Andlogamente, si T € L(F) , podemos identificar
a T como un aplicacidén lineal T : A € L(E,F) —
——+ TA € L{(E,F) gque es continua si L(E,F) 1lleva su

topologia 15 (Tpc & 7Tb)-

T es una matriz con filas finitas  —e-—ce——e—-

(2) A la vista.de (1) si A;(E) y A,(F) son K-espa
cios y

T(n)

I}

(Thx)x € ¢(L(BE)) , las filas de T pueden ser
consideradas como aplicaciones diagonales en

M(A,(E) , A,(F)) de la siguiente manera:

T(R) A € M(A,(E) A, (F)) — AT(®) e M(A,(E), A, (F))

donde AT!® :x € A, (E) — AT ™M x = (A, T Xy), € A, (F)

Ademas T ™) como aplicacién diagonal en M(A (E) A, (F))
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(154 Tpc 5 1p) es continua: T(") ¢ L(M(Ai(E),Az(F)))
para todo n € NW. ' .

"

(2) Ahélogamenge‘si T 'es una maﬁfié é6n fi}asnfihi_;dy
tas T(n) = (T ), € ¢(L(F)) , cada T(®) pﬁede ser --
considerada como una aplicacién diagonal y'continua en

M(Ay (E) A2 (F) )=

T(M) 1A e M{A, (E),4,(F)) — T(™A e M(A, (E), A, (F))

Entonces se tiene:

7.7. Proposicibn

Sean A;(E) y A,(F) K-espacios. Supongamos que -
A, (E) es tonelado. Si A;(E) o A,(F) tienen la pro
piedad T-BS entonces M(A;(E),A,(F)) (1) tiene la pro
piedad T-BS.

Demostracidn. Si x e A;(E) y este espacio posee la -

propiedad T-BS entonces {T(®x:n € N} es acotado -
en A,(E) y, por tanto, {AT™x:n e W} es acotado
en A,(F) para toda aplicacidn diagonal A € M[AI(E),
Az(F)). Por el teorema de Banach-Steinhaus, {at(n)
n € N} es acotado en M(A,(E),A,(F))(1,) con lo que
se sigue el resultado en el primer caso.

Si ahora el espacio con la propiedad T-BS es A, (F)
se tiene que si x € A, (E) y A € M(A(E),A,(F)), -—-

entonces {T(n)Ax: n € N} es acotado en . A, (F). con
lo que el resultado sigue aplicando de nuevo el teore-

ma de Banach-Steinhaus. Q.E.D.
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De la proposicidén y 7.5. obtenemos

7.8. Corolario

Sean A, (E) y A,(F) BK-espacios. Si A;(E) o
A, (F) tienen la propiedad T-BS con respecto a una ma-

triz T de tipo Sp, entonces M(A; (E) A, (F)) (1p) y
M (A1 (E) ;Ao (F)) (1) tienen la propiedad T-BS. Ademéis:

S(Ay (E),0, (F)) ={A € M(A; (E),A, (F)) : A tiene la pro
piedad T-AK}

Sc (A1 (E) A, (F)) =Mc (A1 (E) ,A, (F)) N S(A,(E),A2 (F))

7.9. Proposicidn

Sean A;(E) y A,(F) K-espacios. Supongamos gue -
A1 (E) es tonelado. Si A;(E) posee la propiedad T-AK
entonces M({A; (E),A,(F)) (1pc) posee la propiedad T-AK.

Demostracidn. Si x € A;(E) es x = lim (k. si
n

A e M(A,(E),A,(F)) entonces Ax = lim AT(®) (x) con
. . n

1o que el resultado sigue del conocido corolario al --

teorema de Banach-Steinhaus. Q.E.D.

7.10. Corolario

Sea A(E) un K-espacio tonelado con la propiedad --
T-AK. Si E tiene la propiedad de la aproximacidn enton

ces A(E) también la tiene.

Demostracidn. Bastard .comprobar (cf.: KOTHE, 1979 (§43.1))

que si M es un conjunto precompactoc en A(E) y U e

€ 9U(A(E)] entonces existe una aplicacién lineal, --
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continua y de rango finito B : A(E) — A(E)

tal que
(I-B)(M) == U donde I es la identidad en  A(E).

it

PECIEE

Por 1a'pfoposiéi6n, dado M existe' T(n)==(Tn1:-.-,an}iﬁ

,0,...) € ¢(L(E)) tal que (I-—T(n))(M) ¢: 3 U.

M es precompacto luego P, (M) es un conjunto precompac
to en Jr(E) (cf. 5.4.) para la topologia inducida por
A(E) . Ahora bien, A(E) es un K-espacio luego Jr(E) es
isomorfo a E' que tiene la propiedad de aproximacidn
por tenerla E. Como T‘® (A(E)) = J(E), de hecho

T{Mp, = 1™ e L(J (E)) asi que existe una aplica--
cidn lineal ,” continua y de rango finito, A :J,(E) —
— Je(E) , tal que (T -a)(pr(M)) = }U.

Entonces, dado que Py A Pr(M) = A Pr (M), se tiene

(I-PrAPy) M) <= (I-T™)ym) + (T™) _P,APy) (M) =

=(z-1t ) ) « (¢ - (Pe) =

Nl

= U + 31U =10

siendo B:= P,AP, : A(E) — A(E) 1lineal, continua

y de rango finito Q.E.D.

7.11. Proposicidn

Si A;(E) es un K-espacio tonelado y A,(F) es un
K-espacio con la propiedad T-AK entonces  —--====————-
Mo(A1(B) ;A5 (F)) = M{A,(E),A, (F)). Ademds este espacio
con la topologia 1, posee la propiedad T-AK.
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Demostracién. Sea 'Aes,j@(Al(E),Az(F)). Entonces para

todo x € A,(E) es Ax = 1%m T(n)AX,fYQ&‘yU

posée la propieéad T-AK. El resultadoEéigué“entonées?
del conocido corolario al teorema de Banach-Steinhaus
Q.E.D.

7.12. Observacidén. Si A, (E) y A,(F) son K-espacios

Yy A € M(A,(E),A,(F)) es una aplicacibén diagonal ---
completamente continua, entonces A, € L.(E,F) luego,
de hecho, A € Mc(Al(E),Az(F)).

El siguiente teorema es una generalizacidn al caso vec
torial del teorema (2.6.) de caracterizacidn de aplica
ciones diagonales completamente continuas entre cierto
tipo de K-espacios. Las dificultades que aparecen al -
extender este resultado al caso vectorial no residen -
en el método de prueba del caso escalar sino en los re
sultados previos. Obsérvese que la demostracidn del ca
so escalar no necesita ser alterada si la tonelacidn -
del espacio de llegada se sustituye por la equiconti--
nuidad de las filas de la matriz. La prueba en el caso
vectorial sigue exactamente las lineas de la del caso

escalar y, por tanto, la omitimos.

7.13. Teorema

Sea A;(E) un K-espacio con la propiedad T-BS con -
respecto a una matriz T de tipo Sp;. Sea A,(F) un K-
-espacio con la propiedad T*-BS con respecto a una ma-
triz T* de tipo Sp; tal que {T*{n) :n=1,2,...} es

‘un subconjunto equicontinuo de L{A;(F))}. Entonces: si

A: A (E) —s A, (F) esunaaplicacidn diagonal comple-

tamente continua se tiene que A = l%m px (n)p para




Cap.II §.7 50

la topologia 1p.

7.14. Observacién. Auhque la hipéfeSisfhébi ual af§ ; ’

deducir equicontinuidad es la tonelacidn, hemos prefe-
rido sustituir esta hipdtesis de 2.6. por la equiconti
nuidad de {T*(n)} debido a que, como veremos en el -
capitulo III, ejemplos importantes de espacios de suce
éiones,vectoriales, como los A{E} , pueden no ser to-
nelados (afin siendolo XA y E) y sin embargo la equicon-
tinuidad de los proyectores {P,} es de verificacidn

inmediata.

Hagamos notar, asimismo, que la misma sustitucidn -
de hipdtesis podria haberse realizado en 7.5., 7.7., -
7.8., 7.9., 7.10. y 7.11.

7.15. Corolario

Bajo la hipdtesis del teorema, si A;(F) es casi-
-completo entonces SC(AI(E),AZ(F)) es el conjunto de
todas las aplicaciones diagonales completamente conti-
nuas de A;(E) en A,(F) . Ademds se tienen las igual:

dades:
Sc(A1(E) A, (F)) =S (A1 (E), A, (F)) n Mc(AL(E), A, (F)) =

= {A € M_ (2, (E),A,(F)) : A posee la propiedad T*-AK!}

7.16. Corolario

Bajo las hipbtesis del corolario 7.15. si ademés
Ay (E) es normado entonces Sc{A,(E),A,(F)) es el con
junto de todas las aplicaciones compactas de A;(E) en
Ay (F) .
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7.17. Corolario

Si A (E) es”ﬁh K-espacio de Montel c6n ih:pfdpieé
dad T-BS. donde T es una matriz de tipo Sp, y E
tiene la propiedad de la aproximacidén, entonces A (E)

posee la propiedad de la aproximacidn.

7.18. Ej emplos

(1) si A(g(x,A™)) ¥y wu(B(u,n)) son BK-espacios —-
normales tales que g'c )l cpc™y E y F son
espacios de Banach, entonces ei espacio de aplicacio-
nes diagonales y compactas de A{E} en u{F} es -—-
co{Lc(E,F)} (donde L(E,F) 1lleva su topologia norma-
da habitual).

(2) Si )\ es un BK-espacio normal con la propiedad AK
y en el que H en ” =1 para n=1,2,... es inmediato

deducir que le A= ” vy A = \S con lo que, por
el ejemplo anterior, si E es un espacio de Banach, el
espacio de aplicaciones diagonales y compactas de A{E}
en M{E} es c,{L:(E)}. Hemos obtenido asi un ejemplo
de GUPTA-PATTERSON, 1985.

(3) si E y F son espacios de Banach es conocido (cf.
MADDOX, 1980) que MI(c,{E} , 2*{F}) = M(RZ{E} , 2*{F}) =

= zl(L(E,F)) luego el espacioc de las aplicaciones dia .
gonales y compactas de c,{E} (& 2”{E}) en o {F}
es ' (Lc(E,F)).

(4) Si E y F son espacios de Banach y p>1, sabemos -

(cf. MapDOX, 1980) 'que M(RP{E} , o' {F}) = 2P {L(E,F)}

(donde p* es el exponente conjugado de p). Entonces




Cap.II §.7 52

las aplicaciones diagonales y compactas de

2*{F} con p>1 coinciden con el,COnjun
PPY(LC(E,F)}. o

Cen
L

En §8. daremos otros ejemplos con espacibs de suma-
bilidad en el sentido de Ceslro. Finalizamos esta sec-.
cidén dando un resultado de caracterizacidn de la pro-- -
piedad T-BS para FK-espacios cuando T es una matriz -
numérica. Dicho resultado es una generalizacidn de un
teorema de BUNTINAS, 1975 para el caso escalar. Necesi-

taremos algunas definiciones previas:

7.19. En lo que resta de seccién A(E) serd8 un FK-
—espacio de sucesiones en un espacio de Fréchet E y
T = (tnk), x»1 una matriz numérica, con filas finitas,

reversible y de tipo Sp, cuyas filas denotaremos por
n

t". Sean
Arg(E) & = {x € w(E) : {t"x:n=1,2,...} es acotado
en A(E)}
Arp(E) : = {x e A(E) : x = lim t%x}

Si Ue Q4(A(E)) podemos definir la seminorma

n
q¥ = x € App(E) — g*(x) = sup qu (t'x)
Consideraremos a Arg(E) dotado de la topologia metri

zable dada por las seminormas {g} : Ue€ U{A(E))}. En

ese Ccaso:

7.20. Proposicidn

En las condiciones anteriores App(E) es un  FK-

-espacio.



Cap.II §.7 53

Demostracién. Comprobaremos (i) que es un K-

spacio y,

(ii) que es sucesionalmente completo

para todo k) sea 1ry: =
(1) si xe E, ke N y Uec U(A(E)) se tiene
qE(Iyx) = sup qu{t® Iy x) = sup dg(tnk ex X) s rxayl{Ixx)

Pero Iy :E — A(E) es continua asi que existe

una seminorma continua g sobre E tal que qu(Iyx) <

A

g(x) para todo x e E. Entonces qf(Iyxx) <
£ ry q(x) con lo cual Iy :E — App(E) es con-

tinua.

(2) Sea k € N y consideremos Iy : Apg(E) — E. Si
{(x™) :me N} es una sucesién en Apg(E) conver-
gente a x entonces, por la definicidén de la topolo
gia en Apg(E), t"x = lim t® x™  en A(E) para
todo n € N y, por ser A(E) un K-espacio, para
todo neN es tpx xx = lim tokxs™ en E. Toman-

do n tal que tp i =0 (existe dicho n pues —-——--

; - ' 14 (m)
lIJim thx = 1 para cada k) obtenemos x, = lrzﬁm Xy
Y, por tanto, que I -es continua.
(ii) Sea {x(m) t:m=1,2,...} una sucesidén de Cauchy en

Apg (E) . Por ser Aqpg(E) un K-espacio se sigue que para

(m)

cada 'k € N la sucesidn {’Xk +m=1,2,...} es de Cau-=

chy en E luego existe Xy = lim x{®) e E . Sea —m—=-
m

k
x: =(xg), € w(E), veamos que x (m)

M

App (E) ¥y x=ln1?m X

en Aqg(E).
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Si t"™ = (tgys---stprs0,...) entonces

ademss (tPx) = tpe ¥ = lim £, x{®) paracada k=
~ L m gt Bl SR

=1,...,r. Como A(E) es un K-espacio, 1a fopdlogia
gue induce sobre J,(E) es la de la convergencia coor

denada a coordenada asi que t"x = lim t" %™ en A(E).
m

Asi pues: Dado U€ U (A(E)] y n e€ N existe -—-

m(n,U) tal que si m 2 m(n,U) entonces -

ay (t" x - t2x(™)) < 1,

Entonces:

A

gy (th x - th x(m)y o qU(tnx(m))

IA

qU(tn x)

A

1+ q{j(x(m)) < 1 + sup qg(x(m))
m

Asi pues sup{qU(tnx)} < 1 + sup q{‘](x(m)) < + ® con
n m .

lo que x € Apg(E).

Finalmente, dados €>0 y U € Q (A(E)) existe

€.

WA
Ni=

n, € N tal que si n,m2n, entonces q[’}(x(n)—x(m))
También sabemos que, dado k € N, existe m(k,U) (que -
podemos tomar mayor que n,) tal que si mzm(k,U) enton
ces qU(th -tk x(m)y ¢ 1e. Asi pues siempre que nh 2 ny
y k e N tenemos, tomando m z m(k,U)

-t x

IA

qU(th-th(n)) qU(th—t_kx(m)) + qU(th(m

[7aN

A
A
M

be + gr(x(m -x(n))

i/

De donde q[’;(x—x(n)) < € si nzn, y, por tanto,

x = lim xM)  en A E). Q.E.D.

(
o TB
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7.21. Proposicidn

En las condiciones previas se tiene que‘i(A E)TK(E);C;.
< Apx(E) ¥y se da la igualdad si ~A(E)"pbééé;1a pro-

piedad T-BS.

Demostracidn.

(=) Sea x ¢ (Apg) ok (E) . Dados ‘n,me N tenemos que
t"’x - t®™x e ¢(E) luego, por 7.3., t%% - tPx =
= 1im tk(t"x - t™x) en A(E). Ahora si Ue QL(A(E)),

entonces

gy (tPx - tfx) = l%m qU(tk(tnx-tmx))réqﬁ(tnx-tmx)

Pero si x € (Apg) ¢ (E) {t® % :m=1,2,...} €s una
sucesién de Cauchy en Aqpp(E) luego la desigualdad --

anterior nos permite deducir que {t®x:m=1,2,...} es

una sucesidn de Cauchy en A(E). Dado que éste es un -

FK-espacio, tenemos que existe y = lim t®x € A(E) .
m

Ahora bien Agg(E) también es un K-espacio y -—-—==--

X = lim t®x en Agg(E) luego yx = lim (t®x)y = xx
m

m
para todo k € I con lo que x £ A(E) y ademas --
x = lim t®x en este espacio, es decir x € Apg(E).

m

(o) Si A(E) posee la propiedad T-BS entonces ————-
{t":n=1,2,...} es un subconjunto equicontinuo en:
A(E) que es un FK-espacio; luego dado U e QU (A(E)),

existe V€ YU(A(E)), tal que qu(t"x) s gy(x) para
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todo x e A(E).

Ahora si x € Aqg(E) = Apg(E) tenemos:

qyx-ﬂ%)=%ﬁ @¢xmx-e&njs§§m-t%d;+»o'"

m-+

Q.E.D.

7.22. Observacidén. Puesto que T es una matriz con fi-

las finitas, reversibles y de tipo Sp,, podemos consi-

derar su campo de sumabilidad:El espacio

Cp:= {X € p : Existe lim 2 thx Xk (= T = £ X¢)}
nox
La aplicacidn

el +x e cp —sllxll=sup (| ] toy %l snemz0
. k

es una norma sobre cp que lo hace isométrico a c¢ vy,
por tanto BK-espacio (cf. WILANSKY, 1964 O RUCKLE, 1981).
Por ejemplo Cr, = Ca - En BUNTINAS, 1975 se dan condi-
ciones para determinar cuando cq tiene las propieda-
des T-AK y T-BS.

El siguiente resultado se debe a Buntinas ( ibidem )
y nos serd necesario para la prueba del siguiente teo-

rema:

7.23. Si T es una matriz reversible, con.filas finitas

y de tipo Sp, Y c¢q tiene la propiedad T-AK, enton-

ces:
Mlcp) = (Mlcp))og
S(cp) = (Mlcp))px = Mlcp) N ¢y
y M(cqp) = S(ep) + [{e}]
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donde M(cp) es una BK-&lgebra con la topologia Ty

dada por la norma:

lall* -

I eegy | e ]

I e~18

j=1

(siendo T7! = (tﬁj) la matriz inversa de T).

Utilizaremos también el siguiente resultado debido
a Summers (para la terminologia y la demostracién nos
referimos a RIEFFEL, 1967 y a SUMMERS, 1971, respectiva

mente) .

7.24, Sea A un dlgebra de Banach con una aproximacidn
acotada de la identidad y sea E un A-médulo de Fréchet

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) La envoltura lineal de A +«E es densa en E

(2) A-E = E
Siguiendo las técnicas de Buntinas, tenemos:

7.25. Teorema

Supongamos que T es una matriz reversible, con fi-
las finitas y de tipo Sp, tal que c¢g es un espacio
con la propiedad T-AK. Sea A(E) un FK-espacio. Enton

ces Nop(E) posee la propiedad T-BS.

Ademds las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) A(E) posee la propiedad T-BS
(2) M(CT) + AME) < ATB(E)

(3) S(CT) « A(E) C:ATK(E)
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(4) M(cq) « A(E) A (E)

(5) S(CT) ° A(E)

-

Apx (E)

Demostracidn. Observemos en primer lugar lo siguiente:

~ sean X € ui_(E) y a € M(cqp). Puesto que
tPax = (" aT7) (Tx)

dado U € U(A(E)] tenemos:

[ 7Y

ay(t?ax) = qy (; (g to o tE ) thx)

I

D tnko‘ktﬁml qu (£7 %) <
m k

WA

(517 tnkakt;m[) sup {q (" x)} <
m k

IIA

em ol * sup {qy (£ %)}

Como {t":n=1,2,...} es un equicontinuo en L(cq)
por ser cp un BK-espacio con la propiedad T-AK, exis
te una constante r>0 tal que || t®]||*sr para todo

n € N. (De hecho, se puede comprobar que podemos tomar
r=1)

Por tanto:

(*) si x € w(E) , a M(cp) v Uc’:'f‘\,U:A(E)), enton-

M

ces para todo n € W

[

a(tax) < rlal[*sup (qut?x)}

Estamos en condiciones de probar que Apg(E) posee la
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propiedad T-BS. En efecto: sea X € Aqpg(E) y sea =-=-
Ue U(A(E)), entonces (por(*)) Para todo'ﬁ“' Ces

lay(Fxs

qf(t™x) sgp duy(t®t®x) < rl| {:‘mﬁ’”* st

A

2 <,
r qg(z)

Con lo que {t™ :m=1,2,...} es acotado en App (E) .
Pasemos a probar las equivalencias:
(1) = (2): Sean x e A(E) y o € M(cg). Si U eQ (A(E)],
por (*) tenemos:

qy(tPax) < r|l o [|* sup gy (t®x) para todo n e N.

m

Pero si A(E) posee la propiedad T-BS, entonces --—--
sup gqy(t®x) < +« con lo que qy({t®ax) < += para --
m

todo ne W y por tanto oX € Apg(E) . Puesto que a ¥y

X son arbitrarios obtenemos M(cq) » A(E) < Aqpg(E) .

(2) = (3): Sea x € A(E), podemos considerar a X COmO

una aplicacidén diagonal
X:0 € S(cg) — ax = (ap Xp), € ApplE)
Podemos interpretar cada X, como un elemento de
L(K,E) por medio de: xy :B8 € K —~ BXy € E.

Entonces por ser S(cp) y Aqg(E) FK-espacios, la

aplicacidén x: S(cq) —> Apg(E) es continua (por 6.4.)

S(cq) es un espacio con la propiedad T-AK (por 7.23)

luego, como x es continua, ax = lim (t® g)x posee la
n

propiedad T-AK, o sea: aX € (App) (Bl = AL (E) (la

iltima inclusidn por 7.21.) lo que prueba (3).

(3) = (4): Puesto que e € M(cqp), se tiene que A(E)<=

< M(cq) A(E). Por otro lado, usando 7.23, obtenemos
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M(cg) A(E) = (S(cp) + [{e}])A(E) = S(ep)A(E) + A(E) =

a

(4) = (1): Si A(E) = M(cp)A(E), cada x € E define -

una aplicacién diagonal:

X:a & M(cp) — ax € A(E)

que es continua por ser M(cp) y A(E) FK-espacios.
{t":n=1,2,...} es acotada en M(CT)(ll'”*) (recorde
mos que |[t®||* < r para n=1,2,...) luego ————

{t"x :n=1,2,...} es acotado en A(E) 1lo que prueba

(M.
(5) = (3): Es inmediato.
(3),(1) = (5): Por (1) y 7.21. se tiene la igualdad --

'TK(E). Por otro lado A(E) -

Y Apg(E) son FK-espacios con la propiedad T-BS con 1lo

algebraica: Ay (E) = (Agg)

que, por 7.5., Apx(E) coincide con la clausura de ¢ (E)
en cada uno de estos espacios. De aqul obtenemos que
Atk (E) es un FK-espacio con las dos topologias hereda-

das, por lo que éstas deben coincidir. Consideraremos

hog (B) {{aX :U e AU(A(E))}).

Estamos en condiciones de probar (5): Puesto que se
tiene:
(%) S(cqp) Apg (E) = S(cp) A(E) = Aqg (E)

(la dltima inclusién por (3)).

Apx (E) puede ser considerado un S(cg)-mbédulo median

te la aplicacidn
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(a,x) € S(op) X Apg (E) — o ° X“§ ﬁTK(E)

‘Observemos que S(CT)([I-H*)«nes un &lgebra de ---
Banach en el que {t":n=1,2,...} es una aproxima---
cién acotada de la identidad pues || tnll* £r y --
a = lim t"g para todo o € S(cg) {por 7.23.).

a ,
Por (%), para todo =x € Apx(E) se verifica:
) *
qf(ox) = sup qy (t"ax) < r I ol qa* (x)
es decir, Apgx(E) es un S(cg)-mbédulo de Fréchet.

Finalmente, es claro que ¢(E) < S(cq)Apkx(E) con -

lo que usando'[i), S(cp)Arx(E) es denso en Apx(E) -

asl pues, por el resultado de Summers, 7.24., obtene--

mos, usando (¥}, que
Arg(E) = S(cp)Apk{(E) = S(cq)A(E) = Aqg(E)

de donde sigue (5). Q.E.D.

7.26. Corolario

En las condiciones del teorema, A(E) posee la pro-
piedad T-AK si y s6lo si A(E) = S(cqp)A(E).

Demostracidn (= ): Sigue inmediatamente del teorema.

(&) A(E) =S(cp)A(E) = M(cp) A(E) = (S(cqp) + [{e}])A(E) =
= S(cT)A(E) + A(E) = A(E) + A(E) = A(E)

luego se verifica la condicidén (4) del teorema y, por
tanto, la (5) con lo que:

1'\(E) = S(CT)A(E) = ATK(E) Q.E.D.
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58. EL ESPACIO c(E) Y ESPACIOS DE CESARO ASOCIADOS.

8.1. Definicién (El espacio c(E))

‘E1 espacio de las sucesiones convergentes en un es-

pacio lcs E,
c(E) : = {x=(xy), € w(E) : existe l%m x, (=x,) € E}

es un subespacio vectorial de $"{E} que ¢ontiene a
co{E} y puede ser dotado de la topologia dada por las

seminormas
%o,y X € C(E) —> du,y(x) = sup {ay(xy)} € [0,+)
donde U recorre 9A(E). Con dicha topologia c(E) es

un K-espacio.

8.2. Proposicidn.

Sea E un espacio lcs. La aplicaciédn
I:%x @ (X3), € E e co{E} — I(xy @ (xq),)

= (xg +Xpy) . € c(E)

n

es un isomorfismo topoldgico.

Demostracidn. Es claro gue I est8 bien definida y es -

biyectiva siendo I~!'{(yp),i = (lim Yn) @ (yn-l%myqdn.
Ahora si U € QUI(E) es:
Ao, g (T (XKo@ (%) V) =dp g (%o +xn) ) = sup {qy(xe+xn)} <

< sup {qy(xp)} + quixe) = ayixe) +Qw,y((xn)p)

con lo que I es continua.
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Finalmente, si (y,), € c(E) entonces para todo ----
U € QU(E) es

qy (1im yp) = lim qy(y,) < sup {qy(yn)} =de,y((¥n) )
por lo que

Gy (1im yp) + Qo y((vy = 1im yn)) € 24, u((yn)y) +

+ qw,U{(l%m vy)e) =2qw'U((yn)n)-+qU(l%m Ya) £

A

3qw,U((yn)n)

luego I~' es continua Q.E.D.

8.3. Corolario

Sea E un espacic lcs, entonces toda forma lineal y
continua £ : c(E) — XK viene dada de la siguiente

manera: Si x= (X5), € c(E) se tiene:

oo
<x,£>= < lim x,,£4> + ) < x

n \ n
n=1

- N LI

donde £, € E' para n=0,1,2,... v (f5) .o < LH{E L.
Demostracidn. Si £ = {c(E) ' vy x < c(E) entonces,

por la proposicién anterior, existen £, = E' V% .
g = (cy EX) ' tales gue

<x,f = < l%m Xnslo > + ¢ (xn-l%m X,.)_,9°>

v, reciprocamente, toda forma lineal asi construida es

continua en c{E).

Es conocido ( GARNIR-DE WILDE-SCHMETS, 1968 (p.464) cf. —-
también al capitulo III) gque el dual de cy{E} es

2H{E}}, esto es: existe (f,)_., = #'{E/!} tal que
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e o]
<(xn-l%m Xp) gr9> = ) <xn-l%m p SIS g
n=1

~Luego el resultado sigue sin mds que observa: queVu;
(£n) 120 € LM{E[} siy s6lo si (£5),; € 2H{EL} ¥

f, € E' Q.E.D.

Utilizando las propiedades conocidas de co{E}, po-

demos obtener:

8.4. Corolario
Sea E un espacio lcs, entonces:
(1) c(E) es (sucesionalmente) completo si y s6lo si E
es {(sucesionalmente) completo.

(2) c(E) es (casi-) tonelado si y sblo si E es (casi-)
tonelado y E} posee la propiedad (B) de Pietsch
( PIETSCH, 1972).

(3) c(E) es un FK-espacio (BK-espacio) si y s6lo si E

es un espacio de Fréchet (de Banach).

Demostracidén. (1) y (3) siguen de la proposicidén 2. y

el resultado correspondiente para c,{E} (cf. ROSIER,
1973 y al capitulo III).

(2) sigue de la proposicidn 2. y la caracterizacidn de
la (casi-) tonelacidn de c¢,{E} dada en MARQUINA-SANZ

' SERNA, 1978 y MEeNDOzA, 1983 (cf. también al capitulo IO)
Q.E.D.

8.5. Lena

Sea E un espacio 1lcs tonelado y F un espacio lcs --
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sucesionalmente completo. Sea D un conjunto total en E. Sea

T,:E—F (n=1,2,...) una suceSién,'de 'lkkj».c’:’ac’iones

lineales y continuas tales que:

(1) Existe 1lim T 6 x para todo x € D
n

(2) {T,x:n=1,2,...} es acotado en F para todo
x € E

Entonces existe la aplicacidén lineal
T:x€ E— TXx = 1im T, X € F
n

y es continua.

Demostracién. Bastard ver que para cada x € E 1la su-

cesién {Ty,x:n=1,2,...} es de Cauchy en F ya que,

en ese caso, existird Tx=1im T,x y el resultado ---
n

seguird del conocido corolario al teorema de Banach-

-Steinhaus.

En efecto: Sea V € qI(F), estamos en condiciones
de aplicar el teorema de Banach-Steinhaus para deducir
que existe U e QUE) tal que T,(U) =@ +V para ---
n=1,2,... Ahora si x € E existe x, € [D] tal gque
X=X, € U. Pero si x, e [D], entonces, por (1), exis-
te lim T, X, con lo que {Tpx,:n=1,2,...} es una
suces?én de Cauchy en F y podemos encontrar n, € N
tal que si m,n 2 n, entonces Tpx,-TpX, < %-V.

Finalmente, si m,n 2 n, obtenemos:
ThXx =Tpx = (Tpx = Tpxg) + (TpxXg = TpXe) + (Tpx, - Tpx) €

€ T, (U) + 2V + T (U) =V
Q.E.D.
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8.6. Definicidn

Sea A= (Ank), y>, una matriz infinit

nos son aplicaciones lineales y continuas |

Apx € L(E,F).

Si A, (E) y A,(F) son K-espacios, diremos que A ==

transforma A;(E) en A,(F) si

(1) Para todo x € A, (E) existe yp:= ) A X, € F
k=1
n=1,2,...

(2) AX : = (yn)n = { E Ank Xk]n € Az(F)
k

Notaremos por (A;(E),A,(F)) el espacio de todas --
las matrices que transforman A;(E) en A,(F) (cf.
MADDOX, 1980).

Las matrices infinitas de operadores entre espacios
de Banach fueron introducidos en ROBINSON, 1950 y puede
hallarse una detallada exposicidn de ciertos aspectos
de esta teoria en la monografia de Maddox ( ibidem ).
En lo concerniente al estudio de las matrices que —-—-
transforman c¢(E) en c(F) se conocen generaliéacio—
nes de los teoremas de Kojima-Schur y Silverman-Toeplitz
para matrices de operadores entre espacios de Fréchet
( RAMANUJAN, 1965); presentamos ahora una generalizacidn
a clertos espacios lcs siguiendo las lineas maestras

del trabajo de Ramanujan.

8.7. Teorema

Sea E un espacio lcs tal que c(E) es tonelado. Sea
F- un espacio lcs sucesionalmente completo. . Sea —=--
A:=(Ank)n,k21 una matriz de aplicaciones lineales --
Apx € L(E,F).

yéévtérmif S
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Entonces A transforma c(E) en c(F) si y sblo si se

cumplen las

siguientes condiciones:

(1) Dados un COnjunto M acotado en E y/QV_e«QA(F),

existe una constante r(::r(M,V)) > 0 tal que:

( m :
sup { ay ( Y B x %) X € M, n1=1,2,..} <r
k=1
para todo n ¢ N.
(2) Para todo x € E existe J A, x para todo
k=1 n=1,2,..
© (3) Para todo x € E existe lim ( § A, x]
" k=1
(4) Para todo x € E y todo k€ N existe lim Apgx
n

Ademds, bajo estas condiciones, si (yn)n = AX con

x € c(E) vy

l%m yn =

si X, := lim x, , entonces
n

k=1

~18

lim
n

o
]
—

Demostracidn.

(=) (2) vy (3): Si x e E, entonces exXx= (X,X,...)€

€ c(E)

luego Al(ex) € c(F), es decir:

(*) Fijo n € N existe y,= § Applex)y= ) Ay ¥

k=1 k=1

(*) (y“)n € c(F), osea, existe limyp= l%m ) ALy X
n

(4): si

xe E y ke N la sucesidn - —————eee-

eyx = (0,..,0,%,0,..) € c(E) 1luego A(eyx) € c(F)

(k)
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Ahora bien

A(Ekx) = (A]_kx, Azkx, o« o ey Ankx' 000" /

asi que existe l%m Apk X.

(1) Dados n,m € N, consideremos la aplicacién lineal

m
Bnm : X € C(E) —> BppX = 2 ApgXx € F
k=1 )

Bnm es continua ya que se puede escribir como -—--

suma de aplicacicnes continuas:
m
Bam = 2 Apk ° Iy
k=1
Sea n € N; consideremos la aplicacidn lineal
Bhp:x € c(E) — BpX =lrjﬁm BoimX € F
Puesto que existe y=2Ax € c(F) para cada x € c(F),

en particular se tiene que Yn =
k

Apk Xk =
1

il ~18

m
= lim k21 Ank Xx = lim By, x  luego B, estd bien

definida; adem&s , por el teorema de Banach-Stein

haus, B, es continua.

Obsérvese que AX = (Bp X), >, para todo x € c(E).
Ahora si x € c(E) entonces {B,x:n=1,2,...} es
acotado en F, o sea {Bp:n=1,2,..} es un subcon

junto puntualmente acotado de L(c(E) ,F) luego, -
por el teorema de Banach-Steinhaus, {B, :n=1,2,..}
es acotado para la topologia Ttp definida en . ---
L(c(E),F).
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(=)

Sea M un acotado en E, construimos

M* T = ' l {}‘{-: (Xl,...,xm,o,..) :Xl,...,xm € r‘{} . -
es claro que M* es un conjunto acotado en c(E).
Como {B,:n=1,2,...} es t,-acotado en L(c(E),F)

dado V € QUI(F) existe r(=r(M,V)) tal que

sup { qy(Byx) :x e M*, n=1,2,...} £ r
o sea
m
sup { gy ( ) Apx ¥i) :x, € M, m=1,2,...} £r
k=1

para todo n € N.

Observemos en primer lugar que el conjunto

-0
=

I
-
-
N
-

.

L ]

L]
—

D:= {ex:xe E} U {exx:x € E

es total en c(E). En efecto: si x

"

(xq) , € c(E)
y Xg = lrilm X, entonces x=-eXg=(Xy=-%0), € co{E},
por lo que la afirmacibén sigue de ser  —————————--
¢>(E)=[{ekx:x€E, k=1,2,...}] denso en cy,{E}.
Sea X € c(E), el conjunto M: = {x

es acotado en E luego, por (1), el conjunto —————-

m
{BapXx : n,m € N} = { ) Ay X, :n,m € N} es acota
k=1

do en F.

Por otro lado, la condicidén (2) nos asegura gue

para todo x € E existe

m
Bp(ex):= lim Bpp (ex) = lim kzl Apx X
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Trivialmente, Bpj(exX):=Apx X existe para todo --
Xe€ E y k € N.

- En definitiva {Bppx:n,m 6'1H Vés acotado para
todo x € c(E) y Bpx:-= l%m BomX existe para --
todo x € D. Como las aplicaciones B, :c(E) — F
son continuas, podemos aplicar el lema 8.5.: para -
cada n e N existe y es continua la aplicacidn li-
neal

Bp:X € C(E) — Byx:=1lim B x= § A ,x, € F
m
k=1

Equivalentemente, hemos probado que la aplicacidn -
matricial A : c(E} — w(F) estd bien definida. Fal

ta ver que A(c(E)) <= c(F).

Sea x e c(E), hemos visto que {BypX :n,me N}
estd acotado en F y como B,x =1lim B, X entonces
m
{(Bpx: n € N} estd acotado en F.
Por (3) B(ex) : = lim By(ex) = lim § A, X
n n

k=1
existe para todo x € E y por (4) Bleyx) : =

= lim Bj(exx) = lim A, x existe para todos x € E
n n ’

Yy k € N. Entonces podemos aplicar otra vez el lema
8.5. para deducir gue existe y es continua la apli-

cacidén lineal

B:x € c(E) — Bx=1im B x = 1im ( § A, x,) € F
n n
k=1

es decir: Ax= (B x)_ € c(F) para todo x € c(E).

Veamos finalmente la expresidén anunciada para el

limite de la sucesidn Ax: si x, = lim X, enton-
n
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ces X-eXy = (Xn-Xy) € cy{E} luego x-ex, poOsee

la propiedad AK:

e

X -exp=1lim Py(x -ex,) =1im (X,-Xg,..,Xp=X0,0,..)
m m _

Hemos probado que

B:x €c(E) — Bx = 1lim ( §J Apx Xx) € F  es
"ok=1
continua asi que:
B(x-exg) = 1imB (Py(x-ex,) ) = limlim ( § A, (P (x—ex,)), ) =
m m n
k=1

m m
lim lim ) Apk(xk-%o)= lim ) 1lim A, (X3 -X,) =
m m n
k=1 k=1
2 llJ:l.m Ak (X=%Xo)
k=1

De donde se sigue

Bx = B(exo) + 1§ lim A, (X, -X,)
k=1 "

O sea

Bx = l%m i A gXo + E l%m Ay (X=Xo) Q.E.D.
k=1 k=1
8.8. Corolario
Sea E un espacio lcs sucesionalmente completo tal --
que c(E) es tonelado. Sea A'z(Ank)n,kzl una matriz
de aplicaciones lineales A,, € L(E). Entonces A es una
matriz de Toeplitz (i.e.: A € (c(E),c(E)) vy l%m (Ax) | =
= lim x,, para toda sucesidn (xp)  convergente en E) si

n

y sblo si se verifican las siguientes condiciones:
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(1) Dados un conjunto M acotado en Ey U € AU(E),

existe r>0 tal que

. |
sup { qy () BApk Xx) :x€ M, m=1,2,..} <
k=1

para todo n € N.

(2) Para todo x € E existe Y Apxx para todo

n=1,2,... k=1

(3)' Para todo x € E lim () BApk ) =x
k=1

(4)' Para todo x e€ E y todo ke N l%m Ay, x=20

Demostracidn.

(=) (1) y (2) siguen del teorema anterior al ser
A € (c(E),c(E))

(3)' : Si x € E es ex € c(E) y 1lim (ex), = X
. n

luego si A es una matriz de Toeplitz debe ser

(4)' : S1 x < E y ke N es eyx = c(E) Yy  ————
l%m (exx), = 0 asi que
0 = l%m (Aeyx) , = l%m A g X

( &) Si A verifica (1),(2),(3)' y (4)' entonces, por el
teorema anterior, A € (c(E),c(E}). Si ahora x € c(E)

Y XRg = l%m X, entonces ademds por (3)' y (4)
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lim (Ax)p =1lim ( § Apex,) + §  lim App(xx-%X,) = X,
n S | k=1 O

Q.E.D.

8.9. Observacidn. Supongamos que E y F son espacios de

~Banach y A una matriz tal gque A € (c(E),c(F))..

Si x € E entonces, para cada n € N, la serie

o

2 Ay X, debe ser convergente en F. Esto nos lleva a
k=1
considerar el espacio

cs(F) : = {z::(zk)k € w(F): La serie Z zx converge enkF}
k
cs({F) con la norma

-1l 2z e estm) — |lz]l: = sup ¢l é’l 2 I}z 0

adquiere estructura de espacio de Banach (dejamos para
algo mas adelante, en 8.20., un estudio més detallado
de este espacio cuando F es un espacio lcs sucesional-

mente completo).

Entonces las filas de la matriz A pueden considerar-
se como aplicaciones diagonales gue, por 6.4., son con-

tinuas:

aln) . x ¢ c(E) — A{n>x:=(Ank xk)k € cs(F)

La norma de A" en M(c(E) ,cs(F))(ty) vendra dada por:

a2t

sup {||a™ k]| : x € Bi(c(E))} =

. . ,
sup {sgp Il Y Ankxkll : X = (xk)ke B,(c(E))}
k=1 ‘
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Y, puesto que x € B;(c(E)) si y sblo si xx € B, (E)

para todo k=1,2,... es claro que:

Nat |l =sup (|| § Angxxllt%ce Bi(B), m e N}
k=1

Siguiendo MappoxX, 1980, si (T,) ~ es una sucesidn en
L(E,F) se define su norma agrupada como

Cm \ .
'“(Tn)ﬁ“G : = sup {|| ) Tkxn” ¢t X € By(E), m=1,2,..}
k=1

donde . |[ (Tn) 4|l - puede no: ser £inito. Dicho concepto -

;’fuéﬂiﬁtrOducidQ>por«Robinsong}j1

En este contexto, hemos probado que si A €& (c(E),
c¢(F)) = entonces las filas de.A tienen norma agrupada -—-

'finitaey?iHA(nlﬂc es la norma de aln) vcomoéapiica—-
cibn diagonal de = c(E) en cs(F) .
,*ObsenvemOSLtambiénsquegaak;seti&k&@?(cﬁEﬁ;c(Fﬁ),_1aai
- condicibn (1) del teorema 8.7. nos: asegura: de: hecho que
- el conjunto ;{A(“}:rz=1;2,,.s},,eszQQuicontinﬁQ-enw-—a
M(c(E),cs(F) ) (1y) ‘(basta tomar; M;;B@(E)),”estQ;es:f

Aln) o
sup [[A'™) [[; < +o.
Por otro lado,. si consideramos la aélicacién
‘S rz=(2y), € cs(F) — S(z) = Z“Zk & F
kK

entonces |[[s(z) ||, = [[1im } z.]] g,supv“;‘§ czy o=
T k=t " ksl

2 “ z “cs(‘F)
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Asi pues, si x € c(E) tenemos

y:Ax:(

POl

Ak %) = (5G]

luego

[

“ Ax “c(F) SEP “ S(A’(n)x) “E‘ s 9}119’ “ A(n)x“csf(F) s

[ 788

(sup tatm |l |l = ”cm)

con lo que A :c(E) —» c(F) es lineal y continua, =--
ademés su norma como aplicacilbén est& acotada por

v 1A g0

Hemos probado asi parte de la: siguiente

~ 8.10. Proposicidn

Si1 E ¥y FtsomreSpacios:de;Banach“y‘iA,eg(c(Ey;c(F))
entonces~5A7comogaplicac16nide~c(Ek&en@c(F%;esAlineal'
. Yy continua y su:norma viene.dada por -

Al = sue hat g

“ Donde A (R) t=:(An4,«~¢vAnk+“?)k - es. la fila n~ésima
- m o

de A 'y ” afln} Hg} = sup { “ Y ,Ank‘f*:xk“ ¢ Xx € By (E),

k=1
, M & NN},

Demostracién. Falta comprobartque‘~sgpwHA(“’llgis‘nA[‘.

‘ n ‘
sup [|a () IIG =sup {{| } Ak xkll t X € BL(E),n,m & N}
k=1

Dado ¢ >0 es posible encontrar ng,my € N ¥  ——-en

XirevesXmy € B; (E) tales que
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My

sup |2 flg s e+ I T Ang xll
k=1

Sea x* : = (XI,X2,r.¢jxmo,O,...), entonces x < B, (c(E)),

m
ademés Ax* = ( zngnk Xk ) luego
k=1 n
my ~my
5 2,k xedl € sup | 3 x|l = Hax+|l = [la]l
k=t ot

“astique -sup lA™ |l g e v [fall, como e era —--

arbitraric obtenemos %sgP@HA‘“}IIG s flall 'Q.E.D.

- 8.11. Observacifn. En el trabajo citado de Ramanujan,

- &ste prueba que, en el casc en que E y F:son espacios
~de Fréchet, el espacio . (c(E),c(F)) con la topologla
~ dada: por las: seminormas: ' ‘ '

‘A, y Ak =sup {qy (] Aqx) @ xg € Momn € N}

(donde M recorre los acotados de E y V recorre UF) )

es un espacio completo. Sin embargofen~dicho'trabajO»-
no se especifica cual es la norma en (c(E),c(F)) como
espacio de aplicaciones continuas para el caso en que
E y F son normados.

Por otro lado, volviendo al caso en que E y F son -
egpacios de Banach, si para un operador B & L(E,F) ==
definimos I,,xB como la matriz que tiene a B en su -
posicién (n,k) y cero en las dem8s, es claro que —-————
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|l Tk B |l = I BI[. Por otro lado |[Anc|l s [la |l para

toda matriz A € (c(E),c(F)), entonces:

" 8.12. Corolario

Si E y F son espacios de Banach, el espacio ~wcwe-
(c(E),c(F)), con la norma dada en 8.10., es un BK-espa
cio en el sentido de que

(1) las inyecciones I, i : B & L(E,F) — I, kxBe(c(E),c(F))
Y
v~(2)»Laa:proyecciones

' son continuas " (n,k=1,2,...).

- 8.13. Ejemplo. Si E y F son espacios de Banach enton-
ces, por 8.7., tenemos:

M(c(E) e (F) ) (1p) = c(L(E,F)) (||« ][o)
- S(c(E)},c(F)) = cy{L(E,F)}
Mc(c(E),c(F) ) = ¢(L(E,F))
S.(c(E),c(F)) = colbg(E,F)}

este iltimo espacio es el de las aplicaciones diagonales
-y compactas: de c(E) en c(F). ‘

8.14. Definicibén (Sumabilidad Cesdro en espacios lcs)

Sea Ty = (tpk)y, ko la matriz de Caséro de orden o

(cf. §4. Igual que alll consideraremos, en lo gque queda
de seccidn, sucesiones (xn) cuyos Indices empiezan en el
cero. También o y # denotardn nimeros enteros no negati

vos) .
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Sea E un espacio lcs y X = (xn)_ 59 una sucesidn en

E, diremos que x es sumable en el sentido de Cesdro de
orden o a un punto s € E "si la sucesidn:

)

tnk xk]n converge a S.

Llamamos Cy(E) al espacio de las sucesiones en E
que son sumables en el sentido de Ces&ro de orden a, -
es claro que Cy(E) es un subespacio vectorial de «~-
w(E) que contiene a ¢(E). Ademds como la matriz T, -
':»eé'reveribleﬁxdefine$unagapl£c§ciamﬂLineak“yabiyecti-

vat o ‘ ‘ :

" Tg vt % & Cu(E) — Tyx s = [z thk xk} e c(B)
k=0 Jn

~ Esto nos permite :inducir sobre C4(E) ' una topologla
© que: lo hace isomorfo a c(E), dicha topologia viene dada
_por las: seminormas:

C 9y, glx) = kq%u('rdx)v = gup {qu { }: ; ;tnp@‘x‘k); canel,2,, }
A ‘ k=0 ' ‘

n

~ donde’ U recorre 4L(E). Como consecuencia inmediata obte

Snemos:

8.15. Proposicién

'Sea E un espacio lcs, entonces Ca(E)[{qa'U : Uedim)})
es

(1) (sucesionalmente) completo si y s6lo . si E lo es

(2) (casi-) tonelado si y s6lo si E es (casi-) tone-
lado y Ef posee la propiedad (B) de Pietsch.
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(3) FK-espaéio si y s6lo si E es un espacio de Fréchet

(4) BK-espacio si y s6lo si E es un espacio de Banach.

8.16. Proposicibn

Sea E un espacio lcs, entonces Cqu(E) posee la propiedad
Ta -BS »

Demostracién. Sea x & Cq(E) y sea t"™ 1la fila m-é&sima

de la matriz T,. Tenemos t™x =z (tmeXoseortmmXmsOyeeo).
81 U e U(E) , es:

?qa;ﬁft“x)i=?8upy{ [ ? tnk tmk xk} sn=t, 2.---}
. ka0 ,

luego debemos comprobar que

k= “ L '1\ S

* (Dado: que>tcdas ‘las sumas: quezap&racem:a continuaciﬁn
- son finitas, escribiremos: s6la ek»auhindice‘correspon—
diente, no los: extremos).
Dado que T,  es reversible,- podemos escribir o o e
thx = (£™ TZ!) (Tux) o (£ considerada ‘como- matriz diago-
"nal) con lo gque, si notamos por tij los términos de
T ', obtenemos:

1 Emk tnx Xk = ] { L tnt tmt:tij};[ztjw'xk}

Pero el espacio de suceslones escalares C, posee -
la propiedad T,-AK ( ZELLER, 1933) luego, con la termi-
nologfa de 7.23. -
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313 o s eyl s llen en " s e |17 | em )

i
donde ‘[[-“* es la norma en M(Cy) (tp). Como —=m=w—-
{t":n=1,2,...} es equicontinuo en M(Cy,) se sigue =~
que existe ry, >0 tal que I[t“;”* l[tm H* $ ro
n,m=.1,2,... por 16 qué:

k

$ sup { ¥ |z tni tmyi th | 9y [ Y Lk ?‘k} sn,me0,1,2. }S R

s sup { DI T tny by £y | ay,u(%) & mm=0,1,2,. } s
j i

$ ry dg,ulx) < + . Q.E.D.

8.17. Corolario

'-KSeaAEaun;espacidslcs,~entohces‘;C¢LE)Q;pose§g1&>propxea"
~ dad " Ty-AK. £

~ Demostracibn. Como se deduce de la demostracidn anterior,

el conjunto {t™":m=0,1,...} es equicontinuc en m—=-
L(Cy(E)} 1luego teniendo en cuenta la proposicién 7.4.
bastari probar que ¢(E) es densa en Cy(E).

_— no+ o '
Si x € Cy(E) y llamamos Spix) = N (Tax), es
conocido que

4 , at | o+ 1
=0
vy por otro lado también es cierto que A%l 5% (x) = Xp
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luego
o+l 3 :
j {oa+l n-j+a ,
" jgo -1 [ j ) & } (T“X)“"

Yy, por tanto, Tg! es una matriz triangular inferior -
con columnas finitas, concretamente si n 2 a+1 los -
té&rminos no nulos de la fila n-&sima de Tg! - son los

~ hasta tg,

que van desde t¥* Entonces la --

n,n-{(a+1l) n’
aplicacibén T;! : c(E) —» Cy(E) transforma ¢(E) en

5 (E) .

sea f € (Ca(E))' tal que ' £(x) =0 ' par& £odo = ——-=

" xe¢p(E) = Cu(E), entonces ' £ Tl e (cf
sobre ¢(E) en c(E). |

foT3' también se anula sobre las sucesiones cons-
tantes. En efecto: |

Sea x* € E y sea e,x* = (x*,0,0...) € Cq(E) - ==

- entonces To(eox*) = ex* = (x*,x*,...) = con lo que
“f ol TGllex*) = £(e,x*) a0
(£ T !)D=0 se sigue que . fqo Ty! »es igual a cero en

c, por lo que, al ser Tz! wun isomorfismo topoldgico,

debe ser f = 0. Q.E.D.

8.18. Proposicidn

Sean B y F espacios lcs. Sea A= (Aq) ,4€ w({L(E,F)),
entonces: A & M(Co(E),Cg(F)} si y sblo si la matriz

B=TqAT;' transforma c(E) en c(F) (cf. al teorema 8.7)
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Demostracién. Dado que T, Tg', Ty, Tg' y A (como -—=-

matriz diagonal) son matrices triangulares, se verifica
que si x e c(E) entonces Tg(A(T3'x)) = (TgA Tg?) (x)

(cf. RUCKLE, 1981 (p.101 Ex.4)) con lo que el resultado ---
sigue de que Ty vy Tz'! son isomorfismos y del diagra
ma conmutativo '

Cq (E) -——-—-—-:A--—--* Cg (F)
N
: SRR e e

8.19. Corolario

Sean E y F espacios de Banach, entonces sobre =——we—-
‘M(C4(E),Cg(F)) son equivalentes la topologfa dada por
' Tp ¥ la dada por la norma ’ ' ‘

dalles hrgamt )l

. donde flfTBaK;Tgll[;:es;la~nokma:de 5Té3K;T§1i:eﬁ IR

(c(E),c(F))  (cf. 8.10)

~ Demostracibn. Dado que T, y,“T51 ¢son;1sometrIas;a___
biyectivas es: '

#

| a “Tb sup {|| ax ”CB(F) :X € B1(Cyl}t =

u

Sup {“ TB Ax “(:(E‘) X € B;(CQ))” = ’

sup {|] T4 A TZ'x chw:>cefal(c(3))} = |} all

]

" Q.E.D.
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8.20. Ejemplo. (El espacio cs(E))

La matriz de Ces&ro de orden cero es preciéamente -
la matriz I (cf. 2.1.) correspondiente a la sumabili-
dad ordinaria. Si E es un espacio'lcs llamaremos cs(E) -
al espacio C,(E), es decir:

e wl(E): Laserie J| x4 converge

nz0 ‘en E}

cs(E) 1 = {x= (xn)nZO

Para aplicar los resultados vistos en esta seccifn su-
pondremos en lo que sigue gque E es sucesionalmente ~=
~completo. De acuerdeo corr 8.14. supondremos. que cs(E)
rlleva»l&*tapblo@iawdadaﬁpogpiasaseminormas:

€y ¥ X € CS(E) — ey(xyasup (gy( | %)} tkeN}e [0, +e)
k=O

-~ cuanda; U recorre U(E).

. Con: esta topologla cs(E) posee la: propiedad AK, es
- sucesionalmente completo, es (casi-): tonelado siy sélo

si E es (casi-). tonelado\y E{ . posee la propiedad- -
w&B) de\Pietsch. S = o

- 8i ademés E es completo, entonces cs(E) es comple
to. |

" De 8.18. obtenemos que si A::(An)nzo,e‘M(L(E))
- entonces A € M(cs(E)) siys6losilamatriz B=3 A p7!

pertenece a (c(E),c(E)). Ahora bien:

1 0 0 0 .....]
-1 1 0 0 cenae
£t a0 -1 10 ...
0 0 =1 1 ...
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luego es inmediato verificar que

[ a, 0 0 0 0 ...

Ay ~-A, A, 0 0 0o ...

Ag-A; A;-A, A, 0 0 ...
B = : :

Ag-A, A;-A, A,-A; ..... A, 0 ...

Ag-A; Ay =A, Ay;=A; co... Ap~Ansl Apep e

~ Supongamos que E es sucesionalmente completo, tonelado y
Ep posee'la propiedad (B) de Pietsch (con lo que c(E)
es,tonelado); al aplicar las condiciones del teorema 8.7
a la matriz B‘observamos»que‘lastcohdicioneSz(2),'(3k'y,

- (4) se satisfacem,indepehdieﬁtamente;dercualgseaila?apié
caciﬁnidiagonaBaAh.por;lo»que;xA:e*M(csiE})*fsg‘yz5610«4‘ ,

©si B verifica la condicién( (1):del teorema 8.7. Ahora-=

bien, la condicién (1) (a la wista de comos son las filas
de B y;como;podemQSWtomar;laSesumasfj‘%g Bpk' Xk) - queda
- k=0

como- sigue.

Dados un acotado {que podemos tomar absolutamente ==
convexo) M en E y Ue Q(E) existe r >0  tal que:

(1) sup {qy (Ay Xo) t X € M} < x

m
(11) - sup {qy ( § (A -Axyi)xx) X e Mm=0,1,..}<r
, -y

(1ii) sup {qy ( } (A=A, ()% + Ay Xg} 1 X € M,

m=1'2’cno} <r
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Ahora bien puesto que A, € L(E), la condicibén (i) -
siempre se da para algGn valor de r. Por otro lado si -
(1) y (ii) se verifican para algln valor de r, (iii) se
verifica para 3r. En efecto:

“me1

sup {qgy(Amx):x € M} =sup {qy ( } (Ax-=Axs)x=-Aocx):xeM}s
“ k=0

m-1 :
s sup {qu (] Ay =RAge1)x) +qu(Aox) 1 x € M} § 2r
k=0

Luego

coup {Qu (] C(Ag = Ay p)Xg ¥Ag Xp)t X € My ma1,2,.. 8

m= 1 ,
sosup {qy (1 (Ag=Bpyp)xy) +quBnxpl sxc €M, m=1,2.03
o k=0 .

2 &L +.-2Y: =+ 3¢

=Ahora,asthdeﬁinimosszﬁi,:= 0};parazag:upariiir;yﬁ(iir,'
~la- condicibn queda: | ' : : '

m
(*) ~sup {qy ( § (Ax=Ak-1)xx}rxx e M, m=0,1,..} < +
k=0 «

con lo que hemds‘probado:

M(cs(E)} = {A € w(L(E)) + A verifica (*)}

Si E es un espacio de Banach entonces la norma en «--
M{cs(E)} viene dada, de acuerdo- con 8.10. y 8.19., en la
- forma

i |
fall= sup (] § tAg=a,_ixll:xe ¢ Bi(E), m=0,1,..}
; k=0



- Cap.II §.8 : | 86

Si llamamos AA:= (Ao, Ay—-Ro,...,An=RAn_1,...) =
= (AA,) 30 entonces en la tetminologia de MapDOX, 1980,

(cf. 8.9, 8.10)

Mlcs(E)) = {a e w(L(E)) : [Jaa|lg < +=}

Entonces, por 7.8., S(cs(E)) es el subespacio de
M(cs(E)) formado por aquellas sucesiones que poseen la
porpiedad AK. Como se tiene

A - Pn(A) = (orol-~-»~rolAn-hl‘lAn*-Zl~-"-;!)

;g?por:tantdf

A(A4-Pn(A)) :(0,...,0;An+1,An+z«-An¥1yAn+a'-An+2p-+Q) ‘

“entonces escribiendo

, e : -
| afa - Pn(A))HG= sup {[| An+1 %ner + Lo (Ag = Ak ) xgf e
: tokend 2 :

T Xy € B;(E) s M == n+l, nN+2,. c..t
- es inmediato comprobar: que
s(cs(E)) = {A e w(L(E)) :+ [|€ARAL, & RAnerse.s) HG;;: 0

'y A ~ek cn,{Ll(E)}}

También podemos obtener el espacio de aplicaciones
diagonales y compactas en cs(E):

Scles(E)) = (A € w(Lg(E)) : A € S(es(E) )}



Capitulo III. CONDICIONES DE TONELACION EN CIERTOS
ESPACIOS DE SUCESIONES VECTORIALES.

§9. ALGUNOS' PRERREQUISITOS' SOBRE LOS ESPACIOS A{E}.

’«En:estercapitulq>estudi&nemos:condiCionegzpar&,la;af
,conservacién‘defdistintos;tipos:dentonekaciénVen;losl-
espacios de tipo A{E} (cf. 5.5. (1)}). Para hacer que
‘ estercapitulafresulter:en(10*posible;,autocontenido, -
"hemos~incluido4esta}primeransecciéngenxla;querse:expo~
nen los resultados sobre estos espacios que son conoci
dos y necesitaremos mds adelante. Como ya se apuntd, -
dichos espacios fueron introducidos por Pietsch y estu
diados en profundidad por De Grande~De Kimpe y Rosier.
Los resultados que enunciaremos en esta seccibdn son, -
salvo algunas aportaciones propias, debidas a €stos —=
autores con lo que nos remitiremos a D& GRANDE-DE KIMPE,

1970 y 1971 y a RosIER, 1973 para dichas demostracio--
nes.
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9.1. Definicibén (Sucesiones absolutamente A-sumables)

Sea A un espacio normal, diremos que una sucesidn
x = (xn), € w(E) es absolutamente A-sumable si dado un
entorno U € QU(E) se tiene que (qy(xy)), € A. Si --
denotamos por A{E} el espacio de todas las sucesiones

en E que son absoclutamente A-sumables,

ME} + = {x e w(B) : (qg(xp)), € A ‘para todo U e Y(E) }

entonces, al ser )\ normal, A{E} es un subespacio vecto
rial de w(E) que contiene a ¢(E).

'27§;2,,Definic16n. (Sucesiohes:totalmentéfk-sumahles)v

Sea A un espacio normal, diremos gque una sucesidn
(xn) ;- en E es totalmente A-sumable si- existe un disco
(L.e. un conjunto nOfvacIocabSClutamentefconvexO‘yiacg
~ tado en E) cerrado B« E :tal gque " xpn € Eg . para todo

neN y (pglxn)), € A (pp es el calibrador de - ====
. Minkowski de: B, es,decixﬁ>é&flahnorma:usuakédek;espacid;‘

~ Eg) . Denotamos por A< E>. el espacio detodas las: suce

siones en E que son totalmente A-sumables, A<E> es -
un subespacio vectorial de M{E} que contiene a ¢(E)."

- Si E es normado, entonces A{E}L = A~<Eiéfgsm&sgadeiante
veremos otras condicianes bajo las que se: da esta . ===
igualdad.

9.3. A partir de la topologia B(A,kx) podemos generar
en AME} una topoloafa de manera natural: Observemos,que
la topolegia R(A,\") coincide con la topologfa polar
en A generada por la familia B3 de todos los subconjun-
tos normales y o ()%, )\)-acotados de A% de manera que‘
las seminormas
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Ao .0 € A — dyela) + = sup { 21 ol 18al 8 € M}e
€ [O,+f°°)

generan, cuando M recorre B , la topologfa fuerte sobre
A

En M{E} consideraremos la topologla generada por -
el sistema de seminormas:

Ay, u) = qyo (;(qu(xn) )n) = sup { 2 IBnlqu(xn)‘ B & M} “ [0:'4.&)

donde M recorre By ufrecorre'Q£(E).*”v;

Llamaremos a esta topologfa T(g) © bien (B )-topo
logia.

" Es claro: que X{E}(x(ﬁj)aaes;uan«espacio:con,la.pxg
piedad . BS. Es m&s, si - x € X{E} = entonces:

n

g 1; 18k qu(x‘k } 18 e M } P u, g (x)

G, y(Bnx) = sUp. {

luego, de hecho, las aplicaciones " Pp : X{E} — A{E}
forman un conjunta equicontinuo.

9.4. Ejemplos. Si X es alguno de los espacios clésicos
tenemos:

(1) ¢P{E} (1 sp<+=x) es el espacio de las sucesiones
absolutamente p~sumables en E, su (B )-topologla
- viene generada por la familia de seminormas

® 1/p
qpru(x) o= z (qU(xI\))p1 U € Q/L(E)

n=l
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(2)

(3K

Si E es un espacio normado (regpectivamente, me
trizable), la (f3)-topologia de ¢P{E} es normna-
da (respectivamente, metrizable):

Ip, %) = [ P Hp]l/p

n=1 i

L“{E} es el espacio de las sucesiones acotadas en

"E. Ahora, la  (B)-topologfia viene dada por'ias

gseminormas

‘f,qm'u(x¥:»= §gp {‘qUan)),‘;

~De nuevo, si E es normadoi(respectiVamente,fmetri-
~zable) entonces L"(E}(r(p)) también es normado --
" (respectivamente metrizable):

G ||| = sup f»H: % |1

cwa}ywe9¢el espacio&de:laSwsucesioneSrﬁulas;ean;

" lai (B )-topologfa en este: espacio es la heredada -
- como: subespacic de L7 {E}

(4)
- topologia producto.

(5)

w{E} coincide con w(E) y su (8B )-topologia es la

4{E}, en general, no coincide con ¢(E) basta para
ello considerar E=zuw ; X2 (€1,€2,¢.,8n4.0) # ¢ (w)
Yy, 8in embargo, x & ¢{w} pues dada una seminorma
q de las que generan la topologla de w se tiene
que qlep) =0 para todo n a partir de un cierto
fndice n, con lo que {q(en))n € ¢ y. por tanto,
x & ¢{wh.
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${E} coincide con ¢(E) si, por ejemplo, E admite

normas continuas.

En lo que sigue, salvo mencifn expresa, supondremos que
AME} lleva su (B)-topologfa y X su topologia B(A,A)
9.5. Para cada U € QU(E) 1la aplicacién
Iy:x € ME} — Iy(x):= (qulxg)), € A

es:uniformemente continua.

T 9,64 Si E<= A{E} entcnces las: siguientas;condieianea§ jf7
‘- son equivalentes: /
(1) A es acotado en A{E}

© (2) Dados - o ezxx y"U~e*%%%£)iyeXistexunaxconstante{‘
»rr(:sr(u.U)) > 0 tal que ‘

sup { |an| qu(xnk x S‘A}~$ r
s nal ; S

{3) Para todo ' U'e‘Qk(E)f“IulA)~esﬂun°conjunto acotado
en \ para toda topologfa polar: del: par (AL AT)

t(4)‘La:envoltura-normalfdqu
n(A} ¢+ = {({tp Xn)nt‘ X S’zA;j ‘ftnl; 1T -n=1,2,..}

verifica (1),(2) & (3)

9.7. Observaciones

(1) En la formulacién original de 9.6. hecha por De
Grande-De Kimpe y Rosier se suponia que A es perfec
to con lo que la equivalencia (2) & (3) se sigue de
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un resultado de Kdthe ( KOTHE, 1969 (30.5.(5))). Si

es normal diha equivalencia sigue de ser  ~—ww==-
*(6(A*,\)) sucesionalmente completo ( VALDIVIA, 1982
(ch.2.4.(14))) y el teorema de Banach-Mackey (KOTHE,
1969 (p.254)).

- (2) Analogamente al caso escalar, diremos que un conjun
to Ac w(E) es normal si A =n(A). Por ejemplo --~
XE} es normal.

9.8. SL A es un espacic perfecto y E es (sucesionalmen

 te) completo entonces A{E} :eSs(sucesianalementerm--ff]is

- completo.. En particular, A{E} es un FK-espacio O (BKm=
-espacio): si vy s6lo si E es un espacio de Fréchet (de
Banach) y X es un FK-espacio perfecto (BK-espacio per-
fecto). |

'9.9. Sea : x € A{E}, entonces x posee la propiedad AK
-~ 8% y sb6la si “Iy(x) posee la propiedad~AK en~x para‘——
- todo U e QKE) o |

9.10. Observacidn. Recordemos que hablamos: definido (5.

5.(1) el subespacio regular de X como:
A= {a € XA : o posee la propiedad AK enil(ﬁ(k,kx))} .
Si XA es perfecto, se tiene (c¢f, K5MURA—K5MURA, 1963)
(1) Xr es normal
(2)  (hg) = 2"

(3) La topologfa g(A,,}") coincide con la induci-

da sobre A, por B(X,\7)
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(4) A (0(Ag,2*)) es tonelado. De hecho A{u(A,1))

es tonelado si y sblo si A = Ay.
El resultado 9.9. nos dice que

Ar{E} = {x € A\{E} : x posee la propiedad AK en. X{E}(1(g))}

Este espacio jugari un papel fundamental en el resto
del capitulo ya que casi todos los resultados que proba
. remos en relacidn a la tonelacibn se refieren a A {E}.
Seflalemos que si A es P (1gp<+») o un escalonado

de orden p (1sp<+=) entonces A=Xr. Si A=2” enton
'ces Ar =Cy ; m&s generalmente, si X es un escalonado--

de orden infinito (DUBINSKY; '1965,)77! Apeg el correspondi‘ep. )
te.escalonadq de orden cero. ’

9.11. Para el espACio er{E}(T(@I)~;se:tiene
(1) Ap{E}  es un K-~espacio normal
- (2) ,Af{E},aes,la“clauaur&adéw;¢iE)¢;en};X{E} 

(3) "sSiL X es perfectq:y‘Exesftsucesionalmenté-)f~é-i
completo entonces A {E} . es (sucesionalmente-)
completo. ‘

(4) X {E} es un FK;espacio<(BK—espacio)ssi‘vx{E}
‘ es un FK-espacio (BK-espacio)

(5) coA{E} = Ap(E}

9.12. Observaclones

(1) En lo que sigue supondremos que Ax{E} lleva la -
topologla 1 (q)

(2) E1 wa-dual generalizado de A{E} és (cf.5.5.)
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(AM{E}* ¢ = {u: (up) € w(E')Y = } | < up>| < +w

n=1
para todo x € A{E}}

" 9.,13. Sea ) un espacio perfecto, entonces se verifican

(1) El dual de A {E} estd formado por aquellas suce-
siones ' u € w(E') que se pueden escribir en la forma
u=av=(an vn), donde o e A y {vhin=1,2,...} es

una sucesién equicontinua en E'.

(2) Un sistema fundamental de equicontinuos en (Ar{E}]'
~viene dadg por los conjuntos:de la forma:

MUl e=taviae M, v (vn), con: vy €U n=1,2..}

donde M recorre B y U recorre U(E).

(3)- 81 ‘Eg?*esrel“dual fuerte de E, E'(gB(E',E)), enton
COLEN T S OED T = (MENT TS AHES)

_: Nota.- La igualdad | (Ag{E})™ = (A{(E})* - se sigue inmedia
- tamente: de:que ¢y + A{E} .. A {E}. : '

©9.14. Definicidn

- Sea R un acotado normal en A y B un disco cerrado en
E, definimos el conjunto

: [R,B] t= {x € w(E) : x=ay con o €R, ypo € B n=1,2..}

Es claro que [R,B] es un subconjunto acotado y normal de
AME}. Ademds, si R <\, entonces [R,B] < A (E}.

9.15. Observacibén. Si R es un acotado normal en X y B

un disco cerrado en E, se tiene que
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[R,B] ={ x € ME} : x, € Eg (n=1,2,..); (pg(xn) )€ R}

En efecto§
(=) Si x=q0y con @ e R , Yo € B n=1,2,... enton
-ces Xp=o0pn ¥Yn € Ep (n=1,2,...). Adem8s pglxp) =
Ianl ps (vn) s |lon| con lo que, al ser R normal

Y a € R, se tiene (pglxn)), € R.

(D) Sea x:x, €Eg (n=1,2,...); (pglxn)) = R. Si
- tomamos

- ant = pylxy)

‘ . - On
Yn ¢ =
0 si - ap =0

entonces - yq afB,'para:11a1?2,n.; yawquerfenael’

.cascren*queu/ynino, palyn) = l P ‘pplxn)=1 y
n o

2B es: cerrado. Cont lo: que xnsay ‘con (o &R ,

y ¢ = (Yn) n g »yn~ €: B", (n = .14’2' -»\':o)

9.16. Definicibn. (Espacios fundamentalmente: x-acotados
- (ROSIER, 1973))

Diremos que E es. fundamentalmente A-acotado si los. -
conjuntos [R,B] forman un sistema fundamental de acota-
dos para A{E} cuando R y B recorren sistemas fundamen
tales de acotados para X  y E.

‘Equivalentemente, E es fundamentalmente A-acotado si
dado un conjunto A < A{E} que sea acotado entonces --
existen un acotado normal R c A ¥y un disco cerrado --
B« E tales que A,c:[R,B].



‘Cap.III  §.9 ‘ 96

9.17. Ejemplos

(1)

g2
’"my;acotado‘ En efector Si A< 7{E} es acotado -

A =1' . La propiedad de ser fundamentalmente L!=
—~acotado es precisamente la propiedad (B) introdu-
cida por Pietsch ( PIETSCH, 1972 (p.30)): Dado un aco-

~tado Ac ¢!'{E} , existe un disco cerrado B en E

“tal que Y pplxy) s 1 para todo x € A.

n=1
Obsérvese que, en este caso, el sistema fundamental
de acotados normales de ! es el formado por los --
miltiplos de su bola unidad.

% = . . Todo espacic lcs 'E . es fundamentalmente

entonces para cada U € Q[ (E) existe r>0 tal -
que - g, y(x) s r para todo x € A con lo que

dy (Xn) s r - para todo x €A y  todo n €N

- Por tanto: el conjunto {xp & X EtA,,n~QQIUr;est&~--
- acotado en E. Tomando B como la envoltura absoluta -

- mente: convexa y cerrada de dicho conjunto, - wemmm=
"Bs=acx {kin:1x € A, n € N}, 'B es un disco cerra

(3)

‘do en E, y se tiene que

fA.c:[Bi(Q?);B] pues pp{xy) s 1 para todos x € A,

n &N,

(ROSIER, 1973). Sea )\ un espacio perfecto y suponga-
mos que A" posee un sistema fundamental numerable
de o()\%,\)-acotados, entonces

(*) Toda espacio lcs metrizable es fundamentalmen
te \-acotado |

(*) Todo espacio DF es fundamentalmente \"-acota
do.
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(4) En general no es posible esperar un intercambio de
papeles en el ejemplo anterior . De hecho tene-

mos lo siguiente:

(*) Un espacio lcs E es fundamentalmente w-acotado

- sl y sb6lo si satisface la siguiente condicibn

" (cnM) : Para toda sucesibn -de acotados  cwmmeas

{Ap:n=1,2,...} de E existe una suce-
sidén de nGmeros reales positivos (p,),

tal que L_J on Ap €8s acotado en E.
= 1 :

—En afecto

 todo n=1,2,.. Ap:= Mh(A)  est& acotado

Si A es: acotado en u(E} = EN: entonces para

en E. Sea (pp),; @ R' tal que =—cam—e- -

- E
B = acx ({mljpnﬁAn) - est& acotado en E.
“N= .

(=)

PnXpy € B o conila que Xp €Eg Y o pp(Xn) 53451-

,fSeaﬂR~el“acatadoanormak?déﬂﬂn‘R==11{{;L]f}
n

‘Ahora,;si;;xhe>A e8> Xpg € Ap | luego- ==
'n
n

entonces para todo x € A es Xy & Ep 'y
(pB(xn))n~€'R;lE3~decir'iApc: [R,B]rconilo

que E es fundamentalmente w-acotado.

Sea {A,:n=1,2,..} una sucesidn de acg'
tados en E, (sinfpérdida de generalidad -
podemos tomarlos tales que 0 < Ap), enton
ces

A:= {x € w(E) : Xo €A, n=21,2,...}

€8 un acotado en  w(E) luego existen un

- acotado normal R en «w y un acotado B --

absaolutamente convexo ycerradoen E tales
que A < [R,B].



U Cap.IIT §.9 ~ 98

(5)

Puesto que R es un acotado normal en w, -

para cada k se tiene que
~rp =1+ sup {lak| :a = (ag), € R}

es finito. Ademés Rczrﬂ(rk)k}conlofcual

a = [n{(rx)},B]. Sean o ::'éi ¢ R* o

entonces si xp € Ap e€s epXp € A luego
Xn € Ep y ademds

Pe (pn Xn) = ppPg (X)) 3 ppry = 1
luego Pp Xn & B.En d'efinitiva ‘ 1 PnhAp <= B
’ ; n=

‘Vluegozdichamuniénwesvacotada.

" La condicién (cnM) recibe el nombre de condicifn de

numerabilidad de Mackey (cf. DIEUDONNE-SCHWARTZ, 1949)
o condicién de numerabilidad de acotados: ((cbc), cf.
DIEROLF, 1983).

Es conocido cjuektodcr espacio lcs metrizable satig

. face dicha condicibn. Por otro lado, si E es un - ==
© espacio lcs' metrizable no normable entonces E! es

un espacio DF que no satisface la condicidén (cnM) y

~por tanto, no es fundamentalmente w-acotado. En par
" ticular, ¢ no es fundamentalmente w~acotado.

Si E es un espacio de Fréchet no normable entonces
E es fundamentalmente ¢—~acotado si y s8lo si posee
normas continuas. La prueba de que esta condicidn
es necesaria puede hallarse en ROSIER, 1973. La prueba
de que la condicibn es suficlente vale para un --
espacio lcs general y es como sigue:

Si E posee normas continuas entonces (9.4.(5))
se tiene que ¢{E} = ¢$(E). Si A es un conjunto aco-

tado en ¢{E} (1 (g)) entonces para cualquier U & ‘U(E),
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Iy (A) es acotado en ¢(f(¢,w)). Podemos hallar enton

ces: my € N y ry > 0 tales que para todo

X = (Xp), € A es

qu(xp) = 0 si n > my

qu(xp) S ry si  n s my

Si llamamos m: = min {m; : U € QY(E)} y dado ~--
que podemos considerar que cada qy €S una norma -
ya que el espacio posee normas continuas, entonces
Xp =0 para todos n>m yf»‘i'x € A, |

U € Ah(E) | |

cerrado en E, X, « B  para todos n € N y x € A
~puesto que-si n>m , x4=0 ysi nsm. gu(xp) Sy

Como -~ pg(xp) s1 para nsm y pg(xn)=0 para
“n>m - siempre: que - x cﬁAwfcbtenemos<?Agci{R;Bl a---
- donde - Ru:nn¢{e1+,‘,+eﬁ})maesﬂun-acotadoﬁnormalxen
gl , R « A

- (6) Todo espacio normado E es fundamentalmente i-acaotado
- cualquiera que sea el espacio normal Xx.

Nota.~- Los'dos,siguientes~resultadoé:no~vienen~explici—
tamente enunciados en ROSIER, 1973. Sin embargo, sus demos
tracidnes est&n esencialmente incluidas en las pruebas
de los resultados 5.3. y 5.4. (b) de dicho trabajo.

9.18. Sea X\ un espacio normal. Para las condiciones
(1)  E es fundamentalmente A-acotado

(2) AME = A< E>
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(3) (A AENT = A {EL}

se tiene que (1) = (2) = (3)

9.19. Sea A un espacio perfecto, entonces sobre (A {E})"'
la topologia B((Ar{E})',At{E}) es mis fina que la -
(B )-topologia inducida por Ax{Eg}(T(B)) -y coinciden

sl E es fundamentalmente l-acotado.

'9,20. Sea E un espacio lcs casi-2 -tonelado 'y X un
© espacio perfecto. Entonces: 5 e :

(1) si E{ es fundamentalmente ) *-acotado, el dual

de A {E} es Ax{Eé}

~(2) Si ademis E es fundamentalmente A-acotado, el

dual fuerte de A {E} -es ~x*{Eg}11(31)

' §10. CONDICIONES DE TONELACION EN. EL ESPACIO A {E}

10.1. En esta seccidn E ser& un espacio lcs: cuyo dual
fuerte notaremos por E/ . A serd un espacio perfecto.
Supondremos que A{E} y su subespacio regular, A {E},
estdn dotados con la (7B )-topologia inducida por la fa
milia B de todos los subconjuntos acotados normales. -
de ). Recordemos que la topologia en A de la convergen
cia uniforme sobre B coincide con la topologla fuerte
BIA, A

En primer lugar probaremos una generalizacidn al --
caso vectorial (cf. 5.5.(4)) de un conocido resultado
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de K&the sobre completitud sucesional dé&bil en el par
A7) Dicha generalizacidn puede deducirse a partir
~de algunos resultados de Gregory (GREGORY, 1969); noso-
tros ofrecemos aqui una demostracién directa.

10.2.  Proposicibn

Si E'(c(E',E)) es sucesionalmente completo y A(E)
es un espacio de sucesiones en E que es normal y contie
ne a ¢(E), entonces (A(E))x(c((A(E))f;A(E))) es suce

' sionalmente completo.

Demostracibn. Sea {u(P gxuﬂf))n € (A(E))  :pat,2..}
una sucesién o((A(E))x,A(E))—Cauchy: Dados ~ x € A(E)
'y €>0 existe p,(x,€) € N tal que:si p,q 2 Py

- entonces

) fex,u® >lat Io<xnouf®eulfs] o
R : n=1 , :

"Dados k€N 'y x euE,,A;ef:<~e A(E) ,. luego utilizando
(1). con la sucesidn - ey x: obtenemos que {uS”:p:ﬁl,Z,.}
. es una sucesién o(E',E)=Cauchy y, por hipbtesis, con-
vergente en E'(¢g(E',E)] a un punto uyx € E', es decir:
(2) lim <x, u&?’> = <X, Ug > para todo x € E
p
Sea u:= (un), < w(E'), bastar& ver que u & (A(E))”

Yy que u es el limite débil de {u(p) tp=1,2,...}.

Sea X = (x,),¢A(E), entonces (<xn,uf%ﬂn€zipara;p=1,2,,..
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Veamos que {(<xpn,ulP’ >)p:p=1,2,...} es wuna
sucesidn ¢ (2!, £”)-Cauchy. En efecto: Si t € &° ==
entonces tx € A(E) por ser A(E) normal; usando (1)
con la sucesién tx , dado € >0 existe Po (tx,€) e N

tal gue si p,q z p, entonces:

|<(< Xn r ur(lp)"‘ u(rlq)>)n e B> I = l 21 En<Xp, U%p)"‘ u(nq)>l =
N

<t >

= | <tx, u®o s | < e

< AE), (A(B)) T >
- Al ser {( <xn',uép):>)d tp=1,2,.0.} ‘uh& sucesi6n
o(zl,z?)—Caﬁchy podemos aplicar el conocido teorema de
'Schu:fparagdeducir que existe é==(an)n € ¢! - tal que
a el es ¢g(g!,8”)=-1tmite de.;{t<xn ,uép)>)ﬂ tp=1,2..}
" Por tanto, usando las: sucesiones ey ikzxt12,44.;,y~Ae"

- como: elementos de  &” fy;usanddrtambiénLﬂZJ}mtenemos

(3) ~ag= l%m ‘<xk~,u(}f)>. = <Xp,Ug> Zas= (<Xp,un>) n € R

; [ -]
<Xp , Up> = lim ¥ o<x, ,uﬁ$)> -
P n=1

= lim <x , u'P)s
P
Dado que x era un elemento arbitrario de A(E), (3)
nos asegura que u € (A(E))x y (4) nos asegura que
u es el limite de (u(P) :p=1,2,...} en la topologfa
o ((ALE)) , ACED) Q.E.D. |

Ahora, usando el teorema de Banach—Mackey, se sigue:
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10.3. Corolario

si E'(c(E',E)) es sicesionalmente completo y A(E)
es un espaclio de sucesiones en E que contiene é‘¢(E) Y
es normal entonces todo conjunto A c:(A(E))X queksea
o((A(E)) ,A(E)}-acotado, es tambi&n B((A(E))™, A(E))-

-acotado.

10.4. Proposicidbn

Bajo:-las condiciones
" 1¥61)?TEEeSfcasihtoneiadcx

TCZ)T“EQ ' es fundamentalmente ) -acotado

"se tiene que A,.{E} es casi-tonelado y su dual es ==~

- Demostracibn,. De la condicién (2) y 9.20.(1) se sigue

w;quegeljdualhde,lAr{E} es'JX*LEQJ;;AhoraF:siAAp:es,un

= conjunto - B(A(EL} , Ar{E})-acotado entonces, por 9.19,
. A es acotado para la (B )-topologia. Por (2), existen
un: acotado normal M < \® y un. subconjunto. B absoluta
"mente convexo,  cerrado yifuertementeaacotado:de E' tal
que - A<= DM,B]. Pero B es equicontinuo por ser E -~
casi~tonelado, por lo que,. de 9.13.(2)., se sigue que

A es equicontinuo. Obtenemos asi que A,.{E} es casi-

-~tonelado. Q.E.D.

10.55.Corolario
Bajo las condiciones

(1) E es casi-tonelado
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(2) E} es fundamentalmente \*-acotado

(3) E es fundamentalmente A-acotado

se tiene que A, {E} es casi-tonelado y su dual fuerte

es AX{EQ}(T(B)).

Demostracifén. Sigue de la proposicibn anterior y 9.20.

’Q.EQD.’

- 10.6. Proposicibdn

: Bajb&las&condicioﬁeS'
(1 ‘Xf{E}"es;casi-toneladb

(2) B es fundamentalmente A-acotado

se tiene que E es casi-tonelado, el&duaL;fuerteide~--é
Ac{E} es A{E}}(t(p,) y E} es fundamentalmente --
A‘~acotado. ‘

 Demostracibn. Puesto que  Ay{E} = es un K-espacio, la
‘aplicacién Ij :x € Ap{E} — X, € E - es una aplicacién
cociente (lineak continua y abierta) luega la casi-to
nelacién de E sigue de (1). |

La inclusién . (A {E}) ' < A*{E4} - es: siempre cierta
(9.13.(3)) . Para comprobar que M {Ej} <z (AL{E})' =~--

observemos lo Siguiente:’ba“condicién {2) junto con 9.
19. nos aseguran que sobre (A,{E})' - coinciden la. ==~
topologia de dual fuerte y la (B )-topologla. Si  ---

‘u=(un), € A {ER)} entonces {Pp(ul tk=1,2,...} es un
T(g)-acotado (9.6.) y por tanto un conjunto fuertemen-

te acotado en (A {E})'. Puesto que X, {E} es casi-
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-tonelado, {Pc(u) +k=1,2,...} es equicontinuo y, por
el teorema de Alaogen-Bourbaki, o((A,.{E})’ + \M{E})-rela
tivamente cdmpacto. Consideremos sobre (A {E})'  la =--

topologia t dada por las seminormas

U, (V= Vndy € O (BN = gy 10 =[x, v | € [0, +w)

donde k recorre W y x recorre E. Obviamente t es

Hausdorff y menos fina que o((A{E})' , A{(E}), asi que.

‘gobre el conjunto B rnvka(u} $k=l1q2,u,141?quexes4--, o

Vﬁdébilmente*compactoﬁ:cokncidenbihs%désitbpbiogias.1,

Como us=T= l%m Py (u) se tiene que u € B < (A{E}),

es decir A{EJ} & (AL{E})! .

Finalmente, si H es un subconjunta acotado. en  =ew-
x‘{zg}(T(B,) "que,>segﬁn.hembs:vistOf_essel;duaL.fuer-
“te de A.{E} entonces, por ser - A¢{E} - casi~tonelado,
'T.H.eSxequicontinu@‘luegpﬁfporf9;(13)g(ayé@exigten~un;_-?
 acotado normal “M< A%y un equicontinuo U’ . emm——e
(U € WE)), queasera’fuertemente?acotadaaen“Ef,vtales
que H c:[M,U°].‘DeVaquigse;sigueqque?%Eg es fundamen
talmente )AX-acotado Q.E.D.

-Ahora, de 10.5. y‘10}6.'sigue:'

. 10.7. Corolario

Si E es fundamentalmente i-acotado entoncesnlas -
siguientes condiciones son equivalentes

(1) Xp(E} es casi-tonelado

(2) E es casi-tonelado y EJ es fundamentalmente
\*—acotado.
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Ademds bajo la hipfStesis y alguna (las dos) de estas -
condiciones el dual fuerte de M {E} es AX{EB}(T(B)L

Pasemos el estudio de la tonelacién.

10.8. Proposicidn

Bajo las condiciones
(1) E es tonelado
(2) ‘Eg " es fundamentalmente )\ -acotado

se tiene que  Ar(E} es tonelado y su dual es AYER)

~*;Dema§trac16n;rne%1014;tsew0btienerque " Ag{E} < es casi-

-tonelado y su dual es x”{mg}. De 9.13.(3) se sigue -

que  MNAEL} = (A (BN,

Ahora, como E es tonelado, entonces E'(d(E',E)) es
- sucesionalmente completo; ademfs A {E} es normal lue
1go¢¢por%10;34¢utodoaaubconjuntozA,débilmenteaacqtado»-,
#de,‘ix{Eg}‘:es;ﬁuertementexacotado. |

Puesto que  Ay{E} es casi-tonelado, A es equicon-
tinuo. Luego, de hecho, A .{E} - es tonelado Q.E.D.

10;9. Proposicién
Bajo las éondiciones
(1) A {E} es tonelado
(2) AME} = A<E>

se tlene que I es tonelado, su dual es Ax{Eg}\ y E}
es fundamentalmente ) -acotado.
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Demostracidn. La tonelacién de E sigue de que puede =--

obtenerse como un espacio cociente de Ar{E}.

Veamos que (A,{E})' = A*{Ep}. En efecto la condicién
(2) junto con 9.18. aseguran que (A {E})* =2A"{E}}. Por
otro lado (A.{E})' = (A {E}N* (9.13.(3)). Sea ahora -

u € (A.{E})*, entonces, para todo -x € X {E} es
X

® k
<X,u > = 2 <KpyUp> = lim i <Xp,Up > = li.m<x,Pk(u)>
n=1 n=i

~pero - Py (u) e~¢(gwr:c:,(Ar{E}wiaxuggoﬁsponyée;fgxf(E}¥ﬁ v
?ntonElAdOJy Q- elilimite‘puntual‘de {Pk(t)Vtk€ii;2,141~
" se tiene que u € (A {E})'. Por tanto (A {E})}" =

. (}\r{E}’X = )\X{Eé}-

- Sea A un subconjunto acotado de  A“{Ej} (W), enton-
- ces A es 'c(X”{Eé},xg{E}l-acotAdo.wEnaefectq:; _‘
;wSii:x;eiArLE}rc:X{E}r#iAf€E:»>entonceazextstégunédiécd;ff
cerrado B en E tal que (Pa(xn))n‘€4l--399a e
a:= (pglxn)), : como A es r(Bﬁ-aeotado;en‘ A{EL} - —-

-existe r >0 - tal que

ap qggolup) £ r para tedo u € A  (por 9.6)

i ~138

n=1

Entonces

foexur ]| §,<xn,un}{ 3 § f(xn,un>1 3
n=1 n=1

an dgolun) 5 r
1

3 }: PB(Xn) qBO(un) =
n=1 n

i ~18
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Luego A es c(xx{Eg} + \r{E})~acotado.

Ahora, al ser ).{E} tonelado, A es equicontinuo -
luego existen un acotado normal M en A y U <& 4A(E)
tales que A‘C:[M,U°]; Puesto que U’ es B(E', E)-aco
tado, hemos probado que E}, es fundamentalmente A™-
~acotado Q.E.D.

Ahora, de 10.8. y 10.9. sique:

100 10, Corolario ;

“ 8L x{E} a x-<E:> entoncas las siguientes‘condicic-'
“nes sonwequivalentesz

(1) A {E} es tonelado
(2) 1 E-es tonelado y ' E} es fundamentalmente X’ -

-~ =acotado.

- Adem&s, bajo ‘la hipbtesis y algunai (las dos) de - ==

";westasdcondiciones, se tiene: que el dualkde'lxr{E},_aes

B

- De 10.8, y 9.20. obtenemos

©10.11. Corolario

Bajo las condiciones
(1) E es tonelado
(2) E] es fundamentalmente \*-acotado
(3) “E es fundamentalmente A-acotado

se tiene'quekikr{ﬁ} es tonelado y su dual fuerte es
AELR} (1 (gy) -
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De 10.9, 9.18. y 9.20. sigue

10.12. Corolario
Bajo las condiciones
(1) A{E} es tonelado
(2) E es fundamentalmente XA-acotado

se tiene que E es tonelado, el dual fuerte de A, {E}
es A {E'}(t@,) y E; es fundamentalmente X\*-acota
do.

. De 1011,y 10,12, sigue

10.13. Corglario

S$1i B es fundamentalmente )i-acotado entonces las . ==
siguientes: condiciones: son:. equivalentes

(1) - A {E} - es tonelado

~ Bajo 1aﬂhip6te31a:ycalqunafKlas;dosr;dé:Iachondiciones~
anteriores se tiene ademfs gque el dual fuerte de A {E}
ces  A{EL it (gy) - |

10.14.”Observaci6h;WComo prueban los ejemplos siguien-
tes, no es posible suprimir la hipdtesis "E es fundamen
talmente \-acotado" en 10.6, 10.7., 10.11.y 10.13. ni
la hipStesis "X {(E} = A <E>" en 10.9. y 10.10.

10.15. Ejemplos

(1) SLi tomamos X = c¢con su topologfa usual y E=¢
con su topoleogfa B(¢,w), entonces we{¢l = wi¢} =
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(2)

(3)
"~ to'répido: s es el espacic escalonadoi de orden! 1- -
= correspondiente al: sistema de escalones a“‘): = (nk) ne

B(s™,s). 8* es el espacic coescalonada: catreSpona e
diente a s y, por tanto, s [ﬁ(s /8)) ~es un espa-

= ¢n¢ es tonelado. Sin embargo E=¢ no es funda-

mentalmente w-acotado ni E} =w es fundamentalmen
te ¢-acotado por 9.17. (4) vy (5).

k.

Si tomamos A= ¢ con su topologfa B(¢,w) y BE es
un espacio de Fréchet que no admite un cociente no
normable con normas continuas, en particular E no
admite normas continuas, Entonces ¢{E} = es tonela
do ( BONET — PEREZ CARRERAS, 1984) . Sin embargo E no es
fundamentalmente ¢-acotado ni Eé,fés fundamental
mente w-acotado por 9.17. (4) y (5).

Sea \ el espacio s de las sucesiones de decrecimien;_]

De hecho, s coincide con el espacic'escalonado~de
orden p (1 $p s +») o de orden cerc corraspondiente

+al mismo sistema de escalones. s ccneswtop‘qlcgia.;g

de espacio escalonado - {cf. KOTHE, 1969 (p.419) O i

* VALDIVIA, 1982 (Ch.II)) : es:un: espacic nuclear.

. Sea E el espacio - s !(Vaks;:') - con. sw topologia- --

~cio  DF - tonelado y completo,. incluso;nuclear .

Se tiene:

(1) s{s*} = s év-‘ s*  es tonelado (¢cf.: a KGTHE,, 1979
(541.7.) para el isomorfismo y a GROTHENDIECK,1955 (K p.
128) para la tonelacidn).

(ii) E{ =s no es fundamentalmente s*-—acotadb .- BEn
efecto: la familia de seminormas {qy:k=1,2,...}

Gta s — gl < oo |nkanl € [0,00)

define la topologia de s.
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Sea X = (en)n € w(s). Como q, (ey) =nk, se tiene

que (qxley)); = (n¥) & s 1luego x e s™(s}.

Si s fuera fundamentalmente s*-acotado, entonces
existiria un disco cerrado B« § tal que ————

(ps(en)), € s*. Como s* =[ 1l(nk)n-2“ deben -
ns=

existir ke N y r>0 tales que —%:-pB,(en) s r
n

en [ en
luego -~ e¢rB, es decir, {—:n=1,2,...}p es
nk nk

acotado en s.

. Ahora bien

o en 1 N nkf'-t-l
A+t | —— | = = Qi (en) = S =

~ con. 1o que  chtenemos una: contradiccién,

. (1il) 'E = 8" © no es fundamentalmente: s-acotado. En
- efecto: Sea . x : = (en), € w(s®). Para ver que . ---
f;ax;€3éiéﬁ};abastar&nverrqﬁe~/{n&aeggiiinnz4_-.h}és‘
una sucesidn: acotada en s*. Ahora bien, para tado
‘n e N es - nk en- = fO,...,O,nF;OW";.) luego. =-
- n* en . es.un punto de la envoltura normal de la:su
‘cesibn - (nK) e s con la que {nX epsn=1,2,,.}

- est& acotado en s*.

De nuevo, si s fuera fundamentalmente s-acotado

entonces existirfa un disco cerrado B c= s  tal. -
que (pglen)),€<s.

PB (en) . 8n
Sea «ap = pgl(en) entonces o 2 Pp { o } s 1
€n
~luego { - ina= 1,2,...} < B y por tanto la -~
~n .
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e o
sucesidn { an :n = 1,2,...}' estid acotada en s’.
n

Como s* es el espacio coescalonado de s, deben -

existir (K&THE, 1969 (§30.8)) un natural kK y r>0 =

e
tales que { TfL :n.=1,2,..,}‘c:‘r’na{(nk)h}
n : :
luego 1 s r nk con lo que - S On lo --
%n r n¥ '

que contradice o € s.

: Damossaﬁc0ntinuaCi6ﬁ”condicionesasﬁfigténtes;que?aefff
 aseguren la conservacién de la 7~ (casi-)- tonelacién
‘en los espacios A,.{E} construidos a partir de espa=--
cibs E que disfrutan el tipctde.tonelacién«correspon--
diente. i

- Para ello necesitaremos el siguiente lema

10716+ Lema -

~SeafE“lf-(caﬁil-toneladq;yﬁfHﬁﬁﬁk%{ﬁé}ﬂguﬁxcbnjuhtﬁkf"
numerahle~tal,que /H;c:[ﬁqB]i parasun;acotado~normalQ—'
M Yy un- subconjunto B absolutamente: convexo, cerra
-~ do y (fuertemente) acotado de E'. Entonces podemos - =—-=
tomar B equicontinuo; esto es,;existe@unaentorhopfU:e
e AUE) tal que H < [M,U°]. | k

Demostracién. Sea H= {u'P’ ip=1,2,...b = [M,B].  ---
Teniendo en cuenta 9.15. podemos escribir: '

Como B* = {vép): p,n=1,2,...} es un conjunto-(fuerte-
mente) acotado,'ya que B* <= B, y también numerable; B*
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es'equiCOntinuo puesto gue E es 2" =-(casi)-tonelado. -

Tomemos U € 4A(E) tal que B*c< U’, entonces:

pUO(uéPJ) =|aép)lpno(vép)) s |afP'] para todes
’ n,p=1,2,..

Como M es normal, tenemos que (on(uéP)))n € M | para
todo 'p e N ya que o'P) ¢ M. En definitiva, hemos --
obtenido que H < [M,U°] Q.E.D.

10.17. Proposicidn

~Bajoi las condiciones
1) QE ves'fQ?—casi-tanblhdd
(2) "E} - es fundamentalmente )"-acotado

- se tiene que A {E} es X ~-casi-tonelado y su dual

- es \{E}}

*fDemostracién;ﬁSea;H_unxsuhconjuntovnume:able:y'fuerte-"

.~ mente:acotada de « (A.{E})! . Por la condicién (2} y 9.

220, (1) obtenemos que = (A {E}) ' = \*{E}} - ademés: sobre -

k~este;espa¢ioélagtopologia:deiduakiﬁuertefes més fina- -
gque la (B )-topologfa (9.19.) asfl que H- es T(8)
tado. Entonces, por: la condicidén (2), existen un acota

~aco

"do.normal M. en  A* y un: subconjunto B absolutamen-
- te convexo, cerrado y fuertemente acotado de E' tal -
qgque H C:[M,B]. Por el lema 10.16. tenemos que  —===-
~H¢C:[M,U°} para un cierto entorno U € ‘YU(E) con lo

Cual,’por.9.13.;(2),~eré equicontinuo. Hemos probado

entonces que A, {E} es ¢ -casi-tonelade Q.E.D.

De esta proposicién y 9.20. (2): sigue inmediatamen-
te: ‘
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10.18. Corolario

Bajo las condiciones.
(1) E es g”-casi-tonelado
(2) E; es fundamentalmente A’ -acotado
(3) E es fundamentalmente A-acotado

~se tiene que ), {E} es casi-g"-tonelado y su dual --
fuerte es AY{Ef} (1 (5)).

. Puesto que si E es 2% -tonelado, entonces  —mew—-

E'(¢(E',E)) es sucesionalmentefccmpletc, da las propoiirif7é

;siciones 10 3.y 10 17. se*siques

10,.19. Corolario

" Bajo las condiciones

(1)2;Ef'es~ 2®~tonelado ,

c2) ¢ e&_fundamentalmente A% -acotadox‘
r@seﬁtienevque.plg{E}'feswfz$-toneladq;xxsu;duak:esQQ-;;
CA{EQ}. | | ‘

.Y, an&logamente a 10.18.

10.20. Corolario
Bajo las condiciones
(1) E es ¢°=tonelado |
(2) E] es fundamentalmente )\ -acotado
-(3) E es fundamentalmente . A-acotado

se tiene que A {E} es ("-tonelado y su dual fuerte
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§11. ALGUNOS CASOS ESPECIALES.

En esta seccibn aplicaremos los resultados de la --
anterior para dos casos especiales: Si E es normado en
primer lugar'y si X =2 posteriormente.

11.1. Si E es un espacio normado entonces, por 9.17. =
(6), E es fundamentalmente A-acotado para todo espacio
perfecto A. En particular, E} serd fundamentalmente -
A -acotado. Esto nos permite deducir de 10.5. y 10.13.
respectivamente, los~siguientes:resultados:'

*1142¢,Pr§pcsiC16n

Si B eSsun,éspacio normado entonces, para todo espacio
perfecto A, el espacio X.{E} es casi-tonelado y su =
~dual fuerte es el espacio " A {Ep}(t 4)). |

11.3. Proposicién

- 81 E es ‘yun«e;épacicanormado; entonces,. pa‘r&:,x;tdda:~ ;a\spacio; L
perfecto A, el espacio A, {E} es tonelado si y sblo. -
si E es tonelado.

'11.4.,Observaciones

(1) Supongamos gque A es un espacio perfecto en el que
la topologia normal coincide con la topologia fuerte -
8(A,1"). Entonces X =i, es tonelado. Ademds  =e==e=

ME} = A 8¢ E  (KOTHE, 1979 (§41.7.)) . Si escribimos

N ey E = ME} < ME} = A &, E

entonces los resultados 11.2. y 11.3. en este caso se
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pueden deducir de BONET -PEREZ CARRERAS, 1983.

Observemos que si A no est8i en las condiciones anterio-
res entonces no es necesariamente cierto que la topolo-
gia inducida por A{E} en A & E sea la nm-topologla -
(cf. §13) en cuyo caso 11.2. y 11.3. no pueden deducir-
se del trabajo citado.

(2) Sea )\ un espacio perfecto tal que AX(S(AX,X))  ———
posee la propiedad AK, es decir A" = (A*), . Esta condi-
cién es equivalente a que )\ con su topologia normal --
ser& semi-reflexivo. (Kb-ms,wearcp.41a)§);

Recordemos: que unwespacidmlcsasexdics:queﬁesidrstihguigi‘“

- do’ sk su-dual fuerte es tonelado, entonces:

11.5. Proposicidn

Si A es un espacio perfecto tal que X\ (B8(X',A)) posee
- la propiedad AK y E es;un»espaciounormado@fentoncesmw-é
Ae{E} - es distinguido.

Demostracién. Por 11.2. el dual fuerte de M {E} = es el
espacio AX{EQ}(IB) =Ai{Eg}(T(gw)‘"Puestogque Eg es
un espacio de Banach, se sigue de 11.3. que o ——————

x*{Eg}(T(B)) es tonelado y por tanto A, {E} es;distig
guido Q.E.D.

11.6. Supongamos ahora que A =28° , entonces Ag=cy, Yy
AT =t . Hemos visto (9.17.(1). ¥y 9.17.(2)) que todo --
espacio lcs es fundamentalmente . {“=acotado y que la --
fundamental ¢!'-acotacidn equivale a la propiedad (B)
de Pietsch. Entonces, por 10.7., 10.13, 10.18. y 10.20.
obtenemos |
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11.7. Teorema

Si E es un espacio lcs entonces c,{E} es casi-tonela
do si y sb6lo si E es casi-tonelado y Ey posee la pro
piedad (B) de Pietsch.

11.8. Teorema

Si E es un espacio lcs entonces c¢,{E} es tonelado si
y sb6lo si E es tonelado y EJ posee la propiedad (B)
de Pietsch.

11,9, Teorema

: sifE»es:unzéspacio-lcs  3%=(casi-) tonelado y EQ -
- satisface la propiedad (B) de Pietsch entonces c,{E}
es $”-(casi-) tonelado.

,11k10%70bsenvaciones

C(1)i 11,7 - se debe originalmente: a: Marquina y Sanz Ser- -

~na = (MARQUINA~SANZ SERNA, 1978) mientras: que: 11.8.. fus
obtenido por Mendoza utilizando- el resultadao de -~
Marquina y Sanz Serna (MENDOZA, 1983).

(2): En el caso de la 2 -(casi-)- tonelacibn, a la vis-
ta de las pruebas de 10.18. y 10.20. para el caso
en que A=2" , con lo que la hipbtesis de la fun-
damental JA-acotacidn se verifica siempre, parece
‘que la condicidn que darfa la caracterizacidn «--
completa y que sustituirfa a la propledad (B)  —==
serfa una propiedad (B) mis débil relacionada con
la numerabilidad: "Diremos que un espacic lcs E --
posee la propiedad (wB)} si dado un acotado numera
ble B < ¢'{E} existe una sucesifn acotada en E,
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E
{Xp:n=1,2,...}, tal que si B*: = acx{xp:n=1,2..}

entonces yp € Eg. para todo y=(yn), € B y todo =--

PB*(Yn) 1",

it ~18

n ¢ N y ademés

n=1

De hecho Bonet, siguiendo las té&cnicas de 10.18. y 10.
20., ha obtenido (comunicacidn personal) que

"co{E} es & -(casi-) tonelado si y s6lo si E es

£~ (casi-) tonelado y E} satisface la propiedad (wB)"

'§12. ESPACIOS DE FRECHET Y ESPACIOS (DF)

12.1. En esta seccifn utilizaremos (cf. 9.17.(3)) " que
si A,esmun,espaciotperfectd:tal_que A* ~ posee un sig-
tema fundamental numerable'de acotados: entonces

~ (*) Todo espacio lcs metrizable es fundamentalmente
" -acotado ' R ‘ o
oy

(:)‘Toderspacio DF es fundamentalmente A’ -acotado

(Utilizaremos (*) y (%) para referirnos a estos hechos
a lo largo de toda esta seccidn).

Observemos gue al ser A(B(x,xx))» un espacio completo
(KOTHE, 1969 (530.5.)) entonces que Ax;posea un sistema. -
fundamental numerable de acotados es equivalente a que
A(B(A,1¥)) sea un espacio de Fréchet. En estas condi-
- clones, si E es un espacio lcs metrizable A {BE} ===
tamblén es metrilzable,; ademés:
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12.2. Proposicidn

Si A es un espacio perfecto tal que A(B(A,\*)) es
un espacio de Fréchet y E es un espacio lcs metrizable,

entonces
(1) El dual fuerte de A {E} es \'{Ep}(t(pm))

(2) A.{E} es tonelado si y s6lo si E es tonelado

(3) Ap{E} es g”-tonelado si y s6lo si E es %~
-tonelado

Demostracidn. Puesto que E es un espacio lcs metriza--
“ble 'i‘in'o’ es un es:pgcioAf DF (JARCHOW, 1981 (12.4.5)), :luego

(1) sigue de 9.20., (*) y (%) . (2) sigue de 10.13.,
(*) v (¥). (3) (&) sigue de 10.19. y (¥) mientras;que 
(=) sigue de que E se puede obtener como un espacio
cociente de AL {E} y por tanto (cf. BONET-PEREZ CARRERAS
1980 (III. 1.1.b))  E es 4”-tonelado. Q.E.D.

- 12.3. Vamos: a estudiar bajo,que;condicionesS‘Ar{E}yQasw, 
' un;espaciQ‘DFalpuesto;que xr_:y~"E,;puedenfobtenerséf 
como un cociente de Ap{E}, supondremos:que X, y E
- son: espacios DF.

“ Como Ay (B(AgrA)) es tonelado, basta exigir que
Ay posea un sistema fundamental numerable: de acotados
normales. Las clausuras de estos acotados en A(o(k,kxﬂ
forma un sistema fundamental numerable de acotados en
A. Reciprocamente si \ posee un sistema fundamental nu
merable de acotados, también lo posee \y. En definiti-
va, supondremos: que A\ posee dicho sistema o, equivalen
temente, que A*(R(1*,))) es un espacio de Fréchet.

Para hacer mds simple las pruebas de 12.4. y 12.5.
destaquemos los siguientes hechos de carfcter trivial:
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(1) Si A y B son conjuntos absolutamente convexos en

un espacio vectorial E y p,, pg son las correspondien-
tes seminormas en los espacios Ep, Eg (pa es- el cali-
brador de Minkowski del conjuntc A) entonces se verifi

ca que Ep n Eg = E(a,p) ; ademés
Pianp) = Sup {pa(x) , pg(x)} para todo ‘x € E5 N Eg

(cf. ROBERTSON-ROBERTSON, 1973 (Ch.I §4.)).

(2) SL R es un acotado normal: absolutamente convexo en
‘ ksy~B:eSﬁun'conjuntc\absclutamenterconvexa%en;un'aspaeJ 1‘
- clol les E entonces para todo nfimero o >0 s se tiene:

[r,B] =-[aRJL§B] (c£. 9.15.).

12.4. Lema

'Sean X un espaciao perfecto y E: un espacio lcs.
* Sea R un acotadoﬁnormaLﬁabsclutamentavconveXQqem<A.

:Seanzﬁqy‘azdosjconjuntos:abSolutamentexcénvexoeenEL, "

‘Entonces [®,8] n [R,u] = [2r,BnH].

~ Demostracidn. Sea - X

Ca

(Xn)n enfkfﬁ}fnf[R;H]H,entonces

. se tiene

Entonces, por (1) de la observacidn previa, se tilene
- que: Xnq € E(gaH) n=1,2,... y ademés:

-

: p(Br\ H)(Xn) = 8up {pB (xn) ipﬂ(xn)} s pB(xn)ﬁ'""p}{r(xn)

n=1,2,..
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Como (pgp(xp)), y (pu(xn)) son sucesiones de R vy
este conjunto es normal y absolutamente convexo se --
- sigue que (p(BnE”(xn))n € 2R. Con lo que  —eeewm—-

X € [ZR BN H] Q.E.D.

12.5. Teorema

Sea )\ un espacio perfecto con sistema fundamental nume
rable de acotados normales {N,, N, ...} . Sea E un
espacio DF, entonces A,{E} es:un.espaciOfDF CUYOQ ==
dual fuerte es A{Ef}(v(g). i

; Demostracién.’ObServemés;enhprimerflugarfque,sal'ser
E) un espacio de Fré&chet se tienen (*) y (¥):

(1) E es fundamentalmente - A-acotado

(2) E}  es fundamentalmente : A*-acotado

T Puestq: que*todo“espacidﬁDF“eS' ¥~casi=-tonelado, se ==
“tiene por 9.20. que: el ‘dual fuerte,de Ar{E} . es: el ==
cespacio A{Ef}(t (@) . B |

~ Por otro lado, como E es un espacio DF, entances —-
-~ posee un sistema fundamental numerable de acotados - --
{By, Bz, ...} . Entonces por (1) y lapropiadefinicién
de fundamental A-acotacidn, obtenemos que los conjun—-
tos {[v;,B;] 1,3=1,2,...} forman un sistema funda
mental numerable de acotados en ME}(t(gy). Estamos -
suponiendo que A,.{E} 1lleva la (B)-topologia que --
~hereda de X{E} asi que ),.{E} posee un sistema funda
mental numerable de acotados.

Nos falta probar que M:{E} es sucesionalmente-casi-
-tonelado (R4 -casi-tonelado en la terminologia de --
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.ﬁumﬁow,1981), es decir: Si A es un subconjunto de ---
A*{Ef}  tal que

(i) A  es fuertemente acotado
(ii) A est8 incluido en una unidn numerable de --

<4
equicontinuos: A~c:l., 1_1‘ An
M=
debemos probar que A es equicontinuo.

Ahora bien: Puesto que A es acotado en M*{Ep} (1 p))
que es el dual fuerte de )\ {E} y. Ep es fundamental
mente )A*-acotado, existen un: subconjunto R, acotado, ’
;;normalzyfabsolutamentegconvexoide eX”ﬁ;Y*uﬁgaubconjun+f ‘
‘ to%Biacctado,sabsclutamenteiconvexo;y~cerrkéd*de?ﬂzg :
tales que: '

(ii1) A = [Ry , B]
Por (ii) y 9.13. para cada A, podemos encontrar.un

- subconjunto - My - acotado, normal y absolutamente conve
- xo de A* y un subconjunto - Hp equicontinuo y abso-

" lutamente' convexo de E': talesique - Ap < [Mp @ Hpn] < Toma

remos - {Hy :n\=1;2”~.;}::creciente,

Los conjuntos My , n1=1;2,,,. son: acatados: en \*
para cualquier topologia polar.del par (A%, ). , en ——
‘particular son g(A*,X)-acotados. Por la hipbtesis . --
hecha sobre X, Ax(s(xx,x)] es un espacio de Fréchet
luego, por una conocida propiedad de los espacios lcs
metrizables ( KOTHE, 1969 (29.1.5)), podemos encontrar --

an
nimeros reales y positivos apn tales que ’%ig,amﬂum
es acotado en AX(B(A%,A)) ¥ am 2 Omel ~péra todo m.
Sea R, un acotado normal absolutamente convexo de  AX
[35) ’
tal que {HMJ om Mp < R,. Entonces (teniendo en cuenta

Com=1

la observacidén 12.3.(2).)
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AC:L.J Am'C:L_.J [Mm ,Hm_] =U‘,~[-9Cm Mn -—L'HmJC: |
m=1 m=1 v m=1 Om
<= (?n——ijl ERz ' L Hm] < [Rz ' {E:J“l‘ Hm]

Qm =1 Om
Puesto que cada H, era un equicontinuo en E', éL'Hm
m

es un equicontinuo en E', como {Hp:m=1,2,...} es
creciente vy {apitm=1,2,...} es decreciente, ————

w
H :l yJ— H es un conjunto absolutamente convexo.
m=] Om m

. Obtenemos:'entonces:

Cfdv) ¢ ac R, H]

SeafR;unfacotadO‘normalsabsolutamente convexo en A%
tal que Ry U Ry = R ; entonces por (iii), (iv) y el
lemah12.4,?obtenemds:

ac[R Bl 0 [Re Hl e ReB) n [R,H] =[2r, B0 H]

\Dohdew;B?ﬁ?H‘nesﬁunuéonjuntaxﬁﬁentementeaacotadoaenfEf,k‘
;(pon?serlq B)\quevadam&éﬁest&zincluidoxenguna;unién:-;k
numerable de;conjuntos:equicontinuos=(el-conjuntofH).,
Como E es un espacio DF, se sigue que B (1 H es equi-
-continuo en E'. De 9.13.  se obtiene ahora queLEZR;B(]H]
¥y por tanto A, es: equicontinuo SQUVELD.

12.6. Corolario

Sea X\ un espacio perfecto con un sistema fundamental
numerable de acotados normales y sea E un espacio DF.
Entonces

(1) SL E es casi~tonelado, A.{E} es un DF casi-to
nelado '
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(2) Si E es #”-tonelado, A, {E} es un DF &"-tonelado

(3) Si E es sucesionalmente tonelado, A, {E} es un
DF sucesionalmente tonelado

(4) Si E es tonelado, A,.{E} es un DF tonelado

Demostracidn. Puesto que E es fundamentalmente A-aco-

tado y E; es fundamentalmente A*-acotado, obtenemos:
(1) sigue del teorema y 10.5.
(2) sigue del teorema y 10.19.

. (3)” sigue del teorema y 10.3;‘(pues?bajoula hipSte-
" sisg, E'(c(E',E)) es‘sucesionalmentaxcompleto‘)  -
 obsérvese que, al ser A{E!} el dual de A.(E}

se tiene que dicho dual coincide con el a-dual,
(X AEN™ (por 9.13.(3)).

(4) sigue del teorema y 10.11. Q.E.D.

m12;7,:0bservaciones 

(1) A partir del teorema obtenemos: que - RP{E} (1 $p < +=)

es: un espacio DF si E es un DF, esto da una solucidn
~afirmativa a un problema que nos fué& propuesto por
el Pr. J. Bonet (U.P. Valencia). |

(2) También obtenemos que c,{E} es un espacio DF si E
es un espacio DF. Este resultado se debe a Schmets
(citado en DIEROLF, 1983).

(3) Hagamos notar que el teorema no incluye el caso ==
¢"{E} pues &% = c,. EL hecho de que 2 {E} es un
espacio DF si E es un DF ha sido resuelto en DIEROLF,
1983 (5.13.)
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(4) Podemos utilizar el corolario 12.6. para abordar
el problema de cuindo un espacio de Fr&chet A, {E}
es distinguido.

12.8. Teorema

Sea A un espacio perfecto tal que A(B(A,A*)) es un
espacio de Fré&chet y 2*(g(A*,\)) posee la propiedad
AK. Si E es un espacio de Fréchet distinguido entonces
A.(E} es un FK-espacio distinguido.

'Demostracién. Por 9.8. y 12,24 obtenemos:que Ar{Ek es
- un Fréchet :cuyo 'dual “fuerte - es \* {Eb}(T(B)). Ahora
bien, puesto que A* = )} entonces ' N{Ej} = Ap{Ej}.

Puesto que ‘Eé es un espacio DF tonelado por ser E
~un espacio de Fréchet distinguido, se sigue del corola
rio 12.6. que XX{EB}(T(B)) ‘es;toneladey”‘por tanto,
~que A {E} - es distinguido. . Q.E.D. '

1 12.9. Corolario :

'Si A es un espacio perfecto reflexivo tal que -
(B (X, Ax)) es un espacia de Fréchet y E es: un: espacio
de Fréchet: distinguido, entonceS‘fx{E},,es;unwespacio
de Fréchet distinguido.

Demostracidn. Basta observar que \ es reflexivo si y
s6lo si A (B(A,A\)) ¥y A(B(A,AT))  poseen la propie-
dad AK ( KOTHE, 1969 (§30.7.(5))}y utilizar el teorema.
"Q.E.D.. ‘

12.10. Ejemplo.

Si A es un espacid escalonado de oxrden p (1 < p < +x)
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y E es un espacio de Fréchet distinguido, entonces  --
A{BE} es distinguido puesto que todo espacio escalona-
do de orden p es reflexivo ( KOTHE, 1969 §30.8.).

12.11. Observacibén. En GROTHENDIECK, 1955 se formula la

"~ siguiente pregunta: ¢Es distinguido el producto tenso-
rial completado de dos espacios de Fréchet distingui-
dos?.

Grothendieck establece una respuesta afirmativa si uno
de los espacios es nuclear. La respuesta, en general,

~ es negativa como lo prueba. la: existencia de un*espadio
- de Fr8chet distinguido F, tal - que 2} @; F; "ho €§ - ==
“distinguido; dicho espacio ha sido construido por S.
Dierolf (DIEROLF, 1983). '

Recientemente, Bonet y Defant han resuelto el prd—
blema de manera completa cuando uno de los espacios es
‘un espacio escalonado.de orden 1 { BONET-DEFANT, 1985).

. Usando los resultados previos de esta memoria, podemos
1Hdar;unafdemostracién%deﬂesteﬂresultado@(meotema?32;12),
,iindependiente‘de;latcfrecidawpor;estosﬁautores. ‘

12.12. Teorema

Sea X; un espacio escalonado de orden 1. Entonces
A, ®; E es distinguido para todo espacio de Fréchet -
distinguido si y s6lo si A, es reflexivo.

Demostracidn,. -

(&) Puesto que ); es un espaclo escalonado de orden
1, su topologla normal coincide con su topologia fuer-
te ﬁ(ALLAx). Entonces (cf. KOTHE, 1979 (p. 197)) v
Ay 8; E = 3 (E} con lo que el resultado sigue de 12.9.
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(=) Si ), es un espacio escalonado de orden 1 que no
es reflexivo, entonces posee un subespacio seccional
isomorfo a 2! (KOTHE, 1969 (§30.9)) con lo que podemos --
escribir: Alvg 2* @ » donde A es un espacio perfec
to y la suma directa que aparece es topolSgica.

Tomando el espacio F, construido por S.Dierolf obtene-
mos: ’

Al é»n Fl e (,Q,l é:n- Fl) @ (>\. é1]’ Fl)

luego, como &' @p F, no es distinguido, A, &x F, no
es distinguido Q.E.D. o -

12,13, Finalizamos esta seccidn dando: algunos resulta-
dos para espacios que sean limites inductivos numera--
bles de espaclos de Banach o espacios de Fréchet, los
llamados LB y LF respectivamente (cf. KOTHE, 1969
(§19.5.)). ' e '

Empezamos con un raaultadohvaiidomp&rarespagiosulo—
calmente completOS\(cf,wnummqw;isahwlo.rdlrmenalayprug
ba seguimos las té&cnicas de: MARQUINA-SANZ SERNA, 1978.

~12.14. Proposicidn

Sea E un espacio lcs localmente completo. Supongamos
existe una sucesidn creciente de subespacios localmente

completos de E , {Ex t+k=1,2,...} , tal que E::L“J Ex
k=i
31 )\ es un espacio normal, A <= &° , entonces

VE} = || MEg)
k=1
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Demostracibn.

(D) si x € A{Ex} para alglGn k, entonces para todo
‘U e UE) es (qu\Ek(xn))n € A. Pero es inmediato -
comprobar que si xp, e U N Ex entonces  ———w==m- - e

dQy(xp) =dya g, (Xn) con lo que (qulxn)) € A y, por

tanto, x e A{E}

(=) Sea x € AME} <= 2"{E} , entonces {x,:n e N} es
un acotado en E. Como E es localmente completo, el con

junto B:= acx {¥xpn:n e N} E,es,unadisco:de~8anach
~en: E (JARCHOW, 1981 (p.197)). |

Supongamos probado que cada conjunto EB f Ex *esk
cerrado en EB. En ese caso al ser Ep = L.J(EB N Ex)
un espacio deaBanach;debe;existirn\pQrteL;teorema,de
Baire, un Indice k* tal que: B Eps EB con lo
que X, € Exe« para todo n=1 2,... Y s pPOr: E€r - «-—-Q
qU,\Ek*(xn)==‘qb(xn) para todo = U € QA(E), tendriamosf

que X € X{Ek*}czlwij X{Ek}

Veamos pues que EB n Ex ~es>cerraddten'EB;«Sea -
{yp:m=1,2,...} una sucesibn convergente en Eg [} Ek
a un punto y € Ep. Entonces {yp} converge a un pun-
to y* € Ex en la topologia de Ey pues Ex es local--~
mente completo y B N Ey es un disco cerrado en Ey
(TARCHOW, 1981 (p.197)). Necesariamente' debe ser

y = y* € EB n Ek . QsEcD.

Ahora, de JarcHow, 1981 (12.3.7.)  sigue
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12.15., Corolario

En las condiciones de la proposicidn, si A{E} es
tonelado entonces A{E} es el limite inductivo estric
to de la sucesién A{Ec}.

12.16. Observacifn. En MaRQUINA, 1975 puede encontrarse

condiciones bajo las que un espacio lcs que sea unidn
numerable creciente de subespacio localmente completos
es localmente completo. '

12,17, Teorema

“Sea E el limitevinductivo'estricto de una sucesibn
creciehte.dé espacios de Banach {Ex:k=1,2,...}. Sea
A un espacio perfecto tal que A,= A < ™. Entonces
. son equivalentes:

1) ~ A{E} - es tonelado

C(2) ~A{Ekges:elilimiteiinductivo~estriCtaide;la S\U=
~cesidn  A{Ey}- : : e

3 E; - es fundamentalmente \™-acotado
- ademfs cada una de las condiciones anteriores implica

(4) E - es’ fundamentalmente )J-~acotado

Demostracidn. Observemos en primer lugar que E es -

localmente completo pues todo disco cerrado en E 1lo
serd en algln E, con lo que Eg= (Ex)l, serfunespa
ciq de Banach. Naturalmente, E es tonelado.

(1)=(4) Por el carolario 12.15. obtenemos gque M{E}
es el limite inductivo estricto de los espacios -

- A{Ey}. Ahora si A es un acotado en A{E}, A serd --
acotado en algln \A{Eyx} . Como Eyx es un espacio
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de Banach, Ex es fundamentalmente A-acotado, por

lo cual obtenemos que existen un acotado normal R

en A y un acotado absolutamente convexo B en Ex =--
tales que A< [R,B]. Pero B es acotado tambi&n en
E, lo que prueba (4).

(3) = (1) Sigue de 10.8.

(1) = (3) Sigue de (1) = (4) y 10.12.
(1) = (2) 8Sigue de 12.15.

(2) = (1) puesto que cada A{Ex} es tonelado (por
11.3.) el resultado sigue de.  JARCHOW, 1981 (1l,3.1)

An&logamente se puede probar

- 12.18. Teorema

Sea E el limite inductivo: estricto de: una sucesién
' de espacio de Fréchet y sea X un espacic perfecto tal
que A=}, es un espacia de Fréchet y k= 7.

Entonces:sonrequivalentés:
(1) X{E} es tonelado

- (2)  ME} eS«el”limiteuinductivoaestrictafdeglaasg
cesidn X{Ey} '

(3) E} es fundamentalmente A"-acotado

ademds cada una de las condiciones anteriores implica

(4) E es fundamentalmente ' A-acotado

12.19. Ejemplo. Si en 12.17. tomamos como E el espacio
D) de las funciones indefinidamente diferenciables
sobre un abierto de vacfo 0 o R®, D(Q) es el limi-
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te inductivo estricto de la sucesibn creciente de espa
cios de Fré&chet, D(K,) donde {Kp:n=1,2,...} es -=

una sucesidn creciente de compactos tales que - e o e
0

o .
Kn L Kn+1 Y Q = " Kn .

Si tomamos como X el espacio s de las sucesiones
de decrecimiento r&pido, s es el espacio escalonado de
orden 1 correspondiente al sistema alk) s 2 (nk)n con
lo que s es un espacio de Fréchet, perfecto, incluido
en ¢°  y con normas continuas.

'iéadaJéD(Kn)éfes fundamentahmente&s&&cotado,wsin -
embargo D(R) no es fundamentalmente s-acotado ya que
s{D(Q)} = s &; D (2) no es tonelado (GROTHENDIECK, ==

1955 (11, P.83)). Esto prueba que la fundamental A-acota
c¢ién no se conserva, en general, por limites inducti--
vos estrictos numerables.

§13;'UNAIREPRESENTACION’TENSORIAﬁ;DEsLOS'ESPACIOS‘Ar{E}

13.1. Sea A un espacio perfecto y E un espacio lcs -~
consideremos la aplicacidn

T: ((andy ¢ X) € X x E —> (an X))y € ME}

puesto que  (qylon x))pn =(lan} qy(x))y =qy(x) (Jen]), € A

para todo entorno U € “((E), la aplicacién T estd --
bien definida. Obviamente T es bilineal luego puede --
~ser factorizada a través del producto tensorial:
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T: A x E — AE}

es decir T=J o ® siendo J 1la aplicacién lineal

m . .
oxVeroE— J(2)=| § aéj) x‘3) L € ME}
jal j=1

. Es ‘conocido (cf.KOTHE, .-1'9*’79':5(9. 1197) ) 'quei J- es. inyecti
va. luego el espacio vectorial A e E puede identifi--
carsefconvsu,imagen J(A ® E) como un subespacio vec-
torial de ME}. En particular, si o= (on)lp € Ar -
- entonces. para todo x € E y todo: U € GU(E) tenemos

9y (a (ton )y, & x) ) = Ay (5() (lann n & A

‘xluego  }r;Q:E»~tamhién;puedé;identificarse,conasu:ima-
gen . J(), @ E) como un subespacio vectorial de A¢{E}.

Nota.- En lo que sigue identificaremos A & Ey Ar @ E
con sus imfgenes respectivas J(x @ E) y J(iyr o E)
aunque, en alguna ocasidn mantendremos J(z) para des-
tacar la representacién como sucesién en E de un elemen-
to z del producto tensorial correspondiente.

‘En DE GRANDE-DE KIMPE, 1971 ~ se prueba que si la topolo-
gfa B{(A, A7) es compatible con el par (\,2"), es decir
81 A= Ap ., entonces la topolegia inducida por rt (p)
sobre A @ E  es una topologia tensorial compatible en
€l sentido de Grothendieck (cf. KOTHE, 1979 (p. 264) Y —-=--
también a GROTHENDIECK, 1955). Utilizando gque la topologia
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B, 2") induce sobre A, la topologia B(Ar,kx) Yy que
dicha topologfa es compatible con el par dual (Ap,A™)
(KOMURA-KOMURA, 1963), podemos dar un resultado andlogo -
al de De Grande-De Kimpe para el espacio Ay ®© E , ==
siguiendo té&cnicas similares. \

13.2. Proposicidn

La (B )-topologfa induce en A, ® E una topologia --
tensorial compatible en el sentido de Grothendieck.
Esto es:

"CTﬁuL&%apliéacién’ : | , |
‘@ :((anI;X) efkr'*ﬂs“**5(“h)n’QQx'é”Af‘a(B);E‘
es separadamente continua
" (2) 81 Ba(Bn), € \* y v e E' entonces
ge v ey @g EN
a‘t3ﬁ?éixDr;e35unrequicontinuoﬂen¢%&A&)!:;k”j(y“Dz es

~;unwequiccnt1nuo;enjﬁ‘;AtDrra}széesxunwequicon-n
tinuo en  (Ay @4, E)' :

. Demostracidn. Para probar (1) basta observar que si M
- es un acotado en A*y U € Q(E) entonces:

dm,u(T(lan), @ x)) =sup {  18,] agla,x) 8 efm}fs

n=1
o

= qy(x) sup { } lan Bplzs €M} = qu(x) guo ((wnln)

n=1
para todos x € B , (ag), € A.

La prueba que damos a continuacidn para (3) es vilida
“para (2):
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X

Si D, es un equicontinuo en (A¢)' = , podemos -

A
suponer que D, es un acotado normal en \"; asimismo -

podemos suponer que D, =U° para algGn U. e ‘U(E).
Ahora, si 8= (B,), € D, y Ve U' entonces pa

ra todo z (af3)y o x(3) € A\, © E se tiene:

i
i ~18

j=1
o |
|<Z’B ® v>| = ) <(Q‘r(1j))nr8>'<x(3) P
=1
m o ;
=Y ) ~aé-j)a .Bn‘x‘('j)‘ ]
=l nat « AR
=] I n {<'{ ald) x(3) ,v,} g
- 3

n=1 =]

) lBinI: ;{'f;aéj)»x(j) y V2| S
nal ER j-j_.

RTE TR |
SqDL'U[(j21 *n * )n}'= qnlrU(J(Z))

"~ Q.E.D.

13.3. Proposicidén

La (B )-topologia inducida en )\, @ E es m&s fina
~que la ¢~topologia y menos fina que la w-topologla.

Demostracién. La primera afirmacién sigue de ser 1t (q)

una topologia tensorial compatible (GROTHENDIECK, 1955 (I
p. 189) o bien KOTHE, 1979 (p. 266)). ‘
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Para probar la segunda observemos lo siguiente: Si

m
- (3) 4 (3) , .
z= ) f(a?') ex € A, ® E, y llamamos “M°,U(')
j=1 :
a las seminormas correspondientes a la w—topologiau(M

acotado normal en A, U € A(E)} , tenemos:

U

¥ N E PRI D
au,u(I(z)) = sup { | |Bnl qu{ Yy oan?’ x ] : B € M}vs
ns=1 j=1

1 =1

= sup |8n a,ﬁﬂw]&«.q‘t,f(,gm, & M} .

{
$ P{i anl i la,ﬁj)lr‘,qu(X‘j’):seM%
{j 1 {nnl

[

m
)

j=1

n=1

dy (x(3) sup { Y 184 déj?§ :a;e‘M}] =

m .
I gy x ) qye a3
j=1

‘(La filtima igualdad: por: ser Manormwlry

-y ' m V
Es decir qM'U(J(z)) s ) qu(x(i)qumo(a‘j)) para

=1

m
toda representacién de z como ) a(3) @ x(3)  1luego:

i=1

m .
au,0(@(2)) s inf {g a3 qotaPiz= § old Q.x(j)}=
j=1 =1
= nMo'U,(z)

el resultado sigue de ser z arbitrario en )\, @ E

Q.E.D.
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13.4. Lema

Si E denota el espacio completado de E, entonces --

$(E) es denso en A{E}.

Demostracién. Puesto que, por 9.11.(2)., @(E) es den-
SO en Ar{ﬁ} ., bastari probar que ¢(E) es denso en -
6(E) para la (B )-topologia.

Sean y‘z(yl,...,yp,o,...) € ¢(ﬁ), M un acotado normal
en 1%, V& UE) y €>0. Como Mes og(\*,)\) acota-

do y ey € )\, tenemos que

“mgi=sup (| <ex, 8> | 18 € M}=sup {|Bk} &t B € M)

es finito para cada k=1,2,...

Podemos encontrar Xl:-worxp‘€~E='ta1es;que’
p‘ .
Y ome gy (X =yR) < €

' luegc S;i X &= ‘/(xl'lf""' -lxpfol.o‘o)‘* G§'¢(§E~) l ktenemos i
> P '

Ay, v {y=X)- = sup { Y Bkl Gy (X =yx} B € M} s

. k=1 ) .
m
s Y omp gy (Xp=-yx) <€

k=1
Q.E.D.

13.5. Corolario
Con la identificacién i, @py E 3 J(Ay © E) (1 (g)) se

tiene que A, ®(5) E z A (Ellt(m).



- Cap.III §.13 ' 7 137

Demostracibn. Consideremos la cadena de subespacios

(b(E)C:)\r@ E< Arx @(B) éc)\r{é}(T(B))

(B)
Por el lema 13.4. obtenemos que A, ® .5, E es denso
en Ar{ﬁ}(T(B)). Como este Gltimo espacio es completo
(por 9.11.(3)) e induce sobre X, @,y E la (B)-to
pologia (pues la topologfa de E induce en E su topolo
gfa original) debe ser ), 5(3)-E = Ar{ﬁ}(r(ﬁ)).

Q.E.D.

13.6. Observacibn. La (8 )-topologfla:inducida en w==
Ar ® E coincide con la r-topologla si en ) coinciden
la topologfa normal y la topologfa g(r;A*), con lo =
que adem&s ) = )}y , como es el caso de 4! o de los
espaclo escalonados de orden 1. (cf. KOTHE, 1979 (p.198)).

En el caso en que ) es algln espacio P con 1 <
<P < +o , la r-topologfa es estrictamente mis fina -
que la: (B )~topologfa: si E no es nuclear (GROTHENDIECK,
1956 : citado: en DE GRANDE-DE KIMPE, 1971).

Es bien conocido, por otra parte, que - m—————

Co{é} % Cy é\elvE.

13.7. Definicibn. (Subespacia amplio)

Sea E un espacio lcs y F un subespacio de E. Diremos
que F es un subespacio amplio de E si dado un conjunto
A acotado en E, existe un conjunto B acotado en F tal
que Ac EE‘

13.8. Proposicién.

#(E), y por tanto )\, @ E, es un subespacio émplio de
A {E}. '
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Demostracién. Sea A un acotado en Ar{E} , podemos su-

poner que A es normal. Tomamos B:= A 1 ¢(E) , B es
acotado en ¢(E)(T(B)) pues B < A ademds para todo

X € A es x=1lim Pyx. Ahora bien Pyg(x) € A n ¢(E) =
k ‘
= B por ser A normal, con lo que obtenemos X e B -~

donde la clausura ests tomada en A {E} Q.E.D.

13.9. Observacibédn. La utilidad de la introduccidn de

los subespacioc amplios ("large" en la terminologia in-
=;§le3a):re§idemem.la»siguientqsprOpiedadgque»se:deduce,
inmediatamente de la definicvié’nf (cf. DEPANT-GOVAERTS, ==
1984 ). '

~13.10. Si' F es un subespacio amplio de un espacio lcs
E: entonces F es casi-tonelado si y s6lo sl E:-es casi-
- =tonelado.

1:UtiLizaremos;tambiénselésiguientanresultadoide -
- Defant. y Govaerts. (ibidem). -

13.11. Sean E y F espacios lcs bornoldgicos. Suponga-
mos que F posee la propiedad de aproximacidn: acotada.
Si T es una topologia tensorial compatible entonces

F @, E es bornolégico si y sblo si es casi-tonelado.

13.12. Teorema

~Sean A, y E espacios bornolégicos. Entonces las --
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Ar e, E es bornolégico
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(2) A, S (p) E es casi-tonelado

(3) Ay{E} es casi-tonelado

Si ademés E es completo entonces las condiciones ante-
riores son equivalentes a

(4) X_{E} es tonelado.

Demostracibn. Puesto que los vectores unitarios  ———-

(e +k=1,2,...} forman una base de XA, , este espa--
cio posee la propiedad de aproximacién' acotada con lo.
quefel;teorem&:sigueadeéﬂ3&2~1?13;8,,?13¥10é5y*13114.

Q.E.D.

13.13. Observacifn. Los resultados de §10 en combina-

cidn con este teorema nos permite’ deducir algunas con-
diciones bajo las que Ay ®&(p) E . es bornokbgico. Des-
tacamos: ‘ o B

13.14. Corolario

81 Ay y E son bornolégicos y Ep esufundamental-,
mente A*-acotado entonces Af»s(B) E - es borncoldgico.

13.15. Observacidn. Existen espacios perfectos X tales
que A=, no es bornol6gico (KOMURA-KOMURA, 1963). En
este trabajo o en VALDIVIA, 1982 pueden encontrarse con-

diciones para que A sea bornaldgico.

13.16. Ejemplos
(1) SL E es normado y ), es bornolégico entonces
Ar ® (ny E es bornolbgico ‘
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(2)

(3)

Si E es un espacio DF bornoldgico entonces = ——=——-
2P ® 3y E es bornolégico (1sp< +v}, en particu-
lar %' e, E es un DF bornoldgico.

co ©. E es bornolégico si y sblo si E es bornold
gico y E; posee la propiedad (B) de Pietsch (por
11.7. y 13.12.). Este resultado se debe a Defant
Y Govaerts (ibidem).
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