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Abstract. Let F be a non-Archimedean locally compact field and let D be a central
division algebra over F . Let p1 and p2 be respectively two smooth irreducible represen-
tations of GLðn1;DÞ and GLðn2;DÞ, n1; n2 f 0. In this article, we give some su‰cient
conditions on p1 and p2 so that the parabolically induced representation of p1 n p2 to
GLðn1 þ n2;DÞ has a unique irreducible quotient. In the case where p1 is a cuspidal repre-
sentation, we compute the Zelevinsky’s parameters of such a quotient in terms of the para-
meters of p2. This is the key point for making explicit Howe correspondence for dual pairs
of type II (cf. [Mi1]).

Introduction

Dans l’étude des représentations irréductibles d’un groupe réductif sur un corps local
non archimédien F , on est amené à considérer aussi des représentations réductibles. En
général, elles ne sont pas semi-simples et il est très intéressant de construire de telles repré-
sentations ayant un unique quotient (ou un sous-module) irréductible. C’est dans cette li-
gnée, par exemple, que l’on trouve les classifications de Langlands et de Zelevinsky du
type : ‘‘l’unique quotient irréductible de . . .’’ ou ‘‘l’unique sous-module irréductible de . . .’’.

Cet article est motivé par la question suivante : Soit D une algèbre à division de centre

F de dimension finie sur F. Si p1 et p2 sont deux représentations lisses irréductibles de

GLðn1;DÞ et GLðn2;DÞ respectivement, est-ce que l’induite parabolique, notée p1 � p2, de

p1 n p2 à GLðn1 þ n2;DÞ possède un unique quotient irréductible?

Nous utilisons des techniques des foncteurs de Jacquet, avec des considérations de
combinatoire, pour donner des conditions su‰santes pour que la réponse soit positive.

Donnons quelques premières applications de ce résultat général : la représentation
p1 � p2 admet, en particulier, un unique quotient irréductible si :

(1) La représentation p1 est un caractère de GLðn1;DÞ. C’est une question qui appa-
raı̂t naturellement dans la correspondance de Howe. Ceci prouve une ancienne conjecture
de M.-F. Vignéras, cf. [MVW], Conjecture 3.III.6.
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(2) La représentation p1 est une représentation cuspidale. Ceci permet, dans [Mi1], de
rendre explicite la correspondance de Howe pour les paires duales de type II.

(3) Les représentations p1 et p2 sont essentiellement de carré intégrable. Ceci permet
de donner dans la section 4 une preuve simple, complètement combinatoire, de la classifi-
cation des représentations irréductibles de GLðn;DÞ à la Zelevinsky en termes des segments
(voir [Ze1] quand D ¼ F ).

Remarquons, pour comprendre l’importance de la question qui motive cet article, que
parmi d’autres applications, l’unicité du quotient irréductible impliquerait, en particulier, la
conjecture (U0) de Tadić (qui vient d’être prouvée dans [Se]) qui permet de déterminer le
dual unitaire de GLðn;DÞ.

Donnons maintenant plus de détails concernant les di¤érentes sections de l’article :

Dans la section 1, on introduit les notations. Dans la section 2, on utilise le lemme
géométrique combinatoire de [Ze1], pour donner une condition su‰sante pour que l’induite
parabolique du produit tensoriel de plusieurs représentations irréductibles n’ait qu’un seul
quotient irréductible. En section 3, on introduit les foncteurs de Jacquet et, en section 4, on
rappelle la classification de Tadić des représentations irréductibles de GLðn;DÞ. On donne
aussi un paramétrage à la Zelevinsky de cet ensemble.

Dans la section 5, on combine ces résultats pour montrer le théorème principal de cet
article (Théorème 5.1). Dans la section 6, on calcule, avec la classification de la section 4,
les paramètres de l’unique quotient irréductible de p1 � p2, quand la représentation p1 est
cuspidale, en termes des paramètres de p2.

On utilise ce calcul, dans la section 7, pour tirer quelques conséquences : d’une part,
on donne une condition combinatoire nécessaire et su‰sante d’irréductibilité de p1 � p2,
quand p1 est cuspidale (Théorème 7.4).

D’un autre côté, Zelevinsky, dans [Ze1] construit une involution, notée D, du groupe
de Grothendieck associé à la catégorie des représentations lisses et longueur finie de
GLðn;FÞ. Aubert montre en [Aub] que cette involution permute les classes des représenta-
tions irréductibles. Dans [Ze2], Zelevinsky propose une formule pour décrire D à l’aide des
objets géométriques paramétrisant les représentations irréductibles de GLðn;FÞ. Dans
[MW] on montre cette conjecture et on donne une description combinatoire de l’involution.
Dans [Ta1] on généralise cette involution pour les formes intérieures de GLðn;FÞ et on con-
jecture que la description combinatoire et géométrique de D doit rester valable dans ce
cadre, avec quelques petites modifications (cf. [Ta1], Conjecture 3.6). On montre cette con-
jecture dans le Théorème 7.7. Ceci facilite les calculs de [Ta2].

Dans l’appendice, on montre (Corollaire A.3) un lemme jouant un rôle clé dans le
calcul de [Mi1] de la correspondance thêta explicite dans le cas des paires duales de type
II. Il serait très intéressant de trouver une preuve plus simple, sans devoir utiliser tous les
calculs des sections précédentes, pour, peut-être, généraliser les résultats de [Mi1] aux paires
duales de type I. Remarquons que dans le cas des représentations des groupes orthogonaux,
la représentation induite parabolique à partir du produit tensoriel de deux représentations
cuspidales peut avoir deux sous-modules irréductibles (cf. [Moe]).
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1. Préliminaires

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien de caracté-
ristique résiduelle p > 0, D une algèbre à division de centre F de dimension finie d 2

sur F .

On note Mn l’ensemble de matrices n � n à coe‰cients dans D et Nrd : Mn ! F

la norme réduite. Le groupe GLðn;DÞ des matrices inversibles dans Mn sera noté Gn.
Le groupe trivial sera noté G0. On note n ¼ jNrdjF , la valeur absolue de la norme ré-
duite (par abus de notation on ne fera pas distinction entre n agissant sur Gn pour di¤ér-
ent n).

A toute partition (ordonnée) a ¼ ðn1; . . . ; nrÞ, ni f 0, de l’entier n, correspond une dé-
composition en blocs des matrices carrées d’ordre n. On notera Ga le sous-groupe de Gn

formé des matrices inversibles diagonales par blocs de taille ni, Pa (resp. Pa) le sous-groupe
formé des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) par blocs, et Ua le sous-
groupe de Pa formé des éléments dont les blocs diagonaux sont des matrices unité. Le
sous-groupe Pa est conjugué à Pa dans Gn avec a ¼ ðnr; . . . ; n1Þ.

Dans cet article on ne considérera que des représentations lisses complexes et le mot
représentation voudra toujours dire représentation lisse complexe. On notera IrrðGnÞ l’en-
semble des classes d’équivalence des représentations irréductibles de Gn. On note Irr l’union
disjointe

Irr ¼
S

nf0

IrrðGnÞ;

et C le sous-ensemble de Irr formé de représentations cuspidales. Le support cuspidal de
p A Irr sera noté suppðpÞ.

On note ra;n (resp. ra;n) le foncteur de Jacquet normalisé associé au parabolique stan-
dard Pa (resp. Pa).

Soient ri A IrrðGni
Þ, 1e ie r. On note r1 � � � � � rr la représentation

indGn

Pa
ðr1 n � � �n rr n 1Ua

Þ

induite parabolique normalisée.

Soit p une représentation de Gn ; on a un isomorphisme canonique (réciprocité de
Frobenius) :

HomGn
ðp; r1 � � � � � rrÞFHomGa

�
ra;nðpÞ; r1 n � � �n rr

�
:ð1:1Þ
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On dispose aussi d’un isomorphisme de réciprocité à la Casselman (cf. [Ber], Theorem
20, ou bien [Bus]) :

HomGn
ðr1 � � � � � rr; pÞFHomGa

�
r1 n � � �n rr; ra;nðpÞ

�
:ð1:2Þ

On notera Rn le groupe de Grothendieck de la catégorie des Gn-modules de longueur
finie identifié au Z-module libre qui a pour base ðpÞp A IrrðGnÞ. Le sous-semigroupe de Rn qui

consiste en des sommes finies p1 þ � � � þ pk où pi A IrrðGnÞ, k f 0 sera noté Rþ
n . Posons

R ¼
L
nf0

Rn;

Rþ ¼
L
nf0

Rþ
n :

Si p1; p2 A R on note p1 e p2 si p2 � p1 A Rþ.

On note s:s:ðpÞ (ou JHðpÞ) l’image de p dans R pour toute représentation de longueur
finie p. On définit une loi de multiplication dans R par mðp; p 0Þ ¼ s:s:ðp� p 0Þ. L’opération
m est aussi notée � et ðR;þ;�Þ devient un anneau gradué (associatif et commutatif).

Si p est une représentation de Gn on notera grðpÞ ¼ n et ~pp la contragrédiente de p.

Si p est une représentation de longueur finie, alors

s:s:ðpÞ ¼
L

ti A Irr;1eier

miti; où les ti sont distincts:

On dit que les ti forment une suite de composition de p et que mi est la multiplicité de ti

dans p.

2. Lemme géométrique combinatoire

On rappelle ici les résultats de [Ze1], 1.6, et on déduit quelques premiers lemmes sim-
ples qui seront utilisés dans la suite.

Soient b, g deux partitions de n, b ¼ ðn1; . . . ; nrÞ, g ¼ ðm1; . . . ;msÞ et pour i A f1; . . . ; rg
soit ri une représentation de Gni

. On veut calculer une suite de composition de
rg;nðr1 � � � � � rrÞ.

Notons M b; g l’ensemble des matrices b ¼ ðbi; jÞ r � s telles que :

(1) Les bi; j sont des entiers positifs.

(2)
Ps

j¼1

bi; j ¼ ni pour tout i ¼ 1; . . . ; r ;
Pr

i¼1

bi; j ¼ mj pour tout j ¼ 1; . . . ; s.

Fixons b A M b; g et notons bi la partition ðbi;1; . . . ; bi; sÞ de ni et gj la partition
ðb1; j; . . . ; br; jÞ de mj.
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Brought to you by | Biblioteca de la Universidad de Sevilla
Authenticated

Download Date | 10/17/16 10:13 AM



Les rbi;ni
ðriÞ sont de longueur finie. Supposons alors

JH
�
rbi;ni

ðriÞ
�
¼ fsð1Þi ; s

ð2Þ
i ; . . . ; s

ðriÞ
i g

où

s
ðkÞ
i ¼ s

ðkÞ
i1 n � � �n s

ðkÞ
is ; s

ðkÞ
ij A IrrðGbi; j

Þ; k ¼ 1; . . . ; ri:

Pour tout j A f1; . . . ; sg, et pour toute famille d’entiers k1; . . . ; kr tels que 1e kj e rj,
on définit la représentation sj de Gmj

par

sj ¼ s
ðk1Þ
1j � s

ðk2Þ
2j � � � � � s

ðkrÞ
rj ;

et la représentation sðk1; . . . ; krÞ de Gg par

sðk1; . . . ; krÞ ¼ s1 n s2 n � � �n ss:

Alors, d’après [Ze1], 1.6, les sðk1; . . . ; krÞ quand on fait varier les ðk1; . . . ; krÞ et
b A M b; g forment une suite de composition de la représentation rðm1;...;msÞ;nðr1 � � � � � rrÞ.

Une première conséquence immédiate est la proposition ci-dessous :

Proposition 2.1. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout i, 1e ie r,

toute partition bi ¼ ðbi;1; bi;2Þ de ni et tout s
ðkÞ
i ¼ s

ðkÞ
i1 n s

ðkÞ
i2 A JH

�
rbi;ni

ðriÞ
�

on ait :

(1) Ou bien suppðsðkÞi1 Þ jL
S

1ejei�1

suppðrjÞ.

(2) Ou bien suppðsðkÞi2 Þ jL
S

iþ1ejer

suppðrjÞ.

Alors la représentation r1 n � � �n rr apparaı̂t avec multiplicité 1 dans

JH
�
rb;nðr1 � � � � � rrÞ

�
:

Démonstration. D’après ce qui précède, les sðk1; . . . ; krÞ, quand on fait varier
ðk1; . . . ; krÞ et b A M b;b, forment une suite de composition de rb;nðr1 � � � � � rrÞ.

Si b est la matrice diagonale dans M b;b d’éléments diagonaux n1; n2; . . . ; nr, alors
sðk1; . . . ; krÞ ¼ r1 n � � �n rr et ki ¼ 1 pour tout i.

Il su‰t donc de montrer que pour tout b A M b;b, b non diagonale, et tout ðk1; . . . ; krÞ,
r1 n � � �n rr n’est pas un sous-quotient de sðk1; . . . ; krÞ. Or, si b n’est pas diagonale (par la
condition (2) de la définition des matrices ðbi; jÞ), il existe j < i et j 0 > i 0 tels que bi; j et bi 0; j 0

soient non nuls. Soient

i0 ¼ minfi : bj < i; bi; j 3 0g; j0 ¼ minf j : bi0; j 3 0g;

i 00 ¼ maxfi 0 : bj 0 > i 0; bi 0; j 0 3 0g; j 00 ¼ maxf j 0 : bi 0
0
; j 0 3 0g:
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Brought to you by | Biblioteca de la Universidad de Sevilla
Authenticated

Download Date | 10/17/16 10:13 AM



Par l’hypothèse (1), puisque j0 < i0, pour tout ki0
, suppðsðki0

Þ
i0 j0

Þ jL suppðrj0
Þ et donc, rj0

ne peut pas être un sous-quotient de sj0 . Ainsi, r1 n � � �n rr n’est pas un sous-quotient de
sðk1; . . . ; krÞ.

Par l’hypothèse (2), puisque j 00 > i 00, pour tout ki 0
0
, suppðs

ðki 0
0
Þ

i 0
0

j 0
0
Þ jL suppðrj 0

0
Þ et donc, rj 0

0

ne peut pas être un sous-quotient de sj 0
0
. Ainsi, r1 n � � �n rr n’est pas un sous-quotient de

sðk1; . . . ; krÞ. r

Corollaire 2.2. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout i, 1e ie r,

toute partition bi ¼ ðbi1; bi2Þ de ni et tout s
ðkÞ
i ¼ s

ðkÞ
i1 n s

ðkÞ
i2 A JH

�
rbi ;ni

ðriÞ
�
, on ait :

(1) Ou bien suppðsðkÞi1 Þ jL
S

1ejei�1

suppðrjÞ.

(2) Ou bien suppðsðkÞi2 Þ jL
S

iþ1ejer

suppðrjÞ.

Alors r1 � � � � � rr a un seul sous-module irréductible et sa multiplicité dans JHðr1 � � � � � rrÞ
est égale à 1.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme qui suit et de la proposition précé-
dente. r

Lemme 2.3. Supposons que r1 n � � �n rr apparaisse avec multiplicité 1 dans

JH
�
rb;nðr1 � � � � � rrÞ

�
ðresp: JH

�
rb;nðr1 � � � � � rrÞ

�
Þ:

Alors r1 � � � � � rr a un seul sous-module (resp. quotient) irréductible et sa multiplicité dans

l’induite est égale à 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe p1 et p2 deux sous-modules irréductibles de
r1 � � � � � rr et posons p ¼ p1 l p2. Ainsi

dim
�
HomGn

ðp; r1 � � � � � rrÞ
�
f 2:

Par (1.1), on trouve

dim
�
HomGb

�
rb;nðpÞ; r1 n � � �n rr

��
f 2:

Or, par l’exactitude du foncteur de Jacquet,

JH
�
rb;nðpÞ

�
e JH

�
rb;nðr1 � � � � � rrÞ

�
:

On trouve donc que r1 n � � �n rr apparaı̂t avec multiplicité au moins 2 dans
JH

�
rb;nðr1 � � � � � rrÞ

�
ce qui est absurde, par hypothèse.

Si r1 n � � �n rr apparaı̂t avec multiplicité 1 dans JH
�
rb;nðr1 � � � � � rrÞ

�
, la preuve

est la même mais on utilise (1.2) à la place de (1.1). r
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3. Les blocs dans Fin(Gn)

Pour un ensemble X , MðXÞ sera l’ensemble de tous les multi-ensembles dans X , i.e.,
des fonctions m : X ! N à support fini. On définit la somme de multi-ensembles de façon
naturelle.

Si W A MðCÞ, on pose

jWj ¼
P
r AC

WðrÞ grðrÞ:

Soit W un multi-ensemble de représentations cuspidales, avec jWj ¼ n. On note
FinðGnÞ la sous-catégorie pleine de AlgðGnÞ des représentations de longueur finie et FinðWÞ
la sous-catégorie pleine de FinðGnÞ telle que pour tout sous-quotient irréductible p de tout
élément dans FinðWÞ, suppðpÞ ¼ W.

Alors (cf. [Cas], Theorem 7.3.2) la catégorie FinðGnÞ est produit direct des blocs

FinðWÞ quand W parcourt tous les multi-ensembles de représentations cuspidales de Gn

avec jWj ¼ n.

On veut dire par cela :

(1) Tout p A FinðGnÞ est une somme directe de représentations pi A FinðWiÞ, où
Wi 3Wj si i3 j.

(2) HomGn
ðpi; pjÞ ¼ 0 si pi A FinðWiÞ et Wi 3Wj.

Soient n, t deux entiers positifs, t < n et soit p une représentation de longueur finie de
Gn. La représentation rðt;n�tÞ;nðpÞ, étant de longueur finie, se décompose alors :

rðt;n�tÞ;nðpÞ ¼
Lr

i¼1

Ls

j¼1

Pi; j

où, pour tous 1e ie r et 1e j e s, Pi; j est une représentation de longueur finie de
Gt � Gn�t telle que tout sous-quotient irréductible de Pi; j est la forme pi n p 0

j avec pi A Wi

et p 0
j A W 0

j où fWig1eier et fW 0
ig1ejes sont deux sous-ensembles de MðCÞ tels que jWij ¼ t,

jW 0
j j ¼ n � t, pour tous 1e ie r et 1e j e s, et Wi 3Wi 0 si i3 i 0, et W 0

j 3W 0
j 0 si j 3 j 0.

Si r une représentation irréductible de Gt, avec suppðrÞ ¼ Wi, on pose

JacrðpÞ ¼
L

1ejes

Pi; j;

et si r 0 une représentation irréductible de Gn�t avec suppðr 0Þ ¼ W 0
j , on pose

Jacr 0 ðpÞ ¼
L

1eier

Pi; j:

Remarquons que JacrðpÞ et Jacr 0 ðpÞ ne dépendent que du support cuspidal de r et r 0,
respectivement. Remarquons aussi que l’on obtient le foncteur Jacr à partir du foncteur
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Jacr en changeant dans la définition de Jacr le foncteur de Jacquet par son foncteur opposé
(d’où la notation).

Proposition 3.1. Supposons qu’il existe r A IrrðGtÞ, V A IrrðGn�tÞ telles que rnV

soit un sous-quotient de rðt;n�tÞ;nðpÞ. Il existe alors r 0 une représentation irréductible avec

suppðr 0Þ ¼ suppðrÞ et une représentation V 0 A IrrðGn�tÞ telles que p soit un sous-module de

r 0 � V 0.

Démonstration. Par hypothèse, JacrðpÞ3 0. Soit r 0 nV 0 un quotient irréductible de
JacrðpÞ. Alors r 0 est une représentation irréductible avec suppðr 0Þ ¼ suppðrÞ et, la com-
posée du morphisme non nul dans

HomGðt; n�tÞ

�
JacrðpÞ; r 0nV 0�3 0

avec le morphisme surjectif canonique de rðt;n�tÞ;nðpÞ vers JacrðpÞ montre que

HomGðt; n�tÞ

�
rðt;n�tÞ;nðpÞ; r 0 nV 0�3 0;

et, par réciprocité de Frobenius on trouve le résultat cherché. r

4. Représentations de GL(n,D)

On va rappeler ici quelques résultats de [Ta1] et [Mi2]. Dans [Ta1], §2 (voir aussi [Se],
Theorem 3.4, pour une preuve di¤érente valable en toute caractéristique), on montre qu’il
existe une fonction qui, à chaque représentation cuspidale r associe un entier strictement po-
sitif sr tel que, si r1 et r2 sont deux représentations cuspidales de GLðn1;DÞ et GLðn2;DÞ,
n1; n2 f 1 alors r1 � r2 est réductible si, et seulement si

r1 ¼ nsr1r2 ou r1 ¼ n�sr1r2:

Cet entier sr1
est aussi caractérisé de la façon suivante (cf. [Ta1], §2) : par la correspondance

de Jacquet-Langlands r1 se corresponde à une série discrète p de GLðn1d;FÞ. D’après la
classification des séries discrètes (cf. [Ze1]), il existe un unique entier positif q divisant n1d

et une représentation cuspidale t de GLðn1d=q;FÞ tels que p est l’unique quotient irréduc-
tible de

t� nt� � � � � nq�1t:

Alors sr1
¼ q.

Pour toute représentation r cuspidale on pose nr ¼ nsr .

Soient r une représentation cuspidale de Gn, b; e A Z, be e. On pose

D ¼ fnb
rr; n

bþ1
r r; . . . ; ne

rrg:

On appelle D un segment et on le notera souvent D ¼ fb; egr. L’ensemble de tous les seg-
ments sera noté S. On notera lðDÞ ¼ ðe � b þ 1Þn la longueur de D et bðDÞ ¼ nb

rr et
eðDÞ ¼ ne

rr les extrémités de D.
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On dit que fb; egr, fb 0; e 0gr 0 sont liés si fb; egr W fb 0; e 0gr 0 est encore un segment et

fb; egr jL fb 0; e 0gr 0 et fb 0; e 0gr 0 jL fb; egr. On dit que fb; egr précède fb 0; e 0gr 0 s’ils sont liés
et il existe t A fb; egr telle que r 0nb 0�1

r 0 F t.

Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus. On dira
qu’un multisegment est ordonné si l’on peut l’identifier à l’ensemble indexé ðD1; . . . ;DrÞ,
tel que, si i < j, Di ne précède pas Dj.

Soit m ¼ ðD1; . . . ;DrÞ un multisegment. On notera

lðmÞ ¼
P

1eier

lðDiÞ

la longueur de m et cðmÞ A MðCÞ son support, i.e. le multiensemble de représentations cus-
pidales défini par

cðmÞðrÞ ¼
P
r AD

mðDÞ;

pour toute représentation cuspidale r. On identifiera très souvent cðmÞ à un ensemble de
représentations cuspidales fr1; . . . ; rtg comptées avec multiplicités.

On dira que le support de m est connexe si
S

1eier

Di (sans multiplicités) est encore un

segment. Dans ce cas on dira que m est à support connexe.

Proposition 4.1. A chaque segment D ¼ fnb
rr; n

bþ1
r r; . . . ; ne

rrg, r étant une représen-

tation cuspidale de Gn, on peut associer des représentations irréductibles hDi et hDi t telles

que :

(1) hDi (resp. hDi t) est l’unique sous-module (resp. quotient) irréductible de

nb
rr� nbþ1

r r� � � � � ne
rr.

(2) rðn;...;nÞ;nðe�bþ1ÞðhDiÞ ¼ nb
rrn nbþ1

r rn � � �n ne
rr

(resp. rðn;...;nÞ;nðe�bþ1ÞðhDi tÞ ¼ ne
rrn � � �n nbþ1

r rn nb
rr).

Les représentations hDi et hDi t sont aussi caractérisées par la propriété (2). L’ensemble de

représentations de la forme hDi t est l’ensemble des représentations essentiellement de carré

intégrable.

Démonstration. Cf. [Ta1], 2.7. r

Si D ¼ fb; egr est un segment on note ~DD le segment f�e;�bg~rr de sorte que

ghDihDi ¼ h~DDi et ghDithDit ¼ h~DDit:

Notons D l’endomorphisme involutif de R défini en [Aub], Definition 2.1. La preuve
du théorème 2.3 de [Aub], en changeant n par nr, montre que DðhDiÞ ¼ hDi t. Ainsi cette
involution généralise l’involution de Zelevinsky [Ze1], 9.12, au cas D3F (voir [Ta1], §3).
Par [Aub], Corollaire 3.9, si p est une représentation irréductible de Gn alors DðpÞ est aussi
une représentation irréductible de Gn.
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A partir d’un argument d’unitarité on montre le théorème suivant, clé dans toute la
construction qui suit :

Théorème 4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tous 1e i; j e r, les segments Di et Dj ne sont pas liés.

(2) hD1i� � � � � hDri est irréductible.

(3) hD1i
t � � � � � hDri

t est irréductible.

Démonstration. (1) équivaut à (3) par [Ta1], 2.5. Puisque l’involution D est un endo-
morphisme d’anneaux

DðhD1i� � � � � hDriÞ ¼ hD1i
t � � � � � hDri

t

et donc (2) équivaut à (3) par [Aub], Corollaire 3.9(b). r

Le théorème ci-dessous, classifie toutes les représentations irréductibles de Gm en
fonction des représentations cuspidales de Gi, iem.

Théorème 4.3. (1) Soient D1; . . . ;Dr des segments et supposons que, si i < j, Di

ne précède pas Dj . Alors la représentation hD1i
t � � � � � hDri

t admet un unique quo-

tient irréductible. Il est noté hD1; . . . ;Dri
t. La multiplicité de hD1; . . . ;Dri

t dans

JHðhD1i
t � � � � � hDri

tÞ est égale à 1.

(2) Les représentations hD1; . . . ;Dri
t et hD0

1; . . . ;D
0
r 0i

t sont équivalentes si, et seule-

ment si, les suites ðD1; . . . ;DrÞ et ðD0
1; . . . ;D

0
r 0 Þ sont égales à l’ordre près.

(3) Toute représentation irréductible de Gm peut s’écrire sous la forme hD1; . . . ;Dri
t.

Démonstration. Cf. [Ta1], §2. r

C’est un paramétrage à la Langlands.

Remarque 4.4. Si fD1; . . . ;Drg est un multi-segment ordonné, avec

D1 ¼ fr; nrr; . . . ; nn�1
r rg;

alors

JacrðhD1; . . . ;Dri
tÞ3j:

En e¤et, hD1; . . . ;Dri
t étant un quotient de

hD1i
t � � � � � hDri

t; hD1i
t n � � �nhDri

t A rðhD1; . . . ;Dri
tÞ;

avec r le foncteur de Jacquet associé au parabolique approprié.

Voyons qu’on trouve de même un théorème similaire, à la Zelevinsky, du Théorème
4.6, quand on change le mot ‘‘quotient’’ par ‘‘sous-module’’ :
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Lemme 4.5. Soit ðDð1Þ
1 ; . . . ;Dð1Þ

n1
;D

ð2Þ
1 ; . . . ;Dð2Þ

n2
; . . . ;D

ðmÞ
1 ; . . . ;DðmÞ

nm
Þ un multisegment tel

que :

(1) Pour tout 1e iem, il existe une représentation cuspidale ri telle que, pour tout

1e k e ni, eðDðiÞ
k Þ ¼ ri.

(2) Pour tous 1e i < j em et tout 1e k e nj, ri B D
ð jÞ
k (i.e. les D

ðiÞ
l ne précèdent pas

les D
ð jÞ
k pour tous 1e l e ni, 1e k e nj).

Notons

p0 ¼
Nm
j¼1

ðhDð jÞ
1 i� � � � � hDð jÞ

nj
iÞ:

Alors p0 apparaı̂t avec multiplicité 1 dans

rðhDð1Þ
1 i� � � � � hDð1Þ

n1
i� � � � � hDðmÞ

1 i� � � � � hDðmÞ
nm

iÞ

où r est le module de Jacquet associé à la partition�
lðDð1Þ

1 ; . . . ;Dð1Þ
n1
Þ; lðDð2Þ

1 ; . . . ;Dð2Þ
n2
Þ; . . . ; lðDðmÞ

1 ; . . . ;DðmÞ
nm

Þ
�
:

Par conséquent la représentation hDð1Þ
1 i� � � � � hDð1Þ

n1
i� � � � � hDðmÞ

1 i� � � � � hDðmÞ
nm

i pos-

sède un unique sous-module irréductible et sa multiplicité dans l’induite est égale à 1.

Démonstration. La représentation p0 est irréductible par (1) et 4.2. Par (2) et le
lemme géométrique, les représentations D

ðiÞ
k satisfont aux hypothèses du Corollaire 2.2, ce

qui implique la première partie du lemme. La deuxième partie découle immédiatement du
Lemme 2.3. r

Théorème 4.6. (1) Soit ðD1; . . . ;DrÞ un multisegment. Supposons que, si i < j, Di

ne précède pas Dj . Alors la représentation hD1i� � � � � hDri admet un unique sous-

module irréductible. On le note hD1; . . . ;Dri. La multiplicité de hD1; . . . ;Dri dans

JHðhD1i� hD2i� � � � � hDriÞ est égale à 1.

(2) Les représentations hD1; . . . ;Dri et hD0
1; . . . ;D

0
r 0i sont équivalentes si, et seulement

si, les suites ðD1; . . . ;DrÞ et ðD0
1; . . . ;D

0
r 0 Þ sont égales à l’ordre près.

(3) Toute représentation irréductible de Gm peut s’écrire sous la forme hD1; . . . ;Dri.

Démonstration de (1). D’après le Théorème 4.2 on peut supposer que le multien-
semble fD1; . . . ;Drg est ordonné comme dans le Lemme 4.5. La partie (1) est donc une con-
séquence de ce lemme. r

Remarque 4.7. Avec les mêmes arguments (cf. Lemme 2.3), on montre que
hDri� � � � � hD1i a un unique quotient irréductible. Par réciprocité à la Casselman (1.2),
ce quotient contient dans son module de Jacquet la représentation p0 du Lemme 4.5.
Puisque, par le Lemme 4.5, la représentation notée hD1; . . . ;Dri est le seul sous-quotient
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de hDri� � � � � hD1i qui contient p0 dans son foncteur de Jacquet, hD1; . . . ;Dri est donc
aussi le seul quotient irréductible de hDri� � � � � hD1i.

Si a ¼ ðD1; . . . ;DrÞ est un multisegment, on pose ~aa ¼ ðfD1D1; . . . ; eDrDrÞ. Ainsi,

h~aaiFghaihai:

En e¤et, d’après la remarque précédente, on a, pour ðD1; . . . ;DrÞ un multisegment ordonné :

hDri� � � � � hD1i !! hD1; . . . ;Dri ,! hD1i� � � � � hDri:

Par passage à la contragrédiente on trouve

h~DD1i� � � � � h~DDri !! ghD1; . . . ;DrihD1; . . . ;Dri ,! h~DDri� � � � � h~DD1i:

Le multisegment ð~DDr; . . . ; ~DD1Þ est ordonné et donc

h~DD1; . . . ; ~DDri ¼ ghD1; . . . ;DrihD1; . . . ;Dri:

Proposition 4.8. Soient a1; . . . ; aN des multisegments et supposons que, si i3 j, aucun

segment D de ai ne soit lié à un segment D0 de aj. Alors

ha1i� � � � � haNiF ha1 þ � � � þ aNi:

Démonstration. Par récurrence on se ramène immédiatement au cas où N ¼ 2.
Soient a1 ¼ ðD1; . . . ;DrÞ, a2 ¼ ðD0

1; . . . ;D
0
r 0 Þ deux multisegments ordonnés. Alors, puis-

qu’aucun segment D de a1 n’est lié à un segment D0 de a2, le multisegment
ðD1; . . . ;Dr;D

0
1; . . . ;D

0
r 0 Þ est ordonné, donc la représentation

hD1i� � � � � hDri� hD0
1i� � � � � hD0

r 0i

a, par le Théorème 4.6(1) un unique sous-module irréductible et il est isomorphe à
ha1 þ a2i. Puisque ha1i� ha2i est une sous-module de

hD1i� � � � � hDri� hD0
1i� � � � � hD0

r 0i

on en déduit que ha1 þ a2i est l’unique sous-module irréductible de ha1i� ha2i.

De même, d’après la Remarque 4.7, la représentation

hDri� � � � � hD1i� hD0
r 0i� � � � � hD0

1i

a un unique quotient irréductible isomorphe à ha1 þ a2i. Puisque ha1i� ha2i est un quo-
tient de hDri� � � � � hD1i� hD0

r 0i� � � � � hD0
1i on en déduit que ha1 þ a2i est l’unique

quotient irréductible de ha1i� ha2i.

Or, d’après 4.6, ha1 þ a2i apparaı̂t avec multiplicité 1 dans

hD1i� � � � � hDri� hD0
1i� � � � � hD0

r 0i
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et donc

ha1i� ha2i ¼ ha1 þ a2i: r

Le résultat précédent permet de nous ramener au cas des multisegments à support fixé
et connexe.

Soient D ¼ fb; egr, D0 ¼ fb 0; e 0gr 0 deux segments. On dit que DfD0 s’il existe r A N�

tel que

nb
rrF nrþb 0

r r 0; ou bien nb
rrF nb 0

r r 0 et ef e 0:

L’ordre ainsi défini n’est total que si l’on se restreint à des segments inclus dans l’ensemble
fn t

rr : t A Zg, où r est fixé.

On dira qu’un multisegment est rangé si l’on peut l’identifier à l’ensemble indexé
ðD1; . . . ;DrÞ où

Dr IDr�1 I � � �ID2 ID1:

Soit s A MðCÞ un support connexe et considérons l’ensemble MðsÞ de tous les multi-
segments de support s. Soient m ¼ ðD1; . . . ;DrÞ, m 0 ¼ ðD0

1; . . . ;D
0
r 0 Þ A MðsÞ deux multiseg-

ments rangés. On dit alors que mfm 0 si :

D1 > D0
1;

ou D1 ¼ D0
1 et D2 > D0

2;

..

.

ou D1 ¼ D0
1; . . . ;Dr 0 ¼ D0

r 0 ; et rf r 0:

C’est une relation d’ordre total sur MðsÞ (car on a supposé s connexe).

Soit m ¼ ðD1; . . . ;DrÞ A MðsÞ un multisegment rangé. Notons D1 ¼ fb1; e1gr,
D2 ¼ fb2; e2gr; . . . ;Dr ¼ fbr; ergr où r est une représentation cuspidale de Gn. Alors, par le
Théorème 4.6(1), la représentation

nb1
r rn � � �n ne1

r rn nb2
r rn � � �n ne2

r rn � � �n nbr
r rn � � �n ner

r rð4:1Þ

apparaı̂t dans le module de Jacquet rðn;n;...;nÞ;lðmÞðhD1; . . . ;DriÞ.

Si m 0 ¼ ðD0
1; . . . ;D

0
r 0 Þ A MðsÞ est tel que m 0 < m alors, par le lemme géométrique la

représentation (4.1) n’apparaı̂t pas dans le module de Jacquet

rðn;n;...;nÞ;lðm 0ÞðhD0
1i� � � � � hD0

r 0iÞ

et donc par le Théorème 4.6(1) et l’exactitude du foncteur de Jacquet, elle n’apparaı̂t pas
dans rðn;n;...;nÞ;lðm 0ÞðhD0

1; . . . ;D
0
r 0iÞ, la représentation hD0

1; . . . ;D
0
r 0i étant un sous-module de

hD0
1i� � � � � hD0

r 0i. On en déduit que, si m3m 0 (m;m 0 A MðsÞ) alors hmiW hm 0i.
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On va voir que la condition m, m 0 à support connexe n’est pas nécessaire.

Démonstration du Théorème 4.6(2) et (3). Montrons d’abord (2). Soient m et
m 0 deux multisegments. Notons m ¼ m1 þ m2 þ � � � þ mr, avec mi à support connexe
pour tout 1e ie r et, mi et mj à support disjoint si i3 j. De même, notons
m 0 ¼ m 0

1 þ m 0
2 þ � � � þ m 0

r 0 , avec m 0
i à support connexe pour tout 1e ie r 0 et m 0

i et m 0
j à

support disjoint si i3 j.

Supposons m3m 0 et montrons que hmiW hm 0i. D’après la Proposition 4.8, on peut
supposer que cðm1Þ ¼ cðm 0

1Þ et m1 > m 0
1. Notons m1 ¼ ðD1; . . . ;DrÞ avec D1 ¼ fb1; e1gr,

D2 ¼ fb2; e2gr; . . . ;Dr ¼ fbr; ergr où r est une représentation cuspidale de Gn. Notons aussi
m 0 ¼ ðD0

1; . . . ;D
0
r 0 Þ.

Alors par le Théorème 4.6(1), il existe une représentation p de la forme (4.1) et une
représentation p 0 A Gn 0 ðn 0 ¼ lðmÞ � lðm1ÞÞ tels que pn p 0 apparaı̂t dans

rðn;n;...;n;n 0Þ;lðmÞðhmiÞ:

Comme précédemment, par le lemme géométrique et l’hypothèse m1 > m 0
1, pour toute re-

présentation irréductible p 0 A Gn 0 , ðn 0 ¼ lðmÞ � lðm1ÞÞ la représentation pn p 0 n’apparaı̂t
pas dans rðn;n;...;n;n 0Þ;lðm 0ÞðhD0

1i� � � � � hD0
r 0iÞ et donc par le Théorème 4.6(1) et l’exactitude

du foncteur de Jacquet, elle n’apparaı̂t pas dans rðn;n;...;n;n 0Þ;lðmÞðhmiÞ. On en déduit que
hmiW hm 0i.

Montrons maintenant (3). La preuve est la même de [Ze1], 6.7 dans le cas D ¼ F . Soit
p A Irr une représentation de Gm. Considérons l’ensemble ~OOðpÞ des familles~aa ¼ ðD1; . . . ;DrÞ
de segments tels que p soit un sous-module de hD1i� � � � � hDri. L’ensemble ~OOðpÞ est non
vide et fini. On appelle une inversion de ~aa ¼ fD1; . . . ;Drg un couple d’indices ði; jÞ tels que
i < j et Di précède Dj. On va prouver qu’il existe un élément ~aa A ~OOðpÞ sans inversion.

Supposons que ~aa ait des inversions. Par le Théorème 4.2(1), on peut bien supposer
que cette inversion soit de la forme ði; i þ 1Þ, i.e. Di précède Diþ1.

D’après [Ta1], Proposition 4.3, et [Aub], Corollaire 3.9(b), l’induite hDii� hDiþ1i est
composée de hDi XDiþ1i� hDi WDiþ1i et d’un sous-module irréductible de hDiþ1i� hDii.
Ainsi :

(1) Ou bien p est un sous-module de s0 ¼ hD1i� � � � � hDiþ1i� hDii� � � � � hDri.

(2) Ou bien p est un sous-module de

s1 ¼ hD1i� � � � � hDi XDiþ1i� hDi WDiþ1i� � � � � hDri;

et s0 et s1, par [Ze1], Lemma 6.7, ont moins d’inversions que ~aa. r

Définition 4.9. L’involution D envoie hD1; . . . ;Dri vers hD1; . . . ;Dri
t. En e¤et,

hD1; . . . ;Dri est l’unique sous-quotient irréductible de l’induite hD1i� � � � � hDri conte-
nant la représentation p0 du Lemme 4.5 dans son module de Jacquet approprié. Ainsi,
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DðhD1; . . . ;DriÞ doit être un sous-quotient irréductible de

DðhD1i� � � � � hDriÞ ¼ hD1i
t � � � � � hDri

t

contenant Dðp0Þ dans son module de Jacquet. Il n’y a qu’une telle représentation irréduc-
tible, à savoir, hD1; . . . ;Dri

t.

Remarque 4.10. Soit X un sous-ensemble maximal de C vérifiant la propriété sui-
vante : si r1; r2 A X , n A Z et r1 ¼ nnr2, alors n ¼ 0. Notons RðrÞ le sous-ensemble de R
formé des représentations dont le support est inclus dans l’ensemble fn t

rr : t A Zg. Alors
[Ta1], §3,

R ¼
N
r AX

RðrÞ:

5. Unicité du sous-module

Le but de cette section est de donner des conditions su‰santes sur deux représen-
tations irréductibles p et r pour que leur induite parabolique p� r n’ait qu’un seul sous-
module irréductible. C’est un problème très intéressant : si c’était toujours le cas, i.e. si l’in-
duite parabolique du produit tensoriel de deux représentations irréductibles avait toujours
un seul sous-module irréductible alors cela montrerait la conjecture (U0) de [Ta1], i.e. le fait
que l’induite p� r de deux représentations irréductibles unitaires de GLði;DÞ et GLð j;DÞ
respectivement reste toujours irréductible. Cette conjecture vient d’être prouvée par V. Sé-
cherre (cf. [Se]).

Théorème 5.1. Soient D1; . . . ;Dr des segments non l i é s vérifiant la condition

suivante :

Si i3 j; alors ou bien Di ¼ Dj ou bien Di XDj ¼ j:ð5:1Þ

Soit r ¼ hD1; . . . ;Dri
t (resp. hD1; . . . ;Dri) et p A IrrðGnÞ. Alors p� r a un seul sous-module

irréductible et il apparaı̂t avec multiplicité 1 dans JHðp� rÞ.

Définition 5.2. Soient p A IrrðGnÞ et r A IrrðGn 0 Þ, n0 e n. On définit l’entier l suppðrÞ
p

par

l suppðrÞ
p ¼ maxfi : bt1 A IrrðGn�iÞ; t2 A IrrðGiÞ

avec HomGn
ðp; t1 � t2Þ3 0; et suppðt2ÞH suppðrÞg:

Remarque 5.3. On a aussi

l suppðrÞ
p ¼ max

�
i : bt 01 A IrrðGn�iÞ; t 02 A IrrðGiÞ

avec t 01 n t 02 A JH
�
rðn�i; iÞ;nðpÞ

�
; et suppðt 02ÞH suppðrÞ

�
:

En e¤et, si t 01 A IrrðGn�iÞ et t 02 A IrrðGiÞ, avec

suppðt 02ÞH suppðrÞ;
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d’après la Proposition 3.1, il existerait t1 A IrrðGn�iÞ et t2 A IrrðGiÞ, avec

suppðt2Þ ¼ suppðt 02ÞH suppðrÞ

et HomGn
ðp; t1 � t2Þ3 0.

Cette remarque nous permet de définir l’entier l suppðrÞ
p pour p une représentation de

longueur finie (non nécessairement irréductible).

Démonstration du Théorème 5.1. Posons pour simplifier l ¼ l suppðrÞ
p . Soient

t1 A IrrðGn�lÞ, t2 A IrrðGlÞ, avec HomGn
ðp; t1 � t2Þ3 0, et suppðt2ÞH suppðrÞ. Alors :

(1) La condition (5.1) nous dit que les segments de r ne sont pas liés avec ceux de t2

dans le paramétrage à la Langlands (resp. à la Zelevinsky). La représentation t ¼ t2 � r est
donc irréductible d’après [Ta1], Prop. 2.2 (resp. [Mi2], 2.3.8).

(2) Par maximalité de l suppðrÞ
p et la remarque précédente, pour tout if 1 et tous

r1 n r2 A JH
�
rðn�l�i; iÞ;n�lðt1Þ

�
;

r1 A IrrðGn�l�iÞ et r2 A IrrðGiÞ, on a

suppðr2Þ jL suppðtÞ:

Le théorème découle du fait que t et t1 sont alors deux représentations irréductibles
qui satisfont aux conditions du Corollaire 2.2. Leur induite n’a alors qu’un seul sous-module
irréductible et donc, p� r, sous-module non nul de t1 � t, n’a, lui aussi, qu’un seul sous-
module irréductible. r

Remarque 5.4. Si V est l’unique sous-module irréductible de p� r, alors
l

suppðrÞ
V ¼ l suppðrÞ

p þ t, où t ¼ grðrÞ. En e¤et, l’inégalité l
suppðrÞ
V f l suppðrÞ

p þ t est claire. Pour
l’autre, on remarque que, puisque le foncteur de Jacquet est exact, pour tout r 0 A Irr, si
Jacr 0 ðVÞ3 0, alors Jacr 0 ðp� rÞ3 0 et donc l

suppðrÞ
V e l

suppðrÞ
p�r . Ce dernier entier, par le

lemme géométrique, vaut l suppðrÞ
p þ t.

En passant à la contragrédiente on trouve :

Corollaire 5.5. Avec les mêmes hypothèses, p� r a un unique quotient irréductible et

il apparaı̂t avec multiplicité 1 dans JHðp� rÞ (resp. JHðr� pÞ).

De la même façon, en utilisant le foncteur de Jacquet opposé et en redéfinissant de
façon appropriée l’entier l, on montre le théorème ci-dessous.

Théorème 5.6. Avec les hypothèses de 5.1, r� p a un seul sous-module (resp. quotient)
irréductible et il apparaı̂t avec multiplicité 1 dans JHðp� rÞ (resp. JHðr� pÞ).

On considère pourtant que les conditions ne sont pas nécessaires et on se pose la ques-
tion suivante :
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Question 5.7. Est-ce que l’induite parabolique du produit tensoriel de deux représen-
tations irréductibles a toujours un seul sous-module irréductible?

Remarquons que l’induite du produit tensoriel de trois représentations irréductibles
peut avoir deux sous-modules irréductibles (par exemple, cf. [Ze1], 11.2, la représentation
1 � j j � 1 de GLð3;FÞ).

6. Calcul explicite

Dans cette section on se propose de calculer les paramètres de Langlands de l’unique
sous-module irréductible de p� r. Le premier lemme est une transcription du Lemme II.9
de [MW] dans nos notations.

Nous introduisons quelques autres notations dont nous aurons besoin. On fixe une
représentation cuspidale t de GLðn;DÞ. D’après la Remarque 4.10, il su‰t de calculer les
paramètres de Langlands de l’unique sous-module de p� t pour p une représentation
irréductible dans RðtÞ. Ainsi on peut identifier un segment D ¼ fn t

tt; n
tþ1
t t; . . . ; nr

ttg à une
suite ft; t þ 1; . . . ; rg. Dorénavant, s’il n’y a pas d’ambiguı̈té, quand on a fixé une représen-
tation cuspidale, on utilisera indi¤éremment les deux notations. On notera aussi bðDÞ ¼ t,
eðDÞ ¼ r et þD (resp. �D) le segment þD ¼ fn t�1

t t; . . . ; nr
ttg (resp. �D ¼ fn tþ1

t t; . . . ; nr
ttg).

De même, s’il n’y a pas d’ambiguı̈té, on notera Jact au lieu de Jacn t
tt

.

On notera aussi hji t la représentation triviale de G0 et pour toute représentation V ,
V̂V ¼ hjit (ce qui signifie, en pratique, qu’on ôte la présence de V dans la notation). Le
lemme ci-dessous est une adaptation du lemme II.9 de [MW] dans nos notations, la preuve
étant la même :

Lemme 6.1. Soient c un entier, r ¼ nc
t t la représentation associée de GLðn;DÞ, et p

une représentation irréductible de GLðN � n;DÞ, p A RðtÞ, paramétrée, à la Langlands, par

le multisegment rangé m ¼ fD1; . . . ;Drg.

Alors l’ensemble des représentations irréductibles de GLðN;DÞ qui sont isomorphes à

des sous-modules de p� r (resp. à des quotients de r� p) est inclus dans l’ensemble des re-

présentations irréductibles suivantes :

hfcg;D1; . . . ;Dri
t; hD1; . . . ;

þDs; . . . ;Dri
t

où Ds est un segment de m débutant à c þ 1, et où s parcourt les entiers vérifiant la propriété

suivante : notons Djð1Þ; . . . ;DjðtpÞ les segments de m (dans l’ordre décroissant) commençant par

c ; pour tout entier v compris entre 1 et r, on définit, inductivement sur v, l’entier iðvÞ comme

étant soit le plus grand entier di¤érent de ið1Þ; . . . ; iðv � 1Þ, tel que DiðvÞ commence par c þ 1
et soit précédé par DjðvÞ, soit iðvÞ ¼ r þ 1 si un tel entier n’existe pas ; alors s ne doit pas être

l’un des entiers iðvÞ qui viennent d’être définis.

On note kð1Þ; . . . ; kðwpÞ, ceux des entiers jðvÞ, pour v A f1; . . . ; tpg, pour lesquels iðvÞ
est inférieur ou égal à r, kð1Þ; . . . ; kðwpÞ étant écrits dans l’ordre croissant. Remarquons
qu’on a wpe tp. On note aussi hð1Þ; . . . ; hðwpÞ les iðvÞ correspondants ; lð1Þ; . . . ; lðupÞ les
iðvÞ di¤érents de ceux qui viennent d’être définis. On pose l 0p ¼ ðtp � wpÞ et l’on note
sð1Þ; . . . ; sðl 0pÞ les iðvÞ di¤érents de ceux qui viennent d’être définis.
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Remarquons que les entiers tp, wp, up, l 0p ne dépendent que des segments fD1; . . . ;Drg.
On garde pourtant les sous-indices p pour simplifier la notation.

Le lemme suivant est la clé de tout ce qui suit :

Lemme 6.2. Soient D ¼ fb; . . . ; eg, D0 ¼ fb 0; . . . ; e 0g deux segments tels que D pré-

cède D0. Alors JacbðhD;D0i tÞ3j , b 0 3 b þ 1.

Démonstration. On a une suite exacte

0 ! hDWD0i t � hDXD0i t ! hDi t � hD0i t ! hD;D0i t ! 0:

Par le lemme géométrique on a :

(1) La représentation rððe 0�bÞn;nÞ; ðe 0�bþ1ÞnðhDi t � hD0i tÞ est composée des représenta-
tions ðh�Di t � hD0i tÞn b et ðhDi t � h�D0i tÞn b 0.

(2) La représentation rððe 0�bÞn;nÞ; ðe 0�bþ1ÞnðhDWD0it � hDXD0i tÞ est composée des
représentations

�
h�ðDWD0Þit � hDXD0i t

�
n b et

�
hðDWD0Þi t � h�ðDXD0Þi t

�
n b 0 (si

DXD0 3j).

Et donc

JacbðhDi t � hD0i tÞ ¼ ðh�Dit � hD0i tÞn b;

JacbðhDWD0i t � hDXD0i tÞ ¼
�
h�ðDWD0Þi t � hDXD0it

�
n b:

Ainsi, par exactitude du foncteur de Jacquet, on a JacbðhD;D0i tÞ ¼ h�D;D0i t n b si,
et seulement si, h�Di t � hD0i t 3h�ðDWD0Þi t � hDXD0it, i.e., si b 0 3 b þ 1. r

Cela implique le

Corollaire 6.3. Avec les notations de 5.1 et 6.1, r étant toujours une représentation

cuspidale de Gn, on a lfrgp e nl 0p.

Démonstration. Pour tout entier i compris entre 1 et r, on pose

Vi ¼
hDii; si i B fhðvÞ : 1e vewpgW fkðvÞ : 1e vewpg;
hDhðvÞ;DkðvÞi

t; si i ¼ hðvÞ; 1e vewp;

hji t; si i ¼ kðvÞ; 1e vewp:

8><>:
D’après [MW], Preuve du Lemme II.9, p est un quotient de V1 � � � � � Vr, et donc, par ex-
actitude du foncteur de Jacquet lfrgp e l

frg
V1�����Vr

.

D’un autre côté, par le Lemme 6.2, les seuls Vi tels que JacrðViÞ3j sont les VsðiÞ avec
1e ie l 0p et donc, par le lemme géométrique

l
frg
V1�����Vr

¼ nl 0p;

qui prouve le lemme. r
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On définit deux opérateurs :

Qc : MðSÞ ! MðSÞ;

Sc : MðSÞ ! MðSÞ;

par les formules ci-dessous. Notons p ¼ hD1; . . . ;Dri
t ; on rappelle qu’on a défini en 6.1 des

entiers up, l 0p. Alors :

QcðfD1; . . . ;DrgÞ ¼
fD1; . . . ;

þDlð1Þ; . . . ;Drg si upf 1;

ffcg;D1; . . . ;Drg si up ¼ 0;

�

ScðfD1; . . . ;DrgÞ ¼
fD1; . . . ;

�Dsðl 0pÞ; . . . ;Drg si l 0p f 1;

j si l 0p ¼ 0;

�
où le multisegment fD1; . . . ;Drg est supposé rangé.

Le lemme ci-dessous explicite, en termes des segments, l’action de Sc sur un multiseg-
ment :

Lemme 6.4. Soit fD1; . . . ;Drg un multisegment. Notons fD0
1; . . . ;D

0
r 0g le multisegment

ScðfD1; . . . ;DrgÞ, et p ¼ hD1; . . . ;Dri
t Alors :

(1) D0
hðvÞ ¼ DhðvÞ et D0

kðvÞ ¼ DkðvÞ pour tout v ¼ 1; . . . ; tp.

(2) D0
lðvÞ ¼

�D0
sðl 0pÞ si v ¼ 1;

D0
lðv�1Þ si v ¼ 2; . . . ;wp þ 1:

(

Démonstration. On a D0
jðvÞ ¼

D0
jðvÞ si v < j�1 � sðl 0pÞ;

D0
jðvþ1Þ si vf j�1 � sðl 0pÞ:

(

Montrons (1) par récurrence sur v :

Par construction de k, il n’y a pas de segment Dt commençant par c þ 1 qui précède
DjðtÞ pour jðtÞ < kð1Þ. Par minimalité dans l’ensemble des DsðtÞ,

�Dsðl 0pÞ ne précède aucun des
DjðtÞ pour jðtÞ < kð1Þ. D’où

D0
kð1Þ ¼ Dkð1Þ:

Dhð1Þ est un segment dans fD0
1; . . . ;D

0
rg commençant par c þ 1, précédant D0

kð1Þ et minimal
parmi les Dt vérifiant ces deux propriétés.

— Si kð1Þ < sðl 0pÞ, alors �Dsðl 0pÞ ne précède pas D0
kð1Þ.

— Si kð1Þ > sðl 0pÞ, puisque Dhð1Þ ne précède pas Dsðl 0pÞ (par construction de hð1Þ), alors
Dhð1Þe

�Dsðl 0pÞ,

d’où

D0
hð1Þ ¼ Dhð1Þ:
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Supposons maintenant que D0
hðiÞ ¼ DhðiÞ et D0

kðiÞ ¼ DkðiÞ pour tout i A f1; . . . ; vg, et
montrons que D0

hðvþ1Þ ¼ Dhðvþ1Þ et D0
kðvþ1Þ ¼ Dkðvþ1Þ.

Il n’y a pas de segment Dt commençant par c þ 1 qui précède DjðtÞ pour
jðtÞ < kðv þ 1Þ et jðtÞ B fkð1Þ; . . . ; kðvÞg. Par minimalité dans l’ensemble des DsðtÞ, le seg-
ment �Dsðl 0pÞ ne précède aucun des DjðtÞ pour jðtÞ < kðv þ 1Þ et jðtÞ B fkð1Þ; . . . ; kðvÞg (ce
sont des ‘‘DsðbÞ’’ . . .). D’où

D0
kðvþ1Þ ¼ Dkðvþ1Þ:

Dhðvþ1Þ est un segment dans fD0
1; . . . ;D

0
rg commençant par c þ 1, précédant D0

kðvþ1Þ di¤èrent
des DhðbÞ, pour be v et minimal parmi les Dt vérifiant ces trois propriétés.

— Si kðv þ 1Þ < sðl 0pÞ, alors �Dsðl 0pÞ ne précède pas D0
kðvþ1Þ.

— Si kðv þ 1Þ > sðl 0pÞ, puisque Dhðvþ1Þ ne précède pas Dsðl 0pÞ (par construction de
hðv þ 1Þ), alors Dhðvþ1Þe

�Dsðl 0pÞ,

d’où

D0
hðvþ1Þ ¼ Dhðvþ1Þ:

Pour montrer (2) il su‰t, d’après ce qui précède, de remarquer que Dlð1Þ e
�Dsðl 0pÞ.

r

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate :

Corollaire 6.5. (1) Si l 0p f 1, alors Qc � Sc ¼ IdMðSÞ.

(2) Si l 0p f 1, alors l 0hScðfD1;...;DrgÞi t ¼ l 0hD1;...;Dri
t � 1.

(3) l 0hQcðfD1;...;DrgÞi t ¼ l 0hD1;...;Dri
t þ 1.

(4) Si oi est l’un des sous-modules décrits dans le Lemme 6.1 et

oi Y hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t;

alors l 0oi
¼ l 0hD1;...;Dri

t .

Le théorème suivant est la conclusion de notre étude soigneuse :

Théorème 6.6. Soient r ¼ nc
t t une représentation cuspidale de Gn, p ¼ hD1; . . . ;Dri

t.

Avec les notations précédentes, on a :

(1) lfrgp ¼ nl 0p.

(2) L’unique sous-module irréductible de hD1; . . . ;Dri
t � r est hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t.
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(3) Si l 0p f 1, hD1; . . . ;Dri
t est un sous-module irréductible de

hScðfD1; . . . ;DrgÞi� r:

(4) L’unique quotient irréductible de r� hD1; . . . ;Dri
t est

hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t:

Démonstration. (3) est une conséquence de (2) et 6.5(1).

Montrons (1) et (2) par récurrence sur l 0p.

Si l 0p ¼ 0, d’après 6.3 on a lfrgp ¼ 0. Si p� r avait pour sous-module l’un des
oi 3hQcðfD1; . . . ;DrgÞit, on aurait, par 6.5(4), l’égalité l 0oi

¼ 0, donc lfrgoi
¼ 0 ce qui est

absurde par 5.4.

Supposons l 0p ¼ k > 0. Alors, par 6.5(2),

l 0hScðfD1;...;DrgÞi t ¼ l 0hD1;...;Dri
t � 1

donc, par hypothèse de récurrence, le théorème est vrai pour la représentation
hScðfD1; . . . ;DrgÞi t, i.e.

(1) hQc � ScðfD1; . . . ;DrgÞit est l’unique sous-module de p� r. Or,

hQc � ScðfD1; . . . ;DrgÞi t ¼ p

par 6.5(1).

(2) l
frg
hScðfD1;...;DrgÞi t ¼ nðk � 1Þ.

Par 5.4, on a que lfrgp ¼ nðk � 1Þ þ n ¼ kn.

Finalement supposons que p� r a pour sous-module l’un des

oi 3hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t:

Alors, par 6.5(4) on aurait l 0oi
¼ l 0hD1;...;Dri

t ¼ k. On vient de montrer que, si l 0oi
¼ k, on

trouve par hypothèse de récurrence lfrgoi
¼ kn ¼ lfrgp ce qui est absurde, par 5.4.

(4) est une conséquence de (1), de 6.5(4) et de 5.6 ce qui achève la démonstration du
théorème. r

7. Applications

La proposition suivante est due à [GK] dans le cas où D ¼ F , mais leur preuve n’est
pas valable quand D n’est pas commutatif car la transposée d’une matrice inversible n’est
plus forcément inversible. Elle découle immédiatement des parties (2) et (4) du théorème
précédent.
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Brought to you by | Biblioteca de la Universidad de Sevilla
Authenticated

Download Date | 10/17/16 10:13 AM



Proposition 7.1. Soient p; p 0 A Irr, r A C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Homðp 0; p� rÞ3 0.

(2) Homðr� p; p 0Þ3 0.

Remarque 7.2. On pense, bien sûr, que l’hypothèse r cuspidale n’est pas nécessaire.

Notons Dj 0ð1Þ; . . . ;Dj 0ðt 0pÞ les segments de m (dans l’ordre décroissant) se terminant par
c ; pour tout entier v compris entre 1 et t 0p, on définit inductivement sur v, l’entier i 0ðvÞ
comme étant soit le plus petit entier di¤érent de i 0ð1Þ; . . . ; i 0ðv � 1Þ, tel que Di 0ðvÞ termine
par c � 1 et précède Dj 0ðt 0p�vþ1Þ, soit i 0ðvÞ ¼ r þ 1 si un tel entier n’existe pas. On note
l 0ð1Þ; . . . ; l 0ðu 0

pÞ les i 0ðvÞ di¤érents de ceux qui viennent d’être définis.

o 0
0 ¼ hfcg;D1; . . . ;Dri

t;

o 0
i ¼ hD1; . . . ;D

þ
l 0ðiÞ; . . . ;Dri

t; o�uu i A 1; . . . ; u 0
p:

On a défini les entiers j 0ðvÞ, i 0ðvÞ pour que, en appliquant la contragrédiente à partir
du Théorème 6.6(2), on trouve :

Corollaire 7.3. L’unique quotient irréductible de p� r est o 0
1, si u 0

p > 0 ou o 0
0, si

u 0
p ¼ 0.

Si p� r est irréductible, alors il est clair que u 0
p ¼ up ¼ 0. Réciproquement, si

u 0
p ¼ up ¼ 0 on a que o0 ¼ o 0

0 est le seul quotient et sous-module irréductible de p� r.
Or, d’après 5.1, o0 apparaı̂t avec multiplicité 1 dans JHðp� rÞ, d’où

Théorème 7.4. p� r est irréductible si, et seulement si, u 0
p ¼ up ¼ 0.

Maintenant il est clair que tout ce qui précède dans cette section est aussi vrai pour les
paramétrages à la Zelevinsky. Il su‰t de remplacer, dans les énoncés et les preuves :

(1) le mot quotient par sous-module,

(2) le mot sous-module par quotient,

(3) le sens de toutes les flèches,

(4) le symbole h i t par h i,

(5) le foncteur r (resp. r) par le foncteur r (resp. r).

Ainsi, on montre un théorème similaire au Théorème 6.6 :

Théorème 7.5. (1) L’unique quotient irréductible de la représentation

hD1; . . . ;Dri� r est hQcðfD1; . . . ;DrgÞi:

(2) L’unique sous-module irréductible de r� hD1; . . . ;Dri est hQcðfD1; . . . ;DrgÞi.
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Corollaire 7.6. Soient r une représentation cuspidale et p une représentation irréduc-

tible. On rappelle qu’on a noté D l’involution de Zelevinsky. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) V est un sous-module irréductible de r� p.

(2) DðVÞ est un sous-module irréductible de DðpÞ � DðrÞ.

Démonstration. C’est une conséquence de 7.5(2), 6.6(2) et 4.10. r

La conséquence de ce corollaire est que les résultats du papier [MW] sont valables
pour des représentations complexes de GLðr;DÞ comme c’était conjecturé dans [Ta1], Con-
jecture 3.6. En e¤et, toute la partie I de [MW] était consacrée à la preuve du Corollaire 7.6
pour p et r des représentations irréductibles d’une certaine algèbre de Hecke mais pour la
preuve du théorème qui suit, ils n’utilisaient que le corollaire précédent.

Théorème 7.7. L’involution D vérifie la description géométrique de [Ze2] et la descrip-

tion combinatoire de [MW].

Démonstration. Il su‰t de changer la Proposition I.7.3 et le Corollaire I.7.2 de
[MW] par le corollaire précédent. r

Annexe A. La correspondance thêta

Ici on montre un lemme qui nous aidera à calculer explicitement la correspondance
thêta dans [Mi1]. On continue avec les notations de la section 6. Soient a, b, c des entiers.

Lemme A.1. Soit fD0
1; . . . ;D

0
r 0g un multisegment et notons p le sous-module irréduc-

tible de hD0
1; . . . ;D

0
r 0i

t � hci et p 0 le sous-module irréductible de

hb; . . . ; b � a;D0
1; . . . ;D

0
r 0i

t � hci:

Si c B fb; b � a � 1g et p ¼ hD1; . . . ;Dri
t, alors

p 0 ¼ hb; . . . ; b � a;D1; . . . ;Dri
t:

Démonstration. La condition c B fb; b � a � 1g équivaut au fait que c et c þ 1 ap-
partiennent tous les deux à fb; b � 1; . . . ; b � a; b � a � 1g ou aucun des deux. Ainsi, si
l’on note fd1; . . . ; dng (resp. fd 01; . . . ; d 0n 0g) le sous-ensemble de fD0

1; . . . ;D
0
r 0g (resp.

fb; . . . ; b � a;D0
1; . . . ;D

0
r 0g des segments commençant par c ou c þ 1 on a que :

(1) Si c A fb; b � 1; . . . ; b � a; b � a � 1g, alors

fc; c þ 1; d1; . . . ; dng ¼ fd 01; . . . ; d
0
n 0g:

(2) Si c B fb; b � 1; . . . ; b � a; b � a � 1g, alors

fd1; . . . ; dng ¼ fd 01; . . . ; d 0n 0g.
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Dans le deuxième cas le lemme est une conséquence immédiate de 6.6. Dans le premier cas,
il est évident, par récurrence comme dans 6.4, que d 0lðvÞ ¼ dlðvÞ pour v ¼ 1; . . . ;ohd 01;...; d

0
n 0i

t et
ohd1;...; dni

t ¼ ohd 01;...; d
0
n 0i

t . On achève la démonstration avec le Théorème 6.6. r

On réécrit le lemme dans les notations qu’on utilisera dans [Mi1]. On rappelle qu’on a
défini, pour g A D�, nðgÞ ¼ jNrdDðgÞjF .

Définition A.2. Soit p A IrrðGnÞ, quotient de Langlands de t1 � � � � � tr, où t1; . . . ; tr

sont des représentations essentiellement de carré intégrable. Notons alors y�
mðpÞ le quotient

de Langlands de

n
m�2n�1

2 � � � � � n
�mþ1

2 � n
m�n

2 et1t1 � � � � � n
m�n

2 etrtr:

Corollaire A.3. Soient r une représentation cuspidale de Gk, r3 n
nþ1

2

n
2m�nþ1

2

�
,

p1 A IrrðGn�kÞ, et p l’unique sous-module irréductible de r� p1. Notons p 0 l’unique sous-

module irréductible de n
�k

2 y�
m�kðn

�k

2 p1Þ � n
m�n

2 ~rr. Alors

p 0 ¼ y�
mðpÞ:

Démonstration. En e¤et, par 4.10, on peut supposer que pour tout i e r,
suppðtiÞHRðnnþ1

2 Þ. De même r A Rðnnþ1
2 Þ, sinon le résultat est trivial. Soit c A R tel que

r ¼ n�c et soient D0
1; . . . ;D

0
r des segments tels que p1 ¼ hD0

1; . . . ;D
0
r 0i

t. Alors p est, par 7.1,

l’unique sous-module irréductible de hfD0
1D
0
1; . . . ;

fD0
r 0D0
r 0i

t � hnci. Le corollaire découle mainte-

nant du Lemme A.1, avec b ¼ �n � 1

2
et a ¼ m � n. r

Est-il possible de montrer ce corollaire sans utiliser tous les calculs de la section pré-
cédente ?
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