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Sur I'irréductibilite d’une induite parabolique

Par Alberto Minguez a Orsay

Abstract. Let F be a non-Archimedean locally compact field and let D be a central
division algebra over F. Let 7; and 7, be respectively two smooth irreducible represen-
tations of GL(n;, D) and GL(ny, D), nj,n; = 0. In this article, we give some sufficient
conditions on 7; and 7, so that the parabolically induced representation of 7; ® 7, to
GL(n; + ny, D) has a unique irreducible quotient. In the case where 7; is a cuspidal repre-
sentation, we compute the Zelevinsky’s parameters of such a quotient in terms of the para-
meters of 7,. This is the key point for making explicit Howe correspondence for dual pairs
of type II (cf. [Mil]).

Introduction

Dans I’étude des représentations irréductibles d’un groupe réductif sur un corps local
non archimédien F, on est amené a considérer aussi des représentations réductibles. En
général, elles ne sont pas semi-simples et il est trés intéressant de construire de telles repré-
sentations ayant un unique quotient (ou un sous-module) irréductible. C’est dans cette li-
gnée, par exemple, que I'on trouve les classifications de Langlands et de Zelevinsky du
type : “lunique quotient irréductible de ...” ou “l'unique sous-module irréductible de . ..”.

Cet article est motivé par la question suivante : Soit D une algébre a division de centre
F de dimension finie sur F. Si my et my sont deux représentations lisses irréductibles de
GL(ny, D) et GL(na, D) respectivement, est-ce que l'induite parabolique, notée m; X m, de
71 ® my a GL(ny + ny, D) posséde un unique quotient irréductible?

Nous utilisons des techniques des foncteurs de Jacquet, avec des considérations de
combinatoire, pour donner des conditions suffisantes pour que la réponse soit positive.

Donnons quelques premieres applications de ce résultat général : la représentation
71 X my admet, en particulier, un unique quotient irréductible si :

(1) La représentation 7; est un caractére de GL(n, D). C’est une question qui appa-
rait naturellement dans la correspondance de Howe. Ceci prouve une ancienne conjecture
de M.-F. Vignéras, cf. [MVW], Conjecture 3.111.6.
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108 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

(2) La représentation 7x; est une représentation cuspidale. Ceci permet, dans [Mil], de
rendre explicite la correspondance de Howe pour les paires duales de type II.

(3) Les représentations 7; et 7, sont essentiellement de carré intégrable. Ceci permet
de donner dans la section 4 une preuve simple, complétement combinatoire, de la classifi-
cation des représentations irréductibles de GL(n, D) a la Zelevinsky en termes des segments
(voir [Zel] quand D = F).

Remarquons, pour comprendre I'importance de la question qui motive cet article, que
parmi d’autres applications, I'unicité¢ du quotient irréductible impliquerait, en particulier, la
conjecture (U0) de Tadi¢ (qui vient d’étre prouvée dans [Se|) qui permet de déterminer le
dual unitaire de GL(n, D).

Donnons maintenant plus de détails concernant les différentes sections de Iarticle :

Dans la section 1, on introduit les notations. Dans la section 2, on utilise le lemme
géométrique combinatoire de [Zel], pour donner une condition suffisante pour que I'induite
parabolique du produit tensoriel de plusieurs représentations irréductibles n’ait qu’un seul
quotient irréductible. En section 3, on introduit les foncteurs de Jacquet et, en section 4, on
rappelle la classification de Tadi¢ des représentations irréductibles de GL(n, D). On donne
aussi un paramétrage a la Zelevinsky de cet ensemble.

Dans la section 5, on combine ces résultats pour montrer le théoréme principal de cet
article (Théoréme 5.1). Dans la section 6, on calcule, avec la classification de la section 4,
les parameétres de 'unique quotient irréductible de 7; x 7, quand la représentation 7; est
cuspidale, en termes des parametres de 7;.

On utilise ce calcul, dans la section 7, pour tirer quelques conséquences : d’une part,
on donne une condition combinatoire nécessaire et suffisante d’irréductibilité de 7; x 75,
quand 7; est cuspidale (Théoréme 7.4).

D’un autre coté, Zelevinsky, dans [Zel] construit une involution, notée D, du groupe
de Grothendieck associé a la catégorie des représentations lisses et longueur finie de
GL(n, F). Aubert montre en [Aub] que cette involution permute les classes des représenta-
tions irréductibles. Dans [Ze2], Zelevinsky propose une formule pour décrire D a ’aide des
objets géométriques paramétrisant les représentations irréductibles de GL(n, F). Dans
[MW] on montre cette conjecture et on donne une description combinatoire de I'involution.
Dans [Tal] on généralise cette involution pour les formes intérieures de GL(n, F) et on con-
jecture que la description combinatoire et géométrique de D doit rester valable dans ce
cadre, avec quelques petites modifications (cf. [Tal], Conjecture 3.6). On montre cette con-
jecture dans le Théoréme 7.7. Ceci facilite les calculs de [Ta2].

Dans I’appendice, on montre (Corollaire A.3) un lemme jouant un role clé¢ dans le
calcul de [Mil] de la correspondance théta explicite dans le cas des paires duales de type
IL. 11 serait trés intéressant de trouver une preuve plus simple, sans devoir utiliser tous les
calculs des sections précédentes, pour, peut-étre, généraliser les résultats de [Mil] aux paires
duales de type I. Remarquons que dans le cas des représentations des groupes orthogonaux,
la représentation induite parabolique a partir du produit tensoriel de deux représentations

cuspidales peut avoir deux sous-modules irréductibles (cf. [Moe]).
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1. Preéliminaires

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien de caracté-
ristique résiduelle p > 0, D une algébre a division de centre F de dimension finie d”
sur F.

On note .#, I'’ensemble de matrices n x n a coefficients dans D et Nrd : .#, — F
la norme réduite. Le groupe GL(n, D) des matrices inversibles dans .#, sera noté¢ G,.
Le groupe trivial sera noté Gy. On note v = |[Nrd|., la valeur absolue de la norme ré-
duite (par abus de notation on ne fera pas distinction entre v agissant sur G, pour différ-
ent n).

A toute partition (ordonnée) o = (ny,...,n,), n; = 0, de 'entier n, correspond une dé-
composition en blocs des matrices carrées d’ordre n. On notera G, le sous-groupe de G,
formé des matrices inversibles diagonales par blocs de taille n;, P, (resp. P,) le sous-groupe
formé des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) par blocs, et U, le sous-
groupe de P, formé des ¢léments dont les blocs diagonaux sont des matrices unité. Le
sous-groupe P, est conjugué a P; dans G, avec & = (n,,...,ny).

Dans cet article on ne considérera que des représentations lisses complexes et le mot
représentation voudra toujours dire représentation lisse complexe. On notera Irr(G),) 1’en-
semble des classes d’équivalence des représentations irréductibles de G,,. On note Irr 'union
disjointe

Irr = U Irr(Gy),

n=0

et € le sous-ensemble de Irr formé de représentations cuspidales. Le support cuspidal de
7 € Irr sera noté supp(n).

On note ry,, (resp. 74,,) le foncteur de Jacquet normalisé associ¢ au parabolique stan-
dard P, (resp. P,).

Soient p; € Irr(Gy,), 1 =i < r. On note p; X --- X p, la représentation

indy" () ® -+ ®p, @ 1y,
induite parabolique normalisée.

Soit 7 une représentation de G, ; on a un isomorphisme canonique (réciprocité de
Frobenius) :

(1.1) Homg, (7, py x -+ x p,) = Homg, (r;,.n(n),p) ® - ® p,.).
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110 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

On dispose aussi d’un isomorphisme de réciprocité a la Casselman (cf. [Ber], Theorem
20, ou bien [Bus]) :

(1.2) Homg, (py X -+ X p,, 1) = Homg, (p; ® -+ ® pys Fun(7)).-
On notera %, le groupe de Grothendieck de la catégorie des G,-modules de longueur

finie identifié¢ au Z-module libre qui a pour base (n)ndrr(cn). Le sous-semigroupe de %, qui
consiste en des sommes finies 7; + - - - + 7 ou 7; € Irr(Gy), k = 0 sera noté ;. Posons

R = @ %m
n=0
# =@ %
n=0 "

Sim,myeZonnoten; <mysim —m € RT.

On note s.s.(7) (ou JH(x)) 'image de = dans % pour toute représentation de longueur
finie 7. On définit une loi de multiplication dans # par m(n,n') = s.s.(n x #n’). L’opération
m est aussi notée x et (%, +, x) devient un anneau gradué (associatif et commutatif).

Si 7 est une représentation de G, on notera gr(n) = n et 7 la contragrédiente de 7.
Si 7 est une représentation de longueur finie, alors

s.s.(n) = @  mz;, oules 7; sont distincts.
el 1 <iZr

On dit que les 7; forment une suite de composition de 7 et que m; est la multiplicité de t;
dans 7.

2. Lemme géométrique combinatoire

On rappelle ici les résultats de [Zel], 1.6, et on déduit quelques premiers lemmes sim-
ples qui seront utilisés dans la suite.

Soient f3, y deux partitionsde n, f = (ny,...,n,),y = (my,...,my)etpourie {1l,... r}
soit p; une représentation de G,. On veut calculer une suite de composition de
ry,n(pl X oo X ).

Notons M#7 'ensemble des matrices b = (b; ;) r x s telles que :

(1) Les b; ; sont des entiers positifs.

N r
(2) ij=mnpourtouti=1,...,r; ij=m;pourtout j=1,....s.
j=1 i=1

Fixons b e MP7 et notons f; la partition (b;y,...,b;;) de n; et y; la partition
(bl,j, ceey br’j) de n.
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 111
Les g, 4,(p;) sont de longueur finie. Supposons alors
1 2 (ri)
JH(rﬁ[-,ni(pi)) = {0-1( )70-1(' )7 s 70-[ }
ou
1

oh _011 '®- ®0' 0'1(]@ elir(Gy,), k=1....n

Pour tout j e {1,...,s}, et pour toute famille d’entiers ki, ..., k, tels que 1 < k; < r;,
on définit la représentation o; de Gy, par

g, = sf‘) X JZQ) X oee X (7£J]."),
et la représentation a(ky, ..., k.) de G, par

a(klv"-akl‘):0-1@0-2@"'@0-5-

Alors, d’apres [Zel], 1.6, les a(ky,...,k,) quand on fait varier les (ki,...,k,) et
b e MP7 forment une suite de composition de la représentation Fimyyoomy)n(P1 X - X ).

Une premiére conséquence immédiate est la proposition ci-dessous :

Proposition 2.1. Avec les notations précédentes supposons que pour tout i, 1 <i <,
toute partition f; = (b; 1,b; 1) de n; et tout ‘71(' ) = ‘711 '® 012 e JH(rp.u(p;)) on ait :

(1) Ou bien supp(ay) & U supp(p)).

1<j2i-1

(2) Ou bien supp(ay) & U supp(p,).

i+1<j<r

Alors la représentation p; @ - - - ® p, apparait avec multiplicité 1 dans

JH(rg n(py x -+ x p,)).

Démonstration. D’apres ce qui précede, les a(ky,...,k,), quand on fait varier
(ki,...,k;) et b e MPP forment une suite de composition de r4,(p; X -+ X p,).

Si b est la matrice diagonale dans M## d’éléments diagonaux nj,n,,...,n,, alors
alki,....k,) =p, ®---®p, et ki = 1 pour tout i.

11 suffit donc de montrer que pour tout » € M## b non diagonale, et tout (ki,...,k,),
1 ® -+ ® p, n’est pas un sous-quotient de a(ky, ..., k). Or, si b n’est pas diagonale (par la
condition (2) de la définition des matrices (b; ;)), il existe j < i et j' > i’ tels que b; ; et by ;s
soient non nuls. Soient

io =min{i : 3j < i,b; ; % 0}, Jo=min{j: b;, ; % 0},

-/
iy =max{i": 3" > i',by ; £ 0}, jo=max{j : by ; *0}.
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112 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique
R . . . . (kig)
Par1 h}/pothese (1), puisque jo < ip, pour tout ki, supp(a; ;") & supp(p;,) et dqnc, i,
ne peut pas étre un sous-quotient de gj,. Ainsi, p; ® --- ® p, n’est pas un sous-quotient de
O'(kl, ce 7k,,),

(ki’)
Par I'hypothése (2), puisque jj > i, pour tout k;;, supp(a, » ) & supp(p;) et donc, p;,
070
ne peut pas €tre un sous-quotient de gj;. Ainsi, py @ - -+ ® p, n'est pas un sous-quotient de
O'(kl,...,k,ﬂ). ]

Corollaire 2.2. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout i, | <i <r,
toute partition f§; = (bj1,bn) de n; et tout o) = agf) ® ag) e JH(rg, n(p;)), on ait :

i

(1) Ou bien supp(ay’) & U supp(p)).

1<j<i-1

(2) Ou bien supp(ay) & U supp(p,).

i+1<j<r

Alors p; X - -+ X p, aun seul sous-module irréductible et sa multiplicité dans JH(p; x -+ X p,)
est égale a 1.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme qui suit et de la proposition précé-
dente. []

Lemme 2.3. Supposons que p; ® --- ® p, apparaisse avec multiplicité 1 dans
JH(rpu(py X -+ % py))
(resp. JH(Fgn(py % -+ X p,)))-

Alors py X -+ X p, a un seul sous-module (resp. quotient) irréductible et sa multiplicité dans
Uinduite est égale a 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe 7; et 7y deux sous-modules irréductibles de
p1 X -+ X p, et posons T = 1y @ my. Ainsi

dim(Homg, (7, py x -+ X p,)) = 2.
Par (1.1), on trouve

dim (Homg, (rg »(n),p1 ® - ® p,)) 2 2.

Or, par I’exactitude du foncteur de Jacquet,

JH(rg n(m)) < JH(rpn(py X -+ X p,)).

On trouve donc que p; ®---®p, apparait avec multiplicitt au moins 2 dans
JH (r/;’ n(pp X oo X pr)) ce qui est absurde, par hypothése.

Si p; ® -+ @ p, apparait avec multiplicité 1 dans JH(7g,(p; X -+ x p,)), la preuve
est la méme mais on utilise (1.2) a la place de (1.1). [
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 113
3. Les blocs dans Fin(G,,)

Pour un ensemble X, M (X) sera '’ensemble de tous les multi-ensembles dans X, i.e.,
des fonctions m : X — N a support fini. On définit la somme de multi-ensembles de fagon
naturelle.

Si Qe M(%), on pose

Q= > Q(p) gr(p).

peEC

Soit Q un multi-ensemble de représentations cuspidales, avec |Q| =n. On note
Fin(G,) la sous-catégorie pleine de Alg(G,) des représentations de longueur finie et Fin(Q)
la sous-catégorie pleine de Fin(G,) telle que pour tout sous-quotient irréductible 7 de tout
¢lément dans Fin(Q), supp(n) = Q.

Alors (cf. [Cas], Theorem 7.3.2) la catégorie Fin(G,) est produit direct des blocs
Fin(Q) quand Q parcourt tous les multi-ensembles de représentations cuspidales de G,
avec |Q| = n.

On veut dire par cela :

(1) Tout = € Fin(G,) est une somme directe de représentations 7; € Fin(€;), ou

(2) HOl’l’lGn (7‘[1', 72.']') =0sinme FIH(QI) et Q; + Q]

Soient n, ¢ deux entiers positifs, ¢ < n et soit 7 une représentation de longueur finie de
G,. La représentation r(, ,_; (%), étant de longueur finie, se décompose alors :

ou, pour tous 1 £i<ret 1 =<j=<s II; est une représentation de longueur finie de
G; x G,, telle que tout sous-quotient irréductible de IT; ; est la forme 7; ® njf avec 7; € §;
et 7/ € Qj ou {Qi}, ., ., et {Q}, -, -, sont deux sous-ensembles de M (%) tels que Q| = ¢,
Q| =n—tpourtous | Si<retl <j=<s etQ+Qusii+i,etQ +Q sij+/"

Si p une représentation irréductible de G,, avec supp(p) = €;, on pose

Jac,(n) = @ I,

1</ <s

et si p’ une représentation irréductible de G,_, avec supp(p’) = ij, on pose

Jacy(n) = @ I

1<i<r

Remarquons que Jac,(r) et Jac, (7) ne dépendent que du support cuspidal de p et p’,

respectivement. Remarquons aussi que I’on obtient le foncteur Jac, a partir du foncteur
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114 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

Jac, en changeant dans la définition de Jac, le foncteur de Jacquet par son foncteur opposé
(d’ou la notation).

Proposition 3.1. Supposons qu’il existe p € Irr(Gy), V € Irr(G,—,) telles que p@ V
soit un sous-quotient de 1(, ,_;) ,(%). 1l existe alors p' une représentation irréductible avec
supp(p’) = supp(p) et une représentation V' € Irr(G,_,) telles que n soit un sous-module de
plx V.

Démonstration. Par hypothese, Jac,(n) # 0. Soit p’ ® V'’ un quotient irréductible de
Jac,(m). Alors p’ est une représentation irréductible avec supp(p’) = supp(p) et, la com-
posée du morphisme non nul dans

HomG(l.nﬂ) (Jacp(n)7p/ ® V/) :': 0
avec le morphisme surjectif canonique de r(; ,— ,(7) vers Jac,(m) montre que
HomG(l,nff) (r(l,nft),n(n),pl ® V/) + O,

et, par réciprocité de Frobenius on trouve le résultat cherché. []

4. Repreésentations de GL(n, D)

On va rappeler ici quelques résultats de [Tal] et [Mi2]. Dans [Tal], §2 (voir aussi [Se],
Theorem 3.4, pour une preuve différente valable en toute caractéristique), on montre qu’il
existe une fonction qui, a chaque représentation cuspidale p associe un entier strictement po-
sitif s, tel que, si p; et p, sont deux représentations cuspidales de GL(n, D) et GL(n», D),
ny,ny = 1 alors p; x p, est réductible si, et seulement si

pL=V"py ou p =vp,

Cet entier s, est aussi caractérisé de la fagon suivante (cf. [Tal], §2) : par la correspondance
de Jacquet-Langlands p, se corresponde a une série discréte 7 de GL(n;d, F). D’apres la
classification des séries discretes (cf. [Zel]), il existe un unique entier positif ¢ divisant n;d
et une représentation cuspidale © de GL(n1d/q, F) tels que 7 est I'unique quotient irréduc-
tible de

TX VT X - x vl

Alors 5, = g.
Pour toute représentation p cuspidale on pose v, = v*.

Soient p une représentation cuspidale de G,,, b,e € Z, b < e. On pose

_fyb b+1
A_{vp.I)?vp p7"'av;p}'

On appelle A un segment et on le notera souvent A = {b, e} ,- Lensemble de tous les seg-
ments sera not¢ S. On notera A(A) = (e —b+ 1)n la longueur de A et b(A) = v/ljp et
e(A) = vpp les extrémités de A.
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 115

On dit que {b,e},, {b',e'}, sont liés si {b,e}, U {b' e}, est encore un segment et
{b,e}, £{b' '}, et {b’ e'}, $ {b e},. On dit que {b e}, precede {b',e'}, sils sont liés
et il existe 7 € {b e}, telle que p'vh ! ~ 7.

Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus. On dira
qu’un multisegment est ordonné si I’on peut I'identifier a 'ensemble indexé (Aj,...,A,),
tel que, si i < j, A; ne précéde pas A;.

Soit m = (Ay,...,A,) un multisegment. On notera
Mm)= % AA)
1<isr

la longueur de m et c(m) € M (%) son support, i.e. le multiensemble de représentations cus-
pidales défini par
c(m)(p) = X2 m(A),
peA
pour toute représentation cuspidale p. On identifiera trés souvent c¢(m) a un ensemble de
représentations cuspidales {p,, ..., p,} comptées avec multiplicités.

On dira que le support de m est connexe si |J A; (sans multiplicités) est encore un
1<i<r

segment. Dans ce cas on dira que m est a support connexe.

Proposition 4.1. A chaque segment A = {vp D, l’)’“ Py pp} p étant une représen-
tation cuspidale de G,, on peut associer des représentations irréductibles (A et (A" telles
que :

(1) <A> (resp. (AY) est l'unique sous-module (resp. quotient) irréductible de
vhp X il p s vep,

(2) r(n,...,n),n(efb+l)(<A>) = /]))/) ® V/}17+1/) ® -® V;p
(”esp- r(n,...,n),n(efb+l)(<A>[) = ;p (I 03] V/};-Hp ® V[]))p)

Les représentations {A) et {AY' sont aussi caractérisées par la propriété (2). L'ensemble de
représentations de la forme {A)" est I'ensemble des représentations essentiellement de carré
intégrable.

Démonstration. Cf. [Tal], 2.7. [

Si A = {b,e}, est un segment on note A le segment {—e, —b}; de sorte que

Ay = <Ay et (Ay =AY

Notons D I'endomorphisme involutif de # défini en [Aub], Definition 2.1. La preuve
du théoréme 2.3 de [Aub], en changeant v par v,, montre que D(<A)) = (A>'. Ainsi cette
involution généralise I'involution de Zelevinsky [Zel], 9.12, au cas D & F (voir [Tal], §3).
Par [Aub], Corollaire 3.9, si 7 est une représentation irréductible de G, alors D(z) est aussi

une représentation irréductible de G,,.
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116 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

A partir d’un argument d’unitarité on montre le théoréme suivant, clé dans toute la
construction qui suit :

Théoreme 4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tous 1 < i, j <, les segments A; et A; ne sont pas liés.
(2) <A1Y x -+ x (A, est irréductible.

(3) ALY x - x (A" est irréductible.

Démonstration. (1) équivaut a (3) par [Tal], 2.5. Puisque I'involution D est un endo-
morphisme d’anneaux

D(CA1) x -+ x (AD) = CAD X+ x (A

et donc (2) équivaut a (3) par [Aub], Corollaire 3.9(b). [

Le théoréme ci-dessous, classifie toutes les représentations irréductibles de G,, en
fonction des représentations cuspidales de G;, i < m.

Théoreme 4.3. (1) Soient Ay,...,A, des segments et supposons que, si i < j, A;
ne précéde pas A;. Alors la représentation (A1)" x --- x {A,)" admet un unique quo-
tient irréductible. 1l est noté {Ay,...,A>". La multiplicité de {Ay,...,A>" dans
JHAD x -+ x (A est égale a 1.

(2) Les représentations {Ay,...,A>" et {A|,...,A.,>" sont équivalentes si, et seule-
ment si, les suites (A, ..., A,) et (A}, ..., AL) sont égales a I'ordre prés.
(3) Toute représentation irréductible de G, peut s’écrire sous la forme {Ay,...,A,>".

Démonstration. Cf. [Tal], §2. O
C’est un paramétrage a la Langlands.
Remarque 4.4. Si {A;,...,A,} est un multi-segment ordonné, avec

Al = {pa VoPs -+ Vg_lp}a
alors

Jac,({Ar, ..., AD") * 0.
En effet, {(Aj,...,A.)" étant un quotient de
AR X X LAY AN @ @A € F(KA, ... AT,
avec 7 le foncteur de Jacquet associé au parabolique approprié.

Voyons qu’on trouve de méme un théoréme similaire, a la Zelevinsky, du Théoréme

4.6, quand on change le mot “quotient” par “‘sous-module” :
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 117

Lemme 4.5. Soit (A(ll), . ,Afﬁ), Agz), e ,A,(i), . ,A(lm), ey Aff")) un multisegment tel
que :

(1) Pour tout 1 <i < m, il existe une représentation cuspidale p; telle que, pour tout
1<k <n, e(A,((')) =p;.

(2) Pour tous 1 S i< j<mettoutl <k <nj, p; ¢ A,(cj) (i.e les Agi) ne précédent pas
les A,(Cj) pour tous 1 <1 <n;, 1 <k <n).

Notons

m

To = ®(<A§j)> X oo X <A’(1/J>>>

J=1
Alors my apparait avec multiplicité 1 dans
r(<A§1)> N <A§lll)> e <A(1m)> % <A,(f:)>)
ou r est le module de Jacquet associé a la partition

1 by 2 m
(A, ADY A AP A AM)).
Par conséquent la représentation <A(11)> X e X <A§lll)> X o+ X <A<1m)> X oo X <Af::’)> pos-
sede un unique sous-module irréductible et sa multiplicité dans 'induite est égale a 1.

Démonstration. La représentation 7, est irréductible par (1) et 4.2. Par (2) et le
lemme géométrique, les représentations A,((’) satisfont aux hypotheses du Corollaire 2.2, ce
qui implique la premiére partie du lemme. La deuxiéme partie découle immédiatement du
Lemme 2.3. [

Théoreme 4.6. (1) Soit (Ay,...,A,) un multisegment. Supposons que, si i < j, A;
ne précéde pas A;. Alors la représentation {A;) x ---x {A.> admet un unique sous-
module irréductible. On le note {Ai,...,A.>. La multiplicit¢ de {(Ai,...,A,) dans
JH({A) X {Ap) x -+ x {A,)) est égale a 1.

(2) Les représentations {Ay,...,A.» et {A},..., Al sont équivalentes si, et seulement
si, les suites (Ay, ..., A,) et (A}, ..., AL) sont égales a I'ordre prés.
(3) Toute représentation irréductible de G,, peut s’écrire sous la forme {(Ay,...,A).

Démonstration de (1). D’aprés le Théoreme 4.2 on peut supposer que le multien-
semble {Aj, ..., A,} est ordonné comme dans le Lemme 4.5. La partie (1) est donc une con-
séquence de ce lemme. []

Remarque 4.7. Avec les mémes arguments (cf. Lemme 2.3), on montre que
(A x -+ x (A1) a un unique quotient irréductible. Par réciprocité a la Casselman (1.2),
ce quotient contient dans son module de Jacquet la représentation 7y du Lemme 4.5.

Puisque, par le Lemme 4.5, la représentation notée {Aj,...,A,> est le seul sous-quotient
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118 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

de <(A,)> x --- x (A1) qui contient 7y dans son foncteur de Jacquet, (A, ...,A,> est donc
aussi le seul quotient irréductible de <A, > x --- x {A).

Sia=(Ay,...,A,) est un multisegment, on pose @ = (E, ..., A,). Ainsi,
Kay ~<ay.
En effet, d’apres la remarque précédente, on a, pour (Aj, ..., A,) un multissgment ordonné :

A X o X KAL) = (AL A = (A X X (A
Par passage a la contragrédiente on trouve

Ay x - x DAY = (AL A (A X x (A

Le multisegment (A, ...,A;) est ordonné et donc

<A17"'7AF>Z<A17"'7AV>'

Proposition 4.8.  Soient ay, . .. ,ay des multisegments et supposons que, si i + j, aucun
segment A de a; ne soit lié a un segment A’ de a;. Alors

Cayy x - xLayy ~<ai+---+ay).

Démonstration. Par récurrence on se rameéne immédiatement au cas ou N = 2.

Soient a; = (Ay,...,A,), aa = (A},...,Al) deux multisegments ordonnés. Alors, puis-
quaucun segment A de a; nest lié a un segment A’ de a», le multisegment
(A1,..., A AL ... AL) est ordonné, donc la représentation

(ALY x - x (A X (AT X - x (AL

a, par le Théoréme 4.6(1) un unique sous-module irréductible et il est isomorphe a
{aj + ap ). Puisque <a;) x {ay) est une sous-module de

(ALY X -+ X (A X Ay X -+ x (ALY
on en déduit que {a; + a2 est 'unique sous-module irréductible de <{a;> x {a»).
De méme, d’apres la Remarque 4.7, la représentation
(A X oo X (LAY X (ALY X x (A
a un unique quotient irréductible isomorphe a {a; + a»). Puisque <{a; ) x {ay) est un quo-
tient de <(A,> x --- x (A1) x (A,> x -+ x {A]> on en déduit que {a; + a;) est I'unique
quotient irréductible de {a;) x {az).

Or, d’apres 4.6, {a; + a») apparait avec multiplicité 1 dans

(A X o X (A X ATy X - x (ALY
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 119
et donc
ar) xLayy =<ar +azy. O

Le résultat précédent permet de nous ramener au cas des multisegments a support fixé
et connexe.

Soient A = {b,e},, A' = {b', ¢}, deux segments. On dit que A = A’ §’il existe r € N
tel que

! . !/
v;)’p ~ v;”’ p’',  oubien v;:p ~ v/’,’ pl et exeé.

L’ordre ainsi défini n’est total que si I’on se restreint a des segments inclus dans I’ensemble
{vp 1t e Z}, oup est fixé.

On dira qu’un multisegment est rangé si I'on peut Iidentifier a I’ensemble indexé
(Ar,...,A;) ou

Ar{Arfl {{AZ{AI

Soit s € M(%) un support connexe et considérons ’ensemble M (s) de tous les multi-
segments de support s. Soient m = (Ay,...,A,), m' = (A},...,Al,)) e M(s) deux multiseg-
ments rangés. On dit alors que m > m’ si :

Ay >A/1,

ou A=A et A > A,

ou A =A,...,Av=A,, et r=r.

7'
C’est une relation d’ordre total sur M (s) (car on a supposé s connexe).

Soit m = (Ai,...,A;) € M(s) un multisegment rangé. Notons A; = {bj, e},
Ay = {by,er} oy A= {b,,e,} , Ou p est une représentation cuspidale de G,. Alors, par le
Théoreme 4.6(1), la représentation

(41) v/flp@...®v;1p®vl};2p®...®v;2p®...®v£'p®...®v;'p
apparait dans le module de Jacquet ¢, ... n), iom) (A1, - -, ALD).

Si m' = (A},...,A) e M(s) est tel que m’ < m alors, par le lemme géométrique la
représentation (4.1) n’apparait pas dans le module de Jacquet

r(n,n,...,n),/l(m’)(<A/1> X X <A:’>)

et donc par le Théoréme 4.6(1) et ’exactitude du foncteur de Jacquet, elle n’apparait pas
dans r(, . n, .m0 (AL, ... ALD), a représentation (A}, ..., A}, étant un sous-module de
(A} x -+ x (AL>. On en déduit que, si m + m' (m,m’ € M(s)) alors {m) & (m').
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120 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique
On va voir que la condition m, m’ a support connexe n’est pas nécessaire.

Démonstration du Théoréme 4.6(2) et (3). Montrons d’abord (2). Soient m et
m’ deux multisegments. Notons m = mj +my + --- +m,, avec m; a support connexe
pour tout 1 <i<r et, m; et m; a support disjoint si 7= j. De méme, notons
m' =mj +mj+---+mj, avec m; a support connexe pour tout 1 <i <1’ et m/ et m/ a
support disjoint si i = j.

Supposons m =+ m’ et montrons que {m) % {m’). D’aprés la Proposition 4.8, on peut
supposer que c(mi) = c(m;) et my > mj. Notons my = (Ay,...,A;) avec Ay = {by,e1},,
Ay = {by,er} e A, ={b,, e} p ol p est une représentation cuspidale de G,,. Notons aussi
m' = (A},...,A).

Alors par le Théoreme 4.6(1), il existe une représentation 7 de la forme (4.1) et une
représentation n’ € G, (n’ = A(m) — A(my)) tels que 7 ® n’ apparait dans

r(n,n,.‘.,n,n’),)y(m)(<m>)'

Comme précédemment, par le lemme géométrique et I’hypothése m; > mj, pour toute re-
présentation irréductible 7’ € G/, (n" = A(m) — A(m;)) la représentation 7 ® 7’ n’apparait
pas dans r<n’n,._.7n7n/>’,1(,n/)(<A’1> x --+ x (Al,») et donc par le Théoréme 4.6(1) et I'exactitude

du foncteur de Jacquet, elle n’apparait pas dans 7, , . nn1), im)(<m)). On en déduit que

{my 4 (m').

Montrons maintenant (3). La preuve est la méme de [Zel], 6.7 dans le cas D = F. Soit
7 € Irr une représentation de G,,. Considérons ’ensemble 5(71) des familles d = (Aq, ..., A))
de segments tels que 7 soit un sous-module de (A;) x --- x {(A,>. L’ensemble 5(n) est non
vide et fini. On appelle une inversion de @ = {A, ..., A,} un couple d’indices (i, ) tels que
i < jetA; précéde A;. On va prouver qu’il existe un élément d € 5(7:) sans inversion.

Supposons que @ ait des inversions. Par le Théoreme 4.2(1), on peut bien supposer
que cette inversion soit de la forme (i,i 4 1), i.e. A; précede A ;.

D’apres [Tal], Proposition 4.3, et [Aub], Corollaire 3.9(b), I'induite {A;> x {(A;+1) est
composée de <A; " A1) X {A; U Ai 1) et d’un sous-module irréductible de {(A; 1> x <A;)>.
Ainsi :

(1) Ou bien 7 est un sous-module de gy = (A} X -+ X (A1) X {AD X -+ X {AD.
(2) Ou bien 7 est un sous-module de
a1 = <A1 X X AN A1) X CAT U A1) X - XA,
et gy et gy, par [Zel], Lemma 6.7, ont moins d’inversions que d. []

Définition 4.9. L’involution D envoie {Aj,...,A.) vers {Aj,...,A>". En effet,
{Ay,..., A est I'unique sous-quotient irréductible de I'induite (A;) x --- x {(A,> conte-
nant la représentation 7y du Lemme 4.5 dans son module de Jacquet approprié. Ainsi,
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 121
D({Ay,...,A>) doit étre un sous-quotient irréductible de
D({A1y x -+ x {AD) = (A X - x <A

contenant D(ry) dans son module de Jacquet. Il n’y a qu’une telle représentation irréduc-
tible, a savoir, (Aj,..., A"

Remarque 4.10. Soit X un sous-ensemble maximal de ¥ vérifiant la propriété sui-
vante : si p|,p, € X, neZ et p; = v"p,, alors n = 0. Notons %(p) le sous-ensemble de 2
formé des représentations dont le support est inclus dans I’ensemble {v;p :te Z}. Alors
[Tall, §3,

= Q A(p)-

peX

5. Unicité du sous-module

Le but de cette section est de donner des conditions suffisantes sur deux représen-
tations irréductibles 7 et p pour que leur induite parabolique 7 x p n’ait qu’un seul sous-
module irréductible. C’est un probléme trés intéressant : si ¢’était toujours le cas, i.e. si I'in-
duite parabolique du produit tensoriel de deux représentations irréductibles avait toujours
un seul sous-module irréductible alors cela montrerait la conjecture (U0) de [Tal], i.e. le fait
que I'induite 7 x p de deux représentations irréductibles unitaires de GL(i, D) et GL(j, D)
respectivement reste toujours irréductible. Cette conjecture vient d’étre prouvée par V. Sé-
cherre (cf. [Se]).

Théoréeme 5.1. Soient Ay,...,A, des segments non liés veérifiant la condition
suivante :
(5.1) Si i j, alors ou bien A; = A; ou bien A; 0 A; = 0.

Soit p = {Ay,..., A" (resp. {Ay,...,AD) et welrr(G,). Alors n X p a un seul sous-module
irréductible et il apparait avec multiplicité 1 dans JH(z X p).

Définition 5.2. Soient 7 € Irr(G,) et p € Irr(G,), #' < n. On définit I'entier /34PP()
par

[3%P(7) — max{i : 31| € Irr(G,_;), 72 € Irr(G))
avec Homg, (7,7 X 12) # 0, et supp(z2) < supp(p)}.
Remarque 5.3. On a aussi
12°PP0) = max{i : It} € Irr(G,—;), 75 € Irr(G))
avec 7| @ 5 € JH(r(,—i.5..()), et supp(z5) < supp(p)}.

En effet, si 7] € Itr(G,—;) et ) € Irr(G;), avec

/
supp(t;) < supp(p),
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122 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

d’apres la Proposition 3.1, il existerait 7; € Irr(G,_;) et 75 € Irr(G;), avec

supp(z2) = supp(ty) < supp(p)

et HOI’IIG"(TL',T] X T2) + 0.

Cette remarque nous permet de définir 1’entier l;“pp(”) pour 7 une représentation de
longueur finie (non nécessairement irréductible).

Démonstration du Théoréme 5.1. Posons pour simplifier /= ["PP("). Soient
7y € Irr(G,—;), 72 € Irr(Gy), avec Homg, (7, 71 X 72) =+ 0, et supp(72) < supp(p). Alors :

(1) La condition (5.1) nous dit que les segments de p ne sont pas liés avec ceux de 7,
dans le paramétrage a la Langlands (resp. a la Zelevinsky). La représentation 7 = 7, X p est
donc irréductible d’aprés [Tal], Prop. 2.2 (resp. [Mi2], 2.3.8).

(2) Par maximalité de /S*PP(*) et la remarque précédente, pour tout i = 1 et tous

P1®p,y € JH(V(nflfi,i),nfl(Tl))v

py € Irr(Gy—y—;) et p, € Irr(G;), on a

supp(p,) & supp(z).

Le théoréme découle du fait que 7 et 7; sont alors deux représentations irréductibles
qui satisfont aux conditions du Corollaire 2.2. Leur induite n’a alors qu’un seul sous-module
irréductible et donc, © x p, sous-module non nul de 7; X 7, n’a, lui aussi, qu'un seul sous-
module irréductible. []

Remarque 54. Si V est l'unique sous-module 1rreduct1ble de 7 xp, alors
I PP( = [$9P0) ¢ out = gr(p) En effet, I'inégalité /,, supp(p > [39PP(P) 4 ¢ est claire. Pour
lautre, on remarque que, puisque le foncteur de Jacquet est exact, pour tout p’ € Irr, si
Jac, (V) =+ 0, alors Jac, (m x p) #+ 0 et donc lS“pp(’) < lsupp(” Ce dernier entier, par le
lemme géométrique, vaut [S%PP() 4 ¢,

En passant a la contragrédiente on trouve :

Corollaire 5.5. Avec les mémes hypothéses, © X p a un unique quotient irréductible et
il apparait avec multiplicité 1 dans JH(z x p) (resp. JH(p x 7)).

De la méme fagon, en utilisant le foncteur de Jacquet opposé et en redéfinissant de
fagon appropriée I'entier /, on montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 5.6. Avec les hypotheéses de 5.1, p x 7 a un seul sous-module (resp. quotient)
irréductible et il apparait avec multiplicité 1 dans JH(z x p) (resp. JH(p x 7)).

On considére pourtant que les conditions ne sont pas nécessaires et on se pose la ques-
tion suivante :
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 123

Question 5.7. Est-ce que I'induite parabolique du produit tensoriel de deux représen-
tations irréductibles a toujours un seul sous-module irréductible?

Remarquons que 'induite du produit tensoriel de frois représentations irréductibles
peut avoir deux sous-modules irréductibles (par exemple, cf. [Zel], 11.2, la représentation
1 x| | x1deGL(3,F)).

6. Calcul explicite

Dans cette section on se propose de calculer les parameétres de Langlands de I'unique
sous-module irréductible de 7 x p. Le premier lemme est une transcription du Lemme 11.9
de [MW] dans nos notations.

Nous introduisons quelques autres notations dont nous aurons besoin. On fixe une
représentation cuspidale © de GL(n, D). D’aprés la Remarque 4.10, il suffit de calculer les
paramétres de Langlands de 'unique sous-module de # X T pour 7 une représentation
irréductible dans %(z). Ainsi on peut identifier un segment A = {v'z,v/*1z ... v't} & une
suite {#,7+ 1,...,r}. Dorénavant, s’il n’y a pas d’ambiguité, quand on a fixé une représen-
tation cuspidale, on utilisera indifféremment les deux notations. On notera aussi b(A) = ¢,
e(A) =r et TA (resp. “A) le segment A = {vi"lz,... vt} (resp. “A = {v!tle ... viT}).
De méme, §’il n’y a pas d’ambiguité, on notera Jac, au lieu de Jac,,.

On notera aussi <()’ la représentation triviale de Gy et pour toute représentation V,
V = (0> (ce qui signifie, en pratique, qu'on Ote la présence de ¥ dans la notation). Le
lemme ci-dessous est une adaptation du lemme I1.9 de [MW] dans nos notations, la preuve
¢tant la méme :

Lemme 6.1. Soient ¢ un entier, p = vt la représentation associée de GL(n, D), et
une représentation irréductible de GL(N — n, D), n € R(t), paramétrée, a la Langlands, par
le multisegment rangé m = {Ay, ..., A, }.

Alors I'ensemble des représentations irréductibles de GL(N, D) qui sont isomorphes a
des sous-modules de 7 x p (resp. a des quotients de p x n) est inclus dans I'ensemble des re-
présentations irréductibles suivantes :

<{C}7Ala"'aAr>t7 <A13"'7+A5'5"'7Ar>t

ou Ay est un segment de m débutant a ¢ + 1, et ou s parcourt les entiers vérifiant la propriété
suivante : notons Ay, . .., Ay, les segments de m (dans I'ordre décroissant) commengant par
¢ ; pour tout entier v compris entre 1 et r, on définit, inductivement sur v, l'entier i(v) comme
étant soit le plus grand entier différent de i(1),...,i(v — 1), tel que Ay, commence par ¢ + 1
et soit précédé par Ay, soit i(v) = r + 1 si un tel entier n’existe pas ; alors s ne doit pas étre
I'un des entiers i(v) qui viennent d'étre définis.

On note k(1),...,k(wy), ceux des entiers j(v), pour v € {1,..., 1}, pour lesquels i(v)
est inférieur ou égal a r, k(1),...,k(w,) étant écrits dans ’ordre croissant. Remarquons
qu'on a w, < t,. On note aussi /(1),...,h(w;) les i(v) correspondants ; /(1),...,/(u,) les
i(v) différents de ceux qui viennent d’étre définis. On pose I’ = (z, — w,) et I'on note
s(1),...,s(1.) les i(v) différents de ceux qui viennent d’étre définis.
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124 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

Remarquons que les entiers 7, Wy, uz, [, ne dépendent que des segments {A;,..., A, }.
On garde pourtant les sous-indices 7 pour simplifier la notation.

Le lemme suivant est la clé de tout ce qui suit :

Lemme 6.2. Soient A = {b,... e}, AN ={b',... e'} deux segments tels que A pré-
céde N'. Alors Jacy({A,A'Y) + 0= b' +b+ 1.

Démonstration.  On a une suite exacte
0= AUAY X ANADY — (A x (LAY — (AN — 0.
Par le lemme géométrique on a :

(1) La représentation r((er_py. n), (e'—b+1n (<A X (A')") est composée des représenta-
tions ((TAY x (LAY @ bet (KA x CAYY®D'.

représentations ((T(AUA )Y x LAnAD) @b et (C(AVA) x C(ANA)N) @D (si
AnA #0).

(2) La représentation r(e—py.n), (e—b+1)n(CA U A DY x (AN A'D') est composée des

Et donc
Jacy(CAY' x CA'Y') = (CAY x (A Y) @b,
Jacy(LAUAN Y x (AN A Y = ((’(AUA’)>’ X <AmA'>’) ® b.

Ainsi, par exactitude du foncteur de Jacquet, on a Jacy(<A, A" D) = A A'Y' ® b si,
et seulement si, ("AY x LAY £ C(AUA)D x LAnADY ie,sib #b+1. [

Cela implique le

Corollaire 6.3. Avec les notations de 5.1 et 6.1, p étant toujours une représentation
cuspidale de G,, on a 1P} < nl'.

Démonstration. Pour tout entier i compris entre 1 et r, on pose

A, siig{h(v): 1 Zv==w b ufk): 1 v = wel,
I/i = <A/1(U)7Ak(v)>t7 sii= h(U), 1 é v é Wr,s
DY, sii=k), 1 v wy.

D’apres [MW], Preuve du Lemme I1.9, 7 est un quotient de V; x --- x V,, et donc, par ex-

actitude du foncteur de Jacquet li/’} < l%’ ix V-

D’un autre coté, par le Lemme 6.2, les seuls V; tels que Ep( Vi) % 0 sont les Vi) avec
1 <i </ et donc, par le lemme géométrique

l{/)}

7
Nx-xVv, — nlm

qui prouve le lemme. [
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On définit deux opérateurs :
Qc: M(S) — M(S),
Se: M(S) — M(S),

par les formules ci-dessous. Notons 7 = (A, ...,A.)"; on rappelle qu’on a défini en 6.1 des
entiers u, .. Alors :

0.({A, ... Ar})_{{Ala-"7+Al(l),...7Ar} siu, =1,

{{c}, A1, ... A} siu, =0,
B {A],...,_AS(]D7...,AV} 5117’131,
SC({Al,...,A,})_{(b §ill— 0,
ou le multisegment {Aj,...,A,} est supposé rangé.

Le lemme ci-dessous explicite, en termes des segments, I’action de S, sur un multiseg-
ment :

Lemme 6.4. Soit {Ay,..., A} un multisegment. Notons {A\, ..., AL} le multisegment
S.({A1,...,A}), et m=<{Ay,...,AD" Alors :

(1) A;I(U) = Ay et A;((v) = Ay pour tout v=1,... 1,

2 A/ 7A:(17;) Si v= 1’
2) Ay = Nypyy STv=2,..wat L.

Ny  sio<jlos(l),

Al sivz ! os(ll).

Démonstration.  On a Ay, = {
(v+1)

Montrons (1) par récurrence sur v :

Par construction de k, il n’y a pas de segment A, commengant par ¢ + 1 qui précede
Aj() pour j(t) < k(1). Par minimalité dans I'ensemble des Ay(;), ~Ay) ne précede aucun des
Ay pour j(t) < k(1). D’ott

Ay = Aeqy-

Ay est un segment dans {A},...,A]} commengant par ¢ + 1, précédant A; ;) et minimal
parmi les A, vérifiant ces deux propriétés.

— Si k(1) < (1), alors ~Ayry ne précede pas A}C(l).

— Si k(1) > s(I;), puisque Ay;) ne précede pas Ay (par construction de 4(1)), alors
Ay = " A,

d’ou

/ J—
A11(1) = Aj(1)- . o ,
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126 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

Supposons maintenant que AZ(;') = Ay et AZ(;‘) = Ay pour tout ie{l,... v}, et
montrons que Ay, 1) = A1y €t Ay gy = Akgor)-

I n’y a pas de segment A, commengant par ¢+ 1 qui précede A;, pour
J(t) < k(v+1) et j(z) ¢ {k(1),...,k(v)}. Par minimalité dans I’ensemble des A,), le seg-
ment Ay, ne précede aucun des Aj,) pour j(z) < k(v+1) et j(z) ¢ {k(1),...,k(v)} (ce
sont des “Ayz” ...). D’ou

A;c(v-H) = Ak(v+l>'

Ap(uy1) est un segment dans {Aj, ..., A’} commengant par ¢ + 1, précédant Ay

) différent
des Ay(p), pour B < v et minimal parmi les A, vérifiant ces trois propriétes.

v+1

— Sik(v+1) <s(l;), alors ~Ayr) ne précede pas A}C(Hl).

— Si k(v+1) > s(l;), puisque Aj11) ne précede pas Ay (par construction de
h(v+ 1)), alors Ay < ~Ag),

d’ou
A;,(y+1) = Ah(v-&—l) .

Pour montrer (2) il suffit, d’apres ce qui précede, de remarquer que Ay ) < ~Ayy).
Il

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate :
Corollaire 6.5. (1) Si [, = 1, alors Q. o S, = Id yy(s).

(2) Sily 21, alors g avyse = Lay a1

I _q!
(3) I(Q(({AI ..... AT l(Al,...,A,>’ +1.

(4) Si w; est 'un des sous-modules décrits dans le Lemme 6.1 et
w; ¥ <Qc({A1’ s vAr})>tv
g
alors I, =1},
Le théoréme suivant est la conclusion de notre étude soigneuse :

Théoréme 6.6. Soient p = vit une représentation cuspidale de G,, © = {Ay,..., A"
Avec les notations précédentes, on a :

(1) 1) = nl!.

(2) L'unique sous-module irréductible de {Ay,...,A.)" x p est {Q.({Ay,...,A})D"
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 127
(3) Sill =1, <Ay,...,A>" est un sous-module irréductible de

<SC({A17' . 7Al})> X p-

(4) L’unique quotient irréductible de p x {Ay, ..., A" est

COc({Ar, .. A
Démonstration.  (3) est une conséquence de (2) et 6.5(1).
Montrons (1) et (2) par récurrence sur /).

Si I/=0, daprés 6.3 on a I’} =0. Si 7 xp avait pour sous-module I'un des
w; # {0.({A,...,A})>", on aurait, par 6.5(4), 'égalité I,,, =0, donc li)f’} =0 ce qui est
absurde par 5.4.

Supposons /! = k > 0. Alors, par 6.5(2),

/

—_— / P
Z<S¢‘({A17~~~,Ar})>t - Z<A1 ~~~~~ Ar>1
donc, par hypothése de récurrence, le théoréme est vrai pour la représentation
(S({Ar, ..., A} e,

(1) <Qc0 S:({Ay,...,A})>" est 'unique sous-module de 7 x p. Or,

(QcoS.({A1,..., A} ==
par 6.5(1).

{r} _
(2) l<S‘<{A] ..... Ar})>r i l’l(k - 1)

Par 5.4, on a que /17t = n(k — 1) +n = kn.

Finalement supposons que 7 X p a pour sous-module I'un des

w; F <Qc({Ala cee 7Ar})>t-

Alors, par 6.5(4) on aurait /), = lé A . = k. On vient de montrer que, si /;, =k, on

Lo ArY
trouve par hypothése de récurrence lj)f?} =kn = 17{/’} ce qui est absurde, par 5.4.

(4) est une conséquence de (1), de 6.5(4) et de 5.6 ce qui achéve la démonstration du
théoreme. [

7. Applications

La proposition suivante est due a [GK] dans le cas ou D = F, mais leur preuve n’est
pas valable quand D n’est pas commutatif car la transposée d’une matrice inversible n’est
plus forcément inversible. Elle découle immédiatement des parties (2) et (4) du théoréme

précédent.
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128 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

Proposition 7.1.  Soient 7,7’ € Irr, p € €. Les conditions suivantes sont équivalentes -

(1) Hom(zn', 7 x p) % 0.

(2) Hom(p x m,n’) * 0.

Remarque 7.2. On pense, bien sir, que I’hypothése p cuspidale n’est pas nécessaire.

Notons A1y, ..., Ay les segments de m (dans ordre décroissant) se terminant par
¢ ; pour tout entier v compris entre 1 et ¢/, on définit inductivement sur v, I'entier i’(v)
comme étant soit le plus petit entier différent de i'(1),...,i'(v — 1), tel que A;(,) termine
par ¢ — 1 et précede Aj(r_pq1), soit i"(v) =r+1 si un tel entier n’existe pas. On note
I'(1),...,0"(u)) les i'(v) différents de ceux qui viennent d’étre définis.

C!)(/) = <{C},A1, ) Ar>t7

/ + t < /
a)i=<A1,...,A1,(i),...,Ar>, ouiel,... u,.

On a défini les entiers j'(v), i’(v) pour que, en appliquant la contragrédiente a partir
du Théoréme 6.6(2), on trouve :

Corollaire 7.3. L’unique quotient irréductible de m x p est wi, si u, >0 ou wy, si
/
u, = 0.

Si 7 x p est irréductible, alors il est clair que u, = u, =0. Réciproquement, si
u, =u, =0 on a que wy = w| est le seul quotient et sous-module irréductible de 7 x p.
Or, d’apres 5.1, wy apparait avec multiplicité 1 dans JH(z x p), d’ou

Théoréme 7.4. 7 x p est irréductible si, et seulement si, u, = u, = 0.

Maintenant il est clair que tout ce qui précede dans cette section est aussi vrai pour les
paramétrages a la Zelevinsky. 11 suffit de remplacer, dans les énoncés et les preuves :

(1) le mot quotient par sous-module,
(2) le mot sous-module par quotient,
(3) le sens de toutes les fleches,
(4) le symbole ¢ " par ),
(5) le foncteur r (resp. 7) par le foncteur 7 (resp. r).
Ainsi, on montre un théoréme similaire au Théoréme 6.6 :
Théoréme 7.5. (1) L’unique quotient irréductible de la représentation
AL Ay xpoest LQ({Ar, .. A,

(2) L’unique sous-module irréductible de p x {Ay,...,A.> est {Q({A1,...; A ).
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Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique 129

Corollaire 7.6. Soient p une représentation cuspidale et © une représentation irréduc-
tible. On rappelle qu’on a noté D l'involution de Zelevinsky. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) V est un sous-module irréductible de p x .

(2) D(V) est un sous-module irréductible de D(m) x D(p).

Démonstration. C’est une conséquence de 7.5(2), 6.6(2) et 4.10. [

La conséquence de ce corollaire est que les résultats du papier [MW] sont valables
pour des représentations complexes de GL(r, D) comme c’était conjecturé dans [Tal], Con-
jecture 3.6. En effet, toute la partie I de [MW] était consacrée a la preuve du Corollaire 7.6
pour 7 et p des représentations irréductibles d'une certaine algébre de Hecke mais pour la

preuve du théoréme qui suit, ils n’utilisaient que le corollaire précédent.

Théoréme 7.7. L’involution D vérifie la description géométrique de [Ze2] et la descrip-
tion combinatoire de [MW].

Démonstration. 1l suffit de changer la Proposition 1.7.3 et le Corollaire 1.7.2 de
[MW] par le corollaire précédent. []
Annexe A. La correspondance théta

Ici on montre un lemme qui nous aidera a calculer explicitement la correspondance
théta dans [Mil]. On continue avec les notations de la section 6. Soient «, b, ¢ des entiers.

Lemme A.1. Soit {A!,...,Al} un multisegment et notons w le sous-module irréduc-
tible de <A}, ...,A.>" x {c) et ' le sous-module irréductible de

Kby ...;b—a, A, ... ALY x ().
Sic¢{b,b—a—1}etn=<Ay,...,A), alors
n’'=<b,....b—aA,...,A)".

Démonstration. La condition ¢ ¢ {b,b —a — 1} équivaut au fait que c et ¢ + 1 ap-

partiennent tous les deux a {b,b—1,...,b—a,b —a— 1} ou aucun des deux. Ainsi, si
lon note {di,...,d,} (resp. {d},...,0,,}) le sous-ensemble de {A},...,AL} (resp.
{b,....,b—a,A|,..., A} des segments commengant par ¢ ou ¢+ 1 on a que :

(1) Sice{b,b—1,...,b—a,b—a— 1}, alors
{¢,c+1,61,...,0,} ={01,...,0,,}.
(2) Sic¢{b,b—1,...,b—a,b—a— 1}, alors

/ /
{517 oo ,5;/[} - {51, e ,5,1/}
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130 Minguez, Sur Uirréductibilité d’une induite parabolique

Dans le deuxiéme cas le lemme est une conséquence immédiate de 6.6. Dans le premier cas,
. ro. r !
il est évident, par récurrence comme dans 6.4, que 5,(0) =0y pourv=1,... ¢ 5ty et
W0 = Oct.5 - On acheve la deémonstration avec le Théoreme 6.6. [

bl ¥n 7Yy

On réécrit le lemme dans les notations qu’on utilisera dans [Mil]. On rappelle qu’on a
défini, pour g € D*, v(g) = |Nrdp(9)|s.

Définition A.2. Soit 7 € Irr(G,), quotient de Langlands de 7; x --- X 7,, ou 7y,...,7,
sont des représentations essentiellement de carré intégrable. Notons alors 0, (n) le quotient
de Langlands de

m—2n—1 —m+1 m—n __ m—n

V 2 XXV 2 XV2TI X XV2T,.

ntl

2

2m—n+12

2
my € Irr(G,—x), et m l'unique sous-module irréductible de p x my. Notons ©n' l'unique sous-

; . —k —k mon
module irréductible de v>0,,_, (v2m) x vz p. Alors

Corollaire A.3. Soient p une représentation cuspidale de Gy, p =+ {v
v

' =0, (n).

Démonstration. En effet, par 4.10, on peut supposer que pour tout i=r,

n+1 A n+l . , « . .
supp(t;) = Z(v2). De méme p e Z(v> ), sinon le résultat est trivial. Soit ¢ € R tel que
p=v¢etsoient A},..., Al des segments tels que 7, = <A},...,A.,»". Alors x est, par 7.1,
I'unique sous-module irréductible de (A}, ..., AL >" x (v°). Le corollaire découle mainte-

nant du Lemme A.1, avec b = % eta=m—n. [

Est-il possible de montrer ce corollaire sans utiliser tous les calculs de la section pré-
cédente ?
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