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Capitulo 1

FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA ELASTICO



CAPITULO 1. FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA ELASTICO.

1.1. FORMA EN QUE SE PRESENTA UN PROBLEMA. MINIMIZACION DE UN -
FUNCIONAL. PLANTEAMIENTO DEBIL.

Los problemas de los que nos vamos a ocupar estan defi
nidos sobre un cierto dominio @ (tri, bi, 6 monodimensional) y -
su contorno 3Q. En general, se conocen condiciones en amhos, es-
Critas sobre una cierta "variable de campo" u del sistema que --
puede tener caracteristicas escalares o vectoriales, y cuyo va--
Tor depende del punto y del instante en estudio. Dichas condicio
nes pueden simbolizarse por

i (1.1)

donde A, C y D son operadores o sistemas de operadores caracte--
risticos del problema en estudio (generalmente ecuaciones dife--
renciales en derivadas parciales).

fy U, son congruentes con las operaciones simboliza-
das (vg, si A es lineal, f estd contenido en el aspacio dual del
de u) y representan los "datos" del problema. Este consiste en -
encontrar todos Tos valores de u que cumplen {1.1), es decir, el



dominio del operador. Se exigen ademds las condiciones de HIL---
BERT (aln reconociendo la posible existencia de problemas "mal -
planteados" (TIHKONOV y ARSENINE) de importancia ingenieril), es
decir

a) Existencia (compatibilidad de los datos)
b) Unicidad (suficiencia de los datos)

c) Estabilidad (la solucidn depende en forma continua
de Tlos datos).

Los espacios de definicidén de u y f son, en general, -
espacios métricos U, F con Tas distancias entre elementos defini
doas por el planteamiento del problema.

E1 planteamiento en ecuaciones diferenciales implica -
en ocasiones exigencias excesivas sobre las caracteristicas de -
u, y por ello, siguiendo nuevamente la escuela Hilbertiana, se -
observa una tendencia a plantear los problemas en forma integral.

Dos alternativas existen al respecto que, en orden ---
histérico de influencia, son la minimizacion de un funcional y -
el 1lamado plateamiento débil. E1 segundo incluye al primero (pe
ro no al contrario) y por ello la tendencia actual es a trabajar
con el esquema citado en Gltimo lugar.

E1 planteamiento con funcionales se realiza cuando es
posible establecer que (1.1) son las ecuaciones de EULER de un -



cierto II al que se asocia un principio variacional que invoca el

cardcter extremal de 7 para la solucién de (1.1). En este caso -
se dice que el principio variacional es natural, reservandose la
denominacion de forzado para los principios variacionales que se
pueden generar siempre a partir de (1.1).

En el caso de principios variab%ona1es naturales I pue
de ser identificado con una maghitud fisica (por ejemplo, el po-
tencial total en el caso eldstico), 1o que incrementa la compre-
sion del problema. Por si fuera poco, el principio variacional -
" produce operadores autoadjuntos, lo que facilita enormemente la

aproximacion numérica.

En definitiva

3N : T = |Fdo+ |B dy (1.2)
0 a0
y s = 0 - (1.3)

La imposicidon de (1.3) conduce a una expresidn



ST = [Su G (u) do + |[Su E(u) dy = 0 (1.4)

- : o

y las correspondientes ecuaciones de EULER del principio varia--
cional |

0 + Au=

[ep]
—~
o<
—
i
I
-4

1

gl

—~
=

—
1

0 - Cu Du

que son las de partida.

[

En el caso de ecuaciones lineales y autoadjuntas

Au=lu+b=0_

Se puede ver inmediatamen®e que

= [% uT Lu + uT?]dQ + terminos de contorno, (1.5)



En resumen el problema abstracto de minimizacién es, -
en el caso simétrico

Dados : ‘ ‘ 1

a) Un espacio vectorial V con norma ||.]|]

b) Una forma bilineal continua a(.,.): V x V » R

)
)
c) Una forma lineal continua f : V - R
d)

Un subconjunto U de V (no vacio).

Encontrar :

un elemento u tal que

u €U y Jd(u) - inf  J(v)
vel

donde J : V -~ R se define por

J:vEV>Jv) = %-a (v, v) - f(v)

Por 1o que se refiere a la existencia y unicidad, es -
fundamental el siguiente



TEOREMA. (CIARLET 1978) l

Si a) V es completo
b) U es un subconjunto cerrado y convexo de V

c) La forma bilineal a (.,.) es simétrica y V
eliptica en el sentido que

Ja> 0, WweV, allv]|? < alu,v)
el problema original (1.6) admite una y sdélo una solu-
cion.. I

En el planteamiento débil Ta ecuacidn integral se for-

ma con un emparejamiento semejante al usado en la teoria matema-
tica de Tas distribuciones. Es decir se establece un conjunto de
funciones "de prueba" Y con las que se forman productos del tipo

<Au, P> = <f,p> (1.7)

en los que Tos corchetes implican el emparejamiento tipico de -
Tos elementos del espacio U{y € U) con los de su dual f. A tra-
vés del teorema de RIESZ se transforma (1.7) en productos esca-
lares, que en el caso elastico suelen ser del tipo



Au . ¢ . d0 = |f Y. dQ

(1.7) se suele transformar poniendo

<Au, ¥> = alu, ¥) + b(u, ¥) (1.8)
(1o que se consigue simplemente con una integracidn por partes)

a(u, ) es una forma bilineal en @

b(u, p) es una forma bilineal en 3Q
E1 espacio de definicidn es de SOBOLEV, es decir
u e h(2)

el espacio de las funciones que en el dominio Q tienen derivada

en cierto sentido generalizado hasta de ‘orden K inclusive. ~

E1l problemz es ahora encontrar u tal que
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au, ¢) + blu, p) = <f, P> (1.9)

y tiene la ventaja de que en (1.9) el orden de derivabilidad exi
gible a u es inferior al que se pide en (1.1). De ahi el nombre
"débil" para la formulacion.

En este contexto un problema variacional se define de
la siguiente forma.

Dados : 1

a) Un espacio de Hibert H con producto escalar -
(.,.) y norma |]|.]].

b) Un subespacio VC H y su dual V', de modo que
con <.,.> sefalamos el emparejamiento entre -
elementos de ambos.

c) Una forma bilineal a(.,.) definida sobre los
elementos de V : V x V » R.

d) Un elemento f de V' : V - R.

Se pretende

Encontrar un elemento u € V tal que

s 1 =<f,!> A (=Y
a(u, ¥) L2 (L10) l |



La existencia de solucidn, unicidad y dependencia con-

-

tinua de los datcs viene garantizada por el

TEOREMA DE LAX-MILGRAM (1954) :

Si a{u, V) es continua y coercitiva (es decir, si exis

ten dos constantes positivas o, M tales que

latu, w)1 < m [Hully Tlelly  ¥u,vev

au, u) g.ullulls Yué€ev)

existe una y s6lo una solucidn del problema variacional (1.10).

(1.11)

Finalmente existe la posibilidad de definir las formu-
las abstractas de GREEN. Un planteamiento muy 1lamativo es el --
realizado por ODEN a partir del siguiente

TEOREMA

traza.

(Es decir, existen dos espacios U, V mayores y con una
topologia mas débil, tales que



HCU=U'CH  GcV=Vcg
Y : H~> 3H Y¥ : G > 3G
Ker_y = H0 Ker y* = GO

— 1 1 —_ ] 1
HOCU—UCH0 GOCV~VCGO

donde las inclusiones son densas y continuas, y y, y* son opera-

dores de traza). (Las primas indican "traspuesto").

Sea B una forma bilineal y continua

B
Hx G - R

con operadores formales asociados ‘

AEL (H, GO) A* ¢ L (G, HO)

y los subespacios

1l

Hy={uet c duevy - (V=V'c g

1

Gpa= {ve 6 : A*ve Ul (U=u'c Hy)



En estas condiciones se puede demostrar la existencia

de Tos operadores

s €L (HA, 3G")

1
§*e L (GA, dH")
tales que
ué HA
B(u,v) = (v,Au)V + <<Su,Y*v>BG
vERG
; ue H
B(u,v) = (A*v,u)U SER I CIENY
\ é’GA*

donde los emparejamientos <"'>SH Y <is>qn se realizan en  ~---

oH'" x 8H y 3G' x 3G respectivamente. (1.12) T

La F.1.1 representa los espacfos y operadores de las -
formulas de GREEN para la forma bilineal B. Si ahora



~ tenemos la formula abstracta de GREEN para el operador

—

A€ L (H, G(')) NL (HA,V)

(A*v,u)U = (v,Au)V + <6u,y*v>BG ~<8*V ,yu>

oH
(1.13)

Por ejemplo, si el dominio de definicidn es Q € R2 con

contorno 80 y definimos

B(u,v) = |grad u . v dx dy

como forma bilineal en H x G donde

1

H = Hl(Q) {u: u, ug, uy'é LZ(Q)}

Q) = {v = Vis Vol Vp, le, vy

s Vos Vi 5 Vi, 6 Lo(0)
y 2 ZX 2y 2

sabemos que HI(Q) es denso en U = LZ(Q) y que HF(Q) es denso en -
V = LQ(Q) = L,(0) x Lo(a).

En este caso podemos tomar

17



es

se cumple

Ademas,

por 1o que

YV =Vv.n pero

Si el operador formal asociado con la forma bilineal

Au = gfad u

He = H = H(Q)

A

B(u,v) = |u(-div v)dx dy + |v n u ds

9 a2
Gy, = H (Q)
Ax I Y
*yv o= A3 . = | .
A*y div v 5 yu ”[am s 6*v T v.nlag

18
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y se obtiene la formula de GREEN clasica

(grad u.v + u . div v)dx dy = |u.v.n ds

2 N

A partir de las formulas de GREEN es posible transfor-
mar los problemas de DIRICHLET

Au = fev

i
—

(1.14) u=2:¢ €H,
YU = g | g € oH
de NEUMANN , T
Au = f fev
(1.15) u =4 EHA
Su = s 'S €3G ‘
y mixto
Au = 7 fev
(1.16) Y{U = g g & aHl u=é éHA
62u S s(—:aGé

en los correspondientes problemas variacionales




R

"lg,!) W E G

o]
—
=

j=
e
1}

(fov)y - Bly

B(u,v) = (f,¥)y + <s,y*v>qe

Y eEG
]
Bw,u) = (f,v)y - B(Yglg,y) LERCP G ZO s €36
2 Wweld
Jd = ker y;
(1.17) T

1.2. LOS METODOS APROXIMADQS

Como dijimos en el apartado anterior el problema se --
plantea ante la presencia de un operador A que aplica el espacio
" X sobre el Y. En general, ambos son de dimensi6n infinita y el -
operador no admite un inverso analitico sencillo por 1o que el -
objetivo consiste en obtener una solucidn aproximada.

Esta se obtiene transformando la aplicacidn
A
-3
en otra X

donde Xn, Yn son espacios de dimensién finita (F.1.2).

W éE H0 = ker y

20



E1 enlace de ambos problemas se realiza mediante opera

dores de deriva

on
X - Xn
U
Y - Yn
y el problema inicial
Au = f
u€X (1.18)
fey |
se sustituye por
An u, = wﬁ‘ f

la solucién u; del cual se Tlama "estructura" de la aproximacidn

y ésta se consigue mediante

W= (1.19)

Eh opera de Xn en X y por ello puede suceder que ungé D(A) pero

Siempre

21



Eh recibe el nombre de operador completivo. Un esquema del proce

SO se puede ver en la F.1.3.

Una medida de la aproximacién es evidentemente
ep(u) = [[A, O U= Uy Aqllyn

donde la norma estd referida a la métrica de Xn’ de modo que la
condicidn de aproximacidn es

Tim en(u) > 0
n-<o

De los métodos basados en el esquema anterior, los mds
interesantes para nosotros son los 1lamados métodos proyectivos.

En ellos 1a solucidn u* del problema lineal

Au = f
(1.20)

u = D{A)

puede expresarse en la forma



u* = % oa, y, ‘ (1.21)
1

donde {wi}? es una base-de D(A).
Evidentemente el elemento

(1.22)

esta contenido en D(A) para todo N positivo.

Los métodos proyectivos buscan la solucidn de (1.20) -

en la forma (1.22) con lo que el problema se reduce al calculo -
de Tos coeficientes aj.

La forma de Tos operadores de deriva depende del méto-
do usado y en cuanto al orerador completivo se tiene

N .
¢, Uy = 151 a; wj ‘ (1.23)

Puesto que

(1.24)

fad)
<

i

<
N
>

i

i~ 8

aj vy

23



el nombre responde a la idea de que estamos proyectando un espa-
cio de dimensidn infinita en otro de dimensidén finita.

Entre los métodos proyectivos el mds interesante es el
de PETROV-GALERKIN donde ademds del subespacio Xn se trabaja con

otro X; generado por el sistema {w§}§=l’ sobre el que se proyec-

ta ortogonalmente la ecuacidn, mediante un operador Pn (en gene-
ral X; £ D(A)).

La solucidn se busca pues en

P Au=pP_ f ' (1.25)

Py AT u =P f - (1.25)

Pn(A b u_ - Tf)=0 (1.27)

y esto implica de forma biunivoca que



"

(A ¢ Uy - f, wg) 0,,3=1,2,...,N (1.28)

En efecto,

(R 0y uy = Fa9t) = (Ao up - F, Pyt) =

= (P18 o vy - FLL ) (1.29)

Y

para 1o que se ha hecho uso de wg P w§, asi como de la sime---

~tria del operador.

De modo que si se cumple (1.27) se cumple también ----
(1.28) en virtud de (1.29).

[}

A la inversa, si se cumple (1.28) se cumple (1.27). En
efecto,

Y
PolAG u - fl =§iloc.1p’-‘

de modo que

s
=
p
-
=
=
=
1
-ty
il
-0
S
."'\
=
pon]
=
<
=
[
=
H
—-h
»w
<
o
Set®
0

25
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por 1o que se cumple (1.27).

La solucidn con el método de PETROV-GALERKIN equivale
al sistema de ecuaciones ’

(A oy YUy - f, wz‘s) =0 , j=1,42,...‘,N (1.28)

M2

Puesto que Eh u_ =

N LR la ecuacidn (1.28) es

( aiAwi—f,1p§)=0

..i

™=

1

0, mejor todavia

M=

2 a, (A Vis wg) = (f, wg) » J=1,2,..,N (1.30)

que en forma matricial puede escribirse

cx=F (1.31)

f=

donde K es la matriz representativa del operador An y F el vec--
tor representativo del wn'



E1 caso particular en que

Y. =%, i=1,2,...,N (1.32)

tiene un gran interés. Se denomina método de RAYLEIGH-RITZ y ad-

mite una representacion geométrica muy simple que permite una --
identificacidon con el procedimiento cldsico de los minimos cua--

drados.

En efecto, si se escribe

[u* - w12 = [Jurl 12 - 2(ueur) + [[ux]]?
2 N NN
= —- *
HU H 2 le aj(u s IPJ) + JE] -}E]_ ay aj (II)_‘,\IJJ)
(1.33)

E1 minimo se obtiene para el sistema aj tal que

B[Iu*—ug||2 N
g = 0= =2(urup) + 2 3

an o1 31(1!11 :LPJ) (1.34)

es decir, el sistema

27




31(1{)1,%) = (U*ﬂbj) s j:]-az:--aN (135)

0o~ =

i=1

Si en lugar de los productos escalares "naturales" se definen ~--
los productos escalares "energéticos"

(u,v)A = (Au,v) = (u,Av) (1.36)

(observese que A debe ser definido positivo y simétrico) se cum-
ple '

(wesps)y = (Aurps) = (F,95) (1.37)

de modo que el sistema final seria

™M=

a; (w‘l’w:j)A = (fan) (1.38)

i=1

que, en virtud de la defiricidén (1.36) coincide absolutamente --
con la ecuacidn (1.30) para el caso (1.32).

E1 método de colacacidn se puede deducir también de -

(1.30) poniendo simplemente

28
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vy = 6(xj) : (1.39)
con lo que
' (1.40)
(F, w5) = flx;)

Igualmente conviene observar que (1.30) es exactamente
el método de Tos residuos ponderados ya que (1.28) puede escri--

birse como

(-A 66 u, + Au, wg) =0 (1.41)

N
y ~A ¢ u * Au = A(- 151 a; Uy + u)

es decir, equivale a

i
[ew]
(8]
1]
ok
v
nNo
-
w
=

(e, wg) (1.42)

donde

(1.42) son ecuaciones de ponderacidn del error. Si w§ tiene di--

mension infinita € = 0 y por ello cabe esperar la convergencia -
del método cuando N vaya creciendo.



Al respecto conviene hacer notar que el método no de--
q .50 d 8wk i i
pende de la eleccidn de las bases w1 0 w1 sino de los espacios

engendrados por ellas. Sin embargo, una adecuada eleccidn de la

base permite reducir el trabajo de cdlculo.

En particular, si las wi = W? son los splines polindmi

cos de pequefio soporte obtenemos el método de los elementos fi--

nitos para el que la matriz (A ¥., ¥.) presenta estructura en --
— ] 1 J

banda, 1o que facilita enormemente su resolucidn ya que, en este
- caso, es ademds simétrica.

Obsérvese ademds que todo el planteamiento responde a
1a idea de formulacidn débil del problema tal como fue planteada

en el apartado anterior. En general quedaria por realizar la ---
transformacidn de (A Vs wj) en las formas bilineales de dominio

y de contorno alli bosquejadas. La solucidn viene de la mano de
la férmula abstracta de GREEN (1.13)

(A*v,u)y = (viAu), + <Su,y*v>

56 " <EFV YUy (1.13)

En el caso de operadores autoadjuntos

30
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y si ademds U =V y

Z
i
—4
-
=<

)‘.
I
-
i

= condiciones naturales de contorno = N

= condiciones esenciales de contorno = E

x>
*
<
1l
—-ﬁ
)(-
.
o
%
i
(%
I

(f*,u)Q = (v,f)Q + (Eu,Nv)SQ —.(Ev,Nu) (1.43)

a2

Por ejemplo, en teoria del potencial

Nu = u
_Bu
Fu a0

(Fu) = (vuf) + B4, ) - &L, )

La ecuacidn (1.43) origina los 1lamados métodos de -~

TREFFTZ cuando se escogen funciones tales que
A w§ = i=1,2,...5N (1.44;

En este caso (1.43) se puede escribir en la forma



(B Nu)pg = (EuNpt) o + (05.F)g 21,200 (1.45)

Observese que en el término (w,f)Q tanto ¢ como f son conocidas,

es decir las incognitas del problema estdn en el contorno.

Si se procede a una discretizacién del tipo habitual

N ' N
Nu ~ NUn = ¥ a. I!) H Fu ~ Eun = ¥ b. wl (1.46)
j=1 7 j=1 J "
se obtiene
N N
- * 4! - ' ok % o
2 Eylag = T ;0N ¥ WPy s 112N

(1.47)

Observese que el precio pagado por reducir la discretizacidn al
contorno es la asimetria de las matrices que intervienen. Ademds

Tas Y* son funciones definidas en todc el contorno por 1o que --

las integraciones implicitas en los productos escalares hay que
realizarlas en todo &1 y por tanto las matrices serdn ilenas.

No obstante, en 1a mayoria de las aplicaciones se si~--

guen escogiendo para ¥, funciones definidas localmente, (Tos ===
J

splines del método de los E.F.), con el objeto de dar un signifi

cado fisico a los aj.



Observese también que la doble aprbximacién (1.46) ha
sido necesaria para localizar la definicion de ¢ y ¥' en el con-
torno y no presuponersu comportamiento en el dominio, al contra-
rio de ¥* para la que, en virtud de (1.44); conocemos su evolu--
cidn en Q y 99. wj y wj pueden ser distintas, pero se suelen man

tener iguales.

F1 método de los elementos de contorno es una alterna-

tiva a los de TREFTZ y consiste en suponer

il

A yE = Fx
con (1.48)

*
3 §(x;)

i

Con ello
(F*,u)g = ulxy)

y la ecuacion (1.43) se convierte en

u(x;) = (W%, ) + (Eus W*) o - (Ep*, Nu)oo  (1.49) -

que permite obtener el valor de u en puntos interiores y es por
tanto un complemento indispensable de Tos métodos de TREFTZ.



Si se hace coincidir X5 con un punto del contorno
C; u; = (w*,f)Q »+ (Eu,m)*)BQ - (Ew*,Nu)‘aQ (1.50)

ET proceso sigue ahora los mismos pasos anteriores, es decir, se

haqe
n N \
Nu v Nu' = I a.y
’ =1 J 'd
y|
[ (1.51)
n N
EU 2V’ Eu = Z b' lpl
j=1 3 9
J
y con ello
N N
* = VALK *
Cyug = 23y (BUubglag = 2 byl + (65
J—l J_l
i=1,2,...,N (1.52)

Si se toman como funcione: aproximantes ¥ funciones definidas 1o
calmente en trozos del cortorno es posible identificar las aj -
con las incognitas naturales del sistema y las b, con las incog-
nitas esenciales, por 1o que finalmente se lIegaua un sistema.

Ea =Nb+f (1.53)



donde

N i i
R1Y) , (1.54)

!

<
(S
=
<
3
o

<

Nij =

Tras la imposicidén de los datos se consigue el sistema
Kx=F
que permite obtener la solucidn buscada.

Finalmente las fdormulas (1.51) tomadas directamente -
permiten establecer el método de los desplazamientos disconti---

nuos sin mas que buscar un significado fisico especial a las aj=

= bj' Estos son los valores de N dislocaciones arbitrarias colo-

cadas en un dominio infinito (F.1.4). Aunque en principfo esta -
situacion es arbitraria, en la formulacién clasica del ridtodo --
las dislocaciones se situan en el contorno del cuerpo er estudio.
Los valores de dichas dislocaciones se ajustan precisamente de -
modo que se reproduzcan las condiciones prescritas en el contor-
no 3% del dominio en estudio.



‘Las ¢.(x) son los valores naturales de Ta variable pro
vocados en el punto x por la dislocacidn j y las wj(x) son los -

correspondientes valores esenciales.

Si se conocen los datos en N puntos X; ¥, por ejemplo,
los 1 primeros son naturales y los N-1 restantes esenciales se -

escribe

N ,
Nu(xi) = jlej wj(xi) i=1,2,..,1
. (1.55)
N
Eu(xi) = .§ Dj wj(xi) i=1,1+1,..,N
J=1 J

Los valores de Dj obtenidos permiten calcular las incogritas en
Tos puntos en estudio. Estas incognitas, una vez caiculadas, se
suponen representativas del valor en un cierto segmento del con
torno 32, siendo la hipdtesis mds inmediata la de un reparto --
uniforme, aungue pueden imaginarse interpolaciones de orden su-
perior. Por el contrario las dislocaciones suelen ser de valor

constante apoyandose en el hecho de que se conoce la solucién -

al problema correspondiente,

Puesto que los valores de las Dj no tienen interés en
sT mismos se dice que estamos ante un método indirecto.



Otro método indirecto se podria obtener de (1.49) to--
mando X, fuera del dominio en estudio con una funcidn arbitraria

(pl
- TR - '
0 = (W*;f )Q + (tu st*)BQ - .(EI\U*,NU )BQ (1'56)
La nueva funcidn ¢' no tiene significacién especial. Sumando -=
(1.50) y (1.56)

Ciouy = (Wrof 4 £+ (EQu + u'),Np*) 0 - (Eg*,N{u + u')) a0

(1.57)

Podemos elegir ¢' de modo que desaparezca algln término. Si

L}

(u+wu') =0
(1.58)

N{u +

<
—_
il
1
(]
p

CHF o+ F)g + (E%ad)y, (1059

<
i

A puede interpretarse como una serie de "focos" ficticios a par-
tir de los cuales se determina Uy
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Si se escoge la posibilidad contraria

§
(@)

N(u+ u') =
(1.60)

H
o
>

E(u + u')

se obtiene otra formulacidn

up = C7h (e, o F)gE (4 M), (1.61)

En potencial, por ejemplo, (1.59) seria (con f + f' = Q)

u = Pk x dy (1.62)

mientras que (1.61) daria

PRLA (1.63)

u= an

a6

que corresponde a una densidad de dobletes.
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Fig. 1.1 - Espacios y operadores de las formulas de Green.
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Fig. 1.2 - Etsquema de los métodos aproximados.



Fig. 1.3 - Esquema de Tos métodos aproximados.

Fig. 1.4. Dislocaciones arbitrarias en un medio infinito.
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CAPITULO 2. EL METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS DISCONTINUOS.

2.1.

INTRODUCCION HEURISTICA.

2.1.1. Métodos Numéricos en los Prob]emas‘Elésticos.

Los métodos numéricos para resolver problemas elasti--

cos en sdlidos continuos pueden ser agrupados en dos grandes gru

pos :

1) Métodos de elementos de volumen & métodos de domi--

nio. Englobamos en este grupo el método de las dife
rencias finitas y el F.E.M. (método de los elemen--
tos finitos). Los métodos de elementos de volumen -
requieren que el(dominio que se desea estudiar sea
discretizado mediante una malla. En esta malla las
ecuaciones de campo son aproximadas mediante un sis
tema de ecuaciones algebraicas.

2) Método de elementos de superficie 6 métodos de fun-

ciones de influencia. Estos métodos requieren sdlo
Ta discretizacion del contorno del dominio que va a
ser estudiado, no necesitdndose ninguna discretiza-
cion en el dominio en si. Bajo esta denominacidn --



agrupamos el B.I.E.M. (método de las ecuaciones in-
tegrales de contorno) y el método de los desplaza--
mientos discontinuos, objeto de este trabajo.

Los métodos de elementos de volumen presentan sensi---
bles ventajas en algunos casos. Sin embargo, la necesidad de dis
cretizar todo el recinto en estudio puede conducir a grandes ta-
mafios de 1a red (en especial si el recinto es grande) y por tan-
to a sistemas de muchas ecuaciones e incognitas. Esto se hace --

“particularmente patente en el caso de problemas tridimensiona---
les. Estos métodos tienen la posibilidad de especificar diferen-
tes propiedades en diferentes lugares del cuerpo, simular un com

portamiento ineldstico (vg, elastoplastico), etc...

Los métodos de elementos de volumen estdn bien documen
tados en la literatura existente [por ejemplo (1) y (2)] y no ha
remos hincapié en ellos.

Los métodos de clementos de superficie estdn basados -
en el conocimiento de una "solucidn elemental" a las ecuaciones
de Ta elasticidad lineal. La solucidn se denomina "elemental" --
porque puede ser usada para hallar las soluciones a problemas --
mds complejos. Estos métodos tienen como caracteristica comin re
ducir un problema tridimensional (bidimensional) a uno bidimen--
sional (monodimensional) y permiten, por tanto, resolver un pro-
blema dado con muchas menos incognitas, en general, que las re--
queridas con un método de dominio. Como ventaja adicional debe-~



ria citarse que todas las aproximaciones numéricas requeridas -
se realizan sobre el contorno de la regidn en estudio.

2.1.1.1. Método de Ecuaciones Integrales de Contorno.

La aplicacidn del BIEM a los pkob]emas elasticos se -~
realiza mediante una de las soluciones elementales mencionadas -
mds arriba. Esta es la solucidn al problema de una fuerza concen
trada en el interior de un s6lido eldstico infinito, conocido co
mo el problema de Kelvin. Esta solucidn es conocida (3) y permi-
te desarrollar un método numérico de cdlculo de problemas eldsti
cos complejos con condiciones de contorno arbitrarias. Como las
- caracteristicas del BIEM son similares a las del métcdo de los -
desplazamientos discontinuos, que nos proponemos desarrollar en
este trabajo, es Gtil describir brevemente como se dgsarro]]a el
primero.

2.1.1.1.1. Formulacidn Indirecta.

2.1.1.1.1.1. Planteamiento Elemental.

E1 problema mds simple de contorno se podria plantear
asi : Dade un cuerpo plano infinito, deseamos conseguir que, en
el punto p, y segln un plano cuya ncrmal tenga Ta direccion n el
vector tensidn tenga por componente segin n y t o,(p) y oplp) --
respectivamente (Fig. 2.1)



“Para conseguir esto pongamos unas fuerzas Fn,(q) y -=-
Ft'(q) segln dos direcciones ortogonales arbitrarias n' y t' en

un punto igualmente arbitrario q. Como queremos que al aplicar -
Fn,(q) y Ft.(q) se produzcan en p las condiciones prescritas ne-

cesitamos conocer la solucidn al problema de una carga concentra
da en un cuerpo infinito, 1lamado problema de Kelvin. Este se po
dria presentar como se indica en la Fig. 2.2. La existencia de -
cargas concentradas se materializa mediante la funcidn delta de

Dirac, que es una funcidn escalar D(p,q) definida asi :

1) D(p,q) =0 si p#q (2.1)

2) Si es A(p) una funcidn definida en un recinto R que
contenga al punto g, se verifica,

A(p) D(p,q) dV(p) = A(q) (2.2)

Vemos que, en este caso, la delta de Dirac tiene di--
mensiones de fuerza por unidad de volumen. Para darle cardcter -
vectorial a dicha funcidn ta multiplicaremos por un conjunto de

vectores unitarios seglin los ejes coordenados que denominamos e



Tenemos asi definido un vector de cargas por unidad de volumen -

Xi = D(psQ) ei'

A partir de la ecuacidén de Navier, con las cargas por
unidad de volumen definidas, se puede calcular el vector de movi
mientos y el tensor de tensiones en cualquier punto. Si en este
punto definimos un plano por la direccidn de su normal podemos -
calcular el vector de tensiones en ese punto. En conclusion ob-
tenemos, para el caso de deformacidn plana,(3)

o1 1
Uj(p,Q) = §EGTTt57'[EB_4v) 1n ?-61j + T,i T,éJej (2-3)

d
- 1 1 r
81(0:0) = grpimy(- D G- [ sy e v ] -

n

- (1—?v) (nj IR r,j)} e; (2.4)

I

donde : §..

i delta de Kronecker

coeficiente de Poisson

<
il



G = mddulo de elasticidad transversal
r = distancia entre py q
n. = cosenos directores del vector unitario segin la -

direccidn n.

Las formulas (2.3) y (2.4) se pueden poner :

Ui(p:»Q) = Uij(p’q) . e, (2-5)

t.(p,q) ='Tij(p,q) . e (2.6)

definiendose,

Uij(p,q) : movimiento en el punto p segdn la direccidn Xs -

cuando en el punto g aplico una carga unidad se-
gin la direccidn X5

Tij(p,q) : tensidn en el punto p segin la direccidn xi'cqu

do en el punto g aplico una carga unidad segln -
la direccidn Xj'



La solucién al problema de Kelvin (ecuaciones (2.3) y
(2.4)) es singular, es decir, lTos movimientos y tensiones tien--
den a infinito, cuando la distancia entre los puntos tiende a ce

ro.

Una vez sabida la solucidn al problema de la Fig. 2.2
podemos calcular el efecto de las fuerzas Fn.(q) y Ft,(q) en el

punto p mediante simples transformaciones. Podemos definir este
efecto mediante unos "coeficientes de influencia" que nos indi--
can los efectos en p al aplicar en q fuerzas unidad, y que sélo
dependen de las posiciones de los puntos p y q y de Tas orienta-
ciones n, t, n' y t', siendo calculables de la solucién de Kel--
vin.

Definamos pues, ,

ann.(p,q) [atn,(p,q)] : tensidn en la direccién n[t] en el -
punto p cuando en el punto q aplico
una carga unidad en la direccidn n'.

a1 (p.9) [att‘(p’Q)] : tensidn en la direccidn n{t] en el -
punto p cuando en el punto q aplico
una carga unidad en la direccién £'.

Ahora podemos imaginar dos valores de F .(q) y Fy\(q)

que aplicados en g, nus provocan un(p) y ot(p) en el punto p. ES



tos valores se obtendrian de :

a1 (psa)Fei(a) + ag(paq) Fpula)

Q
ot
—
R
~—
i

(2.7)

o.(p) = a . (pya)Fii(a) +a . (p>q) F .{q)

que representa un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas -

F . (q)y Ft,(q). Una vez sabidas estas podriamos calcular Tos mo

nl
vimientos un(p) y Bt(p) de

ug(p) = byyi(psa) Frila) + bypi(psg) Frufa)

un(p) = bntl(p,Q) Ft,(q)v+ pnn'(p’q) Fﬂ'(q)

donde se define
b i (p,a) [by,(psa)] : movimiento en Ta direccidn n[t] en el

punto p cuando en el punto q aplico -
una carga unidad en la direccidn n'.



b (psq) [byy:1(p,q)] : movimiento en la direccidn n[t] en el
punto p cuando en el punto q aplico -
una carga unidad en la direccidn t'.

Estos coeficientes b son calculables de 1a solucidn de Kelvin.

Observese que si el problema planteado hubiese sido --
conseguir quellos movimientos de p segln las direcciones ny t -
fuesen un(p) y ut(p) esto se conseguiria resolviendo (2.8), que
ahora seria nuestro sistema de ecuaciones, del que obtendriamos

Fn,(q) y Ft.(q). En este caso podrian calcularse luego las ten--

siones on(p) y ct(p) sustituyendo Fn.(q) y Ft,(q) en (2.7).

Si las condiciones a conseguir en el punto p fueran --
mixtas, por ejemplo cn(p) y ut(p) el sistema que nos daria las -

fuerzas que debemos aplicar en el punto q estaria formado por la
segunda de las (2.7) y la primera de las (2.8), pudiendose luego
calcular Gt(p) y un(p) de Ta primera de (2.7) y la segunda de --

(2.8).

Planteemos ahora un problema algo mds complicedo. Su--
pongamos que queremos conseguir en el punto p los mismos valores

anteriores on(p) y Ot(p) y ademas imponemos que el punta g tenga
movimientos Un.(q) y ut.(q) segiin n' y t'. Esto podria conse---

guirse calculando las fuerzas, en nimerc de cuatro, que habria -



que ap1icér en puntos arbitrarios r y s. Vamos no obstante, a im
poner que Tos valores prescritos en p y q se consigan mediante -
cuatro fuerzas aplicadas, precisamente, en los puntos py q y se
gln las direcciones n, t, n' y t'. Podemos, pues plantear un sis
tema expresando las influencias de las fuerzas sobre los puntos
py g como sigue :

0.(p) = ar (p.p) Felp) + apyi(psa) Frulq) +
*agpep) Flp) +ag i (p.q) F u(q)

upi(q) = byiy(g,p) Filp) + byip(asq) Fri(q) +
* b (asp) Fo(p) + byoi(g,q) Foula)

» (2.9)

o,(p) = a  (pp) Felp) + a . (psq) Fri(q) +

+a (p,p) F (p) +a (p.a) F .(q)

—

0

f—
H

bn;t(Qsp) Ft(p) + bnrt-(Q:Q) Ftl(Q) +

+ by (asp) F(p) + b i(g,9) Fu(q)

J

En principio, de este sistema se podrian calcular las
fuerzas a aplicar en los puntos p y q. Pero existe un problema.
Como ya indicamos, cuando queremos ver la influencia de un punto
sobre si mismo (r = 0), se producen singularidades.
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Vamos entonces, para evitar esas singularidades, a in-
troducir ya el concepto de "elemento de contorno". Estamos tra--
tando de introducir de una manera intuitiva un método numérico -
de cdlculo de problemas eldsticos en el que discretizamos el con
torno en elementos. En principio, y para esta exposicidn, supone
mos que Tos elementos son rectos y que sobre ellos las tensiones
y los movimientos son constantes. Nos planteamos pues si, al cal
cular la propia influencia de un punto sobre si mismo, podriamos
evitar la singularidad asignando a ese punto los valores que re-
sultan al promediar sobre un segmento centrado en é1.

E1 problema pues se plantearia ahora asi : buscamos --
las fuerzas que aplicadas en los puntos medios de Tos segmentos
p y q consiguen que a lo largo de estos segmentos los valores de
las tensiones y movimientos (representados por estos valores en
su punto medio) sean los prescritos (ver Fig. 2.4).'Desde el mo-
mento en que hemos definido dos segmentos las direcciones normal
y tangencial a cada uno estan dadas y no es necesario distinguir
con primas las del punto g.

Al estudiar la intluencia de las cargas aplicadas en -
un punto sobre otro que no sea €1 no ha cambiado nada respecto -
al planteamiento puntual arnterior. En cuanto a los promedios so-
bre el propio segmento la situacidn, para un segmento cualquiera
es como la mostrada en la Fig. 2.5. E1 movimiento medio segin la
direccidn n cuando aplico una carga unidad segln n, por ejemplo,
serfa :

5.



[y

(psp) = VUZZ(p,p)-ds (2.10)

e P

bnn

—

Sabiendo Uij(p’Q) de (2.3), se puede realizar la integral. Mien-

tras r tenga un valor #.0 . no tenemos problema, y para estu---
diar el valor de 1a integral en el propio punto adoptamos en ese
punto una semicircunferencia de radio € que haremos tender a ce-
ro (Fig. 2.6). Asi obtenemos :

Tim Uy, (psp)ds = 0 (2.11)
€0

aD

Siendo independiente el valor de la integral de como hagamos ten
der a cero ¢. Con esto, 12 integral (2.10) en el resto del seg--
mento tiene un valor finito, que 1lamamos M2 y que depende sélo

de las caracteristicas del material y del ancho del segmento



b, (psp) = H, (2.12)

nn(

Analogamente obtendriamos,

by (psp) =My
‘ (2.13)

bt (psp) = by (p,p) =0

Observese que 1o que realmente estamos estableciendo -
es gue al aplicar una fuerza unidad en un medio infinito no se -
produce discontinuidad de movimiento en el propio punto de apli-
cacién de la fuerza. 0 sea, que el valor ‘

Uij(pfq)ds

es continuo cuando pasamos a través del contarno.

En cuanto a las tensiones podriamos pantear andlogamen
te :



~No

—

a (psp) = | Trolpsplds (2.14)

—

Pt

En todo el segmento r es normal a n y de (2.4) deducimos que la
integral es cero. En el propio punto, y refiriendonos nuevamente

a la Fig. 2.6, obtenemos

Tim { T..(p,p)ds = - & . Signo(e)  (2.15)
| Tooli >
€0 J

aD
€

refiriendose Signo (e) a cdmo hagamos tender a cero ¢ si por la
parte externa del contorno o por la parte interna. En una forma
compacta serd

. 1 :
Tim Tij(p,p)ds = -5 6ij Signo (g) (2.16)
€0



indicdndonos esto que Tij(p,q)ds tiene una discontinuidad de -

valor unidad al pasar a través del contorno. Esto se puede visua
lizar de una forma intuitiva pensando que aplicamos la fuerza --
unidad mediante las tensiones verticales provocadas en un circu-
lo de radio muy pequefio centrado en el puntd (Fig. 2.7). Es evi-
dente que puntos muy prdximos por debajo estarian traccionados y
puntos muy proximos por arriba comprimidos, pudiendo imaginar --
idealmente que hemos dividido en dos partes el plano en el punto
de aplicacién de la carga (Fig. 2.8) yendo la mitad de esta car-
ga a la parte superior y la mitad a la parte inferior. Asi, pues
en el propio segmento, y segin las direcciones positivas n'y t,
se tiene :

- 21
ann(p:p) - att(P»p) - _E

(2.17)

1
jen}

a . (pop) = 2y (psp) =

Con estas ideas, se podria ya plantear un sistema como
el (2.9) del que podrfamos calcular las fuerzas que buscumos. En
funcién de éstas se podrian calcular los valores de contcrno no
prescritos y el tensor de tensiones y el vector de movimientos -
en cualquier otro punte, formulando los coeficientes de influen-
cia adecuados, a partir de Ta solucidn al problema de Kelvin.



2.1.1.1.1.2. Planteamiento General.

Supongamos un contorno que hemos discretizado en N ele
mentos, Fig. 2.9, sobre cada uno de los cuales deseamos unas con
diciones prescritas de contorno dn(p) y dt(p), pudiendo ser és--

tas tensiones o movimientos. Al igual qué hicimos cuando tenfa--
mos dos segmentos, que panteabamos cuatro ecuaciones, ahora pode
mos plantear 2N ecuaciones, que se pueden escribir en forma com-
pacta como sigue

N N
d(p) = I Cpilpsq) Fila) + 2 Cy o (psq) Fo(a)
971 q=1
; (2.18)
N N '
d (p) = q§1 Che(psa) Filg) + qzlcnn(p,q) F.(a)

donde los coeficientes "C" serdn "a" 6 "b" segin que "d" <ea ten
sidn prescrita o movimiento. Haciendo variar p de 1 a N nbtene--
mos un sistema de 2N ecuaciones con 2N incognitas, que son Ft(q)

y Fn(q). Resolviendo este por métodos numéricos obtenemos Tos va

Jores de las fuerzas Ft(q) y Fn(q) que aplicadas en los puntos -

medios de los N segmentos provocan en el contorno del dominio en
estudio las condiciones prescritas. Como en el caso elemental --



planteado en el apartado anterior podriamos, a partir de estas -
fuerzas, calcular los datos no prescritos en el contorno, asi co
mo el tensor de tensiones y el vector movimientos en cualquier -
otro punto.

Conviene hacer hincapié en que nuestro contorno estd -
realmente embebido en el plano infinito ¥ es en el plano infini-
to donde aplicamos las fuerzas concentradas. (Es precisamente el
hecho de plantear el sistema de ecuaciones (2.18) con coeficien-
tes de influencia C deducidos en el plano infinito lo que nos --
permite resolver nuestro problema discretizando sélo el contorno).
Cabe plantearse ahora qué ocurre con el resto del plano infini--
to. Es decir, nosotros hemos resuelto el problema en el dominio
D de la Fig. 2.9, gue denominamos problema interno. {Qué podemos
decir sobre las tensiones y movimientos en el problema externo,
es decir en el plano infinito con una cavidad igual al contorno
del recinto D (dominio D* en la Fig. 2.9)7. Para estudiar este -
caso supongamos que en el problema interno de la Fig. 2.9 estan
prescritos un(p) y ut(p) en todos 1os segmentos (o sea, d = u).

Del sistema (2.18) calculamos las fuerzas Fn y Ft a aplicar en -

cada segmento. Debido a que una fuerza concentrada crea una dis-
continuidad de fuerza en el punto de aplicacidén mientras que los
movimientos son continuos en todo punto, cada una de las fuerzas
aplicadas provoca :

a) Un campo continuo de desplazamientos en todos los -

segmentes, incluido aquel en el que estd aplicada.



‘b) Un campo continuo de tensiones en todos los segmen-
tos excepto en el que estd aplicada. En el propio -
segmentce provoca unas tensiones diferentes en un -
lado y otro del segmento, es decir, aportan diferen
te al problema interno y al externo.

Al final tendremos un estado tensional diferente en el
problema interno y en el externo mientras que los movimientos de
Tos contornos de ambos problemas se han movido igual. De aqui de-
ducimos que las fuerzas concentradas que hemos aplicado en el pla
no infinito para conseguir que en el contorno del recinte D --
(Fig. 2.9) existan los movimientos prescritos provocan estos mis-
mos movimientos en el problema externo. Los estados tensionales -
diferentes en cada uno de los problemas, debidos a la discontinui
dad creada por la fuerza concentrada, reflejan el hecho obvio de
que, para conseguir que se muevan de la misma manera, debo apli--
car diferentes tensiones en el cuerpo finito, D, que en el cuerpo
infinito con la cavidad, D*.

Los valores obtenidos de Ft(q) y Fn(q) resuelven, por

tanto, a la vez, el problema interno (cuerpo finito) y el proble-
ma externo (cavidad en el plano infinito), siendo esta ura carac-
teristica comin a los métodos de contorno.

Normalmente, cuando sb6lo deseamos resolver un problema
dado, el externo o el interno, lo hacemos segln como definamos --
nuestras coordenadas ny t en el contorno. Con el sentido de n y
t indicado en la Fig. 2.9 resolveriamos el problema interno y re-



corriendo el mismo contorno como se indica en la Fig. 2.10 resol-
verfamos el problema externo. Las condiciones de contorno se defi
nen segiin los sentidos positivos de n y t en cada caso.

Realmente, el método descrito es una version simple de
un método descrito por DEIST et al. (4) para analizar problemas
eldsticos tridimensionales. La denominacidn de "método indirec--
to" se debe a que la solucidn del problema se obtiene en funcidn
de unas cantidades ficticias, sin significado fisico en el pro--
blema planteado.

E1 nombre de "ecuaciones integrales de contorno" se —
puede explicar imaginando que, en el caso 1imite, el ancho de los
elementos en que hemos discretizado el contorno tiende a cero. En
ese caso, hallando la fuerza total debida a cada pareja de fuer--
zas concentradas Fn v Ft’ obtendriamos una distribucidn continua

de fuerzas concentradas sobre el centorno (Fig. 2.11). Se puede -
demostrar [(5) y (6)] que la solucidon exacta de un problema se --
puede representar en términos de la integral, scbre el contorno -
en estudie, de una distribucién continua de fuerzas concentradas

aplicadas en el plano infinito, sobre un contorno idéntico al es-
tudiado. E1 nombre de "ecuaciones integrales" viene de esta idea.
La distribucién continua ce fuerzas concentradas es desconocida y
aparece bajo el signo integral. En la practica las ecuaciones in-
tegrales se resuelven suponiendo que la distribucibn de fuerzas -
concentradas sigue una ley dada (constante, Tineal, etc....) so-~
bre un nlmero finito de segmentos a lo largo del contorno. bLa ---
ecuacidn integral puede entonces ser aproximada por un sistema de
ecuaciones algebraicas como el (2.18).



2.1.1.1.2. Formulacidn Directa.

Una formulacidn mas elegante de las ecuaciones integra
tes de contorno se consigue haciendo uso del teorema de la reci--
procidad, o teorema de BETTI. Esto nos sirve para eliminar las --
fuerzas ficticias del andlisis y nos permite4p1antear el problema
considerando como incognitas las tensiones (desplazamientos) rea-
les, <1 los desplazamientos (tensiones) estdn prescritos en el --
contorno. Existe amplia informacidn sobre este método. Veanse, -~

por ejemplo, las referencias (7), (8) y (9).

E1 teorema de BETTI, en su segunda forma, se expresa -

Dados dos estados de tensiones en equilibrio en un do-
minio D y sus correspondientes campos de desplazamientos : X%, -

1 1 2 2 2 e
Oij, uy vy Xi’ Oiss Ui, SE€ verifica

iJ



i3 hj el vector tensidn. La férmula (2.19) estd ex--
presada para un caso plano, y 3D representa el contorno del domi

siendo ti =g

nio D. Apliquemos la (2.19) entre dos estados :

Estado 1 : Sistema real de cargas y movimientos. Por simplicidad
0.

it

suponemos nulas las fuerzas de volumen, X%
Estado 2 : Carga unidad en un punto g en la direccién j, en el --

plano infinito, y sobre el contorno la resultante de -

tensiones que hebria si nuestro dominio se considerase
formando parte de una regidén infinita.

Recordando 1a defihicién de la delta de Dirac, formu--
las (2.1) y (2.2), serd

X5 u% dv = u.(q) . e, (2.20)

Sustituyendo (2.5) y (2.6), (2.19) queda :



indicando g un punto del recinto y P un punto del contorno. Cuan-
do Tlevamos el punto g al contorno nos aparecen las singularida--
des sobre el propio punto. Hallando la integral sobre una semicir
cunferencia de radio ¢ -~ 0 obtenemos, como ya vimos :

Tim Ui.(Q,Q) ds =0 . (2.22)
£0 J
D
e
. _ 1 ) '
1jm Tij(Q,Q)ds = -5 5ij . Signo (g) (2.23)
€0
aD
€

siendo ¢ positivo dentro del recinto. Con esto, en el contorno, -

nuestra ecuacion es :



705 + | Ti5(P,0) ug(P) ds(P) = | U5(P,0) £5(P) ds(P) (2.24)

oD o0

E1 factor 1/2 que aparece en (2.23) ha aparecido por--
que hemos realizado la integral sobre una semicircunferencia, es
decir hemos supuesto que la superficie es regular en ese punto. -
.De no ser asi apareceria un factor diferente. Un riguroso estudio
se puede ver en (10).

Hay que proceder ahora a discretizar la ecuacion ---
:-»(2;24). Para el1o sustituimos nuestro contorno continuo por uno -
discretizado en N eiementbs. Sobre éstos elementos podemos supo--
ner una variacidn de las tensiones segiin una ley dada (constante,
lineal, parabolica, etc...). E1 caso mds simple es el de suponer

una ley constante sobre los elementos. Discretizando las integra-
les sobre el contorno en integrales sobre cada uno de los elemen-
tos y sacando fuera de estas integrales los valores, constantes -

sobre e1_e1emento,de ui(p) y ti(p), la (2.24) queda
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7us (@) + () | TP ds(P) = £ £(P) | ULS(PLO) ds(P)

BDR BDP‘
(2.25)

en la que los valores de las integrales son conocidos y se calcu-
lan de 1a solucién al problema de Kelvin.

2

La ecuacidn (2.25) representa dos ecuaciones, una para
cada eje, en las que intervienen las u, de todos los segmentos y
las ti de todos los segmentos. Haciendo variar Q de 1 a N obtene-

mos 2N ecuaciones y 4N valores us Yy ti‘ De éstos conoceremos 2N -

condiciones de contorno, pudiendo resolver el sistema de ecuacio-
nes para el cdlculo de Tos 2N valores de contorno no conocidos.

Mientras el método indirecto se planted en valores de
contorno referidos a coordenadas normales y tangenciales en el -
elemento (que podriamos 1lamar locales), el método directo, por -
comodidad, se ha planteado con Tos valores de contorno referidos
a coordenadas globales. Es elemental, sabiendo la orientacidn de

cada elemento, pasar de Ups Up @ Uy Y de tl’ t2 a 0ps Oy

Una vez sabidos los valores de los movimientos y ten--
siones en el contorno, mediante (2.21) podemos calcular los movi-
mientos en cualquier punto. Sabidos estos movimientos, aplicando



la Tey de HOOKE generalizada

G(u +u, ) (2.26)

podemos calcular el tensor de tensiones en cualquier punto desea-
do.

La capacidad de simular materiales no homogéneos y no
lTineales existe también en los métodos de elementos de superfi---
cie. La aplicacion de las ecuaciones integrales de contorno a re-
giones eldsticas no homogéneas fue discutida por RIZZO y SHIPPY -
(11) y LACHAT y WATSON (9). Las bases para extender el método de
manera que éste sea capaz de manejar comportamientos elastoplésti
cos han sido sugeridas por SWEDLOW y CRUSE (12). ‘

2.1.1.2. ET Método de los Désp]azamientos Discontinuocs.

E1 método de los Desplazamientos Discontinuos (MDD) --
que nos proponemos desarrollar aqui, es en algunos aspectos simi-
lar a los métodos de ecuaciones integrales de contorno. En parti-
cular, el MDD usa también una "funcidén de influencia" para esta--
blecer un sistema de ecuaciones en las que intervienen sdlo datos

del contorno. La solucion elemental usada aqui, sin embargo, es -

6
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diferente. Es la solucién al problema de un desplazamiento discon
tinuo constante sobre un segmento finito en un cuerpo eldstico in
finito. Esta solucién elemental nos va a permitir establecer un -
sistema de ecuaciones algebraicas con las magnitudes de los des--
plazamientos discontinuos como incognitas. Los valores de estas -
incognitas deben ser tales que satisfagan las condiciones de con-
torno prescritas.

En objeto del presente trabajo os el desarrollo del -
MDD y el estudio de su capacidad para la resolucion de problemas
elasticos estaticos planos.



2.2. FUNDAMENTOS DEL METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS DISCONTINUOS.

2.2.1. Desarrollo Hisﬁérico.

E1 MDD originalmente fue concebido como un método numgv

rico para calcular los desplazamientos y tensiones provocadas por
Ta excavacion de depdsitos delgados de mineral (13), problema que
analiticamente no habia conseguido ser resuelto. Aparentemente --
fue HACKETT, en 1959 (14)el primero en sugerir que una excavacion
en un depdsito delgado podia asimilarse a un desplazamiento dis--
continuo en un s6lido eldstico, y propuso que la distribucidn de
tensiones y desplazamientos alrededor de una excavacidn grande y
comparativamente de pequefio espesor podia representarse por la so
lucién eldstica bidimensional para una grieta lineal en un cuerpo
infinito. HACKETT fue incapaz de simular la presencig de la super
ficie libre de tensiones de la tierra. BERRY (15) reexamind el mo
delo de HACKETT, incluyendo las condiciones de conterno de la su-
perficie libre de tensiones y 1legd a Ta conclusidon de que el mo-
delo eldstico isdtrnpono era capaz de estimar las subsidencias -~
del terreno observadas en excavaciones de estratos de carbdn. BE
RRY y SALES, (16) y (17), extendieron el trabajo de BERRY al caso
de un material eldstico, pero transversalmente isétropo, para dos
y tres dimensiones y enconiraron resultados razonablemente dé ---
acuerdo con la realidad, sunque se sugirié que las constantes --
eldsticas usadas por BERRY y SALES no eran reales para rocas. Ade
mds, su modelo estaba limitado a Tos casos en que las superficies
de una excavacion estaban en contacto en todas partes.

(@3]



BERRY (18) y SALAMON (19) apuntaron que este método po
dia ser generalizado a geometrias complicadas en excavaciones sub
dividiendo el plano de una excavacién irregular o una serie de ex
cavaciones en un nimero de desplazamientos discontinuos discretos
constantes, y sumando las contribuciones de cada uno. SALAMON ~--
(20) demostrd que los valores de estos desplazamientos disconti--
nuos elementales podian ser computados, en algunos casos, por me-
dio de una analogia eléctrica. Este 1leva al desarrollo de técni-
cas para el cdlculo de desplazamientos y tensiones debidos a exca
vaciones, tanto analdégicas, (21), (22), como digitales, (13), --
(23) y (24). Estas técnicas suponfan que las excavaciones se rea-
Tizaban a suficiente profundidad, como para que la influencia de
la superficie de la tierra en las tensiones y desplazamientos cer
ca del depdsito fuera despreciable. Ademds, todas ellas, excepto
(24) suponen que la excavacifn estd libre de tensiones constantes
y que la tensidn normal es uniforme en ella. CROUCH (25) extendid
el método dado por STARFIELD y CROUCH (24) al caso en qu2 las ex-
cavaciones se realicen arbitrariamente cerca de la superficie pe-
ro para dos dimensiones. La idea para la generalizacidn de todas
estas técnicas en un método numérico fue dada por CROUCH y FAIR--
HURST (26) y el planteamiento génera] se debe a CROUCH (27).

2.2.2. Ecuaciones que rigen el Comportamiento Eldstico. .

E1 MDD estd basado en la teoria de la elasticidad 1i--
neal, es decir, suponemos que en cada punto del cuerpo los compo-
nentes del tensor de tensiones y del tensor de deformaciones es--
tan relacionados de forma lineal, mediante Ta ley de HOOKE genera
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lizada, siendo esta ley independiente del tiempo. Admitimos ade--
mas que las propiedades del material son independientes de la po-
sicién y de la direccidn en que se estudien, es decir, admitimos

materiales homogéneos e isOtropos. Escribamos, con estos supues--
tos, las ecuaciones de que se dispone para la resolucidn de un --

problema elédstico.

- Ecuacidn de equilibrio de tensiones

SO f, =0 (2.27)

siendo fi las fuerzas por unidad de volumen.
- Relacidn desplazamiento-deformaciones

=1

- Ley de comportamiento

045~ A € 6ij + 2G . €43 (2.29)

siendo 61j la delta de KRONECKER y X la constante de LAME, defini

das segin



8., = (2.30)

13
0 si it ]
Y
_2G . v
A= T2y (2.31)

donde v es el mdédulo de POISSON y G el médulo de elasticidad -~---
transversal o médulo de rigidez, relacionado con el médulo de ---
elasticidad E segin

_ E

- Condiciones de contorno

- condiciones en desplazamiento uy = G} sobre aDl

- condiciones en tensiones ti = f} sobre 802



siendo ti el vector de tensiones,

t.=n. . 0. (2.33)

donde nj son los cosenos directores del vector unitario normal al

plano considerado, y cumpliendose que aDl U aDZ = 3D = superficie

del dominio.

Introduciendo (2.28) en (2.29) y (2.29) en (2.27) obte
nemos la ecuacidn de equilibrio en términos de movimientos, 1lama
da ecuacidn de NAVIER :

1

1
Tow Y50 T ML e

siendo Fi Tas fuerzas exteriores por unidad de volumen, y p la --

densidad del material.

E1 problema eldastico queda asi reducido a encontrar --
una funcién de desplazamiento u que satisfaga (2.24) y que cumpla
las condiciones de contorno.



"E1 objeto de este trabajo es el desarrollo del método
de los desplazamientos discontinuos para el caso en que no exis--
tan fuerzas de inercia (caso estdtico) y suponiendo que las fuer-
zas de gravedad son despreciadas frente a las fuerzas externas --
aplicadas. En este caso la ecuacidén de NAVIER queda :

1
T- v Y3,51 7 YiLgd

=0 (2.34)

Nos limitaremos asimismo a problemas bidimensionales.
Los dos posibles estados planos que pueden presentarse se estu---
dian a continuacion.

2.2.2.1. Caso Bidimensional.

Se pueden presentar dos estados :

a) deformacidn plana

b) tensidn plana

a) E1 estado es de deformacidn plana cuando



u3 =0
auINO
Ero
3
M2
3%5
Yy por tanto
€13 = €p3 T 833 = 0

b) Estamos ante un estado de tensidn plana si el tensor de tensig

nes es un tensor plano independiente de Xg. Es decir, si :

Opg = Op3 T 033 =0



Por tanto

i

fl

AV,
£33 = - T (E11 * £l

Se puede demostrar que las condiciones de compatibili-
dad no pueden ser satisfechas si suponemos 011> Oop ¥ 91y indepen

dientes de X3 Sin embargo, bajo la suposicidn de trabajar con --

" placas de pequefio espesor y considerando valores medios en este -
‘espesor, se 1lega a una expresidn de la ecuacidn de NAVIER del ti

po :

=0 (2.36)

Observando (2.35) y (2.36) vemos que para pasar de un problema --
planteado en deformacidén plana a uno de tension plana basta cam--
biar el valor de v por un nuevo "valor aparente" dado por

v - (2.37)



, A partir de ahora, pues, estudiaremos siempre el pro--
blema plano suponiendo deformacién plana. En el caso de que nues-
tro problema sea en tensidn plana, bastard hacer el cambio indica
do por (2.37).

2.2.3. Pontenciales de Desplazamiento. Funciones de PAPKO--
VITCH-NEUBER.

Existen diversas formas de resolucidn de los problemas
elasticos. Aqui vamos a usar un método basado en los 1lamados "Po
tenciales de desplazamiento". Esta formulacidn hace posible el --
cadlculo de tensiones y desplazamientos en un problema eldstico --
por diferenciacién de las funciones Tlamadas Potenciales de des--
plazamiento.

Independientemente, PAPKCVITCH en 1932 y NEUBER en -~
1934 (ver, por ejempio ,(28)) hicieron notar que la solucidn gene
ral de la ecuacidn de NAVIER en tres dimensiones era satisfecha -
si los desplazamientos se expresaban como :

S S S :
Ui = 81“4(—1:\3— 8)(1 (Xk Bk + B) (2.38)

donde las tres funciones Bi y la funcidn B, que son conocidas -

como "Funciones de PAPKOVITCH-NEUBER™ & "Potenciales de desplaza-
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miento” satisfacen la ecuacidn de LAPLACE, es decir :

! ‘ (2.39)

<]

™w
1

o

Las tensiones-oij correspondientes a los desplazamien-

tos u, de la férmula (2.38) se calculan usando (2.28) y (2.29) :

i} 1 1,
ci5 77 Wy, Y g0 72 [Bi,j CED ISR



Desarrollemos el segundo término del segundo miembro de (2.40) :

(xp By 8) 55 = O B * % Biyi * 8,00

ij sJ
pero xk ; Bk es cero a menos que k = i, pues X1» X5 Y Xg SON va--
2

riables independientes, luego :

G — o
Derivando ahora respecto a j :
O B +8) 55 7 By T X5 By X Brgig B
pero xk i es cero a menos que k = 3, Tuego :
G B+ 8) g5 = By * Byi X Bigig By
(2.42)

Sustituyendo (2.42) en (2.40)



577 (gt B S army B B Bt T Eey)
= 4(1_\)) [(1‘2”(81,3 n Bj’i)F Xy By g5 - sﬂ.j] (2.43)
Sustituyendo en (2.29) tendremos
545 2 ey * i??_: e - 04 7 '4(5(-3\)) [(1—2\))(81,3. £85 5 -
~ Xy Byig - B” ' iezz ,4&-\)) [“'””Bmam o)
“ A B - B,mm: %4
Pero Bk,mm =0y B,mm = 0 por ser armdnicas, quedando
05 = i(i?v) [(1"2V)(Bi,j + Bj,i) - xk'Bk,ij -
- B,ij + 2V Bk,k Sij] (2.44)
pues es indiferente poner Bm,m que Bk,k'
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La férmula (2.44) define las componentes del tensor de
tensiones en funcidn de las funciones de PAPKOVITCH-NEUBER. Se --
puede comprobar fdcilmente que estas tensiones satisfacen las ---

ecuaciones de equilibrio Gij j© 0.
3

2.2.4. Desplazamientos Discontinuos en un Cuerpo Infinito.

Como ya se indicd anteriormente el MDD usa una solu---
cion elemental que es la solucidn al problema de un desplazamien-
to discontinuo en un cuerpo infinito. Vamos ahora a desarrollar -
esta solucidn. En concreto, estamos interesados en obtener el cam
po de tensiones y desplazamientos que se produce en un drea plana
de un cuerpo homogéneo, isdtropo y linealmente elastico, cuando -
provocamos un desplazamiento discontinuo constante sobre un seg--
mento finito. Este segmento puede definirse como :

‘Xli < a '
’ (2.45)

X, =0

2

siendo a el semiancho del segmento (Fig. 2.13).



Es conveniente visualizar el segmento como una grieta
Tineal cuyas superficies van a sufrir desplazamientos relativos.
Distinguimos entre estas dos superficies de la grieta diciendo --
que una estd en el lado positivo de Xy = 0, que denominamos  ---

X, = 0, y la otra en el Tado negativo de Xy = 0, denominado --

Xo = 0_ .

E1 problema de un desplazamiento discontinuo constante
sobre un segmento finito estd definido por la condicidn de que --
crea un campo de desplazamientos que es continuo en cualquier par
te del sdlido, excepto sobre el segmento dado. Sobre éste existe
una discontinuidad de desplazamiento al pasar de un lado al otro.

Esta discontinuidad se define, simplemente, como la di
ferencia entre los desplazamientos de las dos caras del segmento.
Asi, en la Fig. 2.14a, Fig. 2.14b y Fig. 2.14c se han representa-
do el segmento finito, la disposicidn al sufrir un desplazamiento
normal y un desplazamiento tangencial que se ha dibujado sobre el
nomal por claridad. '

La definicién dc los desplazamientos discontinuos es :

Dy = uglxqs 04 = up(xys 0) » [xl<a
(2.46)
D2 = UZ(Xl’ O+) - UZ(Xl’ 0) , [xll < a
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Como los movimientos Uy ¥ U, son positivos cuando van
en las direcciones coordenadas positivas, D1 y D2 son positivos -

segln se han dibujado en Fig. 2.14b y Fig. 2.14c. Esto se esquema
tiza en Fig. 2.15. Habria que hacer notar aqui que un valor nega-
tivo de D2 implica que los dos labios de la grieta solapen. Mate-

mdticamente no hay problema, aunque fisicamente ese proceso no es
posible. Cabria soslayar esa dificultad conceptual imaginando que
la grieta tiene un espesor finito muy pequeho y que el valor del
desplazamiento discontinuo normal es siempre menor que dicho espe
sor.

Como las cantidades D1 y D2 son independientes, pode--
mos estudiar el caso de un de5p1azamiento D, de componentes D1 y
DZ’ descomponiendolo en dos y aplicando el principio de superposi

cion.
2.2.4.1. Desplazamiento Discontinuo Constante D2.

Las condiciones que expresan la existencia de una dis-
continuidad constante D? en la componente U, del desplazamiento -

sobre el segmento ]xll <aenx,=0son:

2
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Dy s |x1{ < a
x]lg UZ(Xl’ x2) - x];g UZ(XI’ xz) = (2.47)
277+ 2 - 0 , lxll > a

Como el desplazamiento discontinuo se produce en un --

cuerpo infinito y ademds, queremos que en el infinito los movi---

“ mientos y tensiones sean cero, la ecuacidn (2.47) define un esta-
do simétrico respecto al eje Xy = 0. Por tanto, 01p €S cero en --

cualquier punto de Xo = 0y u, es cero para [xll > a en la 1inea

X5 = 0. Las condiciones {2.47) se pueden escribir ahora

i
(ew]

=0, =0 < X, <o

912 1 » X9

1]

0, ]xll > a , s (2.48)

>
(]
t
o

Up

Tim U, (Xqs%,) = Tim u,(Xq5%,) =D, , [x,] > a
o0, 2V g e TR

A

J

Por simetria, las componentes normales del desplazamiento son ---
iguales a uno y otro lado de la grieta, es decir :
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|

UZ(Xl’ 0+) =5 ‘Xli < a
(2.49)

jow)

) ‘
uz(xl, 0) = - 5= [xll < a

Por conseguiente, las condiciones (2.48) se pueden poner en una -
forma equivalente, para el semiespacio Xy > 0, como sigue

(2.50)

™
v
=
Pt
A
job}
x
[
i
je)
——

[ev]
»
>
s
\%
ju¥]
“
>
nN
]
o]

Para la resolucién del problema eldstico expresado por (2.50) va-
mos é hacer uso de 153 ecuaciones que nos daban el campo de des--
plazamientos y tensiones en funcidn de las funciones de PAPKO--~--
VITCH-NEUBER, ecuaciones (2.38) y (2.44), que reproducimos aqui:

~ 1 9 ‘
Ui = Bi  AIY 5};‘ (Xk Bk + 8) (2.38)



"X Br,ig T B

(2.44)

Estas ecuaciones se dedujeron para tres dimensiones, -

pero son igualmente validas en dos dimensiones, sin mds que consi

derar que el rango de variacion de los indices es de uno a dos.

Desarrollemos las ecuaciones (2.38) y (2.44) de forma

completa :
Uy = By = =L (B 4+ x: By o+ Xo By g 8 1)
1 7B gy Bt B e B T B :
v (2.51)
1
U, = B, - (B, + x, B + X, B + R ,)
2= P2 " iy Pe T e T e TR
y
911 B “2(1‘“)31 1 P2V By o %y By g~ Xy By g - B 11~
4(1_\)) L 3 3 Lo ] LR
Onp = 26 P2(1~v)8 + 2v B - X, B - X, B -B |
22 " 1) L 2,2 T2V By 1 = Xy By gp = X5 By 5 = B oy
dp = R [(I‘ZV)'(Bl 2 ¥ By 1) =Xy By qp - le By 10 = 8 12 |
4(1__\)) ’ ] [ 3 s ]

(2.52)

+ 2V Bk,k sij]

-
[l
[oa]



Vamos a imponer a los grupos de férmulas (2.51) y (2.52) la prime
ra de las condiciones (2.50), o sea g1p = 0, en x, = 0, para todo

valor de Xq- Para eliminar Ta multiplicacidn por X, en la G1tima

de (2.52) hacemos

B1 =0 ‘ (2.53)
y nos queda
1 3\
u, = - X~ B +
177 sy Yo Bt 8y
x (2.54)
1
u, = B, - - (B, + x, B + 8 ,)
2 2 4(1~v 2 2 72,2 2 J
26 )
Oyq = — (2v B, , -~ x, B ~B )
11 4(1-v) 2,2 2 72,11 ,11

Opp = =5t 12(1-0)By 5 = X5 By 5y = 8 5] b (2.55)
22 " 4(1-v) L 2,2 7 %2 Pa,00 7 P22 4

2,12 ~ B,12]

B

612 = T (1"‘2\))8

- X
4(1-v) 212

r




Como 91 debe ser cero en x, = 0, Ta tercera ecuacidn de (2.55) -

nos dice :

0 sea :

de donde

Podriamos, pues, expresar Tos desplazamientos y tensiones en fun-
cidn de s6lo una de las dos funciones de PAPKOVITCH-NEULER, B, 0

B.Es conveniente, sin embargo, intreducir una nueva funcidn $ que
definimos asi :

B’lz = (1"2\))82,1
82B ) 3B,

~2B = (1.20) =%

9X1 9Xp 3X1

B L (1-2v) B,
3x2

% . =1 g
Xy A(T-v) T2

(2.57)

37



De las ecuaciones (2.56) y (2.57) obtenemos las expresiones de B,

y B

. a(1y) 30|
B, 4(1-v) ",
. (2.58)
B = =4(1-v){(1-2v)¢

Como B, y £ son armdnicas, ¢ es armdnica, es decir

v2¢ = ¢’11 + ¢’22 =0 (2.59)

Sustituyendo (2.58) en (2.54) y (2.55) obtenemos los -
desplazamientos y tensiones en funcién de una funcidn arménica ¢:

3\

H

(1-29)¢ 1+ x5 ¢ 19

E (2.60)
up = =2(1v)g 5 + %5 4 5y

88



(0yp = =26 (9 5ot Xy 9 995)
Opp = =26 (& 55 = X5 & 9pp) ¢ (2.61)

019 7 26 X3 & 109

habiéndose usado, en el grupo (2.61), la ecuacidn (2.59) para ob-
tener todos los términos en funcidn de ¢ 99+

La forma de representacién dada por (2.60) y (2.61) es

apropiada para casos en los que la tensidn cortante gyp €SCero so

Xy = 0. Vamos ahora a introducir el resto de las condiciones -~
(2.50), que hacen referencia al movimiento u,, sobre la linea --

Xy = 0. Para Xy = 0, la segunda de (2.60) nos da :

=0 (2.62)

Las condiciones referidas a Uss de (2.60) se cumplirdn si elegi--

mos Eﬁl— asi :
axz
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-1
4(1-v

CLEN , : (2.63)

1
[ew)

D, lx1| <a , X, =

i
(o]

e N T

Observamos ahora que las condiciones de contorno (2.63) se po----
drian obtener superponiendo dos funciones arménicas ¢' y ¢" que -

tuvieran los siguientes valores

)
-1 ) _ )
oy D2 0 RS xpt A%t
o' = o ‘ . (2.64)
\ 0 , © > X4 >a Xy F O+
r 3
+1 D oo < < =0 '
vy Y2 2 7T S Xt X T |
" =S ‘ ' (2.65)
L 0 , © > x1 >a |, x2 = 0+ J

Pensemos ahora en las condiciones {2.64). Buscamos una funcidn --

que sea armbénica en X > 0 y que sobre Xy = 0, sea cero si Xy > a
e igual a una constante si X3 < a. La funcidn arcotangente reune

estos requirimientos. Esta funcidn se define asi :
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X X

2 .
arc tan }E:a- = Arc Tan X -a +k .o (2.66)
X '
donde Arc Tan oy define el valor principal del arcotangente :
1 -~
i 'XZ T ‘
- 5 £ Arc Tan P < F (2.67)
y k viene dado por‘:
¢ ﬂ'
+1  si Xp <a Xy > 0
k=<0 si Xy > a . - (2.68)
L-l st Xy <a | Xg < 0 ,
X2
En el semiplano infinito x. > 0, la funcidn arctan oy varia en
- 1

il

tre 0 y w, (Fig. 2.16) y pera Xo =0 tiene los valores :

1 x1<‘a,x2=0

i

arctan ——

(2.69)
X1-a




Esta funcidn, pues, posee la discontinuidad en el punto Xg = a--
que expresan las condiciones (2.64). Ademds, Ta funcidn arctan -
X2

. ©S arménica. Asf, pues, dichas condiciones (2.64) se verifi
11-

caran si tomamos :

X

2
o (2.70)

¢' = C . arctan

La constante C se deduce comparando (2.69) con (2.64) para X < a

- 2 " - 2
C.rr = = C = ITIEED] (2.71)
y queda :
| . D X2
$ = z}zitsj' arctan ;1:5 (2.72)

Andlogamente se puede deducir que

Dy X,
o" = T arctan Kia (2.73)
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Superponiendo ¢' y ¢" obtenemos Ta funcidn 3 que verifica las

. 90Xy
condiciones (2.63) :

3 _ “D2

sz

T A (1-v) (arc tan X{-a xq*a

E1 valor de ¢ se calcula por integracidn, obteniéndose :

-D X .
_ 2 2 v 2 2
¢(x1,x2) = EETTiGTA[QZ‘arC tan x;-a - (xl—a)1n (xl—a) Xy F
*2
+ (xl—a)(C+1) +D - xz.grc tan ;E;E- +

+ (x1+a)1n ‘(x%a)z + xg - (x1+a)(E+1) - %] (2.75)

donde la constante de integracidn se ha puesto en la forma

(x;-a) (C+1) + D - (x;-a) (E#1) - F

1

por facilidad de cdlculo. En efecto, como C y E intervienen en la

expresidn de u;» que depende de ¢ 4 (ver 2.60), para que u; sea -

cero en el infinito, debe ser



Haciendo ahora arbitrariamente,

D -F =2a

lo cual es permisible pues los términos constantes de ¢ no alte--
ran los valores de los desplazamientos y tensijones, ¢ queda :

-D ) X
- 2 . 2 v, 2 2
r¢(x1,x2) = E%ITTGT'[%Z'arC tan XI:EA- (xl—a) In (xl-a) Xy -
- X, arc tan _ig_ + (x,+a)In /1x +a)2 + x2 (2.76)
2 x1+a 1 1 2 ‘ ’

Los desplazamientos y tensiones debidos al desplaza---
miento descontinuo constente D2 se hallan de (2.60) y (2.61). An-

tes de escribirlas, habrfa que recordar que la funcion ¢ de la --
férmula (2.76) nos resuelv2 el problema dado por las condiciones
(2.50), que se plantearon para el semiespacio Xo > 0. Se debe pro
bar, por tanto, que la funcion potencial ¢ resuelve el problema -
(2.48), planteado para el cuerpo infinito. Para ello basta mos---
trar que la segunda de las condiciones (2.49) es satisfecha por -
la funcion ¢ de (2.76), es decir que u, = -D,/2 en [xy] <a, --
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Xo = 0_ ¥y u, =0 en cualquier otro punto de x, = 0. Por (2.62) -

estas condiciones son equivalentes a las siguientes para ¢ o
3

(

0 v
2
Hm s leI <a , X2 = O_
%%E = | | (2.77)
0 s IxIra s x, =0,

Por (2.74), ¢ , €S Cero en X,

5

0, para [x;| < a,y --

' X
cuando x, > 0 y |x,| < a las funciones arc tan y arc tan
2 - 1 X;-a
X , |
e valen -t y 0, respectivamente. Por tanto, de (2.74),
1

D, :
= 2 =
b= qriyy  Para Ixgl<anxp =0

Por tanto la funcidn ¢ de (2.76) resuelve el problema
de una discontinuidad constante D2 en el desplazamiento U, a lo -

largo del segmento lxll <a, X, =0, en un cuerpo plano infinito.



Para expresar los desplazamientos y tensiones hagamos

¢(xl, x2) =D, . F(Xl’ XZ) (2.78)

siendo
St %2 Vi 27
F = Trliy) [gz.arc tan x]-a - (xl—a) n (xl_a) +x2

X
v 2 2
- X, arc tan ¢ 2_ (x1+a) ]h (x1+a) t X ]

1@
(2.79)
Aplicando (2.60) y (2.61) obtenemos :
u; =D, [(1-2\;)F,1 X F’lz]
(2.80)

I~
N
i
o
o
1
~o
T
—
)
<
R
-
™
+
=
N
-
o
no
o)
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017 = =26 Dy [F o5 + x5 F 550
Opp = 26 0y [F 5y = %y F ppo]l (2.81)
019 = 26 Dy X5 F 199

Los valores de Tas derivadas de F en estas expresiones son :

_ 1 v 2 2 vy 2 2
F,l = m l:M (xl—a) + X2 - In ' (x1+a) + XZJ
- X2 X?
,2 = m [arc tan ')'(']:'—'é* - arc tan xl_’_ajl
F oy [ - ] &
12 du(l-v Z 2 2
(xl—a) t X, (x1+a) * Xs
Fa1 = F2=7 (% ] [ Xlga - Xlza é]
’ 3 L~y )
(xl )™ + x5 (x1+a) X5
- - a0’ g ) g
,122 ,111 47T(1—'\)—> {(X _a)2+x2}2 {(X +a)2+X2}2
X 2 1 20
- e i ?x2 X1 | ) x1+a(k
,222 ,ll? 47?(1"\)) {(xl_a)zb%xé}Z {(X1+a)2+xg}2
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2.2.4.2. Desplazamiento Discontinuo Constante Dl'

ET problema de una discontinuidad constante D1 en la -

componente Uq del desplazamiento, sobre el segmento lel <a en

Xo = 0 se puede expresar :

r 3

Dy |x1| < a

v - » - IQ
X]lg ul(xl,xz) Xllg (xl,xz) 3 . (2.83)
27+ 2 - 0, Ixqf>a

L /

En el caso de un desplazamiento discontinuo constante
normal D2, este nos definfa un problema simétrico respecto a la -

1inea Xo = 0 (ver Fig. 2.14b). Andlogamente (ver Fig. 2.14c), un
desplazamiento discontinuo constante tangencial D1 nos define un
problema antisimétrico respecto a la linea Xy = 0. Las cenidicio--

nes (2.83), por tantc, pueden escribirse @



i

Y1

o , [x1] > a » Xy =

!
Len)

+ (2.84)

Tim Ul(xl’XZ) - lim ul(xl,xz) = Dl, {xl[ <:a

-~

Las condiciones de contorno {2.84), expresadas para el semiespa--
cio superior x, > 0 son

Ogp = 0 5 -0 <Xy <oy Xy = 0
D,/2 [xll <A, X, =0, b (2.85)
up =
0 %41 >a 5, x, =0,

Andlogamente a como hicimos en el casc de desplazamien
to discontinuo normal, vamos a partir de las ecuaciones de désp}g
zamientos y tensiones en funcién de las funciones de PAPKOVITCH-
NEUBER, ecuaciones (2.51) y (2.52). Como antes, para conseguir --
que 0,, = 0 para todo Xqs hacemos B1 = ( gqueddndonos las ecuacio-

nes (2.54) y (2.55). De la segunda de (2.55), vemos que para cum-
plir que Upy = 0 para Xy = 0 se debe verificar :
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0 sea

Introduciendo

B2 Yy B vienen

Nuevamente se

0 B _ .y 9B
9L = (1) =
ax2 8x2
B . -

5% 2(1~v) 82

una funcidn y definida asi

RS S
X 4(1-v)

2

definidas segin :

- 4(1e) 2
4(1-v) %]
X2 : !
, | awlxgx)
- - . SURL. 00 1
8(1-v) T dx2
0

verifica que ¢ es armbnica, es decir :

>
V= g v =0

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)
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Sustituyendo (2.88) en (2.54) y (2.55) obtenemos

A St s i i

uyp = -2(1-v) Vo X ¥ o0 f
(2.90) |

U2 = —(1—2\)) w’l + X2 q)’lz i i

911 7 726 (2% 1o+ x5 ¥ 15)

Opp = 26 Xy - ¥ 150 s (2.91)

O12 = “2600 2 * Xy - ¥ 20p) |

Ya hemos introducido la condicién Upy = 0 en Xy = 0. Introduzca--
mos ahora el resto de Tas condiciones (2.85), alusivas a Uy, en -

X, = 0. Para X, = 0, la primera de (2.90) da :
U= =2(1v) 2, xy = 0 (2.92)

Las condiciones de contorro de U en (2.85) se cumplirdn si y o -
. - b ]
verifica



it
o

[x1[ <A, X ‘

N |
ol \ (2.93)

i
[en]

0 ]xll >a 5, X, =0,

que son idénticas a las (2.63) con lo que la funcién ¢ serd, por

analogia con (2.76)

Ww(x ) = —Dl tan _EZ___ (x,<a) In /(x -a
WixgsXo) = gorisgy [ Xp are ta P 1

2 2
) +X2*

X N
2 4 2 2
- %, arc tan 2};5‘+ (xpta)in "(x +a)” + X5 ] (2.94)

que podemos poner
w(xl,xz) =Dy . F(xl,xz) (2.95)

estando F(xl,xz) definida segin (2.79).



Los desplazamientos y tensiones se hallan sustituyendo
(2.94) en (2.90) y (2.91).

u; =Dy [-2(1-v) F o= F,22]
| (2.96)
Uy = Dy [-(1-2v) F ; + x5 F 40l
:
017 = 726Dy (2°F 15+ %, F 15)
Oy 26 Dy %, F,m | | (2.97)
01p = =26 Dy (F 55 + %5 . F 555)

/

Las derivadas de F que aparecen en (2.96) y (2.97) estdn defini--
das en (2.82).

2.2.4.3. Desplazamients Discontinuce Constante D = (Dl, Dz).

Los desplazamientos y tensiones provocados en un cuer-
po plano infinito al dar un desplazamiento discontinuo constante

de componentes D1 v DZ’ sobre el segmento !x]] <as Xy T 0 se ob-

tienen sin mds que sumar (2.80) y (2.81) con (2.96) y (2.97)
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f

0 [-2(1-0)F 5 = %, F ] + D,[(1-20)F | + %, F 1]

H

Dl[-(l-Zv)F’l + X, F’lé] + Dz[~2(1—v)F’2 + X, F,Zé]

J

(2.98)
. 1
117 "6 Dy[2F 15+ xy Fopaol <26 DolF o) + %y F oo

Opp = 26 Dy Xy F 195 = 26 Dp[F 55 = x5 F 550 o

i

019 = =26 Dy (F 50 + x5 F 9p0) + 26 Dy X, F 199

(2.99)

Es interesante hacer notar las singularidades de ten--
siones y movimientos que aparecen en la 1inea de la discontinui--
dad. Para ello, expresamos los movimientos y tensiones en Xy = a.
De (2.98) y (2.99), junto con (2.82), se obtiene, hacienco Xo = 0:

X X )

o)

ul(xl,o) = Zi 1im (arc tan §—%5"“ arc tan §~§5) - !
x2—>0+ 1 1
) D2(l~2v) - (x1+a)2
gr{1-v) X{-a
L (2.100)
( ) Dl(l“Z\)) (x1+a)2 D ( X2
Us(xy,0) = n + == Tim (arc tan —5- -
2\ g (T-v) x|-a 2 ) x;-a
X
~ arc tan —vél—)

4t
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g} 2 1
o (3020) = 5wy 2z
1
D .
o a0y - ooz 1 (2.101)
22 00 TRy 27 :
1
aGDh
i 11
o12 (x120) = Iy 2
1

En las férmulas (2.100) estdn definidos dos angulos By

y 82, que se representan en la Fig. 2.17 y que son :

B, = arc tan x]-a
. . (2.102)
. X2
62 = arc tan ;z;g
/

Para [xll > a, es decir, fuera del segmento, 81 y BZ -

son iguales, anuldndose los términos arc tan de (2.100). Cuando -
lxll < a, es decir, dentro dol segmento, BZ es cero y B, vale 7 -

en la cara positiva de x,, (x2 = 0,), y -n en la cara negativa de

Xo» (X5 = 0_).



‘Supongamos, por ejemplo, Dy = 0. La segunda de (2.100)
da '

D,/2 lxll < a
Uy (x1,0,) =
0 , ]xll > a
: : r (2.103)
Dyly s Il <2
UZ(X].’O ) = .
~
\ o, [xll > a

La diferencia uy(x1,0,) - uy(x;,0_) es igual a D, si -

1
X, < a e igual a cero si |x,| > a, 10 que estd de acuerdc con -
1 1t

la definicion de desplazamiento discontinuo constante dada en ---
(2.46).

En cuanto a los movimientos segiin X1 la primera de --
(2.100) da

—D2(1-2v) Xpta o
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X,ta
1

La funcién logaritmica In( )2 se representa en ---

| X, -2
Fig. 2.18 en funcidn del parametro adimensional xl/a. Comc los -~
desplazamientos Uy son proporcionales a dicha funcidn, se deduce

que presentan una singularidad en los puntos extremos del despla-
zamiento discontinuo (x1 =+ a).

Resultados completamente similares se obtienen para --
Tos desplazamientos en el caso en que D2 = 0. La diferencia entre

N, L
las componentes Xq del desplazamiento en las caras positiva y ne-
gativa de Xo = 0 define ahora la componente Dl del desplazamiento

discontinuo y el movimiento segiin Xy vale

Dl(l—Zv) x1+a)2

u,(x;,0) = NTIEED In (Xl"a' (2.105)

y vemos que el movimiento U, en el caso D, = 0 presenta también -

singularidades en Tos extrgomos del segmento (x1 = +a).

En cuanto a las tensiones, se puede observar en las --
férmulas (2.101) que son todas inversamente proporcionales al tér

mino (Xi - az). Cuando X 7 +a aparecen valores infinitos de las



tensiones en esos puntos. La funcién [(xl/a)2 - I]-l se represen-
ta en Fig. 2.19 en funcidon del pardmetro adimensional xl/a. Si, -
por ejemplo, D1 =0y D2 es positivo las tensiones 011 Y Tpp SON
negativas, es decir, de compresidn, si lxll < a, y positivas, es

decir, de traccidn, si }xll > a.

De una forma general, las tensiones que aparecen en el

intervalo |x,| < a deben contemplarse como las tensiones necesa--

18
rias, para mantener el desplazamiento discontinuo constante -

D= (D DZ) mientras que las que aparecen fuera del intervalo --

13
[xlj < a son las provocadas por la presencia de dicho desplaza---

miento discontinuo.
2.2.4.4. Desplazamientos Discontinuos de Orden Superior.

Hasta ahora herics calculado 1a solucidn al problema de

un desplazamiento discontinuo constante sobre un segmento [xll <
<Ay X, = 0. Existe, no obotante, la posibilidad de expresar va--

riaciones de mayor orden en los desplazamientos discontinuos. Va-
mos aqui a expresar brevemente como se piantearia el problema.

Buscamos la solucion analitica al problema general de
una discontinuidad variable en el desplazamiento Ups por ejemplo,
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sobre el el segmento [xll < a, enx, = 0. Denominamos us(x;) a es

ta discontinuidad y la definimos asfi,

A

Us(xy) = uy(x,0,) = uy(x,0) lxll < a (2.106)

E1 desplazamiento u, es continuo en cualguier punto --

fuera del intervalo especificado. Como en el caso de discontinui-
dad constante resuelto anterjormente, la linea Xy = 0 es un eje -

de simetria, con lo que las condiciones de contorno del problema
son :

012 = -0 < x1 < o, Xy = 0

+ (2.107)

H
[e]
1
(@]

u, Xl >a  x

”~

Uy(xq50,) = un(x1,0_) = uy(xy) » [xq] < a

J

A

donde suponemos que uz(xl) es una funcién arbitraria pero dada.
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La solucién al problema (2.107) se puede expresar en -

funcién de un potencial simple ¢(x1,x2). E1 método a seguir es ob

tener una solucidn singular para una "discontinuidad concentrada"
y proceder Tuego a su integracidn sobre el intervalo para produ--
cir una discontinuidad variable. Este método es andlogo al que se

sigue a veces en Resistencia de Materiales cuando obtenemos Ta so
Tucidn a una carga distribuida mediante la integracidon de la solu

cibn a una carga concentrada.

La solucidn singular para una discontinuidad concentra
da se obtiene de la solucidn al problema de una discontinuidad --
constante D, sobre el intervalo |x;| < a. Recordemos que para el

problema de una discontinuidad constante, ¢ o €ra, [férmu]a -
k]

(2.74)]

...DV X X
op _ 72 o "2 ) I .
%, T (T-v) (arc tan X-a arc tan XE;EQ (2.74)

Esta formula se refiere a una discontinuidad 02 cte. -
sobre Ix1[< a, x, = 0. Comc quereros resolver el problema de una

discontinuidad concentrada definamos una caentidad N, asi
2

N, = Z.a.D? (2.108)
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A N, le imponemos que sea constante cuando a tiende a cero. Cam--

2
biando D2 por N2/2a en (2.74) y efectuando el paso al Timite :

-N X X

3 2 T 2 2
8% 8r(1-v) ;lg a (arctan x1-a arc tan x1+a)
N 2 |
8¢‘ - 2 X 7/ :
B, | (1) 7, 2 (2.109)

1t %

ET valor N2 asociado a una discontinuidad uz(g) sobre
un diferencial d&, en el punto x = &, serd uz(g)dg y el valor de

‘

o o se hallara de :

(2.109)

A
Especificando U, como una funcidn de xq la ecuacion (2.109) permi
te hallar ¢ o para un desplazamiento discontinuo arbitrario sobre
3
N

el intervalo [x;] < a. En particular, si tomamos u,(x;) constante

UZ(Xl) = D,, para ixlf < a, obtenemos la (2.74).



‘Por tanto, en una forma general, se podria suponer que
las discontinuidades de desplazamiento varfan linealmente sobre -
dos segmentos contiguos, o cuadrdticamente sobre tres segmentos.
En este trabajo, no obstante, nos Timitaremos a variaciones cons-
tantes de los desplazamientos discontinuos.

2.2.4.5. Desplazamiento Discontinuo sobre un Segmento arbi--
trariamente orientado en el Plano Infinito.

En la discretizacidén de un contorno arbitraric en seg-
mentos nos vamos a encontrar segmentos con orientaciones cuales--
quiera. Aunque el método numérico usado se explicard con detalle
posteriormente, apuntamos aqui 1a necesidad de disponer dal campo
de tensiones y desplazamientos provocados por un desplazamiento -
discontinuo constante sobre un segmento arbitrariamente orientado.

Consideremos, pues Fig. 2.20, un segmento referido a -
un sistema de ejes 'i, ié. Sobre este segmento, definido por  --

]?il < a, ?é = 0, se produce el desplazamiento discontinuo de com
penentes DT<y D?-. Un punto de coordenadas X1s %y €n el sistema -
global de coordenadas tiene, en el sistema ?i y ?é unas coordena-

das definidas por la traslacidn X109 Xpq ¥ POr el giro a, segin



X]. Xl - Xlo COS o sen o Xl - Xlo

= L = ' (2.110)
X5 VX = Xog ~Sen o CoS al Xy = Xog

siendo L la matriz de giro. Desarrollando (2.110) :
a¥] R

Yi = (xl—xlo)cos o + (xz—xzo)sen a
(2.111)

X, =-(x1-x10)sen o + (xz—xzo)cos a

Podemos calcular ahora el tensor plano de tensiones y
el vector desplazamiento en las coordenadas ii y ié, debidos a --

los desplazamientos discontinuos Di-y Di-sobre el segmento -

[?il < a, ié = 0, sin mds que sustituir en (2.98) y (2.99) Xy por

Xy Y X, poOr X, quedando :

g = DT[»Z(l—\))?,Z - 72 Tf,zz'yr 0'5[(1-2*)F L ?2 F 12]

3 3

(2.112)

it

Df-l—[—(l—Z\))F,l + X, 'F"121+ D»Z[-Z(lw)F’Z + %, ?’22]
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en la que

i

(2.82) :

l

-2G Dy

2G DT

1

5 F

x|

[F oo #

= -2G DT [ZF,12 t X, F’1221 -2G

Xo F’222] + 2G

122 - 2605 [F o5 -

D [F 50 + %,

Xy F 220]

D5 X5 F 122

F 202]

7/

(2.113)

la funcién F y sus derivadas valen, segin (2.79) y ---

X X
ik N ” - % -
= F(xl,xz) T [x2 . arc tan — X, arc tan =

‘ 1 1
N 7=amy e = 7. =2,
- (x1~d)1n (xl—a) X, (x1+a)1n (x1+a) + X, 1 (2.114)
A
1 N P R PN R
,1 = '4*{)*("1':\;7 ]:1n (xl-a) + Xz - In (x1+a) > XZJ
X, X,
’2 = ‘4‘}‘;%—“\"\-)* [arc tan _—:——2— - arc tan :"’2~]
* xl-a x1+a
M2 ¢ 1 1 ]
12 Aull-v) (Ei—a)g + Xg (§i+a)2 + Eg
L (2.115)
_F _ 1 [ Xq-a ] xpra ]
,11 ,22 47T(1—\)) (_)Z ‘a)Z + -)-(*2 (:’(_ +a)2 + ;(‘2
174 T 2, o

- ‘1 (xl-a)‘ - Xo (x1+a) X5 ]

J122 7 7T 11 T Oaay Vs AN TRV AR YA
{(xlwa) 4 xz} {(Al+a) + x2}

e i 2>‘<2‘ ) [ x1-.a ) x1+a _}

,?22 112 4“;T(.L~\)v§ {(;1_(3)5 + ’)ZS}Z {(;('1_*_&)2 jx—é}zﬁ
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Conocemos ya el tensor de tensiones y el vector de mo-
vimientos en Tas coordenadas Qi, §é, coordenadas que podemos 1la-

mar "locales" por similitud con las definiciones usuales en el --
Calculo Matricial de estructuras y que estdn asociadas al elemen-
to. Es mds conveniente disponer de la expresidon de las tensiones
y movimientos referidas al sistema global de coordenadas. Para --
realizar este cambio, sabemos que el paso de un tensor plano en -
coordenadas globales 0 a coordenadas locales SR siendo a el an-
" .

gulo que forman los ejes locales con los globales viene dado por:

(2.116)

siendo L Ta matriz de cosenos directores o matriz de giro, ya de-
aY

finida en (2.110). En nuestro caso queremos pasar del sistema lo-
~cal ?i, X, al sistema global x, x,. De (2.116) se obtiene

T

g~ =L .o .L (2.117)
’\;G Y] (\IL 4V}
Aplicando (2.117) a nuestro casc :
011 9qp cose - sen| oy Oyy|| COSa seno (2.118)

a S b 57 OxF| |-
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Desarrollando (2.118) se obtiene :

. 2 2 .
011 = OTT-COS o + Opy SEN~ o - 2 o7y sen a coS o
Onn = c——-sen2 o+ c—wcos2 o + 2 055 Sen o cos o -
22 22 12

11

: 2
019 = (GTT-— Gé@JSEH a cos o t 5 (COS2 a - sen” o)

/

(2.119)

En cuanto a los movimientos sabemos que

(2.120)

“siendo U ¥ ug el vector de movimientos expresado en un sistema -
v v

local y global de coordenadas. De (2.120) obtenemos :

u- = L . up (2.1?1)

6 sea :
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)

1 oS o - Sen al| Uy
= (2.122)
Us sen o COS af| Uy
De (1.122) se obtiene
U = UT COS o - Uy Sen a |
(1.123)
UZ:UTSEH(X+U'2—COSOL

De (2.119) y (2.123) sustituyendo (2.112) y (2.113) obtencmos

it

u; = Dy [(1-2v)sena ?;1 —2(1—v}c05u ?;2 - Eé(sena ?}12 +

+

coso F;ZZ)] + Dy [(1-2v)cosa ?;1 + 2(1-v)sena F;Z +
* X5 (cosa F 12 -

12 - sen% F,22)]

) |
u, = Dy [~(1-2v)cosw F;l ~2(1-v)sena ?é +'§é(c05u ?'12 - '

b]

1

-2(1-v)cosa F o T
+ ié (sena F‘12 + COSso. F’zz)]

sena ?;22)] + Dﬁ-[(1~2v)sena'f,1

3 2

(2.124)
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912

> o — —
= ~26 Dy [2 sen’o Fip ¥ senu F o) - Xp(cos 20 F 155 -

= 26 DT [sen 2o F’12 + cos 2 F’22 + xz(sen 20 F’122 +

2 = - =
-26 Dy 2 cos“a F’12 - sen 20 F 5 % xz(cos 20, F’122 -

b

sen 2a F’ZZZ)J -26 Dy [F,22 + xz(sen 200 F’122 +

cos 2o F,222)]

2 3

- sen 2q F,222)]—ZG D§~[F,22 - Xplsen 20 F 15, +

+ cos 2q F,ZZZ)J

+ cos 2q F}zzz)j - 26 Dy [-X,(cos 20 F}122 - sen 2o F’Zzz)]

7

(2.125)

Estas ecuaciones forman la base del planteamiento gene

ral del Método de los Desplacamientos Discontinuos.

2.2.4.6. Vector de Tensiones y Vector de Movimientos.

En la formulacidn numérica del método de los desplaza-

mientos discontinucs va a ser necesario calcular las tensiones y



Tos movimientes normal y tangencial sobre un plano de orientacidn
arbitraria, (fig. 2.21), cuya normal forme un &ngulo g con el eje
X4 positivo. La razén para adoptar una normal hacia dentro se ve-

rd luego. Para hallar estas tensiones empezamos por calcular el -
vector de tensiones en ese plano. Segin la férmula (2.33)

Aplicandola :
= {cos B sen B)
[tz 91 %22

0 sea @

P
it

1 611 cos B + 021 sen B
(2.126)

ot
1

2 012 cos B + 022 sen B
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Para obtener 1a§ componentes normal y tangencial sobre
el plano considerado basta calcular el vector de tensiones (tl’tz)

segln las coordenadas (t,n), que forman un &ngulo B + %- con aque

1las. Como cos (B + %J = _sen By sen (B + gﬁ = cos B quedard :
ot -sen B cos B tl
= ; (2.127)
Un -COSR -sen B t2
de donde,
o= -0 cosZB - 20,, Senp cosB - o senZB
n 11 12 " 22
(2.128)
o =

t (022 - oll)senﬁ cosp + oy, COS 2B

En cuanto a los movimientos serd :

-senf COspH ul

u -COSR ~ senp
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que desarrollada da

<
i

-uy cos 8 - u, sen @
(2.129

oy
il

t -u1 sen B + u2 cos B
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2.3. PROCEDIMIENTO NUMERICO GENERAL.

2.3.1. "Problemas" Elasticos.

En principio, un problema eldstico plano se plantea -
como un dominio de un determinado material de caracteristicas co
nocidas sometide en el contorno a unas condiciones dadas. Estas
condiciones prescritas se especifican en cada punto del contorno '
como un vector de dos componentes: una componente normal al con-
torno (tensién 6 desplazamiento) y otra componente tangencial al
contorno (tensidn 6 desplazamiento). Llamando 0, ¥ 0y 2 las ten-

siones normal y tangencial y U, ¥y ug a los movimientos normal y

tangencial se pueden presentar cuatro tipos de condiciones de --
contorno :

O, Y 0y prescritos
U, Yoty prescr1tos
Op ¥ Uy prescritos

n

Oy Yol prescritos

Mediante la definicién del contorno y de las condicig
nes en é1, el problema queda univocamente resuelto.



E1 objetivo perseguido al resolver un problema elasti
co es encontrar las fuerzas y movimientos no especificados en el
contorno y el vector movimientos y el tensor de tensiones en ---
cualquier punto del dominio. ‘

2.3.2. Discretizacidn del Contorno.

La manera de simular un contorno que vamos a usar en
el método de Tos Desplazamizntos Discontinuos va a ser aproximar
este por N segmentos lineales. Sobre cada uno de estos segmentos
suponemos que se van a producir un desplazamiento discontinuo Di
de componentes (Dil’ 012)' Las componentes de los desplazamien--

tos discontinuos son las incognitas que deseamos calcular y sus

valores deben ser tales que verifiquen los valores prescritos de
contorno. La idea es que cada desplazamiento discontinuo provoca
do en un segmento crea unas determinadas tensiones y movimientos
en todos los demds y en &1 mismo. Se pueden ajustar 10s valores

de los desplazamientos discontinuos para que l1as aportaciones, a
la vez, de todos sobre todos, satisfagan las condiciones de con-

torno.
2.3.3. Coeficientes de Influencia.

Hemos hablado en el apartado anterior de "aportacion®
de cada desplazamiento discontinuo a crear las condiciones de --
contorno. Vamos a ver como esa aportacidén puede expresarse me---
diante Tos 1lamados "coeficientes de influencia". Consideremos -
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para ello un cuerpo cuyo contorno ha sido discretizado en N seg-
mentos lineales, de los que se muestran en la Fig. 2.22 s6lo los
segmentos i y j, por claridad. Los anchos de las discontinuida--
des son Zai y Zaj, sus orientaciones son ai‘y aj y las coordena-

das de sus puntos medios X150 X053 Y le’ XZj' Denominamos x y

1ij

Xpij @ las coordenadas del punto i referidas al punto j. Las dis

continuidades normales y tangenciales en el segmento j {es de---

cir, Di-y Dé-en el apartado 2.2.4.5.) se denominan Dnj y Dtj‘ Su

pongamos que el valor medio de las tensiones a To largo del seg-
mento i puede ser representado por el valor de dichas tensiones
en el punto medio del segmento (lo cual serd mds exacto mientras

. - . ij i3 i3]
mas pequeno sea ai). Sean estas tensiones T11> To2> 912> donde,

. ij . . . .
por ejemplo, Ul% indica tensidn normal segln el eje X, Que apare
ce en el punto medio del segmento i cuando doy un desplazamiento

discontinuo (Dnj’ Dtj) en 21 punto j. Los valores de estas ten--

siones en el punto medio del segmento i se calculan usando prime
ro (2.111), en la que sustituimos X10> *pg POY le’ x2j ¥ Xys Xy

OF Xqss X eniendo X, .., Xes: :
P 170 %o40 obtenien xle, 213

) sen a.

X4 =-{x11 - le) sen o, *+ (x21 - x2j) Cos o,

(2.130)

1



Ahora obtendriamos los valores de las tensiones de (2.125), cam-

j).y""

sus derivadas se obtienen cambiando en (2.114) y (2.115) ii % ié
por X145 ¥ %45

biando X1 Y Xy por Xlij y X2ij‘ Las fuﬁcwones F(Xlij’ Xos

Las tensiones normal y cortante en el segmento i las
obtenemos a partir del tensor de tensiones en el punto i y del
angulo B (ver Fig.2.22) usando (2.128) y teniendo en cuenta que

B: = oy -1/2 (2.131)

por 1o que cos Bi = sen a, y sen 81 = -CO0s a; con lo que obtene-
mos
aij = —cij sen2 o, + 2 cij sen o, CO0S o, - cij cos2 o

n 11 i 12 777 i 22 i

(2.132)

g - 43 3 RN

gy (011 022) sen o CoS oy - Ogy cos Zai

La formula (2.132) da las tensiones normal y tangen--
cial en el punto medio del segmento i cuando en el segmento j --
D

doy un desplazamiento discontinuo Dn Sustituyendo en la -

it Tty

(2.132) o}%, o;% y c}% por su valor 11egariamos a unas expresio-

nes de la forma

12



ij - aid 1j
o = Ak Des * Ay D

| \ (2.133)
ij _ piJ ij ' '
n Ant Dtj f Ann Dnj

donde  los términos A%%, A%g, A;% y A;% son los coeficientes -

de influencia para las tensiones. A;%, por ejemplo, se define co

mo la tensién tangencial quz aparece en el punto medio del seg--
mento 1 cuando en el segmento j doy un desplazamiento normal uni
dad, permaneciendo cero todos Tos demds. Se podrian dar las ex--
presiones de los coeficientes de influencia desarrolladas expli-
citamente pero ello es obviamente engorroso por lo que es prefe-
rible calcularlos en un programa de computadora.

La (2.133) expresa la influencia del segmento j so--~
bre el i. Como hemos discretizade nuestro contorno en N segmen--
tos lineales debemos expresar la influencia de todos Tos segmen-
tos incluido &1 mismo sobre el segmento i. Haciendo esto, las -
tensiones normal y tangencial en el segmento i se expresaran :

. N N '
i_ 1J 1J
o, = L AyD,.+ L A D .
t j=1 tt "td j=1 tn “nj
. (2.134)
i N
o = L AYD..+ % A-D.
nose1 nt "tJ j=1 hnond |

126



Los coeficientes de influencia para los desplazamien-
tos normales y tangenciales se pueden calcular de un modo simi--
Tar. A partir de Tos valores de iiij y §é1j dados por (2.130),

calculamos Tos movimientos de (2.124) cambiando i& y ié por —iij
y iéij’ hallandose ?(iiij’ géij) y sus derivadas haciendo el mis

ij ij

mo cambio. Asi hallamos Tos movimientos Uty Uyt Ahora, usando

la (2.129) con By = ay - /2 queda :

ij o ] iJ A
u up” sen ag + U, COs ay
s (2.135)
ij _ 1d ij
uy up® cos ag +ou,” sen ay

[y

Andlogamente a como hicimos con las tensiones, la (2.135) se pue
de poner :

Wo=pdp .+ B

Ug™ 7 Bt P tn Dnj
(2.136)
iJ - gid N
Yn Bnt th * Bnn Dnj

donde B%%, BE%, B;%, BA% son los coeficientes de influencia para

los desplazamientos y se definen andlogamente a Tos de tensiones.

Expresando la influencia de todos los segmentos scbre el i 1lega
mos a la expresién de Tos movimientos normal y tangencial en el
segmento i
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N .

i 1] ij
u Y BYD,.+ & BYD

t =1 tt tJ 3=1 tn “nj

h (2.137)

. N . N

i 1] 1]
u = % BY D v B Y D,

n j=1 nt "tj j=1 nJj

Debido a que los desplazamientos Ups ¥ Uy SON discon

tinuos al pasar de una cara a la otra del segmento, por 1a pro--
pia definicién de desplazamiento discontinuo, Tos elementes dia-

gonales B%% Y B;; deben definirse con cuidado. Los no diagonales

no necesitan especial atencién, pues un desplazamiento disconti-
nuo en el segmento i provoca un campo de desplazamientos conti--
nuo en cualquier otro segmento. Las caras positiva y negativa --
del segmento i se definen con relacidén a las coordenadas Tocales
de cada elemento, como se muestra en Fig. 2.23, donde ‘'se ha de--
signado el Tado positivo por iéi

Denominamos u. + y ull a los movimientos de la cara --

positiva del segmento i cuando en dicho segmento 1 doy un des---
plazamiento discontinuc de componentes Dt" Dni“ Los de la cara

negativa son bl y U;I' Estos valores se obtienen haciende ?i --

(equivalente a xli) jgual a cero y ?é (equivalente a ?éi) igual

a0, 6a0_,en (2.124). Las funciones F 1Y F o valen :

>

= 0, y el negative por ?}i =0_.
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Y haciendo

129

= n T o -1
F(0,0,) =0 F 5= (0,0,) = gy
T . (0,0) = (2.138)
s 20 2 =0 4(L-v :
De (2.124) y (2.138) obtenemos :
I 1 |
Uy =3 Dti cos oy - 5 Dni sen a;
(2.139)
ii _ 1 1
Upy = ?’Dti sen a + ?'Dni Cos o
\
i, 1 1
U = - % Dti cos a, + 5 Dni sen o
v (2.140)
it 1 1
Up_ = - ?'Dt1 sen a; - ?’Dni oS oy
uso de la (2.135) obtenemos :
THRE L i i
Upy = ~Upy Sen a; + Uy, CO0S oy = —
(2.141)
.. .. .. D,.
L B B Lo 1 .t
Up, = Up, COS ug b Uy senag = -~
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11 11 11 Nl
u = . + e T e e
n- ul_ sen OL1 u2_ cos OL1 >
» (2.142)
-, .. .. D,..
i 11 11 ti
= .+ PR
Ut_ ul_ Ccos OL1 uz_ Sen OL_’ . 7

De (2.141) y (2.142), comparando con (2.137) se deduce que Tos -
P ii ii oo i1 ii .

términos Btn y Bnt son cero y que Bnn y Btt son iguales a 1/2 en

Ta cara positiva de la discontinuidad e iguales a -1/2 en la ca-

ra negativa de la discontinuidad. Es decir :

i il
Btn = Bag = O
Bil=8l=ZenX, =0, | (2.143)
RIS L B
Bit = Ban = -7 8N %o T 0L
J

2.3.4. Formulacion Num3rica.

2.3.4.1. Formac 6n de la matriz de coeficientes de -
influencia.

Las ecuaciones (2.134) y (2.137) permiten la formul. -
cién numérica del Método de los Desplazamientos Discontinuos, ca
paz de resolver problemas eldsticos planos en cuerpos isOtropos
y de comportamiento lineal. E1 contorno puede ser cualquiera y -
las condiciones de contorno también.



Empezamos discretizando el contorno de la regidn a -
estudiar en segmentos lineales sobre cada uno de Tos cuales va--
mos a aplicar un desplazamiento discontinuo de componentes desco

nocidas Dyys Dni' Establecemos ahora un sistema de ecuaciones al

gebraicas para calcular Tos valores de 1osbdesp1azamientos dis--

continuos que producen los valores de tensiones y desplazamien-~

tos prescritos en el contorno. Este sistema adopta la forma gene.

ral :

N o o N s
= 1J 1J
9 ’51 Ctt Dtj * .El Cen Dnj
J J b (2.144)
N L N o .. .
- 1J 1]
q.. = csyD,.* cCYD ..
o nt “tj . j=1 nn nj

t

donde i y j varian de 1 a N. La (2.144) da lugar, pues,a un sis-
tema de 2N ecuaciones con 2N incognitas. Los coeficientes de la
fila i e i+N de Ta matriz de coeficientes de influencia se for--
man teniendo en cuenta las condiciones prescritas en el segmento
i. En primer lugar expresamcs las coordenadas del punto medio --
deT segmento i respecto al punto medio del segmento j, segin --
(2.130)

X143

1]

(Xli - xlj)cos oy + (x21 - xzj)sen s

Xpi5 ~ ”(Xli - xlj)sen o5 + (XZi - xzj)cos a
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A continuacidn expresamos las funciones ?(iiij, iéij) que vamos
a necesitar, a partir de (2.115) :

=i _ 1 /i 72, = 72
P17 gy |10 Gaggmag)” ey - In o Bgygtag)t F gy
. i X X
Fid - -l arc tan 21 ape tan ey
,2 4r(l-v 'x~ -a ;(" +a
L i3 73 13J
i (?u) { 1 ) 1 }
g2 T () = 7= - 7=
(X113'aj) %243 (Xlij+a3) X213
SN SN (1 [ X145 ~ @ _ 1ij * a5 ]
11 22 T Iy |2 7 =2 - 7, =
(k3578507 * %55 (xqgy*ag)™ * %44
- 2 =2 -2
S ST = N { (epggmay)” - %955 Bgq4%ay) - Xp45
,122 11~ W) 7= Py - Y
{(Xlij'aa) XZij} {(x11 +aj) + XZij} ]
AT AR L [ AR IS D LF I }
222 0 U112 T W (IVY | Te Ry M 712
T0q5-a5) 0G50 Lxgqyra) g4
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Ahora, si en el segmento i la condicidn tangencial prescrita es

Opi» €5 decir Gpi = O serd Cii = Ali y Clg = Aig. Expresamos -
pues el tensor de tensiones provocado en el segmento i cuando en
el j doy un desplazamiento discontinuo tangencial unidad y cuan-
do en el j doy un desplazamiento discontinuo normal unidad. De -

(2.125) :

iy o 2 i
- sen 2o, Fquzi]
1j - 2 1] =1]j — =3
Todt 2G [?.sen o5 F,12 + sen 201,\].}7,22 + X243 (cos ZOLJ,F,122
b
- sen 20c F 222)]
i 1] =1J =]
015t = -2G [}en ZuJ F 12 + €O0Ss- Zu F 22 + x2 i (sen Zaj F’122 +
+ ¢os Zaj FZ%ZZ{]
(2.147)
N =1J 1]
91ip = -26G F 22 2 . (sen 2@ F 122 + cos Zaj F,ZZZ)]
ij o =R — =1J 1
o 26 F 22 © %2ij (sen qu £l 102 + cos 2% F 222)J \ (2.148)
N - -
015, = 26 _‘21j (cos 2@ £ 122 - Sen 2aJ F 2225]




134

Usando ahora (2.132) expresamos A% y At , sabiendo o

e p

RIS R § I i3
Ctt Att (o o1t " ZZL)sen (i COS O = Oy COS Zai
v (2.149)
ij _oaid 2 (L1303 1]
Ctn Atn (o 51in 022n)sen a COS ay = Opp, COS Zai

Si T1a condicidn tangencial prescrita en el segmento i

es Uy, (qti = uti)’ usamos el vector de movimientos en el punto i

cuando en el punto j doy desplazamientos discontinuos unidad tan
gencial y normal :

N

iJ 1] =1 _
Uiy [}1—2v)sen o5 F,l 2(1-v)cos o F 2 ‘
- X FiJ
X1 . (sen oy F 12 + Cos o F 22%}
B \ (2.150)
iJ_ (o £iJ o i
Uny [.(1 2v)cos o5 F’1 2(1-v)sen o5 F 2 +
+ %o (cos oy FI, - sen o FI3,)
21] 7 12 Ty ,22
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1]

i}

. =1J _ FiJ
[ﬁl—Zv)cos o F’1 + 2(1-v)sen gj 2 +

#=1J
+ X243 (cos o5 r,12

__.-]J
sen aj F,ZZi]
\ (2.151)

iJ
Yon

] A =ij
[Fl 2v)sen o5 F,l 2(1-v)cos o F,2 +

vy =1 =N
+ X243 (sen oy F,lZ + CO0S 0y F,ZZ{}

Ahora sera C'9 = 8MJ y ¢ = gl yUsando (2.135) tenemos

tt tt tn tn
LIV IR ij
Ctt Btt Up} cos ¥ + Uoy sen o
(2.152)
iJ - pid o 1d i3
Ctn Btn uln cos 0 + “2n sen O

Tenemos ya expresados los términos ¢l y cH de 1a fi
tt tn -

la i de la matriz de coeficientes de influencia, relacicnados --
con la condicidn tangencial prescrita. En la fila i+N estardn ~-

" ij ij . . e
los términos Cn% y C;% relacionados con la condicidn normal pres

crita en el segmento i. Si esta es ¢ (qni = Uni) tendremos, -~

ni
usando (2.132) con (2.147) y (2.148) :
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LN S IV 2 ij ‘ RN 2
Cnt Ant 911t sen o + 2 ngt sen o¥ cos o Toot cos ay
»
ij - 413 2 13 2 ij RN 2
Cnn Ann %11n sgn ¥ f 2 912n sen as cos o Toon cos oy

(2.153)

ni
con (2.150) y (2.151) :

Por dGl1timo, si u_. estd prescrito, (qni = uni) usando (2.135) --

iJ - pld - _ ij ij
Cnt Bnt Uik sen a + u2t cos oy
(2.154)
1§ 2 i3 = 43 o, 13
Cnn Bnn Uqp sen oy + o cos a,

Cuando hallamos hecho variar i de 1 a N tendremos de-
finidos un sistema de 2N ecuaciones con 2N incognitas, que son -

Dtj y Dnj’ Los valores de los términos independientes son Tos da
tos 9y ¥ 9, prescritos en cada segmento de contorno, que pueden

ser tensiones o movimientcs.

2.3.4.2. Condiziones de Simetria.

Hemos descrito en el apartado anterior como se efec--
tda la formacién de la matriz de coeficientes de influencia para



el caso general de un contorno cualquiera. En los casos que se -
presentan en la realidad es frecuente que los recintos a anali--
zar posean algin tipo de simetria. En lo que sigue vamos a des--
cribir como podemos resolver problemas simétricos con un conside
rable ahorro de elementos de discretizacidn.

La forma usual de estudiar los problemas que presen--
tan simetria es discretizar la mitad del continuo, si éste tiene
un eje de simetria, la cuarta parte, si presenta dos ejes de si-
metria, la sexta parte si presenta tres ejes de simetria, etc...
Si, por ejemplo, nuestro recinto es un circulo (Fig. 2.24) y usa
mos un método de contorno, necesitariamos discretizar la cuarta
parte de nuestro contorno (AB) y los segmentos generados por los
cortes de los ejes de simetria con el recinto (0A y OB). Las con
diciones sobre AB son las prescritas en nuestro problema y sobre
OA y 0B se prescribe desplazamiento normal nulo y tensidn tangen
cial nula.

Vamos a plantear aqui una manera de incorporar la si-
metria que requiere sélo la discretizacidn de la parte simétrica
del contorno. En el ejemplo del circulo, esto es equivalente a -
decir que s6lo necesitamos discretizar el arco AB. Considerare--
mos un maximo de dos ejes de simetrfa ortogonales y paralelos a
Tos ejes coordenados.

Sea el circulo de la Fig. 2.25. Esta figura tiene in-
finitos ejes de simetria pero aqui se usa, por comodidad, para -

L3/



plantear el método en un recinto cualquiera que poseyera dos ---

ejes de simetria. Sean estos Xq = Xls Y Xy = X Supongamos que

estamos calculando la influencia de un segmento genérico j (de -
coordenadas le’ X2j’ semiancho aj y &ngulo aj) sobre el punto -

medio de otro segmento genérico i (de coordenadas STERVIE semi
ancho a; ¥y angulo ai). Este cdlculo se realiza segln lo dicho en

el apartado 2.3.4.1. y asi llegariamos, mediante las férmulas --
(2.147), (2.148), (2.150) y (2.151) a calcular el tensor de ten-
siones y el vector de movimientos debidos a unos desplazamientos
discontinuos unitarios normal y tangencial,'provoc§QOs en el seg
1J

nkn donde m ¥y

mento j. Representamos estos tensores por O;it y o

k pueden ser 1 6 2. Asimismo representamos los vectores movimien
1]
mt
to j tiene de componentes Dtj’ Dnj bastaria multiplicar los in--

to por u_ Y y u%J. Si el desplazamiento discontinuo en el segmen~-

n

flujos unitarios por estos valores para tener los valores de ten

siones y movimientos en el punto i debidos a Dtj y Dnj‘

Consideremos ahora el segmento imagen del Jj respecto

., 0 sea, el segmento j1 en la Figura -

al eje de simetria x s

1
2.25. Debido a Ta simetria el desplazamiento discontinuo ~n este

segmento tendrd de componentes _Dtj y Dnj‘ Podemos ahora calcu--

Tar las influencias unitarias del segmento jl sobre el punto i -
definiendo las caracteristicas del segmento jl. Estas son:  ---

17 % 41T Y
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2X1s " %13

(2.155)

1]
>

Repitiendo lo hecho para el punto j Tlegarfamos a los
ijl ijl
mt Y Ypn

La influencia unitaria de los segmentos j y jl sobre el punto i

ijli _ijl -
tensores Oukt?® Tmkn ¥ @ los vectores de movimientos u

vendria dada por

iy i1
%mkt " “mkt
ij . i1
mkn * Smkn
. (2.156)
ij _ idl
umt umt
ij ijl
Unn umn,

Si la figura que estudiamos tuviera s6lo un eje de --
simetria X; = Xg 12 férmula (2.156) permitirfa definir los in--

flujos de cada segmento y su imagen sobre un punto dado. Segin

las condiciones de contorno que estén prescritas podemos definir
unos coeficientes de influencia que 1levan incorporado el efecto
de la simetrfa. En este caso, por tanto, bastaria discretizar el
tramo DAB.
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Si nuestra figura tuviese s6lo un eje de simetria ho-
rizontal Xo = Xses procederiamos andlogamente. Las caracteristi-

cas del segmento imagen j2 (ver Fig. 2.25) son: aj2 = aj, “jz =
= m—uj y

X152 7 %13
(2.157)
X950 = PXzg = X5

Con ellas 1legariamos a definir la influencia unita--
ria de cada segmento j y su imagen j2 sobre cada punto i, que --
viene dada por

ij 132 )
mkt ~ “mkt
ij ij2
“kn mkn
L (2.158)
iy _ 12
umt umt
ij . ij2
Ynn Ymn

Mediante las férmulas adecuadas de entre las (2.149),
(2.152), (2.153) y (2.154) formulariames los coeficientes de in-
fluencia. En este caso bastaria discretizar el tramo ABC de nues
tro contorno.



Si existen dos ejes de simetria Xy = XlS Y Xy = XZS’

para cada segmento j existen tres segmentos imdgenes: jl, j2 y -
j3 (ver Fig. 2.25). Ya hemos tratado anteriormente los segmentos
jl y j2. En el segmento j3 se verifica que Dnj3 = Dnj'y Dtj3 =

= Dtj y sus caracteristicas son : a43 = a4, 043 T a5 - TY

Xq.n = 2x15 - x1j
: (2.159)

"

2x25 - X2j

133 133 i33
mkt? "mkn Y umt ?

. Los coeficientes de influencia se hallan a partir de los -

A partir de estas caracteristicas hallariamos o
133
Unn

influjos unitarios

ij 131 _ 132 133
mkt T Imkt T Fmkt * Ikt
ij ijl ije 133
%mkn mkn * “mkn * mkn
" (2.160)

iJ il 132 133
umt mt umt * umt
uij ijl + 132 + uij3

mn mn mn mn

Fn este caso basta discretizar el tramo AB de nuestro contorno.
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-2.3.4.3. Tensiones en el infinito.

Se plantea a veces resolver problemas en el que una -
cavidad {en un medio muy grande respecto a sus dimensiones) estd
sometida a unas condiciones dadas en su contorno y a un estado -
tensional en puntos muy alejados de ella. Esto puede simularse -
considerando dicha cavidad en un medio infinito y sometiéndola a
las condiciones prescritas de contorno y a unas tensiones dadas
en el infinito. Vamos a ver como estos problemas pueden ser re--
sueltos con el MDD. Suponemos, como es usual,que las condiciones

prescritas de contorno en la cavidad son tensiones.

Consideremos una cavidad cualquiera discretizada en N
segmentos (Fig. 2.26). Suponemos que en cada segmento i estdn --
prescritas las tensiones tangencial y normal, Ops ¥ Opgs Que no

estdn representadas en la figura por claridad. En el infinito --
existen unas tensiones Tll’ T22 y le.

Vamos a resolver este problema por superposicidn de -
dos estados.

1) En este primer estado suporiemos que la cavidad no
existe. Los movimientos y tensiones que se producen en el contor
no de la cavidad vienen dados por la solucidn al problema de una
placa rectangular finita sometida a las tensiones Tll’ T22 y le.

E1 tensor de tensiones y el vector de movimientos vienen dados -

por



u =

s
Ny —
i

donde el superindice 1 indica estado 1. A partir de (2.161) pode

mos calcular la
en el contorno

1
=55 {[-\) Tll + (1-v) T22]X2' + T12 Xl}

N 1 2 1 1 2
. = -011 sen oy + 612 sen 2“1 - 059 cos oy

_ 1 1
.= (011 - olz)sen a; COS oy = Oyp COS 2“1

1 B 3
o1 * i
ol =T (2.161)
22 = 22 ¢ .
1
912 = Ty

N\

1
ég-{[(l—v) Tyg -V T22]x1 t Tip X}

/

(2.162)

s tensiones normal y tangencial que se producen -
de la cavidad. Usando (2.132) tenemos :

1

)

(2.163)
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" 2) En el segundo estado hemos de eliminar del contor-
no las tensiones que han aparecido debido a no existir la cavi--
dad. Para ello apliquemos en el contorno, sobre cada elemento, -
unas tensiones contrarias a las definidas en (2.163). De esta ma
nera las tensiones normales y tangenciales efectivas en el con--
torno vienen dadas por

ce =g . - ql

ni ni ni
(2.164)

ce. = g,. - gl.

ti ti ti

Con estas tensiones efectivas podemos resolver numéri
camente obteniendo unas ciertas tensiones y unos ciertos movi---
mientos. La superposicidn de los estados 1) y 2) reproduce el --
problema original.

Observese que Tos movimientos no se han transfcrmado
a coordenadas locales. Es mis cOmodo efectuar 1a superposicidn -
de estos cuando estdn referidos a coordenadas globales.

2.3.4.4. Colocacion exterior de los elementos.

Hasta ahora hemos hablado siempre de disponer elemen-

tos sobre el contorno del cuerpo en estudio. Ast, Tas influen---
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cias sobre un determinado punto del contorno son ejercidas por -
elementos dispuestos sobre éste. Como se estudiara detalladamen-
te en el capitulo de resultados, puede‘ser Gtil disponer los des
plazamientos discontinuos fuera del contorno. Es vdlido todo lo
desarrollado en el apartado 2.3.4.1. para formacion de los térmi
nos de la matriz de coeficientes de influencia, definiendo ade--
cuadamente la disposicion de los elementos exteriores y la situa
cion de los puntos de contorno. |

2.3.4.5. Resolucion del sistema de ecuaciones.

Una vez formada la matriz de coeficientes de influen-
cia y el vector de condiciones de contorno 1legamos al sistema -
de ecuaciones (2.144) que se puede escribir en forma matricial -

como

q=C.D (2.165)
LYV

Este sistema ha de ser resuelto por métodos numéricos. Existen -
dos grupos generales de resolucion de sistemas de ecuaciones, --
los métodos indirectos y los métodos directos. Cada uno de estos
grupos da lugar a una amplia gama de variedades, pero nos centra
remos aqui en dos de ellas: el método iterativo de Gauss-Seidel
(método indirecto) y el mdtodo de eliminacién de Gauss (método

directo).



‘2.3.4.5.1. Método jterativo de Gauss-Siedel.

Sea el sistema (2.165), que podemos poner en la si---~

guiente forma

2N

q: = % Cs. Dy (2.166)
L} ij 7J

Haciendo variar i de 1 a 2N obtenemos las 2N ecuaciones. Desarro
1lemos (2.166) en la forma

1 2N

.. D. .. D. + - C.. D. (2.
L i1 7 j=§+1 C1J DJ (2.167)

£
et
[t}
[ I |
o
o)
+
o
Lo

1 : i-1 , 2N ) ( )
D; =+— (g, - % C,.D,- Z C..D.) (2168
TGy Toosoy T gaqep W

Hagamos una aproximacién inicial al vector de incognitas Dj' -

Sea esta Dj(O). (Usuatmente, a falta de valores mejores, se sue-

le tomar como vector Dj(O) ur vector nulo). De la primera ecua--
cidn, formula (2.168) con i=1 obtendriamos Dl(}) en funcidn de

14b



Dj(O), j=2 a 2N; de la segunda ecuacidn (i=2) obtendriamos Dz(l)

en funcion de Dl(l) y de Dj(O), j=3 a 2N; de la ecuacidn eldsi-
ma (i=1) obtendriamos D](l) en funcién de Dj(l), j=1 a 1-1 y de

Dj(O), j=1+1 a 2N. En general, vemos que cuando recorremos las -

2N ecuaciones (2.168) para calcular la aproximacidn n del vector

Di(Dj(n)), en el primer sumatorio de (2.168) aparecen Tos valo--

.(n-1).

res de Dj(n) y en el segundo los valores de DJ

La ecuacidn (2.168) es la ecuacidn que da lugar al mé
todo iterativo de Gauss-Seidel y puede ser usada para la aproxi-

macidon enésima del vector Dj’ quedando :

= LG - 1 ) - 1 (n-1))
D.(n) = = (g, - & C..D.(n) - & C..D.:(n-1
‘ G 7T s T g 9

(2.169)

Si definimos unos incrementos de los componentes del
vector Di para pasar de la etapa n-1 a la n como

ADi(n) = Di(n) - Dj(n—l) (2.170)

L4/



este incremento vale, usando (2.169)

.. D (n-1)] - Di(n—l)

>
jw]
—~
=S
——
!
- -
—d
L
s
i
1 BN |
lep]
j)
—~
=
e
1
™~
[ep]

(2.171)

i3 050101 (2.172)

]
)
o
—
=
g
1
TS
)

Las férmulas (2.170) y (2.172) nos permiten calcular la aproxima
cién enésima del vector de incOgnitas, Di(n), en funcidn de la -

aproximacién anterior Di(n-l).,La estructura de la formuia ----

(2.173) presenta una clara ventaja a la hora de la implementa---
cidn en ordenador. Como la maquina retiene los G1timos valores -

calculados no hace distincidn entre Dj(n) y Dj(n-l). Asi pues,

la férmula (2.172) adopta, a efectos de programacion, Ja forma -
simple ' A

2
y(n) = ¢ fa; - % ;D] (2.173)



Como puede observarse, los métodos indirectos se ca--
racterizan porque el niimero de operaciones necesarias para resol
ver un sistema de ecuaciones es tebricamente infinito. En la ---
practica una medida de la convergencia viene dada por el vector

de incrementos ADi(n). Si determinamos el maximo de estos incre-

mentos
M = maximo IADi(n)l (2.174)

cuando M sea menor que una tolerancia dada €, se detiene la reso
lucidn dando por terminado el proceso. Para evitar un excesivo -
nimero de iteraciones, se suele definir un nimero méximo de ---
ellas. Al 1legar a este el proceso se detiene sea el que sea el

valor de M.

La condicion sufiente para que el método de Gauss-Sei
del sea convergente es que la matriz de coeficientes de influen-

cia C sea diagonalmente dominante, es decir, que verifique
4V

2N

roc (2.175)

"

para i. de 1 a N.



E1 método iterativo de Gauss-Seidel admite una varian
te tendente a acelerar el proceso de convergencia. Esta variante
se denomina método de sobrerelajacidn y estd basada en aumentar
el ADi(n) multiplicandolo por el "factor de'sobrerelajacién” w.

As7, la (2.169) adopta la forma

Di(n) = Di(n-l) +w . ADi(n> (2.176)

calculandose ADi(n) por Ta formula (2.172). Se demuestra (29 ) -

que la formula de iteracidn (2.176) converge siempre que w < 2.
Aunque se puede hallar tedricamente un valor optimo de w el pro-
ceso es engorroso siendo preferible escoger un valor de w ajusta

do a cada tipo de problema.

4

Para un sistema que cumpla (2.175) la resolucidn del
sistema de ecuaciones por el método de Gauss-Seidel presenta va-
rias ventajas :

1) E1 tiempo de resclucidn requerido es proporcional
a (2N)2 por iteracion. Como en el método de elimina
cibn de Gaus: (que comentaremos posteriormente) el

3

tiempo total es proporcional a (2N)7, si son reque

ridas menos de 2N iteraciones el tiempo serd menor.

2) E1 error por redondeo es menor, pues no se acumula
de una a otra iteracion.
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Desafortunadamente, la condicidn (2.175) no es satis-
fecha, en general, por la matriz E que obtenemos al aplicar el -

método de los desplazamientos discontinuos a un contorno cual---
quiera. Problemas concretos si la cumplen, como el de la grieta
presurizada en un cuerpo infinito (apartado 4.1.) y mediante el
método iterativo descrito se obtuvieron, para este problema, re-

sultados equiparables, en exactitud y tiempo, a los obtenidos --

con el método de eliminacidn de Gauss. El no cumplimiento de la
condicidn (2.175) para un caso general hizo aconsejable la adop-
cion de un método directo de resolucion.

2.3.4,5.2. Método de eliminacitn de Gauss.

i

Sea el sistema q

C.D. E1 método de eliminacion de -
0, [AVERAV}

i}

Gauss consiste en convertir C en una matriz triangular C', me---
V] s

diante operaciones realizadas con las filas de C. Naturalmente,
v}

las operaciones que realicemos con las filas de C, habrd que re-
: v
producirlas en el vector de términos independientes q, con lo --
Y

que obtendremos un nuevo vector q'. Normalmente la matriz C' es
N y

triangular superior, es dezir, todos los términos bajo la diago-

nal son nulos. E1 sistema q = C.D se ha convertido en
v} [AVERAY)

q' = {(\z' . D (2.177)
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Como C' es triangular superior la Gltima ecuacién del sistema --
Y]

(2.176) contiene solamente la incognita Do+ Esta G1tima ecua---

cidn es :

= (!

N, 2N D

(2.178)

don 2N

De (2.178) se puede despejar DZN‘ En la pendltima ecuacidn inter
vendran D, 1 ¥ D,y vy de ella podremos calcular D,y ;. Continuan
do este mismo proceso hacia arriba obtenemos las 2N incognitas -
D. Esto es lo que se denomina resustitucion y es el proceso que

nos permite calcular todas las incognitas una vez triangulariza-
da la matriz.

4

ET método de triangularizar la matriz C se puede ex--
v

plicar brevemente. Supongamos que estamos ern el comienzc del pro
ceso. Dividamos la primera fila por el elemento diagonal C11 (es

te elemento se denomina pivnte). Ahora, a partir de la fila 2, -
le restamos a cada fila i la primera fila multiplicada por Cil’

Esto hace cero todos los elementos Cil a partir de i=2 hasta.i =

= 2N. Nos olvidamos ahora de la primera fila y primera columna,
Y nos queda una matriz de 2N-1 por 2N-1. ET1 pivote ahora es el -

nuevo elemento 22, CéZ‘ Dividimos por &1 la fila 2 y le restamos

a cada fila i, a partir de la 3, la 22 fila (de Ta matriz = ~--
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ya modificada) multiplicada por los nuevos elementos Cip. AsT --

nos aparecen ceros en la columna 2, a partir de la fila 3, hasta
Ta fila 2N. ET1 proceso se continua hasta la triangulacidn total.

Observese que en cada etapa de triangulacidon necesita
mos dividir por el pivote. Puede suceder que este pivote sea ce-
ro o muy pequefio con lo que Tos resultados serfan totalmente ~--
errbneos. Esto se soluciona buscando entre las filas posteriores
una que tenga un posible pivote mayor que cero o que una cierta
tolerancia dada. Un intercambio de filas de la matriz (y de los
términos independientes) permite proseguir el proceso.

El tiempo de resolucidn de un sistema por el método -
de eliminacidn es proporcional a (2N)3, siendo 2N el nimero de -
ecuaciones. E1 n° de operaciones a realizar es finito y de ahi -
Ta denominacidn de método directo.

Este método puede resolver practicamente cualquier ti
po de sistema de ecuaciones independientemente del tipo de ma---
triz con el que tratemos.

Los errores que se presentan pueden ser de dos tipos,
errores de truncamiento y errores de redondeo. Los errores de --
truncamiento son debidos a que los coeficientes de la matriz E -
se representan con un nimero determinado de digitos, variable se
gln Ta maguina con que se trabaje. Ademds, alguno de estos digi-
tos puede no ser exacto. Los errores de redondeo surgen cuando -

1
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efectuamos operaciones cuyos resultados deben ser expresados con
el nlmero de digitos mencionados, pues perdemos informacidén con-
tenida en los digitos eliminados.

Describiremos ahora brevemente Tos procedimientos usa
dos para disminuir los errores en el método de eliminacion de --
Gauss.

ET error de truncamiento puede ser grande si el valor

absoluto de los elementos de 1a matriz C varian en una relacidn
v

grande. E1 error de redondeo, por una extensién de la idea men--
cionada anteriormente, puede ser grande si usamos como pivote un
elemento de valor absoluto muy pequefio. La razdn para que los --
errores . sean grandes en las condiciones mencionadas, es que la -
operacion bhédsica del método de eliminacidn de Gauss es restarle
a una fila dada la fila del pivote multiplicada por un cierto va
Tor. Si en esta operacion restamos nimeros de Ordenes muy dife--
rentes (que estdn representados por el mismo nimero de digitos)
los errores pueden ser grandes.

De 1o dicho podemos concluir que un procedimiento que
iguale las magnitudes de los elementos de la matriz serd benefi-
cioso. A esto se le T1lama "escalado" de 1a matriz y consiste en
afectar con un coeficiente las filas y columnas adecuadas de la
matriz C.

A"
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Ya hemos dicho que un pivote pequefio provoca errores.
Es inmediato que si cambiamos el pivote por otro de mayor valor
los errores por redondeo serdan menores. A esto se le denomina --
"pivotamiento" 'y puede ser de dos clases: total y parcial. ET1 -
pivotamiento total consiste en situar como pivote el elemento -
de la matriz de mayor valor absoluto, y lleva aparejado tanto cam
bio de filas como de columnas. Esto hace necésario un reordena--
miento de las incognitas, por lo que es poco empleado. E1 pivo--
tamiento parcial consiste en buscar, entre los elementos de la
columna a que pertenece el pivote natural, el de mayor valor ab-
soluto, e intercambiar la fila donde se encuentra por la de di--
cho pivote natural.

Un procedimiento obvio de disminuir errores es traba-
jar con mas digitos, es decir, en doble precisiéon. Como inconve-
niente grave se tiene el considerable aumento de memoria asocia-
do.

Mencionemos ya por Gltimo, un método para refinar la
solucidn denominado "iteracion de los residuos"”. Sea el sistema

g = C.D y sea D° una aproximacién al vector D. Sustituyendo D° -
v [AVERAV! V] A"} n,

obtenemos

q° =C.D° (1.279)
V] 4] .
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Podemos pues escribir

Si hacemos

obtenemos

C(D -D°)=q-q° (2.180)
Ny
= eo
V]
(2.181)
= p°
N
re (2.182)
",

Este sistema puede ser resuelto nuevamente por el método de eli-
minacion de Gauss obteniendo e®. Una nueva aproximacién del vec-

Des :
oy

v

(2.183)
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Ahora podemos usar D1 para realizar otra iteracidn --
A"

andloga. E1 proceso puede continuarse hasta que 1os e sean tan -
A%

pequefios como se quiera.

Como incovenientes del método cabe citar la convenien
cia de calcular Tos residuos en doble precisidn, o sea, resolver
(2.182) en doble precisién y la necesidad de conservar la matriz
E primitiva y el vector R. Ademds evidentemente, de que necesita

mos realizar dos o mds resoluciones de Gauss, con el gasto de -~

tiempo que esto 1leve aparejadc.

Dado que en el Método de Tos Desplazamientos Disconti
nuos los coeficientes de influencia de 1a matriz € no se forman
a partir de ningln proceso numérico sino que se dgrivan de expre
siones analiticas, la simple precisidn se considerd suficiente.
Para disminuir los errores por redondeo las operaciones de reso-
Tucion del sistema se realizan en doble precisidn, transformando
se las soluciones obtenidas a simple precision nuevamente. Las -
matrices mal condicionadas a que daba lugar la colocacién exte--
rior de los elementos hizo aconsejable disponer de la posibili--
dad de “pivotamiento. Esta es opcional y,su realizacidn o no.se
determina mediante un pardmetro de entrada. Estas caracteristi--
cas se detallan en el Capitulo 3., al describir el programa de -
ordenador.

N
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2.3.4.6. Calculo de tensiones y desplazamientos en el
contorno.

Una vez calculados los valores de las componentes de
los desplazamientos discontinuos en cada segmento, Dtj y Dnj’ po

demos ya, en funcidn de ellos, calcular los movimientos y las --
tensiones en cualquier punto. ET siquiente paso es calcular los
movimientos, normales y tangenciales, y las tensiones, normales
y tangenciales, en los puntos medios de los segmentos en que he-
mos discretizado el contorno. De los 4N valores a calcular, 2N -
de ellos estaban prescritos y 2N eran desconocidos. Una compara-
cion entre los valores obtenidos realmente y los prescritos nos
da una idea de la fiabilidad de nuestra resolucidon y del grado -
de exactitud que tienen las restantes incognitas en el contorno,
asi como cualquier célculo posterior en puntos internos.

t

ET cadlculo de Orj ¥ oy en el contorno se realiza me-

. s , C e ij 13 A1 ij
diante la férmula (2.134). Los coe icientes Att’ Atn’ Ant y Ann

se hallan sustituyendo (2.147) y (2.148) en (2.149) y (2.153).

En cuanto al cdlculo de Ups ¥ U debido a la dis--~-

“ni’
continuidad de desplazamierto que posee nuestra solucidon elemen-
tal, cabe distinguir entre los desplazamientos de la parte posi-

tiva del contorno u ng+ y los de la parte negativa Ups s ==

J.—.

unj-’ Antes de indicar como se hallarian unos y otros vamos a --

tj+2 !



ver que sentido tienen los desplazamientos discontinuos calcula-
dos, segln el tipo de contorno que estudiemos. A estos efectos -
vamos a distinguir entre contornos formados por curvas abiertas

y contornos formados por curvas cerradas.

‘Supongamos que consideramos el problema de una grie-
ta lineal en un cuerpo plano infinito, sometida a una presién in
terna p. Discreticemos la grieta en una serie de segmentos (tres
en la Fig. 2.27b, por claridad) e impongamos en ellos las condi-
ciones de contorno 0, T 4P Y O = 0. La resolucidon del sistema -

(2.144) nos da Tos valores de Dtj y Dnj que hacen que en Tos pun

tos medios de los segmentos la tensidn normal sea igual a p y la
tangencial se anule. En la Fig. 2.27b se indica Dnj para un seg-

mento. Los valores de Dtj son cero en este problema particular -

por simetria.

Vemos que cuandc resolvemos problemas de grietas (de-
finidos por un contorno formado por una curva abierta) los valo-

res de los desplazamientos discontinuos Dtj y Dn' tienen un sig-

J
nificado fisico claro. Son los desplazamientos relativos de los
labios de Ta grieta en direccidn normal y en direccién tangen---

cial. Los valores unj+ youg representados en la Fig. 2.27b son

j-
los desplazamientos de la parte positiva y negativa de nuestro -

contorno. Existirian también u que tienen el mismo va-

tg+ ¥ g
lor, de manera que todos 1os Dtj sean cero.
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“Aunque la solucién numérica del problema se obtiene -
realmente en la forma escalonada de la Fig. 2.27b es preferible
visualizar Tos resultados ajustando una curva que pase por los -
puntos medios de las discontinuidades, como se indica con la 1i-
nea de trazos en el cuadrante superior izquierdo de la Fig. 2.27
b.

Supongamos ahora que estudiamos un contorno formado -
por una curva cerrada y sometido a unas condiciones dadas de con
torno, que vamos a suponer son las mismas que en el caso de la -
grieta, es decir, Oy = #P. 0y = 0 en todo el contorno. Discreti-

zamos el contorno en N segmentos lineales, como se indica en la
Fig. 2.28a. E1 contorno representado en ella estd, por decirlo -
as?, "dibujado" en el plano infinito y sobre esa 1inea vamos a -

tj y Dnj' La situa--

cidn podria verse como una grieta cerrada en la que insurlamos

provocar unos desplazamientos discontinuos D

una presion p. Cuando la grieta se abre estdn definidos dos pro-
blemas, a1 interno (asociado a.la regidn interior) y el externo

(asociado a la regidn exterior). E1 problema interior es el de -
un cuerpo finito sometido a las condiciones de tensidon indicadas.
ET problema externo define una cavidad en un medio infinito, so-
metida a Tas mismas condiciones. La solucidn a nuestro proolema

nos da Dtj y Dnj’ que, en este caso, son Jlos desplazamientos . re-

Tativos entre Tos contornos de las regiones interior y exterior,
como se indica en la Fig. 2.28b. Se indican en ella también Jos

“movimientos normales de la regidén interior y exterior, u y --

nj+

unj—’ que son calculables a partir de Tos Dtj y Dnj’ como vere--

mos posteriormente.

1
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Podemos pues decir que el Método de Tos Desplazamien-
tos Discontinuos es un método directo (las incognitas D represen
tan varjables fisicas del problema) si estudiamos un contorno --
formado por lineas abiertas. En el caso de contornos formados --
por 1ineas cerradas el método debe clasificarse de indirecto, -~
pues las incognitas que calculamos son cantidades ficticias sin
significado fisico en el problema resuelto.

Es usual en los problemas de contorno definir este re
corriendolo de manera que el material quede a la izquierda, o --
sea, segin la coordenada local t de Ta Fig. 2.28a. En el aparta-
do 2.4.6. se definid la normal positiva hacia dentro porque al -
efectuar la implementacidn en ordenador, éste no distingue entre
valores de x, = 0, y x, = 0_, tomando siempre los valores de --

x2 = O+. Si hubieramos definido 1a normal n hacia afuera los va-

+

lores prescritos se asignarian al problema exterior.

Es instructivo en este punto considerar los paralelis
mos entre la formulacidn indirecta del Método de Ecuaciones Inte
grales de Contorno (apartadu 2.1.1.1.1.) y el planteamiento del
Método de los Desplazamientes Discontinuos (BIEM y MDD).

La solucidn elemental usada en el BIEM presentaba -
una discontinuidad en fuerza en el propio punto de aplicacidn,
traducible a tensidén mediante el proceso de promediado. La mi--
tad de la fuerza aplicada se asocia al problema internc y la --

otra mitad al externo. En el resto del plano infinito el campo
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de tensiones era continuo. En cuanto a movimientos estos eran --
continuos en todos los puntos del plano infinito. La discontinui
dad en fuerza hacia que los estados tensionales del problema in-
terno y el externo fueran diferentes. Dichos estados eran Tos ne
cesarios para conseguir que los movimientos en el contorno fue--
ran jguales para el problema interno y externo.

La solucién elemental usada en el MDD presenta una --
discontinuidad de desplazamiento a lo largo del segmento donde -
se aplica. La mitad del desplazamiento discontinuo se asocia al
problema interno y la otra mitad al externo. En el resto del --
plano infinito el campo de movimientos es continuo. En cuanto a
tensiones, estas son continuas en cualquier punto distinto de --
1os extremos del segmento, y particularmente en su punto medio.
La discontinuidad de desplazamiento hace que los movimientos de
lTos problemas interno y externo sean diferentes. Dichos movimien
tos son los necesarios para conseguir que Tas tensiones aplica--
das en el contorno sean iguales para el problema interno y exter
no. Estas tensiones se pueden éontemp]ar de una forma intuitiva,
como la presidn existente en los dos labios de una griete, aun--
que debe mencionarse que, en un caso general, estas tensiones
pueden ser de traccidn y puede existir interpenetracidn dn las -
dos caras de un desplazamiento discontinuo, a pesar de ser esto
fisicamente imposible. ' .

La resolucidn de un problema mediante el MDD propor--
ciona, pues, al mismo tiempo, la solucidn al problema interno y
el externo. Indicamos a continuacidn como se calculan los movi--
mientos de Ta regién interior y exterior.
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Partiendo de Tas formulas (2.150) y (2.151) podemos -
expresar los movimientos en coordenadas globales producidos en -
el punto medio del segmento i cuando en el segmento j provoco --
unos desplazamientos discontinuos Dtj y Dnj como

Hayldp o+ uldp

U1 1t "tj In “nj
(2.184)
i3 _ i i3
Up™ = Ugy Dyy * upy Dy

Cuando estemos en el propio segmento (i=j) la (2.184) toma la --
forma de Tas ecuaciones (2.139) y (2.140) segln que consideremos
la parte positiva 6 negativa de la discontinuidad. Reproducimos

aqui esas ecuaciones :

ii 1 1 _
u1+ = ﬁ-cos o, Dti - ﬁvsen o Dni =
R B i
= upp Dig Fug, Dy
L (2.185)
ii _ 1 1 -
u2+ = §~sen o Dti + 5 cos o Dni
_ i i
= oy Dti t upy Dni
uii = l-cos a. D,. + l-sen a: D . o= (uii - cos «.) Dt. +
1- 2 i 7t 2 i ni 1t i’ i
i1
+ (u1n Fosen ai) Dpi (2.186a)



i1 1 _ i
u, = - 7 sena, Dti 5 COS Dni (u2t sen ai)Dti +
ii
+ (u2n - cos ai)'Dni (2.186b)

Teniendo en cuenta (2.186) podemos expresar los mo~--
vimientos en el punto medio del segmento i por su parte positiva
y negativa como

.
e g uldp,. o+ uldop
1+ j=1 It "t =1 In "nj
. (2.187)
N .. N ..
i ij ij
u = ¥ U D,.+ % u D
2+ j=1 2t "t j=1 2n nj
. N N ..
i o 1] ij
u; = % (uyy - B+ T (uY + F)D .
L (2.188)
ooy Wi~ pypL .+ g (i Eyp

donde E y F valen cero si i # j y E = cos Qs s F = sen oy cuando
i=].

Una vez calculados u1+, ué+, u}_y u;_, haciendo uso de

. . 0

(2.135) obtenemos los valores de u;+, u%+, u;_ y u%_.
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"En el caso en que Tos desplazamientos discontinuos se
dispongan exteriores al contorno el campo de desplazamientos en
el contorno es continuo y basta aplicar la formula (2.187). En -

i i

este caso los valores que obtengamos de Upo ¥ Uy carecerdn de -

-significado.

2.3.4.7. Cdlculo de tensiones y desplazamientos en --
puntos internos.

En cualguier punto interno los desplazamientos discon
tinuos, ya sean exteriores o estén sobre el contorno real, crean
un campo continuo de desplazamientos. Asi pues, usando (2.147),
(2.148), (2.150) y (2.151) podemos calcular el vector de movi---
miento y el tensor de tensiones segln :

. N .. N ..
i _ ij ij
u, = I u D.+ % u D .
1 =1 It 7tJ =1 In "nj
. (2.189)
. N .. N ..
i_ o i3 ij
Us = L U D F Oz D
i 3=1 2t "tJ =1 nnd
i ij ij -
o0 = E o911t Dy t 2 997y Dy
j=1 1
. N .. N ..
i ij ij
Opp = B Op5¢ Dyy 2 0p5 Dps b (2.190)
J=1 j=1
. N . N
1 1] 1]
“12 jEl 912t Dtj ¥ .E “12n “nj
J

I
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En el caso en que deseemos calcular el tensor de ten-
siones en los puntos del contorno, dicho tensor se puede calcu--
lar a partir de las ecuacicnes (2.190), definiendo los puntos --
del contorno como puntos internos.
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Fig. 2.15 - Cenvenio de signos para los
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IMPLEMENTACION EN ORDENADOR



CAPITULO 3. IMPLEMENTACION EN ORDENADOR.

3.1. INTRODUCCION.

La teoria expuesta en el apartado 2.2, cuyas caracte-
risticas, en cuanto a desarrollo numérico se indicaron en el ---
apartado 2.3, se han implementado en el ordenador HP-2IMX, pertg
neciente a la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industria--
les de la Universidad de Sevilla. La capacidad de memoria dispo-
nible en este ordenador es de 14 K., de las que aproximadamente
4 K son utilizadas por las subrutinas propias del sistema, que--
dando una capacidad de memoria utiiizable de unas 10 K. Esto ha
hecho necesario la particion del programa en varios segmentos, -
que se van 1lamando encadenadamente. Dado que cada segmento sus-
tituye en memoria a aquel por el que es 1lamado, este procedi---
miento permite que cada segmento use toda la memoria, a excep---
cién de la pequefia parte ocupada por el programa principal resi-
dente en memoria. Este pequefio programa da nombre (MDD) a todo -
el conjunto y se encarga s6lo de lanzar al primer segmento.

Adn con el uso de segmentos, el ndmero de elementos
que podia tratar el programa MDD era excesivamente pequefio. AsT
pues, hubo de adoptarse la solucidn de trabajar en disco, con -
el serio inconveniente que esto supone, en cuanto a tiempo de -
ejecucion. E1 uso del disco en el programa MDD estd reducido al
almacenamiento de la matriz de coeficientes de influencia y a -



la resolucién del sistema de ecuaciones a que &sta da lugar. El
nGmero maximo de segmentos de contorno que puede tratar el MDD -
es de 64.

E1 programa ha sido escrito en lenguaje FORTRAN, como
es usual en aplicaciones cientificas del ordenador.

En 1o que sigue vamos a describir los distintos blo--
ques que componen el programa MDD. En el Apéndice se puede ver -
un listado, junto a un ejemplo de introduccidon de los datos y de
obtencion de los resultados.

1

1
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3.2. DESCRIPCION DE PROGRAMAS.

3.2.1. Programa Principal MDD.

OBJETIVO :

Reservar el &area COMMON necesaria.

LLAMA A : LEERD.

PARTICULARIDADES :

Es el programa principal residente en memoria. De -
ahi su estructura minima.



- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZO

RESERVAR
AREA
COMMON

L{LLAMAR A LEERD

o



- VARIABLES :

IP

IS1

: Conjunto entero para dimensionar el &rea COMMON.

Deberd ajustarse dependiendo de Ta memorfa de -
que se disponga.

: Conjunto alfanumérico de 3 elementos, que con--

tiene el nombre del segmento a 1lamar, LEERD.



3.2.2. Segmento LEERD.

- OBJETIVOS :

Este segmento se encarga de la Tectura de datos. A --
partir de estos, genera las caracteristicas geométricas de Tlos -
elementos en que se va a discretizar el contorno, definiendo pa-
ra cada segmento las coordenadas de su punto medio, su longitud
y el &ngulo que forma. Son leidas también en &1 las condiciones

de contorno prescritas en cada segmento.

En el caso de existir colocaci6n exterior de los des-
plazamientos discontinuos se leen también Tos datos que permiten
la definicidn geométrica de éstos. '

Se Teen igualmente en &1 todos los pardmetros relacio
nados con las caracteristicas eldsticas del cuerpo en estudio, -
ejes de simetria, si los hubiere, valores de las tensiones en el
infinito y pardmetros para la resolucién del sistema de ecuacio-
nes.

Por G1timo, tras modificar las condiciones de contor-
no si el campo de tensiones en el infinito no es nulo, se escri-
ben los datos de entrada y se crea el fichero FIMDD, que se usa-
ré posteriormente. Una funcidn IMPER es usada para imprimir un -
mensaje de error en el caso de que se realice alguna operacidn -

incorrecta en ficheros.



- ES LLAMADO POR : MDD
- LLAMA A : HACMA, IMPER
- PARTICULARIDADES :

En todos los datos de entrada se ha utilizado para su
lectura el formato libre, excepto para el encabezado alf anuméri-

co del programa.

En el caso de querer dividir un trama recto o un cuar
to de circunferencia en una serie de elementos de igual longitud
esto puede hacerse automaticamente. En el caso de tramo recto --
.basta indicar el nlimero de elementos, las coordenadas del punto
de principio y las coordenadas del punto final. En caso de cuar-
to de circunferencia ademds de esos datos hay que suministrar --
las coordenadas del centro y el radio. Estos son calculzbles a -
partir de los otros datos, pero ahorra sentencias el proporcio--
narlos. )

En principio, todos los segmentos de una serie genera
da automaticamente tienen las mismas condiciones de contarno, pe
ro existe la posibilidad de asignarle diferentes condicicnes- de
contorno a un nimero cualquiera de elementos correlativos perte-
necientes a la serie definida automaticamente.

En caso de existir elementos exteriores, estos pueden
estar distribuidos sobre un mdximo de 8 tramos. Si se quiere dis
tribuir un cierto nimero de ellos sobre una recta o un cuarto de

circunferencia puede hacerse también automdticamente.
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- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZO

Y

LECTURA DE
PARAMETROS
GENERALES

0
LECTURA DE CARACTERISTICAS
NLA DE ELEMENTOS EXTERIORES

I1=20

!

#0

L ®

I = I+1

l

LECTURA DE CARACTERISTICAS DL
UNA SERIE DE NSEGL SEGMENTOS
USADOS PARA DISCRETIZAR UN --
TRAMO DEL CONTORNOQ

GENERACION AUTOMATICA DE
NSEGL SEGMENTOS SOBRE UN
CUARTO DE CIRCUNFERENCIA

GENERACION AUTOMATICA DE
NSEGL SEGMENTOS SOBRE UN
TRAMO RECTQ

1

Y

REDEFINICION DE LAS CONDICIONES
DE CONTORNO EN UNA" SERIE DE ELE
MENTOS CORRELATIVOS, SI HUBIERA

LUGAR
¥

ESCRITURA DE CARACTERISTICAS
GEOMETRICAS Y DE CARGA DE --
NSEGL ELEMENTOS DE CONTORNO

®

s
<



®

MODIFICACION DE LAS CONDICIONES
\ DE CONTORNO SEGUN EL CAMPO DE -
TENSIONES EN EL INFINITO, ST DI
CHO CAMPQ NO ES NULO

#0

CREACION DEL
FICHERO FIMDD ¢

<@

MENSAJE DE ERROR
MEDIANTE LA FUN-
CION IMPER

]

I

LLAMADA AL SEG
1ENTO HACHA

18

<3



- VARIABLES :

Vamos primero a definir las variables que son léidas,
describiendo al mismo tiempo la forma de proporcionar Tos datos
de entrada. Posteriormente se relacionaran el resto de las varia
bles usadas.

Una tarjeta : Definicidn de unidades de entrada y salida

IN : Unidad de lectura de datos

10 : Unidad de escritura de resultados.

A partir de esta tarjeta los restantes datos se leen
por Ta unidad IN y el encabezado de "Tarjeta" es puramente simbd
lico, pues los datos se le pueden suministrar por cualquier otro
dispositivo de entrada.

Una tarjeta : Comentario del problema.

NCOM : Conjunto alfanumérico de 60 elementos, usado -
para el encabezado del problema. Su formato de
lectura es 60A2.



Una tarjeta :

" NT :

IPIV :

NLINC :

NLINI :

XNU

NLA :

XSIM, YSIM :

Parametros generales

10(-NT)

tema por el método de eliminacidn de Gauss. (Seg-

es la tolerancia en la resolucidn del sis

mento ELIMI). Si no se 1lega a encontrar un pivo-

te mayor que 10(_NT)

Taridad.

se envia un mensaje de singu
Indicador de pivotamiento. Si IPIV = 0 no se pi-
vota. Si IPIV # 0 se pivota.

Nimero de lineas, conteniendc al menos un segmen=-
to, que definen el contorno.

Nimero de lineas interiores, de definicién de pun
tos internos en los que se quieren conocer resul-

tados.

Médulo de Poiséon.

: Mddulo de elasticidad transversal.

NGmero de Tineas que definen la disposicidn exte-
rior de elementos.

Definen los ejes Xy = XSIM vy X, = YSIM respecto a

los cuales la figura presenta simetria, si la hu-

biera.



Ti1l, T22, T12 : Campo uniforme de tensiones aplicado en el infini
to.

NLA Tarjetas : Definicidn de caracteristicas de ‘elementos exte=-

riores.

NLA puede ser cero, pasandose entonces al siguiente -
grupo de tarjetas. Cada una de las NLA tarjetas consta de los si-
guientes datos :

NSA(I) : N° de elementos de 1a 1inea I de elementos exte-
riores.

KODA(I) : Cddigo indicador del tipo de disposicidn de los -
elementos que componen la linea I, segin :

I

KODA(I) = O Elementos en linea recta.

KODA(I) 1 Elementos dispuestos’segﬁn un cua---~

1

drante de circunferencia. E1 recorri
do del arco es tal que desde Tos pun
tos que se dejan a la derecha de és-
te, se ve el arco por su parte conve
xa.

.

KODA(I)= -1 Elementos dispuestos segln un cua---
drante de circunferencia. E1 recorri
do del arco es tal que desde 1os pun
tos que se dejan a la derecha de &s-
te, se ve el arco por su parte cbnca
va.
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XPA(I), YPA(L):

XFA(I), YFA(I):

NLINC Tarjetas :

KODA(I)

2

Indica que el problema presenta una
parte del contorno sobre la que se -
han dispuesto segmentos que van a su
frir desplazamientos discontinuos --
(es decir, una discretizacidn normal
como en el caso en que no existe co-
locacién exterior de elementos) y --
otra parte, cuyos elementos corres--
pondientes se disponen exterijores al
contorno. La parte del contorno so--
bre la que efectivamente se van a --
producir desplazamientos disconti---
nuos se define como elementos exte--
riores de c6digo 2, no siendo necesa
rio dar el resto de los datos que se
indican a continuacion.

4

Coordenadas X1 Y X del punto de comienzo de la -

Tinea 1.

Coordenadas SRAY del punto final de la 1inea I.

Definiciérn de los elementos de contorno.

Cada una de las NLINC tarjetas consta de :
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NSEGL : N° de elementos de la linea. Debe ser al menos --
uno.

XP,YP : Coordenadas del punto de comienzo de la 1inea.
XF,YF : Coordenadas del punto final de la linea.
KODE : Indicador formado por dos.digitos MN.
M : NGmero que define las condiciones de contorno
a que estd sometido el grupo de elementos que

se esta definiendo. E1 cddigo usado es :

M . 1 Tensidn normal y tensidn tangencial --
prescritas (on y ct).

M = 2 Desplazamiento normal y tangencial ---
prescritos (un y ut).

M =3 Tensidn normal y desplazamiento tangen
cial prescritos (on y ut).

M = 4 Desplazamiento normal y tensiin tangen
cial prescritos (un y ot).

N : Indicador del tipo de simetria del grupo de -
elementos que se definen. E1 cddigo es :
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N =0 Ningln tipo de simetria.

i

N =1 Simetria respecto a X XSIM

i

N =2 Simetria respecto a Xo YSIM

N = 3 Simetria respecto a X = XSIM y Xo =
= YSIM.

QNC, QTC : Valores de las condiciones de contorno normal y
tangencial.

IMDF : Indicador del tipo de disposicidn de los elemen-

tos, segln :

IMDF = 0 Elementos en linea recta.
IMDF = 1 Idéntico a KODA(I) =1
IMDF = -1 Idéntico a KODA(I) = -1.

XC, YC, R : S&lo necesarios si IMDF # 0. Son las coordenadas
del centro del arco de circunferencia y el valor
del radio.

A veces sobre una serie de elementos dispuestos sobre
una recta o una circunferencia no existen las mismas condiciones
de contorno. Los siguientes valores permiten modificar las condi
ciones de contorno en uno o mis segmentos de la serie definida.
Estos segmentos deben ser correlativos. Los datos necesarios son:



KODCO : Nuevo cédigo. Se define como KODE.
NPSEC : Ndmero del primer segmento a corregir.
NUSEC : Nimero del Gltimo segmento a corregir.

QNCCO, QTCCO : Nuevas condiciones de contorno prescritas.

Describimos ahora el resto de las variables de interés:

BETA : Su mddulo es el dngulo abarcado por un segmento
en el caso de elementos de contorno dispuestos -
sobre un arco.

SQ : Ancho de un segmento de contorno.
AT : Angulo que forma un segmento de contorno, si estd

en un grupo dispuesto en 1inea recta.

Las variables (K) que se indican a continuacidn son --
conjuntos de 64 elementos que contienen las caracteristicas de --
los elementos de contorno.

X(K), Y(K) : Coordenadas del punto medio del segmento K.

ALFA(K) : Angulo que forma el segmento K.



XLON(K)

KOD(K)

QT(K) :

QN (K)

NAME ¢

ISIZE

IDCB

NBDCB :

: Conjunto que almacena el semiancho del segmento

K.

: Codigo indicador de condiciones de contorno pres

critas y simetria del segmento K.

Condicidn de contorno tangencial prescritas en -
el segmento K.

: Condicidon de contorno normal prescrita en el seg

mento K.

: Nimero de elementos en que se ha discretizado el

cuerpo.

Conjunto alfanumérico de 3 elementos que contie-
ne el nombre del fichero FIMDD.

: Conjunto entero de 2 elementos. E1 primero defi-

ne el nlmero dé grupos de 128 palabras que ocupa
el fichero FIMDD y el segundo el nimero de pala-
bras que contiene cada registro.

Conjunto entero que juega el papel de interfase
entre el disco y la memoria. Su dimensién es ---

128.NBDCB + 16.

Nimero de bloques de 128 palabras de IDCB.
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IE : Variable de deteccidn de errores en operaciones
con ficheros. Si se devuelve IE < 0 se imprime -
un mensaje de ervor. .

IS2 : Conjunto alfanumérico de 3 elementos que contie-
ne el nombre del siguiente segmento 1lamado, HAC
MA.



3.2.3. Funcidn IMPER.

- OBJETIVOS :

Imprimir un mensaje de error si tras una operacifn en
el fichero FIMDD se ha devuelto un IE < O,

- ES LLAMADA POR LEERD, HACMA, ELIMI.
- PARTICULARIDADES :

En cada llamada se le suministra un nimero que es indi
cativo del punto exacto del programa en que se ha producido.
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- DIAGRAMA  DE FLUJO :

COMIENZO

ESCRITURA DEL
MENSAJE DE ERROR

RETORNO

199



200

- VARIABLES (MUDAS)

I : Nimero indicador del punto del programa en que se
ha producido el error.

J : Valor de IE devuelto por la rutina de gestidn de
ficheros. Indica el tipo de error cometido.

K : Unidad de salida (IO en las llamadas).

IMPER : En toda funcidn debe aparecer su nombre igualado

a una expresion.



3.2.4. Segmento HACMA. Ey

- OBJETIVOS : , : 3 W

Forma 1a matriz de coeficientes de influencia C. La es
o S

cribe en el fichero FIMDD introduciendo en cada registro una fila.
En caso de que se desee, escribe la matriz de coeficientes de in-
fluencia.

- ES LLAMADO POR LEERD.
- LLAMA A ELIMI, FOELA, FOCOI, SUM, IMPER.
- PARTICULARIDADES :

Para cada segmento I se van generando los coeficientes
de influencia de todos los segmentos J sobre &1 (incluido J = 1).
Si existen elementos exteriores, se 1lama a la subrutina FOELA, -
que, para cada J, define el punto medio del desplazamiento discon
tinuo exterior, su longitud y su dngulo. Cuando I = 1 estos datos
se escriben, junto con la variable RAZ, que da idea de la distan-
cia entre el punto J de contorno y el punto medio de su correspon
diente segmento exterior.

Definidas ya las caracteristicas del segmento J,(si el
segmento es de contorno, estas caracteristicas estan ya definidas)
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la subrutina FOCOI calcula el tensor de tensiones y el vector de
movimientos, en coordenadas globales, producidos en el punto me-
dio del segmento I cuando en el segmento J doy desplazamientos -
discontinuos, tangencial y normal, de valor unidad. La subrutina
SUM afiade estos valores a un conjunto de variables (inicialmente
puestas a cero) en las que vamos almacenando los efectos debidos
al segmento J y a sus simétricos. Las veces que se realiza el bu
cle FOCOI-SUM depende del tipo de simetrfa del problema (una vez
si no existe simetria, dos si hay simetria respecto a un eje, y’
cuatro si hay simetria respecto a dos ejes). Naturalmente, antes
de entrar en cada bucle se definen convenientemente las coordena
das y el dngulo de los segmentos simétricos al J. Al concluir es
tos bucles disponemos de los valores definitivos del tensor de -
tensiones y del vector de movimientos provocados en el punto me-
dio del segmento I cuando doy en el segmento J y en sus simétri-
cos (si los hubiera) desplazamientos discontinuos, tangencial y-
normal, de valor unidad. A partir de dichos valores, y dependien
do de las condiciones de contorno, se calculan los coeficientes

de influencia Cli, Clg, C;g y C;g.
mentos (I,d), (I,J+N), (I+N,d) y (I+N,J+N) de la matriz g.

Estos valores serdn los ele--

Con objeto de retener la nomenclatura intuitiva CTT,
CTN, CNT y CNN, una sentencia EQUIVALENCE introduce los terminos
CTT y CTN en un conjunto Bl, y los términos CNT y CNN en otro --
conjunto B2. Una vez recorridos todos los valores de J para una
I dada, los conjuntos Bl y B2 se compactan y se escriben en los
registros I e I+N del fichero FIMDD.

Repitiendo todo el proceso descrito desde I=1 hasta --
I=N obtenemos completa la matriz C, de 2N x 2N.
V]
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- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZO

- I = I+l

ESCRITURA OPCIONAL
DE LA MATRIZ DE --
COEFICIENTES DE IN

FLUENCIA
l

LLAMADA A ELIMI

SE ESCRIBEN Bl Y 82 EN LOS

REGISTROS I, I+N DEL FICHE

RO FIMDD

> 0 [Los conaunTos B, ¥
<<:§EE> SE COMPACTAN

B,

Y

o, 7 O TDEFINICION DEL DESPLAZAMIENTO
DISCONTINUQ EXTERIOR J(FQELA)

PUESTA A CERO DE LAS
VARIABLES QUE CONTEN
DRAN LOS VALORES TO-
TALES

A

ESCRIBIR CARACTERISTICAS
DEL ELEMENTO EXTERIOR d

|
|
i

®

A
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CALCULO DE LOS VALORES
PARCIALES (FOCOI)

LOS VALORES PARCIALES SE
ARADEN A LOS TOTALES ¥ -
SE ALMACENAN EN LOS TOTA
LES (SUM)

(EXISTE ALGUN SEGMENTO | = ST | prpynyR LAS CARACTERISTICAS DEL

S D NS ot ~| SEGMENTO QUE ESTAMOS CONSIDERAN
‘ OISR DQ, SIMETRICQ DEL J

RADQ?

NO

CALCULO DE LOS COEFICIENTES
DE INFLUENCTA, SEGUN LAS CON
DICIONES DEL CONTORNO PRES-- .
J = J+1 CRITAS EN EL SEGMENTO I. SE
VAN RELLENANDO LOS CONJUNTOS
By Y B,




- VARIABLES :

B1,B? :

CTT,CTN,CNT,CNN

ISIM :

XALYALALFAAXLZ :

RAZ :

Conjuntos reales de 128 elementos donde se van al
macenando las fitas I e I+N (I de 1 a N) de la ma
triz de coeficientes de influencia, para su escri
tura en el fichero FIMDD.

Conjuntos reales de 64 elementos. Definen los -
coeficientos de influencia. Una sentencia EQUIVA-
LENCE relaciona los dos primeros con Bl y los dos
G1timos con B2.

: Primer digito de KOD(I}.

Segundo digito de KOD(I).

Pardmetros relativos al segmento del que se van
a definir los coeficientes de influencia sobre el
elemento I. Representan las coordenadas del punto
medio, el dngulo y el semidngulo.

Variable usada en el caso de existir disposicion
exterior de los desplazamientos discontiruos. Re-
presenta el cociente entre a) la distancia entre
un punto de contorno y el punto medio de su seg--
mento exterior correspondiente y b) ancho del seg
mento exterior. RAZ da idea de si los desplaza---
mientos discontinuos exteriores estan a una dis--
tancia adecuada del contorno.

205



XAG,YAG,ALFG : Valores donde se guardan las caracteristicas ori-
ginales del segmento J, en orden a una posible de
finicidon de sus segmentos simétricos.

SXXITJ,SYYITJ,SXYITJ : Variables donde se van acumulando los valo
res parciales del tensor de tensiones {en coorde-
nadas globales) provocado en el segmento I cuando
en el segmento J (y en sus simétricos, si Tos hu-
biera) doy un desplazamiento tangencial unidad.

SXXINJ,SYYINJ,SXYINJ : Idem un desplazamiento normal unidad.

UXITJ,UYITJ : Variables donde se van acumulando los valores par
ciales del vector de desplazamientos (en coordena
das globales) provocado en el segmento I cuando -
en el segmento J {y en sus simétricos, si los hu-
biera) doy un desplazamiento tangencial unidad.

UXINJ, UYINJ : Idem un desplazamiento normal unidad.

KCON : Indicador que cohtroia el nimero de veces que se
realiza el bucle FOCOI-SUM.

ISI : Multiplicador que indica si Tos valores relativos
a desplazamientos discontinuos tangenciales han -
de sumarse o restarse.
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XXITJ,YYITJI,XYITJI : Valores parciales devueltos por la subrutina
FOCOI. Su definicidn es idéntica a sus andlogos =

con la letra "S" delante.
XXINJ,YYINJ,XYINJ : Idem.
XITJ,YITJ : Idem.

XINJ,YINJ : Idem.

ISSW(N) : Funcidn propia del sistema que detecta el estado
del switch N de la unidad central del ordenador.
Si el switch estd encendido ISSW(N) toma un va--

Tor negativo.

1S3 : Conjunto alfanumérico que contiene el nowbre del
siguiente segmento que se 1lama, ELIMI.



3.2.5. Subrutina FOELA.

- OBJETIVO :

Definicién de las caracteristicas de los desplazamien-
tos discontinuos exteriores al contorno, si los hubiera.

- ES LLAMADA POR HACMA, TEDEC, PUNTI.
- PARTICULARIDADES :

Para cada punto medio de cada segmento I del contorno
define las coordenadas del punto medioc, el ancho y el &ngulo de -
cada desplazamiento discontinuo externo, que permiten generar 1os
coeficientes de influencia. Segln el valor de Tos elementos del -
conjunto KO (KODA en los segmentos de 1lamada) los desplazamien--
tos discontinuos se disponen segin una linea recta o sobre un ---
cuarto de circunferencia.
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- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZO

|

CALCULO DEL GRUPO L, A QUE
PERTENECE EL DESPLAZAMIEN-
TO DISCONTINUO J. CALCULO
DEL CODIGO DEL GRUPQ, K

RETORNO

4

CALCULO DE LAS COORDENADAS
DEL PUNTO MEDIO DEL DESPLA
ZAMIENTO DISCONTINUO EXTE-
RIOR J, DE SU ANCHO Y DE -

- SU ANGULO. ESTE DESP. DISC.

FORMA PARTE DE UN GRUPQ --
DISPUESTO SEGUN UNA RECTA

(ES LA PRIMERA VEZ QUE NO
SE PASA POR ESTE PUNTO
PARA EL GRUPO DE ELE--
MENTOS L?

Yy SI

DEFINIR EL ANGULO ABARCADO POR Y

UN SEGMENTO, EL RADIO DEL ARCO

SEGUN EL QUE ESTAN DISPUESTOS

1.OS DESPLAZAMIENTOS DISCONTI--

¥UOS Y LAS COORDENADAS DEL CEN
RO

A

DEFINICION DE LAS COORDENADAS
DEL PUNTO MEDIO, DEL ANCHO Y
DEL ANGULO DEL ELEMENTO EXTE-

RIQR |

RETORNO

RETORNO
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- VARIABLE DE ENTRADA

NLA :

NSA :

: Nimero del desplazamiento discontinuo exterior.

Variable entera. Definida en el apartado 3.2.2.

Conjunto entero de ochd elementos. Se definid en

3.2.2. Por facilidades de programacion los valo--
res leidos se transforman, siendo NSA(I) el nime-
ro de desplazamientos discontinuos de la linea I,

mas la suma de los de todas las lineas anteriores.

KODA ,XPA,YPA,XFA,YFA : Definidos en 3.2.2.

- VARIABLES DE SALIDA

XLZ ,ALFAA,XA,YA

: Definidas en 3.2.4.

- OTRAS VARIABLES

NS,XP,YP,XF,YF :

: Indice que da el grupo de elementos exteriores en

que nos encontramos.

: Cédigo de ese grupo K = KODA(L).

Nimero de desplazamientos discontinuos y coorde-
nadas del punto incial y final del grupo L en el
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XD,YD :

JJd

IK :

Xz2,Ye :

XG,YG

caso de elementos en linea recta (k=0). En caso
de elementos en arco (K=j}), en XP, YP, se guar-
dan Tos valores de las coordenadas del extremo -
del Gl1timo segmento definido, con vistas a defi-
nir el punto medio del siguiente.

Proyecciones horizontal y vertical del ancho de
un desplazamiento discontinuo de una serie dis--
puesta en 1inea recta. '

Indice que indica el lugar que ocupa el elemento

J en la serie L.

: Radio del arco, si K=+1.

: Angulo abarcado por un desplazamiento discontinuo

si K=+1.

Variable que determina el origen del arco de cir-
culo, si K=t1,

Coordenadas del extremo del desplazamiento discon

tinuo J, si K=tl.

: Idem. Se incluyen en los argumentos de la subruti

na a efectos de disponer de ellos en sucesivas --
1lamadas a ésta.
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3.2.6. Subrutina FOCOI.

- OBJETIVO :

Calcula Tos tensores de tensiones y los vectores de --
movimientos, en coordenadas globales, producidos en el punto me--
dio del segmento I cuando en el segmento J doy desplazamientos --
discontinuos, tangencial y normal, de valor unidad.

- ES LLAMADA POR HACMA, LEERD, PUNTI.
- PARTICULARIDADES :

Esta subrutina sigue exactamente las férmulas (2.147),
(2.148) y (2.150), (2.151) del apartado 2.3.4.1. Segln las condi-
ciones de contorno prescritas en el segmento I se recorren ambos
grupos de férmulas ¢ s6lo unc. Estas condiciones las define el va
lor K, definido en 3.2.4.
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- DIAGRAMA DE FLUJOQ =

COMIENZO

DEFINICION DE LAS COORDENADAS
RELATIVAS DEL PUNTO I, RESPEC
TO AL SEGMENTO J. DEFINICION
DE VARIABLES INTERMEDIAS

CALCULO DE LAS
DERIVADAS DE -

LA FUNCION F

CALCULO DE LOS TENSORES DE TENSIONES
EN COORDENADAS GLQBALES

RETORNO

CALCULO DE LOS VECTORES DE
MOVIMIENTOS EN COORDENADAS
GLOBALES

RETORNO
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- VARIABLES DE ENTRADA

X1,Y1l : Coordenadas del punto I, dohde se van a calcular
tensiones y movimientos.

X2,Y2 : Coordenadas del punto medio del segmento J.
AL,A : Angulo y semianého del segmento J.

K : Indicador de las condiciones de contorno. Es el -
primer digito de KOD(I), definido en 3.2.2.

XNU,G : Definidos en 3.2.2.

- VARIABLES DE SALIDA
XXITJ,YYITJ,XYI*J . Definidos en 3.2.4.
XXINJ,YYINJ,XYINJ : Idem.

XITJ,YITJ : Idem.

XINJ,YINJ : Idem.

- OTRAS VARIABLES

XR,YR : Coordenadas relativas del punto (medio del segmen
to) I relativas a los ejes locales situados en el
punto medio del segmento J.
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F1 : F,1. Derivada de 1a funcidon F respecto a X

F2,F12,F22,F122,F222 . Restantes derivadas de la funcidén F. Se -
definen como F1.
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3.2.7. Subrutina SUM.

- OBJETIVO :

Acumula los valores parciales devueltos por la subruti
na FOCOI para obtener los valores totales, debidos a un segmento
J y sus simétricos, si los hubiera.

_ ES LLAMADA POR HACMA, TEDEC, PUNTIL.
_ PARTICULARIDADES :

Como ya se vio en el apartado 2.3.4.2., los valores de
tensiones y movimientos debidos a desplazamientos discontinuos ——
tangenciales en segmentos simétricos al J se suman o restan a los
valores debidos al propic segmento J segin que segmento simétrico
al J estemos considerando. La variable ISI tiene en cuenta este -
hecho.
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- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZO

LOS VALORES PARCIA
LES SE ACUMULAN EN
LAS VARIABLES QUE
CONTENDRAN LOS VA-
LORES TOTALES

RETORNO
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- VARIABLES DE ENTRADA :

XXITJ,YYITILXYITJ,XXINJ,YYINJI,XYINJ : Definido en 2.3.4.

XITJ,YITJ,XINJ,YINJ : Idem.

ISI : Multiplicador de XXITJ,YYITI ,XYIYJ,XITJ,YITIJ en
el proceso de acumulacidn. Si no hay simetria -
ISI = 1. Si estamos considerando un segmento si-
métrico del J respecto a un eje de simetria ---
ISI = -1. Si existe simetria respecto a dos ejes
ISI = 1 para el segmento "opuesto" al J.

- VARIABLES DE SALIDA :

SXXITJ,SYYITJ,SXYITJ,SXXINI,SYYINJI,SXYINJ : Definidos en 3.2.4.

UXITJ,UYITJ,UXINJ,UYINI : Idem. ‘



3.2.8. Segmento ELIMI.

- OBJETIVO :

Resolver el sistema de ecuaciones por el método de ---
eliminacién de Gauss, para calcular Tlos desplazamientos disconti
nuos tangenciales y normales en el contorno Dtj y Dnj, que for--
man el vector Dj, de 2N componentes.

- ES LLAMADO POR HACMA.
- LLAMA A TEDEC, IMPER.

- PARTICULARIDADES :

Como ya se ha mencionado anteriormente, la matriz E --

estd introducida por filas en los registros del fichero FIMDD. -
Esto obliga a realizar el algoritmo de eliminacion de Gauss ---
transportando registros del disco a la memoria y viceversa.
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- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZOQ
|,

CONVERSTON DEL VECTOR DE
TERMINOS INDEPENDIENTES
Y DE LA MATRIZ A DOBLE -

PRECISION

i
®

AMA = TOLERANCIA; MMA = Q

K1 = K+1
I
M=K
. - Y
- : : ELECCION DEL PIVOTE
= LEER EL REGISTRO M DEL
FICHERO FIMDD E INTRO-
EE:> ‘| DUCIRLO EN EL CONJUNTO
A

NO {ZEL VALOR ABSOLUTO DEL

M+1 —=— PIVOTE A(K) ES MAYOR -
QUE AMA?
MENSAJE DE - SI-
SINGULARIDAD | |
DE LA MATRIZ ,
MMA = M

FIN

AMA = VALOR ABSOLUTO DE A(K)
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®

MMA-K

£ 0

SE INTERCAMBTA LAS FILAS
(REGISTROS) K Y MMA, Y -
LOS CORRESPONDIENTES TER
MINQS INDEPENDIENTES

-

SE'LEE EL REGISTRO K EN l

EL CONJUNTO A
ELIMINACION DE D(K)
DE LA FILA I

SE DIVIDE LA FILA K Y EL TERMINO
INDEPENDIENTE POR EL COEFICIENTE
DEL TERMINO DIAGONAL ESCRIBIENDQ
SE NUEVAMENTE EN EL REGISTRO K

I =K1

Y o

LEER EL REGISTRO T EN EL
CONJUNTO B

|

EN LA FILA I SE INTRODUCE UN
CERD EN LA POSICION K, RES--
TANDOLE A DICHA FILA LA FILA
K MULTIPLICADA POR B(K). LO
MISMO SE APLICA AL TERMINO -
INDEPENDIENTE. LA NUEVA FILA
OBTENIDA SE ESCRIBE EN EL RE
GISTRO I

Y
CALCULO DE LA

ULTIMA INCOGNITA

SE LEE EL REGISTRO 2N EN EL
CONJUNTO B, Y SE CALCULA LA
ULTIMA INCOGNITA D(2N)

I




©

- L=1

-

K= 2N-L

LEER EL REGISTRO K
EN EL CONJUNTO B

|

K1 = K+l
XIFR = 0
J = Kl

RESUSTITUCION

XIFR = XIFR-B(J).D(J)

<0

LLAMADA A TEDEC

Y
A PARTIR ['EL VECTOR D
EN DOBLE PRECISION SE
CALCULAN 0T Y DN EN -
SIMPLE PRLCISION

2éc



- VARIABLES :

AT :

A,B :

MMA

AMA

XIFR :

: Conjunto en doble précisién (DP). Su dimensidn -

es 128 y estd formado por el conjunto QT sequido
del QN, ambos previamente transformandos de sim-
ple a doble precision. Es.el vector de términos
independientes.

Conjunto en simple precisidn de 128 elementos. -
Usado para contener las filas de la matriz C en

Y]
precisidn simple.

Conjuntes de 128 elementos en DP. Usados para con
tener las filas de la matriz g en precision do--

ble.

Nimero de la fila que contiene al pivote.

: Tolerancia AMA = 10(-NT). En el caso de gue se -

desee pivoteamiento (IPIV # 0), AMA va contenien
do el valor del mdximo posible pivote detectado.

: Conjunto en DP de 128 elementos donde se cbtiene

el vector D.

Variable intermedia usada en el proceso de resus

tituciodn.

™o
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1S4 :

DT,DN
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Conjunto alfanumérico que contiene el nombre ---
TEDEC, que es el segmento al que T1lama el ELIMI.

: Conjuntosde 128 elementos. Contiene los valores

de los desplazamientos discontinuos tangenciales

y normales.



3.2.9. Segmento TEDEC.

- OBJETIVO :

Cédlculo de las tensiones y desplazamientos, normal y
tangencial, en cada elemento de contorno. Los desplazamientos se
calculan en la parte positiva, y en la parte negativa de cada --
discontinuidad. Este segmento, ademds, imprime los valores calcu
lados.

- ES LLAMADO POR ELIMI.
- LLAMA A PUNTI, FOELA, FOCOI, SUM.
- PARTICULARIDADES :

Una vez conocidos los valores de Dtj y Dnj er cada'——
elemento de contorno basta la aplicacidn de las fdormulas indica-
das en el apartado 2.3.4.6. Si existen elementos exterioves se -
Tlama la subrutina FOELA y si hay simetria el bucle FOCCU-SUM se
realiza el nlmero adecuado de veces.
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- DIAGRAMA DE FLUJO :

COMIENZO

I=1

Rignm

PUESTA A CERO DE LAS
VARTABLES DONDE 0OB--
TENDREMOS LOS DATOS

EN EL CONTORNO EN -~

COORDENADAS GLOBALES

WA # 0 [DEFINICION DEL DESPLAZAMIENTO
| DISCONTINUQ EXTERIQR J (FQELA)

-l
- 2

CALCULO DE LOS TENSORES DE

TENSIONES Y DE LOS VECTORES
DE DESPLAZAMIENTOS, EN COOR
DENADAS GLOBALES, PROVOCA=~~
DOS EN EL PUNTO I CUANDO EN
EL SEGMENTO J Y SIMETRICOS

(ST LOS HAY) DOY DESPLAZA--
MIENTOS DISCONTINUOS TANGEN
CIAL Y NORMAL, DE VALQR UNL

DAD, (FQCQL Y SUM)

]

LOS VALORES’OBTENIDOS>SE MUL

TIPLICAN POR LOS VALORES DE

LOS DESPLAZAMIENTOS DISCONTI
NUOS TANGENCIALES Y NORMALES
Y SE VAl ACUMULANDO. EN DES=-
PLAZAMIENTOS, SE CALCULAN ~-
LOS DE LAS CARAS POSITIVA Y
NEGATIVA DE CADA DESPLAZA---
MIENTO DISCONTINUQ




®

A LOS VALORES TOTALES SE LES
ANADEN LOS DEBIDOS A TENSIO-
NES EN EL INFINITO, SI LAS -
HUBIERE

Y

CALCULO DE LAS TENSIONES
NORMAL Y TANGENCIAL EN -
CADA SEGMENTO DE CONTOR-
NO. IDEM DESPLAZAMIENTQS

ESCRITURA DE LOS
VALORES. CALCULADOS

I =1+1

L.AMADA A PUNTI

R A B
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~ VARIABLES :

No incluimos aqui las variables que aparecen en este

segmento y ya han sido definidas en anteriores apartados.

SXXC,SYYC,SXYC:

UXPC,UYPC :

UXNC,UYNC :

SENE,CONE

ul,u2

SNC,STC

Variables que contienen el tensor de tensiones,
en coordenadas globales, provocado en el punto I
cuando en todos los segmentos I doy desplaza----
mientos discontinuos Dtj, Dnj.

Desplazamientos de la parte positiva del segmen-
to I, en coordenadas globales, debidos a los des

plazamientos discontinuos Dtj y Dnj.

Idem de la parte negativa.

: Variables usadas para el célculo de los desplaza

mientos de la parte negativa de los elementos de
contorno. Corresponden a las variables E y F del
apartado 2.3.4.6.

: Movimientos, en coordenadas globales, debidos al

campo de tensiones en el infinito, en el supues-
to de que nuestro contorno no existiera (ver ---
apartado 2.3.4.3.)

: Tensiones normal y tangencial en un elemento de

contorno.
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UNPC,UTPC :

UNNC,UTNC

1S5 :

Movimientos, en coordenadas locales, de la cara
positiva de un elemento de contorno.

Idem de 1a cara negativa.

Conjunto alfanumérico que contiene el nombre del
G1timo segmento PUNTI.
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3.2.10. Segmento PUNTI.

- OBJETIVO : .

Cdlculo del vector de movimientos y del tensor de ten

siones en puntos internos al contorno.

- ES LLAMADO POR TEDEC.

- LLAMA A FOELA, FOCOI, SUM.

- PARTICULARIDADES :

Este segmento sigue unos pasos andlogos a los efectua
dos en el TEDEC. Las diferencias son que, al ser puntos internos,
no existe en ellos ninguna discontinuidad de movimientos y que,
al no estar definidas en los puntos internos una direccidn nor--
mal y tangencial, los cdlculos se detienen en el tensor de ten--
siones y en el vector de movimientos. Este segmento sigue las --
formulas indicadas en el apartado 2.3.4.7.



- DIAGRAMA' DE FLUJO :

» No incluimos aqui el diagrama de flujo por ser éste -
muy similar al del segmento TEDEC. Las diferencias son :

a) Los puntos I no son ahora puntos del contorno sino
puntos internos que se han leido en el segmento --
PUNTI. Existe la posibilidad de definir estos pun-
tos como los puntos medios de una serie de segmen-
tos dispuestos sobre una recta, de una forma andlo
ga a como se hizo para el contorno.

b) Los desplazamientos son (nicos, no existiendo par-
te positiva y negativa.

c) No existe el bloque de calculo de valores normales

y tangenciales.



- VARIABLES :

No definimos aqui Tas variables que aparecen en este

segmento y ya han sido definidas en anteriores apartados.

‘NPUNT :

XCI,YCI :

SXX,SYY,SXY :

Ux,uy

Para cada grupo de segmentos en linea recta, in-

dica el nGmero del punto.

Coordenadas del punto en que deseamos conncer --

valores.
Tensor de tensiones en un punto interno.

Vector de movimientos en un punto interno.
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Capitulo 4

CASOS ANALIZADOS



CAPITULO 4. CASOS ANALIZADOS.

Mediante el programa de ordenador descrito en el capi
tulo anterior se han analizado diversos tipos de problemas elds-
ticos estaticos planos que exponemos a continuacion.

4.1. GRIETAS : GRIETA A PRESION EN UN CUERPQ INFINITO.

Consideremos una grieta en un cuerpo plano infinito so
metida a una presidon interna p, como se esquematiza en la Fig. -
4.1la. La solucidn exacta de este problema, referida a las coorde-
nadas de la Fig. 4.1b se puede ver en (30). Los movimiertos de.los
labios de la grieta y el tensor de tensiones en un punto exterior
a ella vienen dados, en un estado de deformacién plana, por :

i
ot
!-?
!N
l<
e
-

E_(_é_})_)_ (b2 - r2y1/2

J
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6 8
_P__L_[ (6 -1 22 _1 3 ]
o cos (6 ) sen 0 sen 5 (8, + 0,)|-p
Gy = 2T [;os(e - ?l__ 920 + sen 6 sen §-(8 + 8 i}—p :
Gyp = —2 L sen 6 . cos §-(e +0,)
12 3/2 ' 2 1 2
(ry rs)
12
J
(4.2)

Este problema con b = 1, v = 0.2, G = 875000 y p = 100
se ha resuelto mediante el método de los desplazamientos disconti
nuos (MDD), y los valores obtenidos se han comparado con los ted-
ricos. Debido a la simetria, s6lo es necesario discretizar media
grieta. Esta semigrieta se ha discretizado en 5, 15 y 25 elemen--
tos, con lo que los sistemas de ecuaciones a resolver son de 10,
30 y 50 ecuaciones. Como en el contorno hemos prescrito las ten--
siones, las incognitas en &1 son los movimientos. En la Fig. 4.2
se representan los movimientos Up ¥ U, de los labios de la grieta

obtenidos mediante el método numérico. La solucion de u, para la
discretizacidn con 5 elementos se representa en su forma "escalo-
nada", o sea, con el desplazamiento constante a lo Targo de cada
elemento. Como ya se dijo, es mejor representar los valores de ---
los puntos medios de los segmentos e imaginar que se hace pasar --

una curva suave a través de ellos. Esto se hard asi de aqui en ade
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lante y el resto de los resultados de 1a Fig. 4.2 se representan
de esta forma. En dicha figura se dan Tos valores de Us s obteni--
dos mediante la discretizacidon con 25 elementos, en los puntos me
dios de los segmentos de la discretizacidn con 5 elementos. Se re
presentan ademds, en esos mismos puntos, los valores de u; obteni
dos con esas dos discretizaciones. Como se puede ver, los resulta
dos aproximan de un modo satisfactorio el problema, y la colucidn
obtenida converge hacia la exacta a medida que el nlmero de ele--
mentos aumenta. E1 error en el desplazamiento vertical aumenta a
medida que aumenta el gradiente de desplazamiento, o0 sea, cuando
nos aproximamos al borde de la grieta, como se puede ver en la --
Fig. 4.2.

La sobreestimacién de los desplazamientos relativos en
tre los dos labios de la grieta es una consecuencia de suponer --
que la tensidn en el punto medio de un segmento representa la ten
sion media sobre dicho segmento. De hecho, cuando en un segmento
provocamos un desplazamiento discontinuo normal (tangencial), la
tensiodn O (012) en el punto medio del segmento representa, en -

ﬁédulo, el valor minimo sobre el segmento, como se puede ver en -
la Fig.2.19 En principio, se podrian obtener mejores resultados

haciendo una estimacidn mds precisa de la tensidn media sobre ca-
da segmento. Sin embargo, al expresar la influencia de un segmen-
to sobre si mismo y sobre los adyacentes aparece un problema. El

valor medio exacto de la tensidn sobre un segmento viene dado por
la integrel de dicha tensién sobre el segmento dividida por su an

cho. FEste valor es indefinido porque las tensiones presentan singu

laridades en los extremos del segmento cuando en &1 provocamos un
desplazamiento discontinuo y es necesario evitar estos puntos pa-
ra hallar el valor medio. Los coeficientes de influencia que se -
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obtienen con las tensiones medias calculadas mediante una integra
cion desde -a + ¢ hasta a - € {(a = semiancho del segmento) no dan
mejores resultados, en el problema de la grieta presurizada, que
los obtenidos suponiendo el valor en el punto medio representati-
vo del valor medio en el segmento. Los valores de los desplaza---
mientos discontinuos calculados tienden a un valor fijo a medida
que € va siendo mas pequefio, pero este valor no es el exacto --
(27 ). E1 valor dptimo de ¢ parece depender del nimero de despla-
zamientos discontinuos usados en la discretizacidn y, probablemen
te de la complejidad del problema en estudio. Parece, pues, prefe
rible usar coeficientes de influencia calculados con el valor en
el punto medio de Tos intervalos y, cuando sea necesario, refinar
Ta solucidn usando segmentos mds pequefios en toda la discretiza--
cion o sdlo en aquellas zonas donde haya fuertes variaciones de -
‘tensiones o movimientos.

En Ta Fig. 4.3 se representan los valores obtenidos pa
ra las tensiones o;; ¥y oy, (que tienen igual valor) sobre la 1i--

nea x, = 0Oy Xy > b, es decir, fuera de la grieta, para las dis--

cretizaciones en 5 y 25 elementos. Se observa que a medida que ~--
nos alejamos del extremo de la grieta 1os errores son merores y -
esto se debe a varias razones. En primer lugar es un heciio empiri
co que podremos comprobar repetidas veces el que Tos resultados -
obtenidos mediante el MDD en puntos internos no son fiables en ~-
una zona que diste del contorno el ancho de un segmento de contor
no. En la Fig. 4.3, y en las sucesivas, se ha indicado esa zona -
no fiable (ZNF), representando el nimero entre paréntesis la dis-
cretizacidn a que se refiere. En segundo lugar, Tos puntos mds --
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proximos al extremo de la grieta se ven mds influenciados por los
desplazamientos discontinuos situados en el extremo de ésta, que
son los que presentan mayores errores (ver Fig. 4.2). Por Gltimo
cabe decir que, en general, es mds dificil de simular una varia--
cién con alto gradiente que una con pequefio, y en las proximida--
des del extremo de la grieta las tensiones 011 ¥ 99 presentan un

fuerte crecimiento, tendiendo a infinito para dicho extremo (x1 =
= 1).

Todo lo dicho para la figura 4.3 es aplicable para las
figuras 4.4, 4.5 y 4.6, donde se representan los valores tedricos
y los obtenidos mediante el.MDD para las tensiones 0112 992 ¥ U1
sobre Ta Tinea Xp = 1.

E1 hecho de existir la zona de resultados no fiables -
mencionada mas arriba, va a provocar problemas (como veremos) en
el caso de que intentemos resolver contornos no regulares. En ---
efecto, imaginemos que tenemos un contorno no regular que posea -
una esquina con un dngulo de 90 grados ¥ que hemos discretiza--
do en elementos, como se indica en la Fig. 4.7, en la que se mues
tran los elementos de esquina A y B. E1 punto medio del segmento
A queda, respecto al segmento B, en zona no fiable y viceversa. -
Al formarse Tos coeficientes de influencia mutuos obtendremos va-
lores errdnecs que perturbardn 1a solucidn del sistema. Veremos -
este efecto al estudiar problemas de contorncs con esquinas.
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Una idea del orden de los errores obtenidos se puede -
tener a partir de la Tabla 1 en la que se representan los valores
calculados, mediante el MDD, en los puntos del contorno A, By C
y en varios puntos internos, que se representan en la Fig. 4.8. -
En la tabla 1 y en las sucesivas, T indica el valor tedrico y las
columnas E indican el error en %, en valor absoluto respecto al -
valor tedrico, de los valores de la columna anterior. D5, D15 y -
D25 indican el nidmero de elementos en que se ha dividido la semi-
grieta. ‘

T |.34286) - |.90970| -

D5 |.32845/4'21.95674|5'1

D15].33788]1'41.9251411'7

D25/.33980{0'9}.91890{1'0

T [1.7143] - |.79179] -

D5 11.6330(4'7|.84610{6'9

D15/1.6858(1'7.80958(2'2

D25|1.6970{ 1 |.80240(1'3

T 13.0857] - |.39853] -

D5 |2.8481|7'7}.50609| 27

D15(2.9910|3'1{.43440| 9

D25)3.0260{1'9{.41990(5'4
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(Continuacion Tabla 1)

uy (10%)[EJuy( 20N [E] oy |E | o [E | 012 | E
T 15'470| - | 15'470| - 0 -
D5 17'406|12'5] 17'406{12'5) O 0
D15 16'113| 4'2| 16'113] 4'2y O 0
D25 15'850| 2'5| 15'850| 2'5| O 0
T 6'0660| - | 6'0660| - 0 -
D5 6'7305| 11 | 6'7305| 11| O 0
D15 6'2871| 3'6| 6'2871| 3'6/ O 0
D25 6'1980| 2'2| 6'1980| 2'2 0
T -.51493| - |-2.5305| - |-4.1528] -
D5 -.54911] 6'6|-2.8048/10'8|-4.5426| 9'4
D15 -.52640| 2'2|-2.6218| 3'6|~4.2829| 3'1
D25 -.52180| 1'3{-2.5853| 2'2|-4.2308| 1'9
T _5'5047| - |-4.3455| - {-7.2162| -~
D5 -5'9641| 8'4|-4.5733 5'2[-8.0137|11'1
D15 -5'6580| 2'8|-4.4220] 1'8{-7.4817| 3'7
D25 1'53537] 1'7{-4.3910] 1 |-7.3754| 2'2
T 16779 | -{-6.5826 - |-3.3875| -
D5 1'5620 | 9'3|-7.2154| 9'6|-3.6846| 8'8
D15 1'5636 | 3 |-6.7937) 3'2|-3.4868] 2'9
D25 -.53282| 1'G|-6.7092| 1'9/-3.4471| 1'8
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(Continuacidn Tabla 1)

u (10%)|Elu, (10N [E] o L E | oy | E o, | E
T _.53282| - |-11.910] - |-13.733| -
D5 _.43825]17'8]-13.260|11'3|-14.734|7'28
"o -.50188| 5'8]-12.359| 3'8|-14.069|2'4
D25 _.51433| 3'5]-12.179] 2'2|-13.935|1'47
T _2.5694| - |+142.99] - |-84.595| -
s 14.060 |647. 140.553 |72. |-165.20 |95.
D15 5.6824 |321. [107.36 |25. |-104.27 |23.
D25 1.8796 |173. [122.59 |14. |-96.23 |14.

4.2. CONTORNO REGULAR. CUERPO FINITO : DISCO COMPRIMIDO.

Vamos a expresar primeramente Ta solucibn exacta al --
problema representado en la Fig. 4.9. Como en el caso de la grie-
ta y en el de todos los ejemplos sucesivos, la solucidn dada es -

en deformacion plana.



rr 08
! (4.3)

ré

' ' (4.4)

Usando las propiedades de simetria, bastard con que --
discreticemos sdlo un cuarto de disco. E1 cuadrante superior dere
cho se ha discretizado en 4, 8, 16 y 32 elementos. Los valores de
las constantes geométricas y elédsticas sonR =1, v =0.2,y --
G = 875000. La carga p = 100.

Se han representado en la Fig. 4.10 Tos valores de --
911 sobre la linea Xy = 0, para dos discretizaciones del cuarto -

de circulo, D4 y D32. Se puede ver claramente en ella el afecto ~
de la proximidad del contorno en los valores obtenidos para pun--
tos internos y como a partir de la zona no fiable ios resultados

se disparan, siendo este efecto mds notablc mientras mds burda es
la discretizacidn usada. Fuera de esa zopna los resultados son es-
tables y convergen hacia la solucidn exacta al aumentar el nimero
de elementos. La tensidn O sobre Ta Tinea Xo = 0 tiene el mismo

valor que 01p ¥ las perturbaciones que sufre son del mismo orden.

Por ello sGlo hemos representado SR
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~En Ta Fig. 4.11 se representan los valores obtenidos -
para el movimiento Uy sobre Xy = 0. En ella observamos un efecto

andlogo al comentadc para las tensiones, pero mucho mds atenuado.
Esto es debido a que, al ser las tensiones derivadas de los movi-
mientos, las perturbaciones de Tos movimientos resultan amplifica
das.

En la tabla 2 se ofrecen los valores obtenidos en los
puntos representados en la Fig. 4.12 y sus errores correspondien-
tes, para las cuatro discretizaciones usadas : D4, D8, D16 y D32.
Como todos los puntos del contorno tienen igual movimiento radial
y tangencial, Uy ¥ Uy, para el punto A, representan estos movi---

mientos, siendo A el punto medio de un segmento cualquiera de con
‘torno. En la tabla 2 se indican con un asterisco al final de la -
fila aquellos puntos que estdn dentro de las zonas no fiables.



244

Tabla 2

ul(.104) E ua(_qé) %11 E Y E 012(.104)
T |-.34286 - 0
N4 1-.34337 141 .25
D8 |-.34518 .6711.09
D16|-.34504 .63|2.2
D32|-.34441 .4515.09
T |-.0053571 - 0 -100 - |-100 - 0
D4 |-.0057023|6.44| .033|-106.44|6.44|-106.44/6.44 .53
D8 |-.0055463|3.53| .053{-103.53]3.53}-103.53{3.53| .22
D16|-.0054559|1.84] .025/-101.84]1.84|-101.84]1.84| .094
D32|-.0054078| .94| .072{-100.94} .94|-100.94| .%4| .17
T |-.10178 - 0 ~-100 - |-100 - 0
D4 |-.10834 |6.44| .013{-106.44|6.44|-106.44|6.44 .10
D8 |-.10538 |3.53} .13 -103.53{3.53|-103.53{3.53} .20
D16|-.10366 |1.84| .19 |-101.84{1.84|-101.84/1.84| .063
D32{-.10275 .95| .042|-100.94| .94|-100.94| .94} .13
T (-.19821 - 0 -100 - |-100 - 0
D4 |-.21103 |6.46| .031|-106.67|6.67|-106.24|6.24) .0095
D8 |-.20521 |3.53] .096/-103.53|3.53|-103.53|3.53} .11
D16|-.20187 |1.84| .063{-101.84|1.84|-101.84)1.84! .010
D32}-.20008 .94| .062|-100.94| .94]-100.94 .94| .23




(Continuacidn Tabla 2)

i (104 B Jup (1010 oy | E | oy, | E[opp(i100)
TC.2066 = | 0~ [=100 -0 - 0
D4 |-.32356(9.81| .0018 |-134.89|34.89|-98'65 |1.35| .31
e |ps |-.30580(3.78] .20  |-107.9 | 7.9 |-100.78| .78| .21
D16|-.30008[1.84| .19  |-101.91| 1.91]-101.79/1.79| 1.08
D32|-.29742[0.94] .20  |-100.94| .94l100.94 | .94 .25

Es interesante hacer notar que estamos resolviendo un
problema en el que todos los datos prescritos en el contorno son
tensiones. No hay ningln punto fijo en nuestro cuerpo por lo que
cabria esperar movimientos de s6lido rigido. Estos movimientos -
no aparecen debido al uso de las propiedades de simetria. Los --
coeficientes de influencie que obtenemos sumando a la accidn de
un segmento sobre un puntu dado las de sus segmentos imdgenes --
(ver apartado 2.3.4.2) incorporan automdticamente la doble sime-
tria del problema y fuerzan a que el punto central del disco per
manezca inmovil. Como comprebacidn de esto se resolvid el disco
completo discretizado en 16 elementos. E1 movimiento de sélido -
rigido se hizo evidente en los datos obtenidos en el contornb. -
Las tensiones normal y tangencial que se obtenian eran efectiva-
mente las prescritas pero Tos movimientos radial y tangencial de
los puntos del contorno no eran iguales y sus valores eran muy -
alejados del real. Por ejemplo, en un punto tal como el F (ver -
Fig. 4.12) se obtuvo un valor del movimiento Uy de 0'88813.10'4,

con un error del 159% sobre el valor tedrico. Estos movimientos
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pueden evitarse imponiendo movimientos tangenciales cero en los -
segmentos situados en los puntos de corte del contorno del disco
con los ejes Xq ¥ Xy, pero, obviamente, es preferible usar las --
propiedades de simetria para discretizar sélo un cuarto de Ta fi-

gura.

E1 movimiento de sdlido rigido que aparece cuando re--
solvemos un problema con datos sdlo en tensiones mediante un méto
do numérico es debido a que la resolucién numérica del problema -
reconstruye la simetria imperfectamente, apareciendo pequaios re-
siduos de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo. Como no existen
ligaduras externas estas fuerzas y estos momentos resultantes pro
vocan el movimiento de sélido rigido. Cuando incorporamos la sime
‘tria tal como se ha descrito en el apartado 2.3.4.2. estamos impo
niendo que Tos desplazamientos discontinuos normal y tangencial -
de un segmento simétrico a otro tengan, exactamente, los valores
prefijados por la simetria del problema. Esto e]iminalcvalquier -
tipo de desequilibrio y obliga a que las fuerzas y el momento re-

sultante sean nulos, anulandose asi el movimiento de sélide rigi~-

do.

Se puede ver cémo Tos valeres de las filas mavcadas --
con asteriscos presentan unos errores grandes, como ya habiamos -
previsto.
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4.3. CONTORNQ REGULAR. CUERPO INFINITO : CAVIDAD CIRCULAR A PRE--
STON.

Como ejemplo de problemas que involucran un contorno -
en el infinito vamos a resolyer, mediante el-MDD, el caso de un -
agujero circular en un cuerpo plano infinito sometido a una pre--
sion interna p, como se muestra en la Fig. 4.13. La solucién, pa-
ra las tensiones y los movimientos en cualquier punto del sélido

es
( _ Ry2
UFF = -p (F)
- Ry2 4.5
| %6 = P (7) (4:5)
ore = Q
r /
4 (4.6)
}._
ue =0
L

Tal como ya se indicé en el apartado 2.3.4.6, siempre
que resolvemos un problema mediante el MDD estames resolviendo a
la vez el problema complementario, ¢ problema externo. E1 caso --
gue ahora tenemos planteado es precisamente el problema externo -
del caso resuelto anteriormente en el apartado 4.2. Los valores -
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de los desplazamientos discontinuos obtenidos representan los mo

vimientos relativos de ambos contornos y la solucidn se obtuvo a

la vez que la del apartado anterior, tomando los valores asocia-

dos a las partes negativas de cada desplazamiento discontinuo. -

Los valores, tedricos y caﬁcu]ados, de la tensién 911 (igual en

médulo a 022) y de Uys sobre la 1inea X, = 0, se representan en

las figuras 4.14 y 4.15, sobre las que podriamos hacer las mismas

observaciones que para el caso del disco comprimido.

En la tabla 3 se calculan Tos errores para los puntos
indicados en la Fig. 4.16. Para el punto A vale lo dicho en el -

apartado anterior.

~ Tabla 3
u2(1104) E uz(.lolo) 11 E | oy 012(.104)

T 1.57143 - 0

D4 |.63009 [11.3 .32
A |DE | . 60227 5,39 .69

D16 .586£§N 2.63| 2.4

D32 .57887 1.30) 7.2 ) B

T 0050088 - 0 ' -76.86: -~ 176.86 0 |

D4 Tbgé;756 3.30 .15 -47.27138.5 176.80(0.78 .13 *
B |D8 ‘TOUS]}SG 3.24 .14 -73.35) 4.54,76.47) .5 .55 *

D16 .0051020] 1.84 L0019 1-78.11) 1.62]78.1511.67 .28

D32 .Oé5357d 94 .029 -77 .58 .93177.581 .94 .068




(continuacidn Tabla 3) |

&Y

u (10N E Juy (10" oy | E | opy | E o1,(.10%)
T | .40188 | - 0 _49.46| - |49.46] - 0
D4 | .42680 |6.2 | .13  |-50.90(2.91|51.66|4.45| .17
C |pg | .41607 |5.53] .10 |-51.90{3.49|51.19(3.49| .23
D16| .40930 |1.84| .024 |-50.37|1.84|50.37|1.84]  .0088
D32| .40567 | .94| .045 |-49.92| .93/49.92| .93| .17
T | .33552 | - 0 -34.47| - |34.47| - 0
D4 | .33705 |6.41| .14 |-36.57,6.09|36.61/6.21|  .026
D b8 | .34736 |3.53| .0031 |-35.69]3.54|35.69|3.54|  .087
D16| .34171 |1.84] .11 |-35.11]1.86(35.11|1.86| .076
D32| .33868 | .94| .10 |-34.80| .96|34.80| .96] .10
T | .28796 | - 0 -25.39] - |25'39] - 0
D4 | .30651 |6.44| .014 |-27.02|6.42|27.02[6.42|  .00069
£ |ps | .29813 |3.53| .056 |-26.29|3.54|26.29|3.54|  .035
D16| .29328 |1.84| .064 |-25.86|1.85|25.80{1.85|  .023
p32| .29068 | .94| .17 |-25.63| .95/25.63| .95 .19

Como se puede observar, para una discretizacidn con --
16 elementos los errores obtenidos en todos los valores computa--

dos son menores del 3%, por lo que la solucidn obtenida es exce--

lente.
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_ Si resolvemos el agujero circular completo, sin hacer
uso de la simetria, los movimientos de sdlido rigido que apare---
cian en el problema interno no aparecen aquf, debido a que a la -
solucién fundamental le impusimos que los movimientos fueran cero
en el infinito. Asi, en el problema externo, lo0s movimientos se - -
obtienen referidos a estos movimientos cero en el infinito. Como
comprobacién, el valor obtenido para el movimiento Uq del punto A,
en el disco completo discretizado en 16 elementos y sin imponer -

4, que coincide =-

ninguna condicidn de contorno fue de .63609.10°
exactamente con el obtenido haciendo uso de la simetria. En este

Gl1timo caso es en el que se obtiene el movimiento de s6lido rigi-
do para el problema interno, que ya comentamos en el apartado an-.

terior.

4.4. CONTORNO REGULAR MULTIPLEMENTE CONEXO: TUBERIA A PRESION.

La solucién al problema de la Fig.4.17 viene dada por:

2
_ P ‘”g
Tpp = ;2 i Y,2 (1 - ;?0
2 1
p r? r2
Opp = L (1 +-_g)
00 = 7 2 V3 (4.7)
2 - Y‘l Y‘
o = 0

ro



p r% r . rg
u, = (1-2v) + =
r ZG(r2 - rz) rz
2 1 (4.8)
Ug = 0

Para comprobar esta solucién con la obtenida mediante
el MDD se ha discretizado un cuarto del contorno, es decir los ar
cos IJ y KL de 1a Fig. 4.17. Teniendo en cuenta que la direccion
en que definamos nuestras lineas de contorno nos indica cual es -
la parte positiva de Ta discontinuidad y cual la parte negativa -
(ver apartado 2.3.3), habremos de recorrer el arco IJ desde I has

ta J y el arco KL desde K hasta L, para estar de acuerdo con el -

sentido positivo de la direccidn tangencial que se definié dejan-
do el material a la izquierda.

Se han usado tres discretizaciones, procurando en to--
das ellas que los elementos del arco exterior y del interior ten-
gan, aproximadamente;ﬂla misma longitud. Si indicamos con dos nii-
meros separados por un guion los elementos dispuestos en el arco
interior y en el exterior las discretizaciones usadas han sido --
4-10, 8-20 y 16-40. Los resultados teb6ricos y los obtenidos con -

el MDD con ry = 10, ro = 25, p =100, v = 0.25 y G = 80.000 se --

muestran en las figuras 4.18, 4.19 y 4.20. Cabria hacer notar ---
aqui que por ser un recinto multiplemente conexo existen dos zo--
nas de resultados no fiables, que se han indicado en las figuras.
Fuera de esas zonas los resultados son aceptables, como se puede
ver en la Tabla 4. En esta se dan los valores obtenidos en los --
puntos indicados en la Fig. 4.21 siendo A y B nuevamente los pun-
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tos medios de dos segmentos cualesquiera de contorno. En éstos, -
los movimientos radial y tangencial son iguales para todos y up Y
u, para los puntos A y B representan estos movimientos. Un aste--
risco indica nuevamente un punto dentro de una zona no fiable y -
dos asteriscos puntos muy proximos a estas, donde aun pueden pre-
sentarse resultados inexactos.

Tabla 4
o u (107) | E Juy (10 oy | E | op | E Jopp(i10M)
T 44594 | - 0
4-10 |.48786 |9.4 | 1.11
! 8-20 |.46816 |5.0 | 1.18
16-40].45756 2.6 | 3.30
T 80312 | - 0
4-10 |.90560 [12.7 1.11
’ 8-20 |.85311 [6.2 | 4.65
16-40].82800 (3.1 | 9.4
T .70804 | - 0 -68.682{ - [106.82 - | O
4-10 |.75590 |6.7 | .11  |-42.05|38.8{109.78(2.8] .044
‘ 8-20 |.74099 |4.6 | .056 |-67.27] 2.2/109.70]2.7| .010
16-40].72578 (2.5 | .14  |-70.21) 2.0,109.53;2.5) .60




(continuacidn Tabla 4)

p u, (.10) 2 u2(j108) oy | E | g | E Jogpl-10M)
T 57463 | - | O -31.24] - |69.24] - | 0
4-10 | .62726 [9.1] .10 |-32.47| 3.9 [75.53]9.1] .010
Y o0 | 00093 |a.0| 11 -32.31| 3.4 |72.80/5.1] .11
16-40| .58940 |2.6| .14 |-31.79] 1.8 |71.10[2.7| .069
T 50222 | - | O ~13.48| - |51.48) - | 0
4-10 | .54994 (9.5 .034 |-13.84| 2.7 |56.65/10.| .093
" le20 | o2761 5.0] 037 |-13.73| 1.8 |58.235.3] .11
16-40| .51548 |2.6| .13 - |-13 61| .96|52.92[2.8| .12
T 46083 | - | 0 371 | - jar71) - 0
4-10 | .50689 |9.9| .11 |-.806 |78.4 |44.90|7.6] .10 *
" o0 | a0as |s.2| Los6 |23 | 8.0 |as.01ls.3| 16 x
16-40| .47332 |2.7| .047 |-3.60 | 2.9 |42.91]2.9] .073

Como se observa, en la discretizacidn 16-40 que requie

re en total 56 elementos, ohtenemos unos errores del orden del 3%

o menores. Si nos olvidamos de los puntos en zonas no fiables o -

muy proximos a ellas, la discretizacidn 8-20 proporciona una solu

cién con error maximo en el contorno del 6.2% y menores en el in-

terior del cuerpo.
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4.5. CONTORNO NO REGULAR. PLACA CUADRADA A TRACCION.

Ya hemos visto en los ejemplos precedentes que el MDD
es capaz de tratar satisfactoriamente problemas de contorno regu-
lares, simples o multiplemente conexos, con contornos finitos o -
infinitos, asi como grietas de cuerpos infinitos. Vamos ahora a -
plantear un contorno no regular como el de 1a placa cuadrada a --
traccion de la Fig. 4.22. La solucidn a este problema es :

( _
011 0
_ 4.9
{055 =P (4.9)
012 =0
\
[
_=p v
ul = ———-—2 X
) - {4.10)
- p(1-v)
L Up 7G Y

Para el cdlculo numérico con el MDD se han usado cua~--
tro discretizaciones del cuadrante superior derecho de la placa.
L.os dos lados de dicho cuadrante se han dividido en 5, 10, 20 y -
30 elementos. La discretizacidon con 5 elementos por lado se mues-
tra en la Fig. 4.23. Los puntos A y B (C y D), que se usan en la
Tabla 5 son siempre los puntos medios del primero y G1timo segmen



to del lado vertical (horizontal) de Ta parte discretizada. Se in
dican en la Fig. 4.23 para la discretizacidon con 5 elementos por
lado. De los restantes puntos internos se indican las coordenadas
en la Fig. 4.23, habiendose tomado los puntos F y H de manera que
en la discretizacidn mds grosera (la de 5 elementos por lado) que
den inmediatamente préximos, pero fuera, de la zona de resultados
no fiables. Con b = 165, v = 0.2, p = 100, G = 875000 se han obte
nido los resultados de la Tabla 5.

Como ya apuntamcs en el apartado 4.1 la presencia de -
esquinas era previsible que produjera perturbaciones debido a la
existencia de segmentos de contorno (los de las esquinas) cuyos -
puntos medios caen dentro de zonas no fiables respecto al contor-
no, es decir, a distancias del contorno menores que el ancho de -
un segmento. Este efecto puede apreciarse claramente en la Tabla
5 donde podemos observar que los valores obtenidos para los pun--
tos de contorno mds alejados de las esquinas son aceptables (pe--
quefias oscilaciones en valores muy préximos al exacto, como en el
punto A, no son graves), mientras que el error obtenido en los --
elementos inmediatos a las esquinas es considerable. Notese que la
discretizacidn de 30 elementos por semilado implica la division -
del cuadrado en 240 elementos, que es un nimero de elementos bas-
tante grande, teniendo en cuenta, ademds, que en el problema plan
teado las variables elasti:as tienen gradfentes nulos (caso de --
las tensiones) o constantes (caso de los movimientos).
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Tabla 5

(03] B Ju,(10%)] E - o1 o1
T |-.0a086 | -
D5 |-.94779 | .52
D10{-.93659 | .66
D20|-.93469 | .86
D30(-.93547 | .78
T |-.94286 | -
D5 |-1.1151 |18.3
D10|-1.0547 [11.9
D20|~1.0018 | 6.2
D30|-.97699 | 3.6
T 37714 | -
D5 .43710 |15.9
D10 42833 |13.5
D20 41777 |10.8
D30 41183 | 9.2
T 37714 | -
D5 38026 | .82
D10 .37850 | .36
D20 37789 | .19
D30 37771 | .15

2
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(continuacién Tabla 5)

3

2)

p ul(.lo uz(.lo E Tpp E 911 919
T 1-.0147321 - |.18857 - 1100. - 0. 0.
D5 |-.012894112.5 |.18792 .341100.10 .} .10 |3.14 .039
E {D10}|-.013411} 8.96|.18842 .081100.19 .19 12.29 .029
D20}-.013800| 6.3 |.18871 .07]100.23 .23 11.63 .022
D30{-.013975| 5.1 |.18878 .1 1100.226] .226/1.34 .019
T [-.75134 - |1.18857 - 1100. - g. 0.
D5 {-.67662 | 9.9 |.20862 |10.6 [112.92 |12.9 |1.03] 4.58
-F |D10|-.69697 | 7.2 |.20123 6.7 |107.80 | 7.8 [1.35] 2.96
D20}-.71376 | 5.0 |.19655 4,2 1104.96 | 4.96 | .87] 1.90
D30{-.72120 | 4.0 {.19466 3.2 103.81 3.8 .67 1.46
T {-.47143 - 1.0058928] - }100. - 0. 0.
D5 |-.40104 |14.9 |.0061618: 4.6 {105.36 | 5.36 3.2 113
G |D10}-.42626 | 9.6 |.0063709| 3.0 |103.53 | 3.53 |2.07 .074
D20|-.44292 | 6.0 {.0060116| 2.0 |102.34 | 2.34 1.31; .048
D30]-.44967 | 4.6 |.0059868] 1.6 [101.84 | 1.84 1.81} .037
T {-.47143 - 1.30054 - 1100. - 0. 0.
D5 |-.48295 | 2.4 |.30903 2.8 1101.01 | 1.01 15 91
H {D10|~.46882 .551.30602 1.8 1100.19 .19 |1.03 44
D20|-.46285 | 1.82}.30424 1.2 1100.18 .18 11.07 W42
D30|-.46166 | 2.1 |.30349 .981100.17 .17 j1.02 .39
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La perturbacidn originada por la esquina tiene un ca--
racter local y los valores obtenidos en el contorno se mantienen
en un valor préximo al exacto hasta segmentos muy cercanos a la -
esquina. Por ello los valores obtenidos en puntos internos presen
tan normalmente errores menores que el obtenido en los segmentos
de esquina. Asi, por ejemplo, para una distribucidon de 20 elemen-
tos por lado (160 elementos en total) el error miximo en el con--
torno es del 10,8%, mientras que en puntos internos, el error es
menor del 6.3%. Aunque la solucidn, en general, se aproxima a la
exacta, se observa que, comparativamente con los casos de contor-
nos regulares, los errores son bastante mayores.

4.5.1. COLOCACION EXTERNA DE LAS DISCONTINUIDADES

La idea basica del método de los Desplazamientos Dis--
continuos es aplicar en el plano infinito una serie de "generado-
res" 6 "fuentes" de desplazamientos y tensiones, que son los des-
plazamientos discontinuos. Cada uno de estos "generadores" provo-
ca en cada punto del plane infinito unas ciertas tensiones y unes
ciertos movimientos y la soiucidn de nuestro sistema de ecuacio--
nes nos da los valores de Tcs Desplazamientos Discontinuos que, -
combinados Tinealmente mediante los coeficientes de influencia, -
reproducen en un contorno Jdibujado sobre el plano infinito las --
condiciones prescritas. La solucion elemental usada cumple las --
ecuaciones bdsicas de la elasticidad (6 1o que es 1o mismo, cum--
ple 1a ecuacidn de NAVIER) y una combinacidn lineal de soluciones

elementales también la cumple, por tanto.

2
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Hasta ahora, la curva sobre la que disponian los des-
plazamientos discontinuos y aquella sobre la gque se imponian las
condiciones de contorno era la misma. Esto daba Tugar a que exis
tiera una discontinuidad de desplazamiento al estudiar la in----
fluencia de un segmento sobre st mismo. Sin embargo, no hay, a -
priori, ninguna razén para que ambas curvas coincidan. Podemos -
disponer Tlos desplazamientos discontinuos "fuentes" sobre una --
curva y ajustar sus valores para que la suma de sus efectos so--
bre una serie de puntos a 1o largo de otra curva sean los previs
tos. Obsérvese que al llevar los desplazamientos discontinuos --
fuera del contorno, éste queda simulado por una serie de puntos,
aunque estos se sigan definiendo, tradicionalmente, por los pun-
tos medios de Tos segmentos en que discretizamos el contorno. --
Por esto, entre dos puntos del contorno, Tos desplazamientos dis
continuos fuentes no "saben" si existe una esquina, un arco, o -
cualquier otra forma, como se esquematiza en la Fig. 4.24.

Esta idea se va a aplicar para intentar paliar 1a no
demasiado buena resolucidn obtenida para el caso anterior. Ya se
comprende que, en principio, hay infinitas disposiciones exterio
res de Tos desplazamientos discontinuos, sujeras sdlo a la res--
triccidn obvia de no disporerlos tan cerca del contorno que 1os
puntos de éste queden dentro de (6 muy préximos a) zonas no fia-
bles. Probemos pues la mds inmediata, que consiste en disponer -
Tas 1ineas de desplazamientos discontinuos (LDD) simplemente ---
trasladando las 1ineas de contorno (LC) paralelamente a si mis--
mas una cierta cantidad c, como se muestra en la Fig. 4.25, en -
la que s6lo se ha representado un cuarto de la situacién comple-
ta. La discretizacion usada es de 5 elementos por semilado y los
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elementos de 1a LDD y Tos puntos de la LC se corresponden como se
indica en 1a Fig. 4.25, es decir, al punto A Te corresponde el --
elemento A', al B el B', etc.... ET primer elemento de la matriz

de coeficientes de influencia serfa ahora la tensidn tangencial -
que aparece en A cuando doy un desplazamiento discontinuo tangen-
cial constante de valor unidad en el segmento A'. Esto si no usa-
mos simetria. Si la usamos a ese valor habrfa que afadirle las --
contribuciones de los tres segmentos imagenes del A', sobre el --
punto A.

La distancia ¢ se ha definido como un miltiplo del an-
cho de un segmento (c = K.b/10). Los resultados obtenidos para di
ferentes valores de K se muestran en la Tabla 6, donde D5 es la -
resolucidn normal en el contorno y K = Ki indica que los elemen--
tos de Ta LDD distan Ki veces el ancho de un segmento de contorno
de dicho contorno. Como una buena resolucidn en el contorno viene
siempre acompafiada de unos buenos valores en los puntos internos,
s6lo hemos representado en la Tabla 6 los valores de Tos puntos -
del contorno. Antes Tos puntos A y B (C y D) tenian sélo la abci-
sa (ordenada) comin al variar el nimero de elementos de discreti-
zacidn. Por ello se representaba sélo el movimiento Uy de AyBy
el movimiento Uy de C y D. Al cefiirnos ahora a la discretizacidn
con 5 elementos por semilado estos puntos tienen siempre igual ab
cisa y ordenada, que se indican en la Fig. 4.25 y por ello en la
Tabla 6 se expresan ambos movimientos.

De una forma general, puede observarse una mejora de -

los resultados, a partir de K=1, hasta K=4. Las distorsiones ori- -

ginadas cuando Tos elementos de la LDD estdn cerca del contorno -
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Tabla 6
u (103 E uy(i102)] E
T |-.94286 | - |.037714 | -
D5 |-.94779 | .52 |.042064 |11.5
k=1 |-1.2411 |31.6 |.0064556|82.9
k=2 |-.88907 | 5.7 |.046861 |24.3.
=3 |-.94609 | .34 |.037887 | .5
k=4 |-.94448 | .17 |.037676 | .1
K=5 |-.94734 | .47 |.037442 | .7
K=6 |-.94440 | .16 |.037912 | .5
k=7 |-.93442 | .89 |.037739 | .1
k=8 |-.94056 | .24 |.037743 | .1
k=0 |-.94502 | .22 |.037711 | .01
K=101-.94338 | .085|.038128 | 1.1
T |-.04286 | - |.33043 | -
DS |-1.1151 [18.3 |.41858 [23.3
=1 |-1.3802 |46.4 |.27359 |19.4
k=2 |-1.1507 |22. |.32252 | 4.98
K=3 |-.95377 | 1.1 |.33032 | 2.68
k=4 |-.93350 | 1.0 |.33604 | 1.
k=5 |-.00164 | 4.4 |.33219 | 2.13
(=6 |-.04333 | .05 |.33939 | .01
k=7 |-.95016 | .77 |.33922 | .06
k=8 |-.95034 | .79 |.33923 | .06
k=9 |-.94110 | .19 |. 33939 | .01
k=10|-.94166 | .13 |. 33874 | .2
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(continuacion

Tabla 6)

p u (100 E Ju,(L109)]  E
T |-.80857 | - [.37714 | -
D5 |-1.1494 (35.5 |.43710 |15.9
k=1 |-1.0231 |20.6 |.33071 |12.3
=2 {-.99949 (17.8 |.35498 | 5.9
k=3 |-.83096 | 2.1 |.37011 | 1.9
K=4 |-.82644 | 2.6 |.37501 | .56
R e -.77423 | 8.8 |.37310 | 1.1
K=6 |-.85106 | .29|.37736 | .06
k=7 |-.84496 | .43|.37687 | .07
k=8 |-.84054 | .95|.37723 | .02
k=9 |-.85025 | = .20|.37710 | .01
k=10|-.84212 | .75|.37657 | .15
T |-.004285| - |.37714 | -
D5 |-.11773 |24.9 |.38026 | .82
k=1 |-.16580 |75.8 |.36063 | 4.4
K=2 |-.028257|70. |.38044 | .9
K=3 |-.08904C| 5.6 |.37733 | .05
k=4 |-.002493] 1.9 |.37727. | .03
Y ks [-0o1008] 3.2 [ar7se | 12
k=6 |-.094667| .4 |.37712 | .01
k=7 |-.087127] 7.6 |.37794 | .21
k=8 |-.079539(15.6 |.37712 | .0l
k=9 |-.094853| .6 |.37708 | .02
K=10|-.089265| 5.3 |.37719 | .01
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se aprecian claramente en Tos valores para K=1, para K=2, y para
algunos valores de K=3. A la vista de estos resultados cabe dedu
cir que, para puntos que estén directamente sobre las lineas nor
males a un segmento que pasan por sus extremos, la zona de resul
tados no fiables debe ser ampliada, debido, posiblemente al efec
to de las singularidades existentes en la linea de las disconti-
nuidades (ver Fig.2.19).

En las Figs. 4.26 y 4.27 se representan: el desplaza-
miento vertical del lado horizontal del cuadrante y el desplaza-
miento horizontal del lado vertical. Los puntos usados son los -
puntos medios de los segmentos usados en la discretizacién con 5
elementos.

A partir de K=4 se observan, en 1a Tabla 6 oscilacio-
nes no uniformes que pueden deberse a estar peor condicionada la
matriz de coeficientes de influencia. Esto se puede comprobar es
tudiando el determinante de dicha matriz. Este determinante vale
1x1037 ¢

dor con el que se trabaja) cuando K varia desde 1 hasta 4. Para
31

que es el mayor nimero real que puede manejar el computa

K=5, su valor baja a.6x10
valor -.28x107° para K=10.

y continua descendiendo, siendo su -

Habrfa que hacer notar que, junto a Tas ventajas de -
disponer los desplazamientos discontinuos en una curva externa -
al contorno (las esquinas del contorno se tratan como puntos ---
cualquiera y desaparece la restriccidn de cdlculo de valores en
puntos muy prdximos al contorno) esta variante presenta princi--

2
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palmente, un inconveniente. Cuando la LDD coincidfa con la LC -~
(ver Fig. 4.25) los elementos diagonales de cada fila de la ma--
triz de coeficientes de influencia eran los mayores de la fila.-
Esto, como es sabido, es una condicidn indicativa de cuan buena
va a ser la resolucidn de un sistema de ecuaciones. Cuando la --
LDD es diferente de la LC encontramos que el elemento diagonal -
no es el mayor de la fila y en esta existen, en general, bastan-
tes elementos de valor mayor al diagonal. La matriz estd peor --
condicionada y este hecho habrd de ser tenido en cuenta. Por ---
ello el programa de computador usado resuelve el sistema en do--
ble precisién y tiene una posibilidad de introducir pivotamiento
aunque éste no se ha usado aqui.

v Aungue la resolucidn obtenida, por ejemplo, para K=4
es mucho mejor que la obtenida con la LDD coincidente con la LC,
cabe preguntarse si al disponer Ta LDD paralelamente a la LC no
estamos manteniendo 1a situacidn que provoca mds perturbaciones,
es decir, una serie de puntos de contorno directamente situados
sobre lineas que pasan por los segmentos de la LDD y son norma--
les a estos (en este caso ver Fig. 4.25 1fneas DCm y ABn). Para
verificar esto se tomd uno de los casos de la Tabla 6 (K=7) y se
resolvié el problema ampliando la LDD de manera que sus extremos
no coincidieran en las Tincas de contorno, como se muestra en la
Fig. 4.28. La distancia d de ampliacidn se define como un mdlti-
plo del ancho de un segmento de contorno (d = M.b/10). En la Ta-
bla 7 se muestran los resultados obtenidos para diversos valores
de M. Para el {ltimo valor representado (M=7) la LDD se cierra,
formado un cuadrado que abarca el contorno en estudio. La fila ~
M=0 representa los valores sin amp1iaciéﬁ, es decir, los valores
para K=7 en la Tabla 6.
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Tabla 7
u, (103 E Juy(.10%)] E
T |-.94286 | - |.037714 | -
M=0|-.93442 | .89 |.037739 | .07
M=1|-.94269 | .018].037755 | .11
M=2|-.94292 | .006/.037713 | .003
M=3|-.94285 | .001|.037715 | .003
M=4|-.94285 | .001|.037714 |O.
M=5| -.94286 .037714 0.
M=6|-.94284 | .002|.037714 |0.
M=7|-.94289 | .003|.037714 |0.
T |-.94286 | - |.33943
M=0|-.95016 | .77 |.33922 | .062
M=1|-.94258 | .03 |.33963 | .059
Me2|-.94277 | .009].33943 0.
M=3|-.94284 | .002].33943 |0.
M=4|-.94286 133943 |0.
M=5| . 94286 .33943 |0,
M=6|-.94284 | .002].33943 |0.
M=7|-.94284 | .002|.33943 |0,




(Continuacidn Tabla 7)

u (L10%)] u,(.10%)] E
T |-.84857 | - |.37714 | -
M=0|-.24496 | .43 |.37687 | .07
M=1|-.84917 | .07 |.37718 | .01
M=2|-.84847 | .01 |.37715 | .003

C |M=3|-.24856 | .001|.37715 | .003
M=4|-.84858 | .001|.37714 |0.
M=5|-.84857 |0. |.37714 |O.
M=6|-.84856 | .001|.37714 |0.
M=7|-.84852 | .006|.37714 |0. .
T |-.094286| - |.37714
M=0|-.097127{7.6 |.37794 | .21
M=1|-.C94231| .06 |.37714 |O.
M=2|-.094312| .03 |.37714 |0.

D |M=3|-.094276| .01 |.37714 |0.
M=4|-.034286]0. .37714 |0.
M=5|-.094286(0. |.37714 |0.
M=6|-.094303] .02 |.37714 |O.
M=7|-.094280{ .006{.37714 |O.
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Como vemos, las mejoras de Tla solucidon ' son drdsti--
cas, incluso para ampliaciones pequefias de la LDD. ET valor --
del determinante, que era .21x1012

22

para M=0 crece hasta ——

.~38x10
valores obtenidos son excelentes para cualquier valor de M, -~

para M=4, descendiendo hasta —.1x1018 para M=7. Los

aunque, por supuesto, los valores cero del error no son exac--
tos y se refieren sé6lo a las cifras significativas que se han
manejado.

Los valores obtenidos en los puntos internos E, F, -
G y H, (ver Fig. 4.23) se muestran en la Tabla 8, para K=7, ¥y
con dos valores M. Se puede apreciar claramente en los valores
de 011 Y O1p la efectividad de la disposicidon adoptada.

Tabla 8
Opo 011(.10")]0,(.10°)

T |100. . 0. 0.

E [M=0] 99.7022] .008|8544. 794.
M=5/100. 0. 1.52 .97
T |00, |- 0. 0.

F M=0] 99.9326] .07 |2588. 683.
M=5/100.  |o0. .90 19
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(Continuacidn Tabla 8)

T {100. - 0. 0.

G |M=0] 99.957| .04| 7958. 3730.

M=5/100.  |0. 3.43 2.96

T 1100. - 0. 0.

H [M=0| 99.918} .08| 4394. 1855.

M=51100. 0. 1.14 1.14

La mejora introducida en los resultados se puede ---
apreciar en forma general si representamos para varios valores
de K, los resultados obternidos en el caso en que la LDD forma
un cuadrado, es decir, para M=K. Estos resultados se represen-
tan, para los puntos del contorno, en la tabla 9, donde KM in-
dica los valores de K y M.

Comparando esta tabla con la Tabla 6, que fue cons--
truida sin ampliacidn (o sea, con M=0) se observa la sensible
mejora de los resultados. Los enormes errores para KM=1 son de
bidos a que al ampliar la LDD hasta formar un cuadrado hay pun
tos del contorno que distan de los segmentos de 1a LDD menos -
del ancho de éstos.

26
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Tabla 9
u (100 u(.109)| E
T -.94286 - |.037714 -
D5 |-.94779 .52 |.042064 | 11.5
KM=1 |-.96573 | 139. |.16537 | 56.
KM=2 |-.93123 1.23 |.038840 | 3.
KM=3 |-.94222 .07 |.037775 .16
KM=4 |-.94275 .01 |.037724 .03
KM=5 | -.94270 .02 |.037724 .03
KM=6 |-.94286 0. |.037713 .003
KM=7 |-.94289 .003].037714 | o.
KM=8 |-.94278 .008|.037714 | o.
KM=9 |-.94285 .001|.037714 | .o0.
KM=10|-.94287 .001].037715 .003
T -.94286 - 1.33943 -
p5 |-1.1151 | 18.3 |.41858 | 23.3
k=1 |-16.310 |1630. |2.5439 [650.
KM=2 |{-1.0613 | 12.5 |.35915 5.9
KM=3 |-.94930 168 |.34053 .32
KM=4 |-.94399 .12 |.33962 .06
KM=5 |-.94384 .10 |.33961 .05
KM=6 |-.94282 .004|.33942 .003
KM=7 |-.94284 .002|.33943 0.
KM=8 |-.94291 .005/ .33949 .02
KM=9 |-.94285 .001|.33943 0.
KM=10{ -.94286 0. |.33943 0.




(Continuacién Tabla 9)
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n(10) £ ju,(100)] €
T -.84857 - ].337714 | -
D5 |-1.1494 | 35.5 |.43710 | 15.9
KM=1 |-24.367 |2770. 1.7562 |366.
KM=2 |-1.0446 | 23.1 |[.38913 3.2
KM=3 |-.85943 1.3 |.37780 A7
KM=4 |-.85052 | .23 |.37726 .03
KM=5 |-.85036 .21 |.37724 .03
‘ KM=6 |-.84848 .01 |.37714 0.
KM=7 |-.84852 .01 |.37714 0.
KM=8 |-.84863 .01 |[.37713 .003
KM=9 |-.84857 0. |.37714 0.
KM=10|-.84858 .001.37714 0.
T -.094286 - |.37714 -
D5 |-.11773 | 24.9 |.38026 .82
KM=1 |-1.4151 | 50. .24273 | 35.6
KM=2 |-.10532 | 11.7 |.37601 .3
KM=3 |-.094834 .63 |.37708 .02
KM=4 | .. 094386 11 1.37713 .003
5 |15 |-.00a352) .07 |.37713 .003
KM=6 |-.094290 .004|.37714 0.
KM=7 |-.094280 .006{.37714 0.
KM=8 |_.094425 .15 |.37716 .005
KM=9 | .. 094283 .003{.37714 0.
|KM=10| - 094303 .02 |.37714 | o.




Como Gl1tima disposicidn de 1a LDD vamos ahora a pro-
bar una circunferencia que abarque nuestra placa cuadrada. Es-
ta disposicién se muestra en la Fig. 4.29 y se adoptdé pensando
en que con ella se evitaria el efecto distorsionante causado -
al estar puntos del contorno sobre lineas normales por los ex-
tremos de Tos elementos de la LDD. La distancia e se definid -

nuevamente como un miltiplo del ancho de un segmento de contor

no (e = L.b/10). Se comenzé dando a L el valor 3 porque para
L=3 la distancia entre los puntos medios de los segmentos B' y
C', y Tos puntos B y C era igual a 1'006 veces el ancho de un
~segmento de Ta LDD. Los resultados obtenidos para los movimien
tos del contorno se muestran en la Tabla 10 y los obtenidos --
para los puntos internos F y H {ver Fig. 4.23) en la Tabla 11.
Los errores obtenidos en los puntos E y G son del mismo orden
que los de los puntos F y H. D5 vuelve a indicar la discretiza
cidn normal, con la LDD y la LC coincidentes. '
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Tabla 10

(100 B fu(10P)] E
T |-.94286 | - |.037714
D5 |-.94779 | .52 |.082664 |11.5
L=3 1-.93937 | .37 |.038062 | .92
L=4 |-.94283 | .003|.037719 | .0l
L=5 |-.94286 | 0. |.037714 | oO.
L=6 |-.94286 | 0. |.037715 | .002
L=7 |-.94286 | 0. |.037715 | .002
L=8 |-.94286 | 0. |.037715 | .002
L=9 |-.94286 | 0. |.037715 | o.
L=10|-.94287 | .001|.037714 | o.
T |-.94286 | - |.33943
D5 |-1.1151 |18.3 |.41858 |23.3
L=3 |-.96564 | 2.4 |.34487 | 1.6
L=4 |-.94303 | .02 |.33947 | .01
L=5 |-.94283 | .003{.33942 | .002
L=6 |-.94267 | .001|.33943 | o.
L=7 |-.94285 | .001].33043 | 0
L=8 |-.94286 | 0. |.33943 | 0.
L=9 |-.94289 | .003|.33943 | 0.
L=10|-.94286 | 0. |.33943 | o0.
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(Continuacién Tabla 10)

u (100 B Jup(i10?)] E

AT -.84857 - .37714 -

D5 |-1.1494 |35.5 |.43710 |15.9

L=3 |-.88570 | 4.3 |.38117 1.1

L=4 |-.84879 .03 1.37718 .01
c L=5 |-.84852 .006].37714 0.
L=6 |-.84859 .002}.37714 0.
L=7 |-.84857 | 0. .37714 0.
L=8 |-.84857 | 0. .37714 0.
L=9 |-.84859 .0021.37714 0.
L=10]-.84856 .001}.37714 0.
T -.094286] - .37714 -
D5 [-.11773 |24.9 |.38026 .82
L=3 |-.096949] 2.82 |.37696 .05

L=4 1-.094311} .03 |.37714

L=5 1-.0942821 .004|.37714

L=6 |-.094288| .002|.37714

L=7 1-.094284| .002|.37714

L=8 1-.094285| .001!.37714

L=9 |-.094276/ .01 |.37714

o o o o o o o

L=101-.094284| .002|.37714




Tabla 11

u (107)] B Ju,(.109)] E - £ fo (10 [op,( 10%)
T |-.75134 | - |.18857 | - |100. - 0. 0.
D5 |-.67662 |9.9 |.20862 |10.6 |111.92 |12.9  |10300.  |45800.
L=3 |-.74889 | .33 |.18990 | .7 [100.76 | .76 | 1423 2802.
L=4 |-.75131 | .003|.18859 | .01/100.008 | .008 | 14.36 | 25.36
L=5 |-.75134 |0. |.18857 | 0. | 99.9996| .0004|  -.42 1.56
L=6 |-.75134 |0. |.18857 | 0. |100. 0. 43 .53
L=7 |-.75134 |0. |.18857 | 0. |100. 0. 31 11
L=8 |-.75134 |0. |.18857 | 0. |100. 0. 15 -.019
L=9 |-.75136 | .002|.18857 | 0. | 99.9996| .0004| -1.22 | -1.16
L=10|-.75135 | .002|.18857 | 0. | 99.9998| .0002 .26 .17
T |-.47143 | - |.30054 | - |100. - 0. 0.
D5 |-.48205 |2.4 |.30903 | 2.8 |101.01 | 1.01 | 1500. | 9100.
L=3 |-.47860 |1.5 |.30082 | .09| 99.922 | .07 |-3249 1172.
L=4 |-.47148 | .01 |.30064 | 0. | 99.9996| .0004| -19.3 1.90
L=5 |-.47142 | .002|.30054 | 0. |100. 0. 5.38 2.47
L=6 |-.47143 0. |.30054 | 0. |100. 0. -1.85 .87
L=7 |-.47143 |0.  |.30054 | 0. |100. 0. .80 .49
L=8 |-.47143 |0. |.30054 | 0. |100. 0. -.42 -.038
L=9 |-.47143 [0. |.30054 | 0. | 99.9995| .0001| -4.5 1.1
L=10|-.47143 0. |.30054 | 0. |100. 0. -1 038
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Vemos que los resultados obtenidos son muy aproxima-
dos a los exactos. Ya con L=3 los errores son mucho menores --
que con la discretizacion normal, habiéndose evitado el efecto
esquina.

Como conclusiones generales podriamos decir que el -

método de colocacidn exterjor debe dar buenos resultados si --

evitamos que haya puntos del contorno sobre las 1ineas norma--
Tes a los elementos de la LDD que pasan por sus extremos y si
disponemos estos elementos exteriores a una distancia sufi----
ciente. Si Tlamamos R al cociente entre la distancia desde un
punto de contorno al punto medio de su segmento exterior co---
rrespondiente y el ancho de dicho segmento exterior, un valor
orientativo puede ser tomar R > 2, a la vista de los resulta--
dos obtenidos.

Por G1timo digamos que existe alguna bibliografia so
bre colocacidn exterior de elementos en el método de ecuacio--
nes integrales de contorno con formulacién indirecta (ver ap.
2.1.1.1.1. ). En ( 31) existe un ejemplo de aplicacién a la -
Teoria del Potencial y en (32 ) se plantea el problema eldsti-
co y se investiga sobre la capacidad de resolucién del método
en sus dos vertientes: cuando la curva de contorno coincide --
con aquella en que se aplican las fuerzas unidad y cuando son
distintas.
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4.6. CONTORNOS NO REGULARES MULTIPLEMENTE CONEXOS. TENSIONES
EN EL INFINITO.

4.6.1. PLACA CUADRADA TRACCIONADA CON ORIFICIO CIRCULAR.

Nos planteamos ahora el caso de 1a Fig. 4.30, en el -
que una placa cuadrada de lado L con un orificio circular de --
didmetro D = 2R se somete a una traccidn p.

La solucidn tedrica que se le da a este problema en -
Tos textos cldsicos de Elasticidad [ver, vg, (33)] estd basada
en que el didmetro del agujero es lo bastante pequefio como para
que en el contorno de la placa su influencia sea despreciable.
Con esta suposicidn se puede suponer el problema de la Figura -
4.30 es equivalente al de la Fig. 4.31, en la que un orificio -
practicado en una placa infinita estd sometido a una traccién -
en el infinito. Este problema s7 tiene solucidn exacta y el mé-
todo que vamos a seguir va a ser calcular mediante el MDD: a) -
la solucidn supuesta.la placa infinita, segln 1o dicho en el --
apartado 2.3.4.3. Esta solucidn se comparard con la exacta; -
b) T1a solucidn de Ta placa finita con el orificio, que serd com
parada con la solucidén a) y con otro método numérico.

Para el problema de la Fig. 4.31 las tensiones sobre
la 1inea Xo = 0 valen

011:”3‘3”5’2‘(1'8';) |
2r r
Opp = 5 (2 3;4 3 Bﬁ) L (4.11)
r r :
0y = 0




En el problema infinito se ha discretizado un cuarto
de circulo en 54 elementos, haciendo uso nuevamente de la sime
tria. En el problema finito, ademds, los dos semilados del cua
drante positivo de la placa se han discretizado en 5 elementos
cada uno. Dicho problema finito se ha resuelto a) en forma con
vencional, disponiendo los desplazamientos discontinuos sobre
el contorno del cuarto de circulo y del cuarto de placa; y b)

L

manteniendo los desplazamientos discontinuos sobre el cuarto
de circulo y disponiendo los correspondientes a los lados de

la placa, exteriores a ésta. Estos desplazamientos disconti--

nuos exteriores se han dispuesto segln un cuarto de circulo,

‘como se indica en la Fig. 4.32. En ella, DD indica desplaza--
mientos discontinuos y PC puntos de contorno.

¥

Los resultados obtenidos, con R = 8.25, L = 8.5 y

t

p = 100 se muestran en las figuras Fig. 4.33 y Fig. 4.34. En

1

ambas observamos una absoluta concordancia entre la solucidn
tebrica para el problema infinito y los resultados numéricos -
obtenidos con el MDD (o) para dicho problema. Debido a esto no
hemos construido tabla de valores en este caso.

La solucién obtenida manteniendo los desplazamientos
discontinuos sobre la plata (+) estd distorsionada por el efec
to esquina ya mencionado, mientras que la solucidn (.) obteni-
da colocando los desplazamientos exteriores (Fig. 4.32) mues--
tra la evolucidn correctu. En efecto, en el problema infinito,
gy1 tiende asintoticamente a cero, pero cuando tratamos el pro

blema de la placa finita 911 tiene que tender a cero, no en el

infinito, sino en el borde de 1a placa. La curva obtenida se -
ajusta a esta idea de forma evidente. No obstante, para con---
trastar en alglin modo Tos valores calculados se resolvid el --



mismo problema usando el programa SERBA, basado en la técnica
descrita en el apartado 2.1.1.1.2., referente a formulacion di
recta del método de ecuaciones integrales de contorno. Este --
programa usa variaciones lineales sobre los elementos y se en-
cuentra en la referencia bibliogrdfica (10). Los resultados ob
tenidos (x) estdn en evidente concordancia con los obtenidos -
mediante el MDD con desplazamientos discontinuos exteriores -
(.). Se hace notar nuevamente como la colocacidén exterior evi-
ta las perturbaciones originadas por las esquinas, proporcio--
nando resultados aceptables.

Andlogas consideraciones cabria hacer sobre la Fig.
4.34, que refleja la evolucidn de Tpo- Es curioso, en esta, el

descenso por debajo del valor de Ta traccidn aplicada, cuando
nos acercamos al borde de la placa, efecto éste que se ha obte
nido tanto con la resclucidn con el MDD como con la del progra
ma SERBA.

4.6.2. PLACA CUADRADA TRACCIONADA CON GRIETA CENTRADA.

Por G1timo, como ejemplo de recintos no regulares --
multiplemente conexos, se resolvié el problema de la Fig. -~
4.35. No existen indicaciones tedricas sobre cémo la distribu-
cion de tensiones y movimientos que se obtienen cn el corres--
pondiente problema infinito (Fig. 4.36)) se ve afectada por la
presencia de los Timites del problema finito (Fig. 4.35). Por
ello para estimar la bondad de los resultados obtenidos vamos
a calcular el "coeficiente de concentracidn de tensiones" para
ambos problemas. Dicho coeficiente, denominado kI, se puede cal
cular por las férmulas,(34) :



=~
il

Tim {V2nr . czz(r,6=0)} ' (4.12)
r>0

0 bien

k= oy 1im VZITT . uy(r,6<180))  (4.13)

0

en las que las coordenadas r y 6 son las indicadas en la Figu-
ra 4.36. ‘

Para el problema infinito existe solucidn tedrica, -
que es

- kyg = p /b (4f14)

Para el probleme finito, se dan valores de kI en ---
(35). Estos valores se suelen disponer como una grdfica que -~-
proporciona kI/kIO en funcién de la relacidn 2b/L. Asi pues, -

las soluciones de los problemas infinito y finito son :

Para el problema infinito R = — = 1 (4.15)
10
K

Para el problema finito R=—=1"1 (4.16)
10

La manera de usar las formulas (4.12) y (4.13) va a
ser representar griaficamente, en funcidn de r, Tos valores --
Tpo yroy uz//F. Ajustando una linea recta a estos valores y ex



trapolando para r -~ 0 obtendremos un valor V. En funcién de es
te obtendremos el valor R = kI/kIO'

La discretizacidn usada en el MDD ha sido de 54 ele-
mentos para la semigrieta, en el problema infinito. En el pro-
blema finito se ha discretizado igualmente la grieta en 54 ele
mentos y se ha hecho uso nuevamente de la colocacidn exterior
de las discontinuidades. Estas se han dispuesto en circulo, en
la misma disposicion indicada en 1a Fig. 4.32. Los valores de
constantes usadas son b = 22.275, | = 165,, p = 100, v = 0.2,
G = 875000.

Los vajlores obtenidos de T Y/r sobre la linea x2=0

(o sea, para 6 = 0) se muestran en la Fig. 4.37. Se observa en
ella que los puntos obtenidos estdn sensiblemente en linea rec
ta, a excepcidn de los puntos muy proximos al extremo de la --
grieta. E1 primer punto representado estd muy proximo a lo que
hemos venido denominando zona no fiable (el ancho de un elemen
to es .4125) y en cualquier forma el gradiente de Upo €S MUY -

alto en esa zona, 1o que provoca siempre errores. Ademds, como
ya dijimos en el apartado 4.1 esos puntos estdn mas influencia
dos por Tlos desplazamientos discontinuos prdximos al extremo -
de Ta grieta, que son los que presentan més error.

Una extrapolacion grafica nos 1leva a los siguientes
resultados:

~ Problema infinito :

V= 1im o,, /r = 340.25
22
>0



K1

R:
k1o

Vo2
= 5§ 1.0195

siendo el valor tedrico R = 1.

~ Problema finito :

V = 390

=
}!

1.1686

siendo el valor tedrico R = 1.1,

Los valores obtenidos de u2//F sobre Xo = 0 (o sea,

para 6 = 180°) se muestran en la Fig. 4.38. Por ser el gradien
te de desplazamientos mas alto en las proximidades del extremo
de la grieta los valores obtenidos presentan mayores errores -
en esa zona. Fuera de ella volvemos a encontrar que los puhtos
se disponen sensiblemente en linea recta. Volviendo a extrapo-
lar grdaficamente obtenemos

-~ Problema infinito

u
V= 1im -2 = 2.5 1072
Yo vr
K
R=ot= GV = 1.024

Kio  (1-v)p /7B



- Problema finito :

V=705 . 107°

=
i

1.155

Mencionemos, por Gltimo, que, con el fin de apreciar
Ja influencia de la discretizacidn usada, se resolvid el pro--
blema infinito usando una discretizacién mas fina en la zona -
de mayor gradiente de desplazamiento. Para ello la semigrieta
se dividié en cinco partes iguales, disponiendose sobre cada -
una de ellas, 4, 6, 8, 11 y 25 elementos, respectivamente. A -
la vista de los resultados se observé que a) los movimientos
eran mas exactos en zonas mds prdéximas al extremo y al repre--
“sentarlos se disponfan segiin una recta para un valor de r me--
nor que el obtenido en la Fig. 4.38. La recta era, no obstante
exactamente Ta misma; b) las tensiones usadas para representar
los puntos de la Fig. 4.37 diferian en el primer punto repre--
sentado, esta diferencia era minima para el segundo punto y a
partir del tercero la coincidencia era total.

Cabe concluir que un nimero suficiente de elementos
proporciona una solucidn correcta en puntos donde el gradiente
de las variables eldsticas no sea excesivo, y que un mayody re-
finamiento de la discretizacién usada mejora los resultades sd
To en las zonas mejor discretizadas, no alterando prdcticamen-
te Tos valores obtenidos en zonas de bajo gradiente.
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Fig. 4.9 - Disco comprimido
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Fig. 4.13 - Cavidad circular a presion
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Fig. 4.17 - Tubéria a presion
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y DESARROLLO FUTURO
5.1. CONCLUSIONES

Se ha puesto de manifiesto, mediante la formulacidn débil
de Tos problemas eldsticos. el soporte rigurosamente matemdtico de -
los métodos de contorno, y cdmo estos pueden ser derivados a partir
de las formulas de GREEN. Para el caso eldstico, esto equivale a la
integracidn por partes, dos veces, de las ecuaciones de campo ponde-
radas con unas funciones wi’ 1o que nos Tleva al segundo teorema de

reciprocidad, o de BETTI, que es la base de las formulaciones direc-
tas de los métodos de contorno. Una eleccidn adecuada de las funcio-

nes ¥, simplifica el planteamiento y conduce a los distintos métodos
de contorno.

Se ha proporcionado una interpretacidon intuyitiva de los -
métodos indirectos de contorno, haciendo una descripcion heuristica
de la formulacidn indirecta del método de las ecuaciones integrales
de contorno (BIEM), e indicando las analogias con la formulacidn di-
recta de dicho método, que ha cobrado un considerable auge en los Gl
timos afos.

Se ha implementado, y extendido Tas posibi]idddes‘de apli
cacion de otro métoda indirecto de contorno, el Matodo d2 los Despla
zamientos Discontinuos, haciendo especial hincapié en la deduccidn -
de 1a solucién elemental que es la base del método. E1 cdlculo de --
los valores medios de las tensiones en cada elemento se realiza supo
niendo que el valor en el punto central de estos es representativo -
del valor medio, lo que evita cualquier proceso de integraciéh y no
introduce unos errores considerables. Esto ahorra el costoso tiempo



de integracidn necesario en las formulaciones cldsicas del método di-
recto de ecuaciones integrales de contorno.

Adicionalmente, el hecho de presentar la solucidn elemen--
tal una discontinuidad finita en movimiento (no una singularidad) so-
bre el segmento en que estd aplicada, evita el cdlculo de los valores
principales de las integrales singulares del BIEM. Ademds dicho cardc
ter discontinuo facilita el tratamiento de problemas que involucren -
grietas, problemas de dificil simulacidn por otros métodos numéricos.

Se han resuelto, mediante el método de los desplazamientos
discontinuos, una amplia variedad de problemas eldsticos estaticos pla
nos. A la vista de los resultados obtenidos cabe decir: a) que en con-
tornos formados por superficies regulares el MDD proporciona unos re--
sultados muy precisos, ya sean recintos simples o multiplemente cone--
x0s o problemas que involucren contornos o tensiones en el infinito. -
En puntos internos (no pertenecientes al contorno) los.resultados son A
igualmente buenos en cualquier punto que esté fuera de las zonas no --
fiables. Estas se pueden definir como el conjunto de puntos que estdn
a una distancia del contorno menor o igual que el ancho de un elemento
de contorno; b) que en contornos formados por superficies no regula--
res se produce una perturbacidn de la solucidn originada en las esqui-
nas. En estas se da la circunstancia de que los puntos medios de los -
segmentos que la forman quedan dentro de la zona no fiable, y esto pro
duce serias distorsiones en la solucién. En un caso tan elemental como
la placa cuadrada a traccidon los errores obtenidos son considerables.

En relacidn con lo dicho mds arriba, se ha comprobado que
una variante del método, consistente en colocar los desplazamientos --
discontinuos fuera del contorno real, evita las perturbaciones debidas
a las esquinas y consigue obtener resultados sensiblemente mejores. So
bre el ejemplo de la placa cuadrada a traccidn se han probado diversas



disposiciones exteriores de los desplazamientos discontinuos comprobdn
dose que los resultados obtenidos eran aceptables siempre que no exis-
tiesen puntos de contorno sobre las 1ineas normales a los segmentos ex
teriores que pasan por sus extremos. Esta idea se ha comprobado con --
disposiciones exteriores en 1inea recta y en arco de circunferencia, -
obteniéndose excelentes resultados, tanto para los movimientos del con
torno como para los valores computados en puntos internos. Resultados
jgualmente aceptables se han obtenido para los problemas de la placa -
con orificio circular y de 1a placa con grieta interna. ‘

E1 método de colocacibn exterior de los desplazamientos --
discontinuos tiene las ventajas de evitar el efecto esquina y de supri
mir las zonas no fiables (al no estar los desplazamientos discontinuos
en el contorno) pero da Tugar a una matriz mal condicionada a efectos
de 1a resolucidn del sistema de ecuaciones. Por esto, se han realizado
todas las operaciones de resolucibn del sistema en precisién doble. --
Asimismo se incluye la posibilidad de introducir pivotamiento en dicha
resolucion.

Se ha realizado un programa FORTRAN de gran flexibilidad -
en cuanto a Ta definicién de contornos, en el que se resuelven simultd
neamente el problema interno y el cxterno, poniéndose de manifiesto f1
sicamente el proceso seguido por el método numérico. Cabe hacer notar
que, en el caso de existir simetrfa en el problema en estudio, la mane
ra en que ésta se ha incorporado evita la necesidad de discretizar las
rectas que resultan de los cortes de los ejes de simetria con el recin
to, disminuyendo asi el nimero de elementos necesarios para la discre-
tizacion,



5.2. DESARROLLO FUTURO

E1 desarrollo futuro de este trabajo puede contemplarse --
desde diferentes aspectos. En primer Tugar aparece la necesidad de po-
ner a punto métodos mds potentes y rdpidos de resolucidn de sistemas -
de ecuaciones con matrices llenas y no simétricas, que son las que apa
recen en el planteamiento del Método de los Desplazamientos Disconti--
nuos. Dada la necesidad actual de almacenar la matriz en disco, un mé-
todo aplicado a esta situacidn concreta (como resolucidn por blogues)
ahorraria un considerable tiempo de ordenador en esta etapa, que es, -
con mucho, la que absorbe la mayor parte del tiempo total de resolu---
cion de un problema.

Aunque mediante la colocacidn exterior de las discontinui-
dades se ha evitado este efecto, queda abierta la investigacidn en or-
den a eliminar la imprecisidn que aparece en los resultados obtenidos
en puntos proximos al contorno con el consiguiente ahorro de compleji-
dad en el programa, en los datos, y en el tiempo de formacidn de la ma
triz de coeficientes de influencia.

Existe la posibilidad de ampliar el método de manera que -
sea capaz de tratar materiales de comportamiento no lineal (pldstico,
viscoeldsticos...), asi como la existencia de anisotropfas en el mate-
rial.-. '

\<

Como campo inmediato de aplicacidn del MDD cabe mencionar
Ta resolucidn de problemas de cavidades en el semiespacio infinito, --
problemas de evidente interés en mecanica del suelo. Para resolver es-
te tipo de problemas s6lo es necesario calcular la solucidn fundamen--
tal para el semiespacio infinito, y esto se hace con facilidad median-
te el método de las imdgenes.
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En el dominio de la elasticidad tridimensional, este traba
jo queda abierto a la busqueda de la solucidén fundamental en tres di--
mensiones, que permitiria el planteamiento general del método. Para el
semiespacio infinito tridimensional es conocida la solucién fundamen--
tal para un desplazamiento discontinuo sobre un &rea rectangular y pue
de ser usada para generar los coeficientes de influencia adecuados pa-
ra problemas tridimensionales en el semiespacio infinito. Sin embargo,
dada la dificultad de aproximar un contorno curvo mediante dreas rec--
tangulares parece preferible desarrollar una solucidn eldstica andloga
sobre un cuadrildtero genérico y usarla como solucién fundamental.
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¢
{

-

¢1 FIR4-L

62 C
¢7 ¢ PROGRAMA PRRA EL CHLCULO DE PROBLEMAS ELASTICOS ESTRATICOS FLRNCS SIN
64 € FUERZAS LE HASA, POR EL METOLD DE LOS DESFLAZAMIERTOS DISCOMTINUDS.
05 6
05 PROGRAIT MDD
67 €
e C PRoaaeun PRINCIPAL RESIDENTE EN MEMORIA.
¢2 C
e DINEHSION IS1(3)
11 CONMDN IP(S230)
1z DHTH IS1/2ZHLE, 2HER, 1HD/
14 -0 LLGHADK AL SEGHENTD LEERD.
15 G 4
16 Call EXEC(8.,IS1)
17 EHD

HO ERRORG#¥ PROGRAN = 00021 COMMON = 035E3¢



PRGE 0001 FTR4 COMPILER: HP24177 (SEPT. 1974)

'
418 - - FROGRAM LEERD(S) )
n1e ¢ i
a2¢ 0 SEGMENTOD BE LECTURA DE DATDS. :
221 C o
a2z CIHENSION HCDMC(EGY, IS2C(3 ), NAMECZ)Y, ISIZEC2)
323 CONNKON IH,IO N,DTC(6E43, DHCE4S,BTCH4), QN(E4 ), HLINI,
824 INT, IFPIV, IDCB{ 4624, XLONCEE), (64, Y( 642, GLFACE4), KODL 64, XNU, G
a2s 2, §W, KDCEBS,NLA, NSACE >, KODACB ) KPACE >, YPACE ), XFR(E I YFACED,
a2k 3 ’:J‘HIYSINJTII:TZZ)TIZ
B GaTa IS2/2HHA,2HCH, 1HAZ  NAME/2HF T, 2HHD,2HD /., NBDCE/36/7, 107137
s28 6
%22 § LECTURA Y ESCRITURS OE ogros DE DEFINICION DEL PROELENA.
B C
B RERDCS, ¥ 3IN, 10
GF2 EC REMDCIN, 1HCON
0371 anqprcaogzp
934 FEADCIH, *)HT, IPIVY,NLINC,HLINI.XNU,G.NLA,XSIN,YSIK,T11.,T722,T12
933 RZ'E(iD:a)NCOM NLINC,HLINT,NLA, YNU G,RT,IPIVY.T11.T22,Ti12
DRE = FORMATCIHI, 1X.,. 6027/ HUMERD DE LINERS GUE DEFINEN EL CONTORNO
037 1 127" MUKWERD DE LINEARS RUE DEFIREN PUNTOS INTERHGS *12/
338 2 * NUMERD DE LINEAS SOBRE LAS GUE SE DISPONEN DIGCONTI®
23 G 3 "NUIDADES EXTERIGRES "12/* MODULO DE FOISSON "F4.2/
XL 4 * HMODULD DE ELASTICIDAD TRANSYERSAKRL "Fl6¢.¢/" TOLERANCIAT
BEY 5 * EK LA PESOLUCIOH DEL SISTEHA [DE ECUACIOHNES 1¢.E-"11/
g2 3 " " PIVOTAMIENTOCO:INO,1:SI» "12/* TEKSIONES EN EL INFINITO
REE 7 J2ER,"T11 PF16.37265,9T22 “F10.3726%,%T12 *“F10.37227/
b g 1 SX*SEGHERTO 2y "CODIGD " SX*“COORD-X"“5X"COORD~Y"EX*ANCHD "5
g 2 “HHGULO*SZ"TEHS-N.(0O DESPL. J"2X*TEKS-T.¢(0 CESPL.Y*“/)
114 ¢ IFCNLA EQ .00 TO 9¢
wr , ,
L SI HaY CISCONTINUIDADES EXTERIORES, LEER SUS DATOS DE DEFINICION.
C
BG 91 I=1,HLA
at FESDCIN, *DNSARCIN, KODACI Y, XPACI X, YPACI, XFACT ), YFALT}
Lo 922 I=2,NL& ’
az HSRCIX=HSACII+NSACI-12

C LECTYURH DE LOS DATODS DE EFINICIOH PE LOS ELEMENTOES LE CORTORRO.

G¢ 3 2 I=1,HLIKNC
EADCIN, » )NSEGL, XP,YP . XF,YF,HODE,BNC,BTL, IRDF., XL, YC,R,
1 KOoDCO,HPSEC ,RUSEC, QNCCD, QTECO

£ SE DEFIMEMN LOS DATOS NECESARIOS PARA GENERAKR ELEWENTOS DE COKRTORKO
£ SBBRE UH HRCO.

S, & PI=3.141592

0ig 3 IFCIMOF . ED. G360 TO 7

DBIY: BETA=(PI/ZC2 »NSEGL Y IHDF

birk 7 SREAESCE  #EsSINIBETA/Z. > 2

ire S IFCAF.LT 0P AN, YF . GY.YF¥IK=

DRI IFLAF. LT OXP AN, YF . LT.YFIK= .
DR IFCRF.GY NP AN, YF. L7.”P¥{K=2

aad TFOAF GT NP oaN. YF . GT . YFP3IK=3

IR IFCIHMRBF LY GrIk=IK-1

0,577 1”_;

74 C SE DEFIHEN LOS [DATOS HNECESARICS PARA GENERAR ELEWENTOS DE CONTORND
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LA e d B e

BN

ERC SN
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S Cd

C
C

Ny

OO0

0
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g0
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le e
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[ I +3

SOBRE UHA RECTA. , : "

GO TO B 4

HD=CNF-XP )/ NSEGL ‘

YD={YF-YP )/ NSEGL

SH=SORT(XD#%2 + YD*#%2)}
SATAH2CYF-YP,XF-XP2»

CEFINICION DE LOS ELEHMENTODS DE CONTORKNO.

[P 4 J=1,NSEGL
F=Ka
YLOH(K =S50
HLFRCKX=AT
IFCIRLF . ER.GIGO TO 11
1F(J . NE.NSEGLIGD TO 8¢
2=%F
;:‘{F
GO TO &t ‘
X2=NC+R*¥COSCEETA*J + IK#PI/2.)
Y2=YC+R¥SINCBETA*J + IK*PI/2.)
MK 3=CRP3IX2I/2.
YR i=(YP+Y2272.
BLFACK Y=ATANZ2C(Y2-YP,%2-%XP)
YP=X2
VP2
Lo TO 10
VOV s=HPrC2nf-138%D/2
YN EYPHC2RS-1 9RYD/2

CORRECCION DE LAS CONDICIQOHRES DE CONYORKND DE UNA SERIE DE ELENENTOS

IF¢ NO (KORCO.HNE. 0 .aN. K. GE.HPSEC .a&N. K.LE RUSECIGO0 TO 3¢

K< x=KOoDCOo
RTLE=RTCCD

QHOE )=GNCCO

60 TO 40

EDDCKY=KODE

GTCRH=RTC

2H K Y=0KC
GLFAG=ALFACKY*18¢. /PT

ESCRITURS DE LOS DATNS DE DREFINICION DE LOS ELERERTOS DE CCNTORNOD.

HRITECIO, SR, VODCK Y MCK 3y YUK, ¥LONCK ), RLFAG, VRCK XL RTC(K S
FORMATC(IR,212.,4F12 4, 4%, F12.4,78,F12.4)
IFCTLY ER.OC

A, T22 ER.0. .AN. T12.EQ.¢.>C0 TO ¢

S EXISTEH TENSIOKES EN EL INFINITO SE CORRIGEN LAS CONDICICHNES

LE COHTDRND.

CTIH=-TI H(SINCALFACK XY Y22+ TI2%8IHUZ #ALFACK DD
1 ~T22%CC0CCALFACK Y e
PHOEY=GH(E)-CTIN
BYCE »=0TCKI-CTIT
CONTIHUE
COHTINYE

L |
H=K

Lo 6 I=t,H

CTIT=0T11-T22)*STHRCALFRCE I DCOSCHLFACK Y Z-T12#L08(2

CARLFARCK 22



XLONCI 2=XLONCTI X772, ' ;

35 ¢

36 T J
37 C CREACIOH DEL FICHERD DE TRABARJIO FIHDD{
35 ¢ :

39 KUCBS=125+NEDCE

40 CALL PURGECIDCB, IE,NAMES :
41 ISIZECIX=CINAN /1641 )% 2 )

42 IFCISIZEC1)Y . LE.NBDCBYGD TO 70

42 IS1ZEC13=CISIZEC17/NEDCB+1 )«NBDCB
44 76 ISIZE(2)=8%HN

143 CALL CREATCIDCEB, IE,NANME,ISIZE.2,0,IC.,KDCBS?
146 I;\IE.LT.O)IERR=IHPER(1,IE;IO)

47 O

4% © LLAMADR fl SEGHEHTO HACHA.

43 C

54 ChaLL EXECCS,1852)

5% ERED

« M3 ERRORS#» PROGRANM = 01495 COMHON = 05815
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PRGE 0001 FTH4 COMPILER: HP24177 (SEPT. 1974}
"
52 - PROGRAN HACMACS) °
53 ¢ :
54 C SEGMENTO QUE FORMA LA MATRIZ DE COEFICIENTES DE INFLUEKCIR.
55 C ,
56 CONNMON IN,ID,H,DT(E4),DNCE4Y, 0TC(64),ANCE4 Y, NLINI,
57 1n7,zpzv,Ioca(4624>,xLaH(64),x¢e4),7(64>,nLFa(64>,Koo<s4),xNU,c
58 /TH KGCBS WL, HSA(S)>, KODACE), APRLB >, YPACE 7, XFAC(B ¥, YFALE X,
53 7 xsim,TSIN,T11,722,T12
e 0 YHEHSION B1(1282,B2(128), CTT(64),CTNC64),CRTCE4), CHNCE4), IS3(3:
51 EQUIVALENCE (B1C13,CTTC133,(B1C(E5Y,CTHC1) Y, (B2C1 >, CHTC12),
62 1 (82(65),CHNC1Y)
63 &Q*R 1S3/72HEL, 2HIN, 1HIZ
64 PI=3.141592 '
65 €
¢¢ © SF RECOREENW TODOS LOS SEGHENTOS DE CONTORKO.
6T C
63 D 5 I=1,N
6 =KORCIY/10
(TO COI=COSCALFACTE YD
171 CE1=SIH(ALFACIN)
172 {N27=CNI*CNI-SEI+SEI
73 LEn2i=SEI*COI
‘74 SE;2=8FEI*SE
75 £NI2=COI%COI
76 C )
.77 © PHRA CHDA ELEMERTOD, SE DEFINE LA INFLUENCIA GE TODOS LOS DEMAS SOBRI
<78 O EL, INCLUIDD EL SOBRE S1 MISHMO.
e a
(g0 Lo 12 d=1:H
181 1STH=KODCJY-KODCJII/1G%10
g2 KLFAR=ALFACY )
g2 Ra=ined )
64 Ya=5YCJ4 3
135 MLZT=YLONCJ)
X IFLHLA.EQ.0)G0 TO 60
cgv 6
1BE £ SI Hav DISC QHz?NU’DRDES EXTERIORES, SUS LATOS SE GERERAN MEDIARTE L
“55 r SUBRUTIHA FUEL&, Y SE ESCRIBEN, LA FRIMERR YEZ QUE ESTR ES LLRMADA.
G9s o
te1 G cull FOELACS .  HLALHNSA.KODA, XPALYPAR, XFA, YFR,XLZ, ALFAK, XA, YR, KC, ¥C
e 1 1K, R,B,¥G,YG)
)33 RLFAG=ALFAR*180. /P
V94 NLES=2 #XL7Z
1195 RAZ=SHRTCCUA-KCJ IIAnR+CYA-Y(J 7I#e2 3/ XLES
Ve g TF6I EQ.1 .aN. J.EG.1)HRITECIN.S67Y _
preT £ FORMATC™ DISCONTINUIDADES EMTERIORES™//ZX"NUN.*IX"CODRE-X*S5X
090 1 "CODRD-Y"6X " ANGULD“ 72" ANCHD =74 "RAZ= /)
IFC1 EQ.1 YHRITECIO.S55)d. %A, YA ALFAG,XLES,RAZ
55 FORMATC2X,13,5F12.4)
B Ras=Xa
YE3 YR
HLFG=ALFAR
SUNITi=0.
EYvITd=0 .
3NV ITd=0 .
SN TG =0,
THE=0 .
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SXYINJ =0, .

URITI=0. :

UTITI=0.
- URINJ=0.

Uf!ﬁu-

£COH=

zsr=1

‘N.

SE GENERAN EL VECTOR DE MOVIMIENTOS Y EL TENSOR DE TERSIONES, EN
COORDENADAS GLOBRLES, PROYOCADOS POR EL SEGMERTO ¢ SOBRE EL 1

CQLL FOCOICAL I, XA, YCI),TALALFAARA, XLZ, K, XHU. G, XXITJ,
1 TYITS XKYITS, XXINJ,IYTRILXYINSG, RITS, YITI, XINRJ,YINSD
ECOH=KCON+1

LBS VALORES DEBIDDS AL SEGHENTD J. Y R SUS SIKETRICOS SE VAN
ACUNULARDD .

Caull SUMCRRITILYTYITI AYITI, EKXINS, YYIRI, AYTIRI, KITI, YITJI . XIHJ,YINY
1 S ERXITILSYYITS, SXYITS, SAXING,SYYINS,EXYIRNS,UKITI,UYITJ, UK
2 JUYIHS, IST D

SEGUN EL YIPO DE SIMETRIA SE RERLIZA EL BUCLE FOCDI-SUM EL NUREKD
GUECLGLD OF YECES, DEFIHIENDO PREYIAMENTE LAS CARRCTERISTICHS DE
LBS SESHMENTOS SIHETRICOS CEL J.

IFCKCOH.EQ.CISIN+1D>XG0 TD 83
G0 ﬂ{?ﬁ;ai B2 )KCON

I I EQ.23G0 10 81

A S IN-XAG

oy

L {LJ (3]

W N

B
[ I T 4
- #

b v B I SISO

T
n
T
""tﬁ

YSIH-YRG

ﬁ PI-ALFG

et

R el <
[ | B !u e

~ hed TE

o |

10 EQ.23KCOR=1I8IN

£4

.*XSIH XRG :
=ALFG-PI ~ : ' '

3

Prer BEESRUE S B &

oy
SN ol O
o

[ R A s

B 5 Ba o B 1

R S T I SO AP R |
[ B 'I'/

o
o

2TIR PhL VECTOR DE MOYIMIEKTOS Y DEL TEHNSOR [E TENSIONES , EN
FEHADAS GLOBARLES., SE GENERAN LOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA,
hDU Eh CUEHTH LAS CONDICIOHES DE CONTORND PRESCRITAS EN EL
HTD I. . 1

T

I BE A0 B vl

[RE IR o

IFCK . ER.2) GO TD 10

IFdE E@. 3 G0 70 2
C??C);‘fukKITJ—SYYITJ)*SEEZI - SRYITJeCO21
CTHOS »=( SRYIRS-SYYINS »»SER2T - SXYIRJI*COZI

IFfE . ER. 43 GO TO 11

CHYLd == Q:AITJ*SEA2 + 2. wSHYITIASENR2T - SYYITS#CO12

CHHO G 3=—-SNKING®SETI2 + 2. #SAYINJ#SEM2] - SYYIHJ»COI2

IFCKE ER. 1 G2 TO 12

UTTodr= UXITé#CO1 + UYITJIwSEI

CTHO S = UNIHI=CODT + UYINJ*SE] B
IFLE ER. 3y GG TO 12
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11 CHTCJd=-UXITJ®SEI + UYITJ*CODI
CHHCJ I =-UXINJ®SEI + UYIHJ*COI
12 CORTIKRUE
C-
£ LBS CDHJUNTBS £1 Y B2 SE COHPACTAH.
C E I+K DE LA MATRIZ DE COEFICIENTYES D
L
IFCHN.EQ.64) GO 10 13
6D 14 L=N+1,2%H -
dg=L—H ’
BifL)>=B1(64+Jd)
i4 B2CL x=P2(64+44)
[ ' . ,
C SE ESCRIBEH EN EL FICHBERC FINDD LGS
L
i3 IRi=1
IR2=1+H
CHLL BRITFCIDCE, IELEB1.256, IR1Y
IF(IE LT .OYIERR=IHPERC2,IE,I0)
Caby HRITF(IFCB,IE;BZJZSGaIR2>
IFCIE.LT.OYIERR=IHFERCI,IE,IDD
3 CORTIRUE
L
€ S EL S®ITCH 11 ESTA ERCENDIDD SE ES
C DE INFLUENCIG, LEYENDOLA DEL FICHERD
c
ko I=1,2*H
IFLISSWC1L1Y GE.QDXGO TO &
CHLL &ERUF(IDCB 1£,B81,256,LEHR, I
IFUIE.LT.OYIERR=IUPER(3IZ,IE, 102
I WRITECID. 4001, (BYCLI,L=1,2%N2
40 ¢ FORMAT(® REGISTRO “13/C1CE13.6))
& COHNTIHUE
A

o SE LLAana AL SEGMENTO ELIRI.

£

W) ERRORZ *=

Cull EXEC(8,1S3)
ERD

PROGRARM = 01666

[N S

P2

conMoR =

*

‘

EN B1 Y B2 ESTARN LRS FILAS 1
E IRFLUEKNCIR.

REGISTROS I E I+N.

CRIBE LA MATRIZ GE COEFICIENTES
FIADD.

¢S5e13
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PAGE 0001 FTH4 COMPILER:! HP24177 (SEPT. 1974)
“

FTN4 /L _ )

PROGRAM ELIHICS)
e . '
T RESQOLUCIOH EN BDISCO DEL SISTEMA DE ECUACIONES, POR EL HETODB DE
€ ELIMINACION DE GAUSS.
. .

DIKEHSION HAMEC(3 Y, IS4(3»,ATC128>

cgnmaﬁ IN,ID, N, DT(H4)Y,DNC64), BTC64 Y, GHCE4Y, NLINI,

1HT, IPIV,IDECRC(4c24 ), XLOBNCE4 ), %CE4),YCES ), ALFACE4),KDD(E43,XNI, G,

PIN HDCBE,HLA, NSACB »,KODARCE 2, 4PR(EB I, YPHR(SX,XFR(EY,YFR(B ).,

2 MEIML,YSINM.TI1,T22.T7T12

LOUELE PRECISION DC1283,0C128), A( 128, BC1282,C,XIFR,ANH

DATH NAME,IS4/2HFY1 ., 24MD, 2HD , 2HTE. 2HDE, 1HC/
c
T FL YECTODPR DE TERRINDOS INDEPEHNDIENTES SE TRANOSFORMA A4 DOBLE FRELISIH
g «

L0 36 Is=1,N

DCI¥=DELECQTCI
10 ACI+H)}=DBLECONCID?
.
C LG MGIRIZ DE COEFICIENTES DE INFLUENLIfs SE TRAKSFORHA & DOBLE
T PRECISION.

w0 21 1=1,2%N

CuLL READFCIDCE, IE,AT,256,LEN.IY ‘

Bo 22 J=1,2%N
72 BC 4 =DBLECATCS 3)
71 Cuill WRITFCIBCB, IE,A,512,1)
51 IFCIFIY RE.CGSURITECID,232
23 FORMATC® PIVYDTHKIENTO"S
=
S RESCGLUCION
o

Hi=2%N~-1

G 10 K=1,H1

{Z=Hi{3+1~K

K1sK+1

Hl4k=0

AMG=DBLECT. /10 . ¢*NT >
c \
COBUSHUEDA DEL PIVYDTE. SI HD SE DESFR PIVOTAWMIENTD C(IPIY¥=03 SE EFECTUf
© L& BLUSOUEDA HASTH ENCONTRAR UM PIYOTE MAYOR QUE Lo TOLERANCIA FRES-
© CRITH. EN FL CASe HUE EL PIVOTE HATURAL SER MENDF OUE CICHS TOLERAN:
0 CIf. ST SE DESEA PIVOTAMIENTD CIPIV =12 L& BUSRBUTDA ES EN TODARS LAS
£ L&S ., HASTH ENCORTRAR EL PIVOTE DE MAYOR VALOR ASSOLUTO.
I :

60 7O M=K, 2N

Call READFCIDCE, IE,A.512,LEN, M)

IFCIE LT .G YERR=IHPER(IG,IE, IO

IFCDABSOHRCK ¥  LE . AMAaYRD TO 70

HHa=N

IFCIPIV EQ . GXGOD TO 72 -

AlE=DAEESCRACK Y
TG CONTTHUE

TFOHUALNE. 00 YO 72

L MaTRRIZ ES SINGHULAR. SE ENYIA UR MEHSAJE ¥ SE CIERRA Y FURGH EL

-
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S D B D
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Tlw

C FICHERD FINDD. |

C 14

B WRITECID,2)K K

2 FORMATC* SIHGULARIDAD EN FILA "I32
CaLl CLOSECIDCB,IED '
IFCIE. LT . OIERR=IMPERCI1,IE. 10}
Call PURGECIDCB,IE,NAHE?D
IFCIE.LT.Q¥IERR= IHPER(iZ 1E, 10)
SYOF 3333

7a IFCMMA EQ.KDE0 TO 11

C : ‘

C INTER%QHEIO DE FILAS PARA SITUAR £OMD FIVDTE EL ESCOGIDO.

L

CulLt REAMDFCIDCB,IE,A,512.LEH.K)
IFCIE. LY. 0 IERR=INFERCI3,IE, IO}

Call RENDFCIDCB,IE.EB,512,LEN,NMAD

IFCIE. LT.OYIERR=IHPERC14,1IE, 102
CaqlL WRITFCIDCB,IE,A,512,.01RD
IFCIE. LY . GYIERR=IHPERCIS,IE. 10D
Cabll HRITFCIDCEB,IE,EB,312,K)
IFCIE. LT . 0IERR=TIHPERC1E,IE,ID)D

c
C INTERCHMEIOD DE LDBS CORRESPOKNDIENTES
£
C=00K)
RO =0CHMAD
adhnary=_0
r
2 SE LEE EN EL COHJUNTO A L& FILAR K.
i1 cetl REGDFCIDCE, IE, A,512,LEN,K).
IF(CTE.LT  OrIERR=I¥FERCI7.IE, 10}
C=aCK)
T HACER { EL PRYMER COEFIC
c
kK U0 4 Jd=K1,2%H
4 K4 ¥=ACY 3T
RCNITRCKILC
IFIIE LT .GYIERR=IHFER(18,1E,10?
S ELIMIHAR DOK)> DE LA FILa I.
C
GO 1o I=E1,2%H
Cali REGDFCIDCB,IEL,B,S12,LEH.I)
1FCYE. LT . 0YIERR=IHFERC19,IE, 1D}
C=BCH )
3 % g=Kt,2wM
Q BOJ s=Bld 2=C*xRCI I
' DET =0T d=CaRCKDY
CHLL URITFCILCE,IE,E.,512,1)
IF{IE LT .GMIERR=IHFER(20.IE, 1D
e CONTINUE ’
LG SOHTINUE

2

TOCHLCULD BE LA ULTINA INCOGHITA .
GELEL (O #%(~-HT 3 X

REARDF{IBCE.IE,B, 312, LENH,

:1}<

oHbb

TERMINGS IKRDEPEHDIENTES,

IERTE DE LA FILa K.

2% H)



| 33
IFCIE. LT .OXIERR=INPERC21,1E,10)

2
@ IFCDRBS(BC(Z*NI3-AARIE, B, 101
& 161 BC2xRI=RC2%N3/B(25N> .
C - .
C RESUSTITUCION,
- C

U 2060 L=1, N1
F=2nN~L B .
CaLl REAGDFCIDCE,IE.B,312,LEN,KD
IFCIE LY. OIERR=THFER(R22,1IE,10)>
K§=K+1
HIFR=0.
D 200 J=Ki,2xH
06 0 RIFR=XIFR-BCJ422DCI)D
BCE »=RCKY+RIFR
240G COHTINUE

Y B RN I SR ZU R O8 Y ol

SRR

~

ix) Py vt T

¢ C
< £ SE PURGA Y CIERRA EL FICHERD FIHDD.
[ c
7 cutt CLOSECILCB,IED
3 IFUIE. LT . OSTERR=INFERC23,IE, 10}
26 oLl PURGECIDCB.,IE,NANMED
L0 IFCIE. LT . OJIERR=IHPERC24,1IE, 1D}
o ) £ .
t4 2 £ L0S§ Y“olORES DE LDS DESPLGZAMIENTOS DISCONTINUOS CARLCULADDBS SE PASANR

# PRECISIOH SIHPLE.

(e

J:-u-hIAt-\A"-&-{-—&&d‘ﬂww('JN(dC»JLJC‘JI\)f\)fl)I\)(Qf"NT‘)f\JI’;O"“""“

& 14
3 0D 21 EK=1,H .
g TR s=DCKK
7 21 ODHy KE»=DCKK+H)
g C
40 o oLbtaMana BL SEGHREHTOD TEDEC.
36 o
191 CalLl EXECC(E,IS54)>
Z Enb

HO ERRORS*» PROGRAM = 02826 - COMMON = 0358195
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FAGE 0901 FYR4 COMPILER: HP24177 (SEPT. 1974) ‘

*

£
FTN4 L )
PROGRAK TEDELCS)

£ CHRLCULD DFE HOYIMIEHWTDS Y TENSIONES EN EL COKTORND.
c
COMMON IR,LID,N,DTC6E4),DNC64),BT(643,ANCE&4), NLIKI,
I1HT, IP1Y, IDCB(4524), ALONCES ), XCH4),Y(E4), RLFACES), KOD(E4),XRU,G
2, 1IN, KEDCES.NLA, RSAIB I, KODARCSBY, XFR( 8, YPR(B Y, XFRCE Y, YFRLEBY,
2 §SIH,YSIN;TZI,722,T12 E :
CIMEHSION ISHC3)
PAaTH 155/2RPU. 2HNT, IHI/ -
F1=2.141592
WRITECTID.,8)
) FORMATC1H1/* SEGMENTDS DE CORTBRHD®//" SEG*1X"UHCTOTARL »"2X
1 "UK(POS) AKX "UKIHEG )" 3X"UTCTOTALI"IX"UT(POS ¥ 4 X "UTCNEL
2 AN T UNPOEC 3N UNHEGC " SE"UYFOSC S "UYHREGC " 4X"TERS~K"IX
3 “TERS-T*/
I
T SE RECUOSREN TODODS LOS SEGKENTOS.
I
Lo 5 I=1.N
=13
L0I=COSCHLFACT 2
EEI=SIHCALFACT ¥
CB2I=CnIsL0I-SEI+SE] .
SERD
seoz
512
SHET=0
SYVE =0
SHY D=0
URAFL=0
Uyre=g :
USHE =G, :
HYNS=0 . :
-
o FHRM CARDS SEGHENTO 1. SE CAHALCULAK., ¥ SE YAH SUKANDG. EL VYECTOR DE
£ MOVIWIEHTOS Y EL TEKSBR LE TEHSIOMES, EN COORDEMADAS GLOBRLES, FRO-
COYOCAEMGS EN EL POR TOLDS LOS DESPLAZAREIEKTOS DISCOKTINUDS, IKCLUIDO
L EL FES3PI0 :
Lo & d=1,H
P IHTEOBCS 3 ~KORCI I/ 10%1Q
AL FRaf=aLFROG)
Assuig oy
'll RN t! ) .
RLT=NLRHOS)
IFCHLe EQ.OG0 YD 69
€1 CEbL FOELACS, HLAHSA.KDDA, ZPALYPA, XFA, YFA . ¥LZ, ALFARA XA, YR, XC, YL
1 IK.E:B, ¥5G.76)
G AT

YRGLE YR
RLFGs At E

ESCO IR I RN
EVY I V=0
SHVITame,
SREIHG 0



"D e SYYIHdI=0. v

59 SHYIHS=0, ,
16 G URITI=0, : i

162 - UYITI=0.

46 7 BRIRS=0.

6 3 UYIHg=0 . )

36 KEOH=0

36 I18i=

MbE B4 CRLL FOCOTCXCID, XA, YCID, TALALFARA, XLZ, K, XNU, G, XXITJ,

387 1 PTYITd, RYITH, XXIHS, YYING L XYINS, XITI, YITI, XKINJ, YINS)

5 & LCOH=KCON+] '

6 G CALL SURMCRRITI, YYITJI, AYITS,XXINS, YYIRJ, XYINJ, XITI . YITI . XINJ,YINK
ne o 1 SanITe ., SYTITI, SHYITJ,SRXINJ,SYYINS,LSAYINJ,,UXKITI ,UYITY, UK
"7 2 JUYIRG, ISID

IFCHCON.EQ. CISIR+T15G0 TO £3
GO T6{86,861,8B2KLON

g IFCISIN.ER.2)G0 10 &1
Wha=D RS INB-KRG
LY A= ~ALEG
ISi=~-1

GO 70 ¢4
21 AHEARG
YE=2 5 Y51H-YAG
RLFan=PI~-fLFG
iSiv-1
IFCISiI. EQ.2»KCOKR=T81IH
SE LDOT6G 24
R ot AETY . raE1R-ARG .
ey GLEFRR=ALEG-FI
S8 7 Tsi=l
BE Gu 10 84
w93 SEHE=D
AqG COHE=G .
Q1 IFCI.RE. S > GO TO 2
K- StEHE=SE]
g CORE=COI :
a4 2 SEELCGRYED 3 SEXITIHDTCL Y + SAXINIHDH(I S
BB SYYC=SYYEL + SYYITS4#aD1(Jd 1 + SYYIRHI®DHCS?
NG E SHYL=8AYC + SHAYITI#D1Cd )Y + SKYINJ2DNCS 2
gy UXPo=UNPL + UXIVJI*DTCH 3 + UXINJI¥DHCI)D "
g 2 UYPC=UYPL + UYTYJd*DTCJY + UYINJHDR(J D
awy g
G 2 L0S WOGYIRIENTOS SOM DIFEREKRTES PARRA EL PROBLENMA IRTERNO Y EL EXTERNI
MO 5
A UAKRL=USHE + (UNITI-COREMADTCI Y + (UXIHRJI4ASERE »=DNCJ 3
RIS i PDYHC=UYHE + (DYITJI-SENEXDTCS Y 4 (UYIRJI-COREMIRCID
e IFCTIY EQ.o. AN, T22 . ER.0. . AX. T12.EQ.&.)>G0 TD 53¢
A N . .
(R £ Si HabIpn TERSIOHNES EW EL INFINITO, SE SUNMAN LOS NMOVYIRIENTOS Y
RO L TYEHSIOHES PROYOCADOS POF ESTARES. ’
RO nE+T 1
S Yo+Y22
0 I SYC+T 12
Y s .3(2 FLONFCBCT YTl ~XNU-XHUATZ220+Y(1 »4T123
©vAE . P G2 Ry eIV T (T R2e 0 - XRU -HERUHT 1L ¥4 v T 12 %
A D] HERPODaUERL AU
R S VS SR 2§ 5

i RS TR AT D
rr CUYHO=UYND U2



18
19

3

gaod T e

DA O g A

G W IV PN T Y NP A
PRI S A

AR RS

W W L
X od 3 U g

LT OO

[y}

oy

S €

~ g

Cr o

SE CRLUCULAN LAS TEHSIDHES Y

CONT

]

ESCR

!

(&)
™

£

GENO .,

“

NOYIMIENTDS NORMALES Y TANGENCIALES AL

SHO=-SXKC*SEI2Z + 2. #SXYCHSEN2I - SYYLsCO12
ETC=(SAKL-SYYCOXxCEN2] - SXYCxCO021 :

UNPC=-UXPC=*SE]
URNC=~-UNHC*SE]L
UTPC= UXPCxCO]
UTHC= UXNCxCD12

3
KN
+

+

UYFC*LO]
UYNC=*CO1
UYFPC*EETI
BYNC#SETI

\ :
ITURA DE RESULTADOS ER EL CONTORHO.

HEITECID, 701, DNCI 3, UHPC, UNN

SHU . STC

FORMBYCIZ,10E11.5,2F8.23

LA 6L SEGHMERTO PURTI.

Catl EXECCE,ISS)

Enb

Saw PROGRAN

01209

3¢

CoDTCIX, UTPCLUTHNC,BXPC ,UXNC,UYPC ,UYHNC

COMKDH

056135
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FHRGE 6001 FTN4 COMPILER: HP24177 (SEPT. 1974) 34

SEG

PHRA

HoY
CHD

|

H

PROGRAM PUNTIC(S5) ‘

MENTO QUE ﬁRLCULQ YALORES EN PUNTODS INTERNOS.

CONRMON IN,IO,N,.DTCE4),.DRCB4)I, BTC(E4 72, RNCE4 Y, NLINI,

IHT, IPIY, IPCBL4624), ALBH(E4). XCE4Y,Y(E4 ), ALFACEE ), KDDI 64}, XNU, G
2,IH,KDCES,HLA,REACE Y, KODACSX, XPAR(B . YPACB >, XFRC(B Y, YFRC B,
T ACIR.YSIN,T11,722,T712

If NLLHI ER.0DXGD TO 7
i=3.141592
ZTE(IU 22 o
FUATCIHL/" PUHTODS INTERKNOS"//ZX"PURTO“SX"CODRD-X"SX“COGRD-Y"7;
1 CCIGKATTAYEIGYY "7 A S IGXY 104 U 1o "UY"/)

ON DE LAS COORDEHADARS DE LOS PUNTOS INTERNOS.

i
)
Lyt
et

3 1 NH =1,HLINI

READCIH, * JNSEGL, XP,YP.XF,¥YF

AD=i XF~XP X HSEGL

YE={YF-YP)/NSEGL

HFUOHT=0

L3 1 I=1,RSEGL

RFUHT=NPUNT +1

ALI=AP+(2x]-13%XD/ 2.

YLI=YP+(2*]1 -1 0x¥YD/2. .
SuE =0

=0,

V=0,

Asl . -

V=0

Lo R
- -’

foed

CADA PURTO INTERHO, SE CARLCULAN, T SE VYAN SUMANDO, EL VYECTGR DE
INTEHTOS Y EL TEHSOR [DE TEHSIOHES, EN COORDENADAS GLOBALES, FROVC
0% EN EL POR TODODS LOS DESPLAZAMIENTOS DISCONTINUOS

B0 4 4 = 1,N
ISIH=KODCJII-KODCS I/ 1610
GLEFAA=ALFACYD ’
Hi=ied )
Y=Y 0d0)
NLT=%LOHCI)
IFCHLA . EQ.GIGD TO 66
CALL FDELACJ,HLALKRSA,KODR, XPA,YPh, XFA, YFAXLZ, ALFAA, XA, YA, XC, YT,
1 IKE,R,B, %5, Y6
KAG=XA
Yath=vYgH
BLFG=ALFAR

KNITd=0,

”"’TJ =Q .

0 0 0 e
PSR
e
-
(--
a

NI g

o



3¢ UYTIHJ=0. o S | - 34

37 "KCON=0 '

38 1S1i=1
a9 34 CALL FOCOICXKACI.XA, Y01, YR,RLFQR,XLZ K, RHU,G, XXITJd,
G e 1 YYITH,XYITS, XRINJ,YYINJ . XYINJ,XITI, YITS, XINS, YIRS
1 KCOR=KCOR+1
02 CaLlL SUMCXRITI.YYITI, XYITI, RRINS, YYINS AYIRG,XITI,YITI, KINKJ,YIN,
o2 : 1 CARITI,SYYITI,SXYITY, SAXIRY,SYYINJ,,SEYIRNS,LURKITILUYITY, UK
04 2 SJUYING,ISID ,
g 3]  IFCKCOH.EQ.CISIN+1)260 TO B3
e G0 TOUH0,81.,82>KCON
a7 S0 IRCISIN.ER.27G0 TO 81
e R KAa=2 . %XSI1M-XA4G
SRS HLFRa=—-aLFG
1 CoIgi=~1
13 G0 70 54
12 21 AEa=AAn
13 YHa=2,%YSIH-7AG

12 BLFaf=PI-ALFG
'3 ISi=-1
R IFCISIN. EQ.23KCONR=1I5IN
17 GO TO e4

& 82 A4=2 v AS5IH~-XAG

& SLFAR=ALFGS-PI
2t Isl=1
2y G0 T0 24
2 33 SHuE=SKA + SHNITI#DT(J > + SEXKINI#DNCID
27 SYY=8YY + SYYITJURDT(JI)Y + SYYIHI#DNCI )
24 SRY=SRY 4+ SHYITI#DTC(JL Y + SHAYIHI*DNCI ) .

3 U=y + UXITI=DT(d Y + UXINI=DHCI?

G BY=0Y + UYITé#DTCJ > 3 UTINJ=DHCY)

T4 CONTINUE
23 IFCTII . EQR.O0. _AH. T22.EQ.¢. .ANH. T12.ER.G.)XGD 7O 5¢
3 EeY {:
34 C 51 Huay TENSIOHKES EHW EL INFIHITO SE SUNMAN SUS EFECTOS.

c

B i) Kd i Bl Tid Gl Cd G G Gd 1 T P I D T B PO T DD e e

AE=SKXIT11
SY¥+T22
xv _sxY+T12
P1=C+1./C2. %G % CKCI#CT11%C2 . ~XRUI-XNU*T22)4YCT1#T12)

£ofd Ty s o
oy oy o

N
(&3]

'35 U2=0+1 /702 . 3G (YCI»(T22% (L ~XNU-XRU*TI13+XCI*T123
37 UR=Ux+11 -
2% yr=uy+u2
X 2 ESCRITURA DE RESULTADDS ER PUNTOS IHTERNOS.
N s
2§42 5 BEITECIOL3INPUNT,RCI, YOI, SHE,5YY. SR UX,UY
"4 2 5 FORMATCIE,7E13 .6
4s 1 CBHTINUE
43 7 S18F 777
"4 8 END

WO ERREQRC#® PROGRAN = 00224 conmoM = ¢3213



PHGE 000} FIN4 CDHPiLER: HP24177 (SEPT. 1974) : 34

$
3

5o FURCTION IMPERCI,J,K)D !

51 ¢

52 € IMPRIME UN MENSAJE S1 HA HABIDO ERROR EN RLGUNR OPERACION EN FICHERC
53 ¢ -

54 WRITECK, 1)1,4

55 1 FORMATC/* ERROR EH “14,2X,14)

5¢ INPER=4

57 RETURH

5% EHD

0 ERRORS#» PROGRAW = 00037 . CONMMOR = 000OQQ



T3]
G2
Q3
(4
05
JOF
G T
B
sy S

3O
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-

DT A I Y g G f3 e

[aS e O Y i SV PR
2% B PR QSR

T e

4

[V A S S A PR V]

=D K

[V B SD S £ SRVY R N SRUS SN S IR C A2 IR O ]
Qo T s Gd Ty e

“lr

[T

b

LR ST L B %0 S 0 2 RO SR s B £ )

€7 87 2

AN

PRGE 0001 "~ "FYK4 CDHPILER: HP24177 (SEPT. 1974y ~* = -~ 3
§

FTH4, L ’ i

" SUBROUTIRNE FOELR(J,HLQ,NSR;KODQ;KPR,YPR;XFR:YFQ;XLZ.RLFRR;XQ;YR
1 : i +XC,YCLIKLR. B, XG, YG )
e .
C CALCULA LAS CODRDENADAS, ANGULO ¥ ANCHO DPE LDS DESPLAZAMIENTOS DIS-
C COHTIRYOS EXTERIORES.
Ind ~

LINEHRSION HSA(B),KODA(B)>, XPH(B)Y,YPR(BI,XFAR(B I, YFACS

SE DE%ECT& EN QUE LIKEA DE DESPLAZAMIEWTOS DISCONTINUOS NOS
L ERCSHTRANDS.

g
0 29 MU=1,HNLA
IFCRSACHMOM/S LT 160 TD 80
=K
PD TO a2
] TINUE
2 hODﬁ(L)
SI K=2, LAS DISCONTIHNUIDAGDES FORMBAN PARTE DEL CONRYORND. VOLVER,
IFCH ERQ.2ORETURN
HS=HRS&C L) ,
IFCL HE. 1 OHS=NSACLY»-HSACL~-1}
XP=4PacL) :
YREYREOL ) .
KFE=MFail s
YE=TFHOL )
IFCE NE.CGXGD TO &3
M
£ 81 K=9 LAS DISCOHTINUIDADES EXTERIODRES ESTAN SOERE UNA RECTR.
2 SE GCEHERAN SUS DATOS .
KD={XF~¥P )}/ HE
YE=CYF-YP )/ NS
NLZ=({SQRT{KD=*24+YDa%223/2.
BLFAR=ATANR{YF-YP. XF-XP)
Si=
IFCL.ED 1360 YO 85
J‘=;—{°Q(L 1
25 Afs=XF+i2%d4-1 30XD/ 2.
YR=YP+O2w S~ dn¥YD/2 .
EETURHN
T 81 K=1 B K=-1 LAS DISCONTIHUIDARDES EXTERIDRES EST4K SOBRE UN ARRCO.
C SE GEHERAMN SUS LATOS. :
. .
$3 Fi=3.1415%72
Juai=d
IFCLER . 1)60 70 426
fd=d~-HSRCL-12
A SFCHLER XG0 T 2
nP=NG
YP=YG
L0 70 8y
- E=qfblnF-5pP
B=(RI/uL2 %*N5 ) )*¥



Moo W

Z

cq

sy

- ixd

HOo

0
Loa]

94

o
~d

o
0

+D
-t

E

IF(XF.GE . XP

.OR.
1K=0
XC=XF
YC=YP
IF(K.EQ.13G0 T0 21
NC=XF )
YC=YF
IK=IK-1
GO 70 91
IF(YF.GE._XPF _OR.
jU=1
B =XFP
YC=YE
IFCK ER.1550 TD 21
AC=4F
YL=YP
Ik=1K-1
GO IO 2%
TF(XF . LE.XP .OR.
iK=2
GG 70 23
1€=3
Lo TO 94
R2=HC+R*COSCE*JJ+IK*P172 .
V2=YC+R*SINCB*JJ+IKEPI/2.}
NA=CYPAR2Y/2.
YH=CYRPAY2372.
BLFAR=ATAN2OY2-YP, X2-%P)
YLT=(HES( 2. #R*xSIN(B/2. )22/ 2.
HG=42
YG=YE
EETURN
THD

RRORS*» - PROGRAN = 00568

YF.LE.YPYGO TO 86

YF.GE.YPXGD TO &7

YF.GE.¥YPXGD TO B8

*
¢

CONMON

i
.

[cReRefeqe
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PARGE G001} FIN4 CONPILER: HP24177 (éEPT. 19745

SUBRUOUTINE FBCOI(XI,XZ:YI,Y2;RL;R%K;XNU:G:XXITJ;YYITJoXYITJ.
"1 KEXINS, YYIRI, XYINJ, XITJ . YITJ,XINS,YINS S

GENERG LDS VALDRES PARCIALES DEL YECTOR DE WMOVINIENRTOS Y DEL TENGSOR
UE TEMNSIORES, EN COORDENRDAS GLOBALES, PROYOUADDS EN EL SEGHERTO 1

CUARDD EN EL SEGHENTO 4 DDOY DESPLAZAMIENTOS DISCOHNTINUDE NORMALES Y
TANGENCIALES, DE VALOR URIDAD.

CQ=COS(RL)

CE=SINCRLS

C02=C0»L0~-SE=SE

SE2=2.#%5E%L0

AR=(N1-K20%C0 + (Y1~ Y7)*°E
YR=-(X1—X~)-SE + (Y1-Y22»*CO
ATP=LXRYAI**¥2 + YR#*¥2
WYH=IXR-AD¥#2 + YR*#2
C=-1./0C16 . *ATANCT . ¥%(1. ~-KHUX X
R==2 %0

Fi=0 5*C*RLOGCXYP/XYND

Fo=CH(ATANRIYR,XR-AY ~ ATHNZCYR,.XR+AD
ci12=CeYR*C1  /XTP - 1./XYHD ;
F ~Cal CXRAADIINYP - (ER-AIKYNZ
F122=C#( L nR+AIE*2 ~ YR*%2 /X YP**Z - ((CXR-A**2 - YR&*Z3/XYNx*2
Fop2u2 #CHYRe((XR+R I/ XYPH22 - (XR-H[3/7XYH¥327
G2 TO (1,211,130, K
YRITI=Re( 2, #C0*C0eF 12 - SEZeF22 3 YRA(CO2*F122 - SE2*¢FZ222))
YY1Td=Re( 2 #SE+SExF 12 + SE2&F22 - YR*(CLCOD2%F122 - SEZ*F2Z22Z23
ATITd=RE( SEZ2*F 12 + CD2«F22 + YR#¥(SEZ*F12z + (CQ02¢FZ22222
PRIRI=REC F22 .+ YR¥(SE2*F 122 * L[Q2%F222)7?
YYIRI=REC FR22 - YR*(SEZ*F122 + L02xF222)7
HCIHJd=REC - YR*¥(CO2¥F122 SE2*FZ220)
TFEK . ER.1ORETURN
H=1  ~2.%xXHYU
P=2 (1. -XNU X
X1T4d= H*xSE¥F1 - PxCN¥F2 - TR#(SE«F12 * CO*F22)7
YiTJd=-HxCO%Fi - P*SE=F2 + YR®»LLO&F12 - SE*#F22)5
YIHds HeC0O%wF1 + PxSE=F2 + YR*(COxF12 - SE#®F227
YINi= HxSE*Fi —- PxCO*F2 + TR*(SEsF12 + LO»F223
RETURH i
ERD

IRRORS % PROGRAN = 00271 COMMON = 00CQ0

v



PGGE 0001 FTH4 COMPILER: HP24177 (SEPT. 1974) : 34

i

e

> 1 SUBROUTINE SURCXXITJI,YYITI, XYITJI, XXINS,YYINJ XYINS, XITY,YITY,XIN
3 2 "1 YINJJSXXI¥J;SYYITJ;SXYIYJ;SXXIHJ:SYYINJ;SXYINJ:UKITJaUYITJ;UXI
33 2 LJUYIRJ,ISI )

d 3 c

25 ¢ MACUMULA LDS VYALORES PHRRCIALES GENERADOS FOR LA SUBRUTINAR FOCOI.

3¢ 0 181, QUE ¥YALE 1 0 -1, DETERRINA SI LOS ¥ALORES SE SUMAKR D SE RESTAN.
3 7 o ~

3 3 SXLITHI=SXXITS+IST#XXITY

& S(%ITJ =SYYITd+ISTI®YYITY

G SRYIT=8XYITIH+ICSTI*XYIT

< SXNINS=SXXINI+XXINJ

2 SYYINI=SYYIRJ+YYINJ

0 3 SAYINI=SXYIHJI+XYINY

(i UAIT =PUXITI+ISTI*X1Td

G UYITd=UYITJI+ISTI®YITY

G U(Zf =UXIHI+HINJ

¢ 7 UTINJ=UYTIHRJI*YIHNJ

) EETURH

(4 53 ERD

\

HO EREORS#» PROGRaN = 061¢0 COMNHON = 0000¢C



FaT0S OE ENTRADA PRRA EL PROBLEHKA CE

FRIMERA TARJETAR: UNIDADES DE ENTRADA

S,

SEGUNDA TARJETA: TITULD BEL PROBLEMA.
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