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PLANTEAMIENTO Y RESUVEN DE LA TESIS,

En este trabajo se hace un estudio de la descripeldn de sisto-
mas lineales multivariables mediante matrices de transferencia, Con
este estudio se pretende potenciar los métodos de disefio de sistemas
de control multivariebles, desarrollados en esta década, con la idea
bdsica comin de extender las técnicas frecuenciales cldsicas de Hode,
Nygquist y Wierer al campo de los sisbemac multivariables, Estos méto-

dos de disefio emplean exclusivamente 1

ia desecripcidn externa del siste-

ma, perdiendo Las ventajas inhierentes a la Tormulacidn del orobleoma

mediante variables de estado,

tl estudic se concreta a la expresidn de una matriz de TYENS—

ferencia G(s) en forma factorizada G(e)=N(s) D_q(s) ; donde N{z) vy

D(s) son matrices polinomiales.

Utilizando la expresidn factorizada de la matriz de transo-

rencila correspondiente o un sistoma multivariable, so desarrolla un

método prra estudiar la controlabilidad v observabilidad del
Conceptos gue son de gran importancia y a los ouzles se llega de fore
natural median estadao, motivando su

ennles an las ontrol.

lLa exorasidn factorizada . la matriz de trarsTersncia permite
i

iy Formas candmt mmae meee 1 o las mhiomns
LML, T0rmas cananicas para la con R MU

oeste sentido, se
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presentan dos algoritmos, uno para 1levar G(a) a la forme factorizads
irreducible con D(u) triangular inferior, y otro para llévar ?(5) a la

forma candnica factorizada de Popov,

0]
Q
&)

minima, ajuste exactn a un models, identificacidn vy disefio

fmd
ot
N
jai}
e
3

chservadores, entre ctros, En este trabajo se analiza la conexidn

la forwma Tactorizada candnica de Popov, v la descripoidn mediante

bles de estado en forwva candnica controiable multivarishle
Como aplicacidn, se desarrclla un algoriimo de realizacidn mi-
nima de una matriz do transferonciz, Este algoritmo presenta nntebles

venta jas sobre 1 exiostentes, Opegrandso exclusivamente zobre 1o matris

de tranTerencia, sg llega e una realizacldn minima con las ecusciones

dindmicaz en la Torma candrina ocontrolable multiveriable,

te, la simplicidad de las oporacines envueltas, le hacen fdoilimente oro

gramable en un computador digital,

co ajuste sxacto a un modelo

nente, so aboprda o)

haciendo uso exclusivamente de la desoripoidn externs, La expresidn |

torizoda de lo molriz de transTersncle, Juntc

las bases wininas de espacios voctoris
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0. INTRODUCCION

La Leoris del control de zsistemas multlvariables lineslss inva
riantes en el tiempo se ha desarrollado rdpidamente a lo largo de las

dos Gltimas década

n

. En esencia este desarrollo ha tenido lugar segdn
dos lirneas distintas gue se corresponden con dos formas diferentes ds

modelar los sistemas lineales: empleando la descripcidn interna, repre
sentacidn mediante variables de estadn; o bien empleando la descripcidn
externa, representacidn mediante matrices de transferencia. Existen -

diferencias importantes de tipe conceptual y de cédlcoulo entre dichas

técnices de representacion., La aplicacidn de una u otra a un problema

particular puede llevar a soluciones con representaciones muy distin
Comparense oor ejamplo las formulaciones gue hacen Wiener (ref.1

Kalman (ref. 2) del prableme de filtrado dptimo,

4]

La primzra cuestidn gue se plantea ss determinar el conjunto de

ywopladad cue dehe cunnlic un sistema de control multivariable. No se
h { P

puede dar una solucidn exacta porgue los objetivos del sistema de con -
{10l dependen de las caracteristicas particuleres del sistemaz a gue se

anlica; no costante, zo posible dar un conjunto bisico de propledades -

oomunes a una clase consideravle de sistomas.

den resumir =n términos de las sigulentes caracteristices exigldas al -

sistena  controlado @
1) Comprrbamiento satisfoctorio en presencia de perturbaciones.
Z) Precisidn en el seguimiento de la scflal de referencia.




Una discusidn muy detallada de estos puntos ha sido realizsda
por Mac Farlane (ref.B}. Las especivicaciconsas 1) - 3) pueden resumir

se en dos problemas bécicos de control.

Problema del regulador @0 Determinar un sistema de control gue haga -

al sistema insensiple a las acciones de perturbaciones externas y cam

bios de parametros,

snioma @ Determinar un sistema de control tal -~

de una forma dessada ante lss sefeales de re—

ferencia o congigna.

Una parte importante de le teoria de sistemas de control mul-

s aspectos do estos problemas. Los problemas -

canismo se pueden Tormular como problemas de -

(S

control Gptimo, bien en forma determinista (ref. 4-8), o bien en for-
ma estocdstica (ref.6). El problema del regulador estd subyacente en
las tdcnicas de modificscidn  de autovelores (ref. 7 - 10). Diferen—

tes aspecltos del problema algebraico del regulador se consideran  on

£ ’
i LiE

stemas medianbe variables de estac

teoria de sistemas de control realimen-

lineales modi

la resnlucidn del problema del control

a e e

L. t .
Callo pa--

Gptimo, Kalman cnplea lo Formulocidn medliante veri



ra
£l empleo de la descripeidn

5in embargo se han realizade muchos

53]

mas.

temas de control empleando la descripeidn

definir los conceptos de controlabilided y observebilidad

interna es natural en

A
10) ]

(ref.

este tipo de nroble-—

dis=no

1.

trebajos zobre de sis
madiante variables de estado

El emplen de una ley de control consisiente en realimentar una

combinacidn lineal de las var

qihles de estado

problema del regulador linesl dptimo con fndice cuadrdtico (ref. 17},
5i la planta os lineal s dinvariasnte en el tiewpo, el intervalo de tien
po infinito v todos los variables de estado son accesibles, la ley de
control dptima es de la Forma ult) K x(t), siendo K una matriz con -

elementos constantes. Este resuliado

m&todos frecuencisles mediante el tzorema

ha dedicadn un gran esfusrzo en

mediante matrices constantes al !

Compenss

cificacicnes de discio del stema de
S han publicado muchos trebajos
dado un gistems modalado mediante varie
. ~ . N S .
triz de trancforencia deseads Tdls) emplens

o~
on reaslinontar une combinaclon

probloma del s

sobre el

Tineal

se puzde obtener tambkiédn usando

de Parseval (ref. 18-201).5e
la idea de compenczacidn -

grvomecanilsmo.

Fundamental ez —

ndo una Jey de control con -

sstarlo -~

el veotor de



ult) = F x{t)+ 6 wlt), (ref. 21-41). La formulacidn de este problema

mediante variables de estado es més interesante, desde un punto de vi

1o

ta matemdtico, gue empleando exclusivemente la descripcidn externa, -
Tal vez ses esta la razdn de haber atraido la atencidn de tantos inves

tigadores.

Desde el punto de vista de la ingenieria, la formulacidn del -
problema mediante descripoidn externa es més realista., En la mayoria
de los casos el comporitamiento dindmiceo dessado para la planta se espe

cifica

|53

mediznte funciones continuas en el tiempo, no mediante conjun -
tos de estados que dehen alcanzerse en determinado instantes. PFor otra
parte, la descripeidn interna dificulta el andlisis de dmportantes fac
tores de disefin tales cowmo ancho de banda, efecto de ruidosz en las me-

didas de sefiales, y la propleded de fase no minima. Inclusc en el pro

blewma del regulador lineal 5ptimo se ha observado gue las soluciones
obtenidas presentan dificultades en la préctica (ref. 42), la selecoldn
del indice cuadrédticn ss critica, gonsralmente supone un compromiso en-—
tre un Indice que responda a un criterio realista y gue su emplec no sy
ponga grandes dificulbtedes matemdticas en el tratamiento del problema
(ref.43). Yo ilega a soluciones complejas, en la mayoria de los Gasos
se precisa un observador de orden o complejidod muy similsr al dzl sis-
tema a sov controlado.  Con objeto de redusir la complejided del drgono
de control, Cumming (ref. 47) Ao desarrcllado un algoritmo muy Goil pa-

»

ra optimizor los perdmebiros de uno estructura de conbtrol dade,




Es sorprendente gue se haya dedicedo tan po esfuerzo en apll

0

car las téonicas frecuenciales clésicas, introducidas originalmente -
por Bode (ref. 48), Nyguist (ref. 49) y Wiener (ref. 50), en el dise-
1

es, cdeda la utilidad gue han pro

Rosenbrock (ref. 51) es el pionero en tratar el problema de ex
tender los motodos clésicos al campo de los sistemas multivariables.

Bienta una bases tedricas y propong una t

varso de Myouist
metodo estd |

»

cia sz disefia como =i el zistema estuviese de

posterior, se evalusn de forma gréfica las interacciones entro bucles
nediante el conjunto inverso de Nyguist. Esta técnica de diseno  tiene

a su Tavor 2l hacho de gue se pusdan utilizer especificeciones o uso,
extendido en ingenieria, como son sobreocscilacidn, tiempo de subida, -

tiempn de respuesta, slc.  Lka Gnilca dif

de requarir experiencia en disofio npare gue 1os pasos de ensays y corred

Ve Morran (ref.
téonica al dis

fio del drgano de control peara una turbina de gas.
o 3 SO T~ 7 2 o) e Tyt £
Moo Ferlane (ref. 80-84) v Belletrutt i (ref.53) extendicron a -
sistenas loe concentos "return ifference” y "roturn ratilc

H o Jd. - LN BN
introducidos por (TTH"4£3>; desarrollando un método de
do en el emnlen del rocaractert Los lugares coracteristicos
de wnn mateilz do trensfecencio octan oconstituldos por las respuestas en

fj“




6

L”F

correspondisntes a sus autovalores o funclones de transferencia carac

He}

teristicas. Para gue un sistems multivariable realimentadc sea esta-—

ble, el conjunto de lugares caracteristicos de la matriz de retorno del

istema debe satisfacer el criterio de estebilidad de Nyguilst,

Esta técnica, al dgual gue la expuesta enteriormente, preciss

de un computador provisto de salida grafica para gue el sétodo sea ope

rativo, pero presenta ventajas sobre ella 1 se puede cuantificar el gra
do de estabilidad v el método se simplifica por su caracter iterativo .
Posteriormente M: od

a disgonal d

bilidad, no =g precisa que la matriz d

nante y precisidn en la evaluacidn de la estabilided,

Un resultado importante pars el uso de matrices de transferen -

cia en el discio de sistemas multivariables es el teorema general de

o
1o

dendrikov vy Teodorchik ( ref. 57) para el tratamiento del lugar de las

4

raices, motivd la extensidn de las téonicas de diseno nediante lugar de

raices & sistemas realimentados mulbivariables (ref. 58).

Ern este trobaio se realiza un estudin de la descripeidn de sis

]

temas Lineclos multiveriables mediante matrices de

objeto de potenciar oL enpleo de 1a descripoidn externs en los métodus

de disono de sistemas de control multivari ws. Los métodos referen-

ciados anteciorpente, en la linea de extender al campo de los sisbemos

doicas, ulilizan exclusi-

Dobido o esto se plorde 1a

ucido mejoras en cuanto a flexi

o,

2F . 56 . Esto, junto con las técnicas anallticas de



osibilidad de aplicar importantes propledades inherentes a la formu
P , £ § & i

:

mediante variables de estado, En este sentido se

o
s
]
=

lacidn del prot

pueden mencionar el andlisis de la controlabilidad v observabilidad

del sistema, y la definicidn de formas candnicas de descrigcidn.
El estudio se realiza concretanenite sobre la expresidn de
, . ‘ 4 L 3 ~ = 1- T } | T
una matriz de transferencia 8(5) on Torma Factorizada u(s,:&[s} D iz},
dondea N[S) Y D[s) sonn matrices polinomiales. las proplsdades de esta

exprasidn factordzeda, permiten extender a la descripcidn externa las

1

ventajas menclonadas anteriormente e ls descripeidn madiante

bles de estad

El Capitulo 1 se dedica a exponer proniedades de la desoripn-—

interna gue se relagionaran steriormente con propisdades de la oxe-

Er el Capftulo 2 se veneraliza a sistomas multivariablos 1a

o

definicidn de funcidn de transferencia irrveducible. 5S¢ desarrolls un

método para expresar una malriz ds transferencia en Torma Ffactorirzada

>

o dirreducible candnica con

irreducible, v so detine ura facgtorizacd

D(s) triangular inferior, £1 concepto de factorizecidn irreduciblo

mite analizar la controlabidided v ohservabllidad de un sists

randn exolusivamento con su matriz de transforencia.

B el Capftulo 3 oo expone un algoritoo para 1levar una mebriz

de transTerencis a la Torma oo

TOrmMAa canamg




aplicacidn, se desarrclla un método de realizacidn minima, oue opo—
¥ y H B

rando exclusivamente scbre la matriz de transferencia, proporciona

unas escuaciones dindmicas de realizacidn en forma candnica controlable.

En el Capfituln 4 se aporda el prablema de ajuste exactoc a un
modelo empleendo exclusivamente la descriocidn exterrna. Basédndose en

las basss mindinmas de espacios vectoriales racionsa

;4_1
o
o
™
=
O
©
}.J
It
juX
@)
[l
83
]
o
[

les, se llega a un método aplicable a une clese de sistemas méds amplia

quz lous existentes,

El Capitulo § centiene las conclusiones; tambien se indican

o8 resultados alcanrzades,

£l Ap@ndice 0 se dedice a definicicnes y conceptos ubilizac
Apdndices 1 y 2 se detalls la pro

los elgoritmnes

Y

Se incluyen listados de los programas y subcutinas empleadas




EMAS MULTIVARIABLES
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El andlisis de un sistema Tisico lleva al postulado de un modelo,

El modelo recoge una abstraccidn de un determinado conjunto de propie -
dades del sistewa Tisico, de forme gue su conocimiento hace posible pre

veer la svolucifin  del sistewma, bsjo clertas condiciones de Tunclonanilen

S
to del mismo [ ref. 60 ).

1NvaErlantes

les, con coeficientes constantes, en la forma :

(1.1.a) P(

(1.1.p) y(t)

o
T
X
P
—_—
et
i It
e £3
P T
- )
[N
o
P
o~
L

donde u(t) es un vector de dimensidn m llamado vector de entrada; y(i) un
) . - . N ~ hY Sy
vector de dimension p llamado vector de salida ; P(D), g(n) vy »{D] sBar

matrices polinomiales de dimensiones g x g, g x my p x g respscllv

.

te en el operador D o= dfdt con PLD) r i Rava z(t) es un vector, de -

dimensidn g, que rnormalments esté un conjunto de var

fisicas del sistems aue pucden broladas; por ejemplo, wve-

v ooosiciones en sist

locidedes,; acelerac

intensidades en sistemas eldobricos.



£l triple (P(D), &{D), A(D)) se emplea a veces para repre-
sentar las expresicnas (1 1) Es de notar gue si bilen muy pocos
sistemas fisicos s pusden representar medilante (1.1), la svolu-
cidn dindmica de un gran ndmero de sistemas gue se presentan en
la préctica pueden aproximarse, con exactitud aceptable, por la
soluclidn de ecuaciones diferenciales de la forma (1.1). Las téc
nicas de linealizacidn hacen posible estas aproximaciones, consil
derando sdlo peguefias perturbaciones en la evelucion del sistema

fisico alrededor de un punto de funcicnemiento nominal (ref.61-62).

Este capitulo =se concreta a una subclase imoortante de los

sistemas cue pueden ser representados mediante

o
TN

sentaclion mediante variables de asstado de un sistema dindmico,li
neal, inveriante en el tiempo, se define con el sistema de ecua—

ciones diferencisles de primer orden expresado matriclalmente

(1.2.a) d (1)

!
>
X

N
(us
L
;
a8
jus)
—
o
TN
-
e

i
3
X

—
ct

N

(1.2.p) v(t) -

donde x(t) es un vector, de dimensidn n, 1lamado vector de estado
. R . . N S .

del sistema; u(tj e v(t] se definieron previamenteo; vy A, B y © son

matricos de dimensionss N x n, N X my p X n respoctivanente  con

[ + = R T a Tl “C‘ _1 = Mmoo o V‘J‘:l o
elemcitos pertenccientos al campo de los nameros reales,



E1l triple (A,B,C) se emples vsualmente como repressntacidn alterna

tiva de (1.2). Se observa gue (?.2) representa una subclase de la claso
» . f — ; 3

mas general de sislemes representados por (1 1) En efecto, (1.2) s2 pu

de escribir en 1la forma

(1.3.a) (b1

P
S
X
=
o
e
1l

B u(t)
(1.3.0) y(t) = C x(t)

que es andloga a la (1.1) con (DI = A) = P(D), 8 = 6(D) y C = &(D), dunte

i ha N +

»

I es la matriz identidad de dimensidn n x n; es decir :

{(1.4)

~
)
-
J
>
e8]

e ) = ( P(D): Q(D\lv R(D})

El vector de estado x(t), a diferercia del vector z(t) definido an

(1.1), ceracteriza totalmente la evolucidn dindmic

u.
3
o
0
}._J
)
‘L.a .
o
ot
T
g
puun 3
il
.
.
i
o
3
o
5
1

ta razdn la representacidn mediante variables de estadn se denoming Sam—

A oo el pyend B - R ey i Al e e e e e

bien descripoidn interna del sistoma., Permite un andlisis mds profundo
T O I SO ST S - R . e T S

de las caractoristices dindmicas del sistema cue el gue pucde hacar -

enploands wis descripeldn exteorna madiante funciones de

En este sentide se puede menclonzr e) mdtodo de Liapunov pare el estudio

Er este capfitulo se exponen verios puntos oo nicretos sobre la Yepres

sente de estado do multlveriasbles, en

su cunexion en el esiudio sobre matrices s

Thulns pogt
PATULOS S

transforencia reslizado,



1.1. Formas

tada de

Fl emplen de formas candnicas de representecidn mediante veriablaes

de estado es fundamental en diversos campos de la Teorla de Control, por

i

ejemplo, identificacidn y realizacidn minime. En el caso de sistemss con

A ~ s

una senal de entrada v una sefal de salida =ze dispone de resultados bien

At A

corocidos { ref. £5,69).

Para sistenas multiverishles, con mds de una sefiel de entrada yv/o

salida, las formas candnicas no son Onicas. Extensiones de los resulta-
dos ohtenidos on el caso ezcalar se pucden encontrar en (ra

tratomionto distinto, llevando la matriz A a la Torma de Jordan, se tis-
H - ’

ne en (ref. 69). .a Forma condnica de Luenberger se ha smpleado en 1o

&

problemas de realizecidn vy desscoplo (ref. 70) y en la solucidn de la -

i (ref. 2],

gcuncion

En gencral el establecimiento de una forima candrica necesita la Toi

mulscidn de una relocidn do eguivalencla. Considé

tncidn medionte veriables de estado (1._) 58 tr

do x(t) de acuerdo con ls exprosicn @

.

donde 1 es una matriz no singular de dimension nox n oy elemsntos en el -

» b P s N ~
campo de los ndmeros resles.  Sustituyendo x{t) = 1 % (t) se obtienc



la repressntecid

(1.6.a)

(1.6.p)

13

. ~ A
¢ (t) =A &(t) + B u(t)
A N
y(t) = C %(t)

~ B ~ o
donde A=TAI , B=7T8B,y C¥C1
Definicion 1.1,
s pe o t vey e o - NP ) =
Las representacionss mediante variables de estado (1.2) y 1.0
con vectores de estados relsclonados segun LW.B) se dice gus son egqul
~ ) s A A
valentes, Qe otre formz, los sistemas (A,5,C) v ( A,5,C) son eguiva-
lentes iy o8lo si se cumplen las sigulentes re claciones para alguna
matriz real T no singular i
& -
(1.7.a) A=TAT
/\ .
(1.7.0) B =718
F 2% __n(
(1.7.c) =0T
: ») 4"‘\ - 7 - I - N S
Un sistema (A,b,u) completaemente controlable se puede llovar me
diante una transTormacldn no singular T a unag representacidn controla
hle equivalente con clerta estructura 1lemada forma candnica conbtrols
ble,
. R e P B R o, PR & Foato -
que 1o mutriz B es de rango completo m % n, ESLO 5
goutvalents o suponer gus logs m del sistema son independientes
pnire i, oue oo o normal en los caso: . S frrmz la mateiz
de controlabd bid :
§., ' 3
- 9, . [ | AN
(1.6) &= {t% Y I T EA D
‘ 1 ' ! ,
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~

Oe define la matriz £ , de dimencidn N x n, obtenida a partir de
e . , . . , , .
(1.8) seleccicnandn ordenadamsnte de izouierda a derecha sl méximo ridime
ro posible de columnss lineaimente independientes. Como el sistema -

(A,B,C) se supone totaimente controlable, la matriz de controlabilidad

s de rango complebo r, v por tanto n = n. Es decir, € s de rango
=N
completo n y det £ 40,
Se forma la matrlz no singular L, de dimensidn n x n , por simple

reordennscidn de las columnas de Vet . Ye comienza con una ordenacidn de

-
t

gxponentes de las o primeras columnas Formedas a portir de b

mera columnia de B; se countinua con las d  columnas Tormadas 2 partir de
<

meros enteros o, se definen como los Indices de

lidad del sistoma. 51 se supone B de rango completo men el ndmero e
indicen de ilidad es nm, ya que las m columr by Boe..bs de
% - L4t
sor lireelmente indepondientes. Ademds es fécil de
L Z . e T
b estd presente en L, tambidn esterd A ol .
bea ,

(1.10) & = L d, , ko= 1,2, . 0., m

duenoba con g 1o Tila
k



De acuerdo con esta

>

A A
A

(

-~ -

(1.11)

» - L)

La trensformacidn definida por

g n o
tacidn con par A,D

ndnica controlable multivaciable

(1.12) A =vTaTTt . fi

i

tonde

P
(1.12) A, =

bede

T 11

e

, B, C) en la forma candnica controlable es

gva 81

) completemente controlable

.
sistoma a

una

-
S
15

notacién, la matriz T gue lleva (A,B,C) a

reprasen

en la llamada forma ca

mrit

o



(1.14) 0 0O ... O

A = , pDara i #

. . .
. a »
- » v

( ) ‘
1.16 H'“‘ TB =
D

. = »
. ® -
13 . .

0 o ... O
0 o ..

- ) . - . o
Esla estructura particuler del par { A,
- ~

informacidn de A en]

on el conooimionls

do de Indices de d, vy los m filas o
1 K
mo pueds decliree de B, donde s8lo las 73 &7 son no

} ) gs do gran inter

del canjunto

15

~

[l

ot
ora

1

boid

e

i

[




Un dessrrollo dual del anterior se puede hacer para sistemas com

plet:

5, De esta forma se llega a la determinacidn  de

una transformacidin del vector de estado que lleva la representacidn -
P

a
(A,B,C) & otra ( A,8,C), en la que el par ( C, A) tiene una forma par-—

ticular, llamada forma candnica observable multivariable.

Estas formas cendnicas, asi como las referenciadas méds arriba
S, \ R ; X
afectan al par | A3 J o bisn al par ( GA J. En el sigulente apartado oe

expone una Forma candnica, de interds en el disefio de sistemas multiva -

riables, que se estoblece definiendo unes transformaciones edicionales a

RS-

la ya empleada de trancformacidn del vector de estado Q(t) = T x(t



1.2. Forma candnica de Brunovsky,

Esta forma candnica (ref. 73 ), también denominada forma candnica
de control generslizada, establece los invariasntes de un sistema de la

3 .
forma ( 62 j ante una ley de control del tipo

(1.16) ult) = F x(t) + &6 w(t)

Y ; v . ~
donde W(tj es un vector constituido por las m  sefales externas, con

Fy 6 matrices de elementos reales y dimensiones respectivas m x n y

m x m., Para asogursy la independencia lineal de las m

se exige que G sea no singular, det G £ 00,
Er(ret 74) se desarrolla un algoritme para llever un par (A,B) a la
forma candnica de Srunovsky, empledndose dicha forma carndnics para demoo~

trar el teorema de Rosenbrock [ ref. 75 ).

e definen les siguisntes transformaciones gue puadsn aplicerse sl por

Tipo 1. Combio de bases del

v
L——
s

vector de estado x(i

f

(1.17) (&) = 1 x(t) , det T £ O

Esta transforme

ién lleva el par (A,B) & (TAT% , T8 ).
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Tipo II. Transformacidn lineal del vector de entrada u(t).
(1.18)  u(t) = 6 w(t) , det G £ O

» ; ™
Con esta transformacidn el par [ A,D) pasa a (A,Bu).

-

Tipo TII., HRHealimentsclidn lineal del vector de estado x(t) :

La femilia de transformaciones definida por los tramsformacionas

I, IT v 11¥ tiene sstructura de grupo. En efecto, zsea U dicho grupo
sean gq Y 92 dos transtormaciones de pardmotros (Tq Qq’ Gq) y ( T2 s

Y
@2, Gﬂ) respectivanente, con @ = GFT. La composicidn de g
. [

y ~

ranstormacidn de la familia con

otra
(1.20.a) T=T. T
(1.20.n) Q=09 +0 0 T

(1.20.0) G=0,0

Fl elemento neutro del grupo 6 es el triole (I,D,I) A partir de

.
P

este elemento es Tdcil ver cudl es el inverso de un elemento dado,

Le clase de eguivalencis de un par (A,B) se denota por G (A,8) v

reprosenta la drbita do (A,B) bajo la accidn de B,



El conjunto de Indices dz controlabilidad, definido en 1.1, es
inveriante bajo el grupo de transformaciones 6. Para probarlo basta
demostror que existe una forma candnica de (A,B) bajo B gque cumple

estas dos propiedades @

T Todo par (A,B uede ser lleveado vie ©, a dicha forma cantnica.
H D ) )
b

2. Esta Torma canGnica eatd completamente determinada por el caonjunto

de indices de controlabilidad.

ad. Un

La forma candnica de Brunovsky cumple esta segunda propie

o

con
o 1 0...0]
8] 0 1...0
(1.22) A = . . ;o dim AL n, o x o
R 1 iR
0 0 0 ...
0 0 0...0C
y
Tor y
{(1.23) b, = U 0 ... 1} poodim b, 1 xon,
L m L b
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La demostracidn de la propiedaed primeras, de su existencila, es
constructiva, Pera mayor claridad en la exposicidn, el algoritmo para
hY
llevar un par { A,B) a la forma ( AC, B j se desarrollard en paralelo
‘ C

con la aplicacidn a un caso sencillo.

Consildérese el par (A,B) siguiente, correspondiente a un sis

tena con dos sefiales de entrads

-

o o

N
—
.
-
|

En primer lugar se lleva este par a la forma candnica controls
ble ( A, B) mediante el algoritmo expussto en 1.1. La matriz de contro-

labilidad correspondiente a ( A,B) es
} A b

™

(1.25) & -

>
e8]
>
©
1

i
'
S
(o8]

b oo -
(8] -5
O

J
N

f

Como las tres primeras columnas son linealmente independient

la matriz L gueda como sigue :

o -2 1

—

Lo fndices de controlabiiidad son pues d o= 2y d_ = 1,

Coloulando le mabtriz dirmvorsa de L



L

se vieng que

(1.28) q, = [? 1 (3] ; a,.,s [2 2 {] . Por tanto la matriz

[

de transformacidn del vector de estado buscada es

|
1
-
-
> -}
S

|
i
N
n)

..._i

. N vroonl N ) . L I, e
Aplicando la transtormacion &{v) = A(t) se llsga al pz

=33
1

>

—t

i
1

i
¥

—

(1.20)

3]
|
—
e8]
e8]
"

{
s
Y

(1.51) 3

- o~



A contiruacidn se aplica una transformacidn del tipo IT.
. . /'. . .
Dada la estructura 8 una transformacion lineal del vector de
H

de
entrada u(t) = 6 w(t), det 5 # 0, permite llevar

23

Pay
= B a la focr—
ma candnica B . Pare ello se forma la matriz § con las filas

no nulas de Hi

Por tanto la transformacidn a aplicar al vector de entrada

re

Finalmente se lleva A a la forma candnica A mediante une
c
q . « - - ' ' f h . - 1
realinentacion lineal del vector de estado u{t)] = F x(t). FEsta ley de
Fa e _ .
control trensforma la metriz A en A+ D F, por tanto es preciso ele-
o
; -~ - ; N : e
gir I tel gue A8 F tenga la estructura definida en (1.21.&) Y (ﬂ.éé }
Tenicndo en cuenta (1.24), ca claro gue © F es una matriz de dimensidn
C
- o ra y X i -
nox nnooon las Tilas & ,Q' seeny O (1.490) respectivamente 2
E m

las de lo matriz F, siendo las demds nulas. Por

.
.

trol o oplicar pare llovar A a la forma A £5




4 1 3]

~

La forme candnica de Brunovsky se ha empleado para el disef

8]

de sistemas de contral multivariables, La matrdiz A :B K gue res ulta de
C

aplicar la ley de control u(t)=K x{t) presenta su fila 01~é5ima igual
a la i--fsima de 1= matriz K.

Esta propicdad tiene dmportantes aplicaciones. Por ejemplo,el
problema de ssignacidn de polos se simplifica notablemente. En efecto,
basta factorlzar el polinomio caracteristico deseado para el szistema -
compensaddc en m factores de grados dq, dp,..., d , respectivamente, vy

€ m
|

former una metriz diagonal de blogues, siendo cada bloous la matrlz ca-—

P o . . _ . C
nénica controlahle correspondisnte a cada uno de los polinomios en gque

se ha factorizado el polinomio caracteristico. 81 Jos blogues se han or

[

. dz,...,d , identificando la matriz de este modo obtend
. m =

da con A + B K se tiene determinada la ley de control u(t) = k x(t]
. C

denado segdn

necesaria.
Otra aplicacidn, deriveds de la snterior propieded, es la de-

terminacion de la matriz de realimentacidn gue convierte un sictema mul

tivarieble en uno controlable desds una sola entrada (ref. 76 ).

In relacidn con el problema de ajuste exacto a un modelo, quse

en un caphtulo posterior, la forma candnica de Drunovsky esta

bleco oue la alitoracidn de la estructure elgebralos de la matriz A, ma-

&
jul
)
™
m
&
e

varlables de gstac

disrte una reclimentacion lineeal

concretas de esta Limitacidn se

tada por las  dnvariantes d, o La fTorme

ectabloce en un toorema debide a Bosenbrook,



"
82

Antes de enunciar el teorema de Rosenbrock es preciso defi

nir unas condiciones que Jusgan un papel fundamentel en dicho teorema .

[ .
Sea kA,B) un par completamente controlable, cuyos indices

PamnY

de controlabilidad son T(A,B

1
.
!
-~
a
P
[N
it
—
S

For otra parte, sean {(Q_ T I m} polinomios mo
i i

nicos arbitrarios no nuleos de grado V. = grado(@, }, tales que :
i

2) LLos grados de los polinomios cumplen las relaciones siguisntes

k 3 k d
;i“ N 1-3 L 2. m+ -1 ; para k < m
i=1 i=1

y con el signo digual pera kK = m

Un conjunte de polinomios t? H ?,...,xﬂ} tal cuo sa-—

e

® A i " . - s
Taga las propledades 1) vy 2) antericres se dice gue cunple las condi--

Y

cionas de Rosenbrock con relacidn al par (A,5]).

Es muy Facil ver gus una Torma altornativae de exprosar

condiciones oo Rosenbrock es la siguiente

ke k
- y N o ;
> Y, 7 > . ; para k < m

y con ol s ko=,



Una vez definidas estas condiciones se puede proceder a
enunciar el teorema de Rosenbrock, cuys demostracidn se puede encon-

trar en { ref. 724 = 75 ).
Teorema 1.1

bea %%2 io= 1,...,m} un conjunto de polinamios mdnicos no
i

nulos tales gue cumplen las condiciones de Rosenbrock con respecto  al

par (A,B). £l cumplimisnto de estas corndiciones es una condlcidn necesa
ria y suficiente para qus exista una matriz K tal gue (A+BK1 tenga a los

Dolimomioa‘?_ como Tactores invariantes.
i



N
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1.3. El teorema de acstructursa,

E1l teorema de estructura (ref. 1.17) establece una relacidn
muy importante entre las representaciones en el dominio del tiempo y de

la frecuencia de sistemas multivariables.

Congidérese =1 sistema (A,B,C) completamente controlable,co

n

B de rango completo m€n . En el apartado 1.1. se mostrd que pusde lle -
varse mediante una transformocidn T no singular a la forma candnica con -

| oy =T
trolacie (A,8,0) =(7AT" ', T8, CT ).

A
Se define la matriz Am de dimensidn m x n formada por las Ti-
”~ )

. . .. \ . .
laEaOF ordenadas de A, vy B , de dimensidn m x m, se define andlogamente -

< m

A /\ : ot I3 L

formada por las filas GL ordenadas de B, De acuerdo con esta definicidn

A
es claro gue la matriz 8  es trisngular superior.
g -
g X P
0 1 X vee X
(1.36) B = )
m .
0 0 ... 1
by, o
Fa
y no singular, ya gues det B = 1 . A

i m

For otra parts se define G(s) como la siguiente matriz polino-

-

noxom, con no tdrninos ménicos no nulos




—
1 O
5 0
5d1—1 0

. .
. .
.

» .
. -
]

Con estas definiciones

se establece en la sigulente forma

L oune representscidn m

es conpletanente conlrolable con B de

y . . - f -1
de transferaencisa l(b) w O Lsan) 3

=}
e

i

»

)}

)

s woa (0

5, el teorema de

2
jo¢]

gstructura



N
i
48}

TN
—
%)
@
L
.~_{
TN
U‘v
St
g
cry
m
N
19
L -
(&Y
S
i
L
o>
I
—
oy
o
Vst
[6)]
L N—1
L—
=
o3
|
f
—
(2"
Fattin Y
W
e
L
!
—

:
]

Como las matrices de transferencias correspondientes a dos

sistemas eguivelentes son iddnticas

(1.40) T(s) = G(sI»A)"q 8- C (aiiﬁ) 8

s6lo se necesita probar gque
A~ AT N e 4
ro S e -

(1.7 C{s-A)” B . Tsls) & ') B

Por tanto es suficiente probar la igualdad :

(1.42) (T -A)'E L osle) | Emmq &))"

0 de modo sguivaelente

AN
(1.43) (gwwﬁ) 5(s B !

A
~

163}
[

Ahora bien, esta igualdad es una consecusnoia inmediata do

1
J

iy
— e Lo Y ey e ey o - 3 B Y
los definiciones dadas de u(g), = Y é (sj, puade establecerse dirvec
m i

tamente por sustilucidng por tanto, cuede demostredo el teorema.
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Definierdn las matrices polinomiales R{s) v P{s

k;
0
g
3
@)

(1.44) Als) = © 5 (s)

El teorema de estructura pormite carachterizar la clese de
. PO . .
sistemas que se pueden obtener de (A,B,0) por aplicacidn de una ley de
control del tipo (?.?6). Ya se vid gue la forma candnica de Brunovsky

debermi

teorema de estructurs ecotablece unos invariantes haciendo uso exclusi-

vamente de la descripoidn externa del sistema, de ahi su imporitancia .

v (A,B,CJ a la forma candnica controlable (A,u,u} afecta a la ley oo

control (1.16) en la forma @
el
(1.47) u(t) =F

donde  F = F T y () = T x(t).

La matriz de transferencia del sistema, una vez aplicads la

ley de control (1.16) definida por el par (v,6), gueda :

gue &5 dnveriacnte bajo o T
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Empleando las definiciones expuestes al principio de aste

jai}

apartado y despuds de secncillar operacionos, (1.48) se pueds sxprasar

enn la forma

A I

(1.49) 7. (s} =C s(s) (67 B ' diag (s ) -

0 bLien i

(1.50) T (s) =R(s) 7 (s)

s) se definid en (1.44) vy

- A d' . »_ N~ __/} 3
(1.51) ?P_ (=) = g qu diag.(s )6 ,}[qu A+FT ) 5(s)

-

Comparando las expresiones de x(s) y T

sigulentes conclusiones. La ley de control (1.16) deja inalterada R(S;.

Este hecho oresenta una gran similitud con el caso escalar: una lsy del
tipo (1.16) deje inalterado ol numerador de la Tuncidn de transferencia

del sistoma.

Por otra parte ez evidente gue los Indices de controlebili-

- Y . -
dad I(A,D) cuedan inalterados, yva que

ces polinomisles no singulares de dimensidn

Uy . . P
no s 1 como el de mavor grado en sooen la columna i-dsima.

o



. . d.
Finalmente se obhserva gue los coeficientes de s L en la co

Jlumna i-dsima de P G(s) vienen dados por los elementos de la columna
.

- E r . * * o

i-agsima de G 3 , gue es una matriz no singular, gue puede especifi

i

carse completa y arbitrarismente mediante la matriz G. Ura matriz poll
nomlal se dice guo es pronia de columnas si la matriz m x m, formada -
con los coeficlentes que afectan & las potencias miximas de s en cads
columna, es no sincular {(Apdndice O vy ref. 78). B8e concluye pues gue

parc todo par (F,G) , Pr s} resulta propia de columnas.
e

Resumiendo, el teorema de estructura ha permitido llegar a

1) Al(s)
2) El conjunto ordenado de Indices de controlabilidad d, .
. i

3) E1 hecho de ser P P(s%) propia de columnas,
]

son inalterados por la aplicacidn de una ley de control del tipo {1.18).

La aplicacidn del toorema de estructura a la teoria de res
cidn se debe inicialmente a Wolovich (ref. 77). Otros métodos comparableos
para chioner realizeciones y  realizaciones minimas se pueden encontrar en

{ref. 79 - 80 ).
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<. DESCRIFPCION EXTERMNA DE SISTEMAS MULTIVARIABLES

-,

<.0. Introduccidn

En este capitulo se sborda la generalizecidn a sistemas smultivarizpies oo

la definicidn de funcidn de transferencia irraducible v su conocilda
en el casao escalar, con la descripoidn interna del sistema.

. e estedo de un sistema dindmico liresd

La represaniacion mediante variablies d

invariante en el tiempo con una sefal de entracds u( y o ouna

y(t) tiene la forma :

A

% )(t) = A x(t) + b u(t)

4
u
@
¢

dende x(t) ) es el vector de ectadn, de dimensidn n, v A,b v c matrics
.

de dimensiones aproplades.

del sistemz (£.1) viene deds por la expresidn

(2.2) g(s) =c (sI - A) b , (det(sI - A} £ 0},

la forma

TN
AN
3}
.
ey
o]
o
H
\__;—1‘
o
1
*\,

donde n{r;} 5 un polinomio en la varisble compleda =, D1 la Funcidn de tranefo.

no tilene polos vy ceros concolablos, ol ooe

Glelitore




ciprocamente, si el par (A,bj 28 complatamente controlable vy el par (C,A)

observable, la Tuncidn de transferenciz (2.3) es irredu-

independientenente por R.E, Kalman -

(ref.81 ) v V.M. Pcpov (reF.BE), se desprende gue el conjunto de coelicien
tes de una nocldn de transferencia irreduciple censtituye un invariants -

d

respecto de una transformacidn linesal del vector de estado X = T X

Estas relaciones entre las prnopisdades completamente controlabls-chser
ectu de transformaciones del tipo X = T X fueron extendidss

mente por RLE. Kalman [ref83) al caso

das y una salida., Posteriorments V.M. Popov

Clvariaibles introduciendo

ferencia irreducible,

~1dn madisnte variables de estado de un sistema dind

La represonts

$
1t

lineal inveriante en 2l tismpo con m sefales de entreda ui(i) (1

salida yi[t] (i = 1,...pr), tiene la forma :

donde x(tj, u{tj e y(t) son vectores de dimensiones nox 1, mx 1y p » 1 -

ante y A,B v © malrices constantes de dinensicries nox n, nox m oy

oo« respootivamnente.

2 X0 E

Lo matriz de tran: rancia dol sistoma (

~a

|
-
H.
o
3
o
Lo
¢



Esta matriz de transferencia se puede escribir también en

N

rizada

—
N
8]

~—
G2

Pted
L"\

M

!
=

—
6]

S
O

)
&

—

P

y m x m. La factorizacidn en la forme (2.6] de una matriz de transferencia

no es Unica, on este capitulo se sstudia la cbtencidn de una factorizacidn

irreducible de acuverdo con la deflinicidn dada al término oor V.M. Pooov.

El estudio se inicia con la prescntacidn de conceptos mabter

vios y a contlnuaclidn se deszarrolla un 2lgoritmo de Tactorizacidn de matrd

ces de transforencia. Se detalls fambidén un algoritmo empleado para la

. . .

gulacion de matrices polinomialss,



a5

de matric

Sea G(s) la matriz de transferencia de un sistema wmultiveriable deda

por la expresld (E.Q). Los elementos de G F) soun funclones racionales -
2 H . 4 1+ - ~ b .

en la variaple §. Se dice que la matriz de transferencia 5(s) es propia

sl lo es cada uno de sus elementos, es decir, sl cada uno de sus slemcn —

-

tos tilende a2 una constante cuando s tiende a infinito. En &l caso de cue

- s ~ ! . .
ios eslementos de G(s) tiendan a cero se dice gue F(S) 25 estrictamente oro

Tactorizada

Al -
S) s un comdn deno

los nurmeraciores de 3

7
de dimensidn m x m ).

de

En genaral,

m
u}
w
~—
m
J
>

S
"3
&
84
]
o

Uesimpldf

carla" chteniéndessz una expre

mino "simplificar'", cue os oreciso en funciones de transferercia

Ello se hard formalmente wds abajo, desouds de

SON Necesarilos

to so pueds ides intuitiva de

nsion mox m vy determi

nante no ddenticamantce nulo, tal gue




A N . « 3
donde ND(S) % DDLS) son des matrices polinomiales con las wmismas propleda

das gue N(S) Y D(S} respectivamente. Sustituyendo las igualdades anterio

£s decir, se ha obtenido olra expresién de 8(s) en la forma factoriza

so desprende qus, a menos que la matriz polinomial R(S) sea unimodular [qua
P \ . , \

det R{s) ses una constante no nula), el graco de det Da{s)
oy - . . . o ale) R P
grado de det D{s). La nueva fraccidn matricial obtenids G{s; = Nols) Do (@

gs mds Ysimple” cun la Traceldn matricisl inicial.

Despugs de aplicar

VEDES como Sea posiblo,

se pueds calificar de "irreducible'.

¥

izar de forma sistendtice el proceso de si

Corn objeto de real

expuesto se defing a partir de N(s) vy D(s) una nuova matriz

(2.12) J{s)

[UOS———




-

La matriz J{s) se denominard matriz compuesta de S(S) = N{s) D

Dal estudio que se hard en el apartado siguiente de las propiledades

la matriz J(s), surgiran las definiciones formales de los términos antes

]
53]

empleado como extrapolacidn intuiltiva al caso multivariable de conceot

lidos en el caso sscalar.



2.2+ Propiedades de la matriz compuesta,
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- . hY . - .
Considéress la matriz compuesta J(s) de una matriz de trensferencia
- _'1 it
5(s) = nN(s) D (s).
Proposicidn 2,1

Si en una columna de J(s) todos los elementos no nulos son divi
por un factor 9{5), s2 puede cancelar este factor sin alterar la mat

transferencia 5(s).

Doemosty

2 1
S

faks
LD

i
r'L)

riz

cue la columnz J-dsima de J(S) gs divisible por el Tactor -
se pucde esoribir
(2.13)  dyils) = dii(s) nls), 1=1,.0,m
(2.14) nij(s} = nij(s) o(s) , i=1...,n
D(S) 5e :

(2.15)

donde D' {s) v E(s) son metrices polinomicles. D'(s) se obtiene de D

diendo los elementos de la columna j-Gsima por D[S) Y E(S) de la n

alaemento

tidad sustituyendo el (3,3} por p(s).

De (2.15) se tiens :
I ol ".m,"m ey Y g 1 _.«’} oy \\’-',I
(2.16) o (s) = (D' (s) €(s)) = (s) (p'(s))

natriz
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-1
donde £ (s) es la matriz unidad con el elemento (3

fed
L
4]
Gl

Lamm
63}

-

- E g f~ ) v - P
1/d(s). Introduciendo (2.16) en la expresidn inicia

donde N'(s) = N(S) E (s) resulta igual a la matriz gue se obticne de N[x}

O

dividiendo todos los elementos de su columna j-

-

sima por p(s). En (2.18)

Q.
ol
'l
&8
G2
N
0
L
[
[®]
23
=
&

se ve gue ha sido obtenids una nueva expresion factoriza

matriz compuesta gue resulta de la primitiva dividiendo

de su columne j-ésima por p(s).

La aplicscidn de esta proposicidn permite obtener factorizacicrnes de 1a
matriz de transferencia G(s) en las gue se cancelen Tactores comune

rezoarn en el numcrador y denominador de los distintos elementos que

rta mansr

vert 1o matriz racional.  En 5, la operacidn envuslita en la ante-

L

riar proposicidn es eguivalente a la cancelacidn de u

3
(0
C
T
=)
=
{ 1
e}
=
o
3
i8]
=
w0
Pt

merador y denominador de la funcidn de transferencia de un sistems con ung -

entrada v

Ve

A aplicacidn

,._.
I8)

de la anterior proposicidn suscita los dos or

mas slguientes

1) Chmo encuntrar 1os ﬂ(“) cancelables

[

2) Como llovar es & ung mlsma columna de la malriz compuasta pa

P SR S .
ra procoder a su cancelscidn,
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En relacion con el segundo problems es interesante conocer las trans

se pucden realizar cobre la matriz compussta ) dejanco

inalterada la matriz de transferencia G(s). En este sentido se establece

o

Cualguier transformacion elemental de columnas aplicada a la matriz -

A . . . ~ y
compussts J{z) deja inalterada la matriz de transferencia O(s) corres 0N -
L

diente,

En efecto, cualguier transformecidn elemental de

58 DUCSC 2X

Es

la postmuliiplicacidn de J(s) por une matriz unimodular -

2l producto en forma particionada

lae matriz de transferencia

stas, se tierne
3



. RN o~ T — .
yminacldn de los fectorss cancelabhles

S

En eate apartado se desarrolla un método gue permibte oncontrar de wuna

. o . : s
ica los Factores p{s) cancelables en le metriz compuesta J(s)
”
. —hra

C)

. : s !
corraspondiente a una factorizacidn reducible G(s) = N(s) D (s).

Mediante una secuencia de transformaciones elementales de Filar es po-

.y - . N 3 . . . ,
sible llevar la matriz compuzsta J(s) a la matriz polinomial equivalente :

I K 5;§ TT ) T
(2.22) u(s) {"g%pfi - :L(a,“i
A i N

. . . N . - “ 3 . -
siendo ?( ) una malriz polincemial triangular superior y U(s; la matriz oo

linomial wunimodulor corrasoondiente a la secuencis do transformacionas

Es claro cue si rango R(s) = m , rango P(((_) ( m. Ahora bilean,

J(s) % R(S) son matrices polinmmiales eguivalentes se tiene que

g o= 0 la metriz J(e) tiene al menos una columna  gun

agtras, o lo que ss lo mismo,

p tal gus

(0,05 J el =a( X )
1 1
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—r

H 3 . : !
) ms una matriz cue tiene nulos todos los elementos de la
7 f

<

en donde Jq(

columna i-&sima. Si ahora se define la metriz J,(s) como

se tendrd gue en todos los elementos de la columna i-ésima de Jq(a} apars
cerd el Tactor (5—§A J v de sousrdo con la proposicidn 2.1 el factor -

(s— X ) es cancelable en la matriz JQ(S).
A

m

.

e puede conclulr de 1o anterior cue todos los factores del polino -

mio dal. m(a) son factores cancelables de la matriz de transforencia §B{s)

y que mediante suc del método expuesto pusden ssr oan-
celados,  En este purto sg pucds definir gl término factorizacidn irrsducd

ble de una matriz de transferencie.

cila es irreducible si pars cualguier s el rango de la matriz

N ﬂD 53\“5
Ua) = I (o) |
P N(s)

. - 3 . h! - hY . 2o K NI R A
es igual a m. Siendo N(s} vy D(s) matrices polinomicies de dimensicnes -

respentivas o o= o oy omox om v det Dis) ne idénticemente nulo.
b I J L

o ’ . » Il hY 0 . « i3 »
definiclon se ticng cue Q(a) es irrveducible si el rengo de la matriz
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I
!

n
et

3 jol
e
(5]
—

|
1

es 1 para cualguier valor de s. Es claro que ello eguivale a decir cue

no exlste ninguna constante So  tal que d(So) = 0 y n(So) = 0.



45

2.4, Algoritmo de triangulecidn de una matriz polinomial.

Se expuso anteriormente como primer paso en la determinscidn de los
factores cancelables de una matriz compuesta J(s), la necesidad de lle -
var J(s) a la forma triangular supericr mediente transformaciones elamen

tales de filas,

Existen varios algoriimos de triangulacidn, S. Wang (ref. Sy PooAnt

m
o

klis (ref.ﬁ). El desarrcllado agul precsenta la ventaja de ser Tacilmen--

te programable en un calculador digital debido & la sercillez de las trans

filas 1 v j entre si.

o
4) Sumarle a la fila 1 la j multiplicada por X s .

- . v . . . ./
Sen A(s) una mabriz polinomial de dimensidn n o x m, m = 1, gue se da
sea llevar a la Torma triangulor superior. E1 algoritmo de trisngulacidn

gstd constituldo por la siguiente secuencla de operacionas

No, dra &4
< GHay algin slemento no nulo por debajo de a(i,i) ?
51, ir a 3.

-

Mo, ir a 5.
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3. Moediante intercanbio de filas se lleva el primer elementoc no rulo a

rado minimo distinto oo

so]

o, Sz lleva a la posicidn (i,i) el elemento de
CEY'O.
5. Er cada fila corresgondiente a un elemento no nulo de la columna i sl

tuadn dabajo de a(i,i) se realizan transformaciones del tipo 2 antes

indicado hasta cue su grado sea infericor al grado do al(i,i). 51 &

P 3 PRRURNI - PRI - N i NI N ) £y e S -
es de grado G el elemento se podra llevasr hasta grodo O, n

ern

~J
.
b~
~
™
o

™~
«

oy
e
O
~
@
=
T
3
=
b
=
’,.J

0. Final.

Fl Apéndice 1 detalla le programacidn cue se hizo en

te olooritmo, se incluyven Listado del orograma principal
b ) i h o b 2

T
CHEASS .
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canond

En el apartado 2.3 sz observd cue la definicidn de facltorizacidn ma-
tricial irreducible engloba a la de funcidn de transferencis irreducible.

No obstante so presenta una notable diferencia entre las descripciones ax

ternas

;_)
(,_.:
fl

multivariables v sistemas de una entrada v una ss

la funcidn de transferencis irreducible es Onica en tanto cue la defini -

clon de Factorizacidn matricial irreducible no determina una exprssidn -
p
-4,

En efecto, sisndo U{s) ura matriz polinomizl unimedular, es posible

con 1o cual

(2.29)  8(s) = Nq(s) D

o5 decir, se ha obtenido olra exprosidn factorizada irrveducible para 5{s)
VEL G i _ .

e}
i Bl
(0
e
SRS

e
=

Tt
8]

A . .
pur ser Uls) unimodular es, al

—
[
jom)
=
o
1
}.__l
-
9]
C.
Ty
o)
f
-
oL

rango completo para ~ual

guier valor de s,

En varios cannos de la Teordis de Control, como por ejemplo Realizacoidn

y Aduste exacto a un modelo, cs intercsante definir una forma candrnics do -

factoriracidn irveducible de una watriz de transferencia. 01 siguiente too

r\\

KA - ey .
T CENONITH.
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3 oa
2.

Tecorena 2.

Sea G(s) una matriz de transferencia estrictamente propia, existen

dos matrices polinomizles N(s

A
~<
O
o
6]
N
ct
Ui
o
4]
oy
0
j
w©

(2.21) 5(s) =

e
s

r
[

D (s)

donde D(s) es trisngular inferior :

L I e R O T I N T I T R S S R

L LRI R A B B R

siendo los polinomios djq[s), dio(s), e, djﬁ_q(s) de grado inferior a
do de djj(s) si grado (d53(s) # 0, v nulos si dj3(s) = 1. La fectorizacién

de sste modo definida es dnica.

Denostrani

Supdngase gque se ha llegado a la siguiente factorizacidn irreducible e

Es evidente que mediante un algoritmo dual del expussto en el apartadno

2.4 sz pusde llevar la matriz polinomial D, {s) a la forms triangular

3 v - - = 1 . N . N - - . . — . Yy e P
rior (<£.32). La secucncla de transformacionss elementales sobre columnas ne-—

;e - . . s 3
i mediante la postrmultiplicacidn de [ (5) Do Ul

triz unimodulor M{s). Aplicando las mismas transformaciones a la matriz oo-

linomial N, (=) e identificando con (2.31), se tiene :
i



a9

Ty
r
o8}
AN

L
=

~
0

S

il
=

S

=
9

fa—

—
nNa
o

[N
)

—
o

p—
it
)

—
n

s
e

TN
6]

LS

triangular inferior, es declr, gue existe otra matriz D'

rior equivalente a D(s) y distinta de ell

st

3

En tal caso, puesto cue la propiedad de equivalencia es transitiva, -

existird una matriz unimoduler P(s) tal cue

(2.3) D{s) Pls) = D'(s)
donde B(s) v D' (5] tienen la forma (z.32].

Se trata de demostrar cue F( ) es la metriz identidad, es decir, qus D

gs Unica. Para ello se procede en primer lugar a desarrcllar la primora {i-

se tiene las sigulentes igualdades



Es claro cue

ecuivalencia entre

. I
D\S} y entonces se tendri

50

=
Y

o’

. , . \ .
y d' {s) son  mdnicos se tendréd d, (s} =d', (s) y P, (s)=1. Por
(o 11 11 1

otra parte, de {(£2.35) se desprende que Pq,(s) = 0 para 1{j ¢ m. Por -
5 .
(=]

tanto la primera fila de P(s) coincide con la matriz identidad.

que se ha rdemostrado hasta la fila j-1-ésima gque las i

- hY

las de P(s) son las

que P(s) es de la forma
{
|
|

s e = ;

(d.&@) r(&} = E
3
!
i
s
H
{
i
i

Dosarrollando ahora la

(2.37)

mioma

s gue las de la matriz identidad, es decir, -
i ¥ b

1 0 ... 0 ... 0

0 T . .. O 0 ... O

J O ... 1 0 ... 0

A S P,

v g2 Ji-1 P, 0 P

JJ Jm
Povas P e

ml me mj—1 i mm
.

ila j~fsima de la expresion (;.3@) se tiene,

d. (s)+d s) oo, (s) =d . (s)
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De la consideracidn de las igualdades {2.37) se desprende

1) P,,(s) = 1, por las mismas razones expuestas para P (s)
JdJ

2) Puesto que grado (d . (s)) > grado (d. .
: JJ( ( J1 1

rado {d' | (=) < grado d',,[sﬁ) = grado |(d . . 5)‘.

3) Pij{s) =0 para j ¢ i { m.

w
s

Se concluye, por induccidn, cue P(S) = I, v por tanto gus D'(f

D(s).



(n
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3. RELACION ENTRE DESCRIPCION EXTERNA Y DESCRIPCION IMTERNA EN SISTEMAS

MULTIVARTABLES,

3.0. Introduccidn.

De los resultados expusstos en el capitulo anterior en relacidn con

o se desprende la siguisnte defini-

el concepto de factorizacldn irreducib

cidn de matriz de transferencia irreducible

0}

. . . ~ Fm o m . L
S dice cue la matriz de transferencia u(s) 12.3) correspondientz al

e =1 se puade expresar en forma factorizada

] : -1 , \ L
definicidn 2.1) 3(s) = N(s) D (s) y grado (det D(s)) = n, siends

Andlogaments al caso sscala 21 concepto de matriz de transferencis

irraducible estd estrochar ron las propiedades completanen-

te controlable vy completamante observable de la descripceidn interne.

. e
Proposicion 3,1

51 1a matriz de trangferencis G(S) gdel cistemas (2.4) oy
el par (A,B) ps completamente controlable y el par (E,A) £5 o

3 3 ¥ e} F)
si el par (A,B) es completamente controlablse y el

sorvabla, Reciprocamen

par (G,A) s completamnante chservable, la matriz de trans

ducible,



IS

Esta groposicldn, ocuva demostracidn so encusntra actualmente en oun
trabojo publicado de V.M.Popov, muestra gus el primer paso en el proble
ma dg ohitoner una descripcion diants variables de estadeo corraspondien—
te a una matriz de transferencia consiste en expresar la relacidn entrada
salida medimnte una matriz de transferencia irreducible. Ahora bien, va —
se vio en =21 apartado 2.9 gue la Factorizacidn irreducible de una matriz
de transferencia no es Onica, por sllo resulta de gran interés definir una

factorizacidn cuya descripcidn interna correspondiente con

reducido de parametros

En este sentido se presernta a continuacidn una forma candnica da -
factorizacidn propussta por V.M. Popou (TLP8+) en relacidn con la forma oz
nnica de P. Brunovsky para descripeicnes mediants variables deg estado, Ss
incluye también un algoritmo original para llevar una matriz de transferen
cia a la forma candnica de Popeov. Este algoritmo constituye una demnstrs -~
cifn constructiva de la existencia de dicha forma candnica y adends se ou2
de emplear como base pora demustrar su unicidad, puntos no abordados an ol
trabeajo mencionado de Popov. Finalmente se hace una aplicacidn de lo exous
to al problema de reslizecidn minima

3
&8}

tenga un ndmerc
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Ponov.

EFsta faoctoris

Snica de matrices de transferencias, o bien corn

ligeras modificaciones, se pueds encontrar también en los trabald

bajo se demuestra la unicidad de la factorizacidn mediante la tecriz de laos

hases minimzs de espacios vectoriales racionales

controlablie,

R
(s) 7 (o), det

NG ~S
L ceaay O y -

existe una matriz po

jus’

inomial m x m R{s), de determinante ro nulo, tal

sl Tm £ -
sO8 28 Torma

ml, me




(3.4) tij = 0 para todo par (i,J) para el cual z'; X’ y 1>

. hY » . . .
y la matriz Tr(s) de (1) es una matriz polinomial con la propiecdad

_ : ’ . ~ o
(B.b) gracdo (t{! )) o omin (E/i)ﬁj), para todo 1,3 = 1,..., m. donde
tri,(a) es el polinomio (1,3) de Tr(s) v grado (tr. (5]) == el grado
J 1
de dicho polinomia.
- . ~NX ) o N
Ademds, los nlmoros i“q’i)g""’ & )y las matrices ( ), D(s;, fo
<m

% Tr(s) estan univocamente determinadas por las condiciones anterio~

“actorizacidn 5(s) = 5(s) T (s

1)
~t

res, bEn virtud de estos resultados, la

;

puede llevarse @ la forma candnica dnica.

—
(6}
L—
R
[—

(3.8) ©5(s) = 58(s) RrR(s) (T(s) R(s})”q = 5(s} R(s) (TD_q (D(s)+ Tr



3.2 Algoritmo pora la aobtencidn de la factorizacidn candnics de Popov,

El algoritmo desarrnllado sirve conoretamente para llevar una matriz
polinomial trianguler inferior A(S}, det A(S) # 0, a la forma definida en -

(3.1) del apartado anterior. Mediante transformac

nas realizsa

triz unimodular U(s
tes condiclones

¢ N AN .
1) grado (tjj(a)) = max i grado (t?j(s)),.. , grato (tnj(sj)? , para j=1,

L.

N A

1§/~

-

2] grado (t. (=]
+J
i> 4.
4

PN Y . .
3) grado [tjj(s)) < min { grado tii(q)), grado (tjj(s))} para i { J

grado (t, ( gr e : L
Jd iJ ii

El hecho de considerar A(s) inicialmente en la forma triangular infa-
rior no le hace perder utilidad al algoritmo va gue siempre es posible 1lovar
una metriz polinomial a dicha forma mediante transformaciones elementales de

de la factorizacidn candnica de

Ul

colurnas, es decir, se part

tulo anterior,

PR R
& Mmealisn—

Para mayor claridad en la exposicidn, el algoritmo se presen

te un diagrams de blogues con la siguiente notacion

1 . »
A = fa,.; matriz de ndrmeros enteros con @, | = grado (a.,(s))
ToAd- 1] 1
(A(S))k columng k=4 de Ae)
(A'(a]) columna resultado de efectuar una transformacidn elementsl




e

Yy

2

At £

{ co.

o b

B Ay

i
i

</

N

\\.

P e L e

e it




Como se puede observar en el diagrama, sl algoritmo consiste en la
aplicacidn sistemitica de dos tipes de transformaciones. Estas son
a,.—a,. .
. NN , il dij
. 1 . ~ N ~ v r .
tipo 1. Hacer (A'(s )i = (A(:)]i+xﬂ s {A(s))j
vy a continuacidn intercambiar entre si las columnas 1y § de
. N
A(s), siendo X tal que a' é . .
ii—1
a, ~a, .,
+i I Lis o s { 3 N = R i Vs
po 2. Hacer (A'(s)), = (A(s)] + As (A(s]) )1
/‘\) \J J
LA <
con tal gue a', . = a,. . .
13 131

Por ejemplo, considérsss la

il

siguen las comparacio

sa gfectuarian lo

a

matriz polinomial

1+s

Ois

nes y transtormaciones indicadas en el diagrama
s siguilentas pascs hasta llegar a la forma can
- o -

(A(s))q s —~5--5 8]

2

+s -5 0
2 2

5 T+5-5 S5+5
L .

i



n
W0

2. rtercambiar las columnas 1y 2 —5-3 1+8 0

-5 s 0

3
-+
&)
{
0
n
i
o
o0

+ (Als) ). | ~5-5 145 0

i
0]
-
+
9]
M)
O

on
+
951

Lﬂ+2? s : !
B

deprron

51 se desmusstra gue sl anlicar este algoritmo a una matriz polino -

mial, las susesivas transtormaciones efectusdas sobre slla

pre en la forma candnica pronuesta, se tendrd probada le exdistencia de di-

cha forma candnica.

En efecto, supdngace gue se ha comparado el elementc a, |, vy ha
1]

I/~
N

a ., y &, . % a,. vy por tanto se aplica una transformacicdn ti

tado a. .
1J
po £, Como

« . - N ~ .« - . . Iy
exigida a T{s), si ademic la transformacidn tipo 1 no afecte a ssta condl -

cidn, se tendrd gue al aplicar la transformacidn tipo 2

{ @, . para Ke1,2, ..., 1 -1, lo cual supone gus la columna j, una vez -

efectuada la transformacidn, se habrd modificado convenientemente,

Falta por probar cgue la transformscion tipo 1 no modifica la matriz de

-

ativa on relacidn con la condicidon 3 exigida a T(S), Considéress

forma

las columnas j-fsime ¢ i-ésima de A(s) :

se cunplird la condicidn

]
3



i a.. (s)
i
’ :

a . (s
e (s)

Supdngase que a, | > a

cidn tipo 1 siendo las columnas j-ésima o i-dsima de la mabtriz transformads

Al (8}.

ta (s) + s
. Ji

81 A(s) cumsle la condicidn 3 exigida a T(s) =2 tendrd gue a | <

K= 12,000y, J=1, como a

clonada condicidn ya que

plen (A(S))j y (A(s)],
N 4

G

Aamd

oimals

a (A’[s)j, s inmedicto ver cue cumple la condicidn si se supone que la oum

por tanto

resultza gue (A’(S))i cumple la men

&80

2 realiza una transformn

ot

" a, . pers
J JJd

< oa. (s} para k= 1,2,..., i-1. En cuanto -
14
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3.3. Aplicacidn al problems de realizacion minima,

Considérese la matriz de transferencia 6{s) escrita en forma factori
-1

zada irreducible { ) = S(S) T {5), siendo el grado de det,. T{S} igual a n.

ﬁ'\’
<
6]
Iel
1__.)
}_)
QL
93}
’bl
=
b
(,..J
]
0
ot}
juR
@
©
)
'Jj
TN
6}
v
0
@Q
"]
-
6]
!

La relacidn entre los vectores de entrac

de expresar de forma zouivelente mediante la repressntacidn con operadares -

donds g 25 un nuevo vector ds mension my D el operador d/dt.
Andlogamante, s2 pusde plantezr el proble de describir la relacidn

: YO o - . X
entrada-salida G(s) o (3./) mediante variables de estado, esto es, encontrar

un triple (A,B,C) tal qus 8(s) = C(sI - A) 8.

3

. - . . . . - w s r
Esta translormacidn de la descripcidn externa en interna, u(%)»;kA,d,
presenta varics puntos criticos. En primer lugar la dimensidn del vector de

- . . .

gstado no estd fijada a priori. Una veoz obtenida una descripeldn interna, se

m

puede anadir un ndmero cualquiera de variables de estado sin modificar la
triz de transTerencia sicmpre que las componentes afadidas sesan incontrolobles

.~

o inohservables, ya cue se eliminaran en la transformacidn inversa ‘A,-, 3]

G(S).



Por tanto, en un algoritmo de transFormacion G(s} - (A,B,C} £s ne
cesaria incluir la aplicacidn de criterics de controlabilidad v cbservabhi-—
lidad con objeto de verificar si en =1 paso de una representacidn a otrs -
sc han introducido estado: incontrolables v/o inchservables, los cuales se
han de elimirar para obtener una representacidn correcta del sistema, wura

4

representacion exacta de la parte completamante controlable vy chservable .
Las partes incontrolsbles y/o inobservebles, aungue existan fisicamente en
el sistema, no se pueden reoresentar mediante una matriz de transferencia,
cor ello el problema se concrats a realizar la matriz de transfersrncia me—

diante un ndmero minimo de variables de estado.

La dimensidn de ssta realizacidn, llameda irreducible o minima

i
53]
O

pusde calcular, como ha demostrado R.E. Kalman (reF.QD y 91}, a partir de
O T iam o o \ ;T ) o] 5 e e . . . .
riz de transferencis J( } o= /7 (s) mediante lous invariantes -

que define en la matriz polinomial M(s) el teorsma de Smith Mec-#illan

A pesar de tener doelfinida la dimensidn de la realizscidn, la reor
3

[ §l

'

sentacidn mediante varisbles de estado no es Gnica. 81 (A,B,C) constituye
una realizacsidn de G(s), todo triple (A',B',0") relacionado con el antorior

mediante una transformacidn T no singular en la forma



Fl empleo de la factorizecion candnica definida en 3.1 como descrip
cidn inicial de la relacidn entrada-salida permite obtener directamente una

reprasentacidn mediante variables de estado en la forma candnica complelamen

dos en la propos

ca de Mce-Millan (ref. 91).

~

- : . N . A
Para realizer una matriz de transferencia G(s) en la

controlable , como primer paso, se obtiene la expresidn de

rizacidn candnica (3.6] emmleando el algoritmo expussto en 3.2
3 7 § - o . ",l r \"Il
(3.10)  {s) = S(s) R{s) (10 (B{s) + Tr (3)]))

Introducisndo 21 vector q(t) se tiene la sigulente representaclion

mediante cperaderes diferenciales

(3.11.2)  (o{p) + 7r(D)) gt To u(t)

1

il

s(p) m(D) alt

e

(3.116) y(t)

o bien,

Tr(D) a(t) + To u

Yammnt
r
03
N
—_—
NI
»

m

(-
(e}

~
[

R
~

Y
la

f——

El
1

Lo
ot

f———

—
2
N
o

Nt

<

TN
o+

R—
H

s(o) m(o) alt)

Finalmente ostas ecuascliones se llevan a la forma o

(3.13.a)

[§w)

~
=

(-&
T

1

>

»
~

o+
| —

.
o
o

FoaanY
o
L——

dt

(3.13.0) y(t) = 0 x(t)



&4

definiendo el vector de estado x(t) mediante la ecuacidn
- 3 3 5 ) L 3
(3.14) x(t} = @ (0} ot , donde

1
-

= 1,2, 000, M.

A continuacidn se ilustra 21 mélodo expussto mediante un ejemplo en

el uue las operaciones envuelias rno son complicadas. Algoritmos

R 7. 3 2 0 : S Dl
de (2.11) a (3.13) se pusden encontrar en las referencias 93 y

Conszidérese la natriz de transforoencia

[42]

s(s-1)-2

Una inmodista sxpresidn Tactoriza

[ \ B - .

[s (8-1)-2 s 2 i

54 J i D efe ad

i { !’ ;a(u“’]‘j O g
3,18 Slel= o {5117 oo i o
( (s) i \ / | | L 0 s{s-1) f

- N c -

L~ 2le=) sl



A partir de ssta factorizacidn, haciendo uso de las proniedades
» A —~ . . 1
de la matriz compussta J(S) expuestas en 2.3 , sa llega a la siguiente

factorizacion irroducible

- - ~ -
{ i I P ]

~ i i

3.19 5(s)=  |-s ‘ §
(3.19) 5(s) st ] 1 | (252 o3|
} 0 1] -

Aplicando shora el algoritmo 3.2 se obtisne la factorizacidn en

forma condnica de Popov,.

|
1
o

A., .E;-.
+
(03}
1
C

rm
N

|
[0}
t
n
w
!
e

Identificando la expresidn anterior con (3.10)

—5

e ey
63}
N
"
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De acuerdo con la oroposicidn 3 del apéndice 0, esta Gdltima matriz

o = T ] [ 2 | i
(3.23) s +s -5 11 =1 | s o, s O
¢ = i | : i
b ; ; i : 2
: N i t | ;
0 S 3 P IS : 1 -3
L 53 {0 (s .- " LY i
- ~ 1 I~ -
r 4=t T2 o]
L 7] s 0 | s+ -3
o ! (i L )
- { ! y % ?
i 3 i
0 T i 0 s | Poa -3
e ot L — e i
con lo cual, de {3.22} v (3.23) se pueden identificar las matrices To, D[S}

Yy Tr(s}. Por tanto, teremus la siguiente descrincidn modiante cperadores

diferenciales

d o _d
dt

o

———ry

dt

a4 -3

o]
| I

(3.24.b) y(t)= e 1 u(t)




Desarrollando estas ecuaciones, se tiene :

(3.25.a) ;f; qq(t} = - gt ql(t) —4%’jw3 qg(t) + U 1(t)T\A2(t)
(3.25.b) d% 0 (t) = -4 Qq(t) +3 a,(t) +u (t)

(3.26.a) y () = g; a,(t) + 2 qfe) - a,lt)

(3.26.5) v (8) = =5 alt) - e (e) + )

(3.26.c) v (t) = =2 alt)+ ot

Por otra parte, de acuerdno con ( 3.14 )

__—
(3.27) x(t] = d o oft)
dt i
0 11
- -
es decir,
(3.28.a) yq(t) = q,(t)
(3.20.1) x {(t) = d Lq(t)
clt

N
%]
N

:
L
X
w
~—
[l

—
Ii

0

N
ey

R



. . P PRV - oy ) - 1
Finalmonte, sustituyendo (3.4&) en {3.25) vy [3.¢o) e llega & la i -

gulente raprosentacidn en Forma con indices de coniry

T P . . o . L | PR
labilidad (2,1} (coincidentes con los grados de les columras de (3.24))

I - -
o0 1 ol fo ol
- i | i ! )
(3.25.a) %L X(t) = | -4 -1 3 3 x(t) + L g 10 ult)
oL

(b it i o
i

~
L

| |
3.29.b) v(t) =-1 =1 1% x(t)

La aplicacidn del teorema de estructura de Wlovich (apartadm 1‘3)g

en conexidn con la forma factorizada candnica de Popov {3.5), permite

»

oblener directamente una realizacidn minima de G(s) en la forma candnica

)

controlah

zin necesidad de ut

{2

—t
%)
o

-

lizar la repressntacidn mediante ope-

radores diferenciales como paso intermedio.

En efecto, de acuerdo con el teorema de estructura de Wolovich
1 A Vv ey deged o ey e £ c e 3 ami . o
(1.38), le watriz de transferencia 6(s), correspondiente a una repre-
sentacldn madiante variables de estado completamente controlable, se

puede axprisar on la forma:

(3.30) &(s)- (€ s(s)) (B Nq(diag‘(sn’},sﬁ‘?,.“,ssh”‘)-f/tq s(s)))
m
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A A A
donde S(s), B vy A se definieron en 1.3, v C es la matriz de obser-—
m m

vacidn en forma candnica controlable multivariable.

Por otra parte, el algoritmo expuesto en 3,2 permite ox

k]
I
4]
&)
o
"3

0

lae matriz de transferencia G(s) en la forma factorizada candnica de

Popov:

(3.31)  a(s)= N(s) D" '(s)= n(s)R(s) (D(s)a(s)) =
= N(s)R(s) (D*q(clag(an,sng,...,snm\+Dr(s))\h1
Comparando las oxpresionas (3.30) 3% (3.31), se obtiene inag

diatamente:

(3.32.a) T s(s)= n(s)R(s
/\
2 =
(3.32,b) i B =D,
{ 3. 2.0 — S{s})= s )
(3.32.¢) A Sls)= 0 ()

Tenicndo en cuenta la forma particular de la matriz S(s),
. ,(\/~ Fa . -y e
las matrices G, B y A se pueden ohtener directamente via (S.ac), y
m m

por tanto la realizacidn minima de G(s) en la forma candniza contro-

. . AA A
lable multiveriable (A,B,0).

A continuacidn se ilustra el método con el ejemplo va utiliza
. R

do anteriormanta. Empleando los resultados obtenidos en (3.21) Y _a.aj}

se tiene:

542 -
(3.33) N{s)R(s)= |-o- 1 Y
—~c 1
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-1 544 —31

oo 52 ~11 )
(3.55) s ls 0 = J-s-1 1J & C=1i{-1 =1 1
0 -2 1
L ! 2 0 1
De (3.32.b):

(3.36 &

0 1 0 1

A
8B =
m

Finalmente, do (3.32.c):

-
O
n
4
o
!
]

O m
S
InN

Como se puede observer, este alyoritmo de realizacidn pre

Y

ta las sigulentes ventajas los existentes: (1) es de fécil

Dro-—-

gramacidn en un computador digital, (2] requisre un nfmero reducido

i}
1t
-
s
0

tle

nes dindmicas de realizecidn en la forma candnica controlable multi--

ju

variable, Esto dltimo es de

nterds en las siguientos aplicseciones:
(j) simulucidn mediante calculador analdgico utilizando un ndmero re-
ducido de potencidmetros vy amplificadores, [ii) asignacidn de polos

de 6(s) modiante realimentacidn lineal de las variablos de astado,

(iii) disefio de observadores, vy (iv) identificocidn de sistemas,

operaciones de cdlculo, v (3) proporciona dirvectamente las gcuscin
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4, PROBLEMA DE AJUSTE EXACTD A UN MODELO EMPLEANDD LA DESCRIPCION EXTERNA

Toriy

El problema de ajusta oxacto a un modelo, tal como lo Formulan WA
Wolovich (reF.QB) y G- Wang (reF.BSJ, es gl siguiente,

»

Considéress ol sistama dindmico linoal, invariante en el tiempo, o

delado mediante las ecuzciones !

¥
1
ps
Fan
ot
| S
It
=
X
—
o
+
|88
ol
~
o
A —

Sin pérdida de gzneralidad, se puede suporner

tamente controlabls v cue B es una matriz de rango

( m vy n se corresponden con la notacidn e

. [ - . N . .
Al sistema Q@.ﬂ) se le aplica una ley de control consisteonte en una

. .
irneal de las varid

1i

donde w(t) es un vector de dimensidon m correspordiente a
nas del eistema comoonsado (sefinles do referencia o consigna); v el par {(F,5)

ine la ley de control estd constituido por

soestlvamente,

A Veaer oy ~ T SO G
Ao las m oepntradas externas w’&

aus D oseas



7

‘Sustituyenda (4.2) por u{t) en (a.1.a), se obtienen las siguientes

ecuaciones para el sistema comgensado (en bucle cerredo) :

(4.3.a) = x(t) = (A+Br) x(t)] + B5 w(t)

i

(Q.S.b) y(t) G x(t).

o bien, pasando a la descripcidn externs, se tiene 1a siguiente matriz de

£

cransferencia correspondiente a8 la ley de control (F,G) :

il

(a.4) T_ . (s) C{sI-A- BF)—q B3

3 I

De acuerdo con sste planteamisnto el problema de ajuste exscto a un mo
delo mediante realimentacidn lineal de las variables de sstado es este : da-

da una matriz de transfersncia Td{s) que se desea cue tenga el sistema una

. . £ B\ o .
vez aplicada la  ley de control, ¢ existe un par (F ,G) tal que 7 (s)

idéntica a Td(s) 7

Este problema, gue es esencial en ol disefio de sistemas de control so -

-,
- o~ —_ [T DR A
clase constuulds

guidores de modelos, basicomente consiste en carec
por los sistemas de la forma (4.3) correspondientes a todos los posibles pa -

res. (F,G) oue 88 pusden aplicar al sistema original (4.1), (ref, 96].

En el caso de sistemas des una sefal de entrada y una sefal de salida di-
cha caractorizacidn es inmediata en virtud de estos resultados bilen conocidos:

de control del tipo (G.Z} deja inalterados 1) los oo

la anpl



ros
Por
una

exi

con
sen
men

an

1)

no
L

clase

dia

~J
(98]

de la funclidn de transferencia del sistema, vy 2] el orden del sistema.

tanto dado un sistema monovariable de funcidn de transferencia T(s)
~ . e . . -3 f -
funcidn de transferencia Td{s) gus se desea tener en bucle cerrado

r
stird un par (F,3) tal que T s) = Td(s) si :

X
F,G

Los ceras de T(s) y Ty4{e) son idénticos.

Los gradeos de los denominadores ds T(S) % Td[s) scn lguales.

Se hace notar gue eligiendo wuna ley do control aproplada se pusde -

segulir gus la Tuncidn de transferencia del sistema en bucle cerrado pro

te uro o mds polos vy ceros conunes,

te gl orden de la Tuncidn de transferencia en bucle cerrado. Taniendo

cuenta este hecho las condiciones anteriores ss modifican como sigue

El conjunto de cercs ds Td(s) gstd contenido en el conjunto de cercs

T(s).

La diferencia enbtre ndmero de polos y nimerc de ceros es la misma en

En el casao de sistomas mulbtivariables el problema ds cearacterilzar

e, En oesencia se pueden dist

complica conoid
abordar la cuestidn, segln se haga referencia o no a

nte variables de cstado.

»
2

1a

i

de sisteras que se puaden obhener aplicando una ley de control (&.2 ]




Los trabajos de W.A, Wolovich [ref.95 S.H. Wan reh 88 est
L

la linea de definir los invariantes del sistema ants una ley del tipo (4.0
pd

74

haciendo uso de la descripcidn mediante variebles de estado. La forma oa

nonica de Brunovsk nara descripciones mediante variables de estad

1

rne uncs lnvariasntes en los sistemas resultantes de la aplicacidn d

e un s

(F,G) arbitraric : el conjunto de Indices de controlabilidad. Ahora bien

dado cue el objetive a alcanzar por sl par (F,B) esté dado por una
tramsf@r;ncia‘ Tule), que es la forma directa de expresar unas eso
nes de disefic de un sistema de control, s preciso relacionar dicho
riantes cen la descripeidn externa. En este sentido, 21 teorema de
ra de W.A, Wolovich [ ref.95 ) es de gran importencia. Basdndose

A, Wolovich llega al siguisnte resultacdo :

Teoremna 4.1

Se considera el sistena {d.ﬂ) de par (A, B) completamente contr

7
£ . ' . -
B de rango completo m 2 n, v la matriz de transfercncia 16(5) = R
oon 1” médximo condn divisor por la derecha de Rj(s) N PJ(S). Exi
' C c

[F,,G}, con 5 no singular, gque satisface la relacidn :

as tres condiciones siguientes para alguna

si y sOlo si se cunplen

1
. . - s f
linomial no singular H(s) :

eoif

matriz

& 1nvd

icaoid

gstructu—

zn &1

matriz

.



r por la izguierda de R(s), R(s) =R (s) H(s).

]
o
c
3
o)
[n
<
} do
W
0

-y

< £l conjunto ordensdo de indices de controlabilidac

(S5
q
Q.
8]
0

Q

=
n
L
I
—
0
S

es idéntico al de P_ p(s}.
Pyl

s) H(s) es propia de columnas.

Este teorema resuslve el problema de ajuste exacto a un mode zlo me -
diante realimentacidn lineal de los variables de estado en sistemas inver

nas gue no lo sean no existe

2 encontrar una matriz H(s) apropiada v ni

-
5
ol
b

[}
G
!
b
-
=

2
@
3
0
3
a
i
£
[
@

Q
@©
o]
=
.
ot

ciguiera para determiner su existencia

e

La otra forma de abordar el problema de ajuste exacto a un modelo -

consiste en hacer completamente el estudio en sl dominio de la frecuencia.
Para ello se cuents con la forma candnics oxpuesta en 3.1 para matrices de

gue un compensador en cascade de matriz de

translerancia propla TP(S) se puede realizar, de forma equivalente, emnlean
do realimentacidn lineal de las variables de estado en combinacidn con pre-—

compensacidn dindmica (ref.D6). Basdndose en ello se puede establecer el -

Teorans d

Se considera un sistema de matriz de transferencia propia x(c, de di-

»

mensidn pox om, y un sistema modelo con matriz de transferencia prepia Th(s)



de dimensidn p x ¢. Existe una loy de contrcol, consistente en realiments

4 P

cidn lineal de las variables de estado junto con una precompensacidn dind-—

mica de la entrada, tal gue la matriz del sistema compen-—-

sado es idéntica a T (=) si vy sdlo si

(a.6) T{s) T (s) = T (s)

para alguna matriz racional propia T ( )

En virtud de este teorema 21 problema de ajuste exacto a un modelo —

3 . v - 0 i Pl
gueda concretado a resolver en T (s]) la ecuacidn (4.6). W.A Wolovich {ref.
C

94) llegse a un algoritmo de cdlculo v resl
7 b R

temzs dnvertibles por la izguierde. En este capitu
cidn de (4.6) ¢ endo uso de las bases minimas de espacios vectoriales ra

n de mayor generalidad,.

‘._._V
S

L
D\

cionales con objoto de obtener un método de so
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4.1 Base minima de un espacio vectorial racinnal.

Cuando se emplen matrices de transferencis para describir la relasidn
entrada—salida de un sistema es necesario operar con funciones racionales —
de la verieble s con coeficientes en algdn cusrpe F (de los ndmeros realss,
complejos, etc.). El conjunto de todaes las funcliones racionalss en ¢ sobre

—

. r i . .
F forma un cuerpo, convenclonalmente denotado por FKS). El conjunto de los

polinomios en s sobre F oes un subconjunto de E( ) y sa dencta por Fl¢] .

1

Sea G unza matriz de dimensidn k x n  con elementos en 8l cuzrpo F(s).

El conjunte formado por todas las posibles combinsciones linealess de sus Ti-
AN . o , .
las g, 181 ¢ k, es un espacic vectorial V obre dicho cuerpo de dimen

,L’

sidn igual al rengo de G. Reciprocamente, si V es un espacio vectorial de i
mensidn k de n-etos del cuerpo F(s), tizne uns base formada por K n-etos o,
i

T 4 14 ko, qgue pueden disponorse formando una matriz 6 de dimensidn < » o6

L
3

El grado de un n-eto de polinomics g = {*g

los grados de sus componentes

Sea 6 una matriz polinomial de dimensidn k x n con filas g,, se defing

i
. e . . - ~3 ' N .
el indice i-&simo de 6 como YV | = grado g, , 1 &4 é Ky y el urden de B oo
i i -
mool N
] e i
Y = 7 \ i



Definicidn 4.3

L

Sea V un egpacic vectorial de dimensidn k de n—-stos sobre F(S}, se
defing una base minima de V come una matriz polinomlal § de dimensidn -
kK xn tal gue G sea una bass para V vy tenga el ordsn minimo de todas las

bases polinomiales posibles nora V.

Fn general un espacic vectorial V tiene muchas bases minimas, en el
by ?

apartado sigulsnte sg expone un algoritmo para reducir una base no minims

a una baze minima.

N . e . - R § - 3 ~ . R
1 6 es ung matriz de dimension k x n scbre F(s) 2 rango completo

el conjunto formsado por todos los n-etos columna z tales gus Gz = 0 as un

espacio vectorial sobre M(s). E£ste espacio vectorial se denomina el

Lot ) .
clo dual Vo . Cada z <V es ortogonsl a cada y <V, es decir, v z = 0.
La dimensidn del espacio dual es n-k y tlene alguna bese minima de dimen -

510 n x(n—k). Fl siguiente teorema, cuya denostracidn se puede ver on -

ref .89, nuestra un método para obtener dicha base ninima.

Teorema 4.3

»

Sea 0 una base minima. Existe una matriz polinomial H de dimensidn
3 N ' - . . 5 ety
(nwk) x o tal gue la matriz cuadrada B = |— = sea unimodular, Por tanto

!
Lo -

. T . . o r=te 1 ~1 ‘
B tiene una matriz inversa polinomial B8 =6 7 H 1y H sg  pusdo

tomar como urna base minima del espacic dual.
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Sea G una base de un espacio vectorial V. El algoritmo que se prese

ta a continuacidn sirve para calcular a partir de G una hase minima de V .

1. 8i 6 no es polinomial, multipnlicar cada fila por su mimimo comin dero-

minador para obtener una base polinomial,

Z. Beducir la base polinomial a una base para el mddulo M de los n—etos

<

polinomiales de V. Para ello se calculan los menores de dimensidn k x

3

de Gy se determina su médximo comdin divisor d{s}. 5i el méximo comdn i

'
"

i~

visor d{s) no es la unidad, sea p(s) un factor polinomial irreducible de

N P . N . . .
d{s). Como los polinomics médulo un polinomic irreducible constituyen -

un campo, modulo m(a), G no tiene rango completo v por t

N

guna combinacidn lineal de las Filas dz2 5 gue es congruente con O mod
p(s) :

0 mod p(s]

]
{!

[\

LG}
I}

* . . . . . - I's
donde 7, son polinomios de grado sstrictaments inferior al de DLS) va

i

que representan residucs mod p(s).

Como g’ = 0 mod p(s), g' o8 divisible por p(s) y el grado de g'/p es

i

grado {g‘/p) = grado (g') - grado (p)
£ max %QFQUO(?j)TQFddO (g )} ~ grado (p)

.,

"
< mdxl grado (g, )1
{ AT

anto existe al-



donde 21 maximo sg r
nulo,

obtiene una nueva bas

tener una base polinomial con dls
i

i3

Transfornar

las,

Para que una matriz polinomial sea propia de filas es condicidn nece

Reemplazando la fila

base obtenida anterior

&80

efiere sdlo a las filas g. para las cuales ¥, no gs
i i

gi en que se alcanza el méximo por g'/p se

g de orden inferior. Bl proceso se repite hasta oh-

1.

nente en una base propia de fi-

saria y suficisnte gue su matriz de coeficientes de grado médximo sea

de rango completo (apéﬂdice 0}, por tanto, si el orden de la base 0

obtenida en2 no ss igusl al médximo de los grados de los monores de

dimension k x k, su matriz de coeficientes de grado mAximo C no tio
n < -

ne rango completo. En ese caso existe alguna combinacidn linsal 7 7,

et
ﬂg.? =0 de las filas fg‘} de G, donde T, pertenecs al cusr
L7is h L7id h i -
r

po B, 1£4 4 .

n \,,\ - . - > . . . ity .

oea Yie el miximo de los Indices correspondlentes a coeficientes

T, no nulos,

R 5
potencias Y,
i0
G correspondiente al

ferior a la original,

aentonces

el

n—cto polinomial

&y, , ya gue los coeficientes au

e afectan a las -~
io
se cancelan, de agul gue resmplazando la fila de

' se obtione una base de orden jﬁ

PN
indice Y, por g
i0



ciones se repiten nasta llegar 2 una base con mabtrd

Estas oo

coeficientes de grado méximo de rango completo. En ests caso el
orden de O serd igual al maxime de los grados de sus menores de di

~

mensidn k % k vy por tanto G serd una bas2 minima.

A continuacidn se desarrolla un ejenmplo de aplicacidn préctica del
[ T

algoritmo; sundngase gue se parte de la base :

- -

st .82 83

S+é s+ 1 5+ i

G = |
72 v o 3

(s+2]) (s 4] 5+ 1 J

L. .

En primer lugar se obtisne una base polinomial multiplicando cada

la por su minimo comdn dencminador

i~
o =

Los menoros de dimensidén 2 x 2 son,

SNSRI |




[89]
3

m
=
]
8]
ip}
}__1 .
ot
3
@]
0
Q
3
hs}
—
(6]
L
1l
w
+
S

como ds) = s+1 £ 1, se pasa al punto 2 del

—

L2 | N \ ;
= [(5+1) (s+2) + 2(s+1) —(e+2) (s+a) (s+1) —(5+3)[5+1)(5+4}}

i

7
1

a'/pls) = [t5+1)(5+2)+2 —(e+2) (s+4) —(s+3) (s+a) |
J

v sustituvendo la g por g'/p(s) obtensmos la nusva base

1

-

r N | .
(s+1)(s+2)42 ~{s+2)(514) ~(s+3) (s+4)

{ . i
}L ~-2(s+1) ~{a+2) (s+4) 0 '

(2 . . ~ ~ . A
Calculando de nuevo los menores de dimension 2 x 2 se obtiene p(s) =

G mod (s+4) =

8)}
o
]
| S

-

por tanto

8
g' =g -z 9 %

(s4+2) ~(s+3)

OO



sustituyendo gq por

Es preciso aplicar u

11

G mod (s+3)

que es

grado mdximo

a8 de rango completo

algoriting.

83

10 2
s+ - - s+ —{s+3
= £ (s+2) (s+3)
~2(s+1)  ~(s+2](s+4) 0_
na vez més el punto z del algoritmo con p(s) = (5+3)

[0 AW
o
et

I
PN
o

| ——
!
o

94
[t
[ s
P = (s2) «33
L -
) se obtiens Finalmente la base

O ina

"
i
-
-
il
N
—
<
o

rﬂ_,w,
(68 el

|
i

. Enoeste caso no ha sideo necesario aplicar el punto

5

Ny
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4.3, Apnlicacidn 21 probleoma de ajuste exacto a un modeslo.

nimas de espacios vectoriales racionasles a la resolucidn de la ecuacidn -

(a.6). Para ello es necesario exponer previamente varios conceptos.

- . . : M
EL vector entrada-salida de un sistema se define como el (m+p)-eto

columna

4
i

=

-~ e

(4.7) '. v

....|

donde U e Y son los vectorss transformados de Laplace de los vectores de an
rada y salida respectivamente, T es la matriz de

y la matriz T =

matriz de transferencia extendida correspondicnoe

De acuerdo con (4.7 e} conjunto de todos los vectores entrada—calids

3

5 el espacio vecoctorisl de (m+w)—wtoo columnas sobre F(S) generado por la nd

Fatd
g

triz de tronsfereoncia extendids T.

Defini

Un sistema minimo matricial para un sistemas con matriz de

hal
o
]
o
84}
b
o

cia T de dimensidn p x m, es una base minima § =
~s
rial de los vectorss entrada-salide generado por T =

mensiornes de Oy N omxmy p xm respectivements,



El problema dz ajuste exacto a un modelo, cuando ze emplea exclusi

vaments la descripcidn externa, eguivale a determinar condiclcones de exis

tencia de solucidn a la couacidn T T =T (teorsma 4.2.). Sea T una
T T -7 C m o
W s . Pt . . o —
solucldn propia v 8§ = [D ; N | oun sistema minimo matricial para T
c

entonces

sustituyendo en (4.6)

—
oD
—
jos]

L
—
=z
Il

Tm D

A i
51 se define 1o maetriz T = (Tm b= TW , la igualdad anterior ss -

puede exprasar en esta otra forma

For tanto, las columnas de un sistema minimo matricial correspon

S
diente a una matriz T gue resuslve la ecuzcidn T T = Tm, pertenccen
- A =
sel Vi de (mp)-etos columna  ortogonales a T . Encop)
" 1
S para el espacin vectorial V% , s& encuentra una

hase para todos Jos (mkp)»etua polinomicles mencionados,

al espacio

trando una
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-

Se concluye pues cue 5 es un sistema minimo matricial correspondien

te a una matriz 7 gue satisfaga la ecuacidn T T =T si y s6io si las
ol C m
. &
columnas de 5 son combinociones lineales de las columnas de Sy § 88

un sistema minimo matricial.

Baséndose on los resultados antericres, se propone el sigulente me-

]
.
]
]

1. A partir de la matriz de transferencia del sistema original y la ma -
triz de transferenciz deseada para el sistema compensado se forma 12

matriz

o~

S= obtiene una base minima para T mediante la eplicacidn del algorit

N

mo 4.2,

”~
3. Por Gltimo se caleula una base minima para el espacic dual de T siguien

do el método que se desprande del teorema 4.3,

Seguidamente se aplica este método a la resolucidn de un caso presento-

S5e llega al mismo resultado sin nece

do por W,A. Wolovici (ref.??

basarse en el hecho de ser el sistema invertible por la izquierda, lo cual le
proporcivna a este método un campo de aplicaciones mayor. 1l ejemplo se pro -

sentd originalmente en un trabajo de B.C. Moore y LM, Silverman (raf.ﬁ:},ll
£

gandose @ las mismas conclusiones empleando un procedimiento distd

Considérese un sistema con matriz de transferencia



87

S+ sr§1

se trata de seber si es posible, empleardo realimentacidn lineal ds las va
riables do estado en combinacidn con precompensacidn dindmica de la entro--
da, consegulir un comportamiento en hucle cerrado dado por la matriz de -

transferencia

i

(SR
4+ 5
-

i

-

Tm(

s}
-
1l

-
Q
]
3
o
—
@]
&
las
i
;.J .
~N
—
=
!
W

En primer lugar se
g

[Tm i - TJ =

A continuacion se reduce gsta bDass a

—

e base minima, que como se vid en sl

ejemplo expuesto en 4.¢  resulta ser



. 10

s + -

(=]
| A
o=

Aplicando 1 fecrema

pacio vectorial dual del

S
o

solupidn y la ley de

@) lx\)
Framuan
93]
+
N2
e
I
N
6
..1>,
[
o —
yu—

~(s+2) -3 j

4,3 con objeto de obtener una
~io vectorial de base minima

X (35+5) - (5+3)

X N

fammn
u
4
o
;
M ing

1
1y
.
e
i

e

+ i
O
\.,'i/\
0

1l

D
?\/‘
'

- =(st2) |

oo
m

.. .
base minima del o

N
g

oy en cascada de matriz de transt

tiene

13 B8S gaulsa-

erencla .
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5. CONCLUSICNES

e ha realizado un estudio de las propledades de la expresidn

en forma Taclorizada de una matriz de transferencia, relacionadas con

dos puntos concretos de la descripoidn mediante variables de esta:
andlisis de controlabilidad y chservabilidad, v establecimiento de Tor

mas candnicas de descripcidn de sistemas,

Se han desarrollado dos algoritmos originales para expresar
una matriz de transferencia en forma candnica factorizada irreducible.
-
" N N S 3
ELl primero 1lleva G(s) a la forma G(s)=N(s) 0 (s) , con D(e) triar-

gular inferior. En este contexto, s

)
r')

presznisa un algoritmo original,

de fdcil programacidn en un computador digital, para triangulacidn de
matrices polinomizles. Como caracteristica sz menciona que no orecias

divisidn de polinomios, con lo cual se gana simplicidad v exactitud

sobre otros métodes,

El segundo algoritmo determina la expresidn candnica factori-
zada de Popov correspondiente a una matriz de transferencia dada. Es
te algoritmo se ewplea para demostrer la cxistencia de dicha Torms

can®nica,

Sa ha establecido una conexidn entre la forma Factorizada ce-—
ndnica de Popov, y la forma candnica controlable multivariable para
descripeinnes mediante variables de sstado. Ello ha coducido a un md-
todo de realizacidn mindma original con ventajas notables sobre 1o

existentes. Ooerando exclusivamentoe sobre la matriz de transferencia,




se llega = unas ecusciones dindmicas

nica controlable multivariehle, La

1=

sarias, hacen este método de

gital.
solucidn or

S2 ha obtenido una

illez de las

iginal al

cperaciones

problema de ajuste

to a un modelo empleando exclusivaments la descripeidn externa del

tema. Mediante las propiedades de las bases
riales racionales, se llega a un pétodo aplic
temas mds arplia gue los existentes,

Como futuro desarrollo de este trabajo,

de la factorizecidn candnica de Popov a otros campos de

Control. La relacidn establecida entre di

candnica controlable

diante ¢l leorema de estructura de

los temas: (i) asig

las variahle

ficacion

Por otra parte,

te matrices de transferencia, come hace

to semejante al realizado del problema de

el

dis

ta

Se indica

ol la desarrollada

metodol

a

o)

oropledades bases minimas de

cha

para descripciones con variables
racidn de polos utilizando realimentacicn lines

estado, (11) disefio de observadores, y (4

Tormulando el problema del observador
VAo
wiling ,

dju ste exac

espacios

91

de realizacidn en la forma cand-
nece—

fécil orogramacidn en un computador di-

4+
i

minimas de espacios vecto-

ble a una clase de si

factorizacidn v

de estado, m

~
4

to a un modelo,

e~

no de observadorss con

vectoriales raclionales

n

se indica la aplicac

se llega a un planteamd

Wolovich, suglere su aplicacidn en

-

[

ii) ddenti-

LN

en cate trabajo, empleando las

L

2

o~
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APENDICE O

Y DONCERPTOS PREVICS 80BRE MATRICES POLINOMIALES

N
(s)! g una matriz polinomia riden mocon ds

=
0
.
54
[N
3
8]
jus
8
jl
©
Q

Sea Als]) = ?a

terminante no nulo (det Als) # 0). Se empleard ]

& sigulente notacldn para un

menor de orden p de A

. PN /. . £ . ya e ome
siendo 12 1 i < . K1 2 my 1 Sk k. ik S
D

Finicidn 1 .- El grado de la columna j de A(s) 2s

ey
I
=
on
| S—
[ ER—
it
e
x
e
(\}/\_
T
Il
jH
~—
mn
[
J
s
~
P
-
[—

Cuando no exista

dat L.
. llr \‘} < . . oy o SRR DU
5i oia.,(s)t = cj se puede escribiy
Ligr 4
14
& ( ) = = Loog ” +drma o rig rarcd inferior (»,‘)
a s} = a 3 b 4 cermings de griafio eriar
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Definicidn 2 .- la expresidn anterior, Jjunto con la igualdad

0 . "r I :}—? A ¢ . [~
a, ., = S1 Jira, 18) N ocC 3
ij ) i ljk J‘ ~ J \ )

permite definir la matriz de cooficientes

Definicidn 3 Una matriz polinomial A(S) se dice gue =5 propia de columnas

si cumpls

N
0
)

) XJL.

-

N
1

2

G

ct
>
o)

(0
Bt

(4)

L

J=1
s e N o 3 . . P
Fropogsicidn 1 Para que una matriz A(s) sea propia de columnas es condicidn
necesaria v suficiente gue
. T i
det . ?A(g;ﬂ £ 0 (5)
cooL | '
Demoatracidn
Necesidad, ~
/1 2 v m\\
oy ’ l A g n 3.2 L] ' 4 o~ 4 [V
det A(s) = Als) | = As 4 terminos de grado inTerior (&)
| o
v & ouem

Si Als) es pfcmja

se debe cumplir
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y como X= a.

i | = det 1 [A(si} , se desprends que ()

es condicidn neoesaria.

Suficicncia.—~ 81 se cumple (8), se tiene :

Ahora bien, como el grado de un polinomio p(s] = q[?] F(S) aks

r{sjg , 58 puede escribir

i
t

|

N
r~L’L
~—
0
o
s
ﬁrﬁwﬂ
i
<
0
)
—
8¢
S

Por tanto,

=

- m ¢ ) ‘
|det A(sa)_g = N 0 o (16)

con 1o cual oueds demostirada la suficiencia

S
T
[
L

Cualuuier matriz polinomial A(e), tal que det Als

y nu es propio de columnas, se puede transtormar modiante transformacionss

o
).

elementales de columnas en otra A(a) gue sea propiz de colunnas
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Demostracidn.—

Las transformaciones elementales de columnas en una matriz A(s) eoui
valen a la postmultiplicacidn de A[s} por una matriz unimodular u(s). Por
tanto, se trata de demostrar si existe una matriz U(s) tal que

A (s)

A(s) U(s)

(11)

det U(s) =cte £ O
siendo‘k(s) propia de ceclumnas.

Si A[s) no es propia de columnas, se ha visto antericrmente cue
m ‘-’_; -
det . [Afs i =0 12
c - U . ( )

. s - . mor .
Esto equivale a la posibilidad de escribir una cclumna j de L EA[SN
C - -

como combinacidn lineal de las restantes, es decir, existen unos coeficien

tes B, tales que

/ .
aiJ_ = EE— )k aik}(i 1,2.00y M (13)

1

. N
A(s) U, (s) = A, (s) (14)

con U, determinada a partir de (13) en la forma



_ / 5, -
1 0 . - 1 s . 0
£
/ Ve
C (I - % . s . 0
2
U, (s) = (15)
0 0 . 1 . 0
&
U om
8! o . - s . 1
L m -
< r f} < N N
—~ 4 PR . T o~ e [ =1 =
con E}k = 0 cf [Als)] - dck [A(Ol} (k=12,.00, @)
. 44 .7 vl > / T PR 3
y J tal gus doj iA(S]! = Jck (Als)] (k= 1,2,..., o)
L ~ b -

1a

9

debido o

Pavi

sl Aq(s) no 2

de Jos urados de 1los columnas nasta gus en un ndmero finlto de pasos p a0

tenga

Y .
A(sj oropla de columnnas,

con

El ndmero do posos e Tinito porg
m - . m
i s Tons S
“ - hY { s \
- U (= ¢
) ond KA I

~o
Als)

COmo o
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3 : 3
. {s) &s unimodular, se ha de cumplir

Ve
(:\/i'\
L

&

cr

™
Pt

0
S

Z I - .
d A (s)] 1 :@g‘det ”/i’ (s) (19}

N

N . B} v 6T X N
Cuando / e LAP(SJE = 0 ldet Ak (S{J, por la proposicidn 1,

£ 0 v por tanto no cueda posibilidad de reduccidn de gra
) ; Vo g gra

-y v i
det L 1A (5)}
Mol A

do de ninguna columna.
g

[ -

P
1521
-

Por tanto la matriz definida en (11) existe

N
0o
e
)

et

Uls) = U (s) uz(s) . U (s)

. P— N hY . . - . -
Propo 3 Una matriz polinomial A(s; oropia de columnas se pueds oo

torizar on la Torma

siendo A uno matriz de elementos reales no singular y Ad(s) polinomial oro

méximo por columnas situados  en

pia de columnas con 1os

la diagonal princ

Demostracidn. — Siempre es posible la descomposicidn de Als) en los sumon

i
N O
Ao = Jd Alsh  diag.y s
\ ) -+ o I ( ]

L
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51 A (5) 2s propila de coluenas, por la proposicidn 1 se deduce que existe
—ﬂx i ) I - 1 N . o~y N N
l - %A(s) | v premultinlicanda (ga) por esta matriz

LA
=

+

o
oy
p=
—
(03]
S
i
—
>

Lo
-

(]‘
s
TN
o

A

[}

)

I
s
=3
e
[43}
fuwl®!
/A\\

T

8}

[
™
p=d
~
&1}

N L — l
—
T

i
"y
)

-
=]

S—

—
Ay
Iy

por tanto el segundo niembro de la igualdad {23} tiene la propledad definida

‘__ ; R ! P - 3 P
para la matriz Ad(ﬁj de (21); se pusde escribir

5) (25



APENDICE 1

PROGRAMA FARA LI EVAR UNA MATRIZ

A LA FORMA TRIANGULAR SUFERICH

En lo gus sigus so considera la matriz polinomial A(s) que se desso

. - . . . . PN 3
levar a la forma triangular superior. £1 elemento (1,3) de A(S} 58 pue

exXprasar
MAXK

\_‘— <
a, (s) = /
i k= ij

k~1

i}
6}

donde  MAXK es igual al grade de Als) aumentado en una unidad. Sean MAXT

MAX] 1os valores mdximos ous pueden tomar los Indices 1y
Y { { Yoo

) o

te, La programanidn efgctusds emplea la sigulentes ley para almacenar los -

e s e . - - 20
coaficientes o, en la variable indexada A(m) :

m= MAXL MAXJ {k=1) + MAXT (3-1) + 1

4

Lao variable indexada IGRAD(m) slmacena los grados de los polinomios a:,(s}
1.

siendo

m o= MAXT (§-1)
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EFPST se introduce covo dato de oen
el programa

A continuacion s

Jjo correspondien
\ - ~ . o -y - o’ I [
te al grogroms triangulacldn, Se ha empleado la notscion A(L, J,k) pe
S o i { <3 } . . 3
ra  a v IORAD (,J) para el grado del polinomilc a (s].
ij ,
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El siguiente listado corresponds al programa cue se ha hecho en
g

FORTRAN IV  para un ordenador IBM 1120,

listedo de salida sorrespondientes al sigu

[6)]

1

En primer lugar el programa pide 1

EPSILON

qua se introduce:s mediant

acuerdo con el formato oxpresado e

A continuacidn se incluye el

b

IS

[0

nte ejemplo

5 _
5
1+s+5
1+2s

os valores de MAXI, MAXJ, MAXK vy
& la consola de entrada—salil

rn la introduccidn 13 del programa

2. El segundo blogus de dolos de entrada estd constituido por los coo—
S ‘
ficientes a , . . la entrada se efectua mediante la consola de acuoy
ij L
do con el formato de la instruccidn 35 del programa. Pare facilif
la operacidn el programa va imprimiendo unos indices de referenciz -
correspondientes a 1, §J vy k.

norobar los datos

Con objeto de

hlooue 1z de grad

matriz orlg:

4

— 3
24

Finalmente Lienc

k
a

se
tes correspondientes a la na

Als].

&l

introducidos se imprime como primner

-

ns y 1 de la -

Ll

0s

la matriz de grados y los coef:

Lriz triangular supesrior eguivalento
g f
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0000 OCAD 0CAG 6000

Vz Mio ACTUAL 8K CONFIG 8K 118
// FOR

¥TOCS{CARD s TYPEWRITERIKEYRCARD 1132 PRINTERDISK S

¥ONE WORD INTEGFRS

¥ARITHMETIC TRACE

#TRANSFER TRACE

¥LIST SCURCE PROGRAM

C PROGRAMA Pﬂﬁﬂ LLEVAR UNA MATRIZ POLINCOMIAL
C A LA FORMA TRIANGULAR SUPERIOR

DIMENSION (léﬂ)aAQIIO),IGEAD(lG)
C LECTURA DE DIMENSIONES

1 WRITE(Ls10)
10 FORMAT (/7 /SMAXTRZXEMAX JRZXEMAXKNZXSEPSILONS)
READIC 4 1EIMAX T sMAXJ s MAXK s ERSI

15 FORMAT(Z(I&eZX);F?;G)
C LECTURA DE A(IeJsK) POR COLUMNAS
00 20 U=1sMAXU
PO 20 I=1sMAX]
W’iTﬁs] 3G 1.4
20 FORMATIR(R] 1R NI IR S naS0R MRS HHHS2U N R G ER AN GL U R R SORNRSEER RS THEAS A A 1

l*ﬁ@@‘
READI6 535 ) (AL ()
35 FORMAT(EX1DFS
DO 640 K=1svMAXK
LaMAXT#MAX I (Kol Y 4AMAX IR { J=1) +1
LO ALY =AL IR
20 CONTINUE

C ESCRITURA DE LA MATRIZ PCLINOMIAL Y DE LA MATRIZ DE GRADOS
CALL w{A'(&hAxI’HHAJQVIﬁK9A§:”RAD)
Cf(L LISTAIMAXT sMAXIsMAXY s A AL s TGRAD)
C DO PRINCIPAL PARA CONSIDERAR ORDENADAMENTE CADA COLUMNA
DO 1000 I=1MAXJ
IF(I+7°3ﬂ XIY50s501000
50 )\l VRS {N
C ASD 1
LIQM“ WX Ix(l=1)+1
LA=MAXT# (1=1)+]
TFLIGRADILIGY 120612045400
120 IF(ABSLALLAYI=~EPSII200¢2004400

C PASO 2
200 CONTINUE
IFIN=T+1
DO 290 TF=1FINsMAX]
LIG=MAX I (Tw) b vIf
LA=MAX T (=] v+ 1F
TFLIORADILIGY)300:2200200
220 IF{ABSIALLAN I~ERS]12905250+3060
290 CONTINUE
GO TO 1000

C PASO 2
300 CONTINUE
CALLL FOti ’wxlﬂ“‘i‘x};f"inXKa/\'&IF%I)
CALL GRADOIMAXI ¢ MAXJ s MANK s A5 T HIRAD)
C PASO @
GO CONTINUE
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LA=MAXTI®(]=1)+]1F
IF(IGRAD(LIG) 150094205500
420 IF(ABS{A(LA) }=~EPSTI 149044904500
490 CONTINUE
GO TO 1000
C PASO 5
500 COMTINUE
LII=MAXI {(I=1)+1
MIN=IGRAD(LII)
IM=1
IFIN=T+1
DO 590 IF=IFIN¢MAX]
LIFI=MAXTI#{l=1)4+]F
IFCIGRADILIFINIS1I0.5204510

520 TF(ARS(A(LIFIN)=CPSII5904590+510
510 IF{IGRAD(LIFIN=MINIER035905590

3
530 MIN=IGRAD{LIFI)
IM=IF
590 CONTINUE
CALL FCUMAXTI  MAXUIMAXK A IMe])
CALL GRADCIMAXI sMAXJIsMAXK sAs IGRAD)
C PASO 6
IFIMN=1+1

DO 695 IF=IFINsMAXI
LIFT=MAXI® (1) 1F
LIT=MAXTI®lIm~1)+1]
620 IF{1G IFINI62045104620
A10 1P AR IFI))=EPST 69046004620
420 CONTI
C CALCU ALFA TETA
LIz GRADILITIHAMAXTIH([=1)4]
LIk e (LIFIY+MAXTI®I=1)+]F
AL F A (el
TETA= IGRfV('IFI)“IERAD(LII)
C TRANSFORMACION DE FILA
CALL FT “wmIQNAAJ;MAXKQASIFQI$ALFA9TETA¢IGRAD)

CALL, GRADOIMAXT eMAX I sMAXK s A IGRAD)
CIGRADILIFI)=IGRADILIINIGOQ0s630¢620
690 CONTIRUE

C’) l&) ,{,’}f‘w
1000 CONTINUE
C ESCRITURA RESULTADDS

CALL LISTAIMAXI eMAXJsMAXK eAsAL s IGRAD)
GO TO 1
END

FEATURES SUPPORTED

'rﬁ»néi,TF'% TRACE

ARTITHMETIC TRACE

ONE WORD IRTEGIRS

1008

CORE REQUIREMENTS FOR

COMMON 0 VARTABLES 388 PROGRAM 790

END GF COMPILATION
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(1’1)***50%&*Sl***sz&#%SB&ﬁ#SQﬁ*&SS***S&W*%S?*W*SS*#*SQ

”(2,1)*i;so*i;51w**52***53***sa#**55***36ﬁ**s7**a53***s9,,«mm.ww
(3’ 1)*i;SOwﬁ'iélﬁ**SZQ:’rer:{nk*kSl;#:z’r*SS***SS***S7'&**#88*1’:*89 -
?; 2)aanGliw sy S um kG 2wk r G 3k kS hrn aS5h ke xSEA % wS T w458 nw SO
(2, 2)***50***1i**’“?4**SB*#*SQ*##SS*#*SG?**S7?*&S8*?#59
1. g, o | |

(3, )nw+so*¢ydl@“iozaﬁ S3w s Shav 4SSx w4 S 6¢*537***sss**39

1.
(1,3)w%aS0wnuGln eS8 %% S3x%xxkGhew2ShanrxS0u w287 *ewS 8% xxSg
1.

m(2,3)#**80#**51***82**#33***Sk**wSS***SG***S7**ﬁSS*#*SQ.MUMHM.

B S S S

(3,3)***30*:’:%81\%*:‘:323’:#* 5;‘**514*,",5 *,‘*SG **q7***8?*iksqb e e e e
ll 2‘

MATRIZ DE GRADOS

1. 1. 2.
19 l' 2'
g. 0. 1.
HMATRJZ P0LIﬁDMiﬁL   LWxi;::;;f::w“>WWWVWM“WWMWWMMHM‘
LA R R R R o S N S R R N TR Erw+ShaaeSTvneS8naeSy
1 . 1.0
1 . 1.0
1 . B
2 . 1.0
1.0

-

-
.

P D et bt DD B b
COoOoDCO OO0

-

(1
(2
(3
({1
(2
(3
(1
(2
(3

Nt Cms? Nl el Nt N M St Nt

LN N N G . T T
WAL AA RO B

-

N s 6D
-
Do

10 1@ /‘w
LRI T
0. 0. 1.

;‘i/\'i'f{!,{ ;i}' ‘{ "50:3\14

o #S (= >J"”“'Sz -;3'):%7':'1;%7; Shewwl fﬁ&/rsrsoa‘:xasg
a1
2.1 U.O ”
(2,1) @,
(1,27 G.G 1.0
{(Z,2y d.u
(5.2 0,0
(1B 6.0 6.0 1.0
Ry PNt a,v‘ 1.0
(3,2 0.0 1.0

X%

7
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Al final de este apdindice se describen las funcionaes y se incluyen

los listados correspondiontes a las subrutinas FC oy FT  qu

@

emplea este
programa.  Las restantes subrutinas empleadas sz pueden encontrar en gl -

Apéndice 2.



Subrutinag

FC

Su formato

FO o ( MAXT, MAXJ, MAXK, A, I

[ag
1

, JF )

Esta subrutine opera sobrs el conjunto indexado A de forma eguivalente

intercambiar entre si las filas IF v JF

nomial A(s)

de la corrsspondisnte matriz po



PAGE 1
/7 JOR 120

LOG DRIVE CART EREC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 OCAD CCAQ 0000

V2 M10 ACTUAL 8K CONFIG 8K

/7 FOR
#ONE WOKD INTEGERS
#¥LIST SOURCE PRAOGRAM
SURHOQUTINE FCOIMAXI sMAXJsMAXK s A IF 3 JF)
DIMENSION A{1)
DO 10 J=1eMAXU
DO 20 K=1sMAXK
LIF=MAXT S MAX 3 (Kol JEMAX T J=]l )+ 1F
LUF=MAX T HMAX S (K=l ) S MAX T #{ J=1 ) +JF
B=A{LIF)
ALLIFY=A(LJF)
ALLJF ) =R
20 CONTINUFE
10 CONTINUE
RETURN
END

FEATURES SUPBORTED
ONE WORD INTECERS

CORE REGQUIREMENTS FOR FC
COMMON 0 VARIABLES 12 PROGRAM

[ g
LI
[e))

RELATIVE ENTRY FOINT ADDRESS 15 Q00D {(HEX)

END OF COMPILATION

/7 BUp
®*STORE WS UA FC

CART ID 0OCAOD DB ADDR 2488 DE CHT ooy



Subrutina FT

Su formato ez

FT ( MAXT, MAXJ, WAXK, A, IF, JF, ALFA, TETA, IGRAD )

Esta subruting opera sobre sl conjunto indexado A correspondiente

£

a una matriz polinomial A[S) da Torma eguivalente a la siguiente trans--

formacidn elemertal sobre fila @ sumer a la fila IF la JF multiplicada por

N . 7 . 4 ca
¥s siendo X un nlmoro resl almacenado en ALFA Y oun entero positi

vo almacenado en TETA,

51 el dimensiocrado MAXK  asignado en el programa orincipal a A o5 in

sufiiciente, la subrutina detecta el becho vy detiene la sjecucidn del progra

M

ma pressntoado en el listado de salida un menzaje indicativo: DIMENSIONADRC

INSUFIDIENTE,



GE 1
// JOR

LOG DRIVE CART spPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 oCAQ oCAQ 0000

V2 m1o ACTUAL 8K CONFIG 8K
/O FOR

¥ONE WORD INTEGERS
¥LIST SOURCE PROGRAM

SURROUT INE 1’MAYT9MAXJ9MAXK$A9IFSJF?ALFA#TETAgL

DIMENSTON A( s IGRAD(L)
DO 1 J-LfVH,J
LaMAX TR Jenl Y JF
KFIN=IGRADIL Y41
DO 20 K=1¢XFIN
LJFasMAX TSMAR ¥ (K =1 ) 4 MAX T % (01 ) +JF
LIF=MAXTSMAX M {RKATETA=L Y +MAX I # (U= )+ F
TFA{K4TETAMAXK ) 20620540

40 WRITE(1445)

45 FORMAT(/LAADIMENSIONADO INSUFICIENTER)
S,OP

30 LIFY=ALLUIF Y +ALFARALLJF)

20 COU TINUE

10 CONTINUF

RETURN

END
FEATURES SUPPORTED
ONE wWORD INTELERS

CORE REQUIREMENTS FOR FT
COMMON 0 VARIABLES 14 PROGRAM 218

RELATIVE ENTRY FOINT ADDRESS IS 0021 (HEX)
END OF COMPILATION
// DU

#STORE Ws oo oUA FT
CART 1D 0CAD OB ADOR  2A91 DB CNT 000F

GRAD)



PENDICE 2

PROGRAVA PARA FACTORTZATION

DOE FOROV.

Fste programa emplea la misma notaclon de varisbles y leyes de al

macenamiento de coeficientes cue el programa del apéndice 1. as trans

formaciones tipo 1y tipo £ 21 diagrama de Tlujo del apsr-—

tado 3.2 se realizoan mediante las subrutinas TRA 1y TRA 2.

Al final deo osite apéndice se incluyen los listados y descripeidn

-

de furciones de todas las subrutinas empleadas por el programa pril incipal.

A eantinuacion del listade del programa principal se puede obser -

AN

var la salidsa correspondiente al sjemplo ya resuelto anteriormente en 3.

L

En primer lugsr bay gue introducir tres datos corresponcientes &

variables MAXL, MAXJ vy  NAXK. MAXL es el mimero de files de la malriz

nomial A( ) MAYX]  ©l de columnas y  MAXK debe ser un nimero mayor o igual

”

\
gue el grado A(s} aume

on una unidoed. 91 durante la ejecucion  de
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programa esta rels

INSUFICIENTE v se detisne la ejecucidn.

A continuacidén se introduce los coeficientes de los polinomios

13
n

a5

1d

. N
u Anzas que indican los valores

wila de s a gue corresponde cada coeficlente sum

i
)
3

indicacidn de la pot

nistrando como dato al programa.
g

Para comprobacidn de los datos del programa se ha previsto la i

presidn de la matriz d rados a, {s} vy la matriz polinomisl A(S).

o]
Q]

Por Gltimo aparecen obtra matriz de grados y otra polinemizl gque

constituyen el rasultado del orograma.

i6n no se cumple, se imprime el mensaje "DIMENSIONADD

a (5). Para hacer ello mis cdmodo y evitar errores, el programa imprime
(Y

i,J) gue s2 estan considerando v ur

i

im
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Subrutina GRADO

BRADD [ MAXI, MAXJ, MAXK, A, IGRAD ).

Esta subrutina forma una matriz de elementos enteros IGRAD a partir
de una matriz polinomial A(s) : el elemento (i,j) de IGRAD es igual &l gra
do del elemento (i,j) de A(s). Los coeficientes de A(s) estdn almacenados on

el conjuntoc A,



PAGE 1
/7 JOR

LOG DRIVE CART S5PEC CART AVAIL PHY DRIVE
0s0c CCACQ 0CAD 0000

V2 M10 ACTUAL &4  CONFIG 8K

/7 FOR
FONE WORD INTEGFRS
#LIST SOURCE PROCGRAM
SURROUTINE GRADOIMAXTI sMAXJ ¢ MAXK sA s IGRAD)
DIMENSION A{1) e IGRADI(L)
DO 10 l=1yMAX]
DO 10 J=1sMAXJ
LL=MAX T (J=1)+]
IGRAD(LL =0
DO 1% K=1yMANK
LaMAX T EMAN % (K1 ) +MAX T ¥ (J=1)4]
IFLABSIAILII~0.0001)1%515420
20 I1GRADI(LL ) =X~1
15 CONTINUE
10 CONTINUE
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIRFMENTS FOR GRADO

COMMON C OVARIADLES 10 PROGRAM 142

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS O0CF (HEX)

END OF COMPILATION

// DUP
¥STORE WS UA GRADO

CART 1D OCAOD DB ADDR  2ATE DB CNT CO00A
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Subrutina LISTA

LISTA [ MAXI, MAXJ, MAXK, A, AL, IGRAD ).

o

ina es imprimir la matriz de grados

[0\

lla furcidn de esta subru
~

IGRAD vy losz elementos del conjunta A, cus son los coeficientes de le

“ . . 3\
matriz polinomial A(s].
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Subrutina

TRAL { MAXI, MAXJ, MAXK, A, IC, JC }.

Esta subrutins reordsna los elementos del conjunto A de form

il

£

S

que, de acuerdo con la codificacidn empleada en A, el resultado es -
equivalente a intercamblar en unz matriz polinomial Als) las colum -

nas 1C y  JC entre =1,

1

2

ot
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Subrutina THALZ

TRALZ { MAXI, MAXJ, MAXK, A, IC, .C, ALFA, TETA, IGRAD ).

Esta subrutina opera sobre los elementos del conjunto A de forma

eguivalonte

{0
3
]
ol
ot
!_ ¥
N
o1
3
‘.AJ
jat]
o+

transformacidn elemental sobre columnas si -

guiente en 13 matriz polinomial A(s) :

(A (1), = (A(s), + X5 " ()],

siendo
i = 1IC
J = JC
X = ALFA

B = TETA
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