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Resumen

Cuando un fluido es forzado a entrar en un conducto en el cual se ve confinado, se genera una region justo
al inicio conocida como “Region de Entrada”. En esta zona se produce una evolucion de las propiedades del
fluido desde las condiciones antes de la entrada al conducto, hasta unas condiciones estables y estacionarias.
El punto en el cual las condiciones pasan a ser invariables marca el final de esta region de entrada.

El objetivo fundamental de este trabajo es resolver las ecuaciones que rigen el comportamiento del fluido
para poder analizar la evolucion de las propiedades en la region de entrada bajo distintas condiciones. Para
conseguir este objetivo, se intentaran implementar de forma eficiente diferentes métodos numéricos en un
entorno MATLAB. A su vez se comprobara la validez de los resultados obtenidos comparandolos con los
resultados de los diferentes autores de la bibliografia.
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Abstract

If a fluid is forced to enter a pipe in which it is confined, a region is generated just behind the entrance known
as “Entrance Region”. In this area, an evolution of the fluid properties from the status just before the entrance
to a condition stable and stationary takes place. The point in which these properties become invariant
determines the end of this entrance region.

The main objective of this paper is to solve the equations that govern the fluid’s behavior in order to analyze
the evolution of the properties in the entrance region under different conditions. To achieve that goal, we will
try to use several numerical methods in a MATLAB environment. After that, the results obtained will be
compared with those provided by the different authors of the bibliography in order to study their validity.
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1 INTRODUCCION

1.1 Motivacion del trabajo

Es bien conocido que la Mecanica de Fluidos y la Transferencia de Calor han planteado a lo largo de la historia
numerosos problemas particulares cuya solucion analitica exacta es, hasta hoy, imposible de obtener. Esto se
debe a que las ecuaciones necesarias para poder resolver estos problemas suelen ser ecuaciones en derivadas
parciales fuertemente no lineales.

Debido a esto, la docencia de estas materias en las universidades ha sido fundamentalmente tedrica. La
aplicacion directa de las ecuaciones necesarias para resolver los problemas planteados en la teoria se escapaba
de la capacidad del alumnado e incluso del profesor, por lo que los casos practicos que se estudiaban tendian a
ser situaciones muy simplificadas e idealizadas que, si bien permitian usar las ecuaciones, se alejaban de
cualquier realismo. Otra opcidn para sustentar la teoria, sin recurrir a la resolucion de las ecuaciones, es la
experimentacion; pero el nimero de alumnos y las capacidades de las universidades hacen que, hoy dia, sea
dificil optar de forma eficiente por este enfoque experimental.

Durante las ultimas décadas se han ido planteando diversos procedimientos para poder aproximar lo mejor
posible los resultados de las ecuaciones sin tener que recurrir a un resultado analitico. La evolucion de estos
procedimientos (los métodos numéricos) se ha venido realizando de forma pareja al desarrollo de la informatica.
De este modo, actualmente el analisis numérico computacional constituye una herramienta practicamente
imprescindible para analizar y estudiar infinidad de problemas que no se limitan solo al campo de la mecénica
de fluidos sino también a otros ambitos como el electromagnetismo, las estructuras o la transmision de calor.

Dado que los ordenadores son ahora una herramienta muy util y casi indispensable para el alumnado, se abre la
posibilidad de resolver en el aula los problemas que antes s6lo se podian plantear, utilizando programas de
calculo para poder aplicar los métodos numéricos desarrollados por diversos autores. A dia de hoy existen
métodos conocidos como CFD (Computational Fluid Dynamics), cuya precision y potencia de calculo son muy
elevados. Sin embargo, la mayoria del Software que tiene implementado rutinas CFD es muy costoso
econdémicamente, en recursos y en tiempo de computacion, por lo que no son demasiado utiles en determinados
niveles académicos. Es aqui donde reside la motivacion principal de este trabajo, ya que gran parte de los casos
que se encuentran en una asignatura al uso de ingenieria no requieren de la exactitud de un método CFD.
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Figura 1-1 Ejemplo del programa CFD Ansys Fluent para el calculo del campo de velocidades sobre un ala

De este modo, sabiendo que actualmente los estudiantes estan familiarizados con programas como MATLAB,
se desarrollardn en este entorno diversos programas para resolver determinados problemas planteados en
asignaturas como Mecdnica de Fluidos, concretamente el caso de la Region de Entrada. La obtencion de
resultados aproximados numéricamente permitird, ademéas de probar la validez de los métodos y modelos
matematicos empleados, ser utilizados en la docencia para mejorar la ensefianza.



2 Introduccion

1.2 LaRegion de Entrada

El problema que se va a estudiar en el transcurso de este documento sera el que se conoce como la Region de
Entrada. Este fendbmeno es un problema clasico al que se hace referencia siempre que se habla del movimiento
de un fluido en el interior de un conducto.

Hoy en dia los flujos en conductos son muy conocidos y han sido ampliamente estudiados dada la necesidad del
transporte de agua, aceites u otras sustancias para usos cotidianos e industriales. Sin embargo, el movimiento de
dichas sustancias no es el mismo en toda la longitud de estos conductos, de tal forma que justo cuando el fluido
es introducido en ellos se genera una region en la cual las variables de estado evolucionan desde las condiciones
de entrada hasta unas condiciones constantes. Dado que la longitud de este espacio de transicion, la region de
entrada, suele ser reducida en comparacion con la longitud total del conducto, este fenomeno no se suele tratar
en profundidad en las diferentes asignaturas cursadas en carreras universitarias. Sin embargo, esta region es
esencial y marca completamente como sera el comportamiento del fluido aguas abajo, por lo que aqui se tratara
de dar una vision algo mas profunda de este fendmeno.

Antes de tratar este tema, se quiere resaltar ahora que se va a estudiar solamente el caso de un fluido que presente
las siguientes caracteristicas:

e Régimen estacionario
e Movimiento en régimen incompresible
e Propiedades termodinamicas constantes

Tal como se vera en el Capitulo 2, la consideracion de estas hipdtesis iniciales en las ecuaciones de Navier-
Stokes permiten afirmar que el problema mecanico se encuentra desacoplado del problema térmico, de tal forma
que se pueden considerar dos regiones de entrada diferentes, una Region de Entrada Mecanica y una Region de
Entrada Térmica asociada a cada uno de los problemas.

1.21 LaRegion de Entrada Mecanica

Para poder explicar correctamente en qué consiste la Region de Entrada Mecanica lo mejor es exponer un
ejemplo en la que ésta se da. De este modo, supongase un fluido con un perfil de velocidades uniforme que entra
en un conducto. Si la entrada a dicho conducto esta bien disefiada, los perfiles de velocidades en esta region
seran practicamente constantes y de valor igual a U, salvo en una estrecha region cercana a la pared conocida
como Capa Limite, en la cual la velocidad pasa desde U, a cero para poder cumplir con la condiciéon de no
deslizamiento. De este modo se distinguen dos regiones claramente diferenciadas en los diferentes perfiles de
velocidad de estas primeras secciones del conducto:

e  Nucleo no viscoso

e (Capa limite viscosa

Figura 1-2 Perfil de velocidades justo a la entrada y después de la entrada

Debido a los efectos de la viscosidad, las particulas de la zona mas cercana a la pared van frenando a las
adyacentes, provocando un continuo crecimiento de la capa limite. Este crecimiento hace que el nucleo no
viscoso sea cada vez mas estrecho hasta que, en el eje del conducto, las capas limite formadas en paredes
opuestas se encuentren. Cuando tiene lugar esta confluencia, las capas limite dejan de crecer y, en consecuencia,
los perfiles dejan de evolucionar; en esta situacion se dice que el fluido esta en un estado Completamente
Desarrollado ya que, a partir de aqui, deja de evolucionar.
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La zona que tiene que recorrer el fluido desde que entra en el conducto hasta que alcanza el estado
completamente desarrollado, es lo que se conoce como Region de Entrada Mecanica o Longitud de Entrada
Hidrodinamica. En la Figura 1-3 puede verse como se produce la evolucion de la capa limite a lo largo
del conducto, desde la entrada a la region desarrollada.

Inviscid flow region

,— u(r, x)

”Boundary layer region
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— 4 ! ,? _)T
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Figura 1-3 Region de Entrada Mecanica

Por conservacion de la masa es posible deducir que, si la velocidad decrece desde el nucleo hacia las paredes,
entonces la velocidad de dicho niicleo debe ir aumentando conforme la capa limite crece para compensar esta
pérdida de velocidad. Este efecto se puede apreciar en la figura anterior, de tal forma que, si el fluido se va
acelerando, la presion va cayendo conforme se va estrechando el nticleo.

Como se puede prever, conocer en detalle qué es la capa limite, como se comporta y cual es su evolucion sera
un pilar fundamental para proceder con el estudio. Por ello se va a profundizar brevemente en ella.

1.21.1  La Capa Limite

La capa limite fue un concepto introducido por el ingeniero Ludwig Prandtl en el afio 1904 para poder hacer
frente a una paradoja que plante6 d’Alembert en 1752. Este matematico francés dedujo que, siguiendo la Teoria
del Flujo Potencial de la mecanica de fluidos (segin la cual se consideran fluidos ideales, es decir,
incompresibles y sin viscosidad), la resultante de las fuerzas de resistencia de un cuerpo moviéndose en el seno
de un fluido era idénticamente cero, contradiciendo totalmente los resultados experimentales.

En su trabajo Fluid Flow in Very Little Friction Prandtl defendio que, si el desarrollo matematico de d’ Alembert
era correcto, el error debia estar en las hipotesis de partida. De este modo puso en entredicho la asuncion de
fluido no viscoso y, mediante la condicion de no deslizamiento y la teoria de la capa limite (derivada de esta
condicion) resolvi6 la paradoja. El dominio fluido quedaba dividido ahora en dos regiones: una region no viscosa
(exterior) y una region viscosa (capa limite).

La condicion de no deslizamiento es una condicion valida solo para fluidos viscosos segun la cual, en la
superficie frontera entre un fluido y un solido, la velocidad relativa entre ambos medios es nula. El origen de
esta condicion, ampliamente demostrada a nivel experimental, reside en que a nivel molecular todas las
superficies son rugosas, independientemente de lo lisas que puedan considerarse. Esta rugosidad provoca que
las particulas que conforman el fluido y que estan en contacto directo con una superficie solida sufran numerosas
colisiones con los valles y montafias que conforman dicha rugosidad, intercambiando su energia cinética con los
mismos y con otras particulas, de tal forma que el fluido pierde toda su cantidad de movimiento relativa a la
cantidad de movimiento de la superficie del cuerpo [1]. En otras palabras, esta rugosidad provoca que las
particulas fluidas en contacto directo con el cuerpo vean inhibido su movimiento libre relativo, de tal forma que
es como si estuvieran “pegadas” a la superficie. Esta condicion permite explicar el comportamiento descrito
anteriormente en conductos y la formacion de perfiles de velocidades como los que se muestran en la Figura
1-3.

Para poder cumplir con dicha condicion y que a la vez haya continuidad en el perfil de velocidades con la
velocidad de la corriente exterior, se genera entonces lo que se ha venido llamando a lo largo de esta seccion
como capa limite. En esta region de transicion no es posible despreciar los términos de las fuerzas de viscosidad
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tal y como se plantea en la Teoria del Flujo Potencial, ya que son estas fuerzas las encargadas con cumplir la
condicion antes explicada. El espesor de dicha capa (en adelante §,,) crece conforme el fluido se mueve sobre
una superficie debido al frenado continuo por viscosidad que producen las particulas fluidas mas cercanas a la
pared, de este modo se tiene la evolucion de los perfiles que se muestra en la Figura 1-4.
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Figura 1-4 Evolucion de la capa limite sobre una superficie

Prandtl asumi6 en su estudio que el espesor de esta capa limite era pequefio para fluidos moviéndose a elevados
numeros de Reynolds. Su deduccién se deja para apartados posteriores, pero se anticipa el resultado de la
estimacion del orden de magnitud del espesor relativo a la longitud de entrada:

r__ ! <1 (1-1)
Lv onoLv_ ReLv

Este resultado es importante debido a que, en la region de entrada, la capa limite llega a ser del tamafio de la
mitad de la apertura del conducto, se tiene que si ésta es de valor R:

L UxR
5,~R = ?v~ P

= Rep > 1 (1-2)

Es decir, la apertura del conducto es mucho menor que la longitud de la regioén de entrada viscosa.

1.2.2 LaRegion de Entrada Térmica

La Region de Entrada Térmica es un fendmeno muy similar al anterior, solo que tiene lugar cuando las paredes
del conducto se encuentran a una temperatura diferente a la que tiene el fluido entrante o cuando existe un flujo
de calor externo impuesto.

Para ejemplificarla, supongase que se tiene un fluido que entra un conducto a una temperatura uniforme Tt,. Si
las paredes se encuentran a una temperatura T, diferente a To,, las particulas fluidas en contacto directo con las
mismas pasan a estar en equilibrio térmico (algo parecido a lo que sucedia con la condicion de no deslizamiento),
mientras que en el resto de la seccion la temperatura tiende a un valor constante. Esta estrecha region cercana a
la pared de espesor &7 recibe el nombre de Capa Limite Térmica.
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Figura 1-5 Perfil de temperatura justo a la entrada y después de la entrada
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La capa limite térmica se va ensanchado debido a la transferencia de calor en el propio perfil de temperaturas,
haciendo que el nicleo con temperatura uniforme vaya siendo cada vez mas estrecho. Al final, las capas limite
térmicas confluyen de la misma forma que las capas limite viscosas, llegando a una zona en la que los perfiles
de temperatura dejan de evolucionar, pasandose a unas condiciones de Flujo completamente desarrollado. Asi,
analogamente al problema mecénico, se define la Region de Entrada Térmica (o Longitud de Entrada térmica)
como la zona que va desde la entrada hasta la region desarrollada. En la Figura 1-6 puede verse como se produce
la evolucién de la capa limite térmica a lo largo del conducto, desde la entrada hasta la regidén desarrollada.

Surface condition

l— T,>T(r,0)
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Figura 1-6 Region de Entrada Térmica, con perfiles de velocidad para temperatura de pared constante y para flujo de calor constante

Cabe senalar que, como el espesor de la capa limite viscosa no tiene por qué coincidir con el espesor de la capa
limite térmica (en general &,, # &), la longitud de entrada mecanica tampoco tiene por qué coincidir con la
longitud de entrada térmica. El espesor de la capa limite térmica también es pequefio y, aunque la determinacion
de su orden de magnitud se detallara mas adelante, se puede adelantar que para que los términos de conveccion
sean del orden de los términos de conduccion térmica se debe cumplir la siguiente expresion:

[} k 1
xS ———«1 (1-3)
Ly [pUxLy, puCy Reyr * Pr

Si se procede de manera similar a como se hizo para Ly, sabiendo que el espesor de la capa limite térmica llega
aser del orden de las dimensiones de la abertura del conducto, la longitud de entrada térmica presenta el siguiente
orden de magnitud:

Ly pUxR

or~R Pr=Rep*Pr>1 (1-4)
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1.3 Tipos de flujo

En 1883, Osborne Reynolds publicé los resultados de una serie de experimentos que habia realizado sobre flujos
de agua en el interior de conductos. Estos pusieron de manifiesto la existencia de dos tipos de flujo, cuyo
comportamiento diferia totalmente: régimen laminar y régimen turbulento.

1.3.1  El experimento de Reynolds

Reynodls realizo distintos estudios acerca del comportamiento que presentaba un chorro de colorante cuando
era liberado en la entrada de un conducto por el cual circulaba una corriente de agua, a diferentes condiciones
de velocidad y temperatura.

El dispositivo era simple; se disponia de un conducto transparente sumergido en un deposito de agua, con uno
de sus extremos en el exterior, induciendo una diferencia de presiones que hacia que el liquido entrara en su
interior y se desplazara hasta la salida. Justo a la entrada del conducto, un dispositivo liberaba un chorro fino y
uniforme de colorante, el cual entraba en el conducto movido por la corriente de agua (Figura 1-7)

Figura 1-7 Dispositivo de Reynolds

Variando la velocidad, Reynodls se encontr6 con la siguiente fenomenologia:

e Velocidad baja: el chorro de colorante permanece como una linea continua a lo largo de todo el tubo,
tal y como se muestra en la Figura 1-8. Es lo que denomind Régimen laminar.

B

Laminar Flow

e ——
e

|

Figura 1-8 Chorro de colorante en régimen laminar

e Velocidad alta: tras un breve periodo de oscilacion, el chorro se mezcla en el flujo de agua tinendo todo
el caudal. Es lo que se conoce como Régimen turbulento (Figura 1-9).
= ——

Turbulent

Figura 1-9 Chorro de colorante en régimen turbulento
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o Entre los dos comportamientos anteriores aparecia, en un rango de velocidades, un comportamiento
oscilatorio que llevaba de laminar a turbulento. Este comportamiento recibe el nombre de Régimen de
transicion (Figura 1-10).

Transitional
—

Figura 1-10 Chorro de colorante en régimen de transicion

Al variar la temperatura, las velocidades a las que se daba un régimen u otro cambiaban, de tal forma que
Reynolds concluyd que la dependencia no se debia exclusivamente a la velocidad, sino a una relacion entre las
condiciones del fluido, sus propiedades y la geometria del canal. Esta relacion recibi6 el nombre de Numero de
Reynolds.

pUxD
u

Re = (1-5)

1.3.2 Regimen laminar

Se trata de un caso en el cual las particulas se mueven como si conformaran subcapas muy estrechas que se
deslizan una sobre la otra (Figura 1-11), igual que sucederia al desplazar las cartas superiores de una baraja sobre
las demas. Este comportamiento ordenado en el cual las lineas de corriente se mantienen siempre paralelas, es
el que hace que el chorro de colorante se mantenga siempre como una linea.

Apenas existe intercambio de materia entre una subcapa y otra, de tal forma que los esfuerzos de cizalladura se
pueden predecir mediante la viscosidad dindmica molecular u. Se da, fundamentalmente, a bajos nlimeros de
Reynolds.

AT

Figura 1-11 Perfil de velocidades laminar en una capa limite
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1.3.3 Regimen turbulento

Frente al orden del caso laminar, la turbulencia se caracteriza por ser un estado caético, irregular e impredecible.
Existe entonces un intercambio continuo de masa en la direccion perpendicular al movimiento, siendo éste el
causante de la mezcla y disolucion del chorro de colorante en el flujo de agua.

Este movimiento trasversal de materia hace que la viscosidad dinamica molecular no sea_capaz de predecir por
si sola los esfuerzos cortantes que se generan en el fluido, siendo necesario la introduccion de conceptos como
la Viscosidad Turbulenta, tal y como se explicara mas adelante. Se da, sobretodo, a altos nimeros de Reynolds.

PR
T
57

Tz

Figura 1-12 Perfil de velocidades turbulento

1.3.4 Transicion a la turbulencia

Como se pudo ver en los experimentos de Reynodls, a determinados valores del nimero de Re se daba el paso
desde un régimen laminar a otro oscilatorio que terminaba desembocando en turbulencia. Este paso de un
régimen a otro se conoce como 7ransicion de laminar a turbulento, el cual serd un punto importante en el estudio
que se realizara en este trabajo ya que en la mayoria de las situaciones reales el fluido entra en los conductos en
condiciones laminares, y en las primeras etapas del mismo pasa a turbulento.

La transicion esta intimamente relacionada con la capacidad que tiene el fluido para absorber una perturbacion.
Si las fuerzas de viscosidad son elevadas, la aparicion de una perturbacion es absorbida por las mismas y el flujo
se mantiene estable; sin embargo, si dichas fuerzas no tienen un valor suficiente, entonces esta perturbacion no
sera mitigada totalmente e ird creciendo hasta que desestabilice el flujo. Cuando un flujo entra en un conducto
de forma laminar, en los primeros compases los perfiles de velocidad se comportan de forma ordenada; al
desarrollarse los perfiles y disminuir el gradiente de velocidad en la pared, las fuerzas de viscosidad disminuyen,
pudiéndose llegar a valores tan bajos que no se permitan absorber las posibles perturbaciones. Si se llega a este
punto, se generan torbellinos y el flujo pasa a estar en régimen turbulento. La Figura 1-13 ejemplifica este
proceso. El Re mas pequefio para el que se produce la transicion se conoce como Numero de Reynolds critico,
Recy.

Reynolds determind en sus experimentos que para valores de Re~2000 <+ 2300 se daba este fendomeno de
transicion, aunque es cierto que, si se consigue limpiar el experimento de perturbaciones, es posible mantener el
régimen laminar hasta valores de Re muy por encima.

Turbulent Flow

Larminar e Boundary Layer
U “.#on _____ - g = = "/— T
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Figura 1-13 Transicion a la turbulencia en una capa limite
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Latransicion a la turbulencia es un problema que no estd hoy dia cerrado, de tal forma que s6lo es posible estimar
y aproximar en qué punto y bajo qué condiciones se produce. En este trabajo, al igual que para los modelos de
turbulencia, se seguiran modelos y estimaciones de diferentes autores para determinar la transicion si ésta tuviera
lugar, como es el caso del criterio de Polhausen. Este criterio asume que el paso de un régimen a otro se da de
forma muy rapida en un punto x* cuando se cumple la siguiente condicion:

U8, (x"
PUO1 () (0o (1-6)

Cabe indicar que esta expresion es valida si el fluido se mueve sin gradiente de presiones, lo cual no es valido
para el caso de fluidos en conductos; sin embargo, este escollo sera salvado posteriormente. Se aprovecha para
introducir aqui el concepto de Espesor de desplazamiento 61(x), el cual es igual a la distancia a la cual seria
necesaria desplazar la pared para que el caudal que pasa a través del espesor de la capa limite sea igual al que
atravesaria un perfil de velocidades uniforme de valor igual a la velocidad de la corriente exterior.

(%, y)
61(x)f <1— e )>d (1-7)
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Figura 1-14 Espesor de desplazamiento

Sin embargo, es posible afirmar que:

KLy
pUco

81 ~8,~ (1-8)

De tal forma que, de manera aproximada, si se asume a su vez que x*~L,,, el orden de la distancia al punto de
transicion es:

pUx61 pUs | px”

U o pUco ~600
(1-9)
x* 3,6x10°
R Rep

Finalmente, también es importante indicar que el perfil de temperaturas tendra un comportamiento diferente
segun si se tiene un régimen laminar o turbulento en el perfil de velocidades. Esto es debido a que el gran poder
de mezcla de un flujo turbulento tiende a homogeneizar mas las propiedades que en el caso laminar. De este
modo, seran de utilidad modelos de turbulencia para tenerla en cuenta; estos modelos seran explicados mas
adelante y suelen basarse en conceptos como el Numero de Prandt! Turbulento.
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1.4 Estructura del documento

En este trabajo se va a desarrollar un estudio numérico del fenomeno de region de entrada en conductos,
concretamente en conductos bidimensionales y en conductos de seccion circular. Se considerara tanto el
problema mecanico como el problema térmico, pero siempre para el caso en el que ambos problemas estén
desacoplados. Para cada caso se analizara tanto un fluido que se encuentre en régimen laminar como en régimen
turbulento, variando el nimero de Reynolds de forma consecuente para obtener un caso, otro 0 ambos.

En el Capitulo 2 se hara una descripcion geométrica de los problemas que se quieren resolver, asi como las
ecuaciones de Navier-Stokes particularizadas para estos casos. Estas ecuaciones se simplificaran mediante la
estimacion de los 6rdenes de magnitud de los diferentes términos que la componen.

Dado que para el estudio de la turbulencia seran necesarios modelos y aproximaciones de la misma, sera en este
Capitulo 2 donde se presentaran los diferentes modelos contemplados en este trabajo tanto para la viscosidad
turbulenta como para el nimero de Prandtl turbulento. Finalmente se propondra una adimensionalizacion de las
ecuaciones que dote de universalidad al sistema, de tal forma que los resultados sean solamente dependientes de
las condiciones del fluido (nimeros de Reynolds y de Prandtl).

En el Capitulo 3 se describira el Meétodo de las diferencias finitas, un método numérico muy util para resolver
las ecuaciones de capa limite que rigen el movimiento del fluido en los casos que se van a considerar.

En el Capitulo 4 se aplicara este método para resolver las ecuaciones planteadas en el Capitulo 3 mediante el
desarrollo de codigos numéricos en un entorno MATLAB. Los resultados asi obtenidos seran comparados con
los resultados experimentales y numéricos recogidos por diferentes autores de la bibliografia para comprobar el
grado de precision de dicho método y de los modelos utilizados para aproximar la turbulencia.

Finalmente, en el Capitulo 5 se expondran las conclusiones mas importantes realizadas a la luz de los resultados
obtenidos.



2 FORMULACION DEL PROBLEMA

En este Capitulo se van a describir los problemas a resolver, las ecuaciones necesarias para poder hacerlo.
También se va a realizar en este apartado una descripcion de los diferentes modelos que seran de utilidad para
analizar la transicion a la turbulencia y la turbulencia en si misma.

21 Geometria del problema

El objetivo fundamental en esta seccion es describir la geometria del problema que se va a resolver. La
configuracion del problema va a ser doble: un fluido que se mueve en un conducto bidimensional y en un
conducto de seccion circular. Si bien es cierto que, en esencia, el problema de un conducto circular se resuelve
de forma bidimensional gracias a su simetria axial, se realiza su estudio ya que las ecuaciones que rigen el
comportamiento del fluido difieren entre ambos problemas.

2.1.1 Conducto Bidimensional

Un conducto bidimensional es, realmente, la apertura que queda entre dos placas planas infinitas situadas una
paralela a la otra y a cierta distancia. Como el problema tiene extension infinita puede ser reducido, mediante
argumentos de simetria, a un problema bidimensional.
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El espacio que queda entre las placas tiene un espesor conocido y de valor 2a, tal y como se muestra en la Figura
2-1, mientras que su longitud se considera lo suficientemente extensa como para superar de forma holgada la
longitud de entrada, ya sea la del problema mecénico o la del problema térmico.

Figura 2-1 Esquema del conducto bidimensional

A partir de ahora se referenciaran las ecuaciones y las variables a un sistema de ejes cartesiano cuyo origen se
encuentra en el extremo mas adelantado de la placa inferior, con el eje x alineado con dicha placa y con la
direccion y sentido de la corriente incidente; y con el eje y perpendicular a la placa, apuntando hacia el interior
de la ranura, tal y como se muestra en la Figura 2-1.

11
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2.1.2 Conducto de Seccion Circular

El otro caso objeto de estudio es el de un conducto de seccion circular. En esta geometria existe simetria axial y
puede ser reducido a un problema bidimensional, pero las ecuaciones a resolver difieren en algunos términos.
Su interés reside en que la mayoria de conductos y tuberias que se usan tienen esta seccion.

Ui Teo

Figura 2-2 Esquema del conducto de seccion cilindrica

El radio del conducto es conocido y de valor R, tal y como se muestra en la Figura 2-2. Ademas, al igual que en
caso bidimensional, se considera que su longitud tiene un valor suficiente como para que el flujo alcance el
estado completamente desarrollado y supere los limites del problema a estudiar.

En este caso, en lugar de un sistema de ejes cartesiano se va a adoptar un sistema de referencia en coordenadas
cilindricas, con origen en el eje del conducto y a la entrada, eje x segun dicho eje y direccion radial medida por
la coordenada r.

2.2 Ecuaciones del problema en régimen laminar

Se van a plantear en primer lugar las ecuaciones para el régimen laminar. Para ello, se particularizan las
ecuaciones de Navier-Stokes para las dos geometrias. Dichas ecuaciones, para un problema estacionario como
el que se va a tratar y en el que se van a despreciar las fuerzas masicas, son:

e Conservacion de la masa:
V-(pv)=0 (2-1)

e Conservacion de la cantidad de movimiento:

pv -V =-Vp+V-1 (2-2)
e Conservacion de la energia:
pB-Ve=—pV-B+7:V5+V - (kVT) (2-3)
Como ya se ha comentado, el objetivo es estudiar fluidos en régimen incompresible, es decir, liquidos o gases a

numeros de Mach suficientemente bajos como para considerar que la densidad se mantenga constante. De este
modo, las ecuaciones se reducen a:

V-5=0 (2-4)
pv Vi = —Vp+ uv?s 2-5)

pCp - VT = kV2T (2-6)
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En el paso de las ecuaciones (2-1), (2-2) y (2-3) a las ecuaciones (2-4), (2-5) y (2-6), ademas de
incompresibilidad, se ha supuesto que las caracteristicas del fluido tales como la viscosidad dinamica, la
capacidad calorifica o la conductividad térmica son también invariables. También se ha eliminado, en la
ecuacion de conservacion de la energia, los términos debidos al efecto de la presion y los términos
correspondientes a la disipacion viscosa ya que segin Cebeci en [2], estos términos tienen un orden de magnitud
despreciable si la velocidad del fluido es reducida.

Es importante indicar ahora que, dado que el fluido se encuentra en un régimen incompresible, a la vista de las
ecuaciones, el problema mecanico y el problema térmico estan desacoplados. Esto sera de gran utilidad ya que
nos permitira centrarnos en los dos problemas por separado, resolviendo primero el problema mecanico y
después, utilizando los resultados obtenidos, resolver el problema térmico.

Se realiza a continuacion la particularizacion de dichas ecuaciones a las geometrias.

2.21 Conducto Bidimensional

Las ecuaciones de Navier-Stokes para este caso pasan a ser:

v, OJv
a—;+a—; =0 2-7)
0V, N dv,  Op N 0%v, N 0%v, (2-83)
PVx gy TPy dy  ox K\ o2 dy? —oa
. ovy, oV ovy,  dp N 0%v, N 0%v, 2-85)
Pl ax TPy T Tay T H k2 T ay2 )
LT T _ (9T 3T 00
PEPVx Gy T PPy dy  \ox?  dy? g

Donde cabe sefialar que la ecuacion (2-5) se ha dividido por componentes para dar lugar a las ecuaciones (2-8a)
y (2-8b).

2.21.1  Simplificacion de las ecuaciones

Las ecuaciones antes expuestas admiten una simplificacion importante. Para ello es necesario recurrir a un
analisis dimensional muy similar al que se utiliza en [1] y en [2]. De este modo es necesario primero determinar
los 6rdenes de magnitud de los diferentes términos que aparecen en las ecuaciones, por lo que se precisa estimar
el orden de magnitud de las diferentes variables que los componen.

22111  Ordenes de magnitud

Las coordenadas x e y son féciles de determinar:

e Problema mecanico:
x~L,, y~38, (2-10)
e Problema térmico:

x~Ly,  y~0p @2-11)
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Ademas, como a lo largo de la region de entrada se tiene que la capa limite alcanza el eje del conducto, es posible
asumir que:

Sy~a~8r (2-12)

En cuanto al resto de variables se puede asumir a su vez que sus 6rdenes de magnitud seran, para las capas limite
que dan lugar a las distintas regiones de entrada:

e Velocidades:
(2, y)~Uq (2-13)
Vy(x: Y)'”%/c (2_14)

Donde U, es la velocidad justo antes de la entrada al conducto y V. es una velocidad caracteristica de
magnitud aun desconocida.

e Temperaturas:
T(er)~|Too _Tpl (2-15)

Donde T, es la temperatura del fluido justo antes de la entrada al conducto y T}, la temperatura de la
pared del conducto. Si fuera la misma, se asumiria entonces que T (x, y)~Te.

Por ultimo, se necesita estimar el orden de las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones. Para ello, para
una variable cualquiera ¢ (x, y):

0p Ard Do
£~A—f~% (-16)
%9 9 (0p\ A e
ax? c’)x<6x>~ (ax)? 12 =17
o A .
ady)N ij N(l:sy 19
0%¢ 0 (0¢\ Dy Py
ay? 6y<6y)~ y)? 57 (&

Donde el subindice i sera igual a v en el problema mecénico e igual a T en el problema térmico.
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22112  Simplificacién de las ecuaciones del problema mecanico

Si se analiza dimensionalmente la ecuacion de continuidad se puede afirmar que, para que haya variaciones, s
necesario que los dos términos sean del mismo orden de magnitud. De este modo se debe cumplir que:

0 av. U, W
9V Y% _, Y=o e (2-20)
dx dy L, 6,

Esto conlleva que, en la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento segun el eje x, los términos de
la izquierda sean del mismo orden. Por otro lado, como en la capa limite viscosa los términos correspondientes
a las fuerzas viscosas han de ser del orden de las aceleraciones convectivas, se debe cumplir que:

ov, 0%v, pU% Uy
— ~ = ~
PP 5 "H3 y? L, &2
(2-21)
6y noo 1
L, |pUxsLl, |Rey,
Si ademas se cumple (2-12), entonces la longitud de entrada mecanica presentard el siguiente orden de magnitud:

L, pUsa
—~ =Re, > 1 2-22
o~ = Rey 2-22)

Este resultado es justamente el que ya se anticip6 en la introduccion. De este modo, segtn la ecuacion (2-20) las
velocidades trasversales respecto a las horizontales cumpliran que:

Uo Ve e 8
SR o X 2-23
L, 6, Uo L, (@-23)

Para llegar a este resultado se ha hecho uso del término de fuerzas de viscosidad, pero este término esta formado
por dos miembros, lo cuales, si se comparan entre si:

oV, 0V, op 0%v, 0%v,
_x v —2=__= X
Px gy TP oy ox +H<ax2 + dy? (2-8a)
D (2 (3) (4) (5)
0%v, Uy 0%v, U 4) 62
4) = ~— =—"~— —~=K1 2-24
W=z~ O=%:"57 = 5z (229
Es decir, el término (4) es totalmente despreciable frente al (5). Asi, la ecuacion queda:
ov o0V, op  0%v, 2.25)

x e — —
Pox g TP G, = Tox TH G2
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Por otro lado, es interesante comparar los gradientes de presion seglin x y segtin y. Comparando los 6rdenes de
magnitud de los términos (3) de las ecuaciones (2-8) con los demas y entre ellos se obtienen los siguientes
resultados:

dp pUS dp pYe pUES,
Gay=g~71, OG=5~% "%
(2-26)
(3b) 6, 1
(Ba) Ly,

Es decir, las variaciones de presion en y son despreciables frente a las producidas en x, de tal forma que p =
p(x). Cabe entonces plantear ahora una cuestion, ya que la ecuacion (2-8) carece de interés al despreciarse el
término de presiones, que es cambiarla por la ecuacion de conservacion del caudal. De este modo la ecuacion
(2-8) es sustituida por la siguiente:

2a

Q =2alUy, = f v dy
0

a (2-27)
aly, = f v, dy
0
Con todo esto, las ecuaciones que rigen la region de entrada mecanica pasan a ser:
v, 0vy,
—+—=—=0 2-28
dx  dy ( )
v, 0V, op  0%v,
_x —x___° 2-29
PVx 5y TP dy 6x+'uc')y2 -29)
a
aly, = f v dy (2-30)
0

22113  Simplificacién de las ecuaciones del problema térmico

Para las ecuaciones que rigen la region de entrada térmica es posible realizar un analisis muy similar al antes
planteado. En primer lugar, para estimar el orden del espesor de la capa limite térmica, basta con asumir que las
variaciones convectivas de temperatura seran del orden del calor por conduccion en el fluido. De este modo se
tendria que:

2 — —
or 9T _ PCpUeo|Too = Tp|  klUco|Teo — T |

Covy —~k—
PErVe 52 T a2 Ly 52
5 (2-31)
k 1
LI S - «1
Ly |pUxLr Cyu Re; . Pr
Lo cual lleva a que, asumiendo (2-12), la region de entrada térmica tendra la siguiente extension:

L UepaC
L i L P (2-32)
a u k

Resultado que también se anticip6 en la Introduccion de este trabajo.
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En la ecuacion de la conservacion de la energia existen dos términos muy similares a los términos (4) y (5) de
las ecuaciones de cantidad de movimiento, de tal forma que uno es despreciable en orden de magnitud frente al
otro:

02T |To, — Ty
ox2 L2

02T |To — Ty (a) 6%
~ = (b T« 2-33

= (a),

Lo que muestra que la derivada parcial segunda respecto x es completamente despreciable frente a la derivada
parcial segunda respecto a y. Asi, la ecuacion de la energia queda como sigue:

aT aT 0%T
pCpUxa-}‘pvaya = ka—yz (2734)
22114  Sistema de ecuaciones completo
Los resultados de la simplificacion antes detallada se resumen en:
ov, 0vy,
X4 _2_9 2-35
d0x + dy ( )
0V, OV, op  0%v,
- X _ = — 2-36
a
s = [ vy (2-37)
0
aT aT 0%T
— (2-38)

pvaxa + pvay@ =k 3y

2.21.2 Condiciones de contorno

Para resolver el sistema de ecuaciones antes planteado seran necesarias tantas condiciones de contorno en cada
direccion de los ejes como orden de derivadas respecto a dichas coordenadas haya. De este modo para v, (x, y)
se necesitara 1 condicion en la direccion x y 2 en la direccion y, para v),(x,y) solo serd necesaria 1 en la

direccion y, y para T (x, y) haran falta el mismo niimero de condiciones que para v, (x,y). Estas condiciones
se resumen a continuacion:
e Condiciones a la entrada:

x=0 = 1,00,y)=Uy, (2-39)

x=0 = T(0,y) ="Te (2-40)

e Condicion de no deslizamiento en las dos paredes:

y=0 = 1,(x,0)=0 (2-41)
y=2a = v,(x,2a)=0 (2-42)
y=0 = 1v,(x,00=0 (2-43)

y=2a = 1,(x2a)=0 (2-44)
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e Para el problema térmico se tienen dos posibles grupos de condiciones en la direccion y:

o Temperatura de pared impuesta:
y=0 = T(x0)=T,(x) (2-45)
y=2a = T(x,2a)=T,(x) (2-46)

o Flujo de calor impuesto:

aoT Gw (%)

y=0 = T 0= -47)
aT Gw (x)

y=2a = 3y (x,2a) P ( )

Aunque rigurosamente las condiciones a cumplir son las anteriores, dada la configuracion del problema se puede
anticipar que los perfiles de velocidad y temperatura van a ser simétricos respecto al eje del conducto. De este
modo se podria resolver este sistema de ecuaciones nada mas que para media ranura imponiendo la condicion
de que la derivada parcial respecto de y sea nula en dicho eje, es decir, cambiar las condiciones (2-42) y (2-46)
(o la (2-48)) por:

Ovx =0 249

<
I
Q

ce = T a0 2-50
y=a ay(x,a)— (2-50)

El uso de la condicion (2-49) garantiza ademas que se cumpla la condicion (2-44), por lo que a partir de ahora
se prescindira de su escritura.

Las condiciones de contorno definitivas se resumen a continuacion:

x=0 = 1,00,y)=Us

y=0 = 1,(x,0)=0

y=0 = v,(x,00=0
dv,

y=a = a—y(x,a)=0

(2-51)
x=0 = T(O;y) =Tw

@)
k

T
—(x,0) =

y=0 = T(x0)=T,(x) 6 3y

aT 0
= p—1 _— =
y=a 3y (x,a)
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2.21.3 Adimensionalizacion de las ecuaciones

En este ultimo apartado correspondiente al problema bidimensional se plantea adimensionalizar el problema
para dotar a los resultados de universalidad, de tal forma que la dependencia de los mismos se deba a nimeros
adimensionales relacionados con las propiedades del fluido y del movimiento de éste. De este modo se proponen
las siguientes magnitudes adimensionales:

X oy _n(xy) Cn@y . p®
6 - a; T’ - a' u(fﬂ?) - Uoo ) U(E:n) - UOo ) p(f) - pUgo:
e Sise impone una temperatura de pared: 6(&,n) = w (2-52)
o~ Ip

e Sise impone un flujo de calor: 6(¢,n) = w, qw(§) = qu(x)Ti

Se ha distinguido entre los dos posibles casos del problema térmico ya que no se puede usar la misma
adimensionalizacion para ambos. Si se introducen todas esas variables adimensionales, el sistema de ecuaciones
queda reducido a:

ou + v = 2-53
9t Tan (2-53)
ou ou op 1 0%u
u—+pv—=——p+—— (2-54)
I3 on 0¢  Re, 0n?
1
1=fum (2-55)
0
60+ 89_ 1  0°T (2-56)
“ 0é v on  Re,Prdy?
Siendo las condiciones de contorno:
E=0 = u,n=1
n=0 = u(0)=0
n=0 = v(0)=0
1 = Pen=o
T’ = L — , =
on (2-57)

§=0 = 0600n=1

ae -

0 96 1 0
= f—1 —_— =
n n ¢ 1
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2.2.2 Conducto de seccion circular
Las ecuaciones de Navier-Stokes para este caso pasan a ser:

v, 10(rvy) 0

9x r or (2-58)
0V, oV, op 10v, 0%v, 0%v,
T e, S Y it 2-59
PVx 5% +pvr or dx <r ar = or? + dx? ( 8)
ov, ov, op 10v, 0%v, 0d%v, v,
_r —_r__-= _—_ - — 2-56b
PVx 55 +pvr or or ﬂ(r or + or?2 = 0x? r2 ( )
o 0T 9T _ (10T 9T 0% e
PopVx g T PPV G =\ T or T 912 T 92 (2-60)

2.2.21 Simplificacion de las ecuaciones

Mediante un analisis dimensional similar al realizado para el conducto bidimensional se llega al siguiente

sistema de ecuaciones reducido:

v, 10(rvy) 0

_x 2-61
dx r oOr ( )
oV, dv,  0p 10v, 0%v,
PV F PO g = ‘&“(??* 312 (-2
R
R?Uy, = Zf v,rdr (2-63)
0
c d +oC oT _ 10T 0°T (2-64)
PEPVe gy TPEPr Gy = X \Far T ar2 -
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2.2.2.2 Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno que gobiernan el movimiento del fluido son exactamente las mismas que en el caso

bidimensional, con la particularidad de que en este caso la pared se encuentra en r = R y el eje del conducto en
r = 0, al revés de lo que sucedia antes. De este modo:

x=0 = v(0,r)=Uy,

r=R = 1v,(,R)=0

r=R = v.(x,R)=0

0 Y 0)=0

r = et — (X, =

ar

(2-65)
x=0 = T(,r)=T,

Gw (x)
k

oT
r=R = T(x0)=T,(x) 6 E(x,0)=

=0 = ot =0
r= ar(x,a)—

2.2.2.3 Adimensionalizacion de las ecuaciones

Si se realiza un proceso de adimensionalizacion analogo al realizado en el problema bidimensional, cambiando
la definicion de algunas variables adimensionales a las siguientes, se tiene que:

Yy _V(xr) - _qw(x) R
Las ecuaciones adimensionalizadas resultas entonces ser:
du 1d(mv)
— 4 - =0 (2-67)
on n 0dn
6u+ ou a;3+ 1 1(’)u+62u 5 68
g TV an T T a8 T Reg\nan T an? (2-68)
1 1
== f undn (2-69)
2 0
69+ 69_ 1 169+629 5 70
”ag van_ReRPr non dn? =70
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Y las condiciones de contorno pasan a ser:

E=0 = u(O,n=1

n=1 = u0)=0

n=1 = v(0)=0
du

n=0 = %(E,O)=O

2-71)
£=0 = 00n=1

00 ~
n=1 = 60ED=0 6 %(&1)=6’IW(€)
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2.3 Ecuaciones del problema en régimen turbulento

Segun Reynolds en [3]; las ecuaciones de Navier-Stokes, tal y como estaban antes planteadas y simplificadas,
solo sirven para predecir el comportamiento del fluido en el caso laminar, por lo que si se tienen movimientos
turbulentos no son validas. Sin embargo, es posible realizar modificaciones sobre las mismas para tener en
cuenta los efectos de inestabilidad considerando conceptos como variables medias, fluctuaciones y correlaciones
entre variables.

De este modo, el objetivo principal de esta seccion es obtener unas expresiones que permitan predecir, en la
medida de lo posible, el movimiento aleatorio que supone un régimen turbulento.

2.3.1 Variables medias y fluctuaciones

Cuando se analiza un flujo turbulento, puede observarse que las magnitudes que se quieren determinar
(velocidad, gradiente de presiones y temperatura) no se mantienen constantes en el tiempo en un determinado
punto, sino que presentan fluctuaciones sobre un valor medio. Para flujos circulando por el interior de conductos,
esta comprobado experimentalmente que estas fluctuaciones suponen sélo un pequefio porcentaje del valor
medio temporal de las mismas; aun asi, estas pequefias variaciones temporales hacen que el comportamiento se
desvie totalmente del caso laminar.

u(xyz 1)

fitne
Figura 2-3 Evolucion temporal de la velocidad en un movimiento turbulento
De este modo, de ahora en adelante, cuando se hable de movimientos turbulentos, las diferentes variables del

problema se consideraran como la suma de su valor medio temporal y una fluctuacion. Asi, para una variable
cualquiera ¢:

d(x,y,t) = d(x,y) + ¢’ (x,y,t) (2-72)

Donde ¢ (x,y) es el valor medio y ¢’'(x, y, t) es la fluctuacion. Es usual indicar el valor medio con una barra
horizontal, mediante la mayuscula de la letra que denota a la variable o entre cufias. Estas magnitudes deben
cumplir que:

P(x,y) =P = (p(x,y,t)) = o P (x,y, dt (2-73)
to

(@' (x,y,1)) = 0 2-74)

Asi mismo, serd importante definir el término Correlacion entre fluctuaciones, el cual no es mas que la media
temporal del producto de dos fluctuaciones. Para dos fluctuaciones ¢’ y ' se tiene que la correlacion es:

1 tot+ty
(') = — f &' (v, ) * ' (x,y, O)dt 2.75)

t1 to
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Este término es, en general diferente de cero. Dadas las definiciones de medias y fluctuaciones, se deben cumplir
las siguientes propiedades:

dp+Y=0+Y, Dxp=Pxy¥
g 0D 2770
a—fzg, j(;l)ds:fcbds

2.3.2 Conducto bidimensional

En este apartado se van a transformar las ecuaciones de Navier-Stokes, ademas de definir las condiciones de
contorno y adimensionalizar las nuevas ecuaciones.

2.3.21 Transformacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Teniendo las anteriores definiciones en cuenta y siguiendo las indicaciones de Cebeci en [2], las ecuaciones de
Navier-Stokes pueden ser modificadas de tal forma que puedan tenerse en cuenta los términos fluctuantes. A
pesar de ello, es extremadamente dificil y costoso computacionalmente obtener soluciones al flujo completo,
incluyendo las posibles fluctuaciones, dado el comportamiento inestable del fluido. Es por esto por lo que se
suele realizar la media temporal de las ecuaciones.

De este modo se sustituyen los términos de velocidad, presion y temperatura por los siguientes:

e = Ve + vy, v, =V, +tv,
2-77
p=P+p, T=T+T'
La ecuacion de continuidad, introduciendo las variables anteriores termina siendo:
d d oV, +vy) d(V, + v,
Ove vy 00k +vx) U ”y)=o (2-78)
dx  dy dx dy
Haciendo la media se obtiene que la ecuacion queda como sigue:
oV, dY,
X4+ Y_9 2-79
dx 0dy ( )

Por otro lado, el término de la izquierda de la ecuacion de cantidad de movimiento (segun el eje x, ya que es el
unico que aporta informacion) puede ser reescrito de la siguiente forma:

0V, 0V, ov? vy, v, 0vy
PVx Gy TP dy Pox TP ox TP

oy )" (2-80)

Donde el tltimo término es nulo a la vista de la ecuacion de conservacion de la masa. Introduciendo las variables
de (2-77):

0 +v)? 0+ v)(h+vy)  aP+p) | (e +wy)

2-81
dx dy dx dy? (@-81)
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Realizando la media temporal de la misma y operando se concluye que:

oV, % 0w op . 9 I((vwy)
p

X - = - 2-82
p6x+p6y+ dx 6x+'u6y2 dy (2-82)

, , . 2
Es comiinmente aceptado, ademas de confirmado experimentalmente, que como (v, )~(vxvy) entonces

oy « 6(<va’cv§>);
dx ay

por lo que el primer término se despreciaria y se tendria que la ecuacion (2-77) se reduce a:

oV, A, 0P 9%, (—(mm))
X Y- _ 2-83
p6x+pf)y 6x+ﬂay2+p dy (2-83)

En cuanto a la ecuacion del caudal, ésta apenas varia ya que:
a
aly, = f (Ve +v')dy (2-84)
0
Haciendo la media se tiene que:
a
aly, = f V.dy (2-85)
0

Por 1ltimo, se procede de forma similar con la ecuacion de conservacion de la energia. Primero, el miembro
izquierdo de la ecuacion puede escribirse, haciendo uso de la ecuacion de continuidad, como:

c 6T+ c aT CaTvx_I_ CE)Tvy+ T avx+0vy
p PUX’ax p vaay_p P ax p P ay p P ax ay
(2-86)
_C 0T v, +oC dTv,
- :D P ax p P ay
Introduciendo esto en la ecuacion completa se obtiene que:
(T + TV, + vy) T +TH(Y, +vy) 0%(T+T")
c =k 2-87
P dx T plr oy ay? @-87)
Lo cual haciendo la media y operando resulta ser:
oV oT b oGl oT _ kaZT c o(T'vy.) N (T "vy) (2-88)
pPX'ax ,DPyy_ ayz pP ax ay

De forma similar a la ecuacion de cantidad de movimiento, se tiene que < T'vy > ~ < T'vy, >, por lo que

1.,/ 1.,/
entonces se cumple que a<7{;xvx> « a(<§yv >) De este modo se tiene que:
oT oT 9T _ a(T'v})
CoVy—+ pCpV,—=k——pC 2-89
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Se resumen a continuacion las ecuaciones obtenidas:

vy OV _
dx 0y
Vy v, 0P 0%V, O(—{vwy))
V,—+pV, — = ——
PVy x+p3’ y Ox luayz dy
a
ano=.[ Vedy
0
CVaT+ CVaT_kaZT c o(T"vy)
pPXGx pPyy_ ayz pP ay

(2-90)

(2-91)

(2-92)

(2-93)

De ahora en adelante, cuando se utilice T nos referiremos siempre al valor medio de la temperatura y no a la
temperatura instantanea para simplificar la escritura de las ecuaciones.

2.3.2.2 Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno para el régimen turbulento son las mismas que para el caso laminar, con la salvedad
de que ahora las variables que se tienen en cuenta son las medias temporales. De este modo se tiene que:

x=0 = V0,y)=Uy,
y=0 = V(x0)=0
y=0 = V(x0)=0
aVy
y=a = W(x,a)
x=0 = T(,y) =Ty
y=0 = T(x0)=T,(x) 6 g—;(x,0)=—qwk(x)

y=a = aT(x,a)zO

ay

(2-94)
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2.3.2.3 Adimensionalizacion de las ecuaciones

El proceso de adimensionalizacion es exactamente el mismo, de tal forma que usando las mismas variables
adimensionales para las magnitudes medias se llega a:

ou + ov =0 2-95
ou ou P 1 9%u
— —_— =t —— 1 A 2-96
e TP T ot Y Re o (2-96)
1
1= f udn 2-97)
0
a0 a0 1 0°T
sl R R 2-98
”af +v6n Re,Pr dy? +B ( )

Siendo las condiciones de contorno:

E=0 = u(0O,n=1
n=0 = u(0)=0
n=0 = v(0)=0

=1 = ou 1H)=0

(2-99)
=0 = 600, =1

a6 -

=0 06 1)=0
= —1 —_— =
n 677((’{' )

Los términos A y B que aparecen en las ecuaciones (2-96) y (2-98) son términos adimensionales que contienen

las correlaciones entre las fluctuaciones. Dado que después se van a tratar con mas profundidad, por ahora se
prefiere dejarlos indicados.
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2.3.3 Conducto de seccion circular

Se trata ahora de realizar el mismo proceso anterior para el caso de un conducto cilindrico.
2.3.3.1 Transformacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Realizando las mismas consideraciones que antes se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

oV 190%) _

—= 2—-100
ox r Or ( )
av, aV, oP 190 av,
X X _ L X _ ! 2-101
PV X + ol or 0x +r6r [r (,u or p(vxvr))] ( )
R
R?*U, = ZI vrdr (2-102)
0
oT oT 10 oT
il - _ 15! 2-103
PLrVx dx +pCel dor ror [r (k oar PCp(T vﬁ)] ( )

2.3.3.2 Condiciones de contorno

Aplicando las mismas condiciones de contorno que en el caso laminar, pero a las magnitudes medias se tiene
que:

x=0 = VX(O,T):UOO
r=R = V.(xR)=0
r=R = VxR)=0

Vy
r=0 = —(x,0)=0

or (2-104)
x=0 = T(0,r) =T,

Gw (x)
k

oT
r=R = T(R)=Ty(x) ¢ a(x,R)z
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2.3.3.3 Adimensionalizacion de las ecuaciones

Utilizando el mismo grupo de variables adimensionales que en el caso laminar, pero a las magnitudes medias,
se concluye que:

du 1d(nv)
—+- =0 2-105
an - n 0 ( )
6u+ ou 8;§+16[ (1 6u+C>] 5 106
Yag TV = T ag Tan"\Reg an (2-106)
1 1
== f undn (2-107)
2 Jy
60+ 69_16[( 1 69+D)] 2 108
“ae ”an_nan" Re,Pr dn (2-108)
Y las condiciones de contorno pasan a ser:
§=0 = uOn)=1
n=1 = u0)=0
n=1 = v(0)=0
0 = ou &0 =0
n= >, U) =
o (2-109)

E=0 = 600n=1

08 ~
n=1 = 6E1D=0 6 %(5!1):‘?w(§)

0 = Peo=o

Los términos C y D de las ecuaciones (2-106) y (2-108) son términos adimensionales que contienen a las
correlaciones entre las fluctuaciones. Dado que después se van a tratar con mas profundidad, por ahora se
prefiere dejarlos indicados.

2.3.4 El problema de cierre: modelos de turbulencia

A la hora de formular los sistemas de ecuaciones que rigen el comportamiento del flujo para las dos geometrias
planteadas en el régimen turbulento se han dejado una serie de términos sin especificar, los cuales se
corresponden con los términos adimensionales de las correlaciones entre fluctuaciones (v,’cvj’,) y (T’vj’,) para el

conducto bidimensional, y (v, vy.) y (T'vy.) para el conducto de seccion circular.

La principal dificultad de estos términos es que no tienen una expresion matematica conocida, lo que se conoce
como Problema de cierre. Debido a esto, a lo largo de la historia de la Mecanica de Fluidos se han ido
desarrollando diversos métodos semiempiricos que permiten tener expresiones analiticas para estos términos.
Estos métodos son los llamados Modelos de Turbulencia, y existen modelos tanto para las fluctuaciones del
problema mecanico como para las fluctuaciones del problema térmico. Entre ellos se pueden citar modelos de
una ecuacion, modelos k¥ — &, Reynolds average Navier-Stokes, Large Eddy simulation, entre otros.

De entre todos estos modelos, se consideran los modelos de una ecuacion por ser los mas sencillos. Los mas
usados son el Modelo de Viscosidad Turbulenta para la correlacion entre velocidades, y el Modelo de
Difusividad Térmica Turbulenta para la correlacion de temperaturas.
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2341 Modelo de Viscosidad Turbulenta: esfuerzo aparente de Reynodls, ley de la pared y eddy viscosity

Antes de plantear la expresion que aproxima el término de correlacion de la ecuacion (2-91) se va a introducir
brevemente el trasfondo tedrico y la naturaleza del mismo. Para ello, supdngase una superficie diferencial (da)
paralela a la pared del conducto en la region de flujo turbulento desarrollado (Figura 2-4)

| NN, SO SN AR SR

da

Jill

——

N NN NN NN, X ]

Figura 2-4 Diferencial de darea

Debido a las fluctuaciones que existen en el perfil de velocidades, a través del area diferencial pueden pasar
numerosas particulas. Estas particulas podran atravesar dicha superficie de cuatro formas diferentes segiin la
direccion y sentido del movimiento, tal y como se explica en [4] (Figura 2-5):

A—\‘m C

Figura 2-5 Posibles movimientos de particulas a través del diferencial de superficie

En primer lugar, se puede afirmar que las particulas tipo A y tipo B seran mas frecuentes que los otros casos, ya
que tener particulas C o D supone que la fluctuacion en horizontal supera la velocidad media (cuyo sentido es
hacia la derecha). Por otro lado, dentro de las tipo 4 y B hay dos posibles casos:

e Tipo A: en ellas se tiene que vy, < 0 (hacia abajo), mientras que v, puede ser tanto positiva como
negativa siempre que se mantenga que v, > 0.

o vy > 0:Sonlas mas frecuentes ya que las particulas 4 se mueven de una zona de mas velocidad
media a otra que tiene menos. En ellas se tiene entonces que pv, vy, < 0.

0 vy < 0: Son menos frecuentes. En ellas se tiene entonces que pvyvy, > 0.

e Tipo B: en ellas se tiene que vy, > 0 (hacia arriba), mientras que v, puede ser tanto positiva como
negativa siempre que se mantenga que v, > 0.

0 vy > 0: Son menos frecuentes. En ellas se tiene entonces que pvyvy, > 0.

o vy < 0: Son las mas frecuentes ya que las particulas B se mueven de una zona de menos
velocidad media a otra que tiene mas. En ellas se tiene entonces que pv, vy, < 0.

Por todo ello, la contribuciéon mayoritaria es con pvyvy, < 0, por lo que es 1ogico asumir que —(p(v,’cvj’,)) > 0.
De este modo se tiene un término de caracter convectivo, pero su efecto es similar al efecto que tiene el término
de las fuerzas de viscosidad. Es por ello por lo que se suele denotar con el nombre de Esfuerzo Turbulento, o
también, Esfiierzo aparente de Reynolds: —(p{vs 173’,)) =T;.
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Dada la analogia que tiene con el esfuerzo viscoso, para modelar este término suele usarse lo que se conoce
como un Modelo de viscosidad turbulenta, de tal forma que:

v,
T = k(0 y) 5 (09) (2-110)

Siendo el Coeficiente de viscosidad turbulenta (u,) el encargado de modelar el comportamiento turbulento del
fluido. De este modo, la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento quedaria:

avx+ v, aP G, ( )av .
Pox TPy = oz a Bt U (2-111)

Y en variables adimensionales:

au ou 6p+ 1 0 1+ )au 112
YaE TP, = T3¢ TRe, om fm) o (@-112)

Para el conducto cilindrico quedaria como:

Ju du ap 1190 Ju
(r+em5)

M3E T Pan T 7ot T Regnan 1 T gy

(2-113)
Donde ¢, es lo que se conoce como Eddy-viscosity, la cual cuenta con multiples expresiones semiempiricas
propuestas por diferentes autores. Sin embargo, todos estos modelos tienen algo en comun, y es que deben
reflejar un comportamiento particular y universal que presentan los flujos turbulentos cuando éstos se mueven
en contacto con una superficie, lo que es comtiinmente conocido como Ley de la Pared.

Para explicar esta ley, supongase un conducto por el que discurre un flujo turbulento completamente
desarrollado. Para este caso, como no hay variaciones en x y ademas V,, = 0, la ecuacion (2-91) pasa a ser:

opP O(GV

_$+@ n, ~ Pl vy))—O (2-114)

Si dicha ecuacion se integrara respecto a la coordenada y, sabiendo que el gradiente de presiones es
independiente de esta coordenada se obtiene entonces que:

dapP av, av,
~Sy+ (152 ptwin))) - (152 - ptoiny))
dx dy y dy y=0
(2-115)
oP ( oV ! ,)) ( 0) =0
ox? T \Hgy TPIWI) Tt T

Donde 7, es el esfuerzo viscoso en la pared y donde las fluctuaciones en y = 0 son justamente cero por la

condicion de no deslizamiento. Si dicha ecuacion se evaliia en la pared opuesta, es decir, en y = 2a, se obtendria
que:

aP
-2t (-t,—0)—(r,—0)=0

(2-116)
or_ 5

ox  a
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Esta expresion demuestra que, para el flujo desarrollado, el gradiente de presiones es un valor independiente
tanto de x como de y. Llevando este resultado a la ecuacion (2-103) se tiene que:

u%%—wp'=%%1—9=uﬁ@—§) 2-117)

Donde se ha definido la Velocidad basada en el esfuerzo en la pared. La solucion de esta ecuacion depende de
la importancia relativa de cada uno de los términos; sin embargo, justo en la regién mas cercana a la pared se
pueden distinguir dos subcapas:

e  Subcapa laminar (y — 0): la turbulencia se inhibe por la ley de no deslizamiento, de tal forma que
se tiene que:

oV, .
va—=u
Y 2-118)
Ve yu
ut v

e Subcapa inercial (% « 1): los esfuerzos turbulentos superan en magnitud a los viscosos, de tal

forma que:
(vyvy) = —u*? (2-119)

Donde queda demostrado que los esfuerzos turbulentos son constantes en esta region. El gradiente
de V, alo largo del perfil s6lo puede depender de este esfuerzo aparente (en este caso de u*) y de
la distancia a la pared, no dependiendo de a porque aun se estd muy cerca de la pared como para
tener en cuenta la geometria del conducto. De este modo:

oV = f(u*,y) 2-120
ay - f u 'y ( — )
Y mediante Analisis Dimensional:
y ok
u* dy
. (2-121)
u*
> - AmZ + B
u v

Donde A y B son constantes experimentales.
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Estos resultados en la region mas cercana a la pared componen la Ley de la Pared. Este comportamiento es
universal para cualquier problema turbulento. A continuacion, el la Figura 2-6, se muestran resultados
experimentales que confirman esta Ley:
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Figura 2-6 Ley de la pared

Con estos resultados, tradicionalmente, los modelos de turbulencia suelen estar divididos en dos partes. Una de
ellas, que recibe el nombre de Inner Region, trata de reproducir la Ley de la Pared; la otra, conocida como Outer
Region, intenta aproximar los resultados experimentales para el resto de la capa limite.

En este trabajo se considera para la Inner Region el modelo de turbulencia de Reichardt, el cual viene
determinado por la ecuacion siguiente:

* *

yu yu
Em = K| yt tanh (vy ;>] (2-122)
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Donde k es la Constante de Karman, de valor k~0,40 + 0,41;y y; es un factor de escala del orden del espesor
de la subcapa laminar que se usa para aproximar los resultados experimentales segtn la rugosidad (Figura 2-7):

10 | ] |
For Prandtl-Schlichting
uniform sand roughness
8 |-
61—
+m
>
4 -
2
0 | | |
0 10 20 30 40

kT = ku./v

Figura 2-7 Variacién de yg con la rugosidad [1]

Por otro lado, para la Outer Region se va a considerar el modelo de Clauser, el cual viene dado por:

Ve b,

Em, = C— (2-123)

Donde V. es la velocidad media en el centro del canal y C es una constante experimental cuyo valor suele
tomarse como C = 0.0168 <+ 0.018. Es necesario hacer una puntualizacion acerca de este modelo, y es que

esta desarrollado para flujos donde el gradiente de presiones esta en equilibrio (f—l(;—z = cte); sin embrgo, en [1]
p

se explica que a pesar de ello se suele usar de forma muy generalizada sin tener esto en cuenta, siendo los
resultados en general bastante aceptables.

De este modo, el modelo completo de Eddy-Viscosity que se considera es el siguiente:

( [yu* - (yu*>]\
K y yg tanh o
&n = min (2-124)
\ = )
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2.3.4.2 Modelo de difusividad térmica turbulenta

Este modelo se define por analogia con la viscosidad turbulenta, de tal forma que se establece la siguiente
relacion:

oT oT

pCy(T'vy) = —pCpat@ = —kt@ (2-125)

Donde a; es la Difusividad térmica turbulenta, la cual da lugar, junto con la densidad y el calor especifico, a la
Conductividad térmica turbulenta. Introduciendo estos conceptos en la ecuacion (2-93):

AL (2-126)
pPXax pPyay_ay tay —

Y adimensionalizando se llega a:

69+ g 1 0 (1 +£m)69 5 127
uc’)f vc’)n " Regon\\Pr ' Pr./on @-127)
Donde se ha introducido un nuevo concepto, el Numero de Prandtl Turbulento:

C
Pr, = sm“—” (2-128)
ke

Los modelos turbulentos existentes se suelen basar en aproximaciones a este nimero de Prandtl turbulento. Para
el problema cilindrico, la ecuacion adimensional resultante seria:

89+ 90 1 18((1 +£m)09> (2-129
”af van_Reanar) 1 Pr  Pry/ 0dn )
El modelo de Prandtl turbulento que se va a considerar es el propuesto por Cebeci (1973):
+
1 —exp(— ,);_‘*
Pri = —m8M——
t y+
1 —exp(— BF
At es constante = 26
(2-130)

5
s_ 1 i
B _ﬁZci(log(Pr)) 1

C1=34,96, C2=28,97, C3=33,95, C4=6,33, C5=1,186
y*=yu* /v
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2.3.5 Criterio de transicion a la turbulencia

Cuando se describi6 el concepto de transicion a la turbulencia se introdujo de forma somera el Criterio de
Transicion de Pohlhausen. En realidad, la formulacion correcta de este criterio, destinada a capas limite sin
gradiente de presiones en la direccion de avance, es la que sigue:

Uyb,(x*
p—1() > 645 (2-131)

Sin embargo, en los problemas que se estan considerando, si existe tal gradiente. Para soslayar este escollo existe
una correccion al modelo que viene dada por la siguiente expresion:

Uw8q(x* Ul
p Ml( )2 (P - 1) = Re,, (2-132)

cr

Este valor de Re; . viene determinado por la siguiente grafica de [5] (Figura 2-8):
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Figura 2-8 Dependencia de Rey con el factor A

Donde A es un factor que viene determinado por:

poZdk

2-133
v dx ( )

. . . ..o, d
Como se puede comprobar, en caso de que no existiera un gradiente de presiones (lo cual implicaria d—‘;c =0),
se tendria que A = 0y, por tanto, Re;, = 645, teniéndose asi el criterio de Pohlhausen original.
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En este Capitulo se va a describir el llamado Método de las diferencias finitas, un método numérico ampliamente
utilizado en la resolucion de capas limite. El objetivo fundamental de este método es, mediante la discretizacion
del espacio y la aproximacion numeérica de las ecuaciones que componen el problema, obtener un sistema de
ecuaciones lineales que sirva para obtener resultados aproximados del campo de velocidades y temperaturas, asi
como la evolucion del gradiente de presiones a lo largo de la region de entrada. Dadas las diferencias que existen
entre el caso bidimensional y el cilindrico, ambos problemas seran separados y tratados de forma independiente.
Cabe sefialar también que las diferentes operaciones y manipulaciones se van a hacer sobre las ecuaciones dadas
para el problema turbulento; si se quieren las del problema puramente laminar bastaria con anular todos los
términos que tuvieran algo que ver con los modelos de turbulencia.

3.1 Conducto bidimensional

Se va a aplicar el método de diferencias finitas al problema del conducto bidimensional. Para ello, primero se va
a discretizar el espacio en las dos dimensiones en las que éste se extiende, tras lo cual se va a proceder a la
linealizacién de las ecuaciones adimensionales obtenidas en los apartados 2.3.2.3 y 2.3.3.3 para, finalmente,
plantear el sistema de ecuaciones que sera resuelto de forma numérica mediante programas MATLAB.

3.1.1 Discretizacion del medio

Supongamos que se tiene un conducto adimensionalizado de la forma en que se hizo en los apartados antes
mencionados. De este modo se tiene la variable ¢ en la direccion longitudinal del conducto adimensional, y una
variable 17 en la direccion trasversal, estando el origen de coordenadas en el borde méas adelantado de la placa
inferior. Dada la adimensionalizacion hecha, mientras que la variable ¢ puede adoptar cualquier valor £ > 0 (en
la practica se tomara un valor &, suficientemente grande como limite superior), la variable 7 esta restringida al
intervalo n € [0,2]. Dadas las condiciones de simetria que se han argumentado con anterioridad, realmente se
va a considerar que n € [0,1].

Discretizar consiste en considerar el espacio como si estuviera dividido en N estaciones en la direccion ¢ y en

N, estaciones en la direccion 7, de tal forma que se tiene una malla con Ng * N;, puntos. Asi, el objetivo no serd
. . . ap . .

obtener las distribuciones continuas de u (&, 1), v((¢,n), % (&), y T(&,n), sino obtener estas variables de forma

puntual en los nodos de la malla considerando que, si la discretizacion es adecuada, la aproximacion de las
variables discretizadas sera suficientemente buena como para considerar validos los resultados obtenidos. De

este modo, para un punto (fn, nj) se obtendran los valores u(fn, 17]-), v(fn, r]j) ,g—? &),y T(fn, nj) (Figura
3-1).
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Figura 3-1 Conducto bidimensional discretizado

Con esta discretizacion, el procedimiento de calculo supone recorrer la malla en la direccion &, y en cada una de
las estaciones obtener el valor de todas las variables en todas las estaciones 7;. Debido a esto, a partir de ahora

en vez de usar la notacion ¢ ($y, ;) para designar a las diferentes estaciones 7; situadas sobre la estacion &,

se utilizara la notacion ¢, (77 j).

3.1.2 Linealizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes determinadas son ecuaciones diferenciales altamente no lineales. La clave del
método de diferencias finitas consiste en suponer dos cosas:

Las velocidades u,_1(n;) y vn—1(17;) son conocidas en todos los puntos n; (j = 1,2, ... Ny) de la
estacion &,,_4.

Las velocidades uy (1) y v, (n;) habran variado tan poco respecto a las velocidades u,_1(n;) y
Vn—1(7;) al haber avanzado una estacion en ¢ como para hacer las siguientes aproximaciones iniciales:

un(nj) ~ un—l(nj)F vn('?j) ~ Un—1(77j) (3-1)

Esta aproximacion es tanto mas buena cuanto mejor sea la discretizacion realizada.

El procedimiento a seguir para linealizar las ecuaciones sera dividido entre el problema mecanico y el térmico,
ya que ambos problemas permiten ser resueltos uno tras el otro.
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3.1.21 Problema mecanico

En primer lugar, se va a tratar la ecuacion de cantidad de movimiento dada por la ecuacion (2-112). Considérese
que se particulariza la misma para un punto (fn, n j) (en este apartado, el término Re se refiere realmente a

Re,):
wn(n)) [au(s 77,)] + () [aun(m

32
__om, (1+ emn(n,-)) un(n)| 1 [0emy Jun() (3-2)
0é Re on? Re| don  dn '
nj i
Si las derivadas se aproximan de la siguiente forma:
[aun(n) _ un(nj + 1) - un(nj -1
on 0 2hy
azun(n) _ un(nj + 1) - Zun(nj) + un(nj - 1)
om* | hy
: (3-3)
[au(f, 77;)] _ un(nj) - un—l(nj)
¢ £ he
[agmn(n) _ Emn(nj + 1) - Smn(nj - 1)
an " 2hy,
. ., [0&m, (M) T . L
Manteniendo la expresion [T] para simplificar la escritura se obtiene:
nj
un(nj) - un—l(nj) un(nj+1) - un(nj—l)
Un (77]) hf + Un (nj) 2h,7
0P, (1 + Smn(nj))un(nj + 1) - Zun(nj) +u,(; — 1)
__ 9P (3-4)
o Re h
1 [0&m, (] ualn; +1) —ua(m; — 1)
Re an 0 2hy,

Sin embargo, se sigue teniendo una ecuacion no lineal. Es ahora cuando es necesario recordar la aproximacion
de (3-1), y usarla en los términos no lineales, obteniéndose lo siguiente:

un_l(nj) Un (T’]) _th—l(nj) n Un_l(T]j) un(nj+1)2;lnun(nj—1)
_0pn 17 emy (1)) un(n; + 1) — 2un(n;) + un(n; — 1)
o0& Re ik
i[agmn(n) un(nj + 1) - un(nj -1
Re

an - 2h,

(3-5)
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Si se agrupan los términos se llega a:

vaa(n) (e, () 1 i[aemn(n) 1

2h, R, hi Re| dn njzhn un(1j-1)
un_l(nj) 2(1 +Smn(nj)) 1
hg + R p un(nj)
e gl (3-6)
maln) (rem@)) 11 gen,@) 1) o
2h, R, R Re| on | 2, )" Mj+1) T 5¢
_u%—l(nj)
=

Como los coeficientes que multiplican a las incognitas son valores conocidos, es posible hacer lo siguiente por
simplicidad:

ap .
ajun(nj_l) + bjun(nj) + cjun(nj+1) + a_f =r (=123, ... ,Ny) (3-7)

Si se obviara momentaneamente el término del gradiente de presion, la siguiente ecuacion constituiria un sistema
de ecuaciones que, escrito de forma matricial, seria:

M, ¢¢c 0 0 0 0 - - . 0 O 0 0 u@® 1]
0 a, b c, 0 0 ¢ + i 1 0 0 0 u,(2) r,
0 0 a by, ¢, O : : : : : 0 0 u,(3 r,

S g o . . . . 0 .

Do 0 . e 0o : :

Do : 0 a, b, ¢, O : : : : u,(j-2 _| T (3-8)
N 0 a b ¢ O : : : u,(j) r,
0 : : 0 a, b, ¢, 0 : : u,(j+2) M
0 0 : i S0 e e 0 : :

o o o0 : I : S0 o T 0 :

0 0 00 : : : 0 Ay, by Gy [ UN, =D
000 0 0 - - = 0 0 ay, by, | u(N) | |,

Para afiadir el término de presiones, es necesario recordar que €sta es constante en toda la seccion, de tal forma
que, si se afiadiera como la tltima incognita del vector, habria que afiadir una columna entera de unos (1) excepto
en el primer y en el altimo valor, porque estas dos ecuaciones se usaran posteriormente para imponer las
condiciones de contorno.

Por otro lado, para considerar la ecuacion del caudal (2-97), es necesario primero aproximar la integral
numéricamente mediante la regla de los trapecios:

1 Nn—l
1= f udn = {0,5hyu; + Z hyuy + O,ShnuNn
0 k=2

(-9

Np—1

1
— =10,5u; + Z Uy + O,SuNn
oy k=2
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Esto se afiadiria detras de la ultima fila, de tal forma que el nuevo sistema resulta ser:

b ¢ 000 0 - o w0 0 0 0 u® ]|*"
a, b, ¢, 0 0 : : : : 0 0 04 u,(2) I,

0 0 a, b, ¢c; 0 : : : : 0 04 u,(3) 3

L0 o . ) . ) ) 0, .

: 0 . . .0 : Py :

: 0 aj, bJ a4 Cjy 0 : 1 u,(j-1) M

: 0 a b ¢ 0 : o () || 6 (3-10)

0 0 a, b, ¢, O : : u,(j+2) M

0 0 R | : :

o 0 0 =: : : : 0o . 0 :

0O 0 0 0 : : : : : 0 C I bN,]_1 Crpa 1 u, (N,, -1) v, 4

0 0 0 0 0O - v v . 0O 0 ay, b,y 0 ui(Nﬂ) M,

E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 o, i

L2 2 | o h

Para considerar las condiciones de contorno es necesario modificar ciertos términos de la matriz de coeficientes
y de la matriz de términos independientes, tal y como se muestra a continuacion:

e No deslizamiento: u,, (1) = 0

bl = 1, 1 = 0, = 0 (3—11)
. . [oun(m un(nNn)_un(nNn—1)
e Simetria: [T] =0~ 2y = Up (UN,,) = Un (TIN,,—l)
NNy
aNn = —1, an = 1, an =0 (3—12)

Si se resuelve el Sistema anterior se tendria una aproximacion de las velocidades horizontales y el gradiente de
presiones en la estacion &,,. Para poder determinar las velocidades trasversales se recurre a la ecuacion de
continuidad:

7
Ju J0v _ u(&,no) _
¥+%—0—>V(5.n)——f—af dno (3-13)

0

La cual se aproxima como:

v(&nmj) = va(n;) = f [6u(f 1)

No
én (3-14)

j-1
vp = —10,5h, [au(f’ n—j) + Z hy [au(_f. Uj)] + 0,5h, [ u(¢, 77])
$n $n

¢ £ ¢

k=2
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Donde la derivada de la velocidad horizontal se aproximaria como se ha expresado en apartados anteriores. Esta

ecuacion puede escribirse en forma matricial de la siguiente forma:

~ ~ un(l)_un—l(l)
v, (1) 05 0 0 0 0 O 0 0 O] h,
: 05 05 0 0 0 O 0 O :
05 1 05 0 0 O 0
05 1 1 05 0 0 O 0
: . 000 e N
. =-h . . . . . . u, —Up_
v, (J) U : : . . .0 0 O M
: 05 1 1 1 1 1 05 0 0 3
. . . . . 0 0
: : : : :: : 1 1 05 O :
1V, (N,) | 05 1 1 1 - o oo 11 05] U(N)-u(N))
L h§ J
Se tendria de este modo resuelto el problema mecanico completamente.
3.1.22 Problema térmico
La ecuacion (2-127) particularizada para un punto (fn, n ]-) es:
96(¢,m;) 26 (n)
w ) [52 + )
7
(n) [ ( p,. Emn M) |
1 + pr2al > | Proi—=<
_< Pre,(n;)) [9%6.(n) 1 |Z\ P,/ 26,()|
- Re,Pr on? RePr| on on |
v | |
nj

Las derivadas parciales anteriores pueden ser aproximadas de la siguiente forma:

[69n(n) _On(nj+1) —0u(; - D)

on |, B 2h,,
[629n(n)] _ Ou(nj + 1) = 26,(n;) +6,(n; — 1)
= 2
[39(5' n;) _ 0n(n;) = Bn_1(n))
aé e hf
[ mn(n) gm n+1) m, (n-)
Prt (m Prtn(n +1) P’”t m-1

el
l J 2hy,

(3-15)

(3-16)

(3-17)
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Incluyendo esto en la ecuacion de la energia se tiene que:

0r (1)) — 6n—1(1;) On(nj+1)—0,(n; — 1)
un(ﬁj) ( 1) hf 1\ n( ]) ( J )hn J
(1 +Pr Prt) 0n(n; +1) —26,(n;) + 6,(n; — 1)
B ReaPr hTZI (3—18)
[ (Pr Smn(n)>]
1 I Pr., )| 6,(n; +1) = 6,(n; - 1)
RePr | an 2h,

I
I
I I,

Si el problema térmico se resuelve después de resolver el mecanico, entonces los términos de velocidad son
conocidos para la estacion &, actual, no siendo necesario realizar la aproximacion a los mismos. Si se agrupan
los términos se obtiene lo siguiente:

- [ Ema (M) ]
(_vn(m-)_(l +PT§—n)i+ 1 |"’<Prprtn(n)>| 1\

-1
\ 2h, ResPr  h2 RePr|  on | 2h, n(7 = 1)

b

un(’?) (1 +Pr )

* he ReaPr 0 (1))

m [ Emn(n)>-|

vn(m-)_(l +Pr1§_rt)i_ 1 |6<PTPnn(n) |1
I I
|

2h,, ReqPr  hi RePr

+1) = ua(n J)

O 1(771)
f

Dado que los coeficientes de las incognitas son conocidos, es posible reescribir de forma simplificada la ecuacion
anterior. De este modo:

a;i0n(nj—1) + bjn(n;) + ¢i0n(mjs1) =717 G=1,2,3, .., Nyp) (3-20)

De tal forma que, expresando esto de forma matricial se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

b, ¢ 0 0 0 0 =« - = 0 0 0 0 o@ 1
a, b, ¢, 0 0 : : : : 0 0 0 0,(2) r,
0 0 a b cg 0 & i : 0 0 6.(3) r,
L g o . . . ) 0 :
: o . . 0 : : : : : :
R N G
J ] J n ]
0 : : 0 a, b, c, 0 : : 6.(j+)) Mia
0 0 . 0o . - . 0 . .
0O 0 0 = : : 0 . . . 0 :
0 0 0 0 i 1 i i i 0 ayy byy Gy |6(N,-D| |n.
0 0 0 0 0 =+ v v o 0O 0 ay, by, 6,(N,) Iy,
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Para considerar las condiciones de contorno es necesario modificar ciertos términos de la matriz de coeficientes
y de la matriz de términos independientes. De este modo:

. , n Onln —On(nN, -
e  Simetria: [ai)—;n)]wn =0= ( N")Zhn( o ) = O (WNW) =0y (771v,7—1)
an, = -1, an =1, N, = 0 (3-22)

e Laotra condicion de contorno podia responder a dos casos diferentes:

o Temperatura de pared impuesta: 6,,(1)

bl = 1, 1 = 0, rn = 0 (3—23)

o Flujo de calor impuesto: Z—z (£,,0) = —E)W(f) == —?gw(fn) = —9"(2)}:9"(1)
n

by = -1, =1, n= —f]w(fn)h,, (3-24)

3.2 Conducto cilindrico

Se va a aplicar el método de diferencias finitas al problema del conducto cilindrico de forma completamente
analoga al caso anterior.

3.21 Discretizacion del medio

Si el conducto estd adimensionalizado de la forma en que se hizo en el apartado 2.3.3.3, la variable &
(longitudinal) puede adoptar cualquier valor £ > 0 (en la practica se tomara un valor &, suficientemente grande
como limite superior); mientras, la variable 7 (trasversal) esta restringida al intervalo n € [0,1].

Al igual que en el caso anterior, se va a considerar una malla con Ng * N, puntos, y se van a obtener, para un

punto (fn; 77]): los valores u(fﬂ.i 77]): v(f‘n; 77]) ) (;_? (En): y T(En' 77]) (Figura 3_2)

n
N, s ; ‘
Miea | S S
: E : (Er! T’l)
S — PP Y S
! Ih P
n ; | ;
e AR S S
doy |
S N B =_.><%$
& [ & G ‘fo

Figura 3-2 Conducto cilindrico discretizado
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3.2.2 Linealizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Se realizan exactamente las mismas dos hipdtesis que se hicieron en cuanto a las velocidades u,_1(1;) y
Vpn—1(n}). Aligual que antes, primero se haran los calculos para el problema mecanico y después para el térmico.

3.221 Problema mecanico

En primer lugar, se va a tratar la ecuacion de cantidad de movimiento dada por la ecuacion (2-113). Considérese
que se particulariza la misma para un punto (En, n j) (en este apartado, el término Re se refiere realmente a
Reg):

3-25
u (77 ) [au(f) n_j) +| v (7’] ) _ (1 + Smn) + iagmn] [aun(n) ( )
n\'l'j n\‘1j X
0¢ € njRe Re 0n 0 an "
_ 0P 1t emy(n)) [9%un(m)
0¢ R, on?
nj
Realizando las mismas aproximaciones de las derivadas parciales se obtiene:
un(nj) - un—l(nj)
Un (n]) hf
(1 + Smn(nj) 1 agmn un(nj+1) - un(nj—l)
+| va(ny) — re e an . o (3-26)
J

_ _% n (1 + gmn(nj)) un(nj + 1) - zun(nj) + un(nj - 1)
- 0¢ Re h?

Sin embargo, se sigue teniendo una ecuacion no lineal. Es ahora cuando es necesario recordar la aproximacion
de (3-1), y usarla en los términos no lineales, obteniéndose lo siguiente:

un(nj) — Un-1(n;)
) A2
(1+Smn(77j) 1 agmn un(nj+1) _un(nj—l)
+ | vaea(n)) — 7Re —[ﬁ o |, 2", (3-27)
]

0P, (1 + €mn(nj)) un(nj + 1) — 2uy(n;) + un(m; — 1)
=1
0 Re h;
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Si se agrupan los términos se llega a:

2hy Un-1\N; njRe Re 0dn . R.h2 un(nj-1
J
un_1(n;) 2 (1 + Emn(ﬁj)) |
NThe T R2 un(7;)
E (1+em, ;) [1 0em,
* o V-1 () = o [Re -

(1+Smn(’71)) 0p _ up_1(n))
B R A v

Como los coeficientes que multiplican a las incognitas son valores conocidos, es posible hacer lo siguiente por
simplicidad:

op
ajun(nj-1) + biun(n;) + cun(njs1) + == =71 (G =123, ... ,Np) (3-29)

f i — LY

Si se obviara momentaneamente el término del gradiente de presion, la siguiente ecuacion constituiria un sistema
de ecuaciones que, escrito de forma matricial, seria:

bb ¢ 00 0 0 =« - =« 0 0 0 0 u@ 1 [n
0 a, b, c, 0 O : : : : 0 0 0 u,(2) r,
0 0 a by, c; O : : : : : 0 0 u,(3 r,
Co g 0 . . . . 0 .

Do 0 . .00 : : : : :

Do 0 a, by ¢, 0 : : : u,(j-1 _| T (3-30)
o : 0 a b ¢ 0 E : : u,(J) r,
0 P00 a, b, c, 0 : folu(j+) s
0O 0 : = : : 0o . - 0 : :

0o 0 0 : i+ : : o . 0 :

0 0 0 0 : : : : 0 ayu Dy Cupa [UN, =D [hy
000 0 0 - - o 0 0 ay, by, | u.(N) | |,

Para anadir el término de presiones, es necesario recordar que ésta es constante en toda la seccion, de tal forma
que, si se afiadiera como la tltima incognita del vector, habria que afiadir una columna entera de unos (1) excepto
en el primer y en el ultimo valor porque estas dos ecuaciones se usaran posteriormente para imponer las
condiciones de contorno.
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Por otro lado, para considerar la ecuacion del caudal (2-107), es necesario primero aproximar la integral
numéricamente mediante la regla de los trapecios:

Ny—1

1 1
3= fo un dn ~ 4 0,5hyuin, + Z hyue e + O,Sh,lui\,nn,\,77
k=2

M1 (33D
1
h T 0,5u4m; + z Uk N + 0,5up, Ny,
n k=2
Esto se afiadiria detras de la ultima fila, de tal forma que el nuevo sistema resulta ser:
b ¢, 00 0 0 - = 0 0 0 0T u® ] [ n ]
a, b, ¢, 0 0 : : : : 0 0 0 1 u,(2) r
0 0 a b, ¢, O : : : : : 0 0 1 u,3) f3
I 0
- 0 " 0 : 1 :
oo 0 a, b, ¢, 0 1 u,(j-1 Fia
: : . ) ) i r
o 0 a b ¢ 0 , Tl “n_(‘) =’ (3-32)
0 : 0 a, b, ¢, O : : u,(j+1) M
o 0 = i : : 0o ' - 0 : :
0 0 0 : : : : o . 0 .
0 0 0 0 : : : : : 0 ay,: by CbN”‘11 u,(N, -1) M, -1
u,(N f
O 9 0 0 0 o o i w0 0 ay, N1 a”( 2 N{
771 77N pn
pLES cee e e cee 77 _ B 7 O -
P My M5 My 75 7s N2 TN > °| e ] _Zhn |

Para considerar las condiciones de contorno es necesario modificar ciertos términos de la matriz de coeficientes
y de la matriz de términos independientes, tal y como se muestra a continuacion:

e No deslizamiento: u,,(1) = 0

aNn = 0, an = 1, rNT] =0 (3_33)
. . [oun(1) _ 0 Un@)-un(1) —
e  Simetria: [—671 ]n:1 =0= —zh,, = u,(2) = u, (1)
b]_ = _1, 1 = 1, rn = 0 (3*34)

Si se resuelve el Sistema anterior se tendria una aproximacion de las velocidades horizontales y el gradiente de
presiones en la estacion &,,. Para poder determinar las velocidades trasversales se recurre a la ecuacion de
continuidad:

Ju 1d(mv)
9§ n on

ou(é,
0->v(n)= _IWO% dno (3-35)

0
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La cual se aproxima como:

v(fn,r]]) vn(n]) _ _nj.[ [Ou(f 7]1) dn,

én (3-36)
1 o
vn(n)) = —;{o,smm [ L)) Zh" k[ u(t,m;)
]

ou (f! n j )
Donde la derivada de la velocidad horizontal se aproximaria como se ha expresado en apartados anteriores. Esta

+ 0,5h,n; [
il
n ag ‘fn
ecuacion puede escribirse en forma matricial de la siguiente forma:

$n 3

- I u, () - u,, @)
v, Ui hg m
e e w1 637
v, (1) h. 1 . 1
: : < :
V,(N,) | M, ) | Un(N)=u (N || {2y,
L h, ]
(05 0 0 0O 0 O 0 0 |
05 05 0 0O 0 O 0
05 1 05 0 0 O 0
05 1 1 05 0 0 O 0
T= .O 0 9 - (3-38)
: : : . .. ... 0 0 O :
05 1 1 1 1 1 05 0 O :
oL LT o,
: : : : T 1 1 05 O
05 1 1 1 - o - 1 1 05

Se tendria de este modo resuelto el problema mecéanico completamente.
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3.2.2.2 Problema térmico

La ecuacion (2-129) particularizada para un punto (fn, n j) es:

a0 5»77 ]
) [
1&n
[ (1) Em, (1) )]
I(l +Prprtn(n)> 1 6<Prprtn(’7)>| \| 06,(n)
+ vn(m')—l nRePr | RePr an | on | (339
J
( ) Jnj/
Smn 77j
1 — e S
< +PrPrtn(n;)> 926,(n)
- RePr on? n;

Usando la misma aproximacion para las derivadas parciales se obtiene la siguiente ecuacion de la energia:

0n(nj) = 6n-1(n))

un(nj) hf
gmn(n )
(1 H PTtn(nJ,-)>
+ v"(nj) - njRePr
( Em,, (M) >] \ (3-40)
R Pr,, (1) | |9n(n,- +1) —0,(n; — 1)
RePr on [ 2hy
Jﬂj/
Smn(n])>
1 —

RePr h;
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Si el problema térmico se resuelve después de resolver el mecénico, nuevamente los términos de velocidad son
conocidos para la estacion &, actual, no siendo necesario realizar la aproximacion a los mismos. Si se agrupan

los términos se obtiene:

Emy (77])> r < gmn (77) >
( 1 ( <1 + Pr enn) | 1 0 PrPTtn(ﬂ)
\ 2h,, \vn(n]) njRePr " |RePr on
|
(1 +Pr "‘"("f)>
"tn(n;)
B RePr |9n( n; = 1)

un(ﬂ) (1 +Pr )

]

1/

J

* he ReaPr 6 (1)

Emn (nf)> [ < gmn (77) )
| | vl .)—<1 Py R \"" P, G

2h,, n\1;j n;RePr RePr on

\ |

(1 +Pern(nj)> ( )

tn j n TI

- 2 4 1) = ) 2

]
|
|
|

nj

|
/

(3-41)

Dado que los coeficientes de las incognitas son conocidos, es posible reescribir de forma simplificada la ecuacion

anterior:

a0 (nj-1) + biOn(n;) + ¢;On(nj41) =77 (

De tal forma que, expresando esto de forma matricial se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

b, ¢, 0 0 O
0 a, b, ¢c, O
0 0 a, by c
N
ool i 0 .
¢
o :

0 0 :

0O 0 O

0 0 0 O

0 0 0 0 O

0

0

0 0
0 0
: 0
0 :
’ 0

aNq—l qu—l CN n-1 gn (N n _1)

O O O o

0, (@)
6,(2)
0,(3)

6, (-1
6,(J)
0, (i+1)

L 6.(N,) |

(342

(3-43)
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Para considerar las condiciones de contorno es necesario modificar ciertos términos de la matriz de coeficientes
y de la matriz de términos independientes.

e Simetria: [%:')] =0= % = 0,(2) =6,(1)
M K

b, = —1, ¢ =1, =0 (344)

e Laotra condicion de contorno podia responder a dos casos diferentes:
o Temperatura de pared impuesta: 8,,(1)

ay. =0, by =1, ™, = 0 (3-45)

On(Ny)—6n(Ny—1)

o Flujo de calor impuesto: % (£,0) =4, () = §,(&,) = .
n

ay,=-1, by, =1 1y, =qw(&) (3-46)






4 RESULTADOS

Tras las consideraciones y calculos realizados en los diversos Capitulos anteriores, se procede ahora a exponer
los resultados obtenidos tras la resolucion numérica mediante codigos MATLAB de los diferentes sistemas de
ecuaciones. Se estudiaran por separado el caso laminar y el turbulento, asi como también se va a distinguir entre
las dos geometrias descritas y entre el problema mecanico y el térmico.

41 Resultados en régimen laminar

Se exponen a continuacion los resultados correspondientes a un flujo laminar. En primer lugar, se trata el
problema mecanico, y aprovechando los resultados obtenidos se procede con el problema térmico.

41.1 Problema mecanico

4111 Conducto bidimensional

El sistema de ecuaciones que se plante6 en el apartado 3.1.2.1 permitia obtener, de forma directa, la
aproximacion a la evolucion de los perfiles de velocidad y del gradiente de presiones. Los resultados que se
presentan a continuacion estan evaluados para el caso en el que Re = 100, salvo que se diga lo contrario.

En primer lugar, en la Figura 4-1 puede apreciarse la evolucion de los perfiles de velocidad horizontal. De este
modo se pasa desde un perfil uniforme hasta un perfil parabolico cuya velocidad méaxima esta localizada en el
centro del conducto y es de valor u = 1.5. Se puede observar claramente como el centro de los perfiles (la zona
no viscosa), tiene un valor uniforme de velocidad que va en aumento debido a la conservacion del caudal.

Velocidad u

Figura 4-1 Perfiles de velocidad u

53
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Dado que el objetivo fundamental de este trabajo es desarrollar una serie de codigos que permitan el analisis de
la region de entrada sin tener que recurrir al uso de un programa CFD, es interesante comparar los perfiles de
velocidad antes mostrados con los perfiles que se obtendrian mediante dicha aproximacion. Para ello se
utilizaran los que se presentan en [6], evaluados mediante el software Ansys Fluent. En la Figura 4-2 se muestran
superpuestos los dos tipos de perfiles, en los cuales la nube de puntos representa los resultados CFD.

Velocidad u

08

06—

02 R Lo -

Figura 4-2 Comparacion de los perfiles de velocidad u con los resultados CFD

A la vista de las graficas anteriores es posible afirmar que los perfiles difieren en cierta medida con los obtenidos
por [6], ya que el programa CFD aporta unos perfiles que no son constantes fuera de la capa limite. Sin embargo,
es posible apreciar que los resultados obtenidos por uno y otro método son mejores conforme se va desarrollando
el flujo; cuando se tiene un perfil totalmente desarrollado, ambos procedimientos dan resultados idénticos.

Cabe senalar que las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican mucho cuando el perfil de velocidades se
encuentra completamente desarrollado, de tal forma que es posible integrar analiticamente las ecuaciones de
cantidad de movimiento y del caudal. De este modo se obtiene la siguiente expresion para el perfil adimensional
de velocidades, también conocido como Flujo de Poiseuille:

u=2n@-m @)
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A continuacion, se representa el perfil desarrollado con este resultado analitico superpuesto. Como se puede
comprobar, la adaptacion es practicamente perfecta (Figura 4-3).

Velocidad u
T

Simulacion
* Teoria

Figura 4-3 Comparacion de perfil de velocidades u con perfil de Poiseuille

Por otro lado, resulta interesante analizar como se comporta la velocidad trasversal. De este modo se han
obtenido los resultados que se muestran en la Figura 4-4, la cual refleja claramente como los perfiles, ademas de
satisfacer la condicion de no deslizamiento, van tendiendo a un valor nulo conforme se va avanzando en el
conducto. Esto es debido a que, en la region de entrada, existe un flujo de materia desde las partes mas cercanas
hacia el centro, que es el causante de la aceleracion del niicleo; cuando se llega al estado desarrollado, el perfil
deja de evolucionar y el flujo trasversal tiende a cero, lo cual esta totalmente acorde con los resultados de la
simulacion.

Velocidad v
2 I T — | | |
»(7-_7-_A4--7- ‘ —¢=0
: | — £=0.2002
| Q | ———¢=0.6006 |
- ) —£=1.4014
b | | —£=2.9029
16— N \ — =
\ \| ——¢=10.9109
‘ ——£=24.9249
S A\ l
.\-\ \\\ .}
\
I \
12— \ \\ ‘\ |
= 1 —
N~
08 vll‘\ —
\\ 1
| \
il " \\ —
S
‘ \\
il ‘; \\ —
/ J oy
!"‘ \\
02 ‘f //\ —
/ e _ —
0 | | | A 2 | |
0.4 0.3 0.2 0.1 0 01 e 7 J

Figura 4-4 Perfiles de velocidad v
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En cuanto a la evolucion del gradiente de presiones, éste presenta la tendencia de la Figura 4-5.

Gradiente de presiones
T T T

-10°

Figura 4-5 Gradiente de presiones

Como se esperaba, éste tiende a un valor constante al superar la longitud de entrada ya que en la region
desarrollada debe existir equilibrio de fuerzas. Si se quiere graficar la evolucion de la presion debera realizarse
la siguiente aproximacion:

o
() — p(0) = f 9%0) 4 4-2)

0 afo

De este modo se obtiene la siguiente evolucion de la diferencia de presiones (Figura 4-6):

Diferencia de presiones
T T T

05 O o

T
/
I

P(€)-p(0)
/

/

35 | | | 1 1 | | L 1

Figura 4-6 Diferencia de presiones
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Es decir, la funcion es mondtona decreciente, y muy lineal excepto justo al principio. Esto esta acorde con el
gradiente de presiones, ya que es siempre negativo y constante, y con los resultados reflejados en [4]:

1

0.15 6 0.2 0.25 0.3

Figura 4-7 Diferencia de presiones en la region de entrada segun [4]

Una vez se ha comprobado que los resultados obtenidos mediante el método de diferencias finitas ofrecen buenas
aproximaciones a las diferentes variables durante la longitud de entrada viscosa, se analiza el efecto del nimero
de Reynolds sobre los diferentes perfiles de velocidades. En la Figura 4-8 se comparan los resultados obtenidos
para diferentes valores de este nimero adimensional.

£=0.2 =14

o £=6.9 o £=24.9
\\,;\;‘s . - e |
L ) =
S
= )
F I /
T f/ /" T

Para Re= 1, 10, 50, 100, 300, 1000 y 3000

Figura 4-8 Perfiles de velocidad a diferentes valores de & para diferentes Re
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Como se puede comprobar, el Re afecta en gran medida a la evolucion del perfil de velocidades debido a su

efecto en la capa limite. De este modo se tiene que a valores menores del Re los perfiles se desarrollan muy

rapido, mientras que a valores mayores este desarrollo es mas pausado. Todo ello es debido a que el espesor de

la capa limite esta relacionado con el Re segun la relacién % ~ \/%. En efecto, en la Figura4-9 puede apreciarse
v

como evoluciona el espesor de la capa limite a lo largo del conducto para los valores del nimero de Reynolds
antes considerados:

Evolucion del espesor de la capa limite viscosa
[ I |

2 T T T
Re=10
Re=100
181 Re=1000 ||
1 \ _
14 L —
‘I \\
|
Jl \ vl
Bt =
S e
s P
’0 /
0.8 Z‘ =
0.6 r— |
04 —
02| —
0 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Figura 4-9 Evolucion del espesor de la capa limite

Esta diferencia en la evolucion del espesor permite anticipar que la longitud de entrada viscosa serd mayor para
Reynolds elevados y menor para Reynolds bajos. En la Figura 4-10 se ha representado el efecto del Re sobre
Ly.

1000

100

—@— Diferencias
Finitas
—8—Byron

Dombrowski

0,1
1000

0,01

Re

Figura 4-10 Longitud de entrada viscosa frente al numero de Reynolds
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Sobre la grafica anterior se ha aprovechado para representar la longitud de entrada tedrica para el régimen
laminar dada por dos expresiones diferentes; la primera esta extraida de [7], y la segunda de [8]:

L
;” = 0.035Re (4-3)

L

;” = 0.8476 exp(—0.05869Re) + 0.05456Re — 0.5640 (4-4)

Como se puede comprobar a la vista de Figura 4-10, el ajuste de los resultados numéricos con las aproximaciones
de las dos expresiones anteriores es muy bueno, lo cual dota al procedimiento utilizado de gran solidez. Cabe
sefialar que las anteriores expresiones estan planteadas para conductos de seccion circular, lo cual no impide que
la aproximacion haya sido correcta.

Por ultimo, se presenta a continuacion el efecto del nimero de Reynolds en los gradientes de presiones (Figura
4-11) y en la evolucion de la diferencia de las mismas (Figura 4-12)

Gradiente de presiones

-
-10 Re=1
o e Re=10
e Re=50
i o] Re=100
L ///'f’ Re=300
E et Re=1000
102F- == . Re=3000
| —
H
w
° _.H
a0 I
[
10° -
|
I
SiE | I | I | | I | I J
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
13
Figura 4-11 Efecto del Re en el gradiente de presiones
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Figura 4-12 Efecto del Re en la diferencia de presiones
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En todos los casos se cumple que el gradiente de presiones tiende a una constante cuando se desarrolla el perfil.
Sin embargo, dicho gradiente es menos acusado cuanto mayor es el Reynolds; esto se debe a que a mayor Re,
menores son las fuerzas viscosas y, por ende, menores son las fuerzas de presion necesarias para equilibrarlas.
Ademas, al ser menor el gradiente, la diferencia de presiones sigue cayendo con una linea recta de menos
pendiente (en la Figura 1-12 se ha preferido usar una escala logaritmica ya que, sabiendo que la tendencia es
lineal por ser el gradiente constante, asi es mas visible la diferencia entre las curvas a diferentes Re).

41.1.2 Conducto de seccion circular

Por otro lado, se van a presentar los resultados que se han obtenido para el conducto de seccion circular. Tal y
como se hizo en el apartado anterior, se van a presentar aqui los resultados obtenidos para el caso particular en
el que Re = 100.

Empezando con los perfiles de velocidad horizontal, en la Figura 4-13 puede observarse la evolucion que sufren
los mismos hasta que llegan a desarrollarse completamente. De este modo se pasa desde un perfil uniforme hasta
un perfil parabolico cuya velocidad maxima esté localizada en el centro del conducto y es de valor u = 2. Se
observa claramente cémo el centro de los perfiles (la zona no viscosa), tiene un valor uniforme que va en
aumento debido a la conservacion del caudal.

Velocidad u

Figura 4-13 Perfiles de velocidad u



Modelos numéicos sencillos para el cdculo de las Regiones de Entrada Mecanica y
Té&mica en conductos 61

Nuevamente, para comprobar la validez de estos resultados frente a los que se obtendria con un analisis CFD,
se comparan los perfiles de velocidad con que se presentan en [9] (Figura 4-14):

Velocidad u
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Figura 4-14 Comparacion de los perfiles de velocidad u con los resultados CFD

Se vuelve a apreciar cierta discrepancia en la forma de los perfiles, aunque al igual que sucedia en el caso
bidimensional, dicha variacion disminuye conforme se avanzaba mas en el conducto. De esta forma, al llegar a
la zona desarrollada, los perfiles resultan ser practicamente iguales.

Tal y como sucedia en el caso bidimensional, las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican mucho para el caso
cilindrico. Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante de la ecuacion reducida de cantidad de movimiento
se obtiene una expresion para el perfil de velocidades conocido como Flujo de Hagen-Poiseuille:

u=2(1-7n% (4-5)

Se representa el perfil desarrollado con este resultado analitico superpuesto. La adaptacion es practicamente
perfecta (Figura 4-15).
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Figura 4-15 Comparacion de perfil de velocidades u con perfil de Hagen-Poiseuille
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También vuelve a ser ilustrativo el comportamiento de la velocidad trasversal a lo largo de la region de entrada.
De este modo, en la Figura 4-16, se muestra la evolucion de v, y es posible apreciar la tendencia a cero conforme
se desarrolla el flujo.
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Figura 4-16 Perfiles de velocidad v

En cuanto a la evolucion del gradiente de presiones y la diferencia de presiones, éstos presentan las tendencias
de la Figura 4-17 y de la Figura 4-18. Se repiten los comportamientos del caso bidimensional.
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Figura 4-17 Gradiente de presiones
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Figura 4-18 Diferencia de presiones

De este modo se tiende a un gradiente de presiones constante, lo cual implica una caida lineal en la diferencia
de presiones.

Usando las mismas correlaciones (4-3) y (4-4) se obtiene la siguiente dependencia de L,, con el nimero de Re
(Figura 4-19):
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0,01
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Figura 4-19 Longitud de entrada viscosa frente al nimero de Reynolds

Nuevamente la aproximacion numérica esta muy cercana a la dada por las correlaciones. Sin embargo, en este
caso el ajuste es aun mejor, lo cual puede estar motivado por estar comparando los resultados de las expresiones
con un conducto circular.
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Dado que el comportamiento frente al nimero de Reynolds no va a diferir con respecto al caso bidimensional,
se prefiere ahora realizar una comparativa entre los resultados obtenidos para los dos conductos. De este modo,
para un mismo niimero de Re y en las mismas estaciones &, los perfiles obtenidos en uno y otro problema son
los mostrados en la Figura 4-20:

£=0.2 £=1.4

£=6.9 ) ) ) £=36.9

—

— Setrmrmiors

Color verde bidimensional, color morado cilindrico

Figura 4-20 Perfiles de velocidad u a diferentes valores de &

Como se aprecia, todos los perfiles del conducto cilindrico presentan mas velocidad para una misma estacion
que los bidimensionales; de hecho, en el perfil desarrollado, la velocidad alcanzada por el cilindrico es de u = 2
mientras que en el bidimensional es de u = 1.5. Por otro lado, comparando los gradientes de presiones, las
mayores velocidades y aceleraciones que suftre el perfil cilindrico hacen que los gradientes sean mas acusados;
ademas, en el régimen desarrollado, las fuerzas de viscosidad son en este caso mas fuertes al tenerse gradientes
de velocidad mayores, lo cual justifica que el valor constante al que se tiende sea mayor también para el caso
cilindrico (Figura 4-21).
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Figura 4-21 Comparacion del gradiente de presiones
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Esta diferencia en los gradientes de presiones es la causa de la diferente evolucion de la diferencia de presiones
entre ambos casos (Figura 4-22), de tal forma que la caida en el caso cilindrico es mas fuerte que en el

bidimensional.
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41.2 Problema térmico

Tal y como se explico en el Capitulo 2, se consideran en este trabajo dos posibles condiciones de contorno en la
pared del conducto para el problema térmico. De este modo se consideran ambos casos por separado a la hora
de analizar los perfiles de temperatura en cada tipo de conducto.

Cabe recordar aqui que el problema térmico se ha estado resolviendo en paralelo con el problema mecéanico y
aprovechando los resultados obtenidos en éste. También es importante sefialar que no solo se analiza el efecto
del numero de Reynodls, sino que también es interesante analizar el efecto del niimero de Prandtl.

41.21 Conducto bidimensional

41211  Temperatura de pared constante

Se presentan a continuacion los resultados obtenidos para el caso de temperatura de pared impuesta para el caso
enelqueRe =100y Pr=1.

Temperatura
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Figura 4-23 Evolucion de los perfiles 0

En la Figura 4-23, el valor de la variable adimensional 8 tiende a un valor nulo y uniforme en toda la seccion.
Esta evolucion es debida a que existe un intercambio de calor entre el fluido y la pared del conducto, como
consecuencia de la diferencia de temperatura entre ambos medios. Este flujo de calor depende directamente de
la magnitud de esta diferencia de temperatura, siendo mayor cuanto mas elevada sea la misma. El intercambio
de calor tiende a hacer que la temperatura de toda la seccion sea la misma que la de la pared; sin embargo,
conforme se reduce la diferencia de temperatura el flujo de calor también va reduciéndose, de tal forma que el
ratio de variacion del perfil va decreciendo. Esto se puede apreciar muy bien en la Figura 4-23 ya que ha sido
necesario ir a valores mas elevados de & para poder apreciar variaciones en el perfil; de hecho, el ultimo de los
mismos no llega a ser completamente nulo ya que esta condicion solo podria alcanzarse a una distancia muy
elevada de la entrada (tedricamente en el infinito).
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Al contrario de lo que sucedia con los perfiles de velocidad adimensionales, los perfiles de 8 no permiten tener
un conocimiento muy claro de como evoluciona la temperatura. De este modo se proponen a continuacion dos
casos dimensionales en los cuales la temperatura de entrada del fluido y de la pared tienen valores muy concretos
(Figura 4-24 y Figura 4-25).
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Figura 4-24 Perfiles de temperatura para Tp = 400K, T, = 273 K
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Si el fluido estd a menor temperatura, el calor es cedido por el conducto y, al contrario, de tal forma que el signo
del flujo de calor es diferente. A continuacion (Figura 4-26) se muestran los resultados del flujo de calor
adimensional; el valor negativo del mismo es debido a la adimensionalizacion realizada para la temperatura, de
tal forma que si se tiene Tp > T, €l flujo seria positivo (se aporta energia al fluido, ¢,, > 0) y si se tiene T, <
T, el flujo sera negativo (el fluido cede energia a la pared del conducto, g,, < 0).

Flujo de calor

0 50 100 150 200 250 300

Figura 4-26 Flujo de calor adimensional

Relacionado con el flujo de calor esta el nimero adimensional llamado Numero de Nusselt (local), el cual
permite cuantificar la relacion entre la transmision de calor por conveccion que se produce entre un fluido que
se mueve sobre una superficie frente a la transferencia de calor que tendria lugar si ésta fuera por conduccion.
Este nlimero viene dado por la relacion recogida en [2].

h(x)2a

k(T — Trn) “4-6)

Nu(x) =

Donde h(§) es el Coeficiente de pelicula (local), que cuantifica las propiedades del fluido, de la superficie y del
flujo cuando se produce transferencia de calor por conveccion. Viene dado por:

- oT
h(x) = (Tp — To) = —k <@> (4-7)
y=0

Y Ty, es la Temperatura media mixta del fluido, dada por:

a
_ o Vedy 4-8)
Uoa

En variables adimensionales:

ae) (4-9)
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De este modo, tras la resolucion del sistema de ecuaciones se obtiene la siguiente evolucion del Nu en el
conducto (Figura 4-27):

Nusselt
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Figura 4-27 Numero de Nusselt

Como se puede comprobar, el Nusselt tiende a un valor constante cuando el flujo se encuentra completamente
desarrollado. El valor constante al que se tiende es de Nu = 3.771; para comprobar la validez de este resultado
se recurre a la evolucion que viene recogida en [7] (Figura 4-28).
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Figura 4-28 Evolucion Nusselt segiin [ 7]

Cabe sefialar que, aunque seglin esta grafica el valor constante es de Nu = 7.341, el Nu calculado por este autor
es realmente el doble que el calculado en este trabajo. De este modo, en este trabajo se estaria tendiendo a Nu =
7.542, 1o cual esta muy acorde con la bibliografia y dota de solidez al resultado.
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A continuacion, se va a analizar el efecto del nimero de Reynolds en los diferentes aspectos considerados en
este apartado. En primer lugar, se tiene que el efecto sobre los perfiles de temperatura para diferentes estaciones
¢ es el que se muestra en la Figura 4-29.

£=0.2 ) £=3.9

9. 9

£=249 ) xi=245.0

Re=10 (azul); Re=100 (verde); Re=1000 (rojo)
Figura 4-29 Efecto del Re en los perfiles 6

A menores numeros de Reynolds la evolucion de los perfiles es mas rapida debido al mayor espesor de la capa
limite térmica. De este modo se tarda mas en llegar al perfil constante para Re = 1000 (en la simulacion no se
consigue), mientras que para Re = 10 se consigue muy pronto.

Por otro lado, un aumento de dicho nimero supone un aumento de L como puede apreciar en la Figura 4-30,
Ademas, se han superpuestos las siguientes expresiones teoricas de dicha entrada (C; = 0.018 para placas
paralelas y temperatura de pared constante). (Figura 4-30)

L
;T = 0.05 * Re * Pr (4-10)

Ly
— =C(; *Re *Pr
a 4-11)
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Figura 4-30 Efecto de Re sobre Ly

Enla Figura4-31 vemos como todos los Nu tienden al mismo valor constante. En la region de entrada, el Nusselt
es mayor para Re altos debido a que, por la forma de los petfiles, el flujo de calor en la pared es mas elevado al
tener gradientes de temperatura mayores.
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Figura 4-31 Efecto del Re sobre Nu
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Por ultimo, es interesante estudiar como afecta el nimero de Prandtl a todo lo anterior. Dado que este numero
interviene en las ecuaciones de manera muy similar al Re, es previsible que afecte de igual forma, pero
influyendo so6lo en el problema térmico. De este modo, los perfiles de temperatura tienen el comportamiento
(Figura 4-32).
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Figura 4-32 Efecto de Pr sobre 0

En cuanto al efecto sobre la longitud de entrada, éste es exactamente el mismo que se tenia para el Reynodls.
Por ultimo, sucede lo mismo para el Nusselt (Figura 4-33):
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Figura 4-33 Efecto de Pr sobre Nu
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41.21.2  Flujo de calor constante

En otro orden de cosas, se estudia ahora lo mismo que en el apartado 4.1.2.1.1 pero con la otra condicion de
contorno. Empezando con los perfiles de temperatura adimensional, en la Figura 4-34 se muestra la evolucion
de los mismos cuando Re = 100, Pr = 1 y existe un flujo de calor constante hacia el fluido.
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Figura 4-34 Evolucion de los perfiles 0

El comportamiento de los perfiles es completamente diferente al caso contemplado en 4.1.2.1.1. Aqui, lejos de
homogeneizarse, el perfil tiende a ser variable. De este modo, en las primeras etapas, el aporte de energia va
calentando las regiones cercanas a la pared mientras que el nticleo del conducto permanece a la temperatura de
entrada. Conforme la capa limite térmica crece, la region afectada aumenta y la zona de la capa limite aumenta
mas su temperatura. Cuando se llega al final de la region de entrada, la forma del perfil pasa a ser invariable; sin
embargo, como el aporte de energia es continuo, el fluido se calienta continuamente y el perfil se desplaza hacia
valores de 8 de forma continua. El comportamiento del perfil real de temperaturas es analogo, dada la
adimensionalizacion utilizada para este caso.
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Si, al contrario, se produjera una extraccion continua de calor del fluido, entonces se produciria una evolucién
como la que se muestra a continuacion (Figura 4-35).
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Figura 4-35 Evolucion de los perfiles 0

Cabe indicar que llegarda un momento en el que la temperatura sea tan baja que empiece a acercarse al cero
absoluto (T = 0 K), por lo que estos resultados hay que tomarlos con precaucion dependiendo del caso concreto.
De hecho, todos los resultados anteriores con 8 < 0 son fisicamente imposibles.

Con esta condicion de contorno no es interesante estudiar la evolucion del flujo de calor a través de la pared
dado que éste esta impuesto como condicion. Sin embargo, si es ilustrativo como se comporta la temperatura
del flujo justo en la pared (Figura 4-36).

Temperatura en pared
45 T I

35 =

05 =

Figura 4-36 Evolucion de 0 en la pared para flujo de calor entrante

La funcién es mondtona creciente. El crecimiento de la temperatura en la pared es mas bruco en las primeras
etapas ya que el calentamiento se restringe a la capa limite; conforme ésta crece, la cantidad de fluido que se va
calentando es mayor y, por lo tanto, el ratio de aumento de temperatura va disminuyendo. Cuando se desarrolla
el flujo el aumento de temperatura es lineal al ser constante el aporte de energia.
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Se grafica ahora la evolucion del niimero de Nusselt para este caso (Figura 4-37). Teniendo en cuenta la
adimensionalizacion utilizada para esta condicion de contorno, la formula del Nu seria:

_2 <g_§>n=0 (4-12)

N [
u(f) Hp _ f01 Hudn

Nusselt
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Figura 4-37 Numero de Nusselt

Atendiendo a la Figura 4-28, se puede observar que para el caso de un flujo de calor impuesto el Nu tiende a un
valor de 8.235. En nuestro caso esta constante es Nu = 4.119, pero usando la formulacion de [7] nuestro
Nusselt seria de Nu = 8.238, lo cual practicamente coincide con lo obtenido por Bird y permite confiar en los
resultados aqui obtenidos.

Dado que el comportamiento frente al Reynolds y el Prandtl es practicamente idéntico, no se estudian aqui la
influencia de los mismos. La region de entrada tiene una longitud similar al caso de temperatura de pared
constante, por lo que no es relevante estudiarla para esta condicion de contorno.
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41.2.2 Conducto de seccion circular
41221  Temperatura de pared constante

Se va a proceder de la misma forma que en el caso bidimensional. Se considera el caso en el que Re = 100 y
Pr = 1. Con esto, los perfiles de temperatura adimensional muestran la siguiente evolucion (Figura 4-38).
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Figura 4-38 Evolucion de los perfiles 0

Nuevamente, los perfiles tienden a un valor nulo lejos de la entrada debido a los mismos motivos que se
expusieron para el caso bidimensional. En cuanto al flujo de calor existente entre el fluido y la pared del
conducto, éste presenta la evolucion que se muestra en la Figura 4-39; recordemos que el valor negativo del
mismo es debido a la adimensionalizacion realizada para la temperatura, de tal forma que si se tiene Tp > Ty,
el flujo serfa positivo (se aporta energia al fluido, ¢,, > 0) y si se tiene T, < T, (el fluido cede energia a la

pared del conducto, g,, < 0).
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Figura 4-39 Flujo de calor adimensional
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Para exponer ahora como es el comportamiento del nimero de Nusselt, es necesario primero determinar como

es la expresion del mismo y del coeficiente de pelicula.

Nu(x) = @ZR

h(x) * (Tp — Too) =k (g_:)r:R

En variables adimensionales:

De este modo, los resultados del problema arrojan la evolucion del Nu en el conducto (Figura 4-40)
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Figura 4-40 Numero de Nusselt

(4-13)

(4-14)

Cualitativamente, el comportamiento es similar al obtenido en el caso bidimensional. Si se vuelve a atender al
valor constante al que converge esta grafica y la que se tiene en Figura 4-28, se puede apreciar que el obtenido
por el método de diferencias finitas es de Nu = 3.659 y el de Bird es de Nu = 3.657, es decir, son
practicamente idénticos y la unica diferencia puede estar en la evolucion durante la regién de entrada, la cual

depende del Reynodls y del Prandtl de la misma forma que se ha expuesto en apartados anteriores.
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Por ultimo, aunque ya se conoce el efecto del Reynolds sobre la longitud de entrada, se presenta el valor de la
misma frente al nimero de Re paraun Pr = 1.

100
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—@— Diferencias
Finitas

0,1
10 100 1000
Re
Figura 4-41 Efecto del Re sobre la Lt

Se puede apreciar en la Figura 4-41 que el ajuste entre las expresiones y los resultados es muy bueno, por lo que
los programas desarrollados aproximan muy bien esta region.

41.22.2  Flujo de calor constante

En este apartado se estudia el efecto de la otra condicion de contorno considerada en este trabajo. Empezando
con los perfiles de temperatura adimensional, en la Figura 4-42 se muestra la evolucion de los mismos cuando
Re = 100, Pr = 1 y existe un flujo de calor constante hacia el fluido.
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Figura 4-42 Evolucion de los perfiles 0
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Nuevamente los perfiles, una vez adoptan una determinada forma, mantienen el mismo aspecto y se van
desplazando como efecto del calentamiento continuo que sufre el fluido. Si se realizara una extraccion de energia
(flujo de calor negativo) los perfiles tenderian a desplazarse hacia valores menores de 6, tal y como se muestra
en la Figura 4-43. Se recuerda que cualquier valor por debajo de 8 = 0 es irreal ya que supondria tener
temperaturas en el fluido por debajo de los 0 K.
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Figura 4-43 Evolucion de los perfiles 0

Tal y como se hizo para el caso bidimensional, se presenta a continuacion la evolucion de la temperatura justo
en la pared (Figura 4-44). La temperatura crece de forma continua debido al aporte de calor constante.

Temperatura en la pared
|

0 50 100 150 200 250 300

Figura 4-44 Evolucion de 0 en la pared para flujo de calor entrante
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Se grafica ahora la evolucidon del nimero de Nusselt para este caso (Figura 4-45). Para ello es necesario reescribir
la expresion atendiendo a la adimensionalizacion utilizada aqui.

’ (g_;j)nﬂ (4-15)

Op — 2 fol ufndn

Nu(§) = -

Nusselt
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Figura 4-45 Numero de Nusselt

Nuevamente comparando con los resultados de Bird, el valor contante tedrico es de Nu = 4.364 y el obtenido
mediante el método de diferencias finitas es de 4.366, de tal forma que se vuelven a conseguir resultados muy
precisos.
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4.2 Resultados en régimen turbulento

El objetivo de este apartado es exponer, de forma similar a lo que se hizo para el caso laminar, los resultados los
resultados que se han obtenido para el caso en el que, a lo largo de la longitud de entrada, se produzca la
transicion a un régimen turbulento.

4.21 Problema mecanico

4211 Conducto bidimensional

Para un conducto liso se comprueba, haciendo uso de los cddigos, que con el criterio de transicion a la turbulencia
de Pohlhausen anteriormente descrito, no se consigue este estado en el conducto hasta que el nimero de
Reynolds no es incrementado hasta un valor igual a Re = 3.5 * 10%. Valores menores hacen que se mantenga
el régimen laminar en toda la simulacion, mientras que valores mayores hacen que el inicio de la turbulencia
tenga lugar antes. En la Figura 4-46 aprecia como afecta el Reynolds a la distancia de transicion. Es importante
comentar que el punto de transicion es muy sensible al mallado que se realice del conducto, por lo que es posible
que el resultado no se ajuste totalmente a la realidad.

Longitud de transicion
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Figura 4-46 Longitud de transicion frente a Re
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Para este apartado se va a considerar que el niimero de Reynolds es de Re = 5 = 10°. La eleccién de este valor
no es arbitraria, ya que va encaminada a la comparacion con los resultados de otros autores. En la Figura 4-47 se
muestran los resultados obtenidos para los perfiles de velocidad para diferentes estaciones ¢ a lo largo del
conducto.
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Figura 4-47 Perfiles de velocidad u

Cabe indicar que el gradiente de velocidades justo en la pared es mucho mas acusado que en el caso de régimen
laminar, mientras que en el resto del perfil la velocidad es mas homogéneo. Esto se debe a que los flujos
turbulentos se caracterizan por su gran poder de mezcla, de tal forma que las propiedades tienden a ser mas o
menos uniforme en toda la seccion. Es por ello por lo que, ademas, el maximo de la velocidad es menor que en
el caso laminar.

Una vez obtenidos estos perfiles de velocidad, se va a validar tanto el modelo de turbulencia utilizado como el
método de resolucion.

Para comprobar que el modelo es adecuado, es conveniente estudiar si los perfiles de velocidad cumplen con la
ley de la pared. Por este motivo, en la Figura 4-48 se han superpuesto las formulas analiticas que debian cumplir
en las inmediaciones de la pared (se ha usado un Re = 5 * 10* para forzar la aparicion de varios perfiles
laminares, pero se ha comprobado que el comportamiento para valores superiores es analogo).
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Velocidad u
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Figura 4-48 Comparacion de los perfiles con la ley de la pared

La buena concordancia de los resultados en el rango de validez de la ley de la pared permite afirmar que los
perfiles obtenidos numéricamente satisfacen dicha ley. Se comprueba ademas que los perfiles con
comportamiento laminar (§ = 2 y £ = 6) no satisfacen la ley de la subcapa logaritmica, pero si que llevan la
ley para la subcapa viscosa mas alla que los perfiles turbulentos.

Para comprobar la validez del método, se comparan los resultados obtenidos con los resultados experimentales
que se recogen en [10], correspondientes a flujos turbulentos completamente desarrollados. Se comparan los
resultados obtenidos para un valor de Re = 5% 10* y de Re = 5 * 10° , teniéndose que realizar una
modificacion a los perfiles de velocidad ya que Samantray los representa adimensionalizados con el valor
maximo del perfil. De este modo se obtiene lo representado en la Figura 4-49.

Velocidad u i u

= u

Re = 5% 10* Re =5 105

Figura 4-49 Comparacion de perfiles de velocidad con los perfiles de [10]

Dados los perfiles anteriores, se comprueba que la aproximacion realizada con el método de diferencias finitas,
en paralelo con el modelo de turbulencia combinado de Reichardt y Clauser, es muy buena.
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Aligual que en las anteriores ocasiones, se representan a continuacion los perfiles de velocidad trasversal. Como
era de esperar, dichas velocidades son mucho menores que las velocidades longitudinales, y tienden a cero
conforme el flujo se va desarrollando (Figura 4-50).
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Figura 4-50 Perfiles de velocidad v

En cuanto a la evolucion del gradiente de presiones, éste presenta la tendencia de la Figura 4-51.
3 Gradiente de presiones

25 L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 00

Figura 4-51 Gradiente de presiones

Lo mas llamativo de esta grafica es el pico que presenta en la zona de la transicion. Esto es debido a que, al
pasarse de régimen laminar a turbulento, las fluctuaciones tienden a homogeneizar las velocidades de tal forma
que el nicleo se acelera menos, reduciéndose el gradiente negativo de presiones y, como consecuencia,
reduciéndose la velocidad con la que se pierde presion. Este efecto es mas evidente a valores del nimero de Re
menores (como puede ser Re = 5 * 10°), ya que el paso a la turbulencia se da mas tarde y el nucleo se ha
acelerado mas, de tal forma que, al tenerse la transicion, la zona central se frena y se tiene asi un gradiente

positivo de presiones. (Figura 4-52 y Figura 4-53 ).
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En la Figura 4-52 se puede apreciar también como el gradiente de velocidad en la pared es mas acusado para el
perfil laminar que para los perfiles turbulentos.
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Figura 4-52 Efecto de frenado justo tras la transicion
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Figura 4-53 Gradiente de presiones
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A pesar de este pico se puede observar que se tiende, al igual que en el caso laminar, a un gradiente de presiones
constante. Con esto, la evolucion de la diferencia de presiones es la que se muestra a continuacion (Figura 4-54):

Diferencia de presiones
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Figura 4-54 Diferencia de presiones

Una vez analizado esto, se analiza ahora el efecto del nimero de Reynolds sobre las diferentes variables tratadas
en este apartado. De este modo, en la Figura 4-55 se muestran perfiles en diferentes estaciones & para varios
valores del Re.

£=2.0033 £=6.0100

u
u

£=69.1152 £=249.4157

Re = 5+ 10% (azul); Re = 5 = 105 (verde); Re = 5 * 10° (r0jo) ; Re = 5 * 107 (celeste)
Figura 4-55 Perfiles de velocidad a diferentes valores de & para diferentes Re

Puede apreciarse que en § = 2 estan todos los perfiles en régimen laminar, mientras que en ¢ = 6 solo el perfil
correspondiente a Re = 5 x 10* se encuentra en ese estado ya que alin no ha sufrido la transicién a la
turbulencia. A pesar de ello es posible comprobar que es ese Re el primero que llega a desarrollarse
completamente ya que entre { = 69 y & = 249 no varia, mientras que los otros flujos en & = 60 tienen un
nucleo practicamente recto con u = cte y en & = 249 estadn desarrollados. Puede apreciarse también que
mientras mas elevado es el Re, menor es el maximo que presentan los perfiles desarrollados.
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En cuanto a la evolucion del espesor de la capa limite, en la Figura 4-56 puede observarse como se produce un
aumento repentino al producirse la transicion. Este efecto es mas evidente a Reynodls bajos ya que la zona
laminar es mas extensa, mientras que a Re altos apenas puede apreciarse. A pesar de que tarda mas en saltar a
régimen turbulento, mientras mas bajo es el nimero de Reynolds antes se llega al régimen desarrollado (tal y
como se vio en la Figura 4-55.

Espesor de la capa limite

T T T T T b b 5ol

Re=5*10"
Re=5*10° |
Re=5"10°

Figura 4-56 Evolucion del espesor de la capa limite

Esta diferencia en la evolucion del espesor permite anticipar que la longitud de entrada sera mayor para Reynolds
elevados y menor para Reynolds bajos. En la Figura 4-57 se ha representado el efecto del Re sobre L,,.
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Figura 4-57 Longitud de entrada viscosa frente al niimero de Reynolds
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Sobre la grafica anterior se ha aprovechado para representar la longitud de entrada teoérica para el régimen
turbulento dadas por las expresiones (4-16) y (4-17); la primera fue proporcionada por Bhatti y Shah en 1987,
mientras que la segunda se puede encontrar en numerosos documentos sobre la materia. También se ha
representado la longitud predicha por una férmula laminar para comprobar que la longitud de entrada en régimen
turbulento es mucho menor que en régimen laminar debido al mayor espesor de la capa limite turbulenta.

L
— = 0.359(2Re)/* (4-16)
2a

L

= =40 (4-17)

2a

Como se puede comprobar a la vista de Figura 4-57, el ajuste de los resultados numéricos con las aproximaciones
de las dos expresiones anteriores es muy bueno, lo cual dota al procedimiento utilizado de gran precision.

Por ultimo, se presenta el efecto del nimero de Reynolds en los gradientes de presiones (Figura 4-58) y en la
evolucion de la diferencia de las mismas (Figura 4-59). Se verifica, al igual que en el caso laminar, que a mayores
Re menores son los gradientes de presiones, aunque la diferencia ahora es algo menor que antes. Ademas, se
obtiene que para Re = 5 = 10*, debido al gradiente de presiones positivo en la transicion, la diferencia de
presiones tiene un pequefio crecimiento localizado en esa zona.

o Gradiente de presiones

Re=5*10*
Re=5"10°
Re=5710%
~Re=5"107

i 100 200 300 400 500 600

Figura 4-58 Efecto del Re en el gradiente de presiones
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Figura 4-59 Efecto del Re en la diferencia de presiones
4.21.2 Conducto de seccion circular

Para un conducto liso circular y con los codigos desarrollados para este trabajo, el salto a la turbulencia predicho
por el criterio de transicion de Pohlhausen se da a partir de un valor del Reynolds de Re = 7.6 * 10%, algo
superior al que se determino para el conducto bidimensional. Para este apartado se va a considerar que el nimero
de Reynolds es de Re = 1.94 * 105, valor elegido para comparar con resultados experimentales. En la Figura
4-60 se muestran los resultados obtenidos para los perfiles de velocidad para diferentes estaciones £ a lo largo
del conducto.
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Figura 4-60 Perfiles de velocidad u



90 Resultados

Nuevamente se tiene que los perfiles tienen una velocidad maxima menor que la obtenida en el caso laminar,
aunque en este caso la diferencia sea mucho mas acusada que en el conducto bidimensional. Dado que se
comprobo en el apartado anterior que el modelo de turbulencia combinado de Reichardt y Clauser aproxima
muy bien la ley de la pared, se procede directamente a la validacion de los perfiles de velocidad con unos
obtenidos experimentalmente por Barbin y Jones (1963) y recogidos en [11] (Figura 4-61).
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Figura 4-61 Comparacion de perfiles de velocidad con los perfiles de Barbin y Jones

Es posible comprobar que existe cierta desviacion en las primeras etapas del desarrollo del perfil, pero cuando
se ha avanzado algo mas en el conducto el ajuste de las curvas con los resultados experimentales es bueno. La
discrepancia puede estar motivada a que los resultados experimentales son para un conducto puramente
turbulento, mientras que la simulacion realizada en este trabajo tiene en cuenta unas primeras etapas en régimen
laminar hasta que se produce la transicion a la turbulencia.

Al igual que en las anteriores ocasiones, se comprueba que la velocidad trasversal es mucho menor que la
longitudinal, y tiende a cero conforme se desarrolla el flujo. Por otro lado, el gradiente de presiones presenta la
misma tendencia (con el pico durante la transicion incluido debido al frenado del nicleo), y, por ende, la
diferencia de presiones tiene el mismo comportamiento.
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Se compara ahora la diferencia de comportamientos entre el conducto bidimensional y el cilindrico. De este
modo, la evolucion de los perfiles de velocidad para diferentes posiciones del conducto con un Re = 5 * 10°
es la que se muestra en la (Figura 4-62).

&2 . o e=a

Color verde bidimensional, color morado cilindrico

Figura 4-62 Comparacion de velocidad u psra diferentes estaciones &

De forma similar a lo que se tenia en el régimen laminar, los perfiles de velocidad para el caso cilindrico son
mas curvos y presentan una velocidad méaxima mayor, aunque ahora la diferencia entre ambos es bastante menor.
Estas velocidades mayores en el conducto cilindrico provocan que el gradiente de presiones (y, en consecuencia,
la diferencia de presiones) sea mayor también, Figura 4-63 y Figura 4-64.
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Figura 4-63 Gradiente de presiones
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Diferencia de presione
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Figura 4-64 Diferencia de presiones

Por ultimo, se muestran las longitudes de entrada calculadas para diferentes valores del nimero de Reynodls, a
las cuales se superponen las curvas dadas por las expresiones (4-16) y (4-17). Nuevamente se tiene que las
longitudes de entrada calculadas por el método de diferencias finitas son muy aproximadas a las correlaciones.
Figura 4-65.
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Figura 4-65 Longitud de entrada viscosa frente al numero de Reynolds
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4.2.2 Problema térmico

Igual que se hizo en el régimen laminar se distinguira entre el problema térmico con temperatura de pared
constante y con flujo de calor constante. También se tendra en cuenta el efecto del Re, asi como el Pr.

4221 Conducto bidimensional

42211  Temperatura de pared constante

Se presentan a continuacion los resultados obtenidos para el caso de temperatura de pared impuesta con
Re=10°yPr=1.

Temperatura adimensional
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Figura 4-66 Evolucion de los perfiles 0

Nuevamente se tiene que el valor de la variable adimensional 8 tiende a cero conforme se avanza en el tubo. Sin
embargo, esto solo se conseguiria muy lejos de la entrada al conducto debido al elevado numero de Reynodls
que gobierna el problema. También se puede apreciar que los perfiles son mucho menos curvados y mas
homogéneos que los que se obtuvieron para el caso laminar, lo cual es debido nuevamente al gran poder de
mezcla que caracteriza a los flujos turbulentos. De forma similar a lo que se hizo en el apartado 4.1.2.1.1, en la
Figura 4-67 y la Figura 4-68 se proponen dos casos concretos de perfiles de temperatura para observar mejor el
efecto que tienen estos perfiles de 6.
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En la Figura 4-69 se muestra la evolucion del flujo de calor, que segiin la adimensionalizacion realizada en este
trabajo, para el caso de una temperatura en la pared impuesta supone que tenga un valor negativo. Si Tp > Ty,
el flujo de calor dimensional seria positivo y viceversa.

Flujo de calor en la pared

G TN PR ) T T T & L b &

-150

-200

-250

-300

-350

o

o 400

-450

-500

-550

-600

650 —
10°

Figura 4-69 Flujo de calor adimensional

En primer lugar, cuando el flujo se desarrolla de forma laminar, el flujo de calor tiende a descender de la misma
forma que se tenia anteriormente; cuando tiene lugar la transicion, dado que el perfil tiende a homogeneizarse
salvo la zona muy cercana a la pared, el gradiente en la misma aumenta bruscamente y, con ¢€l, el flujo de calor;
finalmente, al desarrollarse el flujo e irse igualando el perfil de temperaturas a la temperatura de pared, el flujo
de calor va decreciendo paulatinamente.

Al analizar ahora el nimero de Nusselt, utilizando las mismas expresiones que se vieron para el caso laminar,
éste presentaria una evolucion como la que se muestra en la Figura 4-70.

Nusselt

104 T | B e . U B T | ) s ) )| T | i e T T | s

T T,

{ |

| R S R R N 1 A AN N (0 O | | IS (N AN (2000 | 1 | S S N 100 A O

107! 10° 10" 102 10°

Figura 4-70 Numero de Nusselt
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Como se puede apreciar, se produce un pico del Nu cuando se produce la transicion a la turbulencia. Ademas,
de forma similar al caso laminar, el Nu tiende a un valor constante, pero en este caso es mucho mayor debido a
la mayor transferencia de calor que se produce al tenerse un mayor gradiente de temperatura justo en la pared.
Existe una expresion semiempirica para el valor constante, que se conoce como la ecuacion de Dittus-Boelter
(4-18), la cual comete errores maximos del 40% segtin la bibliografia:

Nu = 0.023(2Re)*/5Pr™

n = 0.4 si fluido se calienta (4-18)

n = 0.3 si fluido se enfria

En el caso estudiado de Re = 5 * 10> se tiene que el valor del Nu en la region desarrollada es de Nu = 1284,
mientras que (4-18) obtiene Nu = 1451. Como el resultado obtenido por el método de diferencias finitas esta
dentro del margen de error, es posible asumir que el resultado es suficientemente aproximado como para validar
el resultado del trabajo.

Se va a analizar el efecto del Re sobre los perfiles y sobre Nu. El caso de los perfiles es parecido al que se tenia
en el caso laminar ya que la forma es similar para los diferentes nimeros de Reynolds considerados, pero a
menor Re se desarrollan antes (Figura 4-71)

£=3.9 =49

£=250

[

Re = 5+ 10% (azul); Re = 5 = 105 (verde); Re = 5 * 10° (rojo)

Figura 4-71 Efecto del Re sobre perfiles 0
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Por otro lado, el comportamiento frente al Nu es completamente diferente al caso laminar ya que ahora se tiende
a un valor constante en el régimen desarrollado, pero dicho valor constante no es el mismo para todos los
nameros de Re. De este modo se tienen las siguientes tendencias (Figura 4-72):

Nusselt
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Figura 4-72 Efecto del Re sobre el Nu

Cuanto mayor es el Reynolds, mayor es el Nusselt. Este efecto ya se podia prever a la vista de la expresion (4-
18). Si se analiza el nimero de Prandtl, dada la localizacién del mismo en las ecuaciones, puede comprobarse
que el efecto es muy similar al que se tendria si se varia el nimero de Reynolds.
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42212  Flujo de calor constante

En otro orden de cosas, se estudia ahora lo mismo que en el apartado 4.2.2.1.1, pero con la otra condicion de
contorno. Empezando con los perfiles de temperatura adimensional, en la Figura 4-73 se muestra la evolucion
de los mismos cuando Re = 5e5, Pr = 1y existe un flujo de calor constante hacia el fluido.

Temperatura adimensional
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Figura 4-73 Evolucion de los perfiles 0

Sin en lugar de un aporte de energia se tuviera un flujo de calor saliente, se tendria un comportamiento muy
similar al aqui mostrado, pero con los perfiles de temperatura avanzando en direccion contraria. Cabe recordar
que, en este caso, aunque matematicamente es posible, los resultados que den lugar a 8 < 0 no tienen sentido
fisico ya que supondrian temperaturas por debajo del cero absoluto.

Resulta interesante ahora analizar la evolucion que tiene la temperatura justo en la pared (Figura 4-74):

Temperatura en la pared
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Figura 4-74 Evolucion de 0 en la pared para flujo de calor entrante

En general la temperatura es creciente. Sin embargo, el paso a la turbulencia hace que esta temperatura sufra una
bajada bastante drastica debido al gran poder de mezcla de la capa limite turbulenta, de tal forma que las
fluctuaciones arrastran particulas mas frias del nticleo hacia las zonas mas calientes, refrescando asi la zona de
la pared. Tras esto se produce un calentamiento continuo similar al que se tenia en el caso laminar. Cuando el
perfil tiene forma invariable, el ratio de aumento es constante ya que el aporte de energia es constante.
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Se grafica ahora la evolucion del nimero de Nusselt para este caso (Figura 4-75):

Nusselt

\ | T | | T T T

T T T T

5
= 10°

102

10° 10’ 102

€

Figura 4-75 Numero de Nusselt

La forma del Nu es practicamente idéntica a la que se obtuvo antes, y en la zona desarrollada es de Nu = 1294.
Nuevamente esta dentro de la zona de validez de la expresion (4-18), por lo que se puede considerar que el
método y el modelo de turbulencia utilizados son adecuados para el estudio de este problema.

4.2.2.2
42221

Conducto de seccion circular

Temperatura de pared constante

El procedimiento ser4 igual al caso bidimensional. Se considera el caso en el que Re = 5 * 10° y Pr = 1.
esto, los perfiles de temperatura adimensional muestran la siguiente evolucion (Figura 4-76).
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Figura 4-76 Evolucion de los perfiles 0
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Los perfiles son méas homogéneos que en el caso laminar y tienden a un valor nulo lejos de la entrada, de la
misma forma que en el caso bidimensional. El flujo de calor adimensional sigue la curva de Figura 4-77.

Flujo de calor en la pared
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Figura 4-77 Flujo de calor adimensional

Al igual que en el caso bidimensional, presenta una caida brusca al principio debida a la transicion al régimen
turbulento. Esta caida se da en un punto mas avanzado de la region de entrada debido a que, a igualdad de
Reynolds, la transicion se da en un conducto cilindrico mas tarde que en uno bidimensional.

Para determinar el comportamiento del nimero de Nusselt, se utiliza la relacion (4-10).
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Figura 4-78 Numero de Nusselt

Cualitativamente la grafica es la misma que para el caso bidimensional. Sin embargo, aqui el valor al que se
tiende cuando el flujo alcanza el régimen desarrollado es de Nu = 1364, valor muy cercano al Nu = 1451
dado por la expresion (4-18).
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42222  Flujo de calor constante

Por ultimo, se estudia el efecto de la segunda condicion de contorno. Empezando con los perfiles de temperatura
adimensional, en la Figura 4-79 se muestra la evolucion de los mismos cuando Re = 10%, Pr = 1y existe un
flujo de calor constante hacia el fluido.
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Figura 4-79 Evolucion de los perfiles 0

El comportamiento es andlogo al obtenido en apartados anteriores. Si se realizara una extraccion de energia se

tendria la evolucion contraria. Bastaria con cambiar el signo del flujo de calor impuesto y se obtendria de los

perfiles en el otro sentido.

Tal y como se hizo en los casos anteriores, se presenta a continuacion la evolucion de la temperatura justo en la

pared (Figura 4-80). El comportamiento y los motivos del mismo coinciden con los expuestos para el caso

turbulento bidimensional.
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Figura 4-80 Evolucion de 8 en la pared para flujo de calor entrante
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Se grafica ahora la evolucion del nimero de Nusselt para este caso (Figura 4-81). Su comportamiento es idéntico
al de casos anteriores, y el valor en el flujo desarrollado es Nu = 1367, el cual es muy parecido tanto al obtenido
para temperatura de pared constante como el resultante de la correlacion (4-18):

Nusselt
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Figura 4-81 Numero de Nusselt

4.3 Efecto de la rugosidad

Para concluir con el Capitulo 4, se analiza el efecto de la Rugosidad (k) en el problema mecanico. La rugosidad
solo tendra importancia en el caso de que se tenga un régimen laminar. Como ya se coment6 en el apartado
2.3.4.1, es posible considerar el efecto de la misma haciendo uso de la Figura 2-7, con la cual se puede modificar
el parametro y; del modelo de Reichardt para inner-region. En el caso del problema laminar, la rugosidad solo
influiria reduciendo el Re,,, pero esto no sera considerado en este trabajo.

Se va a realizar el analisis considerando el caso de un conducto cilindrico al ser mucho mas habitual en la
industria que el bidimensional. De este modo, se va a estudiar tanto la influencia sobre los perfiles de velocidad
como sobre lo que se conoce como factor de friccion.
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Para estudiar el efecto de la rugosidad sobre los perfiles, se comparan los perfiles para varios valores de la

k k

Rugosidad Relativa (k = 5= E)’ yun Re = 5 * 10°. Como los perfiles laminares son exactamente iguales al

no tenerse influencia de dicha rugosidad, en la Figura 4-82 s6lo se presentan perfiles de la zona turbulenta.

£=14.0175

Figura 4-82 Comparacion de los perfiles de velocidad a diferentes rugosidades relativas k

Se puede comprobar que la rugosidad relativa mas baja (k = 0.0001) hace que los perfiles sean practicamente
coincidentes con los que se tienen para el caso de conducto liso. Para los demas, puede apreciarse que, a mayor
rugosidad, las particulas cercanas a la pared se frenan mas y se tiene que las velocidades en esa zona son mas
bajas. Debido a ello, para cumplir con la conservacion de caudal, a partir de determinada distancia de la pared
las velocidades de estos casos son mayores; de este modo, la velocidad maxima localizada en el eje del conducto
es mayor cuanto mayor es la rugosidad.
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Para finalizar, se ha representado el llamado Abaco de Moody, el cual representa el Factor de Friccion (1) en
funcién del nimero de Reynolds para diferentes rugosidades relativas. El factor de friccion viene dado por la
expresion (4-19):

Q-4 4 Ty 8 (au)
=g = = Re\on 4-19
%PUEO Re\on/y -, 1)

Y el abaco obtenido es:
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Figura 4-83 Abaco de Moody
Se ha aprovechado para representar, para la zona laminar, el valor teorico del factor de friccion, que es 4 = 12674'
D
Como se puede comprobar, la aproximacion de esta region conseguida por los codigos desarrollados es bastante
precisa.

Cuando se produce la transicion y se pasa al régimen turbulento, el programa consigue ademas que el factor de
friccion sea mas grande cuanto mayor sea la rugosidad relativa, lo cual esta acorde con los resultados recogidos
en cualquier Abaco de Moody.

A pesar de esto, el método utilizado en este trabajo solo consigue aproximar la tendencia en la zona turbulenta
para un conducto liso. Teéricamente, a partir de determinados valores del Reynolds, el factor de friccion de los
conductos que tienen rugosidad en su pared deja de depender de este nimero adimensional y pasa a tener un
valor constante, dependiente inicamente de la rugosidad relativa.

Esto se debe a que, cuanto mayor es el nimero de Reynolds, menor es el espesor de la subcapa viscosa, de tal
forma que si se tiene un Re demasiado elevado, las protuberancias que conforman la rugosidad alcanzan mas
altura que el espesor de dicha subcapa; si esto ocurre, la subcapa viscosa se destruye (se desprende) y la
resistencia en realidad se debe a la diferencia de presion que se genera entre los dos lados de la protuberancia.
Este efecto es el mismo que se tiene cuando un cuerpo romo se mueve en el seno de un fluido, y no se puede
predecir con los modelos de turbulencia utilizados en este trabajo.
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El objetivo de este trabajo era, utilizando el entorno MATLAB, la realizacion de una serie de codigos capaces
de analizar el problema de la region de entrada de forma facil y sin tener que utilizar programas de software de
elevado coste econémico tales como los CFD (Computational Fluid Dynamics).

En el Capitulo 2 se ha formulado el problema y, una vez planteadas las ecuaciones segln lo indicado en el
Capitulo 3 con el método de las diferencias finitas, se han resuelto y realizado diferentes pruebas con los codigos
implementados para cada uno de los casos considerados.

A lo largo del Capitulo 4, se han ido desglosando los diferentes casos de estudio dentro de la region de Entrada,
estos han sido:

e Régimen laminar.
o Problema mecanico.
o Problema térmico.

e Régimen turbulento.
o Problema mecéanico.
o Problema térmico.

En cada uno de los regimenes citados se ha estudiado tanto el caso de un conducto bidimensional como el de un
conductor de seccion circular; y en el caso del problema térmico se ha realizado para unas condiciones de
contorno de una temperatura de pared impuesta, y para flujo de calor impuesto

Finalmente, también se ha realizado un cédigo para el estudio del efecto de la rugosidad.

Las variables que se pueden modificar para la ejecucion de los diversos codigos son, el Numero de Reynolds, el
Numero de Prandtl, el valor del flujo de calor adimensional, y propiedades del mallado del conducto. Los
resultados que ofrecen los codigos son la velocidad adimensional longitudinal, la velocidad adimensional
transversal, el gradiente de presiones adimensional y la temperatura adimensional.

Como se ha podido comprobar a lo largo de todo el Capitulo 4 el resultado de las graficas obtenidas, en todos
los casos, es bastante aproximado tanto a los valores tedricos como a los valores experimentales encontrados en
la bibliografia.

Por todo lo anterior, se puede concluir que los codigos MATLAB, que se adjuntan en el ANEXO de este trabajo,
pueden ser utiles como herramienta para los profesores y el alumnado como medio de resolucion de problemas
en situaciones menos simplificadas o idealizadas de la utilizadas hasta ahora.

A pesar de todo lo anterior, los diferentes cddigos desarrollados son susceptibles de mejora; por lo tanto, se deja
para futuras etapas de investigacion el uso de otros modelos de turbulencia mas elaborados, el uso de mallados
no uniformes, basados en las condiciones del flujo como puede ser el Reynolds o, incluso, el estudio de flujos
en régimen compresible.
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ANEXO.

Régimen laminar.

Problema mecanico

CODIGO 1.- BIDIMENSIONAL

oe

o
0

clear all; close all; clc;

%Mallado en xi

Nx1i = 1000;

ximin = 0;

ximax = 100;

hxi = (ximax-ximin) / (Nxi-1) ;

xiv = linspace (ximin, ximax,Nxi) ;

$Mallado en eta

Neta 1000;

etamin = 0;

etamax = 1;

heta = (etamax-etamin) / (Neta-1) ;

etav = linspace (etamin, etamax, Neta) ;
% DATOS FLU

Re = le2; S%Numero de Reynolds

$Perfiles de velocidad iniciales

unml = ones (1,Neta) ;

uc (1) unml (Neta) ;

vnml = zeros (1,Neta) ;

% RESOLUC
$Matrices para regla de los trapecios
trap tril (ones (Neta,Neta))
trap(:,1) 0.5;
trap = sparse (trap);
$Matriz de coeficientes
A = sparse (Neta, Neta) ;
a = zeros (1,Neta) ;

b = zeros (1,Neta) ;

c = zeros (1,Neta) ;

r = [zeros (1,Neta), l/hetal;
columna = ones (Neta, 1) ;

columna (1) 0;

columna (end) = 0;

fila = ones (1,Neta+l);

fila (1) = 0.5;

fila (Neta) = 0.5;

fila (Neta+1) 0;
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- Copicos MATLAB

-0.5*%eye (Neta) ;
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ANEXO. - Cédigos MATLAB

o

Perfiles de velocidad:

o

o

figure (1)
plot (unml, etav)
x1lim ([0 27);
ylim ([0 etamax]);
xlabel ("u'")
ylabel ('\eta')

o 0P o° o°

o\°

% title ('Velocidad u
% grid on

matrizu(l, :)=unml;
matrizv (1, :)=vnml;

indexmu=2;
indexxiu (1)=xiv (1) ;

permite representar el primer perfil constante de

velocidad

en \xi=0")

flagxiO=1;
for n=2:Nxi

$coeficientes matriz A
a(2: (Neta-1)) = -vnml (2: (Neta-1))/2/heta
b(2: (Neta-1) = unml (2: (Neta-1)) /hxi
))
))

)

c(2: (Neta-1)) = vnml (2: (Neta-1)) /2/heta
r(2: (Neta-1)) = unml (2: (Neta-1)) ."2/hxi;
%$Condiciones de contorno
a(l) = 0;
a (Neta) = -1;
b (1) = 1;
b (Neta) = 1;
c (1) = 0;
c(Neta) = 0;
r(l) = 0;
r (Neta) = 0;
%Matriz de Coeficientes A
A(1,1) = b(1l);
A(1,2) = c(l);
for j=2:Neta-1

A(j,3-1) = a(j);

A(jlj) = (])r

A(3,3+1) = c();
end
A (Neta,Neta-1) a (Neta) ;
A (Neta, Neta) = b (Neta) ;
AA = [A columnal;
AAA = [AA; fila]l;
$Sistema de ecuaciones
xn = (AAA\T") ';
un = xn (1:Neta) ;
vn = - (heta/hxi)* (trap* (un'-unml')) ';

dpdxi (n)=xn (Neta+l) ;
$Actualizacidn variables

unml = un;
vnml = vn;
% figure (1)

d° 0 A o° o o° o° O° od° o

o\°

plot ([un flip(un)], [etav etav+l])
x1lim ([0 27);

ylim ([0 2*etamax]) ;

xlabel ("u'")

ylabel ('\eta')

title(['Velocidad u en \xi=',num2str (xiv(n))])

grid on

hold on

plot (vn,etav, 'r'")

hold off

pause (0.01) %$Para hacer una animacién

-1/Re/heta”2;
+2/Re/heta”2;
-1/Re/heta”2;
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if n== || n== || n== || n==15 || n==30]| n==70 || n==110 || n==250 S%Para
representar unos perfiles concretos
% if n==2 || n==4 || n==10 || n==20 || n==30|| n==60 || n==100 || n==250

Ximatrizu (indexmu)=xiv (n) ;
matrizu (indexmu, :)=un;
matrizv (indexmu, :)=vn;
indexmu=indexmu+1l;

end
%espesor CL
uc (n)=unml (Neta) ;
flagdelta = 1;
i = 2;
while flagdelta==
if unml (i) /uc(n)>=0.999999

delta (n) = etav (i) ;
flagdelta = 0;
end
i = i+1;
if i==Neta
delta (n) = etav (Neta) ;
flagdelta = 0;
end
end
%Longitud de entrada
if flagxiO==
if delta<=0.997
x10 = xiv(n);
else
xi0 = xiv(n);
flagxiO = 0;
end
end

end

CODIGO 2.- CILINDRICO

o\°
o\

clear all; close all; clc;

%Mallado en xi

Nxi = 1000;

ximin = 0;

ximax = 100;

hxi = (ximax-ximin) / (Nxi-1) ;

xiv = linspace (ximin, ximax,Nxi) ;
%$Mallado en eta

Neta = 1000;

etamin = 0;

etamax = 1;

heta = (etamax—-etamin) / (Neta-1) ;

etav linspace (etamin, etamax, Neta) ;
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Re = le2;

99090000000 0

%Reynodls

$Perfiles de velocidad iniciales

unml
uc (1)
vnml =

ones (1,Neta) ;
unml (1) ;
zeros (1,Neta) ;

%Matrices para regla de los c
tril (ones (Neta,Neta
0.5;

trap
trap(:,1)
trap =

sparse (trap) ;
$Matriz de coeficientes

A sparse (Neta,Neta) ;
a = zeros (1,Neta) ;

b = zeros (1,Neta) ;

c = zeros (1,Neta) ;

r = [zeros (1,Neta),1/2/heta];
columna = ones (Neta, 1) ;
columna (1) = 0;

columna (end) = 0;

fila = ones (1,Neta+1) ;
fila (1) = 0.5;

fila (Neta) = 0.5;

fila (Neta+1l) = 0;

fila = [etav 0].*fila;
perfil u = zeros (Neta, Nxi) ;

% %Perfiles de velocidad

% figure (1)

% plot (unml, etav)

% hold on

% plot (fliplr (unml),-fliplr (etav))
% hold off

% x1im ([0 2]);

% ylim([-etamax etamax]);

% xlabel ("u'")

% ylabel ('\eta')

% title ('Velocidad u en \xi=0")

% grid on

matrizu(l, :)=unml;

matrizv(l, :)=vnml;

indexmu=2;
indexxiu (1l)=xiv (1) ;
flagxiO=1;
for n=2:Nxi

%coeficientes matriz A

a(2: (Neta-1)) =
-1/Re/heta”2;

b(2: (Neta-1))
+2/Re/heta”2;

c(2: (Neta-1)) =
-1/Re/heta”2;

r(2: (Neta-1)) = unml (2

-vnml (2: (Neta-1)) /2/heta

vnml (2: (Neta-1)) /2/heta

: (Neta-1)) .72/hxi;

+1/Re./etav (2:Neta-1) /2/heta
unml (2: (Neta-1)) /hxi

-1/Re./etav (2:Neta-1)/2/heta
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%Condiciones de contorno
a(l) = 0;
a (Neta) 0;
b (1) = -1;
b (Neta) = 1;
c (1) = 1;
c (Neta) = 0;
r(l) = 0;
r (Neta) = 0;
%$Matriz de Coeficientes A
A(1,1) = b(1);
A(1,2) = c(l);
for j=2:Neta-1
A(3,3-1) = a(j):
A(3,3) = b(J);
A(3,J+1) = c(j):
end
A (Neta,Neta-1) = a (Neta) ;
A (Neta,Neta) = b (Neta) ;
AA = [A columnal;
AAA = [AA; filal;
%Sistema de ecuaciones
xn = (AAA\X") ';
un = xn (1:Neta) ;
perfil u(:,n) = un';
vn = - (heta/hxi)* ((trap* (etav'.* (un'-unml'))) ./etav')"';
dpdxi (n)=xn (Neta+1l) ;
% figure (1)
3 plot (un,etav)
% hold on
3 plot (fliplr (un),-fliplr (etav))
% hold off

o\°

x1im ([0 2]);

ylim([-etamax etamax]) ;

xlabel ('u')

ylabel ('\eta')

title (['Velocidad u en \xi=',num2str(xiv(n))])
grid on

hold on

plot (vn,etav, 'r'")
plot(-fliplr(vn),-fliplr(etav),'r")

d° o° 0° o° o° o o

o

% hold off
% pause (0.01) %$Para hacer una animacidén
if n==1 || n==3 || n==7 || n==15 || n==30|| n==70 || n==110 || n==370

%$Para dibujar perfiles concretos
ximatrizu (indexmu)=xiv (n) ;
matrizu (indexmu, :)=un;
matrizv (indexmu, :)=vn;
indexmu=indexmu+l;
end
%$Actualizacidén variables
unml = un;
vnml = vn;
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%espesor CL
uc (n)=unml (1) ;
flagdelta = 1;
i = Neta-1;
while flagdelta==
if unml (i) /uc (n)>=0.99999

delta (n) = l-etav (i) ;
flagdelta = 0;
end
i = i-1;
if i==Neta
delta (n) = l-etav (Nelta) ;
flagdelta = 0;
end
end
%$Longitud de entrada
if flagxiO==
if delta<=0.95
%10 = xiv(n);
else
x10 = xiv(n) ;
flagxiO = 0;
end
end
end

Problema térmico

CODIGO 3.- BIDIMENSIONAL

CODIGO 1 +.-
$PROBLEMA TERMICO
aw=1;
a T(2: (Neta-1)) -vn(2: (Neta-1))/2/heta -1/Pr/Re/heta™2;
b T(2:(Neta-1)) = un(2:(Neta-1))/hxi +2/Pr/Re/heta”2;
c T(2:(Neta-1)) = vn(2: (Neta-1))/2/heta -1/Pr/Re/heta™2;
r T(2: (Neta-1)) = un(2: (Neta-1)) .*thetanml (2: (Neta-1)) /hxi-

Ec/Rg*((un(3:Neta)—un(1:(Neta—2)))/heta).A2;
%Condiciones de contorno

if caso==
$TEMPERATURA PARED
a T(1) = 0;
a T (Neta) = -1;
b T(1) = 1;
b T (Neta) = 1;
c T(1) = 0
c T(Neta) = 0;
r T(1) = 0;
r T (Neta) = 0;
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$FLUJO DE CALOR
a T(1) = 0;
a T (Neta) = -1;
b T(1) = -1;
b T (Neta) = 1;
c T(1) = 1;
c T(Neta) = 0;
r T(1) = -gwg (n) *heta; ;
r T(Neta) = 0;
end
%tMatriz de Coeficientes A
A T(1,1) = b T(1);
A T(1,2) = c T(1);
for j=2:Neta-1
A T(,5-1) = aT();
A T(3,9) = b T@);
A T(3,3+1) = c T();
end
A T (Neta,Neta-1) = a_ T (Neta) ;
A T (Neta,Neta) = b T(Neta);
thetan = (A T\r T")"';
$Actualizacidén variables
thetanml = thetan;
% figure (2)
% if caso==
% plot ([ (Tp+ (Tinf-Tp) *thetanml) flip(Tp+ (Tinf-Tp)*thetanml)], [etav etav+l])
S else
% plot ([ (Tinf*thetanml) flip(Tinf*thetanml) ], [etav etav+l])
% end
% x1im ([0 2*max (Tp,Tinf)]);
% ylim ([0 2*etamax]) ;
% xlabel ('T")
% ylabel ('\eta')
% title(['Temperatura en \xi=',num2str (xiv(n))])
% grid on
% pause (0.01) %$Para hacer una animacidén
if n==1 || n==3 || n==15 || n==40 || n==90|| n==150 || n==250 || n==500 ||

n==1200 | |n==2500
$Para dibujar unos perfiles concretos
ximatriztheta (indexmtheta)=xiv (n) ;
matriztheta (indexmtheta, :)=thetan;
indexmtheta=indexmtheta+1;
end

if caso==

ap (n) = - (thetan (2) -thetan (1)) /heta; %Flujo de calor en pared
else

thetap (n)=thetan(l); %Temperatura en pared
end
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$Espesor capa limite térmica
thetac (n) = thetanml (Neta) ;
flagdelta = 1;
i = 2;
while flagdelta==
if thetanml (i) /thetac (n)>=0.999999
delta (n) etav (i) ;
flagdelta = 0;
end
i = i+1;
if i==Neta
delta (n) etav (Neta) ;
flagdelta = 0;
end
end
$longitud de entrada térmica
if flagxiO==
if delta<=0.999
x10 = xiv(n);
else
x10 = xiv(n) ;
flagxiO = 0;
end
end
if caso==
Nu (n)=2* (thetan (2) -thetan (1)) /heta/ (trapz (etav, thetan. *un)) ;
else
Nu (n)=-2* (thetan (2) -thetan (1)) /heta/ (thetan (1) -trapz (etav, thetan. *un)) ;
end
end

CODIGO 4.- CILINDRICO

CODIGO 2+.-

$PROBLEMA TERMIC

qw=1;

a T(2: (Neta-1))
-1/Pr/Re/heta”2;

b T(2: (Neta-1))
+2/Pr/Re/heta"2;

c T(2:(Neta-1))
-1/Pr/Re/heta”2;

r T(2: (Neta-1))

)

-vn (2: (Neta-1))/2/heta +1/Pr/Re./etav (2:Neta-1)/2/heta

= un(2: (Neta-1)) /hxi

= wvn(2: (Neta-1))/2/heta -1/Pr/Re./etav(2:Neta-1)/2/heta

= un (2: (Neta-1)) .*thetanml (2: (Neta-1)) /hxi;

%Condiciones de contorno

if caso==

$TEMPERATURA PARED

a T(1)

1)

(

(

(
c T(1)

(

(1)

(

0;
0;
_1;
1;

’

o O o

’
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$FLUJO DE CALOR
a T(1) = 0;
a T (Neta) = -1;
b T(1) = -1;
b T (Neta) = 1;
c T(1) = 1;
c T (Neta) = 0;
r T(1) = 0;
r T(Neta) = awg (n) *heta; ;
end
%tMatriz de Coeficientes A
A T(1,1) = b T(1);
A T(1,2) = c T(1);
for j=2:Neta-1
A T(,5-1) = aT();
A T(3,9) = b T@);
A T(3,3+1) = c T();
end
A T (Neta,Neta-1) = a_ T (Neta) ;
A T (Neta,Neta) = b T(Neta);
%$Sistema de ecuaciones
thetan = (A_T\r_T")"';
% figure (2)

o

if caso==0
plot ([flip (Tp+ (Tinf-Tp) *thetanml) Tp+ (Tinf-Tp) *thetanml], [-flip (etav)

oe

etav])
% else
% plot ([flip (Tinf*thetanml) Tinf*thetanml], [-flip(etav) etav])
% end
% x1im ([0 2*max (Tp,Tinf)]);
% ylim([-etamax etamax]) ;
% xlabel ('T")
% ylabel ('\eta')
% title(['Temperatura en \xi=',num2str (xiv(n))])
% grid on
if n==1 || n== || n==15 || n==40 || n==90|| n==150 || n==250 || n==500 ||

n==1200 | |n==2500
$PAra dibujar gréaficas concretas de temperatura
ximatriztheta (indexmtheta)=xiv (n) ;

matriztheta (indexmtheta, :)=thetan;
indexmtheta=indexmtheta+1;

end
$Actualizacidén variables
thetanml = thetan;
if caso==

ap (n) = (thetan (Neta) -thetan (Neta-1)) /heta; %Flujo de calor en pared
else

thetap (n)= thetan (Neta); %Temperatura de pared
end
$Espesor de capa limite
thetac (n) = thetanml (1) ;
flagdelta = 1;
i = Neta-1;

while flagdelta==
if thetanml (Neta)<thetac (n)
if thetanml (i) /thetac (n)>=0.999999
delta (n) = l-etav(i);
flagdelta = 0;
end
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else
if thetac(n)/thetanml (i)>=0.999999
delta (n) = l-etav (i) ;
flagdelta = 0;
end
end
i = i-1;
if i==
delta (n) = l-etav(l);
flagdelta = 0;
end
end
$Longitud de entrada térmica
if flagxiO==
if delta<=0.999
x1i0 = xiv(n) ;
else
xi0 = xiv(n) ;
flagxiO = 0;
end
end
if caso==
Nu (n) =- (thetan (Neta) -thetan (Neta-1) ) /heta/ (trapz (etav,

thetan. *un. *etav) ) ;
else

Nu (n)=2* (thetan (Neta) -thetan (Neta-1)) /heta/ (thetan (Neta) -2*trapz (etav,

thetan.*un. *etav) ) ;
end
end

Régimen turbulento.

Problema mecanico

CODIGO 5.- BIDIMENSIONAL

o\
o\

clear all; close all; clc;

$Mallado en xi

Nxi = 600;

ximin = 0;

ximax = 600;

hxi = (ximax-ximin) / (Nxi-1) ;

xXiv = linspace (ximin, ximax,Nxi) ;
%$Mallado en eta

Neta = 1000;

etamin = 0;

etamax = 1;

heta = (etamax-etamin) / (Neta-1) ;

etav = linspace (etamin, etamax,Neta) ;
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Re = 5e5;

unml = ones (1,Neta) ;
uc (1) = unml (Neta) ;
vnml = zeros (1,Neta) ;

%Matrices para regla de los trapecios
))

trap = tril (ones (Neta,Neta))-0.5%eye (Neta) ;
trap(:,1) = 0.5;

trap = sparse (trap) ;

$Matriz de coeficientes

A = sparse (Neta,Neta) ;

a = zeros (1,Neta) ;

b = zeros (1,Neta) ;

c = zeros (1,Neta) ;

r = [zeros (1,Neta),1l/hetal;

columna
columna (1)
columna (end)

ones (Neta, 1) ;
0;
0;

fila = ones (1,Neta+l);
fila (1) = 0.5;

fila (Neta) = 0.5;

fila (Neta+1l) = 0;

$Perfiles de velocidad
% figure (1)

% plot ([unml flip(unml)], [etav etav+l])
% x1im ([0 2]);

% ylim ([0 2*etamax]) ;

% xlabel ('u')

% ylabel ('\eta')

% title ('Velocidad u en \xi=0")
% grid on

iturb = 0;

epsilon m(1l:Neta) = 0;
depsilon m(l:Neta) = 0;
flagxiO=1;

flagxitr=1;

xitr=999999;

run REcr LAMBDA.m;

matrizu(l, :)=unml;

matrizv(l, :)=vnml;
matrizepsilon(l, :)=epsilon m;
indexmu=2;

indexxiu (1)=xiv (1) ;

for n=2:Nxi

uc (n) = unml (Neta) ;

%Criterio de transicién a la turbulencia (Schilichting)
ducdxi (n) = (uc (n) —uc (n-1)) /hxi;
$Espesor CL
flagdelta = 1;

i = 2;

while flagdelta==
if unml (i) /uc (n)>=0.999999
delta (n) = etav (i) ;
flagdelta = 0;
end
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i = i+1;
if i==Neta
delta (n) etav (Neta) ;
flagdelta = 0;
end
end
$Factor de forma y Re critico
lambda = Re*delta (n) *2*ducdxi (n) ;
if lambda>8

Recr=Recrv (length (Recrv))
elseif lambda<-6

Recr=Recrv (1) ;
else

Recr
end
deltalg(n)

trapz (etav,

(1-unml./uc(n)));

’

spline (lambdav,Recrv, lambda) ;

$calculamos la deltal gorro

para usar el criterio de Polhausen. se usa el comando trapz para integrar mediante

la regla de los trapecios,

integra la funcidén de la derecha respecto a eta

if deltalg(n)>Recr/Re %criterio de Pohlhausen modificado

iturb 1;

pause

end
%longitud transicidn
if flagxitr==1 && iturb==
xitr=xiv(n);
flagxitr=0;

end
%longitud de entrada
if flagxiO==
if delta<=0.997
xi0 = xiv(n);
else
xi0 = xiv(n);
flagxiO = 0;
end
end

%Modelo de tubulencia de Reichardt+Clauser

if iturb==
uastg (n)
epsilon m(l:Neta)

9.7*tanh (Re*uastg (n) *etav (1:Neta)/9.7)),

depsilon m(1l: (Neta-1))
1))) /heta;
depsilon m(Neta)
end
%Coeficientes matriz A
a(2: (Neta-1))
1)) /Re/heta”2
b(2: (Neta-1))
1)) /Re/heta”2;
c(2: (Neta-1))
1)) /Re/heta”2
r(2: (Neta-1))

-vnml (2: (Neta-1))/2/heta
+depsilon m(2:Neta-1)/Re/2/heta;
unml (2: (Neta-1)) /hxi

vnml (2: (Neta-1))/2/heta
—-depsilon m(2:Neta-1)/Re/2/heta;
unml (2: (Neta-1)) ."2/hxi;

%si estamos en turbulencia
sqrt (unml (2) /heta/Re) ;

%u asterisco gorro
min (0.40* (Re*etav (l:Neta) *uastg(n) -
0.018*Re*uc (n) *deltalg(n));
(epsilon m(2:Neta)-epsilon m(1l: (Neta-

depsilon m(Neta-1);

-1* (l+epsilon m(2:Neta-
+2* (1+epsilon m(2:Neta-

-1* (1+epsilon m(2:Neta-
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%Condiciones de contorno

a(l) = 0;

a (Neta) -1;

b (1) = 1;

b (Neta) = 1;

c(l) = 0;

c(Neta) = 0;

r(l) = 0;

r (Neta) = 0;

%$Matriz de Coeficientes A

A(1,1) = b(1);

A(1,2) = c(l);

for j=2:Neta-1
A(3,3-1) = a(j):
A(3,3) = Db(J);
A(3,J+1) = c(j):

end

A (Neta,Neta-1) = a (Neta) ;

A (Neta,Neta) = b (Neta) ;

AA = [A columnal;

AAA = [AA; filal;

%Sistema de ecuaciones

xn = (AAA\X") ';

un = xn (1:Neta) ;

vn = - (heta/hxi)* (trap* (un'-unml')) ';

dpdxi (n)=xn (Neta+l) ;

A

ctualizacidén variables

unml = un;
vnml = vn;

d° 0° 0© o° O° O° O A° O o° oe
o o o

o

i
n==40

e
end

figure (1)

plot([un flip(un)], [etav etav+l])

x1lim ([0 27);

ylim ([0 2*etamax]) ;
xlabel ('u')

ylabel ('\eta')

title(['Velocidad u en \xi=',num2str (xiv(n))])

grid on

hold on

plot (vn,etav,

hold off
pause (0.1) %Animacidén
f n==1 || n==3 || n==
0 || n==300 || n==180

|r')

[l n==15 || n==301]

ximatrizu (indexmu)=xiv (n) ;

matrizu (indexmu, :)=un;
matrizv (indexmu, :)=vn;
matrizepsilon (indexmu,
indexmu=indexmu+1;

nd

:)=epsilon_m;

]
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CODIGO 6.- CILINDRICO

o\
o°

clear all; close all; clc;

9999005

%$Mallado en xi
Nxi = 800;
ximin = 0;
ximax = 800;
hxi = (ximax-ximin) / (Nxi-1) ;
Xiv = linspace (ximin, ximax, Nxi) ;
%tMallado en eta
Neta 1000;
etamin = 0;
etamax = 1;
heta = (etamax-etamin) / (Neta-1) ;
etav = linspace (etamin, etamax, Neta) ;
% DATOS FLUIDO %
Re = 3.88e5/2;
Re = 5e6;
unml = ones (1, Neta) ;
uc (1) = unml (Neta) ;
vnml = zeros (1,Neta) ;
%
% RESOLUCION PROBLEMA

%Matrices para regla de los trapecios
))

trap
trap(:,1)
trap

c
= tril (ones (Neta,Neta
= 0.5;

= sparse (trap) ;

$Matriz de coeficientes

A

5 Q0o

columna
columna (1)
columna (end)
fila

fila (1)

fila (Neta)
fila (Neta+1)
fila

% %S$Perfiles
% figure (1)

= sparse (Neta,Neta) ;
= zeros (1,Neta) ;
= zeros (1,Neta) ;
= zeros (1,Neta) ;
= [zeros (1,Neta),1/2/hetal;
= ones (Neta, 1) ;
0;
0;
ones (1,Neta+l);

= 0.5;

= 0.5;

0;

= [etav 0].*fila;

de velocidad

% plot ([flip (unml) unml], [-fliplr(etav) etav])
% x1im ([0 27);

% ylim([-etamax etamax]);

% xlabel ('u')

% ylabel ('\eta')
% title ('Velocidad u en \xi=0")
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o)

% grid on

iturb = 0;
epsilon m(1l:Neta)
depsilon m(l:Neta) = 0;
flagxiO=1;

flagxitr=1;

xitr=999999;

run REcr LAMBDA.m;

matrizu(l, :)=unml;

matrizv(1l, :)=vnml;
matrizepsilon(l, :)=epsilon m;
indexmu=2;

indexxiu (1)=xiv (1) ;

for n=2:Nxi

uc (n) = unml (1) ;

|
o
~

%Criterio de transicién a la turbulencia

ducdxi (n) = (uc (n) —uc (n-1)) /hxi;
flagdelta = 1;
i = Neta-1;
while flagdelta==
if unml (i) /uc (n)>=0.999999
delta (n) = l-etav (i) ;
flagdelta 0;
end
i = i-1;
if i==1
delta (n) = l-etav(l);
flagdelta = 0;
end
end
%Re critico
lambda = Re*delta (n) *2*ducdxi (n) ;
if lambda>8
Recr=Recrv (length (Recrv)) ;
elseif lambda<-6
Recr=Recrv (1) ;
else

(Schilichting)

Recr = spline (lambdav, Recrv, lambda) ;

end

deltalg(n) = trapz (etav, (l-unml./uc(n))):;

%calculamos la deltal gorro

para usar el criterio de Polhausen. se usa el comando trapz para integrar mediante

la regla de los trapecios, integra la funcidén de la derecha respecto a eta

if deltalg(n)>Recr/Re %criterio de Polhausen

iturb = 1;

end

%longitud transicidn

if flagxitr==1 && iturb==1
Xitr=xiv(n);

flagxitr=0;
end
%Longitud de entrada
if flagxiO==
if delta(n)<=0.997
x10 = xiv(n);
else
x10 = xiv(n);
flagxiO = 0;
end

end
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$Modelo de tubulencia de Reichardt
if iturb==1 %si estamos en turbulencia
uastg(n) = sqrt (unml (Neta-1) /heta/Re); %u asterisco gorro
epsilon m(1l:Neta) = min (0.40* (Re* (1-etav) *uastg(n) -
9.7*tanh (Re*uastg(n) * (1-etav) /9.7)), 0.0168*Re*uc (n) *deltalg(n)); %Modelo de

Reichardt para la turbulencia

depsilon m(1l: (Neta-1)) =

1))) /heta;

depsilon m(Neta)

end

(epsilon m(2:Neta)-epsilon m(1l: (Neta-

= depsilon m(Neta-1);

%Coeficientes matriz A

a(2: (Neta-1))

-vnml (2: (Neta-1)) /2/heta

1)) ./etav(2:Neta-1)+depsilon m(2:Neta-1))/2/heta
1)) /Re/heta”2;

b(2: (Neta-1))

+2* (1+epsilon m(2:Neta-1))/Re/heta”2;

c(2: (Neta-1))

vnml (2: (Neta-1))/2/heta

1)) ./etav(2:Neta-1)+depsilon m(2:Neta-1))/2/heta
1)) /Re/heta”2;

0° 0° 0@ od° O° o° d° A° o P

oe

o° o

o°

r(2: (Neta-1))

unml (2: (Neta-1)) ."2/hxi;

+1/Re* ((l+epsilon m(2:Neta-
-1* (l+epsilon m(2:Neta-

unml (2: (Neta-1)) /hxi

-1/Re* ((l+epsilon m(2:Neta-
-1* (l+epsilon m(2:Neta-

%Condiciones de contorno

a(l) = 0;

a (Neta) = 0;

b (1) = -1;

b (Neta) = 1;

c (1) = 1;

c (Neta) = 0;

r(l) = 0;

r (Neta) = 0;

%$Matriz de Coeficientes A

A(l,1) = b(1);

A(1,2) = c(1);

for j=2:Neta-1
A(3,3-1) a(i);
A(3,3) = Db((i);
A(j,J+1) = c(J):

end

A (Neta,Neta-1) a (Neta) ;

A (Neta,Neta) = b (Neta) ;

AA = [A columnal;

AAA = [AA; filal;

%Sistema de ecuaciones

xn = (AAA\T'") ';

un = xn (1:Neta) ;

vn = - (heta/hxi) * ((trap* (etav'.* (un'-unml'))) ./etav")';

dpdxi (n)=xn (Neta+1l) ;

$Actualizacidédn variables

unml = un;
vnml = vn;
figure (1)

plot ([flip (un)

x1im ([0 2])

’

un], [-flip (etav) etav])

ylim([-etamax etamax]);

xlabel ("u')

ylabel ('\eta')

title(['Velocidad u en \xi=',num2str (xiv(n))])

grid on
hold on

plot (vn,etav, 'r'")

hold off
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3 pause (0.01)
if n==1 || n==3 || n==7 || n==15 || n==30]] n==70 || n==110 || n==250
ximatrizu (indexmu)=xiv (n) ;
matrizu (indexmu, :)=un;
matrizv (indexmu, :)=vn;
matrizepsilon (indexmu, :)=epsilon m;
indexmu=indexmu+1l;
end
end
Problema térmico
CODIGO 7.- BIDIMENSIONAL
$PROBLEMA TERMICO
qw=1000;
%Modelo de turbulencia
if iturb==
Pr t = Prandtl turbulento 2D (etav,Re, Pr,uc,uastg,hxi,n);
epPr = epsilon m./Pr t;
depPr (1:Neta-1) = (epPr (2:Neta) —epPr (1:Neta-1)) /heta;
depPr (Neta) = depPr (Neta-1);
end
a T(2:(Neta-1)) = -vn (2: (Neta-1))/2/heta -1* (1+Pr*epPr (2: (Neta-
1)))/Pr/Re/heta”2 +depPr (2: (Neta-1)) /Re/2/heta;
b T(2:(Neta-1)) = un (2: (Neta-1)) /hxi +2* (1+Pr*epPr (2: (Neta-
1)))/Pr/Re/heta”2;
c T(2:(Neta-1)) = vn(2: (Neta-1))/2/heta -1* (1+Pr*epPr (2: (Neta-
1)))/Pr/Re/heta”2 -depPr (2: (Neta-1)) /Re/2/heta;
r T(2:(Neta-1)) = un (2: (Neta-1)) .*thetanml (2: (Neta-1)) /hxi-

Ec/Re* ((un (3:Neta)-un(l: (Neta-2))) /heta) .”2;
%$Condiciones de contorno

if caso==

$TEMPERATURA PARED
a T(1) = 0;
a T(Neta) = -1;
b T(1) = 1;
b T (Neta) = 1;

c T(1) 0;
c_T(Neta) = 0;

r T(1) = 0;

r T(Neta) = 0;

else

$FLUJO DE CALOR
a T(1) = 0;
a T (Neta) -1;
b T(1) = -1;
b T (Neta) = 1;
c T(1) = 1;
c T(Neta) = 0;
r T(1) -gqwg (n) *heta;
r T(Neta) = 0;
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$Matriz de Coeficientes A

A T(1,1) = b T(1);
A T(1,2) = c T(1);
for j=2:Neta-1
A_T(§,3-1) = aT();
AT(5,7) - b.T();
A T(3,3+1) = c T(J);
end
A T (Neta,Neta-1) = a_ T (Neta) ;
A T (Neta,Neta) = Db T(Neta);
thetan = (A T\r T")';
% figure(2)
% plot ([ (Tp+ (Tinf-Tp) *thetan) flip (Tp+(Tinf-Tp)*thetan)], [etav l+etav])
% x1im ([0 2*max (Tp,Tinf)]);
% ylim ([0 2*etamax]) ;
% xlabel ('T")
% ylabel ('\eta')
% title(['Temperatura en \xi=',num2str (xiv(n))])
% grid on
if n==1 || n==3 || n==15 || n==40 || n==90|| n==150 || n==250 || n==500 ||

n==1200 | |n==2500
ximatriztheta (indexmtheta)=xiv (n) ;

matriztheta (indexmtheta, :)=thetan;
indexmtheta=indexmtheta+1;
end
$Actualizacidén variables
thetanml = thetan;
if caso==
ap (n) = - (thetan (2) -thetan (1)) /heta;
else
thetap (n)=thetan (1) ;
end
thetac (n) = thetanml (Neta) ;
flagdeltaT = 1;
i = 2;

while flagdeltaT==
if thetanml (i) /thetac (n)>=0.999999

deltaT (n) = etav (i) ;
flagdeltaT = 0;

end

i = i+1;

if i==Neta
deltaT (n) = etav (Neta) ;
flagdeltaT = 0;

end

end
if flagxiQT==
if deltaT<=0.997

xi0T = xiv(n) ;
else
xi0T = xiv(n);
flagxiQT = 0;
end
end
if caso==
Nu (n)=2* (thetan (2) -thetan (1)) /heta/ (trapz (etav, thetan. *un)) ;
else
Nu (n) =-2* (thetan (2) -thetan (1)) /heta/ (thetan (1) -trapz (etav, thetan.*un)) ;
end

end
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CODIGO 8.- CILINDRICO

$PROBLEMA TERMICO

aqw=1000;
%Modelo de turbulencia
if iturb==1
Pr t Prandtl turbulento cil (etav,Re,Pr,uc,uastg,hxi,n);
epPr = epsilon m./Pr t;
depPr (2:Neta) = (epPr (2:Neta) —epPr (1:Neta-1)) /heta;
depPr (1) = depPr (2);
end
a T(2: (Neta-1)) = -vn (2: (Neta-1))/2/heta +1/Pr/Re* ((1+epPr (2:Neta-
1) *Pr) ./etav (2:Neta-1) +depPr (2:Neta-1) *Pr) /2/heta -1* (1+epPr (2:Neta-
1)) /Re/Pr/heta”2;
b T(2: (Neta-1)) = un (2: (Neta-1)) /hxi
+2* (1+epPr (2:Neta-1)) /Re/Pr/heta”2;
c T(2: (Neta-1)) = vn(2: (Neta-1))/2/heta -1/Pr/Re* ((l+epPr (2:Neta-
1) *Pr) ./etav (2:Neta-1) +depPr (2:Neta-1) *Pr) /2/heta -1* (1+epPr (2:Neta-
1)) /Re/Pr/heta”2;
r T(2: (Neta-1)) = un (2: (Neta-1)) .*thetanml (2: (Neta-1)) /hxi;
%Condiciones de contorno
if caso==0
$TEMPERATURA PARED
a T(1) = 0;
a T (Neta) = 0;
b T(1) = -1;
b T (Neta) = 1;
c T(1) = 1;
c T (Neta) = 0;
r T(1) = 0;
r T (Neta) = 0;
else
$FLUJO DE CALOR
a T(l) = 0;
T (Neta) = -1;
T(1) = -1;
T (Neta) = 1;
T(1) = 1;
T (Neta) = 0;
T(1) = 0;
T (Neta) = awg (n) *heta;
end
$Matriz de Coeficientes A
A T(1,1) = b T(1);
A T(1,2) = c T(1);
for j=2:Neta-1
A_T(3,3-1) = aT@);
AT, = b T
A T(j,j+1) = c T(3);
end
A T (Neta,Neta-1) a T (Neta);
A T (Neta,Neta) b T (Neta);
%Sistema de ecuaciones
thetan = (A T\r T")"'
% figure (2)

oe

i

o\°

etav])

o\

e

o

o

e

o

o©

f caso==0

plot ([flip (Tp+ (Tinf-Tp) *thetanml)

1se

plot ([flip (Tinf*thetanml)

nd

x1im ([0 2*max (Tp, Tinf)]);
ylim([-etamax etamax]) ;

Tinf*thetanml],

[_

Tp+ (Tinf-Tp) *thetanml], [-

flip(etav)

flip(etav)

etav])
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% xlabel ('T")
% ylabel ('\eta')
% title(['Temperatura en \xi=',num2str (xiv(n))])
% grid on
if n==1 || n==3 || n==15 || n==40 || n==90|] n==150 || n==250 || n==500 ||

n==1200 | |n==2500
ximatriztheta (indexmtheta)=xiv (n) ;
matriztheta (indexmtheta, :)=thetan;
indexmtheta=indexmtheta+1;

end
%$Actualizacidén variables
thetanml = thetan;
if caso==

ap (n) = (thetan (Neta) -thetan (Neta-1)) /heta;
else

thetap (n) =thetan (Neta) ;
end
$Espesor capa limite térmica
thetac (n) = thetanml (1) ;
flagdeltaT = 1;
i = Neta-1;

while flagdeltaT==
if thetanml (i) /thetac (n)>=0.999999

deltaT (n) = l-etav(i);
flagdeltaT = 0;

end

i = i-1;

if i==Neta
deltaT (n) = l-etav(l):;
flagdeltaT = 0;

end

end
$longitud entrada térmica
if flagxiQT==

if deltaT<=0.997

xi0T = xiv(n) ;
else
x1i0T = xiv(n);
flagxiQT = 0;
end
end
if caso==

Nu (n) =- (thetan (Neta) -thetan (Neta-1) ) /heta/ (trapz (etav,
thetan.*un.*etav)) ;
else
Nu (n) =2* (thetan (Neta) -thetan (Neta-1)) /heta/ (thetan (Neta) -2*trapz (etav,
thetan.*un.*etav));
end
end
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INFLUENCIA DE LA RUGOSIDAD

CODIGO 9.-

o° oo
o°

o\°

a un conducto cilindrico

o©
o

clear all; close all; clc;

kg = 0.0001;

$Mallado en xi

Nxi = 800;

ximin = 0;

ximax = 800;

hxi = (ximax-ximin) / (Nxi-1) ;

xiv = linspace (ximin, ximax,Nxi) ;

%$Mallado en eta

Neta = 1000;

etamin = 0;

etamax = 1;

heta = (etamax—-etamin) / (Neta-1) ;

etav = linspace (etamin, etamax, Neta) ;
% DATOS FLUIDO %

Re = 5e5;

Re=10000000;
Rel00=char ('Rel0000000.mat") ;

unml = ones (1,Neta) ;
uc (1) = unml (Neta) ;
vnml = zeros (1,Neta) ;

%Matrices para regla de los trapeci

~ O
~ 0

trap = tril (ones (Neta,Neta))-0.5*eye (Neta) ;
trap(:,1) = 0.5;

trap = sparse (trap) ;

$Matriz de coeficientes

A = sparse (Neta, Neta) ;

a = zeros (1,Neta) ;

b = zeros (1,Neta) ;

c = zeros (1,Neta) ;

r = [zeros (1,Neta),1/2/heta];
columna = ones (Neta, 1) ;

columna (1) = 0;

columna (end) = 0;

fila = ones (1,Neta+l);

fila (1) = 0.5;

fila (Neta) = 0.5;

fila (Neta+1l) = 0;

fila = [etav 0].*fila;

Este programa determina los perfiles de velocidad en la regidén de entrada
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$Perfiles de velocidad

% figure (1)

% plot ([flip (unml) unml],
% x1im ([0 2]);

% ylim([-etamax etamax]);

xlabel ('u')
ylabel ('\eta')

[-fliplr (etav) etav])

% title ('Velocidad u en \xi=0")
% grid on
iturb = 0;
epsilon m(1l:Neta) = 0;
depsilon m(l:Neta) = 0;
flagxiO=1;
flagxitr=1;
x1itr=999999;
run REcr LAMBDA.m;
run Reichardt.m;
matrizu(l, :)=unml;
matrizv(l, :)=vnml;
matrizepsilon(1l,:)=epsilon m;
indexmu=2;
indexxiu (1l)=xiv (1) ;
for n=2:Nxi
uc (n) = unml (1) ;
%Criterio de transicidén a la turbulencia (Schilichting)
ducdxi (n) = (uc (n) —uc (n-1)) /hxi;
flagdelta = 1;
i = Neta-1;
while flagdelta==
if unml (i) /uc (n)>=0.999999
delta (n) = l-etav(i);
flagdelta = 0;
end
i = i-1;
if i==1
delta (n) l-etav(l);
flagdelta = 0;
end
end
lambda = Re*delta (n) *2*ducdxi (n) ;
if lambda>8

Recr=Recrv (length (Recrv)) ;

elseif lambda<-6
Recr=Recrv (1) ;
else
Recr
end
deltalg (n)

trapz (etav,

spline (lambdav,Recrv, lambda) ;

(I-unml./uc(n)));

if deltalg(n)>Recr/Re %criterio de Polhausen

iturb
end

1;

xitr=xiv(n);
flagxitr=0;

end
if flagxiO==
if delta(n)<=0.997
x10 =
else
xi0 =
flagxiO =

end

if flagxitr==1 && iturb==

xiv(n);

xiv(n);

0;
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end
%Modelo de tubulencia de Reichardt
if iturb==1 %si estamos en turbulencia
uastg(n) = sgrt (unml (Neta-1) /heta/Re); %u asterisco gorro

if 2*Re*uastg(n) *kg>40
yplusa=yplus (length (yplus)) ;

else
yplusa=spline (kplus, yplus, 2*Re*uastg(n) *kqg) ;

end

epsilon m(1l:Neta) = min (0.40* (Re* (1-etav) *uastg (n) -
yplusa*tanh (Re*uastg(n) * (1-etav) /yplusa)), 0.0168*Re*uc(n)*deltalg(n));

depsilon m(1l: (Neta-1)) = (epsilon m(2:Neta)-epsilon m(1l: (Neta-
1))) /heta;

depsilon m(Neta) = depsilon m(Neta-1);

end

a(2: (Neta-1)) = -vnml (2: (Neta-1))/2/heta +1/Re* ((l+epsilon m(2:Neta-
1)) ./etav(2:Neta-1)+depsilon m(2:Neta-1))/2/heta -1* (1+epsilon m(2:Neta-
1)) /Re/heta”2;

b(2: (Neta-1)) = unml (2: (Neta-1)) /hxi
+2* (1+epsilon m(2:Neta-1)) /Re/heta”2;

c(2: (Neta-1)) = vnml (2: (Neta-1)) /2/heta -1/Re* ((l+epsilon m(2:Neta-
1)) ./etav(2:Neta-1)+depsilon m(2:Neta-1))/2/heta -1* (1+epsilon m(2:Neta-
1)) /Re/heta"2;

r(2: (Neta-1)) = unml (2: (Neta-1)) ."2/hxi;

%Condiciones de contorno

a(l) = 0;

a(Neta) = 0;

b (1) = -1;

b (Neta) = 1;

c (1) = 1;

c (Neta) = 0;

r(l) = 0;

r (Neta) = 0;

%tMatriz de Coeficientes A

A(1,1) = b(1l);

A(1,2) = c(l);

for j=2:Neta-1

A(3,3-1) = a(j);
A(jlj) = b(]);
A(J,3+1) = c(J);

end

A (Neta,Neta-1) = a (Neta) ;

A (Neta,Neta) = b (Neta) ;

AA = [A columnal;

AAA = [AA; fila]l;

%Sistema de ecuaciones

Xn = (AAA\T") ';

un = xn (1:Neta) ;

vn = - (heta/hxi) * ((trap* (etav'.* (un'-unml'))) ./etav')"';

dpdxi (n)=xn (Neta+1l) ;

% figure (1)

o\°

plot([flip(un) un], [-flip(etav) etav])

x1lim ([0 27);

ylim([-etamax etamax]);

xlabel ('u'")

ylabel ('\eta')

title(['Velocidad u en \xi=',num2str (xiv(n))])

d° d° o° oe

o

% grid on

% % hold on

$ % plot(vn,etav, 'r'")
%% hold off

o©

pause (0.01)
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if n==1 || n==3 || n==7 || n==15 || n==30|] n==70 || n==110 || n==250
ximatrizu (indexmu)=xiv (n) ;
matrizu (indexmu, :)=un;
matrizv (indexmu, :)=vn;
matrizepsilon (indexmu, :)=epsilon m;
indexmu=indexmu+1l;
end
%$Actualizacidén variables
unml = un;
vnml = vn;
ff (n)=8/Re* (un (Neta-1) /heta) ;
end
MODELO TURBULENTO DE PRANDTL
CODIGO 10.-

El nombre del archivo que contenga este codigo ha de ser “Prandtl turbulento 2D.m”

function [Pr t]=Prandtl turbulento 2D (etav,Re,Pr,uc,uastg,hxi,n)
kappa 0.4;
kappa h = 0.44;
ducdxi = (uc (n) —uc (n-1)) /hxi;
pplus = 1/Re* uc( ) /uastg (n) "3*ducdxi;
N = (1-11.8*pplus) ~0.5;
vA = (etav) *N*Re*uastg(n) /26;
C = [34.96, 28.79, 33.95, 6.3, -1.186];
Bplus = 0;
for i=1:5
Bplus = Bplus+C (i) * (loglO (Pxr)) "~ (i-1);
end
Bplus = 1/sqgrt (Pr) *Bplus;
yB = (etav) *Re*uastg (n) /Bplus;
Pr t = kappa/kappa h.* (1-exp(-yA)) ./ (l-exp(-yB));
CODIGO 11.-

El nombre del archivo que contenga este codigo ha de ser “Prandtl_turbulento cil.m”

function [Pr_ t]=Prandtl turbulento cil (etav,Re, Pr,uc,uastg, hxi,n)
kappa 0.4;
kappa h = 0.44
ducdxi = (u c( )—uc(n—l))/hxi;
pplus = 1/Re*uc (n) /uastg (n) "3*ducdxi;
N = (1-11.8*pplus)~0.5;
vA = (1-etav) *N*Re*uastg (n) /26;
C = [34.96, 28.79, 33.95, 6.3, -1.186];
Bplus = 0;
for i=1:5
Bplus = Bplus+C (i) * (loglO (Pxr)) " (i-1);
end
Bplus 1/sqrt (Pr) *Bplus;
vB = (1-etav) *Re*uastg (n) /Bplus;
Pr t kappa/kappa h.* (1-exp(-yA)) ./ (1l-exp(-yB));
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ARCHIVOS DE DATOS GRAFICAS SCHLICHTING

ARCHIVO 1.- El nombre del archivo que contenga este codigo ha de ser “REcr LAMBDA.m”

Recrv = [100 150 200 250 300 400 500 645 2000
2500 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 1180017
lambdav = [-6 -3.75 -2.6 -2 -1.55 -0.85 -0.45 0 2 2.35
2.6 3.2 3.55 4.1 4.55 5 5.6 6.3 81;

% semilogy (lambdav,Recrv)

ARCHIVO 2.- El nombre del archivo que contenga este codigo ha de ser “Reichardt.m”
kplus=[0.00 3.33 6.66 10.00 13.33 16.66 20.00 23.33 26.66 30.00 33.33 36.66 40.00];
yplus=[9.70 9.42 8.66 7.69 6.75 5.76 4.92 4.04 3.19 2.63 2.22 1.91 1.59];



