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RESUMEN

En este trabajo abordamos problemas de toma de deci-
siones que aparecen cuando se tienen en cuenta varios
criterios simultineamente. Estudiaremos los problemas
donde existe un niimero elevado de alternativas factibles,
descritas a través del uso de variables de decisién y tanto
los objetivos como las restricciones estdn funcionalmen-
te relacionadas con las variables de decisién. Centrare-
mos la atencion en los casos en los que las funciones que
cuantifican los objetivos son cociente de funciones cua-
dréticas y lineales.

1. INTRODUCCION

La actividad humana estd guiada, en general, por la
necesidad de elegir en cada situacién la mejor opcién de
entre todas las posibles. Esto implica realmente la resolu-
cién (consciente o inconscientemente) de un problema de
decisién. Cuando la toma de decisiones no estd guiada
por un solo propdsito, sino que existen varias finalidades
simultdneas, que pueden entrar en conflicto, aparecen los
problemas de decisiéon multicriterio.

Algunos ejemplos sencillos de estos problemas son:

— Una persona desea comprar un coche nuevo. Debe-
rd tener en cuenta varios objetivos entre la amplia
gama disponible en el mercado, como precio, segu-
ridad, aspecto, motor, etc.

— En un proceso de produccién se suelen tener varios
objetivos simultineamente como reducir los costos
de produccion, diversificar la produccién, obtener
capital a corto y a largo plazo, satisfacer a los em-
pleados, etc.

— Se dispone de un capital C para realizar inversiones
en diversas compaififas que cotizan en bolsa. Para
cada inversion se conoce la distribucién de proba-
bilidad de la ganancia producida por cada unidad

invertida. Deben tenerse en cuenta objetivos tales
como aumentar la ganancia esperada y reducir el
riesgo de la inversidn.

Las posibles acciones que podemos tomar ante un pro-
blema de decisién se conocen con el nombre de decisio-
nes factibles. Supondremos que estas posibles acciones
son conocidas de antemano y controladas por un dnico
decisor. Ademds, consideraremos un ambiente de certi-
dumbre, es decir, un unico resultado u(x) para cada deci-
si6én x factible. El conjunto de posibles resultados lo de-
notaremos por X.

Otra hipétesis que utilizaremos es la existencia entre
los elementos de X, por parte del decisor, de una relacién
de preferencia transitiva, con una funcién de valor que la
represente:

u,>u, siysolosi v(u,)>v(u,)
Estos valores no deben ser necesariamente escalares. De
hecho, en este trabajo vamos a suponer que la funcién de
valoracién es vectorial.

Con este planteamiento, podemos establecer que un
problema de decisién multicriterio puede escribirse de la
siguiente forma:

21)?( v(x) = (fy(X), ... £,(0))

donde

1. Xes el conjunto de alternativas, el cual es un con-
junto de vectores de variables de decision x de di-
mension N. Supondremos una alternativa comple-
tamente especificada por el valor de x.

2. fi(x), ..., f,(x) son el conjunto de reglas mediante
las cuales el valor de cada atributo f|, ..., f, se eva-
lda en la alternativa x.
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3. DR debe ser interpretado como: «Aplicar la regla
de decision que elige la mejor alternativa de X de
acuerdo con los valores de f,, ..., f,».

Los fundamentos matemaéticos de los procesos de De-
cisién con Criterios Miiltiples tienen su origen en econo-
mia, con sus primeras aplicaciones en la Teoria del Bie-
nestar y la Teoria de la Utilidad a finales del siglo XIX.
En 1896, con el fin de estudiar la utilidad que un conjun-
to de bienes induce en una colectividad de individuos,
Vilfredo Pareto realiza la siguiente hipétesis: «Cada in-
dividuo siempre busca aumentar su bienestar y por lo
tanto su utilidad», y tras definir la situacién de Equilibrio
Econémico, deduce la siguiente propiedad de interés que
una colectividad de consumidores poseen en una situa-
cién de maxima utilidad en Equilibrio Econémico.

«Diremos que los miembros de una colectividad
presentan mdxima utilidad en cierta posicion cuando
es imposible encontrar una forma de movernos ligera-
mente de esta posicion de forma que la utilidad de
cada uno de los miembros de la colectividad aumente
o disminuya.»

Posteriormente la definicién de Pareto fue aplicada a
la Teorfa de Equilibrio Econémico, la Teoria de Juegos y
la Teoria de Produccién. A partir de 1960 se produce un
gran crecimiento de las dreas en las cuales se emplean los
procesos de Decisiéon Multicriterio.

Si en un problema de decisién multicriterio el nimero
de alternativas factibles es infinito, estan descritas a tra-
vés del uso de variables de decisién y tanto los objetivos
como las restricciones estan funcionalmente relacionadas
con las variables de decision, estamos ante el denomina-
do problema de programacién multiobjetivo.

En el apartado 2 introducimos varios conceptos rela-
cionados con el problema multiobjetivo como es el de
eficiencia. También se presenta una condicién necesaria
de eficiencia, la cual es generalizada en el apartado 3. En
los apartados 4, 5 y 6 se estudia el problema multiobjeti-
vo con funciones objetivo que son cocientes de funciones
cuadréiticas y lineales, sus propiedades y metodologia
para determinar puntos eficientes del mismo.

2. PROGRAMACION CUADRATICA
MULTIOBJETIVO
La toma de decisiones con varios objetivos da lugar a

los problemas de programaciéon multiobjetivo. Mate-
méticamente los podemos formular como:

(PM) Min f(x) = (f(0). - £,(0),

donde /: R" > R, § « R".

Si el conjunto de decisiones posibles S coincide con
R", se obtiene el problema de programacién muiltiple sin
restricciones.

Cuando no disponemos de informacién adicional so-
bre la importancia cuantitativa o cualitativa de los objeti-
vos, no es posible definir la solucién de este problema sin
tener en cuenta todos los objetivos. Para su eleccidn, sue-
le emplearse alguna de las siguientes definiciones.

Definicion 2.1. Diremos que un punto x° es (localmente)
eficiente para el problema (PM) si no existe x € S (x es
N UK, siendo U(x") un entorno de x°) tal que f(x) <

fOO), fx) # f(X°).

Definicion 2.2. Diremos que un punto x° es (localmente)
débilmente eficiente para el problema (PM) si no existe
x€S(xeSn UK, siendo U(x®) un entorno de x°) tal

que f(x) < flx°).

Definicion 2.3. Diremos que un punto x° € S es un punto
(localmente) propiamente eficiente para (PM) si existe
un escalar M > 0 tal que para cada r € {1, ..., m} y para
cada x € S(x € S " U(x®), siendo U(x°) un entorno de x°),
cumpliendo que f.(x) < f.(x°) existe j € {1, ..., m} tal que

&y
Fx0) = fx) < M(f(x) = ().

Bajo la hipétesis de diferenciabilidad de las funciones
del problema, una condicién necesaria de primer orden
es la siguiente (CKTE):

«Si x° € R" es eficiente para el problema (PM) sin
restricciones, donde todas las funciones son diferen-
ciables, entonces existen A, ..., A, = 0 no todos nulos
tales que

m

Z A; Vf,-(xo) =0.»

i=1

Lema 2.1 (Chankong, 1983). Consideremos el proble-
ma (PM) sin restricciones con todas las funciones dife-
renciables. Sea x° eficiente. Entonces x° verifica la con-
dicion CKTE.

En algunos problemas la condicién CKTE es suficien-
te, pero en otros es s6lo necesaria, como puede observar-
se a continuacion.

Ejemplo 2.1. Consideremos el problema multiple

Min (£,(x). ().
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donde
[0 =35
(x+ 2?2+ 1 six < =2
Hx) =<1 si-2 < x <0
X+ 1 six>0
Graficamente:
3 2 iy 0 1 2

Cualquier punto x € [-2, 2] verifica CKTE, pues en
esos puntos es V f5(x) = 0. Sin embargo sélo el punto x° =
—1.5 es eficiente, pues es el Gnico minimo de la funcién
fi(x). Como conclusién obtenemos que la CKTE no es
suficiente para que un punto sea eficiente, ain a pesar de
que las dos funciones que aparecen en el ejemplo son
convexas.

3. GENERALIZACION DE LA CONDICION
CKTE

Recientemente se ha propuesto una caracterizaciéon de
puntos eficientes en el problema cuadratico multiobjeti-
vo basada en un procedimiento interactivo con condicio-
nes de primer orden (Beato y otros, 1998) que generaliza
las dadas anteriormente.

El problema cuadratico multiobjetivo considerado en
dicho trabajo es el siguiente:

(PCM) Min (£,(3), ., f,,(x)

s.a:

donde fi(x) = 1/2x'A;x + bix, A, es una matriz n X n, b; €
RY,i=1, .., m S=R"y ademds las funciones objetivo
son convexas, o sea, las matrices A, deben ser semidefini-
das positivas.

Los problemas multiobjetivos con funciones cuadrati-
cas han sido estudiados por varios autores, como Go y
Yang (1996), Guerra (1981) y Helbig (1990). Aparecen
en 4reas tales como Localizacion, Estadistica o Finanzas.
Por ejemplo, Powell y Premachandra (1998) estudian la
seleccidn de inversiones mediante problemas multiobje-

tivos con dos funciones cuadriticas y el resto lineales.
También Korhonen y Yu (1997, 1998) y Rhode (1981)
utilizan un problema multiobjetivo cuadritico-lineal para
la seleccién de carteras.

Presentamos a continuacién un método para detectar si
un punto débilmente eficiente, que cumple las condicio-
nes CKTE, es también un punto eficiente.

Prueba de eficiencia en (PCM)

Sea x° un punto débilmente eficiente, k=1, V £} (x°) =
VAE). L' =R, I={l,..m}el =1

1. Calcular A* > 0, i € I, no todos nulos tales que
Y MV fi(x%) = 0. Sino existen, se concluye
que x° no es un punto eficiente.

2. Seal,,, =I,2\ i >0} 0= Lyl ') =
{deRY/Vfi(x"d=0,iel\J,,} n{deN,Viel\
Ji}, donde N, es el subespacio generado por los
autovectores nulos de A,.

3. Calcular la proyeccién de V f¥(x°) en L**'(x"), V
F'(x°). Sea k := k + 1y volver al paso 1.

Parar cuando 7, , , = @ en el paso 2: el punto x, es
eficiente.

Observacién. Es posible extender la prueba anterior a
problemas con restricciones sin mds que considerar los
multiplicadores de Lagrange asociados a ellas y la cuali-
ficacién de restricciones correspondiente.

4. EL PROBLEMA FRACCIONAL
CUADRATICO-LINEAL MULTIOBJETIVO

El objetivo de este trabajo es la extension de la prueba
de eficiencia anterior a problemas multiobjetivos con
funciones cociente de funciones cuadraticas y lineales.

El problema fraccional multiobjetivo es el siguiente:

Min (f—'(x), f'_"(x)>
gl(x) gm(x)
sa: x € S.

(PFM)

El caso que estudiaremos es cuando

) =12xXAx+bx y g =ckx

donde A; € 7, ., son semidefinidas positivas, b, c; € R",
iel={l,..,m},S={xeR'IMx <qx>0}y
supondremos que c¢}x >0, Vx € S. Lo l[lamaremos proble-
ma fraccional cuadratico-lineal multiobjetivo y lo de-

notaremos por PCFLM.

Problemas con este tipo de funciones objetivos han
sido tratados por ejemplo por Arévalo y Zapata (1997)
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donde se estudia un problema de seleccién de carteras
teniendo en cuenta factores como la rentabilidad de cada
una de ellas, el riesgo asociado y la liquidez. También
Konno e Inori (1989) estudian problemas de seleccion de
inversiones institucionales donde se proponen varias fun-
ciones objetivo a optimizar de este tipo.

Por simplicidad, supondremos que se verifica la si-
guiente cualificacién de restricciones:

«Sea x° un punto eficiente para (PFCLM). Entonces
existe x € S para cada i = 1, ..., m tal que Mx < q y

F[®)/gx) < fi(x")/g(x") para j # i.»
Sobre las propiedades de convexidad de las funciones

objetivos del problema se tienen los siguientes resulta-
dos.

Lema 4.1. Sea A es una matriz n x n semidefinida posi-
tivay b, c € R" Bajo la hipdtesis c'x > 0, Vx € S, la
funcion

@_1/2 x' Ax + b'x

!

he) = g(x) c'x

es explicitamente cuasiconvexa en S.

Demostracion. Se deriva del teorema 3.52 de Martos
(1975) ya que la funcién x' Ax + b'x es convexa en S.

Teorema 4.1. Sea A es una matriz n X n semidefinida
positiva 'y b, ¢ € R". Bajo la hipdtesis ¢'x > 0,Vx € S, la
Sfuncion

he) =@ _ 1/2x" Ax + b'x

!

es pseudoconvexa en S.

Demostraciéon. Recordemos que una funcién f(x) defi-
nida en S pseudoconvexa en x° € S si

VIO (x-x) =0 = f() =f(x°, Vxes.
Por ser f(x) convexa,
f) - f&x" = VO (x - x0.
Por ser g(x) lineal,
80 — g(x°) = Vg(x)'(x - x°).

El gradiente de la funcién A(x) en x° viene dado por

Vi) - gl) = Veg) - f(x)

Vh(x) =
) g(x)?

Luego

V) (—x) - g(°) = Vg(x*) (x—x") - F(x°)
- 0)2

VA (x—x°) e

8 (%) - (fO)=f () =f(x°) - (g(x)—g(x%))
= g(x%)?

_fO)-f&) &) (g(X)—g(x0)>

g(x) g g(x%

_80fx) _ fGNs() _
8()g(x")  g(x")g(x)

= :gg) () = h(Y)).

Se llega a que

VA (x — x°) < ixo) - (h(x) = R(x°) =
g(x")
VRGO (x — xo)'

h(x) — h(x°) >
W) 2 /)

En resumen,

VA (x-=x°) =0 = hkx) -hx" =0,
ya que por hipétesis g(x) = c'd > 0, Vx € S. Esto demuestra
el teorema. |

Corolario 4.1.1. En las condiciones del teorema 4.1,
h(x) es invex respecto a

n(x, x°) = —_“CIXO(X, =),
cX

Demostracion. Se desprende de la demostracién del
teorema 4.1. ad

5. EFICIENCIA EN EL PROBLEMA PFCLM

Los dos resultados vistos anteriormente permiten ca-
racterizar los puntos (débilmente) eficientes para el pro-
blema (PFCLM).

Lema 5.1. Sea x° un punto localmente eficiente para el
problema (PFCLM). Supongamos que cada matriz A; es
semidefinida positiva y ¢ix >0, Yx € S, Vi € I. Entonces x°
es un punto (globalmente) eficiente para el problema
(PFCLM,).

Demostracion. Es consecuencia del lema 4.1 y del teo-
rema 3.1 de Ruiz-Canales, 1995. ]
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Un resultado andlogo se verifica para los puntos débil-
mente eficientes (véase Luc y Schaible, 1997).

Como consecuencia de lo anterior, podemos limitar-
nos a buscar sélo puntos (débilmente) localmente efi-
cientes en el problema (PFCLM).

Lema 5.2. El punto x° € S es eficiente para el problema
(PFCLM) si y solo si es eficiente para el problema

Min  (x'Vh,(x9),
sa: x €S

ey X'V, (X))

m

Demostracion. Es consecuencia del teorema 4.1 y de
los lemas 3.1 y 3.2 de Bector y otros, 1993.

El lema 5.2 proporciona una prueba para comprobar si
un punto x° es eficiente para el problema (PFCLM). Con-
siste en comprobar que el punto x° es un punto eficiente
para un problema lineal multiobjetivo, que puede ser di-
ferente para cada punto x°.

También en Bector y otros, 1993, se propone una alter-
nativa utilizando dualidad, que conduce a un problema
lineal multiobjetivo, pero con restricciones muy dificiles
de tratar. En ambos casos, determinar si un punto es efi-
ciente para el problema (PFCLM) es bastante costoso
computacionalmente.

6. ALTERNATIVAS PARA DETERMINAR
PUNTOS EFICIENTES

Proponemos dos alternativas que usan la prueba de efi-
ciencia descrita en la seccién 2 para determinar los pun-
tos eficientes para el problema (PFCLM).

La primera consiste en estudiar la eficiencia en los
problemas (PFCLM) a través del siguiente problema cua-
dratico multiple asociado.

(PCMA)
Min (1/2 x'Ax+b|
s.a: xes.

5o 12 3 Axbbly, ~¢i..., )

Se verifica la siguiente relacién entre los puntos efi-
cientes del problema (PFCLM) y los de (PCMA).

Lema 6.1. Si x° es un punto eficiente para el problema
(PFCLM), entonces x° es un punto eficiente para el pro-
blema (PCMA).

Demostracién. Por reduccion al absurdo. Sea x° € S un
punto eficiente para (PFCLM). Si x° no es eficiente para
(PCMA), existe otro punto y € S y un indice je I = {1, ...,
m} tal que

a) f) <f(x0) Viel\{j}, g() >
y i) <f(x). O bien

b) f(y) <fQRO),Viel\{j}, g(y) =
y g{(y) > gx").

g(x%), Vie I\ {j}

g, Viel\{j}

En ambos casos, como g(x) >0, Vx € S, se llega a que
fo)e) < FO0/g0, Vi € I\ () y f(/g0) <
f(x )/gj(x) con lo cual x° no puede ser ef1c1ente para
(PFCLM) O

Como consecuencia, podemos utilizar la prueba de efi-
ciencia descrita en la seccién 2 de este trabajo para gene-
rar todos los puntos eficientes de (PCMA) y luego deter-
minar qué puntos son eficientes para (PFCLM). El
inconveniente de esta aproximacién es la posible genera-
cién de un nimero de puntos eficientes mucho mayor de
lo necesario.

La segunda alternativa es la utilizacién de condiciones
de primer orden directamente sobre el problema original.

Lema 6.2. Consideremos el problema (PFCLM) y x° €
S. Sea A(X°) = {i | Mx" = q} el conjunto de indices de
restricciones activas en x°. Supongamos que existen j >
0, u # 0,v = 0 tales que

Y V() + Y vM;=0.
i=1

JEAR®)

Entonces x° es un punto débilmente eficiente para el pro-
blema (PFCLM).

Demostracién. Supongamos que el punto x° € S no es
débilmente eficiente y verifica las condiciones anterio-
res.

Entonces existe x' € S tal que
h(x") - h(x% <0, iel
Como cada h/(x) es pseudoconvexa, debe ser
(VA(O)(x' =x9 <0, i€l
Al ser x°, x' € S, debe ser
Mx') <

M%) =qg=Mx"-x") <0, ieAX).

Como por hipétesis # = 0, u # 0, v = 0, se llega
a que

m

Y, VRV =X+ ) wMk -

i=1 jeAR®)

) <0.
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Y esto es una contradiccion con la hipétesis

m

Z u;Vh,(x) + Z v,M; = 0.

i=1 JEAX®)

Lema 6.3. Consideremos el problema (PFCLM) y x° €
S. Sea A(x°) = {i | Mx° = q} el conjunto de indices de
restricciones activas en x°. Supongamos que existen |1 >
0,v = 0 tales que

m

Y VRO + Y vwM;=0.

i=1 JjEAX®)

Entonces x° es un punto eficiente para el problema
(PFCLM).

La demostracién de este lema es similar al anterior y
no se presenta.

Observaciones. Entre los lemas 6.2 y 6.3 podemos es-
tablecer varios matices:

1. De las condiciones del lema 6.2 no podemos de-
ducir que el punto x° sea eficiente, como demues-
tra el ejemplo dado al principio del trabajo.

2. Sitodas las funciones objetivos son estrictamente
pseudoconvexas, entonces la condicién del lema
6.2 es suficiente para asegurar que un punto es efi-
ciente.

3. Siuna de las funciones objetivos , (x) con valor
K, > 0 es estrictamente pseudoconvexa, el punto
x" es eficiente, como puede observarse en la de-
mostracion.

4. Los puntos eficientes no tienen que verificar, en
principio, la condicién del lema 6.3. Por lo tanto,
si estamos interesados en identificar todos los
puntos eficientes, ademds de los que cumplen la
condicién del lema 6.3, es necesario chequear qué
puntos de los que verifican la condicién 6.2 son
eficientes.

Presentamos la adaptacién de la prueba de eficiencia
de la seccién 2 al problema (PFCLM).

Prueba de eficiencia en (PFCLM)
Seax’ € S, A®) = {i | MxX® = g}, k =1, Vh/(x") =
VRGO, L' =R, I = {1,...,m}el, =1
1. Calcular 4f > 0, i € I, no todos nulos tales que
Y AVEGY) + Y vM, = 0.
iel, JjEAR®)

Si no existen, paramos y diremos que el punto x°
no ha pasado la prueba de eficiencia.

2. Seal,m=Iﬁ\iili}‘>0},JA_=uf;,l_kyL"“(xO)E
{d e RVIGOYd =0, ie I\ J, ).

1

3. Calcular la proyeccién de VA*(x°) en L**'(x°),
Vi *1(x%). Sea k := k + 1 volver al paso 1.

Parar cuando /,, , = ) en el paso 2: el punto x, es
eficiente.

Teorema 6.1. Si x° verifica la prueba de eficiencia an-
terior, entonces es un punto eficiente para el problema
(PFCLM).

Demostracion. El resultado ha sido demostrado en
Beato y otros, 1998 para un problema muiltiple sin res-
tricciones y funciones objetivos invex. Ya hemos visto
que las funciones objetivos tratadas en el problema
(PFCLM) son pseudoconvexas. La adaptacién de la de-
mostracion a la existencia de restricciones lineales es di-
recta. a

Observacién. El reciproco del teorema no estd demos-
trado. Si en la prueba anterior paramos en el paso 1, po-
demos aplicar el lema 5.2 para concluir si el punto x° es
eficiente o no.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado un problema de deci-
sién multicriterio: el problema fraccional con funciones
cuadrdticas convexas en el numerador y funciones linea-
les en el denominador.

Se han revisado diversas técnicas propuestas para la
generacién de puntos eficientes, asi como la caracteriza-
cién y propiedades de éstos. Se ha concluido que los pun-
tos localmente eficientes son eficientes y se han estudia-
do las condiciones suficientes de primer orden de
eficiencia y de eficiencia débil.

Como consecuencia de éstas, se ha propuesto una
prueba iterativa para identificar puntos eficientes como
extension de otra prueba iterativa propuesta para proble-
mas cuadréticos.
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