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1. INTRODUCCION

Uno de los grandes problemas con que nos encontramos en el bachillerato vie-
ne dado por la clasica pregunta ;para qué sirve esto que estamos dando? No
siempre podemos dar una contestacion que nuestros alumnos comprendan. Sin
embargo, hay ocasiocnes en que podemos ponerles ejemplos practicos que ellos
puedan entender, como es el propdsito de este trabajo.

Pretendemos dar una aplicacion practica a un problema social que se suele
plantear en nuestra sociedad y a la que nuestros alumnos en su forma mas sim-
ple, la pueden contestar. Nos referimos a la dificultad que existe de encontrar un
servicio publico, en el que dejando de lado la calidad, no porque no sea importan-
te, sino porque no es este nuestro cometido, se pretenda que este lo mas cerca
posible de los ciudadanos. Hay muchos problemas de este tipo a los que pode-
mos darle solucion, digamos por ejemplo, la localizacion de un hospital que tenga
que ser utilizado por varias poblaciones; la situacion de un parque de bomberos,
teniendo en cuenta que se ha de minimizar el tiempo de transporte para llegar lo
antes posible, o donde situar un centro de ensefianza al que acudan alumnos de
una serie de poblaciones colindantes. Esta claro que hay ocasiones en que pro-
blemas politicos tienen mas peso que la decisiones matematicas, tomandose
aquéllos come los mas adecuados.

Nosotros daremos una solucion matematica a una de las diversas formula-
ciones que se suelen plantear en los problemas de localizacion.

Haremos una introduccion histoérica que nos adentrara en el problema para mas
adelante resolverio de forma mas general utilizando el algoritmo de Weiszfeld.

2. DESCRIPCION HISTORICA

Nuestro problema se establece casualmente por Fermat a comienzos del siglo
XVII. Al término de un congreso celebrado sobre maximos y minimos, en el cual
él presentd reglas de calculo para encontrar tangentes a una variedad de curvas,
lanzo el siguiente desafio:

Dados tres puntos en el plano, encontrar un cuarto tal que la suma de sus dis-
tancias a los otros tres puntos dados sea minima. El problema parece ser que
viajo a ltalia con Mersenne. Es conocido que antes de 1640, Torricelli propuso
una solucion geométrica al problema. Afirmd que los circulos que circunscriben
a los triangulos equilateros contenidos sobre los lados del triangulo dado, se cor-
tan en un punto, llamado punto de Torricelli {Fig. 1).
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En Exercitationes Geometricae, Cavalieri (1647), mostré que los lados del trian-
gulo dado, subtienden angulos de 120° desde el punto de Torricelli. Simpson pro-
b6 en su Doctrine and Application of Fluxions (London 1750) que las tres lineas
que unen los vértices exteriores de los triangulos equildteros definidos anterior-
mente con los vértices opuestos de los tridngulos dados se cortan en el punto
de Torricelli. Son llamadas estas tres lineas, por lineas de Simpson. De hecho,
hay ocasiones excepcionales. Aparentemente el primer resultado que reconoce
explicitamente estos casos es debido a F. Heinen, quién probo en 1834 que, para
un triangulo en el cual un angulo es mayor o igual que 120°, el vértice correspon-
diente es el punto minimo; demostré también que la longitud de las tres lineas
de Simpson son iguales al valor minimo buscado.

Courant y Robbins popularizaron el problema de Fermat bajo el nombre de
“STEINER PROBLEM”. Estos gedmetras del siglo XIX pueden ser contados al
igual que docenas de matematicos que escribieron al respecto, pero que no con-
tribuyeron con nada nuevo, ya sea en su formulacién o en su solucion. Courant
y Robbins establecieron que la generalizacion del problema a mas de tres puntos
era esteril.

E. Weiszfeld (1937) probd que partiendo de un punto P, que no sea un vértice,
la sucesion P, = T'(P,) converge al punto solucion, donde T es un operador que
se definird mas adelante. El algoritmo de Weiszfeld es en definitiva, el algoritmo
del gradiente particularizado al caso en que nos ocupa.

Hay cusos en que el algoritmo de Weiszfeld nos lleva en una iteracion a un pun-
to P, que puede ser un vértice, entonces el propio algoritmo debe de desecharlo.
Ahora bién, esta posibilidad sélo se da en un nimero numerable de casos.

En ocasiones un punto de demanda puede ser un punto solucion; para ello te-
nemos una condicidén necesaria y suficiente que nos aclara cuando un punto de
demanda es solucion.

En nuestros dias gracias a los potentes ordenadores se han podido atajar pro-
blemas suficientemente complicados con algoritmos que son resueltos con una
gran velocidad de computo. Uno de tales problemas consiste en suponer que los
puntos de demanda se pueden mover en unos pequenos circulos, y nuestro pro-
blema consistira en encontrar el conjunto solucién de los posibles puntos de de-
manda, cuando estos se mueven en dichos circulos.

Otros problemas de localizacién, consisten en donde situar centros peligrosos
o no deseables, como basureros, centrales nucleares, fabricas de productos té-
Xicos,... etc., teniendo en cuenta que han de satisfacer las necesidades de unas
determinadas poblaciones. Para ello se delimitan unas zonas lo suficientemente
alejadas de las poblaciones, pero lo mas cercanas posibles para poder satisfacer
los problemas desagradables de dichas ciudades.

Ahora,por el momento, nos referiremos solo al problema de Fermat en un caso
muy elemental y que veremos a continuacion.
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3. ESTABLECIMIENTO DEL PROBLEMA. PROPIEDADES

Para probar algunos resultados descubiertos por Fasbender en 1846, volvemos
al problema de Fermat:

Dados tres puntos A

1+ A2 ¥ A; en el plano, encontrar un cuarto punto que
minimice la funcion:

f(P) = dy(P) + do(P) + d4(P) ,
donde d,(P) es la distancia del punto P a A, parai = 1, 2, 3.

Nos restringiremos, por el momento, al caso especial en el que el problema
tiene una solucién M en el interior del triangulo A A, A, A,.

FIGURA 1

— — — Lineas de Simpson

P = Punto de Torricelli
d; = Centro de circunferencia A

. = Puntos del problema



PROPOSICION 1
Sea Q un punto interior al triangulo equilatero B, B, B, con altura h. Sea h; la

longitud de la perpendicular desde Q al lado cpuesto al vértice B; (Fig. 2) para i
=1, 2, 3. Entonces h = hy + h, + h,.

Demostracion

En un triangulo equilaterc se cumple que:

FIGURA 2

Por lo que tendremos:

Area AB;B,B; =Area AQB,B; + AreaAQB;B; + AreaAQB; B,

Luego:
2h 2h 2h 2h
‘h = hy + h, + hy
V3 V3 V3 V3
h? h
= ——(h; + hy+ hy
V3 3
Con lo que:
h = h1 + h2 + h3 .
PROPOSICION 2

Dados tres puntos A,, A, y A; en el plano y algun triangulo equilatero que
circunscribe al tridngulo A A; A, A, con altura h, entonces:

Para cualquier punto P interior al triangulo equilatero, se tiene h = d,(P) + d,(P)
+ d4(P) < f(P) (Fig. 3).
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Demostracion

Se demuestra inmediatamente (Fig. 3) que h, < d,(P), ademas por la proposicién
1h =hy; + h, + h,, luego:

h < dy(P) + dy(P) + dy(P) = f(P) .

TEOREMA DE FASBENDER A,

FIGURA 3

Si la solucién M al problema de Fermat no es un vértice, entonces f(M) es el
minimo de la suma de distancias y la altura méaxima del triangulo equilatero cir-
cunscrito. Este triangulo tiene sus lados perpendiculares a los segmentos MA,
parai = 1,2, 3.

Demostracion

En la proposicién 2 demostramos que h < f(p). La igualdad entre estas dos
cantidades es suficiente para probar que tenemos el tridngulo circunscrito con la
altura méaxima y el punto P = M con la suma de distancias minimas. Ahora, la
proposicion 2 muestra que tendremos la igualdad si y sélo si los segmentos PA,
son perpendiculares a los lados del tridangulo equilatero, que serd, si y sélo si, los
lados del triangulo A A, A, A, subtienden angulos de 120° en P.

No obstante, esto es exactamente la condicion para que P = M sea la solucién
al problema de Fermat, si P no es un vértice.

Para asegurar la convergencia de la sucesién descrita anteriormente, damos
algunas definiciones y teoremas.

Notemos por E,, el espacio euclideo de dimensién 2.
Definicion 1
Una combinacion convexa de los puntos Py, P,,..., P,, es un punto:

P = t1P1 + t2P2 + ... + tnPn

donde los t; son escalares, t; = 0yt +t, + ..+t = 1.
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Definicion 2

Un subconjunto C de E, es convexo, siy solo si, para cada par de puntos P4
y P, de C, cualquier combinacién convexa P = t,P; + t,P, se encuentra también
en C.
Definicion 3

Sea K un subconjunto convexo de E,. Sea f: K — R, diremos que esta funcion

es convexa si para cada par de puntos cualesquiera P, y P, de K, y cualquiera
que sea t con 0 < t =< 1 se tenga:

f(tP + (1-1) Pp) =< tf(Py) + (1-0 f(P2)

Si la desigualdad es extricta, se dice que f(P) es extrictamente convexa.

PROPOSICION 3

Si f(P) es convexa para i=1,2,..,n, entonces:

n
f(P) = ): f(P) es convexa
=1

Definicion 4

Una funcion f(P) tiene un minimo local en el punto P, de un conjunto K, siy
s6lo si, existe un nimero positivo, tal que f(P,) < f(P) para cada P € K, con | |P,
-Pl|<e.
Definicion 5

Una funcién f(P) tiene un minimo global en el punto P, de un conjunto de puntos
K, si y sélo si, f(P,) = f(P) para cada P € K.
PROPOSICION 4

Si f(P) es convexa es un conjunto ConNvexo, entonces f(P) tiene cuando mucho

un minimo local. Si hay tal minimo, éste es un minimo global y se alcanza en el
conjunto convexo.
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Por la desigualdad triangular de la distancia euclidea, d;(P) es una funcién con-
vexa. Un multiplo positivo de una funcion convexa, es convexa y por lo tanto por
la proposicion 3, su suma.

Si los puntos de demanda P; para i = 1, 2, 3 son colineales, entonces en esa
recta d(P) es lineal.

Si los puntos P; no son colineales, entonces di(P) es extrictamente convexa.

4. PROBLEMA GENERAL DE FERMAT EN E,

Sea los m puntos A; = (a;, b), llamados vértices o puntos de demanda y m
numeros positivos w; llamados pesos.

Sea P = (x4, %5), con d(P) la distancia euclidea, es decir:
di(P) = ( (x;—a)® + (x;~b)* )2
Nuestro problema, serda encontrar un punto que minimice la funcion:

m

)= Y, wd(P)

i=1

Aplicando las anteriores proposiciones, tenemos los siguientes resuitados:

PROPOSICION 5

Si los vértices A; son no colineales, entonces la funcion f(P) es extrictamente
convexa, por lo que cualguier minimo local es global.

Definimos ahora la siguiente funcion:

mow
—— (A-P) siP = A paracadai
i; di(P) ( A
R(P) =

R
max (R, — W, 0)-R—k SiP=A,k=1,2,..,m
k

Damos ahora un teorema sin demostracion que nos permitird encontrar la
solucién al problema de Fermat.

Teorema

El punto P = M si y sélo si R(P) = 0.
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La condicién R(M) = 0 nos da la siguiente ecuacién:

luego:

La ecuacién anterior nos sugiere un método natural de aproximaciones
sucesivas. Definimos para ello la siguiente funcion:

= O W W
—_ A _ iP=A
gl Z; ap  OTEA

Los siguientes teoremas nos aseguran la convergencia de la sucesién definida
por:

Pr = TP,

partiendo de un punto P..

Teorema: Si P = M, entonces T P) =P.
Si P no es un vértice Yy T(P) = P, entonces P = M.

Teorema: Si T(P) = P, entonces f(T(P)) < f(P).

Teorema: Dado un punto P, definimos P, = TP, r=12,..
Si ningan punto P, es un vértice, entonces Ia sucesion P, converge
al punto solucion M.

Teorema: Excepto un conjunto numerable de puntos P, se tiene que la solucién
M, se obtiene de la sucesion P..

Aunque estos teoremas no son asimilables, en principio, a alumnos de bachille-
rato, pensamos que se pueden utilizar perfectamente Sus resultados, aplicindolos
a problemas como los descritos anteriormente, y ser resueltos en la asignatura
de EAT.P. para los alumnos de 3.° de B.U.P. O, para los de 2.° v 3. de F.p.
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Tenemos asignaturas, en las que introducimos a nuestros alumnos en los mé-
todos iterados. Sirva como ejemplo el que en 2.° de B.U.P. utilizamos el Teorema
de Bolzano para obtener raices aproximadas en un intervalo.

El algoritmo que proponemos no es complicado de entender. Lo hemos reali-
zado utilizando un ordenador Digital, en lenguaje Pascal.

No obstante, este programa en B.U.P. lo hemos hecho en lenguaje Basic en
un ordenador Amstrad y con el lenguaje Pascal en un ordenador Spectrum, con
un compilador Hisoft-Pascal.

5. ALGORITMO DE WEISZFELD
El algoritmo en definitiva es el siguiente:

Paso 1: Introducir los m puntos A, con sus correspondientes pesos Wi

Paso 2: Introducir un punto P, interior al poligono convexo determinado por los
puntos de demanda A,.

Paso 3: Calcular:

s1:

Zm: w(i)-x(i) / d(i)
i=1

m

s2:= ) wi)y(i) / d)

i=1,

i
s

I
pird

w(i) / dfi)

Paso 4: Sea P:=(s1/s, s2/s).

Paso 5: Si la distancia entre los puntos P y P, es menor que una tolerancia
preestablecida, STOP.

M:=P.
En caso contrario hacer P,:=P y vamos al Paso 3.

En la tabla 1 damos seis puntos con sus correspondientes pesos, para a con-
tinuacion encontrar su solucién. Hacemos también una representacion gréafica de
los puntos asi como de su solucién.
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TABLA |

O s WN =
OO -

OO N = WN

NN W—=N =

GRAFICO 1

P,= Punto de demanda i.
P*= Punto solucion.

Xx= 2,72882

y= 2,23742

El error ha sido tomado menor que 0,001.
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(*ESTE PROGRAMA REALIZA EL METODO DE WEISZFALDX)
program mw(input,output):
const
n=6;
var
i:integer;
xl,yl,s,:l,sZ,pl,pz,xs,ys:real;
d,x,y,w:arrayll..nJof real;
v:boolean;

begin

for i:=1 to n do

begin

write(’'primera componente ') ;read(x[13):
write('segunda componente ') ;read(y[ild);
write('peso’);read(wlil);

end;

write(’da un punto distinto de los anteriores’);
write( 'primera componente’);read(pl);
write( 'segunda conponente’);read(p2);
vi:=false;

while v=false do
begin
5:=0;
for 1:=1 to n do
begin :
d[i]:=sqrt((pl—x[i])**2+(p2—y£1])**2);
g:=s+wl11/dC1];
end;
s1:=0;52:=0;
for 1:=1 to n do
begin
sl:i=sl+wliJ4xC11/d4C1i];
s2:=52+wlidAyC1i1/dCi);
end;
xl:=81/s;yl:=82/8;
if sqrt((xl—pl)**2+(y1*p2)*k2) < (1/1000) then
begin
Xs:=x1;ys:=yl;v:i=true;
end
else
begin
pl:=x1;p2:=yl;v:=false;
end;
end;
write( ‘el punto solucion es’'};
write('xs’,xs);write('ys’,ys);
end.
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Al realizar algunos programas en 3.° de B.U.P. sobre métodos iterados, tales
como la obtencién de la raiz cuadrada por el método de Newton, o la obtencion
de una raiz en un intervalo utilizando el teorema de Bolzano, planteamos el pro-
blema de Fermat y sus posibles aplicaciones. Las miradas fueron expectantes,
debido a que no se imaginaban que las matematicas pudieran resolver problemas
distintos a los que ellos estan acostumbrados a resolver. Tras una breve exposi-
cién tedrica en la que planteamos el problema de Fermat, trabajamos con unos
puntos situados en un triangulo. A continuacién, pasamos a realizar el programa
con méas de tres puntos por medio del algoritmo de Weiszfeld, viendo sus resul-
tados en forma grafica.

Se planted en la clase la siguiente pregunta ;Cuando un punto de demanda
sera el punto solucién? Para contestar a esta pregunta dimos el siguiente teore-
ma, sean:

wi(a—a)
S = i ——
“ ZE di(Py)

=

Z wi(b—b)
=% 4P

u = (87 + 4%

Teorema: El punto A, es el punto solucion si y solo si u, < W.

A partir de este problema, ellos mismos plantearon una serie de problemas, ta-
les como: En qué pueblo de la zona es aconsejable la ubicacién de un centro
escolar o de un pequefio hospital, para atender la demanda de primer auxilio. Ello
les obligo a pedir informacion en los Ayuntamientos, sobre el nimero de habitan-
tes y distancias existentes entre los pueblos colindantes, formando equipos que
se encargaron de los trabajos pertinentes.
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