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Abstract

The linear sum assignment problem is one of the most interesting pro-
blems in linear programming and in combinatorial optimization. It consists
of finding a minimum weight perfect matching in a weighted bipartite graph.

It is a problem that has interested many people throughout history, be-
cause it has many applications,from the allocation of resources in military
operations in the Second World War, to the configuration of satellite com-
munication and other communication technologies. Other applications that

will be considered specifically in this study are the following:

» The traveling salesperson (or, salesman) problem (TSP) is a well-
known and important combinatorial optimization problem. The goal is
to find the shortest tour that visits each city in a given list exactly once
and then returns to the starting city. As it will be shown, the solution
of the assignment problem determines a lower bound of the optimal
objective of the TSP and it can be used as the starting solution of a

cutting algorithm for the TSP.

s Matrix visualization: Permutation of the rows and columns of matrices

to analyze multivariate data with medium to low sample size. The



idea is to make a data matrix more understandable by simultaneously
rearranging rows (variables) and columns (cases) + grouping. This
process is related to the TSP and hence, the solution of the assignment
problem could be considered as an initial rearrangement that, possibly,
should be improved in order to have an optimal representation of the

matrix.

The Hungarian algorithm is the most relevant procedure that have been
devised in order to solve the linear assignment problem. The genesis of this
method was reported by the author H. W. Kuhn. In 1953, while reading
the classical graph theory book by Konig, he encountered an efficient al-
gorithm for determining the maximum cardinality of a bipartite graph. In
this essay we will describe this method, study its complexity and show the
main properties that make it one of the most useful algorithm in Operations

Research.



Indice general

1. Introduccién

2. El problema de asignacién

2.1. Modelo matematico . . . . . . . . ... ...

2.2. Elproblemadual . .. .. ... .................

3. Historia y desarrollo

3.1. Teorema de Kénig . . . . . . .. ... ... ... .. ...,

3.2. Teorema de Egervary . . . . . .. .. ... ... ...

3.3. La comunicacién por satélite y el problema de asignacién

4. El método Hungaro

4.1. Algoritmos del método Hingaro . . . . . ... ... ... ..

4.1.1.
4.1.2.
4.1.3.
4.1.4.

Algoritmo de preprocesamiento . . . . . . . .. .. ..
Algoritmo de caminos alternantes . . . . . . . ... ..
Algoritmo Hingaro . . . . . . .. ... ... ... ...

Método hingaro con marcas . . . . . . . . .. .. ..

4.2. Complejidad del método Hungaro . . . . . . ... ... .. ..

12

14
16
17
19



5. Aplicacién al problema del circuito del viajante 39

5.1. Modelo matematico . . . .. ... ... ... ... 40
5.2. Resolucién del TSP . . . . .. .. ... ... .. ... ... 43
5.2.1. Implementacion CPLEX del método de cortes . . . . . 44
5.3. Otras aplicaciones . . . . . . .. .. ... .. ... .. 50
5.3.1. Visualizacion dedatos . . . . . . . ... ... ... .. 50
5.3.2. Problema de placa de circuitos impresos PCB . . . . . 53



Capitulo 1

Introduccion

El problema de Asignacién es uno de los problemas més importantes de la
Programacién Lineal. Prueba de ello es que en Google, al buscar "Assignment
Problem’ aparecen alrededor de 2.390.000 resultados. Es un problema que ha
interesado a diferentes colectivos por todas las aplicaciones que tiene, desde
asignar los escasos recursos en operaciones militares hasta la comunicacion
por satélite. En su forma mas general, el problema es como sigue:

Hay un ntmero de trabajadores y tareas. Cualquier trabajador puede
ser asignado para desarrollar cualquier tarea, produciéndose algin coste que
puede variar dependiendo del trabajador y la tarea asignados. El problema
consiste en asignar un trabajador a cada tarea de modo que la suma de los
costes sea minimizada.

Se planteara el problema con una matriz de costes C' = ¢;; y se buscara la
asignacién de cada fila (trabajadores) a cada una de las columnas (tareas).

Como se verda mas adelante, el problema posee propiedades interesantes

desde el punto de vista de la Programaciéon Matemaética. Es especialmente



importante la propiedad de unimodularidad que permitira emplear toda la
potencia de los resultados existentes en Programacién Lineal. En el capitulo
2 indagaremos algo més en la estructura matematica del problema.

El capitulo 3 recoge algunos detalles histdricos de la evolucién en la
metodologia de resolucion.

El capitulo 4 estd dedicado a analizar en profundidad el método utili-
zado para resolver el problema de Asignacién, el Método Hungaro. Ademas
veremos que se pueden especializar los algoritmos existentes en este drea con
la idea de hacerlos mas eficientes.

En el capitulo 5 vemos como el problema de asignacién esta muy relacio-
nado con el problema del circuito del viajante y se propone para resolverlo
un algoritmo de planos de corte que parte de la solucién proporcionada por
el método de asignacion. Ademads, vemos que ambos tienen gran cantidad de
aplicaciones (algunas de las cuales veremos en este trabajo) como por ejem-
plo: La comunicacién por satélite, la visualizacién de datos o la impresién

de las placas de los circuitos.



Capitulo 2

El problema de asignacion

El problema de asignacién (PA) es uno de los problemas més interesantes
de la Programacién lineal. En su formato mas bésico, el problema consiste
en asignar a cada trabajador una tarea, sabiendo que hay el mismo nimero
de tareas que de trabajadores, n.

Los datos necesarios para plantear un problema de asignacién seran:

Una matriz de costes de tamaino n x n, C' = ¢;; y se pretende asignar a
cada fila una columna, de forma que dos filas diferentes no tengan asignada
la misma columna (a dos trabajadores diferentes no se les puede asignar
la misma tarea) y que la suma de las correspondientes entradas de la ma-
triz se minimice. Este enfoque tiene el inconveniente de que para prohibir
determinadas asignaciones es necesario considerar que los coeficientes c;;
correspondientes son valores suficientemente grandes como para que en la
practica se impida realizarlas.

También se puede plantear el problema usando un grafo, en este caso no

serd necesario usar costes grandes para prohibir determinadas asignaciones.



En este caso se usa un grafo bipartito G = (U, V; E) de forma que U tiene
tantos vértices como filas tiene la matriz de costes C, es decir, tantos nodos
como trabajadores, V tiene tantos vértices como columnas tiene C' (tantos
vértices como tareas) y E es el conjunto de aristas que van de U a V con
un peso ¢;;. El problema consiste entonces en encontrar un subconjunto de
aristas de forma que cada vértice pertenece exactamente a una arista y la
suma, de los costes o pesos de estas aristas es minima.

En la practica se trabajara tanto con el grafo como con la matriz de cos-
tes, pretendiendo dar una visién mas completa del problema de Asignacion.

Para resolver el problema de Asignacién supondremos, sin pérdida de
generalidad, que los costes c;; son no negativos, ya que la mayoria de al-
goritmos de preprocesamiento, de los cuales se hablara mas adelante en
profundidad, producen una matriz de costes reducidos no negativa. Si no
lo fueran bastaria hacer un sencillo cambio que consiste en restar a cada
coeficiente el minimo de los coeficientes de la matriz de coste y el problema

resultante seria equivalente.

2.1. Modelo matematico

Por simplicidad, en esta secciéon vamos a dar la formulacién matematica
del problema de asignacién asumiendo la existencia de una matriz de costes

n X n. La formulaciéon basada en un grafo bipartito es similar.



Sea X = x;; una matriz binaria definida de la forma:

1 si la fila ¢ estd asignada a la columna j
T =
0 en otro caso

Formulamos el problema de asignacién como:

n o n
mmZZczjxlj (2.1)

i=1 j=1

sujeto a:
n
Y wy=1(i=12..n)
j=1

n
Z.Iij =1 (] = 1,27...,n)
i=1

Tij € {0, 1} (l,j = 1,2,...,n).

La matriz de las restricciones es una matriz (2n x n?). En la formulacién
sobre un grafo bipartito esta matriz coincidira con la de incidencia vértice-
arco del grafo. Describamos la matriz mas exhaustivamente: tiene una fila ¢
por cada vértice ¢ € U, una fila n + j por cada vértice j € V' y una columna
por cada arista [i, j]. Las entradas de esta matriz son 1 y 0. Ademds, esta

matriz cumple la propiedad de ser totalmente unimodular.
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Si no fueran posibles todas las asignaciones, se eliminarian las columnas
correspondientes en la matriz anterior.
A continuacién daremos un resultado que serd til para comprobar que

efectivamente la matriz de restricciones es totalmente unimodular.

Definicion 1. Una matriz entera se dice totalmente unimodular si el

determinante de cada submatriz cuadrada es 0, 1 ¢ -1.

Condicion suficiente: [1] Una matriz entera A con a;; = 0,%1 es
totalmente unimodular st hay a lo mds 2 elementos no nulos en cada columna

y las filas de la matriz pueden dividirse en 2 subconjuntos I, J de forma que:

1. Si una columna tiene 2 elementos con el mismo signo, sus filas estdn

en diferentes subconjuntos.

2. Si una columna tiene 2 elementos de diferente signo, sus filas estin

en el mismo subconjunto.

11



De esta forma, tomando como subconjunto I = 1,...,n las primeras n
filas, y J = n+1,...,2n vemos que nuestra matriz cumple la condicién sufi-
ciente. Esta eleccion de las filas de la matriz es vélida, tanto si son posibles
todas las asignaciones, como si no.

Esta propiedad es de gran utilidad, ya que un problema de Programa-
cién Lineal Entera con matriz totalmente unimodular nos garantiza que su

solucién éptima es entera. [1]

2.2. El problema dual

Podemos escribir el problema dual de (2.1) dado que la propiedad de
unimodularidad permite reemplazar la restriccién de que las variables son

binarias por la restriccién de que sean no negativas.

n n
max E U; + E v
i=1 j=1

sujeto a :

ui +v; < ¢ (4,5 = 1,2,....n).

Donde u; y v; son las variables duales asociadas a las restricciones del
problema primal de asignacién.

El teorema de holgura complementaria dice que un par de solu-
ciones respectivamente factible para el primal y el dual, es éptimo si y solo

si
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Llamaremos costes reducidos a ¢;; = ¢;j — u; — v; .

El teorema de holgura complementaria nos permite encontrar la solucion
optima del problema dual cuando se conoce la solucién 6ptima del primal
y viceversa. Ademds, el teorema de dualidad fuerte asegura que, si existe
solucion éptima, los valores objetivo del problema primal y dual coinciden.

Para cada solucion factible primal x, se tiene:

n n

n n n n n n
> D ey —ui — vy = Y i — Y uiy T - Y vy i
=1

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 =1

Pero atendiendo a las restricciones del problema primal

n n
le] = 1 (Z = 1,2,...’77;) 5 Z[L‘Z] = 1 (] s 1’27“"77,)
i=1 j=1

Por lo que finalmente la funcién objetivo transformada queda :

n n n n
ZZcijxij — Zuz — ZUJ'
i=1j=1 i=1 j=1
Esto es, la diferencia de la funciéon objetivo del primal con la funcion
objetivo del problema dual. Por esta razén, iremos buscando hacer ceros,
cuando son evaluadas en dos soluciones optimas en sus respectivos proble-
mas, en la expresion (c;; —u; —v;)x;j, es decir, si x;; es 1, entonces ¢;; —u; —v;
debe ser 0 y viceversa, de forma que se tenga (c¢;j — u; — v;)zi; = 0 ya que
de esta manera se obtiene una solucién primal y una solucién dual con el

mismo valor objetivo, por lo que ambas son soluciones éptimas.
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Capitulo 3

Historia y desarrollo

En esta seccién veremos el desarrollo del método utilizado para resolver
el PA [6].

A pesar de la simplicidad de la formulacién del PA, en los tdltimos 50
anos este problema atrajo a cientos de investigadores, acompaniando y a
veces anticipando el desarrollo de la optimizaciéon combinatoria.

Los origenes del problema de asignacién datan del siglo XVIII, cuando
Monge (1781) formul6 el problema de transporte de la masa continua como
un enorme problema de asignacién que minimiza el coste de transportar
todas las moléculas. La estructura combinatoria del problema fue investigada
al principio del siglo XX (Miller, Kénig, Frobenius) mientras que el primer
algoritmo de enumeracién implicita (en tiempo exponencial) fue propuesto
en los anos 40 por Easterfield (1946).

El problema fue formulado en un contexto moderno en los anos 50, cu-
riosamente no por un matematico, si no por un psicélogo. Thorndike (1950),

presidente de la divisién de evaluacién y medicién de la asociacién america-

14



na de psicologia, definié el problema de asignacion de la misma forma que
un profesor hoy en dia se lo explica a sus alumnos. ”Sea un conjunto de N
tareas y N trabajadores, debemos asignar a cada trabajador una tarea de
forma que el beneficio sea méaximo”.

El nombre del problema, sin embargo, no fue inventado por Thorndike,
sino por Votaw y Orden (1952) en un documento titulado: "El problema de
asignaciéon de personal’.

Thorndike explicé que presento el problema a un matematico, quien ob-
servo que hay un ntimero finito de permutaciones en el problema de asignar
trabajadores a vacantes, por lo que desde el punto de vista mateméatico no
habia problema. Solo habia que probarlos todos y elegir el mejor. El ma-
tematico concluy6 ahi su estudio del problema, pero Thorndike observé:

’Cuando consideremos solo 10 vacantes y 10 hombres, hay alrededor de
3,5 millones de permutaciones. Probar todas las posibles permutaciones y
elegir la mejor puede ser una solucién matemética pero no es practica’.

Es divertido que un psicélogo de los anios 50 comprendiera mejor la com-
plejidad de un problema que un matemaético (los mateméticos entenderian
esto 15 anos después con Edmonds (1965)).

El primer algoritmo moderno en tiempo polinomial para el problema
de asignacion, inventado por Harold W. Kuhn hace 50 anos, fue bautizado
como 'El método Hungaro’ para destacar que deriva de resultados anteriores
de Kénig y Egervary obtenidos en los primeros anos del siglo XX.

Analizaremos por tanto los resultados de estos matematicos hungaros

para entender el origen del método Hungaro.
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3.1. Teorema de Konig

A continuacién se dan algunos conceptos con el fin de situarnos antes de

abordar el teorema expuesto por Kénig.

Definicién 2. Sea G = (U, V; E) un grafo bipartito. Un emparejamiento
es un subconjunto M de E de forma que cada vértice de G incide en a lo
sumo una arista de M. Si |U| = |V| = n, un emparejamiento de cardinalidad

n es llamado perfecto.

Definicion 3. Un cubrimiento de un grafo por vértices es un subconjunto

C de UUYV de forma que cada arista de G incide en al menos un vértice de

C.

Teorema 1. (Kdnig 1916): En un grafo bipartito la mdxima cardinalidad
de un emparejamiento es igual a la minima cardinalidad de un cubrimiento

por vértices.

El problema de encontrar un emparejamiento de méxima cardinalidad
puede ser modelado como un problema lineal cuya matriz de restricciones
es la matriz de adyacencia nodo-arco del grafo bipartito.

El lema probado por Farkas (1902), otro matemdtico hingaro, fue un
primer paso en la direccién de encontrar una solucién al problema. El teore-
ma de Egervary extendera el resultado de Kénig al caso en que se consideran
pesos diferentes para cada asignacién, y por tanto desarrolla plenamente el
aspecto dual del problema. El aspecto mas notable de la contribucion de

Koénig es la técnica que usa para la demostracion.
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Para demostrar que hay un emparejamiento M cuya cardinalidad es igual
al minimo cubrimiento por vértices, Kénig dié una prueba constructiva que

puede ser resumida en :

1. Sea cualquier emparejamiento que no sea el maximo (puede ser el
vacio), hay un algoritmo para producir un nuevo emparejamiento que

aumenta en 1 la cardinalidad.

2. Si el algoritmo falla entonces existe un cubrimiento por vértices que

tiene la misma cardinalidad que el emparejamiento utilizado.

A pesar de que fue descrito ligeramente por otro camino, el algoritmo
del punto 1 es precisamente el algoritmo de caminos alternantes, el cual
explicaremos detalladamente en el préximo capitulo. Por otro lado, el punto
2 constituye el resultado de dualidad fuerte que se verifica en programacion

lineal.

3.2. Teorema de Egervary

Nos remontamos a los anos 50, cuando Kuhn leyé el libro de Kénig. En
éste encontro el problema de emparejamiento, un caso especial del proble-
ma de asignaciéon que surge cuando la matriz de costes es binaria, y una
anotacién a pie de pagina que hacia referencia al documento de Egervary
en hingaro. De acuerdo con Kénig, este documento extiende su resultado al
€aso con pesos.

Entonces, Kuhn usé un diccionario de Hungaro y escribié en inglés la

traduccién del documento. El principal resultado probado por Egervary es

17



un teorema en el que demuestra que en el problema de asignacién el pro-
blema dual y el problema primal tienen el mismo valor objetivo. Egervary
no proporcioné un algoritmo explicito para probar esto. Sin embargo descri-
bié un método iterativo, que mas adelante, Kuhn bautizé como el Método
Huingaro en honor a Kénig y Egervary.

Estos dos grandes matematicos hiingaros también compartieron un tragi-
co destino. En 1944, en el periodo de las atrocidades antisemitas, que tu-
vieron lugar después de la ocupacion nazi, Konig se suicidé. En 1958, en
el periodo de la represién comunista que siguié a la revolucién del 1956,
asustado por varias acusaciones, Egervary se suicidé.

Se mencionara brevemente un reciente descubrimiento historico que co-
necta el algoritmo hingaro con un documento péstumo de Jacobi (1890)
escrito en latin.

Jacobi dié la siguiente definicién, en la cual el problema de asignacién es

2 nuimeros en una tabla cuadrada de forma

facilmente reconocible: ’Sean n
que hay n series horizontales y n series verticales, cada una teniendo n
numeros. Con estos nimeros queremos seleccionar n transversales, es decir,
todos en diferentes series verticales y horizontales, de forma que determinen
la méxima suma de los n nimeros seleccionados’.

Jacobi no solo defini6 el PA, también di6 un algoritmo para resolverlo
en tiempo polinomial. Ollivier y Sadik (2007) han observado que es esencial-

mente idéntico al Método Hungaro, anticipandose en varias décadas a los

resultados que hemos visto en las secciones anteriores.
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3.3. La comunicacion por satélite y el problema de
asignacion

El problema de asignaciéon sigue muy presente en nuestros dias en el
contexto de las tecnologias de la informacion y las comunicaciones.

En sistemas de telecomunicaciones basados en satélites, un satélite es
usado para transmitir informacién entre n estaciones terrestres diferentes.
El problema de asignacion de intervalos de tiempo consiste princi-
palmente en transmitir la informacién deseada en el minimo tiempo total
posible. Veamos cémo se puede plantear este problema como un problema
de asignacion.

A bordo de cada satélite hay n transpondedores, y las interconexiones en-
tre las estaciones de envio y recepcion se obtienen a través de un interruptor
nxn. Un conjunto especifico de n interconexiones es llamado permutado, y
puede ser representado por una matriz binaria de permutaciones P = (p;;),
es decir, una matriz n X n con exactamente una entrada en cada fila y co-
lumna, que contendra un 1 en la posicién (i, 7) si se envia informacién desde
la estacién ¢ a la estacién j y un 0 en otro caso. Su labor es expresar en que
estaciones hay flujo de informacién.

Se define también la matriz de trafico, una matriz n X n no negativa T
que especifica para cada (i, j) la cantidad total de tiempo t;; necesario para
transmitir la informacién requerida de la estacion i a la estacion j.

El problema consiste entonces en encontrar una secuencia de permuta-
ciones y los correspondientes tiempos de transmisiéon de forma que toda la

informacién sea transmitida en el minimo tiempo total posible.
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Capitulo 4

El método Hungaro

4.1. Algoritmos del método Hungaro

El algoritmo que usaremos para resolver el Problema de Asignacién, el
método Hungaro, es un algoritmo primal-dual. Comienza con una solucién
dual factible y una solucién primal infactible (parcial), ambas soluciones
verificando las condiciones de holguras complementarias, donde menos de
n filas son asignadas. Para obtener dichas soluciones, se comenzard des-
cribiendo el algoritmo de preprocesamiento, una fase inicial en la que
se obtiene la matriz de costes reducidos y se determinard una asignacion

parcial.

4.1.1. Algoritmo de preprocesamiento

Para este algoritmo denotaremos:

20



. 7 si la columna j estd asignada a la fila 4
row(j) =
0 si la columna j no estd asignada

Del mismo modo,

(0 j si la fila i estd asignada a la columna j
plt) =
0 si la fila ¢ no estéd asignada

ALGORITMO 1 : Fase de preprocesamiento
Solucion dual factible y solucion primal parcial.
for i:=1 to n for j:=1 to n do x;; := 0;
comentario: reduccién de fila y columna;
for i:=1 to n do v; := min{¢;;} : j = 1,2,...,n;
for j:=1ton dov; := min{c;; —u;}:i=1,2,...,m;
comentario: encontrar una solucién factible parcial;
for j := 1 to n do row(j) := 0;
for i := 1 tondo
for j :=1tondo
if (row(j) = 0 and ¢;; — u; — v; = 0) then
zij = 1, row(j) == ¢;
break
endif
endfor
endfor
En el algoritmo anterior, u; y v; satisfacen las restricciones duales. Ademas,

los valores x;; obtenidos satisfacen las condiciones de holgura complemen-
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taria.

Se denotard GO al grafo bipartito que solo contiene los vértices y aristas
con coste reducido 0.

Con este algoritmo obtenemos la matriz de costes reducidos y una asig-
nacién parcial en el grafo G°. En todos los algoritmos trabajaremos con este
grafo.

Desde el punto de vista matricial, en la matriz de costes reducidos lla-
maremos ceros encuadrados, a los ceros de la matriz que corresponden a
las aristas que son asignadas.

La asignacién parcial se lleva a cabo de la siguiente forma: Se recorre la
matriz de costes reducidos de izquierda a derecha y de arriba a abajo. Si
encuentra un cero no tachado, lo encuadra. Una vez encuadra un cero, tacha
todos los ceros que estén en la fila y columna de ese cero.

También se podria dar un algoritmo alternativo, que hiciera primero la re-
duccién de las columnas, obteniendo en general una matriz de costes redu-
cidos diferente.

Tlustraremos la explicacién del algoritmo con un ejemplo. A medida que
avanzamos en el texto seguiremos con este mismo ejemplo para facilitar la
comprensioén de los algoritmos.

Ejemplo Sea C = ¢;; la matriz siguiente

79 8 9
2 8 5 7
1 6 6 9
3 6 2 2

22



Le aplicamos el algoritmo de preprocesamiento. Buscamos el mini-

mo en cada fila y obtenemos:

Ui:<7 21 2)

Por lo que obtenemos la matriz:

02 1 2
06 3 5
0 5 5 8
1 400

A continuacién denotamos los valores v; = < 02 0 0 ) quedando

finalmente la matriz C' de costes reducidos:

001 2
04 3 5
0 3 5 8
1 200

Siguiendo el algoritmo, debemos obtener una asignacién parcial que es

la siguiente:

0] o 1 2
0 4 3 5
0 3 5 8
1 2 (0] 0

Conloqueseobtiene:row:(1 0 4 0>y<,0=<1 0 0 3>
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Vemos que han sido asignadas menos de n (en nuestro ejemplo n = 4 ) filas.

4.1.2. Algoritmo de caminos alternantes

Una vez obtenida la solucién parcial dada por el algoritmo de prepro-
cesamiento, el algoritmo Hungaro resuelve en cada iteracion un problema
primal restringido, operando en el grafo parcial G°. El objetivo es conseguir
aumentar la cardinalidad de la asignacién actual.

El algoritmo hiingaro incluye un algoritmo auxiliar llamado Algoritmo

de caminos_alternantes que explicaremos detalladamente.

El objetivo de éste es, una vez se tiene la asignacién parcial, dar la mejor
manera de asignar aristas o encuadrar ceros en la matriz de costes reducidos
para que haya el maximo nimero de ceros posible.

De esta forma, y con el fin de exponer el algoritmo de Caminos_Alternantes,

daremos las siguientes definiciones:

Definicion 4. Se dird que un eje o arista de i a j estd asignado si pertenece

al grafo G° y hemos encuadrado en la matriz de costes reducidos el elemento
Cij-

Definicion 5. Llamaremos camino alternante a un camino no orienta-
do en el que la secuencia de aristas que lo forman estdn asignadas y no

asignadas de forma alterna.

El algoritmo de Caminos_Alternantes busca una posible trayectoria

de aumento a partir de un vértice k£ no asignado. Encuentra un camino
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alternante que empieza en k y con un numero impar de aristas, de forma
que todas las aristas en posiciéon impar del camino no estan asignadas y
las que se encuentran en posicién par si lo estan. Intercambiando las aristas
asignadas y las no asignadas se consigue aumentar el niimero de asignaciones
en 1 manteniendo la condicién de holgura complementaria.

En cualquier iteracion un vértice es etiquetado si pertenece a un posible
camino desde k. Se dird que un vértice es escaneado si es utilizado para el
camino alternante construido.

Llamaremos LV a los vértices etiquetados de V, SU a los vértices de U

escaneados y SV a los vértices pertenecientes a V' escaneados.

ALGORITMO 2 : Caminos_Alternantes(k)
Encontrar un camino alternante desde un vértice no asignado k € U
SU:= LV:= SV:= ();
fail:=false, sink:=0, i := k;
while (fail = false and sink = 0) do
SU :=SU U {i} ;
for each j € V\ LV : ¢;; —u; —v; = 0 do pred; :=1i, LV := LV U {j} ;
if LV \ SV = 0 then fail := true
else
let j be any vertex in LV \ SV ;
SV:=SVuU{j};
if row(j) = 0 then sink := j else i:= row(j)
endi f

endwhile

25



return sink

Cada iteracion consiste en dos fases:

En el grafo G°, se parte de un vértice no asignado k € U, lo etiquetamos
y lo escaneamos. A continuacion se etiquetan todos los vértices j € V no
escaneados (no hemos pasado atn por ellos).

En la segunda fase, un vértice no escaneado de V es seleccionado para
continuar el camino, por tanto es escaneado. El vértice row(j) € U entonces
se convierte en el candidato para la siguiente iteracién.

En cada iteracién se anade un vértice j € LV\SV al conjunto de vérti-
ces SV, y consideramos un vértice diferente, i = row(j). El proceso puede

terminar en esta fase de dos maneras diferentes:

1. Si el vértice j € V que seleccionamos no estd asignado, se habra obte-

nido una trayectoria de aumento de k a j

2. Si V no contiene vértices etiquetados y no escaneados, es decir, si todos
los vértices posibles para aumentar el camino ya han sido utilizados

en el recorrido, entonces no podremos seguir aumentando el camino.

Ejemplo : Continuamos con el ejemplo anterior. Con los ceros de la
matriz de costes reducidos C se determinan las aristas en el grafo bipartito
GP. Veamos como se encuentra el grafo con la asignacién parcial dada por

el algoritmo de preprocesamiento:
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donde las aristas que se han resaltado con un trazo mas grueso muestran
la asignacién parcial actual.
Llamamos a Caminos_Alternantes(2) ya que 2 es un vértice no asig-

nado:
= SU =LV =85V =g, fail = false, sink = 0;
w (=2:5U ={2},pred; =2,LV = {1},row(l) =1;5=1: SV = {1}

w i =1:5U={2,1},preds = 1,LV ={1,2};5 =2: SV ={1,2}, sink =
2.

Hemos acabado y se ha encontrado una trayectoria de aumento que asig-
na el vértice 2. El grafo resultante después de llamar a Caminos_Alternantes(2)

es el siguiente:
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Y en la matriz de costes reducidos se obtienen los siguientes ceros en-

cuadrados:

w
t
oo

1 2 [o] o

También debemos llamar a Caminos_Alternantes(3), pero en este ca-
SO no conseguird una trayectoria de aumento ya que no hay ninguna arista

a € SV \ LV. Por tanto, el proceso termina sin asignar 3.
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4.1.3. Algoritmo Hiingaro

Una vez descritos el algoritmo inicial y el auxiliar, se procede a detallar
el algoritmo principal del método Hungaro.

En el algoritmo Hungaro la asignacién en cada etapa se almacena en
las matrices row y . Las matrices u, v, row y ¢ se inicializan mediante el
algoritmo de preprocesamiento que explicamos anteriormente.
Denotaremos por U° C U el conjunto de vértices de U que estén asignados.

ALGORITMO 3 : Huangaro

Inicializar u, v, row, ¢ y U° ;

while |U°| < n do

Sea k cualquier vértice en U \ U? ;

while k ¢ U° do

sink := Caminos alternantes (k);

if sink > 0 then [comentario: aumentar la solucién primal]
U% .= U° U {k}, := sink ;

repeat

i = pred;, row(j) =1, h:= (i), (i) :=7,j:=h
until i = &

else[comentario: actualizar la solucién dual]

0 :=min{c;; —u; —vj} i€ SU, j e VALV ;

for each i € SU do u; := u; + 6

for each j € LV do vj := v; + ¢

endif
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endwhile
endwhile

Analicemos en profundidad el algoritmo:

Comienza seleccionando un vértice k de U que no estd asignado. Lla-
ma a Caminos_Alternantes(k) para intentar obtener una trayectoria de
aumento. Se hace esto con todos los vértices no asignados. Si consigue
llegar a una asignacién de todos los vértices, habremos acabado, puesto
que tendremos una asignacién 6ptima (por la descripcién del algoritmo de
Caminos_Alternantes, que busca la manera 6ptima de encuadrar ceros en
la matriz de costes reducidos, es decir, la manera 6ptima de asignar vérti-
ces de U con vértices de V). Si no es éste el caso, después de llamar a
Caminos_Alternantes de todos los vértices no asignados, describimos los
conjuntos SU, LV y SV de dichos vértices. Una vez hecho esto, determi-
namos en la matriz de costes reducidos las submatrices LV, que seran las
columnas de la matriz que se correspondan con los vértices v € LV, y SU
que es el conjunto de filas de la matriz que se corresponden con los vértices
u ¢ SU.

Veamos una proposicién que nos demuestra que, si consideramos la matriz de
costes reducidos, las filas que no pertenecen a SU o las columnas contenidas

en LV contienen a todos los ceros de la matriz.

Proposicion 1. Al aplicar el método Hingaro, si se procede a adaptar la

solucion dual, todos los costes reducidos nulos ¢;; = c¢;j —u;—v; = 0 verifican

i¢ SU 0jeLV

Demostracidn : Por reduccién al absurdo, supongamos que ¢;; =0y j ¢ LV.

30



Debemos demostrar que i ¢ SU:

Si ¢ € SU pueden ocurrir dos casos:

1. O bien i = k siendo k € U\U" con el cual se llama al procedimiento

Caminos_Alternantes(k)

2. O bien i = row(l)|l € SV

(1)Sii=kcomoc;=0=jecLV (=)

(2)Sii=row(l) |l € SV =¢; =0y ¢(i) =1, como ¢; = 0, j se anadirfa
a LV en la siguiente iteracién del procedimiento Caminos_Alternantes(k).(—<—

)

Luego queda demostrado que en el conjunto de filas y columnas SUULV
se encuentran todos los ceros de la matriz de costes reducidos, tanto los
encuadrados como los que no lo estan. Por tanto, en la submatriz comple-
mentaria, estos es, SUN LV, todos los términos son estrictamente positivos.
Esto garantiza que el método Hungaro cambia de solucién dual al llegar
al paso de actualizacién, lo cual es muy importante pues de lo contrario el
algoritmo quedaria estancado en las soluciones actuales.

El Algoritmo Hungaro modifica la solucién dual realizando la siguiente

transformacién:

1. En LV N.SU sumamos § por pertenecer a LV y restamos § por perte-

necer a SU, por lo que no se produce cambio: ¢;; = ¢;; —  + 0.

2. En LV N SU sumamos a los nuevos costes reducidos, § por pertenecer

a LV, pero no restamos porque no pertenecen a SU: ¢;; = ¢;; + 0.
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3. En LV NSU restamos § por pertenecer a SU, y al ser el minimo todos
los valores resultantes son > 0. Ademds, aseguramos que se modifica
la solucién dual, ya que al menos uno de los nuevos costes reducidos

Cij coni € SU A j € LV serd cero: ¢;; = ¢;; — 0.

4. En SU N LV, de nuevo, no se producen cambios, ya que ni sumamos
ni restamos ¢ al no encontrarnos en ninguno de los conjuntos que

producen la variacién: ¢;; = ¢;;

Ejemplo: Continuamos con el ejemplo, partiendo del grafo obtenido
después de aplicar Caminos_alternantes(k) para todos los k no asignados.

Como el vértice 3 es el tinico que no esta asignado, obtenemos los con-

juntos: SU = {2,3},LV = {1} y las matrices: row = < 21 4 0 > ,

(a09)

A continuaciéon determinamos en la matriz C' los conjuntos hallados an-

teriormente:

Vv LV LV LV

SU 0/0 1 2
SU F435
SU 0/3 5 8
SU Tzoo

A los elementos pertenecientes a SUNLV les restamos 4, y a los elementos
pertenecientes a LV N SU les sumamos d, con lo que nos queda la matriz de

nuevos costes reducidos:
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3 01 2
01 0 2
00 25
4 2 00

Determinamos una nueva asignacién parcial, ya que el algoritmo Hinga-

ro nos asegura que hay al menos un nuevo 0:

3 [0] 1 2
0] 1 0 2
0 0 2 5
4 2 [o] o

Con esta asignacion, el grafo que se obtiene es el siguiente:

€ © ©

I
Y
@
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Como el vértice 3 no esta asignado, llamamos a Caminos_Alternantes(3):

SU = {3}, LV ={1,2}, SV = {1}, row(l) =2

SU ={2,3}, LV = {1,2,3}, SV = {1}

SU = {2,3}, LV = {1,2,3}, SV = {1,3}, row(3) = 4

SU = {2,3,4}, LV = {1,2,3,4}, SV = {1,3}

SU ={2,3,4}, LV = {1,2,3,4}, SV = {1,3,4}.

Hemos descrito el proceso del algoritmo que encuentra una trayectoria de
aumento, pero realmente Caminos_Alternantes busca todos los posibles
caminos. Faltaria ver a donde llegamos si en la primera iteracién escaneamos
el vértice 2 en vez de 1. Pero es facil ver que por este camino no encontramos
una trayectoria de aumento, ya que nos quedamos sin vértices v € LV\SV.

Se ha encontrado una trayectoria de aumento, por lo que nuestro grafo

queda:
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3 [0] 1 2
0 1 [o] 2
0] o 2 5
4 2 0 |0

Se ha encontrado una manera de encuadrar n ceros que es la 6ptima, por
la construccion de los algoritmos. Se ha resuelto el problema de asignacién
para este ejemplo.

4.1.4. Meétodo hiingaro con marcas

En el caso de problemas muy pequenos, el método Hingaro con marcas

es un recurso didactico que nos muestra como resolver el problema sin ayuda
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de un ordenador, ’a mano’.

Dada la matriz de costes reducidos, se parte de una asignacién parcial
del problema, en la que se han encuadrado los ceros que corresponden a
las asignaciones y se han tachado los ceros que estdn en filas o columnas
correspondientes a un cero encuadrado.

El procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Marcar las filas sin cero encuadrado.

2. Marcar las columnas con cero tachado en fila marcada.

3. Marcar las filas con cero encuadrado en columna marcada y proceder

con los pasos 2 y 3 hasta que no se produzcan nuevas marcas.

4. Tomar filas no marcadas y columnas marcadas.

5. Tomar el minimo de los elementos que no estdn en el conjunto selec-

cionado en el paso anterior, sea §.

6. Restar § a los elementos que no estan en las lineas seleccionadas en 4,
y sumar J a los que estan en el cruce de filas y columnas seleccionadas

en 4.

Con este procedimiento de marcas, los indices de filas marcadas corres-
ponden con el conjunto SU descrito en el algoritmo Hungaro. Las columnas
marcadas coinciden con el conjunto de indices LV'.

Ejemplo:

Continuamos con el mismo ejemplo, pero en lugar de detallar los conjun-

tos SU y LV mediante el algoritmo Hungaro, lo haremos con el sistema de
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marcas. Partimos de la asignacién parcial, después de aplicar el algoritmo

de caminos alternantes:

w o~ [
ot W =
co ot

—_
[\

El
o

Vemos que el resultado es el mismo, obtenemos la misma matriz que
aplicando el algoritmo Hungaro.
Por 1ltimo, en la siguiente seccion se analizara la complejidad del método

Hungaro.

4.2. Complejidad del método Hungaro

El algoritmo de preprocesamiento que utilizamos para hallar los cos-
tes reducidos y una asignacién parcial requiere O(n?). Cada ejecucién de
Caminos_Alternantes(k) encuentra una trayectoria de aumento en un tiem-

po O(n?). Ademsds, en el algoritmo Hiingaro, el bucle exterior es ejecutado
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en un tiempo O(n) y el bucle interior, donde se encuentran la actualizacién
de la solucién dual y Caminos_Alternantes(k), también tiene complejidad
O(n). El valor de § es también computado en tiempo O(n?).

En total, el tiempo de complejidad del algoritmo hiingaro es sobre O(n*).
Hay una variante del algoritmo hingaro que consigue rebajar el tiempo de

complejidad del algoritmo a O(n?) [3].
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Capitulo 5

Aplicacién al problema del

circuito del viajante

El Problema del circuito del viajante (TSP por sus siglas en inglés),
responde a la siguiente pregunta: Dada una lista de ciudades y las distancias
entre cada par de ellas, jcudl es la ruta més corta posible que visita cada
ciudad exactamente una vez y regresa a la ciudad origen?

Se abordara el problema como un grafo con tantos vértices como ciu-
dades, y aristas que conectan los vértices, siendo estas los caminos de una
ciudad a otra. Ademds, las aristas tendrdn un peso o coste ¢;; que corres-
ponde con el coste de viajar de la ciudad ¢ a la ciudad j.

En esta seccion se formulard el TSP como un problema de Progamacién
Lineal Entera y se estudiard la relacién que existe con el PA. Para ello
supondremos en un primer caso que de cada ciudad hay caminos posibles a

todas las demas ciudades. Si no fuera asi, bastaria con prohibir en la matriz
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de costes ese camino, como vimos en el caso del problema de asignacion.

5.1. Modelo matematico

Se definen las variables :

1 si en el circuito se va directamente desde la ciudad 7 a la ciudad j
a:ij =
0 en otro caso
Sean wu; variables artificiales con i = 1,...,n, y sea ¢;; el coste de ir de
la ciudad 7 a la ciudad j.
Supondremos que la ciudad 1 es desde donde se comienza el circuito y

donde se finaliza.

Se formula el T'SP como [7]:

n n
man E E Cz’jxij

i=1 j=1itj

sujeto a:

Tij € {0, 1} Vi,j=1,...n

1<u; <n—-1, coni=2,...,n
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ui—uj+(n—1)x;;<n—-2 con2<i#j<n

El primer conjunto de igualdades asegura que de cada ciudad i € {1,...,n}
se va a exactamente una ciudad, y el segundo conjunto de igualdades asegu-
ra que a cada ciudad se llega una sola vez. La iltima restriccién obliga a que
un solo circuito cubra todas las ciudades y no dos o mas circuitos disjuntos

cubran conjuntamente todas las ciudades.

Proposicion 2. La formulacion anterior modela el problema del circuito

del viajante.

Demostracion: Por doble inclusién:

= Vamos a coger una solucién factible (que cumple la formulacién) y
demostraremos que es solucién del TSP. Para ello basta ver que si tuviese
un subcircuito, tendria que pasar por el nodo 1.

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un subcircuito i1, 79, ..., i,
con 1 ¢ {iy,i9,...,7,} Escribamos la tdltima restriccién para cada arista de

ese subcircuito:

Tiig = 1— Uiy — Uiy + (TL — 1).7}1'11'2 <n-—2

Tigig = 1— Uiy — Uiy + (TL — 1).7}1'21'3 <n-—2

Tip_yip = 1 = Uiy — Ui + (0 — D)xi 5, < —2

Tiiy = 1 — w;, —uiy + (n — 1)$iri1 <n-—2
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Sumando todas las restricciones, vemos que los términos en u; se cancelan

y todos los z;(;11) son 1, quedando:

-1 <r(n-2) ()

Por tanto, hemos demostrado que 1 € {iy,i2,...,i,}. Ademds se tiene,
por la primera restriccion del problema, que solo hay un circuito que pasa
por el nodo 1, luego queda demostrado que no hay subcircuitos. Si es una
solucién factible, es solucién del TSP.

~—

Veamos la otra implicacién. Suponemos que existe un circuito , veamos
que cumple nuestra formulacién. En particular, debemos ver que cumple la

ultima restriccién de desigualdad. Tenemos dos casos posibles:

» Si la variable z;; = 0: u; < n — 1 siempre se tiene. Ademds, cada
u; > 1, o, equivalentemente —u; < —1. Por tanto, u; —u; <n—1-1,

es decir, u; —uj < n — 2. Luego se cumple la restriccién.

= Si la variable z;; = 1 Se tiene que nos movemos de ¢ a j,tomemos u;
igual a la posicién que ocupa la ciudad ¢ dentro del orden en el que se
visitan las ciudades en el circuito, u; =t = u; =t + 1 para cualquier
t €1,..,n— 2. Por tanto u; — u; = —1 y en consecuencia se tiene:

ui—uj+(n—1)<n-—2.

Luego hemos probado que, dado un circuito, cumple nuestra formulacién.
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5.2. Resolucion del TSP

A continuacién se describe un algoritmo para, a partir del problema de

asignacién expuesto en capitulos anteriores, resolver el TSP.

= Se formula el problema del circuito del viajante como un problema de

asignacion y se intenta resolver con el método Hungaro.

1. Si da una solucién sin subcircuitos, hemos acabado. Se ha resuelto

el TSP como un problema de Asignacién.

2. En otro caso, se obtienen al menos dos subcircuitos. Se pretende
romper uno de ellos, y éste serd el que no contiene al vértice 1.
Se anaden cortes que prohiben ese subcircuito, y se resuelve el

problema de Programacién Lineal Entera resultante.

= Este proceso termina, ya que en cada iteracién se tiene una region

factible méas pequena, siendo el ntimero de soluciones factibles finito.

Observacion: El problema que se resuelve después de cada iteracién es
un problema de programacion entera.
Observacion: Analicemos dos posibilidades de hacer los cortes que

prohiben los subcircuitos:

1. Introducir una restriccion del tipo u; —uj+(n— l)xij < n—2 por cada
arco del subcircuito que se quiere romper, y las variables 1 < u; <n—1

correspondientes.

2. Dado el subcircuito 41,19, ...,4,, anadir una unica restricciéon: zio +

T3+ o+ Ty ST — L
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5.2.1. Implementacion CPLEX del método de cortes

En esta seccidon describimos una implementacién en IBM ILOG CPLEX
Optimization Studio project, Version: 12.5.1.0 del método anterior de cortes.

A modo de ejemplo lo aplicaremos al problema representado en la figura 5.1

]
o
q

Figura 5.1: Ejemplo para la aplicaciéon del método de cortes

Cuyos datos de entrada en el médulo CPLEX son:

n=5;

ncuts=10;

newcut = <0,[0 0 0 0 0 0]>;
rango={0 1 2 3 4 5};
cities = [

<4, [3,3]>

<B, [4,2]>

<C, [5,3]>

<D, [9,6]>

<E, [11,3]>
<F,[11,9]>

1;

cycles = {};

Aqui, la lista “cycles” ird almacenando los cortes que se iréan introdu-

ciendo de forma dindmica.
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El cédigo CPLEX que implementa el algoritmo es el siguiente:

tuple City{
key string name;
float coordinate[1..2];
};
int n=...;
int ncuts=...; // mdximo nimero de cortes permitido
{int} rango=...;
City cities[0..n]=...;
tuple Cycle {int r; int pos[0..n];};
{Cycle} cycles = ...;
Cycle newcut = ...;
float dist[0..n][0..n];
execute distances{
for(var i in rango)
for(var j in rango)
dist[i] [j1=0pl.sqrt(Opl.pow(cities[i].coordinate[1]-cities[j].coordinate[1],2)
+0pl.pow(cities[i].coordinate[2]-cities[j].coordinate[2],2));}
dvar boolean x[0..n][0..n];
minimize
sum( i, j in 0..n)
dist[1] [j1*x[i] [j1;
subject to
{
forall( j in 0..n )
ctllegar:
sum( i in O..n: il=j )
x[11[3] == 1;
forall( i in 0..n )
ctsalir:
sum( j in O..n: j!=i )
x[11[3] == 1;
forall(c in cycles)
cuts:
sum( i,j in 0..n: (c.pos[jl==(c.pos[il+1) || c.pos[jl==(c.pos[i]l+c.r-1))
&& c.pos[i]!=0 && c.pos[j]!=0)
(x[i1[j1+x[j1[i]) <=(c.r-1);
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}

main {
var tsp = thisOplModel;
var def = tsp.modelDefinition;

var data = tsp.dataElements;
var cut=0;
while(cut<=data.ncuts)
{
var cplexl = new IloCplex();
// crea objeto de tipo cplex que permite resolver el problema
// y obtener informacién sobre valor objetivo, solucién, tiempos...
// para conocer métodos y propiedades ligadas a este objeto
// escribir cplex. y esperar a que aparezca ventana informativa
tsp = new IloOplModel(def,cplexl);
tsp.addDataSource(data) ;
tsp.generate();
var timel=cplexl.getDetTime(); // vamos a computar el tiempo de ejecucién
cplexl.solve();
var time2=cplexl.getDetTime();
cplexl.exportModel ("tspCut.lp");
var x=tsp.x.solutionValue;
writeln(’solucién actual=’);
writeln(’ ’,%);
writeln(’objetivo actual=’,cplexl.getObjValue());
writeln(’tiempo de ejecucién ’,time2-timel,’ sec’);
// declaracién de arrays
var m=0;
var i=0;
for (var j in data.rango)
data.newcut.pos[j]=0;
// Vamos a construir el ciclo que contiene a la ciudad O en la
// ruta actual. La variable m indica el tramo en el que nos
// encontramos
var subtour=0;
data.newcut.r=0;
while ((m<data.n)&&(subtour==0))

for (var j in data.rango)
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if ((x[i] [j1==1)&&(subtour==0))
if (data.newcut.pos[j]!=0)
subtour=1;// se ha producido un ciclo parcial
else
{
data.newcut.pos[jl=m+1; // no se produce de momento ciclo parcial,
m++

; // visitamos la ciudad j en el m-ésimo tramo

data.newcut.r++;

i=j; // continuamos construyendo la ruta
break;
};
if (subtour==1) // afiadimos un corte a la formulacién
{

data.cycles.add(data.newcut.r, data.newcut.pos);
writeln(data.cycles);
writeln(’El dltimo ciclo parcial afiadido es’, Opl.item(data.cycles,cut));
cut++;

tsp.end();

cplexl.end();
}
else
{

writeln(’Encontrada la solucién 6ptima con ’,cut,’ cortes,

siendo el maximo permitido ’, data.ncuts);

break;

¥

} // cierra el while(cut<data.ncuts)

Cuando aplicamos el algoritmo anterior al problema de la figura 5.1 se
resuelve el problema de asignacion y se forman dos ciclos tal y como aparecen

en la figura 5.2.
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Figura 5.2: Solucién inicial al resolver el problema de asignacion

Tras la inclusion de varios cortes se obtiene el circuito que aparece en la

figura 5.3.
Db _F
// |
/
A==_ \i/ —
N — ¢
B€b<

Figura 5.3: Solucién final tras introducir 4 cortes

La salida de la aplicacién del algoritmo de cortes muestra los cortes
anadidos hasta obtener la solucién final. Como se puede observar, el va-
lor objetivo éptimo de los problemas relajados va creciendo a medida que

introducimos los cortes hasta obtener la solucién 6ptima.

solucién actual=
[[010000]
[00 100 0]
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[1 0000 0]
[000010]
[00000O0 1]
(00010 011

objetivo actual=18.03952967567417

tiempo de ejecucién 0.2359285354614258 sec

{<3 31200 01>}
El dltimo ciclo parcial afiadido es <3 [3 1 2 0 0 0]>

solucién actual=

[[010000]
[10000O0O0]
[000010]
[00000O01]
[001000]
00010 0]]

objetivo actual=22.03952967567417

tiempo de ejecucién 0.2748842239379883 sec
{<3[312000]><2[21000 01>}

El dltimo ciclo parcial afiadido es <2 [2 1 0 0 0 0]>

solucién actual=

[[010000]
[000010]
[10000 0]
[000001]
[001000]
00010 0]]

objetivo actual=23.69638392516655
tiempo de ejecucién 0.2814064025878906 sec
{<3[312000]><2[210000]>
<4 [4130201>

El dltimo ciclo parcial afiadido es <4 [4 1 3 0 2 0]>
solucién actual=

(0000 10]

[1t00000O0]

[01 000 0]

[0o00O00O01]

[001000]
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[00010 0]]
objetivo actual=24.03952967567417
tiempo de ejecucién 0.5718231201171875 sec
{<3[312000]><2[210000]>
<4 [413020]>
<4 [432010]>}
El dltimo ciclo parcial afiadido es <4 [4 3 2 0 1 0]>

solucién actual=

[[0 0100 0]
[100000]
[00010 0]
[00000 1]
[010000]
[000010]]

objetivo actual=25.09083264970256
tiempo de ejecucién 0.6963605880737305 sec

Encontrada la solucién 6ptima con 4 cortes, siendo el maximo permitido 10

5.3. Otras aplicaciones

Veamos como aplicar el Problema del Circuito del Viajante a otros pro-

blemas en diferentes areas [4].

5.3.1. Visualizacion de datos

En este apartado se pretende, a partir de una matriz de contingencia,
conseguir una reordenacion, tanto de sus filas como de sus columnas, de
forma que su representacién grafica se pueda analizar de una forma mas
eficaz con la ayuda del problema del Circuito del Viajante.

Bertin en 1999 [2] introdujo matrices de permutacién para analizar datos

multivariantes con un tamano de muestra medio o pequeno.
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Para la reordenacion de los datos se definen:

1. D, como la distancia euclidea entre dos filas
2. D. como la distancia euclidea entre dos columnas
3. X, = m(X) son las posibles permutaciones de filas y columnas

4. ¢ como la suma de las distancias de filas o columnas adyacentes en

una permutacién
Se busca un 7* que minimice ¢(7), es decir, formulamos el problema de

optimizacién siguiente:

o(x") = min ()

Sujeto a: m € X,

Resolver este problema es equivalente a resolver dos TSP independientes:
Primero resolvemos el problema que determina las distancias minimas entre
filas adyacentes, y seguidamente entre columnas.

A continuacién vemos un conjunto de datos antes y después de modifi-

carlo para mejorar su visualizacién basandonos en el TSP:
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Figura 5.4: Vemos unos datos sobre diversos temas probleméaticos en varias
ciudades que son dificiles de analizar y no es fécil sacar alguna conclusion
vélida de este grafico
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Figura 5.5: Se muestra la misma grafica pero con una reordenacién de los
datos, y vemos que mejora en gran medida su interpretabilidad
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5.3.2. Problema de placa de circuitos impresos PCB

Es una de las utilidades mas ingeniosas que puede resolverse mediante el
problema del circuito del viajante: la creacién de placas de circuitos impresos
[5].

Este problema se enfoca en dos subproblemas, el orden éptimo de ta-
ladrar las placas y los caminos éptimos que comunican los chips. En los
problemas de perforado hemos de tomar los nodos o ciudades como las po-
siciones a perforar, y las distancias entre ellas como el tiempo que necesita
la méquina en trasladarse de una a otra. El punto inicial y final serd un
punto adicional donde permanece la perforadora en el periodo de inactivi-
dad. Si estas mdquinas no son correctamente programadas el tiempo que
tarda en desplazarse de un orificio a otro puede ser significativo con lo que
la produccion de placas no seria eficiente.

En el problema de conexién de chips la idea es minimizar la cantidad
de cable necesaria para minimizar todos los puntos de una placa sin que
haya interferencias. Como los chips son de pequeno tamano, no se pueden
poner més de dos cables en un tnico pin. Tomando como nodos los pins y
la cantidad de cable necesaria para unirlos como la distancia, el problema

es equivalente al del viajante de comercio.
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