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Abstract

In this work, the theory of global attractors for parabolics PDEs is studied. We
focus on the reaction-diffusion equations and we see as an example the Chaffee-
Infante equation.

In the first part, we have encompassed elliptic and parabolic linear equations
and nonlinear parabolic equations with its corresponding theory of existence and
uniqueness of solution. Furthemore, we show some regularity results of weak and
strong solutions.

In the second part, we treat the theory of dynamical systems. We define the con-
cept of global attractors and we see how they can describe the asymptotic dynamics
of the trajectories of the solutions. In addition, we prove a theorem for the existence
of global attractors and we study its structure. Finally, we try to apply the previous
results to the reaction-difusion equation.



INTRODUCCION

En este trabajo se estudia la teoria de atractores globales para EDP’s de tipo
parabdlico. Nos centramos en la ecuacion de reaccion-difusion y vemos como ejemplo
la ecuacién de Chaffe-Infante.

Hemos necesitado los espacios de Banach y de Hilbert y una comprension de
la integral de Lebesgue. Puesto que nos serd imprescindible analizar la existencia y
unicidad de soluciones para los problemas lineales (tanto independientes del tiempo
como ecuaciones de evolucién) es necesario ahondar en la teoria de Sobolev: derivada
en sentido débil, derivada distribucional, espacios generales de Sobolev y su relacién
con otros tantos tipos de espacios, teorema de compacidad, teorema de inyeccion de
Sobolev,. ... Estos conceptos y resultados se encuentran en la seccion “Preliminares.
Notacion y abreviaturas”.

Seguidamente, en el capitulo 1, se empieza con el estudio profundo del operador
Laplaciano, mas concretamente, la ecuacién de Poisson. Esta ecuacion es la que
sigue

—Au = f(x) en Q
{ u="0 sobre 0f), (1)

donde € es un dominio acotado de clase C2. Se definen varias nociones de la solucién
de (1): solucidn clasica, solucién fuerte y solucién débil, concentrandonos en
esta tltima. Debilitamos el problema (1) calculando lo que se conoce como formu-
lacién débil del problema

Hallar v € H(9) tal que (2)
((w,0)mg = {f.v) Vo € Hy(9).

La existencia y unicidad de este problema se asegura por una aplicacion del Teo-
rema de Riesz.

Aparte de ésta, consideramos otra formulacién del problema (1). Podemos definir
un operador lineal A : H}(Q) — H~(Q) de forma que

(Au,v) = a(u,v) Vv € Hy(Q). (3)
Asi, otra forma de considerar el problema (1) es

Au= fen H(Q). (4)
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Una vez obtenida la formulacién (4), enunciamos y probamos un resultado que
asegura que las autofunciones de A forman una base de L*(€) y que éstas son ele-
mentos de Hj(Q2) (Teorema 1.3).

Seguidamente, obtenemos algunos resultados de regularidad de la solucién de (1)
tanto en el interior como en el dominio donde trabajamos. En cuanto a la regularidad
interior, probamos que si f € H*(Q) y u € H}() es solucién de (1), entonces
u € H52(Q') con 2 CC Ny se tiene la cota

|U| Hs+2(Q/) S C”fHHS(Q)
Como consecuencia de este teorema, se tienen los siguientes resultados: Si f €
C>(2) entonces la solucién de

—Au=f en{2

verifica u € C*°(Q) y las autofunciones del Laplaciano con condiciones de frontera
Dirichlet son elementos de C*(2) N H{ ().

Por otro lado, para la regularidad hasta la frontera imponemos ciertas condiciones
sobre el dominio © concluyendo que para dominios de clase C? si f € H*(Q) y
u € H} () es solucién débil de la ecuacién de Poisson, entonces u € H*2(2) con la
siguiente acotacion

1l zrs+2(0) < C fllzs@)

(Teorema 1.10). Como consecuencia directa, tenemos que si f € C*°(2) entonces

u € C™(9) y que las autofunciones del Laplaciano son elementos de C'*°(2).

Igualmente, hemos introducido los operadores potencias de A y demostramos
que para k € ZT, si u € D(A*?) y Q es de clase C*, entonces

4412 < ey < Cil4*ul.

(Proposicion 1.11) y exponemos un resultado que muestra la relacién entre los es-
pacios D(A*) y H*(Q) (Proposicién 1.12).

En el capitulo 2 se tratan las ecuaciones parabdlicas lineales:

ou
{ E—Au:f(x,t) (5)

U|GQ:0 VQZEQ,tZO
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donde f : 2 — R es una funcién dependiente del tiempo y €2 es un dominio
acotado de clase C2.

Las soluciones de esta ecuacién seran consideradas como funciones u(t), cada
una definida en €2, de modo que

[u(t)](x) = u(z,t) con u(t) : Q— R.

Este capitulo es de vital importancia para llegar a comprender el concepto de
atractor. Definimos los espacios de funciones que toman valores en espacios
de Banach y la derivada débil du/dt. Tras esto, se dan resultados que aseguran que
siue L*0,T; HY(Q)) y du/dt € L*(0,T; H*()) entonces u es continua de [0, T
en L?(Q) con

S[upllu(t)! < C(||lull 2o @) + ldu/dt] 20 m-10))) -
te0,T

d
a]u\Q = 2(du/dt,u).

andlogamente, se da un resultado para espacios D(A¥): si para algin & > 0 u €
L*0,T; H*(Q)) y du/dt € L*(0,T; H*"1(£2)), entonces u es continua de [0, 7]
en H%(Q). Ademds, si

w e L2(0,T; D(A®TV/2)) vy qu/dt € L*(0,T; D(A*~D/2)),

se tiene que

d du
el Akz/2 2 _ 2 Ak/2_ Ak/2 )
a4 < at’

(Teorema 2.2 y Corolario 2.4 respectivamente).

Posteriormente, tratamos la soluciéon débil para ecuaciones parabdlicas cuando
fe Ll (0,00, HYQ))y uy € L*(2). Para probar la existencia y unicidad de éstas
usamos el método de Galerkin, que nos permite resolver la EDP en sub-espacios
de dimensién finita del espacio original, el cual era de dimensién infinita. Para ello

se halla la formulacién débil de (5) y se considera una solucién aproximada
un(t) =Y, (H)wy, (6)
j=1

y la proyeccién en el espacio generado por las n primeras autofunciones de A
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n
Pu= Z(u, w;)w.
j=1
donde {w;} son las autofunciones del operador A que forman una base ortonor-
mal de L*(Q). Seguidamente, se sustituye dicha solucién aproximada en la formu-
lacién débil antes hallada y se realizan estimaciones a priori tomando producto
escalar de la ecuacién “truncada” con u,(t), deduciendo que u, € L*(0,T; L*(Q))
v u, € L*(0,T; H}(€2)). Después se extraen subsucesiones adecuadas que estdn aco-
tadas uniformemente y por tanto convergen en varios sentidos por una aplicacién
directa del Teorema de Alaoglu. Esta estimaciones de u,, nos permiten pasar al limi-
te y obtenemos una solucién. Por el Teorema 2.2 se tiene que u € C([0,T7]; L*(Q2)).
Ademas, se prueba la unicidad de solucion y dependencia continua de las condicio-
nes iniciales.

Luego probamos que aumentando la regularidad de los datos f y wug resultan
soluciones méas regulares, conocidas como soluciones fuertes, también tnicas y
dependientes de las condiciones iniciales.

Para concluir el capitulo 2 se prueba que si f € L2 (Q) y ug € D(A*/?) entonces

loc
existe una unica u solucién de du/dt + Au = f(t) tal que verifica

uwe L2(0,T; H(Q) v we C¥0,T]; H*(Q)).

(Teorema 2.12) y un resultado de regularidad temporal: si f € L*(0,T; Hi(Q)),
df /dt € L*(0,T; HY(Q)) y uo € D(A) entonces

we CYO0,TEH(Q) v ueC(0,T]; D(A)).

(Teorema 2.13).

Una vez concluido el tema para ecuaciones parabolicas lineales se inicia el analisis
de éstas pero para el caso no lineal, en concreto, en las ecuaciones de reacciéon-
difusién (Capitulo 3):

ou

5~ AQu=flu). (7)

imponiendo ulsq = 0y £ suficientemente regular.
Primeramente referimos resultados para hacer frente al término no lineal: un

teorema de compacidad que asegura la existencia de un subsucesién fuertemente
convergente en espacios de Banach con valores en espacios de funciones (Teorema
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3.1) y una versién débil del teorema de convergencia de Lebesgue (Lema 3.2), en el
cual se debilitan las condiciones y, asi, se obtiene convergencia débil en LP(2).

En este capitulo procedemos de manera anédloga al capitulo 2, obtenemos solucio-
nes usando la base {w;} para aproximar la ecuacién por sistemas de EDOs cada vez
mayores. La existencia y unicidad se sigue de la teoria clasica. Tomamos entonces
el limite débil usando el Teorema de Alaoglu y el uso de los resultados expuestos
al principio de este capitulo garantizan que efectivamente tenemos una solucion.
Probamos que si f una funcién de clase C! que satisface

—k—a|sP < f(s)s<k—agls|’, p>2 y [fl(s)<I

entonces la ecuaciéon du/dt + Au = f(u) tiene un dnica solucién débil: para
cualquier T' > 0, dado uy € L*() existe una solucién u con

u € L*(0,T; Hy () N LP(Qr)), u € C°[0,T); L*(K)),
v up — u(t) es continua en L?*(Q)) (Teorema 3.3).

Mas tarde se habla, al igual que en capitulos anteriores, sobre soluciones fuertes.
Esta es aquella que verifica

u(t) € CO([0, T]; Hy () N L(0, T3 LP(Q2)) N L*(0, T3 D(A)),

cuya existencia y unicidad se tiene si uy € H}(Q) N LP(€). Asimismo se prueba la
continuidad con respecto a las condiciones inciales y la depedencia continua de los
datos iniciales, es decir, que la aplicacién ug — u(t) es continua de Hj(Q) en Hg ().

Todos estos resultados van a permitir definir el concepto de sistema semi-
dindmico: éste es el par (L*(Q2),{S(¢) }+>0) donde {S(¢)}>0 satisface
° S(O) 1,
S(t)S(s) = S(s)S(t) = S(s +1),

o S(t) Uy es continuo en ug y t.

A partir de este punto es cuando comienza un eje central de este estudio. Vemos
como se puede usar la solucion de alguna EDP para definir sistemas dinamicos y
semidinamicos en varios espacios fases.
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Nos interesa estudiar el comportamiento de la solucion cuando el tiempo va a in-
finito. Tratamos con problemas en los cuales el término fuente no depende de forma
directa de la variable temporal, denominados sistemas autonomos. Para este ti-
po de sistemas la solucion no depende del tiempo inicial sino del tiempo transcurrido.

En este cuarto capitulo definimos los conceptos de semigrupo y disipacién.
Los sistemas disipativos poseen la particularidad de que tienen conjuntos acotados
en el espacio de fases para los cuales las trayectorias de las soluciones son atraidas
hacia su interior, es lo que llamaremos conjunto absorbente. También definimos
los conjuntos w-limites, que son aquéllos que encierran todas las dinamicas para
tiempos grandes. Otros conjuntos importantes son los conjuntos invariantes: to-
das las trayectorias que comienzan dentro de ellos permanencen dentro de ellos.

Asi, ya estamos en condiciones de definir el atractor global: conjunto invariante
del espacio de fases al cual confluyen todas las trayectorias. A es atractor global del
sistema dindmico (L?(2), {S(t)}+0) si se verifica

- A es compacto.
- St A=A Vt>0.

. tlim dist(S(t) X, A) =0 VX C L*(Q) acotado, esto es, A es el conjunto mi-
—00

nimal que atrae a X por el semigrupo S(t).

Entonces se puede describir la dindmica asintotica de las trayectorias de las so-
luciones. Mostramos un resultado sobre la existencia del atractor global basado en
la existencia de conjuntos compactos absorbentes: Si S(t) es un semigrupo disipa-
tivo y B es un conjunto compacto absorbente, entonces existe un atractor global
A =w(B). Si H es conexo, entonces también lo es A (Teorema 4.12).

Por otro lado, probamos que si el atractor A es inyectivo podemos concluir que
todas las trayectorias de A estan definida para todo tiempo t € R. En particular,
(A, {S(t)}1er) es un sistema dindmico (Teorema 4.15).

Para examinar el propio atractor global investigamos su estructura. Demostra-
mos que el atractor, siempre que exista una funcion de Lyapunov, estd formado
realmente por la unién de las variedades inestables de los puntos fijos, que son
definidas en la misma seccién (Teorema 4.24). Por dltimo, se prueban las propieda-
des de continuidad del atractor: semicontinuidad superior y semicontinuidad
inferior.
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En el capitulo 5 se aplican los resultados previos a la ecuaciéon de reaccion-
difusién. Se prueba la existencia de un atractor en L? mediante la existencia de
un conjunto absorbente compacto. La ecuacién de reaccién-difusién (7) tiene un
conjunto absorbente en L?, esto es, existe una constante py y un tiempo to(|ugl)
tales que la solucién u(t) = S(t)ug

u(t)] < pu Yt = to(fuo|)-

Ademas, existe una constante Iy tal que

t+1
/ lu(s)|Pds < Iy V¢ > to(Juol).
t

(Proposicién 5.1) y, andlogamente, para la existencia de conjunto absorbente en H_}
usando el Lema 5.2 demostramos que la ecuacién de reaccién-difusion (7) tiene un
conjunto absorbente en Hj (), esto es, existe una constante py y un tiempo ¢ (|ug|)
tales que

[u@)] < pv Yt = ti(Juol)-

(Proposicion 5.3).

También se concluye que la ecuacion de reaccion-difusién tiene un atractor global
conexo (Proposicién 5.4).

A continuacién, se expone un resultado que asegura que el atractor global de la
ecuacion de reaccion-difusion estd uniformemente acotado en L>°(§2) con la siguiente

cota
k 1/p
][0 < (—) Vue A
&%)

(Teorema 5.6) y que estd acotado en H?(2) (Teorema 5.7).

Ademas, suponiendo mayor regularidad de € y f, el atractor global es un sub-
conjunto acotado de H¥(Q2) para cada k > 0. En particular, si u € A entonces

u € C™(R). (Teorema 5.8).

Después probamos que la ecuacién de reaccién-difusion tiene la propiedad de
inyectividad, esto es, si u(t) y v(t) son dos trayectorias de A con u(T) = v(T') para
algin 7' > 0, entonces u(t) = v(t) para todo 0 < t < T (Teorema 5.11). Como
consecuencia tenemos el Corolario 5.12: la restriccién del semigrupo {S(t)}>0 a A
proporciona el sistema dinamico

(A {S () }rer),
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donde la norma de A es la heredada de L*(2).

Posteriormente, se prueba que el funcional
1 2
O(u) = [ =|Vu|* — F(u) dx
Q2

donde F(s) = [, f(0)do, es una funcién de Lyapunov en A para la ecuacién de
reaccién-difusién (7), lo que nos permite caracterizar el atractor como la unién de
variedades inestables.

Para completar el estudio, se da un ejemplo que permite un estudio que va mas
alla, la ecuacion de Chaffee-Infante,

Uy — Upe = Mu —u?),  u(0) = u(r) = 0.

Hallamos sus puntos estacionarios y analizamos las bifurcaciones alrededor de la
solucion nula.

PALABRAS CLAVE: Sistema Dinamico, Soluciones Débiles, Método de Galerkin,
Atractor Global, Chaffee Infante, EDP Parabolica Disipativa.
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Preliminares. Notacion y
abreviaturas

A continuacién se expresa la notacion usada y, de forma muy general, conceptos
y resultados que se vieron en la asignatura de AFEDP (Analisis Funcional y Ecua-
ciones en Derivadas Parciales) del Grado en Matemadticas que nos serdn ttiles en lo
que sigue.

- () siempre sera un subconjunto de R™.
- 0f): frontera del conjunto 2.
- CY%(0): espacio de las funciones ¢ : Q — R que son continuas en (.

- C*(9Q): subespacio de C°(€) formado por las funciones k veces continuamente
diferenciables.

- 0°°(Q): interseccién de todos los C*(Q) con k > 1.

- sop(p) = {z € Q: p(z) # 0}, soporte de la funcién ¢, adherencia del conjunto
de puntos donde ¢ no se anula.

- CF(Q): subespacio de C*(€2) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en 2.

- p.c.t.: “para casi todo”. Indica que una propiedad se verifica en todo punto
salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula.

- La derivada parcial 0/0x; la notaremos como D;.

- F — F: FE se inyecta compactamente en F' donde F y F' son espacios de
Banach.

- D(Q) = C%Q) N C>=(R): subespacio de C*(2) formado por las funciones de
soporte compacto contenido en ).
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Capitulo 0 16

0.1. Espacios de Lebesgue
- M(Q): espacio vectorial de las funciones v : €2 — R que son medible-Lebesgue.
- L1(Q): subconjunto de M (2) formado por las funciones medibles e integrables.
- LP(Q): {v e M(Q) tq [, |v(z)|Pde < 0o} con p > 1.

- M(Q) = M(Q)/N: espacio cociente donde N es un subespacio de M ()
formado por las funciones que se anulan p.c.t. en €.

- LP(Q)= LP(Q)/N: {v € M(Q)/ [, |v(x)[Pdr < oo} con la correspondiente

1/p
norma ||v||pe := (fQ ]v(m)|p) Yo € LP(Q) con p > 1.
- La norma en L?(2) estd inducida por el producto escalar (-, )z,
(u,v)p2 1= / wdr Yu,v € L*(Q).
Q

En lo que sigue lo notaremos simplemente como (-,-) y su correspondiente
norma como | - |.

- L®(Q) = L2(Q)/N: funciones medibles y acotadas, con la norma

|vl|p == mf {M >0:|v(z)] <M p.ct.enQ} Yoe L*Q).

- LP(Q2) son espacios de Banach, i.e., espacio normado y completo (en el sentido
de que toda sucesién de Cauchy es convergente) para todo p. En particular,
L?(Q) es un espacio de Hilbert.

Teorema 0.1. Para cada p € [1,+00), D(Q) es denso en LP(12).

Lema 0.2 (Desigualdad de Young). Sia,b >0, p,q > 1 con %%—% =1, entonces

alP b
ab < — + —.
p q

y la Desigualdad de Young con € >0

ab < ea? + =1,



Capitulo 0 17

Lema 0.3 (Desigualdad de Hoélder). Sean p y q un par de indices conjugados,
es decir, i%—% =1conl < p< ooy supongamos que f € LP(Q) y g € LI(Q).
Entonces fg € L'(Q), con

gl < [ fllerllgllze.

Lema 0.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V' un e.v. con producto in-
terno (+,+) y norma ||-||. Entonces para todo u,v € V' se tiene que
|(w, 0)| < JJullflv]]-
Lema 0.5 (Desigualdad de Minkowski). Si f,g € L?(2), 1 < p < oo, entonces
f+geLP(), con
1f =+ gllee <A fller + llgllze-

Corolario 0.6. Si u; — u en LP(QQ) entonces existe una subsucesion que converge
puntualmente hacia u p.c.t. en €.

0.2. Funciones Localmente Integrables

. IP

loc

(Q) :={f € LP(K) para cada K CC Q}.
(Q) C L .(Q)sis<r.

loc

. LT

loc

0.3. Distribuciones

Definicién 0.7 (Distribucién). Se denomina distribucion en Q a toda apliacion
lineal S : D(2) — R secuencialmente continua, i.e., si v, — v en D(Q) entonces

S(v,) = S(v) en D'(Q).

Definicién 0.8 (Derivada en sentido débil). Se denomina derivada en sentido de
las distribuciones (o en el sentido débil) de orden o de u, con o = (aq, ..., Q) un
multi-indice, a la distribucion D*u

(D%, ¢) = (=1)1*N(u, D*¢) Vo € CZ().

La principal idea de la teorfa de distribuciones es que para cada f € L} (Q)
existe un funcional lineal Ly € C2°(2) definido por

(Ly, ¢) Z/Qf(x)¢(:c) dz.

(Q) v es la a-ésima derivada débil de u, v = D%u, si

/qubdx: —(1)|a|/ﬂuDagz5dx.

1

Entonces, si u,v € Lj,,
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0.4. Espacios de Sobolev Generales
Definicién 0.9. El espacio de Sobolev W*P(Q) estd definido como
WHEP(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q), V0 < |a| < k},

con la norma

1/p
uuuwk,pz{ 3 HD‘“uHip} .

0<]a|<k

Teorema 0.10. W"?(Q) es un espacio de Banach separable Vp € [1,+00).

0.4.1. Los espacios de Hilbert H*(Q)

Nos interesa el caso en que p = 2. Segin notacién, W+? = H*.
Definicién 0.11. El espacio de Sobolev H*(Q) estd definido como
H*(Q) = {u: D € L*(Q), V0 < |a| < k}

que dotado del siguiente producto interno es un espacio de Hilbert

((u,v))gre = Z (D%, D).

0<|al<k
La norma correspondiente a dicho producto interno es
1/2
[ ullr = ( >, ID“UI2> -
0<a|<k
Definicién 0.12. El espacio HY(Q) es la adherencia del espacio C°(2) en H*(Q).

Proposicién 0.13 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q2 un dominio acotado en al
menos una direccion (por ejemplo, |r1] < d < o0). Entonces existe una constante
positiva C = C(Q) tal que

lu| < C|Du| Yu € Hy ()
donde Du denota el vector de derivadas parciales referido anteriormente como Vu,

Du = (Dyu,...,Dpyu).
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A la vista de lo anterior, se tiene
m
Duf? = [Vl = 3" |Djul?
j=1

Cuando se verifique la desigualdad de Poincaré, podemos usar, como norma
alternartiva sobre H{(£2)

lully = 3 [D*uf? = |Du?.
lal=1
cuyo producto interior correspondiente es
((U, U))Hé = Z (Dauv DaU)‘
la|=1
Nétese que esta norma es equivalente a la norma estandar de H':

lullfy < lullfn = lul* + lullfy < 1+ C)lull,-

Definicién 0.14. Definimos el espacio de funciones que estdn localemente en H*

como sigue

HF (Q) ={u:ue H* ) para todo Q' cc Q}.

Definicién 0.15. El espacio H*(Q) es el espacio dual de HY(Q).
Teorema 0.16. C°°(Q) N H*(Q) es denso en H*(Q).

Teorema 0.17. Si Q es de clase C* y Q) es compacto, entonces C*(Q) es denso
en H*(Q).
0.4.2. Teorema de Inyeccién de Sobolev - H*, C" y L?

Teorema 0.18 (Teorema de Inyeccién de Sobolev). Sea 2 un dominio de clase
C* acotado en R™, y supongamos que u € H*(Q).

1. Si k <m/2 entonces u € L*™/(™m=2k)(Q)) y erxiste una costante C tal que
||u||L2m/(m—2k)(Q) S OHUHH’“(Q)

2. Si k = m/2 entonces u € LP(Q) para cada 1 < p < 0o y para cada p existe
una constante C' = C(p) tal que

[ullzri@) < Cllullax@)-
8. Sik > j+ (m/2) entonces u € CV(Q) y existe una constante C tal que

lu(@)lles @) < Cjllull @)
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0.4.3. Teorema de Compacidad

El Teorema de Ascoli-Arzela implica que un conjunto de funciones continuas
uniformemente acotadas cuyas derivadas estan acotadas uniformemente forman un

subespacio compacto de C°. Ahora enunciamos un resultado similar para espacios
de Sobolev.

Teorema 0.19 (Teorema de Compacidad de Rellich-Kondrachov). Sea Q un
dominio C' acotado. Entonces H'(Q) se inyecta compactamente en L*().

Teorema 0.20 (Teorema de compacidad débil de Alaoglu). Sea X un espacio
de Banach separable y sea f, una sucesion acotada en X*. Entonces f, tiene una
subsucesion convergente débilmente-*,

Corolario 0.21 (Corolario del Teorema 0.20). Sea X un espacio de Banach reflexivo
Y T, una sucesion acotada en X. Entonces x, tiene una subsucesion que converge
débilmente en X.

0.4.4. Valores en la frontera

Teorema 0.22 (Teorema de Trazas). Supongamos que S es un dominio acotado
de clase C' de frontera acotada. Entonces existe un tinico operador lineal acotado

T : HY(Q) — L*(09),
el operador “traza”, tal que para toda v € H*(Q) N C°(Q)
Tu = uly.

Por otro lado, u € H}(Q) si y solo siuw € HY(Q) y Tu = 0. Ademds, se verifica la
llamada formula generalizada de integracion por partes

/uDivdx:—/Diuvdx—i—/ TuTvn;dl.
Q Q a0

Por abuso de notacién, escribiremos Tu = u|gq

0.5. Resultados sobre EDO’s

Lema 0.23 (Desigualdad de Gronwall). Sea z(t) € R tal que cumple la desigualdad

%:z: < g(t)x + h(t).
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Entonces

donde

En particular, si a y b son constantes y

d < +b
dtx_a:zc ,

entonces

b
x(t) < (:r;o + %) e — =

a

Teorema 0.24. Sea f(z) una funcion continua. Entonces existe T > 0 tales que la
ecuacion

dx/dt = f(x) x(0) = xq
tiene al menos una solucion en [0,T].

Teorema 0.25 (Teorema de Picard. Existencia y Unicidad Local). Supon-
gamos que f satisfaces

[f(z) = f(y)l < L(B)|z —y|

para x,y en cualquier conjunto acotado B. Entonces existe un T = T(xq) tal que la
ecuacion

dz/dt = f(z), z(0) = xg

tiene una unica solucion en [0,T].

Lema 0.26. Una solucion x(t) de la ecuacion dx/dt = f(x),z € R™ tiene un
intervalo finito mazimal de existencia [0,T*) si y solo si |x(t)] — oo cuando t — T*.

0.6. Otros Resultados de Analisis Funcional

Teorema 0.27 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea H un espacio de
Hilbert con producto escalar (+,-)g y norma ||-||g y sea f € H*. Entonces existe un
unico uy € H tal que

f(w) = (us,v)y Vv e H.

Ademds, se sigue que f — us es un isomorfismo isométrico de H* en H.
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Teorema 0.28. Sea {e;} un conjunto ortonormal. Entonces éste es una base para

H siy solo si

ol =S (@, e;)? VaeH

j=1

0.7. Potencias Fraccionarias de Operadores Posi-
tivos

Se dice que el operador A es positivo si satisface
(Au,u) > k||u||* para algin k >0, u € D(A).

Ya que se puede representar A como
Au = Z Aj(u, wj)w;
j=1

con (Aj,w;) los autovalores y respectivas autofunciones asociadas a A, podemos
definir las potencias fraccionarias de A por

A% = Z AT (u, wy)w;.
j=1
El dominio de A“ en el espacio de Hilbert H es

D(A%) = {u « [[Au®|| < oo}

0, lo que es lo mismo,

D(A%) = {u DU = chwj, Z EARPREES oo}.
j=1 j=1

Podemos hacer D(A%) un espacio de Hilbert usando el siguiente producto escalar
(u, V) praey = (A%, A%v),
el cual proporciona la correspondiente norma

|ul| paey = || A%u]].
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Capitulo 1

El Laplaciano

1.1. Introduccion

En este capitulo comenzamos con el estudio de la ecuacion de Poisson. Esta es
el ejemplo mas simple de ecuacién eliptica. Su expresion es la siguiente:

—Au = f(x) (1.1)
donde Au denota el operador Lapaciano
m o oo
Au = %
Jj=1 i

Anadiendo la condicién de contorno u(z) = 0 Vo € 09 se tiene el problema
de Dirichlet, donde u es una funcién sobre la frontera de un dominio €2 acotado lo
suficientemente regular. La abreviaremos como u|sq = 0.

En lo que sigue, estudiamos la existencia y unicidad de las soluciones de la
ecuacion de Poisson

—Au = f(x) en Q
u=>0 sobre 0f)

en distintos sentidos, desde las soluciones débiles hasta las soluciones clasicas.

1.2. Soluciones clasica, fuerte y débil

Existen al menos tres sentidos distintos en los cuales podemos entender la nocion
de una solucién de la ecuacién (1.1).

25
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El primero es el sentido clasico, donde el problema puede ser expresado for-

malmente como
—Au(x) = f(z) Vre
u=0 sobre 0.

Conocida f € C°(f2) consiste en encontrar u € C2(Q) N C°(Q) tal que verifique
lo anterior.

Se quiere generalizar las clases de posibles soluciones, con el fin de que la ecuacién
se pueda resolver facilmente de una forma menos restrictiva. Tomamos cada término
en un espacio menos regular: L2, lo que involucra a los espacios y teorfa de Sobolev.

Una solucién fuerte es una solucién del problema

Dada f € L?(2)
hallar u € H?*(Q2) N H} ()
tal que — Au = f en L?(Q)

Notese que la derivada es entendida en el sentido de las distribuciones, que se
ha incluido la condicién de contorno dentro del espacio donde la solucién u debe
encontrarse y que se trata de una igualdad en L2, por lo que solo es necesario que
la igualdad se dé p.c.t.

En este capitulo nos concentramos primero en las soluciones débiles, donde
relajamos aun mas la regularidad requerida para u. Veremos que en este caso cada
término es visto como un elemento de H~1(9).

Para mostrar que una solucién débil es de hecho clésica intentaremos mostrar que
la solucidn esta acotada en espacios de Sobolev mayores. Podemos usar el Teorema de
Inyeccion de Sobolev para mostrar que u es una funcién clasicamente diferenciable.

1.3. Soluciones débiles de la ecuacion de Poisson

Estudiamos ahora las soluciones débiles, las cudles nos introduciran en el marco
que usaremos para las ecuaciones no lineales dependientes del tiempo.

Consideramos el caso de la condicién de contorno tipo Dirichlet. Supongamos que

se quiere debilitar aiin més la diferenciabilidad requerida para la solucién u. Podemos
multiplicar en (1.1) por una funcién “suave” v, digamos en C}(), e integrar

_ /Q [Au(z)]o(z)dz = /Q F(@)o(@)d.
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Intengrando por partes en el primer término y teniendo en cuenta que v = 0
sobre 99, pues es una funcién de C}(92), se tiene

;/QDZ‘U(I)DW(RC)d:E:/Qvu-Vvdm:/Qf(x)v(x)dx, Yve C.(92). (1.2)

SiueC?Q)y feC’Q) se demuestra que (1.2) implica que u es una solucién
clésica de (1.1).

Sin embargo, (1.2) solo requiere que u sea una funcién de C'. Si ademds usamos
la densidad de C}(€2) en H} se deduce que (1.2) debe tenerse Vv € H}. De hecho,
(1.2) tiene sentido cuando u € H}(Q) y f € H (Q), siempre y cuando se entiendan
las derivadas en sentido débil.

Si escribimos el término izquierdo en la forma bilineal a(u,v)
a(u,v) = / Vu - Vudz (1.3)
Q

podemos replantear el problema en su forma débil

Dada f € H1(Q)
hallar u € Hg(Q) tal que (1.4)
alu,v) = (f,0) Vo € HY(Q)
donde (f,v) denota el par entre f € H~' y v € H}. Dicha u se conoce como solucién
débil.
Nétese que a(u,v) es una forma bilineal en Hj(Q2) x H}(Q), la cual, usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, satisface

|au, V)] < flullmllvllag- (1.5)

De hecho, en este caso la forma bilineal a(u, v) es exactamente el producto escalar
en H}(€) que se obtiene como consecuencia de la desigualdad de Poincaré

a(u,v) = /QVU -Vudx = |OCZ::1 (D*u, D*v) = ((u,0)) pz-

Asi, el problema es equivalente a

hallar € H} () tal que
{ . Lo

Yy = (f.v) Vv € Hy(Q)
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El Teorema de Representacion de Riesz (.27 asegura que existe una unica so-
lucién u € H} tal que (1.6) se verifica y que la funcién f — u es un isomorfismo
isométrico de H~! en H}.

Teorema 1.1. Para f € H (Q), la formulacién débil de la ecuacién de Poisson
(1.4) tiene una tnica solucién u € H}(Q) y

HUHH(}(Q) = HfHH—l(Q)-

Existe otra forma de considerar la ecuacion (1.6). Obsérvese que para cada u €
H} fijado, la funcién v + a(u,v) es un funcional lineal sobre H]. Luego podemos
definir un operador lineal A : Hj(Q2) — H~(Q) como

(Au,v) = a(u,v) Yv € Hi(Q). (1.7)

La desigualdad (1.5) muestra que A es un operador acotado. Ahora, podemos
escribir la ecuacién de (1.4) como

Au= fen H .

A continuacién, mostramos un resultado que, bajo ciertas condiciones, nos ase-
guraréd que existe una base de L?(f2) formada por las autofunciones de A.

Corolario 1.2. Sea A un operador lineal simétrico sobre H cuyo rango es todo H,
Y supongamos que su inversa estd definida y es compacta. Entonces A tiene un con-
gunto infinito de autovalores reales N\, con sus correspondientes autofunciones w,
tales que Aw, = \,w,.

Si los autovalores estdn ordenados de forma que |M,11| > || se tiene que lim,, oo A,
00.

Ademas, los w,, pueden ser elegidos de modo que formen una base ortonormal de H,
y en términos de esta base el operador A puede ser representado por

Au = Z Aj(u, wj)w;.
j=1

A claramente es simétrica pues (Au, v) = a(u,v) = a(v,u) = (Av,u), e invertible
como consecuencia directa del Teorema 1.1. Para mostrar que A~! es compacto,
podemos identificar L?(€2) como un subconjunto de H~1(£2), ya que un elemento de
L*(Q) da lugar a un funcional lineal sobre H{(£2) mediante el producto escalar de
L2,

(u,v) = (u,v) Vv € Hy ().
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Ya que
[(u, 0)| < Jul[o] < Clul| Vo] < Clulljo]l

usando la desigualdad de Poincaré,
[ul| -+ < Clul.
Se sigue de esto que
1A g = Nully = 1flla— < CIf| Vfe L% (1.8)

Por lo tanto, A~ es una funcién acotada de L? en H}. Dado que un subconjunto
de H} es compacto en L? (por el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov
0.19), A~! es de hecho una funcién compacta de L? en L.

Asi, por el Corolario 1.2 existe una base de L? formada por las autofunciones
{w;} de A. Ya que Aw; = Nw; y w; € L*(Q), se sigue que w; € H(Q). Esto se
recoge en el siguiente Teorema.

Teorema 1.3. Eziste una base de L*()) formada por las autofunciones del operador
A = —A con las condiciones de contorno de Dirichlet. Estas autofunciones son
elementos de H ().

Luego tranformar la ecuacién en su forma débil hace mucho mas facil su estudio.

En este caso, el Laplaciano nos llevé a una forma bilineal que era simétrica, lo que
nos permitioé usar el Teorema de Representacion de Riesz.
En situaciones més generales que en (1.1) la formulacién débil da lugar a una forma
que no es simétrica y necesitamos usar el Lema de Lax-Milgram. Cuando a(u,v)
es una forma bilineal de algin espacio de Hilbert V' (con norma ||-|| y dual V*) la
simetria de a(u,v) se remplaza por la condicién de coercividad

a(v,v) > aljv]|* YveV
para algin o > 0.
Lema 1.4 (Lema de Lax-Milgram). Sea V' un espacio de Hilbert y a(-,-) : H — R

una forma bilineal continua y coerciva, entonces A es un isomorfismo de V en V*,
ie., si f € V* entonces existe un unico u € V' solucion de Au = f.
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1.4. Mayor regularidad para el Laplaciano: Con-
diciones de Frontera de Dirichlet

Daremos una serie de resultados de regularidad para el caso de condicién de
frontera tipo Dirichlet,
—Au=f, ulga=0

donde € es un dominio acotado de clase C2. Ya sabemos, como vimos en la seccién
anterior, que si f € H1(Q) entonces existe una tnica solucién que se encuentra en
HJ(Q); veremos qué ocurre cuando tomamos f € L*(9).

1.4.1. Resultado de Regularidad Interior

A continuacién se expone un resultado sobre regularidad en el interior del domi-
nio.

Teorema 1.5. Supongamos que f € L*(Q) y que u € Hy () satisface
(0, 0)ms = (F,0) Vo€ HA(©). (1.9)
Entonces u € H*(Q') para cualquier ¥ CC 2, con
ull 72y < Carlf]. (1.10)

Para una demostracion detallada, véase [6].

Usando induccién podemos mejorar este resultado para mostrar que las solucio-
nes estdn en H;t?(Q) cuando f € H*(Q).

Teorema 1.6. Supongamos que f € H*(Q) y que u € HL(Q) satisface (1.9). En-

tonces u € HET3(Q): para cada ' CC §) tenemos la cota

|u| Hs+2(Q/) S CHfHHs(Q)
Notese que este resultado de regularidad no depende de la regularidad de la
frontera.

Demostracion. Suponiendo que es cierto para s < o, demostramos que entonces
también es cierta para s < o + 1. Tomemos f € H°(£); entonces sabemos por la
hipétesis de induccién que u € H{ (), con

1wl o2y < O fl o (-
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Tomemos, ahora, un multi-indice @ = (@, a9, ...) con |a| = o + 1 y para cual-
quier w € CX(Y) definimos la siguiente “funcién test”
v=(—1)lDy.

Si escribimos (1.9) explicitamente como

Z/u,ﬂ]’idx—/fvdx
i=1 /9 Q

y usando la anterior funcién test, al integrar por partes |a| veces se tiene
(D%, w))mp = (D" f,w) Vw € C(X)

asi que D%u es la solucion débil de la ecuacion con f reemplazada por D*f. Ya que
f € H(Q), D*f € L*(Q) se debe tener

|DQU‘H2(Q/) < C|Daf|L2(Q)

Puesto que esto se tiene para cualquier multi-indice o con |a| = o + 1, se sigue
que
[ull o3 @y < Cllf o410
Por induccién se tiene el teorema. O

Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente importante corolario,
el cual muestra que si el término del lado derecho es regular en C*°(2) entonces la
solucion también es regular.

Corolario 1.7. Si f € C*(Q) entonces la solucion de
—Au=f en
verifica u € C*(1).

Demostracion. El Teorema 1.6 expone que u € Hj (€2) para cada s. La inyeccién
de Sobolev H* C (€7 si k > j + (m/2) del Teorema 0.18 muestra entonces que

u € C*(Q) para cada k y, por tanto, u € C°°(). O

En particular, las autofunciones del Laplaciano son elementos de C*(£2). Esto
serd importante en lo que sigue, cuando usemos estos autovalores como una base en
la que ampliar soluciones de las EDPs parabdlicas.

Corolario 1.8. Las autofunciones del Laplaciano con condiciones de frontera Diri-
chlet son elementos de C*°(Q) N H ().

Demostracién. Que un autovalor w es un elemento de Hj(f2) se sigue del Teorema
1.3. La regularidad de w en el interior de {2 se sigue usando el Teorema 1.6 repe-
tidamente en la ecuaciéon Aw = Aw, empezando con w € L?(f2), para deducir que
u € Hf (Q) para cada s > 0. O

loc
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1.5. Regularidad en la Frontera del Laplaciano

Mejorar los resultados de la seccion anterior para que obtengamos mayor regu-
laridad en la frontera requiere un tratamiento mas cuidadoso. Nos conformaremos
simplemente con los enunciados pues seran necesarios en lo que sigue. Para sus
pruebas, consultar [6].

1.5.1. Regularidad para dominios C?

Teorema 1.9. Supongamos que Q es un dominio acotado de clase C* y que u €
H} () es una solucién débil de la ecuacion de Poisson

~Au=f y ulm=0
donde f € L*(Q2). Entonces u € H*(Q) con la estimacidn

lull2@) < Cllfll20)-

Noétese que el resultado anterior muestra también que podemos usar que |Au| =
|Au| para acotar en la norma H?: de hecho, |Au| y ||u||z2 son normas equivalentes:

| Au| < [lull g2() < CAul. (1.11)

Teorema 1.10. Supongamos [ € H*(Q) y que u € H} () es una solucién débil de
la ecuacion de Poisson
—Au=f con ulsgq=0.

Entonces, siempre y cuando Q sea un dominio acotado de clase C°*2, se tiene que
u € H¥2(Q) con

ull zrsv2 () < O fll s(0)-

Este es un resultado de mayor regularidad correspondiente a la regularidad dada
en el Teorema 1.6. Obsérvese que, en contraste, aqui se ha asumido que la frontera
es lo suficientemente regular. Una prueba puede ser encontrada en [2].

De este tltimo Teorema se obtienen dos corolarios inmediatos: Si €2 es un dominio
acotado de clase U™, se tiene que:

- Si f € C>(Q) entonces u € C*(Q) (cf. Corolario 1.7).

- Las autofunciones del Laplaciano son elementos de C*°(Q) (cf. Corolario 1.8).
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1.5.2. H?*(Q)) y Dominios de A*

Finalmente, mostramos que podemos usar las potencias fraccionarias de A (el La-
placiano negativo) para proporcionar normas en D(A*/2) equivalentes a las normas
sobre H*(€2), de modo que

|472u) < Jjull s @y < Gl 4%,

Por supuesto, esto es exactamente una consecuencia del Teorema de Regularidad
dado (1.11) para k = 2, y se sigue a partir de la definicién de forma bilineal que

A2 = (A2, AV20) = (Auyu) = auw) =l (L12)
para k = 1. Para un k general basta combinar ambas igualdades.

Proposicién 1.11. Para k € Z*, siu € D(A*?) y Q es de clase C*, entonces
| AR 2] < |lull gy < Cr| AP 2ul. (1.13)

Demostracion. Primero demostramos (1.13) para k = 2n, con n un entero. El lado
izquierdo de la desigualdad estd claro, ya que

AwfP<C Y DU < Cllulf.

laj|=2,1<5<n

Demostramos el lado derecho de la desigualdad por induccién sobre n. Se tiene
el resultado para n = 1 en (1.11). Si es cierto para n = 1,..., N entonces para

n = N + 1 tenemos
ey < Y (D Pup?
|| <2N, |B]<2
S C Z ‘Dauﬁrp
o <2N
<C Z |ADu|?
o <2N
=C Z | D™ Aul?
la|<2N
como se requeria (A y D® conmutan porque A esta formado solo por segundas de-
rivadas).
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Usamos ahora (1.12) para probar el resultado cuando k es impar. En este caso,

1
ARzl = || AR,
= > D" Aruff =C ) [AFD .
|a|=1 |a|=1

Esta expresion esta acotada superiormente por C' ||u||?q2k+1 y acotada inferior-
mente por C'(||ul[3an: — |ul32 ).

Ya que u € H}(Q) si u € D(A*?), podemos usar la Desigualdad de Poincaré 0.13
para deducir que el lado derecho de la desigualdad se cumple. O

Aunque esta proposicién es realmente 1itil, se necesita tomar u € D(A*/?) para
aplicarla. Obsérvese que (1.13) muestra que D(A*2) ¢ H*((Q), el siguiente resultado
proporciona una clase de funciones que forman un subconjunto de D(Ak/ 2).

Proposicion 1.12. Si k es par, entonces
H*(Q) N Hy~ () C D(AM?),

y si k es impar entonces
HE(Q) € D(AY?).

Demostracion. Para k = 2s tomamos u € H*(Q) N HY™'(Q). Si w; es una autofun-
cién de A entonces

N2 (u,wy) = (u, A%wy) = (u, (—A)wy) = (—A)*u, w;),

J

donde podemos realizar todas las integraciones por partes pues (—A)/u € Hg —1=2
para todo 7 =0,1,...,s — 1. Se sigue que

Au? = 37X ) < (= A)ul < ulffp
j=1
Si k = 2s + 1, entonces tomamos u € HY(2) y consideramos

N2 wy) = (u, AAMPwg) = (=A)°u, APwy) = (A2 (=A) u, wy),

J

(las integraciones por partes son vélidas porque (—A)Yu € Hy %(Q) para todo
7=0,1,...,5). Yaque (—A)*u € HJ(), se tiene que

AV (=AY ul = [[(=Aw)*ull gy < llull e,

y la prueba es concluida como en el caso par. O
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Ecuaciones Lineales Parabolicas

En este capitulo estudiamos las ecuaciones lineales parabdlicas (dependientes del
tiempo) y su resolucion.

Consideraremos la ecuacién:

ou
u\aQ:() VIBEQ,tzO

donde f : €2 — R es una funcién dependiente del tiempo y €2 es un dominio
acotado de clase C2.

La forma natural de pensar en la solucién u(z,t) desde el punto de vista de los
sistemas dinamicos, es en una trayectoria en algin espacio de fases de dimension
infinita. Es decir, consideramos u(zx,t) como funciones u(t), cada una definida en €,

de modo que
[u(®)](x) = u(z,t) con u(t) : Q+— R.

En el capitulo anterior vimos que un espacio natural de soluciones para las ecua-
ciones elipticas eran los espacios de Sobolev, asi que ahora nos interesaremos en
los espacios de funciones que asignan un intervalo de tiempo en algin espacio de

Sobolev.

2.1. Espacios de Banach con valores en espacios
funcionales

Supongamos que / es un intervalo (normalmente (0,77) o [0, 7]) y X es un espacio
de Banach. Entonces el espacio de funciones continuas de I en X, C°(I, X), consiste

35
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en aquellas u(t) : I — X tales que u(t) — u(tp) en X cuando ¢t — ty. Obsérvese
que “u € C°(I,X)” no dice nada sobre la regularidad de u(-,t) como funcién de X.
Podemos también definir el espacio LP(I, X') como la completacién de C°(7, X) con

respecto a la norma
1/p
ey = [lutoliar)

En algunos casos, podemos escribir este espacio de otra forma, por ejemplo, la
norma en LP(I, LP(£2)) es

(Q
([iot)” = ([ [ wisoraca)”
B (/Im [u(z, )" dz dt) "

la cual es precisamente la norma en LP (I x ), asi que ambos espacios estan formados
por las mismas funciones.

A menudo escribiremos LP(0,7; X) en lugar de LP((0,7); X) para evitar una
notaciéon pesada.

Necesitaremos considerar el dual de tales espacios. Por ejemplo, el dual de
LP(0,T; L"(S2)) es L9(0,T; L*(S2)) con (p,q), (r,s) pares de indices conjugados. Se
necesita tomar el espacio dual de ambas “partes” ya que la paridad entre u y v es,

naturalmente,
T
/ / uvdx dt.
0o Ja

Algunos ejemplos particulares que vamos a necesitar son L*(0,7; H}) en duali-
dad con L*(0,T; H') y L*(0,T; LP(2)) en dualidad con L?*(0,T; L(2)).

También se pueden definir los espacios de Sobolev en este marco, por ejemplo,
decimos que v € H'(0,T; L*(Q)) si tanto u como Du estdn ambas en L%(0, T; L*(92)).
Los resultados de compacidad, inyeccién y densidad pueden ser probados de la mis-
ma forma para estas funciones con valores escalares.

Al igual que en el capitulo anterior, donde se debilitaron los requisitos de existen-
cia clasica de la derivada espacial para obtener soluciones débiles de las ecuaciones
elipticas, en este capitulo nos va a ser 1util debilitar la regularidad temporal de las
soluciones y relajar la condicién de que du/dt exista clasicamente. Para ello, inter-
pretaremos la ecuacién en sentido débil en la variable tiempo.
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Definimos la derivada débil du/dt de forma andloga a la Definicién 0.8, de modo

que
/0 %(t)¢(t)dt:— /0 u(t)%(t)dt

para toda ¢ € C2°(0,T). El teorema de inyeccién de Sobolev fue la clave para dedu-
cir la existencia de soluciones clasicas en el caso puramente espacial en el capitulo
anterior, para obtener regularidad temporal necesitamos resultados similares que in-
volucren los recién definidos espacios de Banach con valores en espacio de funciones.

Proposicién 2.1. Supongamos que u € WHP(0,T; X), 1 < p < co. Entonces
u(t) = u(s) +/ a(r)dr para cada 0<s<t<T,

yu e CU0,T); X). Ademds, se tiene la estimacion

sup |lu(t)||x < Cllullwrromrx).
0<t<T

Més adelante, probaremos la existencia de una solucién u(t) con u € L*(0,T; H'(Q))
y con la derivada temporal du/dt € L*(0,T; H'(Q)). Ya que H' C H™!, se sigue
que u € HY0,T; H X)) v, por lo tanto, u € C°([0,T]; H~()) por el resultado
anterior. Como el siguiente teorema muestra, es de hecho posible mejorarlo y con-
cluir que u es continua (como funcién de tiempo) en L?().

Teorema 2.2. Supongamos que u € L*(0,T; H'(Q)) y du/dt € L*(0, T}
H=Y(Q)). Entonces

1. u es continua de [0,T] en L*(Q) con

s[up]]u(t)] S C(HUHLQ(O,T;Hl(Q)) + ”du/dtHLQ(O,T;H—l(Q)))' (22)
te[0,T

d, o
EM = 2(du/dt, u) (2.3)

p.c.t. t € [0,T], es decir,

|u(t)|2:|ug|2+2/0(du/dt(s),u(s))ds.
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Nota 2.3. Podemos generalizar este resultado para el caso en que V' y H son espa-
cios de Hilbert, donde V* es el dual de V', con V CC H = H* C V*, reemplazando
HY(Q) por V., H Q) por V* y L*(Q) por H.

Demostracién. Usaremos el par (v*,u) entre un elemento v* € H~! y un elemento
u € H'(). Nétese que H~1(2) es el espacio dual de HE(€2), el cual es un subconjunto
propio de H*(€2). Sin embargo, sabemos por el Teorema de representacién de Riesz
0.27, que existe un elemento v € Hy(f2) tal que

(v, 0) ) = (v*,u) Yu € Hy(Q).

Aqui estamos usando la norma estandar de H'(f2) y el producto interno para
H(€), en lugar de la norma equivalente que involucra solo las primeras derivadas.

El teorema de Riesz también asegura que la norma de v en H'(Q) es la misma que
la de v* en H1(Q).

Ahora definimos una extensién de v* a un funcional lineal en todo H'(2) por
(' u) = (00 Vu e HI(Q).
Ya que hemos usado la norma estandar de H'(Q) en Hj (), se sigue que

(v, w) )| < vl @llull @) = 107 [a-1@)llull 21 @)

y entonces esta extensién tiene la misma norma que v* en H ().

(1) Mediante la extensién de u fuera de [0, 7] por cero y ajustando u, = (u)1/n,
una aproximacién regular de u (con respecto a la variable t), podemos aproximar u
por una subsucesién u,, € C1([0,T]; H'(Q2)), la cual converge hacia u en el sentido
de que

u, — u en L*(0,T; H(Q))

duy, /dt — du/dt en L*(0,T; H *(Q)).
Entonces, para cualquier t*,

t

[un (8 = Jun(t7)]* +2 / (tin(s), un(s))ds. (2.4)
t*
Eligiendo t* tal que

1 (T
Uy, (T 2:—/ un, (1|2 dt,
|un ()] T/ |un (2]
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podemos acotar el integrando en (2.4) por

[ (it (), wn ()] < [l -1 () llunl 1 (),

y se obtiene
, 1 [T 2 !
un®F < 5 [ lunF e +2 [ i ol
A partir de esto se sigue que

sup [un()* < Zlwnllzzr,02) + 2linll 200 lunll 20,y

te[0,7)
1, .
< f||un||L2(o,T;H1) + 2\lén | 20,70 1) [l 20,78
asi que
up ) < €l + oo Ml o v ) (23)
€10,

Ya que u, es una sucesiéon de Cauchy en L?(0,T; H(Q)) y du,/dt es una su-
cesién de Cauchy en L?(0,T; H '(Q)), se sigue que u,, es una sucesién de Cauchy
en C([0,T]; L*(Q)) v, por tanto, u € C([0,T]; L*(Q2)). Tomando limite en (2.5) se
obtiene la estimacién (2.2) y tomando limites en (2.4) se obtiene el apartado (2) del
teorema. [

Para obtener mayor regularidad de soluciones necesitamos también el siguiente
resultado. Obtenemos el equivalente de (2.3) en términos de potencias fraccionarias
del Laplaciano negativo, A = —A, ya que vimos en la Proposicion 1.11 que

| AR/ 2y < || i) < Cy|A*?u|  u € D(AF?), (2.6)
Corolario 2.4. Supongamos que para algin k >0
w€ L0, T; H"(Q)) vy du/dt € L*(0,T; H*1(Q)).
Entonces u es continua de [0,T] en H*(Q). Ademds, si
we LX0,T; D(A®TV/2)) y  qu/dt € L*(0,T; D(A*~Y/2)),
se tiene que

d du
- Ak/Z 2 _ ) Ak/2_ Ak/2 ) 9.
At =2 A A 27)



Capitulo 2 40

Demostracion. Para k = 0, el resultado es justamente el Teorema 2.2. Para k& > 0,
consideramos v = D%u, con |a| < k + 1. Entonces,

ve L*0,T; H (), dv/dt e L*0,T; H(Q)),

asi, v es continua de [0,7] en L*(2). Ya que se mantiene para cada «, sumando
todas las |a| < k 4+ 1, obtenemos el resultado.

Para obtener (2.7), fijamos v = A*/%u, y observamos, usando (2.6), que se tiene
v e L¥0,T; D(AY?) y dv/dt € L*(0,T; D(A™/?)).

Se sigue que v € L*(0,T; H'(Q)) y que dv/dt € L*(0,T; H~1(Q)) y, por tanto,
i\vF = 2(dv/dt, v)
e o

La ecuacién (2.7) se deduce ya que v = A2y, ]

Nota 2.5. Pese a que las dos condiciones del corolario no son idénticas, éstas son
similares. Veremos a continuacion (Seccion 2.5) que usualmente obtenemos estima-
ciones que nos permiten aplicar ambas partes de este resultado.

2.2. Soluciones débiles de las ecuaciones parabdli-
cas

Estudiaremos las soluciones de

% —Au = f(x,t), ulsga =0, u(z,0)=wu(x)

que evolucionan continuamente en L*(€2). Ya que estamos pensando en u(z,t) como
“lu(t)](z)”, reescribiremos la ecuacién como

d
d—? +Au=f(t), u(0) = uo, (2.8)
donde A = —A con la condicién de frontera Dirichlet y f(¢) = [f(¢)](x) es una

funcién, digamos, de L?(2) para cada t.

Esta forma de la ecuacién sirve para enfatizar que la dependencia espacial es
tratada en una base diferente a la de la dependencia temporal. Notese que hemos
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incorporado la condicién de frontera en la definicién del operador A (estrictamente
en la definicién del dominio). Se verd la existencia y unicidad de solucién, junto con
la dependencia de las condiciones iniciales, en el Teorema 2.6.

Para simplificar la notacién denotaremos L?(2) por H y la norma en L?(§2) por
| -]. Y, por otro lado, el espacio H}(Q) lo denotaremos por V.

Ya que §2 esta acotado, la desigualdad de Poincaré
lu| < C|Vul

es vélida. Por tanto, para la norma en V usaremos la norma de H} (), que contiene
solo términos derivados, denotada como ||ull;

lul® =" 1D,

laf=1

Denotamos la norma de V* = H~1(Q) como |||

Recordemos que en el capitulo anterior definimos la forma bilineal
a(u,v) = (Au,v) ZDuDv u,veV (2.9)
7=1

la cual es el producto interno sobre H}(2). Denotamos este producto interno como

((u,v)), asi
((u,v)) = a(u,v) = (Au,v), wu,v€e€V.

Entonces obtuvimos una solucién débil de la ecuacion lineal de Poisson
Au = §, (2.10)

que podia verse de dos formas, ya sea como una igualdad en H () o, alternativa-
mente (pero equivalentemente), en su forma débil

a(u,v) = (f,v) Vv € Hy(Q). (2.11)

Para el problema dependiente del tiempo, de forma similar, tendremos dos pers-
pectivas. Encontramos una solucién de la ecuacion

du
g—i-Au—f()
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donde la igualdad se mantiene en L?(0,T;V*). Esto es equivalente a

C o) ta(uw) = (1) Woe 20,T:V) (212)

p-c.t. t € [0,T]. Esto se sigue del siguiente lema (con g = du/dt + Au — f), donde
se prueba un resultado mas general.

Lema 2.6. Sea V' un espacio de Hilbert y V* su dual. Si g € LP(0,T;V*) (1 <p<
o0 ) entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. g=0en LP(0,T; V™).

2. Para cada v €V,
(g(t),v) =0 p.ct. t€[0,T).

Demostracion. [(1) = (2)] Que g(t) = 0 en LP(0,T;V*) significa que para cada
Y € L10,T;V) con (p,q) conjugados

/0 (a(t), ¥)dt = 0.

Ahora, fijamos v € V. Entonces para cualquier «(t) € L9(0,7T), 1 = va(t) es un
elemento de L4(0,T; V). Por lo tanto,

T
/ (), va(t)dt =0 Va(t) € L9(0,T).

0

Ya que g(t) € LP(0,T;V*), se sigue que
{g(t),v) € LP(0,T).
Si escribimos G(t) = (g(t),v), sabemos que
T
/ Gt)a(t)dt =0 Va(t) e LY0,T).
0

Se sigue que (g(t),v) = G(t) =0 en LP(0,T) luego es cero p.c.t. t.

[(2) = (1)] Reciprocamente, los elementos de la forma

= Zvjaj(t), para algin n < oo, (2.13)
=1
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conv; € Vyaj; € L0,T) son densos en L4(0,7; V). Ya que

n

(1), () = Y {g(t), ;) (D),

j=1

y para cada j, (g(t),v;) = 0 p.c.t. t € [0,T], se sigue que (g(t),¥(t)) = 0 p.c.t.
t € [0, T7]. Por lo tanto,

/0 (9(8), () dt = 0 (2.14)

para todo 1 de la forma (2.13). Puesto que tales 1) son densas en L(0,T;V) se
deduce que (2.14) se tiene para todo ¢ € L%(0,T;V) y, por tanto, g = 0 en
LP(0,T; V). O

2.3. El método de Galerkin: Series de Autovalores
Truncados

Estamos intentando encontrar la solucion de la EDP
du/dt + Au = f(t), u(0)=ug (2.15)

En lugar de tratar la EDP directamente, la aproximaremos por un sistema finito
de sistemas de EDOs, las cudles se pueden tratar con la teoria clasica.

Lo que haremos es estrechamente paralelo al método del Teorema 0.24 para
mostrar la existencia de una solucién para la ecuacion

t= f(z), x(0)=xo,

donde f es continua pero no Lipschtiziana. La aproximacion que se adopta es apro-
ximar f(x) por una sucesién de funciones Lipschitzianas f,(z), y asi poder aplicar
los resultados estandar a las ecuaciones

Ty = f(xn), 2,(0) =0

para proporcionar soluciones z,(t). Mediante la bisqueda de una subsucesién con-
vergente de ésta, {x,,} con

Tn; — = uniformemente en [0, 77,

obtuvimos una solucién de la ecuacién original.
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En este capitulo y en el que sigue expandiremos una solucién usando las auto-
funciones de A (—A) y entonces truncaremos las series para aproximar la EDP por
sistemas cada vez mas grandes de EDOs. Esto es lo que se conoce como Método de
Galerkin.

La existencia y unicidad de estas aproximaciones seguiran los resultados estandar
de EDOs. Algunas cotas uniformes, es decir, aquellas que no dependen del trun-
camiento, seran usadas para encontrar un subsucesion que converja (débilmente)
usando el Teorema de compacidad de Alaoglu 0.20. Este limite débil nos proporcio-
nard nuestra solucion.

Ya que necesitaremos algunas propiedades de estas series de autofunciones trun-
cadas repetidamente en los siguientes capitulos, éstas seran expuestas aqui. Tratamos
el caso cuando A es el operador lineal asociado a la forma bilineal a(u,v) . La des-
composicion de las autofunciones estéd asegurada por el Teorema de Hilbert-Schmidt.

Por ejemplo, para el Laplaciano en un dominio general no sabemos, y no necesi-
tamos saber, la forma explicita de las autofunciones, pero sabemos que tenemos un
conjunto de {w;} con autovalores \;,

Los resultados de regularidad del capitulo anterior aseguran que cada w; es un
elemento de V' = Hj(Q) y de C*(Q) (Corolario 1.8).

El Teorema de Hilbert-Schmidt dice que estas autofunciones forman una base
ortonormal para H,
(wj, w) = dji.
Estas también forman una base ortogonal para V' (aunque no ortonormal), pues

((wy, w)) = (Awy, we) = (Ajwy, wi) = A0

Si tomamos un elemento de H y lo proyectamos en el espacio generado por las
primeras n autofunciones, conseguimos

n

Pou= Z(u,wj)wj.

J=1

Esta definicion claramente tiene sentido para elementos de V' C H. También, si
f € V* podemos relacionar el significado de P, f con

(P, f,v) = (f, Pyv) YveV.
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También definimos la proyeccién ortogonal a P,, @, = I — P,

o0

Qn = Z (u7 wj)wj'

j=n+1
Lema 2.7. 5i X = H, V ¢ V*, entonces
Pl x < |lullx v Pou—uenlX.

Demostracion. Si escribimos v € V' como

o
U= Z(u’wj>wj7
j=1
tenemos
Jull* = Z)‘ [(uw,wy)|, [ Pau]|* = ZA | (u, wy)
y, por tanto,

[Poull < fluf-

Claramente, P,u — u en V', ya que

|u— Pl = Z Al (u, w;) |2,

Jj=n+1

D Nl wy)” = lul® < oo.

El argumento de la convergencia y las cotas en H son idénticas. En V*, la cota
de la norma se sigue de

1Bafllv- = sup (a0}l = sup [{f, Bv) < sup [(f,w)] =

loll<1 ol <1 f[w]|<

Para la convergencia, obsérvese que cada funcional lineal f € V* corresponde
con un elemento ¢ € V usando el Teorema de Representacion de Riesz 0.27, asi

(f.v) =((¢,v)) YveV.

Ahora,
<Pnf,1}> - <f,U> -
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asi que,

[(Buf0) = (o) < @l

Por lo tanto,

sup |[(Pof — f,v)] <[|Qnoll
{veflv]|=1}

y asi, tiende a 0 cuando n — oo por el resultado de convergencia previo para
peV. O

2.4. Soluciones Débiles

Ahora aplicaremos estas ideas para probar la existencia y unicidad de solucién
débil en H = L*(Q).

Teorema 2.8 (Soluciones débiles). Si f € L2 (0,00;V*) entonces la ecuacidn

du/dt + Au = f(t), u(0)=uo€ H (2.16)
tiene una unica solucion u(t) con, para cualquier T' > 0,
u€ L*0,T;V), du/dte€ L*(0,T;V*), y uecC(0,T];H).
Ademds, ug — u(t) es continua sobre H.

La ecuacién (2.16) se mantiene como una igualdad en L*(0,T; V) [es decir, en el
sentido de (2.12)]. La hipétesis sobre f estd motivada por esto.

Demostracion. Usamos el método de Galerkin. Primero buscamos una solucion apro-
ximada u,(t) de un espacio de dimensién finita generado por las primeras n auto-
funciones de A y resolvemos la EDO. Sabemos que esta EDO tiene una solucion
usando los resultados clésicos de EDOs.

Entonces se prueba que las soluciones u, (t) de estas EDOs existen, de hecho, para
todo tiempo. El uso del Lema 0.26 implica que las soluciones no pueden explotar en
tiempo finito. En efecto, obtendremos cotas de las soluciones w,,(t) en varios espacios
con la importancia de que esas cotas son independientes de n. O
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2.4.1. Aproximaciones de Galerkin

Buscamos una solucién aproximada wu,(t) que esté en un espacio de dimensién
finita generado por las primeras n autofunciones,

U (t) = Z Un, ()05, (2.17)

y resolver

(dun/dt, wy) + (Aun, w;y) = (f,ws), 1<j<n,
con (u,(0),w;) = (up,w;). El dltimo término de la igualdad tiene sentido pues
w; eV.

De (2.17) se tiene que u,; = (un, w;); y también
(dup/dt,w;) = duy,/dt Yy (Aup,wj) = Ajun,.
Asi, tenemos un conjunto de n EDOs para las componentes
dy, [dt + Njun, = (f(t), w;). (2.18)
Podriamos también escribir esto como
du,/dt + Au, = P, f (2.19)

donde w,, es la funcién composicién dada en términos de las componentes de (2.17).
De hecho, esta segunda forma de la ecuacion es mas util en la obtencién de las es-
timaciones que siguen.

Los resultados de existencia y unicidad de solucién para las EDOs implican que
tenemos una tnica solucién de (2.18) para la u,,;, al menos en algin pequeno inter-
valo de tiempo [0,7},]. Podemos extender este intervalo de tiempo hacia el infinito
si sabemos que u,,; estd acotada.

Noétese que si consideramos u,, como un vector de n componentes, es decir, como
un elemento de R™, necesitamos demostrar que

n

Z uij permanece acotado. (2.20)

=1
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2.4.2. Acotaciones uniformes de u, sobre varios espacios

Ahora, usando (2.17), obsérvese que (2.20) es proporcional al cuadrado de la
norma de u,, en L*(€2). Podemos, por lo tanto, intentar obtener una cota de u,, en
L?(Q2) usando (2.19). Tomando el producto interno de (2.19) con u,,:

(duy,/dt, up) + (A, uy) = (Pof, up).

Por otro lado, de la ecuacién (2.18): (Auy,up) = a(tn,u,) = |lu,||* podemos
acotar el término derecho por

<Pnf: un> < HPan*HunHv
obteniendo
1d
2 dt
Usando la desigualdad de Young (0.2) y reordenando

[tnl* + [unll® < 1P f llellunll-

d
%|Un|2 + HunH2 < HPanz (2-21)

Notese que todas estas manipulaciones son rigurosas ya que sabemos que la serie
truncada de Fourier (u,) son C*(€2) pues las autofunciones {w;} lo son.

Integrando (2.21) entre 0 y 7', se tiene

un ()2 + / lun(B)Pdt < Jun(0)]? + / | Puf ()2,

Dado que sabemos que f € L2 (0,00; V*) [i.e, f € L*(0,T; V*) para todo T' < o]

loc
y ademas, por el Lema 2.7, que

|un(0)] = [Pouo| < luol y [Baflls < [If]-,

tenemos que

T T
(T + / an(B)|2d < [uol? + / LF ()2, (2.22)

una cota que es uniforme en n. Podemos reexpresar las dos cotas contenidas en
(2.22) diciendo que u,, estd uniformemente acotada (en n) en los dos espacios

L>(0,T;H) y L*0,T;V)
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para todo 7" > 0. [Se podria decir que {u,} es sucesién acotada en L>(0,7T; H)
pero la teminologia anterior sirve para enfatizar que la cota tiene que ser uniforme
en n).

Para probar que u es continua en H, usando el Teorema 2.2, necesitaremos
obtener una cota de du/dt € L*(0,T;V*). Entonces trabajaremos con du,/dt y
probaremos que podemos encontrar una cota uniforme para esta sucesion. De hecho,
es mas inmediato, pues

duy,/dt = —Au, + P, f.

Sabemos que P,f € L*(0,T;V*) y Au, € L*(0,T;V*) también, pues u, €
L*(0,T;V) y A es una aplicacién lineal acotada de V a V* (c.f. (1.7)). Luego,

du,, /dt estd uniformemente acotado en L?(0,T; V™).

2.4.3. Extraccion de una subsucesion apropiada

Usamos ahora el Teorema de compacidad de Alaoglu 0.20 y su corolario 0.21
repetidamente para extraer una subsucesién que converge en varios sentidos. Pri-
mero, u,, estd uniformamente acotada en L?(0,T;V), asi, por la extracciéon de una
subsucesién podemos garantizar que

u, —~u en L*0,T;V).

También, tenemos una cota uniforme de du,/dt en L?(0,T;V*), por lo tanto,
extrayendo una segunda subsucesiéon podemos asegurar que

du,/dt =4 en  L*0,T;V*).

Hemos escrito @ porque no es inmediato que @ = du/dt (derivada temporal en
sentido débil). Sin embargo, si usamos la definicién de convergencia débil-* de du,, /dt
hacia u se tiene que

/OT%(t)\II(t)dt% /OTu(t)\IJ(t) dt YU e L*0,T;V).

Si U e Cr(0,7;V) entonces podemos integrar el lado izquierdo por partes y
obtenemos

A%(t)\l/(t)dtz—/ un(t)cii—f(t)dt

0
T A
— t) —(t) dt
— 0“()dt()’
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usando la covergencia débil de u, hacia u, ya que d¥/dt € C>*(0,T;V) C
L*(0,T;V). Entonces tenemos

/OT a(t)U(t) dt = —/OTu(t) %(t) dt VU € C20,T;V),

y, por tanto, & = du/dt como se querta.

Asi, sabemos que
du,/dt = du/dt en L*(0,T;V*).

Para obtener la misma convergencia de Au,,, usamos que A es un operador lineal
acotado de V en V*, luego la convergencia débil de u,, hacia v en L*(0,T; V') implica
convergencia débil-* de Au,, hacia Au en L*(0,T;V*):

T T T
/(Aun,\ll),dtz/ (un,A\I/>—>/ (0, AT)dt
0 UT 0
:/ (Au, W)dt, ¥ e L*(0,T;V).
0

Finalmente, probamos que P, f = f en L?(0,T;V*), obsérvese que las funciones
de la forma

k
U = Z\I]]’Oéj(t), \Ijj S V, Q; S LQ(O,T,R)
j=1
son densas en L*(0,7;V). Para tal ¥
T T
| o vy = [0, R
0 0
T k
- | S rvas
j=1

Dado que P,V,; — ¥, en V para cada j (ver Lema 2.7), esto converge hacia

/0 Z<f(t>7‘1’j>aj(t)dt=/0 (F(1), W(t))dt.

Esto proporciona convergencia débil-* de P, f hacia f en L?(0,T;V*), y, por
tanto, tenemos convergencia débil-* en L?(0,T; V*) de todos los términos en (2.19).
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2.4.4. Propiedades de la solucién débil

Se tiene, entonces, que
du/dt + Au = f

es una igualdad en L%(0,7;V*) y el Lema 2.6 muestra que esto es equivalente a

(du/dt, v) + a(u,v) = (f,v) (2.23)
para cada v € V' y p.c.t. t € [0,T].
Noétese que dado que el valor limite u verifica
u€ L*(0,T;V) y du/dt € L*(0,T;V*)

se sigue del Teorema 2.2 que realmente u es continua en H:

we C([0,T]; H).

Nota 2.9. Ndtese que esto es mucho mejor que uw € L*(0,T; H) que lo que hu-
bieramos podido obtener aprovechando la cota uniforme de w, en este espacio y
extrayendo otra subsucesion - de hecho, no hemos usado la cota L*> arriba.

Antes de comprobar la unicidad, tenemos que demostrar que u(0) = ug. Nétese
que aunque v € C([0,T]; H) y u = lim u, (en varios sentidos) con u,(0) = P,uy,
n—oo

esto no se tiene automaticamente.
Eligiendo una funcién ¢ € C'([0,T]; V) con ¢(T) = 0, en la “ecuacién limite”

(2.23) podemos integrar entre 0 y 7'y hacer la primera integral por partes para
obtener:

T T
|~ +atuopds = [ (ros+@or00). (220
0 0
Si hacemos lo mismo en la ecuacién de Galerkin (2.19), tenemos

/0 (&) + atn, 6)ds = /0 (Puf, &)ds + (ux(0), 6(0)).

Hemos visto antes que podemos tomar limite en todos los términos, asi:

/0 (&) + alu, ¢) ds = / (1.0 ds + (uo, 6(0)), (2.25)

pues u,(0) — wuy. Ya que ¢(0) es arbitrario, una comparacién de (2.24) y (2.25)
muestra que necesariamente u(0) = ugy, como se requerta.
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2.4.5. Unicidad y dependencia continua de las condiciones
inciales
Para mostrar que la solucion es tinica, supongase que tenemos dos soluciones u

y v de
du/dt + Au = f(t).

Dado que la ecuacién es lineal, la diferencia de estas dos soluciones w(t) =
u(t) — v(t), satisface

dw/dt + Aw = 0.
Usando el Teorema 2.2 podemos tomar el producto interno de esta ecuacién con
w:
1d, , 9
—— =0
Sl + ] =0,
de donde,
d
£|w|2 <0
Se sigue que
w(t)] < [w(0)],

la cual proporciona la dependencia continua de la condicién inicial y cuando w(0) =
0, la unicidad.

2.5. Soluciones fuertes

Ahora mostramos como aumentando la regularidad de f y ug resultan soluciones

més regulares. En particular, veremos que si ug € V'y f € L2 (0,00; H) entonces

las soluciones son continuas en V' y son elementos de H p.c.t. t. Llamamos a tales
soluciones, soluciones fuertes.

Teorema 2.10 (Soluciones Fuertes). Sean f € L} (0,00; H) yug € V. Entonces
existe una unica solucion de

du/dt + Au = f(t) (2.26)
satisfaciendo
u € L*(0,T; D(A)), du/dt € L*(0,T;H) y ueC0,T);V).

Ademds, la aplicacion ug — u(t) es continua en V. La ecuacion (2.26) es ahora una
igualdad en L*(0,T; H), en particular, se verifica en H = L*(Q) p.c.t. t € [0,T).
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Nota 2.11. En el enunciado del teorema, D(A) es un espacio de Hilbert con el
producto interno

((u,v))p(ay = (Au, Av);
En particular, usando el resultado de reqularidad del Teorema 1.9

[ull a2() < ClAul

se ve que una cota en el espacio L*(0,T; D(A)) es equivalente a una cota en el
espacio L*(0,T; H*(Q)).

Demostracion. La idea es esencialmente la misma que en la prueba del teorema
anterior, excepto que tenemos que asegurar que tenemos mejores estimaciones sobre
u, y sus derivadas. Asi, en lugar de tomar producto interno con u,, tomamos el
producto interno de Aw,, con

du,, /dt + Au, = P, f

y resulta
(duy,/dt, Au,) + |Au,|* = (P.f, Auy,).

Dado que u,, es lo suficientemente regular, tenemos que Au, = —Au,, y por
tanto, usando la condicién de frontera u,, = 0 sobre 0f2,

Oup ou,, 0*u, _1d 9
/Aun iz = Z/ e da = o (2.27)

Por lo tanto,

5 ol w2 < [Pl Au |

asi, usando la Desigualdad de Young 0.2 en el lado derecho de la igualdad, se tiene
d
Tlunll® +1Aw* < [Pf P < [fP,
e, intengrando entre 0 y T,
T T
I+ [ )bt < ol + [ 150

Ahora se tienen cotas uniformes para u,, en

L>*(0,T;V) vy L*0,T; D(A))).
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Ademas, ya que
du, /dt = —Au, + P, f

se sigue que du,, /dt estd uniformemente acotado en L?(0, T; H). Argumentando como
antes, tomamos subsucesiones usando el Corolario 0.21, tales que

u, —~u en L*0,T;D(A))

du,/dt — du/dt en L*(0,T;H).

Podemos probar que todos los términos en la ecuacién convergen débilmente
en L*(0,T;H) - aplicando el Lema 2.6 con V = H se prueba que la ecuacién
(2.26) se mantiene en H p.c.t. t € [0,7]. También, el Corolario 2.4 muestra que
ue CY0,T); V).

Finalmente, la unicidad de la solucién fuerte se sigue del argumento previo,
dado que cualesquiera dos soluciones fuertes también podrian ser soluciones débiles.
Podemos obtener continuidad en V' con respecto a la condicién inicial ug tomando
el producto interno de

dw

E + Aw =0
con Aw (usando el Corolario 2.4) y eliminando el término |Aw|?,
Sl <o
Por lo tanto,
lw(@®)]] < [[w(0)]-
proporciona la unicidad y dependencia continua de las condiciones iniciales como
antes. [

2.6. Mayor regularidad: Espacial y Temporal

Si asumimos una mayor regularidad para f(t) y ug, entonces la regularidad es-
pacial de las soluciones aumenta.

Teorema 2.12 (Mayor regularidad de solucién). Si k > 0, Q es un dominio
acotado de clase C*, f € L% (0,00; D(A®=V/2)) y ug € D(A¥?), entonces existe
una unica solucion u(t) de

du/dt + Au = f(t)

. uw€ L0, T; H"(Q)) vy weC%0,T); H*(Q)).
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No se dara la prueba aqui. Esta se basa en un método similar al de la prueba
del Corolario 2.4.

Para obtener regularidad temporal de modo que la derivada du/dt sea clasica,
necesitamos alguna hipétesis adicional sobre la derivada de f. Damos un resultado
simple, el cual da diferenciabilidad en V*.

Teorema 2.13 (Regularidad Temporal). Supongamos que f € L*(0,T;V) y
ademds, df /dt € L*(0,T;V*). Siuy € D(A) entonces

ue CY[0,T;V*) y wueC(0,T]; D(A)).

Demostracidn. Primero, ndtese que por el Teorema 2.2 tenemos que f € C°([0,T]; H).
Ahora consideramos la ecuacién formal para v = @ = du/dt, con lo cual

dv/dt + Av = f, ©v(0) = —Aug + f(0).
Esta es una ecuacién para v en la forma de (2.8), pues
feL*0,T;V*) vy v(0)e H.
Se sigue del Teorema 2.8 que v € L*(0,T; V)N H*(0,T;V*).

Ya que las soluciones de la ecuacién (2.8) son tunicas, se sigue que v debe ser
en realidad igual que u, asf que w € L*(0,7;V*) N H'(0,T;V*). Luego, se sigue
del Teorema de inyeccién de Sobolev 0.18 que u € C'([0,T]; V*). Sefialando que
tenemos

Au(t) = f(t) — du/dt,

y que el lado derecho estd en L?(0,T;V), podemos usar la teoria de regularidad
del Laplaciano (Teorema 1.10) para deducir que v € L?(0,T; H*). El Corolario 2.4
garantiza que u € C°([0,T]; D(A)).

]






Capitulo 3

Ecuaciones de Reaccion-Difusion
no lineales

En este capitulo vamos a estudiar las ecuaciones de reaccién-difusion, un tipo
sencillo de ecuaciones parabdlicas no lineales. Estas modelan reacciones quimicas en
dominios espaciales donde la difusion es importante. Si una concentracién quimica
evoluciona localmente segin la ecuacién diferencial ordinaria

du/dt = f(u)

entonces con la adicion de la difusién obtenemos la ecuacién de reaccion-difusion

escalar 5
U

— — Au = ) 1
L Au=f(w) (31)

Para la cuestién relativa a la existencia y a la unicidad de soluciones débiles (o
fuertes), trataremos la ecuacién en un dominio acotado © C R™, imponiendo la
condicién de frontera de Dirichlet u|sq = 0 y “suficiente regularidad” de €2, la cual
serd especificada en lo que sigue. También exigimos que f(s) sea una funcién de C*
que satisfaga las acotaciones

—k—ay|s|P < f(s)s <k —as|s]P, p>2 (3.2)

fl(s) <1,
ambas Vs € R. Un ejemplo de tal funcién f(s) es un polinomio de grado impar,

2n—1

f(s) = Z ¢,

o7
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En efecto, en este caso a; < 0y p = 2n . Consideraremos el ejemplo particular
f(s) = s — s en mas detalle en el Capitulo 5.

Es posible tratar sistemas de ecuaciones de reaccién-difusion y, por supuesto, hay
mejores modelos de reacciones quimicas reales pero por simplicidad, nos atenemos
al caso escalar.

3.1. Resultados para hacer frente al término no
lineal

Aunque los términos lineales se comportan bien (ya hemos tratado con ellos,
mé&s o menos, en el capitulo anterior), el término no lineal es més problemético. En
particular, aunque facilmente seamos capaces de asegurar que existe un y tal que
f(u,) — x en algin sentido apropiado [donde u,, es nuestra versién truncada de la
solucién u de (3.1)], es mucho menos directo demostrar que x = f(u), es decir, que
la funcion limite realmente resuelve la ecuacién.

El problema, esencialmente, esta en que la extraccion de una subsucesién conver-
gente normalmente proporciona una sucesion débilmente convergente, y esto no es
suficiente para demostrar directamente que y = f(u). Necesitaremos ademds cierta
convergencia fuerte de u,, dada por el resultado de compacidad en la Seccion 3.1.1)
y una versién débil del teorema de convergencia dominada (Seccién 3.1.2).

3.1.1. Un teorema de compacidad

En el dltimo capitulo vimos que las soluciones débiles de la ecuacién parabdlica
lineal

ou

— — Au= f(t

U = ()
verificaban u € L*(0,T; Hy(Q)) y du/dt € L*(0,T; H'(2)). La derivada era de L?
en H™!' en lugar de en Hj. Sin embargo, esto nos permitia concluir algo sobre u
como funcién de L*(2), esto es, u € C°([0,T]; L*(2)).

La misma conclusién se tenfa si sabfamos que v € H'(0,T; L*(2)). En esta breve
seccion exponemos otro resultado bajo lineas similares. Este resultado de compaci-
dad se verificaria desde la teoria estdndar de espacios de Sobolev si {u,} fuese una
sucesiéon acotada en H'(0,T; L*(f2)), pero esto no es tan directo si u, estd acotada
en L*(0,T; HY(Q)) v du,/dt estd acotada en L?(0,T; H~'(Q)). No obstante, la con-
clusién es la misma - existe una subsucesién de {u,} que converge fuertemente en

L*(0,T; L2(Q)).
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Teorema 3.1. Sea X CC H C Y espacios de Banach, con X reflexivo. Supongamos
que u, es una sucesion que estd uniformemente acotada en L*(0,T;X), y du,/dt
estd uniformemente acotada en LP(0,T;Y) para algin p > 1. Entonces existe una
subsucesion fuertemente convergente en L*(0,T; H).

Una prueba de este teorema puede ser encontrada en [6], pags 215-217.

Anteriormente, nos concentramos en el caso X = H}(Q), Y = H'(Q) y p = 2.
Téngase en cuenta la posibilidad de debilitar las hip6tesis sobre du,/dt discutidas
antes [acotado en L?(0,T; H~(Q))] para acotar en L?(0,T; H*(£2)) para cualquier
p> 1.

3.1.2. Un versién débil del teorema de convergencia domi-
nada

El Teorema de convergencia dominada de Lebesgue garantiza que si una sucesion
g; € LP estd acotada por una funcién LP y converge hacia g casi por doquier, entonces
g; — g en LP. En el siguiente resultado debilitamos la condicién, exigiendo solo que
la sucesién {g,} esté acotada en LP y obteniéndose g; — ¢ en LP.

Lema 3.2. Sea O un conjunto abierto acotado de R™, y sea g; una sucesion de
funciones de LP(QO) con

lgllro) < C Vj€Z
Si g € LP(O) y g; — g casi por doquier entonces g; — g en LP(O).
Demostracion. Para cada n, sea el conjunto
E,={ztalque z € O, |gj(x) —g(z)| <1 Vj > n}.
Estos conjuntos F,, son crecientes en n, y la medida de E,, crece hacia la medida

de O cuando n — oo (pues g; — g casi por doquier).

Ahora sea ®,, un conjunto de funciones en LP(O) (1/p+ 1/q = 1) con soporte

en F,, y sea
¢ = .
n=1

® es denso en LI(O); para ¢ € LI(O) tomamos

donde x[E,] es la funcién caracteristica del conjunto E. Entonces ¢, — ¢ casi por
doquier y dado que
|6n(2)] < [d(2)],
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por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue ¢,, — ¢ en L1(O).
Ahora, si tomamos ¢ € ®, entonces podemos usar el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue de nuevo para mostrar que

/ ¢(g; — g)dz — 0 cuando j — oo.
o

En efecto, ¢ € ®,,, para algin ny y entonces para j > ng, tenemos

|6(2)(95(x) = g(x))| < [o(2)],

dominando ¢(g; — g), y ¢(g; — g) tiende a cero casi por doquier.
Finalmente, usamos la densidad de ® en L?(O); tomamos u € LP(O), y, dado
e > 0, elegimos ¢ € ® tal que

||u — ¢||Lq((9) < 6/40

y M tal que
/ ¢(g; —g)dr <e/2 Vj= M.
o
Entonces
/ (g5 — 9)(u— ¢+ ¢)dx < 2C(e/4C) +¢/2 =,
o
lo cual prueba que g; — g en LP(O). 0

3.2. Base para el desarrollo de (zalerkin

Al igual que en el capitulo anterior, escribimos H = L*(Q) y V = H}(Q) y
usamos ||-]|*> para denotar la norma reducida en H}(Q2) la cual coincide con la forma
bilineal a(u,v)

lull* = a(u, v) = [Vul*.

De nuevo, usaremos ||-||, para la norma V* = H '(Q) y escribimos Qr para
(0,T) x €. Nétese que
L"(0,7;L"(2)) = L"(Qr) para cualquier r.

Para ecuaciones parabdlicas lineales (en el Capitulo 2) representamos nuestro
truncamiento de Garlerkin usando las autofunciones del Laplaciano. Haremos lo
mismo aqui, pero ahora se quiere asegurar que todas las autofunciones son elementos
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de L?(Q) donde p proviene de la condicién sobre f dada en la ecuacién (3.2). Usando
el Teorema de inyeccién de Sobolev 0.18 existe un s € Z* tal que

H*(Q) C LP(Q). (3.3)

Necesitamos
s >m(p —2)/2p; (3.4)
obsérvese que depende de m. En particular, sim =1 6 m = 2 podemos tomar s = 1,

no importa el valor de p. Esto significa que en dimensién una o dos, V' C LP(2) para
cualquier p.

Suponemos ahora que €2 es un dominio acotado de clase C*, con s elegida como
en (3.4) y entonces el Teorema 1.10 asegura que las autofunciones del Laplaciano
son elementos de D(A%/2) C H*(R) y, asi, de LP(2) por (3.3). Esto es la “suficiente
regularidad” de €2 a las que nos referimos al principio del capitulo.

Como en el anterior capitulo, proyectaremos la ecuaciéon en el espacio generado
por las primeras n autofunciones, asi definimos P, como la proyeccién ortogonal de
L? en el espacio generado por {wy, ..., w,}:

n

Pu= Z(u,wj)wj.

J=1

El Lema 2.7 muestra que si u € L*(Q) entonces P,u — u en L?(2). Necesitamos
consolidar esto para demostrar que si u € LP(2) es suficientemente regular entonces

P,u — u en LP(Q2). Podemos hacerlo mostrando que las autofunciones forman una
base para D(A%/?).

Para justificar que {w;} forma una base para D(A*/?) basta ver que si

((u, w;)) pasizy =0 Vj (3.5)

entonces u = 0 (ya que entonces solo el 0 es ortogonal al espacio lineal generado por
{w,}, por la propocicién 0.28). Si (3.5) se verifica, entonces

0= ((, ;) prasrzy = (A u, APwj) = (u, Awy) = N (u,wy),

y asi, (u,w;) = 0 para todo j. Al ser {w;} base para L*(Q) se sigue que u = 0. En
particular, la serie

u= Z(u, wj)w; (3.6)

Jj=1
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converge hacia u en D(A%?) y, por tanto, en H*(Q) (usando ||ul|gs < C|A*?u| de
la Proposicion 1.11). Usando (3.3), encontramos que la serie también converge en
LP. En particular, si @), = I — P,, entonces

Quu—0 en LP(Q), wue D(AY?). (3.7)

Obsérvese que, habiendo elegido s de manera que v € H§(2) implica que v €
LP(Q)), se sigue que, si u € L4(Q2), el dual de LP(Q2), entonces u € H*(Q2), el dual
de H§(Q), asi que

L) C H*(Q). (3.8)

Esto serd importante cuando vayamos a aplicar el Teorema de compacidad (Teo-
rema 3.1) en esta situacién. (De nuevo, en una o dos dimensiones esto muestra que
L9 C V* para cualquier q).

3.3. Soluciones Débiles

Aparte de los problemas técnicos causados por el término no lineal (necesitaremos
los dos resultados de la Seccion 3.1 y tendremos que hacer estimaciones cuidadosas
en algunos espacios LP con p # 2) procedemos como en el capitulo anterior. Ob-
tendremos soluciones usando la base {w,} para aproximar la ecuacién por sistemas
de EDOs cada vez mayores. La existencia y unicidad para estas aproximaciones se
seguird del Teorema de existencia local para EDOs. Tomaremos entonces el limite
(débil) usando el Teorema de Compacidad de Alaoglu 0.20. El uso del Teorema 3.1
y el Lema 3.2 garantizara que realmente tenemos una solucién.

Como en el capitulo anterior, reescribimos (3.1) como
du/dt + Au = f(u) (3.9)
donde A = —A con condicion de frontera de Dirichlet.

Teorema 3.3 (Soluciones Débiles). La ecuacion (3.9), con f una funcion de
clase C* satisfaciendo

—k—aqls|P < f(s)s <k —as|s]P, p>2 (3.10)

f'(s) <1 (3.11)

tiene un tnica solucion débil: para cualquier T > 0, dado uy € L*(Q) existe una
solucion u con

u € L*(0,T; Hy(Q) N LP(Qr)), u € CO0,T); L*()),
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y up — u(t) es continua en L*(Y). La ecuacidn (5.9) es una igualdad en el espacio
L0, T; H*(Q2)), donde q es el conjugado del indice p de (3.10).

Nota 3.4. Ya que la ecuacion es una igualdad en LI(0,T; H *(R2)), esto signfica
(usando el Lema 2.6) que para cualquier v € LP(0,T; H*(S2)), tenemos que
(du/dt, o) + alu,v) = (f(u), ) (3.12)

para casi todo t € [0,T]. Para m = 1,2 podemos tomar s = 1, y asi la ecuacion se
verifica en el espacio mds familiar LY(0,T;V*) y (3.12) se tiene para todo v € V,
como en el capitulo anterior.

Demostracion. Como anteriormente, consideramos el sistema de ecuaciones diferen-
ciales

duy, /dt + Au, = P, f(u), u,(0) = P,ug (3.13)

para la aproximacion n-dimensional

n
Up = E UpjWj.
j=1

Ya que la no linealidad de (3.13) es localmente Lipschitz, el Teorema 0.25 mues-
tra que el sistema finito dimensional tiene una tnica solucién en algun intervalo de
tiempo finito.

Tenemos que probar que las soluciones estan acotadas en tiempo y uniforme-
mente acotadas en n. Para obtener un acotacién tipo L?, multiplicamos (3.13) por
u, e integramos. Senalando que

(Puf(un), un) = (f(un), Poun) = (f(un), un),

obtenemos L d
3apll? el = [ e

Ahora podemos usar (3.10) para escribir

1d
31wl + lual? < [ k= aslu,Pd. (3.14)
Q

Integrando en ambos lados entre 0 y 7

1 r r 1
5|un(T)y2+/ ||un(t)|]2dt—|—oz2/ /|un(x,t)\pdxdt§ 5ol + KT,
0 0 Q
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donde |Q es la medida de Q, |Q| = [, dz. Se sigue de la utima desigualdad que

sup uy (t)]* < 2K,
t€[0,T]

T
| Imolar < &
0
T
/ / |un P dz dt < K/as,
0 Q

donde K = %|u0|2 + kT||, acotado por conjuntos acotados de condiciones iniciales
(en H) y acotado en intervalos de tiempo. Podemos escribir esto como:

up, estd uniformemente acotado en L*°(0,7T; H),
u,, estd uniformemente acotado en L?(0,T;V), (3.15)

U, estd uniformemente acotado en LP (7).

Ahora usamos la cota de u,, en LP({2y) para obtener cotas del término no lineal
f(uy). Ya que
[f(s)] < B(s +1),

de (3.10), la cota de u,, en LP(Qr) proporciona una cota de f(u,) en L4(€7), donde
(p, q) son conjugados:

1)Ly = / ( / Fa, ‘qu)dt
Sﬁ/o (/Q(|un|p1+1)qu>dt
< O/T (/ |y, [ 1P~V +1dx>dt,
0 Q

y dado que p~! + ¢! =1 se sigue que ¢(p — 1) = p y tenemos que
f(uy,) esta uniformemente acotado en L(Qr) (3.16)

como se requeria.

Finalmente, necesitamos una cota uniforme de la derivada. Notese primeramen-
te, que tanto L2(0,T;V*) como L%(0,T; L9(f2)) estdn continuamente incluidos en
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L9(0, T; H*(Q)) (tenemos ¢ < 2 pues p > 2, y hemos usado (3.8)). Se sigue que,
dado que
du, /dt = —Au, + P, f(uy)

tenemos que
du,, /dt estd uniformemente acotado en LY(0,T; H*(Q2)) (3.17)

Ahora usamos el Corolario 0.21 para extraer una subsucesién débilmente con-
vergente, u,,, con

u, — u en L*(0,T;V),
u, — u en LP(Qr),
f(uy) — x en LYQr).

Aplicando el Teorema de compacidad 3.1 podemos extraer una subsucesiéon ma-
yor de manera que, ademas,

u, — u en L*(0,T; H). (3.18)
En efecto, tenemos que u,, estd uniformemente acotada en L?(0,T; Hg(2)) (en
(3.15)) v que du,,/dt estd uniformemente acotada en L7(0,7; H*(£2)) (en (3.17)).

Ya que H}(Q) — L2(Q) € H%(Q) y H}(Q) es reflexivo (es un espacio de Hilbert),
podemos aplicar el Teorema de compacidad para deducir (3.18).

Atin no hemos terminado, pues realmente queremos que P, f(u,) — x en L1(Qr).

Ahora bien, podemos escribir

/Q (P f(un) —x)¢dxdt = / (f(un) — x)da dt

Qr

— Qnf(uy)odxdt
Qp

para todo ¢ € LP(Qr). Ya sabemos que el primer término del lado derecho tiende a
0. Para el segundo término, teniendo en cuenta que las funciones de la forma

¢ = Z a;(t)g;
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con a; € LP(0,T) y ¢; € C°(€2) son densas en LP(€Qr) y para tales funciones

o Qn f(un) ( XZ; ; (t)@) dr dt = /QT f(uy) < XZ; aj(t)anbj) dx dt.

Puesto que Q,¢; — 0 en LP(Q2) para cada j (ver (3.7)) tenemos la convergencia
necesaria de P, f(uy,).

Se deduce que todos los términos convergen en el dual de L*(0,T;V) N LP(Qr).
Este espacio es L*(0,T; V*) + L1(Qr); la igualdad
du/dt + Au = x (3.19)

se verifica en este espacio. Para hacer esto mas explicito, ya hemos usado antes el
hecho de que L*(0,T;V*) + LY(Qr) C L9(0,T; H™*), asi que ciertamente (3.19) es
una igualdad en este espacio.

Falta probar que x = f(u), lo cual es sencillo usando la convergencia fuerte de
u, hacia u en L?(Qr) y el Lema 3.2. Dado que u,, — u en L?(Qr), el Corolario 0.6
garantiza que existe una subsucesién u,; tal que u,,(x,t) — u(x,t) para casi todo
(7,t) € Qr. Resulta, usando la continuidad de f, que f(uy,,(z,t)) — f(u(z,t)) para
casi todo (z,t) € Q.

Junto con la cota de f(uy,,) en LI(€2r) dada en (3.16) podemos aplicar el Lema 3.2
para deducir que f(u,) — f(u) en L4(Q7). Por la unicidad de limite débil, x = f(u).

Para demostrar la continuidad de la solucién u(t) de [0,7] en L?*(£2), obsérvese
que u € L*(0,T; V)N LP(Qr) v que

du/dt = —Au+ f(u) € L*(0,T; V*) + L1(Qy),

precisamente el dual de L?(0,T; V) N LP(Q7). Se puede adaptar la prueba del Teo-
rema 2.2 para este caso y deducir que u € C°([0,T]; L*(2)).

Para probar que u(0) = ug usamos la misma técnica empleada en el capitulo
anterior para (2.24) y (2.25). Eligiendo algtin ¢ € C'([0,T]; VNLP(Q)) con ¢(T) = 0,
obsérvese que ¢ € L*(0,T; V)N LP(Qr) y asf en la “ecuacién limite”

(du/dt,v) + a(u,v) = (f(u),v),
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podemos integrar por partes en la variable ¢

T T
| —twe) +awords = [ (o). s + (w0, 60))
Haciendo lo mismo en las aproximaciones de Galerkin,
T T
| =)+ oty ds = [ (Purtun(s).0)ds + (10,00, (320
Ya sabiendo que poder tomar limites en (3.20):
T T
| =t + ety ds = [ trtun).ehds + (. 0(0)
ya que u,(0) = P,ug — up. Entonces u(0) = uo.

Para argumentar la unicidad y dependencia continua, sean ug y vy elementos de
H y consideremos w(t) = u(t) — v(t). Entonces

ow

E—l—Aw:f(u)—f(v), w(0) = ug — vo,
y multiplicando por w e integrando en todo {2:
1d, 2
gl +llwll” = (f(u) = f(v),u —v)

= l|u — v]?
Por lo tanto, se obtiene que
1d,
- Hw!?
el < tuf?,
e integrando
lu(t) — v(t)] < |uo — vol €. (3.21)

Esta es la unicidad si ug = vg y, por otro lado, es la dependencia continua de las
condiciones iniciales.

]
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3.3.1. Sistema semidinamico en L*((})

Hemos obtenido existencia y unicidad de soluciones y su dependencia continua
de las condiciones iniciales. Podemos, por tanto, usar estas soluciones para definir
un sistema semidindmico en el espacio fase L?(f2) estableciendo

S(t)ug = u(t), parat>0.

Las condiciones de continuidad que hemos obtenido, junto con la unicidad, quiere
decir que este semigrupo de operadores {S(t)};+>¢ satisface

e S5(0)=1,
e S(t)S(s) = S(s)S(t) = S(s+1), (3.22)

e S(t)xo es continuo en g y t.

Lo llamamos el semigrupo C°.

El resultante sistema semidinamico es

(L*(0). {S () }20).

Ya hemos mostrado que L?*(f2) es un espacio fase apropiado en el que estudiar
la dindamica de la ecuacién de reaccién-difusion. Destacar que podemos utilizar este
espacio fase sin imponer ninguna condicién fuerte sobre la funcién f (solo (3.10) y
(3.11)).

En la siguiente seccién estudiaremos soluciones fuertes y veremos que éstas, bajo
las actuales condiciones débiles sobre f, es solo en los casos m =1 y m = 2 cuando
HJ(€) es una opcién alternativa también sensata para el espacio fase.

3.4. Soluciones Fuertes

A continuacién probaremos un resultado similar al Teorema 2.10 y demostrare-
mos que si ug € V' N LP entonces u(t) estd en este espacio para todo ¢ > 0. Una vez
mas, no tenemos que imponer ninguna restriccion sobre p para obtener la existencia
de una tnica solucién fuerte. Sin embargo, vamos a tomar f(0) = 0 para simplificar
el argumento, aunque esto no es necesario.

Teorema 3.5. Sea f(0) =0. Siug € VN LP(QY) entonces existe una unica solucion

fuerte
u(t) € C°([0,T); V) N L>®(0, T; LP(2)) N L*(0,T; D(A)).
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Sin més restricciones sobre f no podemos probar, para un m general, que la
aplicacion uy — u(t) es continua, aunque si para m < 3. Téngase en cuenta, sin
embargo, que la unicidad se sigue del Teorema 3.3, ya que una solucién fuerte es en
particular una solucién débil.

Demostracion. Hacemos algunos calculos mas en la ecuacién. Primero, tomamos el
productor interior de (3.13) con Au,

=l ? + | Aug|? = — / Py () Aty dat

:—/Qf(un)Aundx
—/Slif(un)%dx
-/ gf%un) o
-/ if’(un)

usando nuestra hipétesis f(0) = 0 (sabemos que u,, = 0 sobre 0%2).

2
de+ [ f(un)Vu, -ndS
o9

2
Oy dr,
8!Ej

Se tiene entonces que

1d
Sl + AP < U (323)

Integrando ambos lados entre 0 y T,

1 2 g 2 r 2 1 2
DI+ [ ()P ds <1 [ fune)]? e+ 5l

y, asi, u, estd uniformemente acotada en L?(0,T; D(A)) (y en L>=(0,T;V)), pues
ya sabemos de (3.15) que u,, € L*(0,T;V).

Hacemos ahora mas estimaciones sobre du,/dt. Esta vez, multiplicamos por
Ou,, /0t e integramos. Usando (2.27) de nuevo y teniendo en cuenta que

()= (%)= (%)
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tenemos
du,

2 d/1
a2 — 24
i dt<2HunH /Qf(un)dx) 0, (3.24)

donde F(s) = [; f(o)do. Integrando en la anterior ecuacién entre 0 y ¢:

/

y usando

du,,

G s 501 = [ Fen0)de < Sl + [ Fu0)d,

—k — aq|slP < F(s) < k — agls|?

(de (3.10)), obtenemos

/

1 i
< 20| + §||u0||2—|—041/ gl da.
Q

du,

2
1
T SOl + s [ fup o

Q

Resulta que du,, /dt estd uniformemente acotado en L?(0,T; H) y que u,, estd uni-
formemente acotado en L*>°(0,T"; LP(£2)).

Extrayendo la subsucesién apropiada, se tiene
u € L°(0,T; LP(2)),u € L*(0,T; D(A)) y du/dt € L*(0,T; H),

de lo cual el Corolario 2.4 proporciona que u € C°([0,T]; V).
]

Observar que este resultado no escoge un espacio fase natural para el problema
a menos que m < 2. Necesitamos tomar g tanto en V' como en LP({2) para asegurar
continuidad hacia V' pero esto no proporciona continuidad hacia LP(2). En general,
esto solo ocurre cuando

p <2m/(m—2),

que podemos usar el Teorema de inyeccién de Sobolev 0.18 para garantizar que
V C LP(Q). En consecuencia, es solo en este caso cuando Hj(€2) es un buen candi-
dato para espacio fase.

Por esta razon, probaremos la continuidad con respecto a las condiciones iniciales
en la norma V solo en el casom =1y m = 2.

Definimos

con f:R—R.
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Proposicién 3.6. Sea f : R — R una funcién C! que verifica
[f'(s)] < C(1+]s) (3.25)

para algin v, y sea  C R™ con m = 1 6 2. Entonces, para todo u,v € H'(Q), se
tiene

|F(u) — F(0)|120) < CIL+ ullmey + vl @)?]lu — | i @) (3.26)

Aunque es de esperar que 7 = p — 2, con p proveniente de (3.10), estamos
introduciendo otra restriccién sobre la funcién f en (3.25).

Demostracion. La prueba se basa en una aplicacion de la desigualdad de Holder 0.3
y el uso del Teorema de inyeccion de Sobolev 0.18, el cual garantiza que

HY(Q) C LP(Q)

para todo p cuando m = 1 6 2. Empezamos con la simple igualdad

ww»—mwﬁ—[}ﬂwm»—ﬂw@»%x

y luego estimamos el lado derecho, usando C' para denotar una constante cualquiera
que no depende de u y v:

F - rr = [ WU%MQZx

u(x)
< C/Q u(z) — v(@) (L + u(@)[" + |v(z)[")* do
< C/Q u(z) — v(@)]*(1 + [u(@)[* + [v(@)]*) dz
< Clu = v[72p (1 + [ulf20, + [v]120).

Ya que podemos reemplazar la norma en LP()) por una constante por la norma
H'(Q) obtenemos (3.26) como se querfa probar.
m

Podemos usar esto para probar la dependencia continua de los datos iniciales.

Proposicion 3.7. Sim =1 ¢ m = 2 entonces, para cada t > 0 fijado, la aplicacion
up — u(t) es continua de V en V.
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Demostracién. Sabemos que u € L?(0,T; D(A)) y que du/dt € L*(0,T; H), asf que
podemos usar el Corolario 2.4 para tomar el producto interno de

d
St Aw= f(u) ~ f(v)

con Aw para obtener

52 lwll? +[Aw]* = (F(u) — F(v), Aw)
< [F(u) = F(v)|[Aw].

Usamos (3.26) para acotar |F(u) — F(v)| en términos de la norma H' de u y v,

1d 1 1
STl + [Auf < SOl — ol + 5| Auf?

donde C'(t) = C(1+||ul|+]|v]|) € L*>(0,T) pues u y v estan en L>(0,T; V) (Teorema
3.5). Por lo tanto, tenemos

d
el < G2 flwl”

de donde se deduce, a partir de la Desigualdad de Gronwall 0.23, que

(@ < eap( [ (s as )l

lo cual da la dependencia continua de las condiciones iniciales. O

Se sigue que para m = 1y m = 2 podemos tomar Hj(€2) como un espacio fase
sensato para la ecuacién de reaccién-difusion, y junto con el semigrupo S(t) : V = V
dado por S(t)uy = u(t), 3

(Ho (92), {S(t)}+=0)
es un sistema semidindmico. Observar que la unicidad de solucién débil muestra, de
hecho, que esto es la restriccién del sistema semidinamico

(L*(€), {8 () }s20)
en H}(Q).
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Capitulo 4

Atractor Global. Existencia y
Unicidad

Hemos visto como usar las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales ordina-
rias y parciales para definir sistemas dindmicos y semidindmicos en varios espacios
fases. Para EDOs del tipo & = f(z) con no linealidades Lipschitz podemos definir
un sistema dindmico en R™; para ecuaciones de reaccion-difusién vimos como definir
un sistema semidindmico en L*(Q) y, sim =16 m =2 en H}(Q). A continuacién
discutimos esto con mas detalle.

Uno de los principales puntos de vista de la teoria de sistemas dinamicos es que
se obtiene una reduccién de la posible complejidad de la dindmica si estamos con-
formes con estudiar el comportamiento asintético de las soluciones a largo plazo.

En este capitulo introducimos el concepto de atractor global para un sistema
dinamico, esto es, un conjunto compacto del espacio fase que atrae todas las tra-
yectorias. Como tal, podemos esperar que el conjunto de soluciones que caen en el
atractor cubre todos los posibles comportamientos dindmicos “eventuales” del siste-
ma (Proposicién 4.26). Se dard un resultado general que puede ser usado para probar
la existencia de un atractor global en una variedad de sistemas y luego discutiremos
alguna de sus propiedades.

4.1. Semigrupos
Para EDOs definimos el operador solucién T'(t) y podiamos hacer esto para cual-

quier ¢t € R, dando un grupo de tranformaciones. Para muchas EDPs, incluyendo
los ejemplos estudiados en los dos capitulos anteriores, es solo sensato considerar

75



Capitulo 4 76

soluciones para t > 0.

Nuestra hipotesis a lo largo de este capitulo es que podemos encontrar un espacio
métrico H (normalmente el espacio de Hilbert L? o algtin espacio relacionado), tal
que para ug € H la ecuacién tiene una unica solucién u(t; ug) para todos los tiempos
positivos. En este caso, podemos definir un semigrupo C° de operadores solucién
S(t): H— H por

S(t)ug = u(t; up).

Estos tiene las propiedades dadas en (3.22),
° S(O) I,
S()S(s) = 5(s)5(t) = S(s +1), (4.1)

o S(t) xo es continuo en g y t.

Consideramos el sistema semidindmico

(H,{S(t)}s>0)-

La continuidad global de S(t) tanto en uy como en t quiere decir que las soluciones
varian continuamente de forma uniforme con respecto a las condiciones iniciales
“sobre un conjunto compacto”. Para cualquier conjunto compacto K, tenemos

|S(t)U0 — S(t)’l)[)| S 5K(T, |UQ — ’U()|> \V/Uo, Vo € K (42)

donde dk(t, d) toma los valores 0 (t,0) = 0, dx(0,d) = d, y dx es no decreciente
tanto en ¢ como en d.

4.1.1. Disipaciéon

Ya hemos visto cuan importante es obtener cotas de las soluciones para asegurar
que éstas existen para todo tiempo. De manera imprecisa, pensamos que una ecua-
cion es “disipativa” si todas las soluciones estan eventualmente acotadas, siempre
y cuando esta cota sea uniforme para todas las trayectorias. Para ser mas precisos
estudiaremos varias nociones de disipacion en el contexto de las EDOs.

Empezaremos considerando la nociéon mas débil de disipacion.

Definicién 4.1 (Disipativo puntual). Decimos que S(t) es disipativo puntual si
existe un conjunto acotado B C H tal que para cada xy existe un to(xq) tal que

S(t)xg € B Yt > ty(xo). (4.3)
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Esta definicién nos dice que existe una cota comun a todas las trayectorias pero
que, para cada una, el tiempo para el que permanece siempre por debajo de dicha
cota depende de cada trayectoria.

Definicién 4.2 (Disipativo acotado). Se dice que S(t) es disipativo acotado si existe
un conjunto acotado B C H que absorbe todas las condiciones iniciales que empie-
zan dentro de cualquier conjunto acotado X en un tiempo uniforme: para cada X
conjunto acotado, eziste un tiempo t1(X) tal que

SHX CB Vt>t(X). (4.4)

Al conjunto B lo llamamos conjunto absorbente. Esa definicién nos permite pen-
sar en ligeras perturbaciones en los datos iniciales pues podemos considerar las bolas
B(u*,¢€) en las cuales sabemos que esté el dato inicial.

En R™, ambas definiciones son equivalentes debido a la igualdad entre conjun-
tos cerrados y acotados y conjuntos compactos. Para demostrar esto damos una
definicién que nos sera necesaria.

Definicién 4.3 (Conjuntos invariantes). Un conjunto Y es invariante si S(t)Y =Y

para todo t > 0. Igualmente, diremos que un conjunto Y es positivamente invariante
st S(t)Y CY para todo t > 0.

Nota 4.4. FEl ejemplo mas sencillo de conjunto invariante es un punto estacionario
de una EDO.

Nota 4.5. En particular, para los conjuntos invariantes si comenzamos en X per-
manecemos en X . También implica que el total de X es importante en la dindmica,

pues ninguna parte de X “desaparece” a medida que la dindmica avanza en el tiempo
en X.

Lema 4.6. Si {Y;}icr es una familia de conjunto invariantes entonces |J Y; también
el

es invariante.

Demostracion. Se tiene inmediatamente que

s (Uv) =Usyi=Ur.

el iel el
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La importancia de estos conjuntos esta en que dentro de ellos tenemos definidas
orbitas para todo tiempo. Asi, toda la dinamica del conjunto esta dentro del propio
conjunto.

Proposicién 4.7. Sea S(t) un semigrupo disipativo puntual de R™. Entonces S(t)
es también disipativo acotado. Ademds, para cualquier € > 0 el conjunto

B.= |J S(t)N(B,e)

0<t<o0o

es acotado, positivamente invariante y absorbe cualquier acotado X en algun tiempo
t1(X).

Demostracion. Ya que el semigrupo es disipativo puntual, existe un conjunto acota-
do B C R™ que absorbe a cada punto de R™. Como B C B., entonces B, también
absorbe puntos. Luego, claramente S(t) B. C B. es positivamente invariante por
definicién.

Ahora veamos que es cerrado y acotado. Por ser S(t) disipativo puntual se tiene
que para todo z € N(B,¢) existe un to(z) tal que S(t)z € B para todo t > ty(z)
(usando (4.3)).

Dado que las soluciones dependen continuamente de las condiciones iniciales,
existe un entorno abierto N(z) de cada punto tal que

S(to(2))N(z) C N(B,e).

Al estar en R™, el conjunto N(B,¢) es compacto por ser cerrado y acotado,
asi podemos obtener un subrecubrimiento finito de entornos N(z;), coni =1,...,n.
Para cada z; existe un tiempo ty(z;) de manera que

S(to(21))N(z:) C N(B,e).
Por lo tanto, para todo ¢t > t* donde t* = max; to(z;) se tiene que
S(t) N(B,e) C N(B,e).

Aplicando esto en la definicién,

B.= [J S(t)N(B,e)

= |J SONB,e)u ] SN (B,e)

= |J S®N(B,e).

0<t<t*
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B. es claramente cerrado y acotado. Para acabar, demostramos que absorbe cual-
quier acotado. Sea X C H un acotado. Andlogamente a lo anterior, podemos tomar
un subrecubrimiento finito de X por entornos abiertos N(x;) tal que

S(to(z;))N(z;) C N(B,e¢),

y entonces

Tomando t1(X) = max; to(x;),
S(H)X C B. Vt>t(X).
O

Este resultado muestra que en R™ el tiempo t(z) en (4.3) puede ser elegido
uniformemente por las condiciones iniciales en cualquier conjunto acotado X como
en (4.4). Dado que los conjuntos acotados en R™ tiene clausura compacta, podriamos
reescribir nuestra definicién de semigrupo disipativo acotado como sigue. Omitiremos
la palabra “acotado” pues esta es la nocion de disipacion que usaremos en lo que
sigue.

Definicién 4.8. Un semigrupo S(t) es disipativo si tiene un conjunto acotado ab-
sorbente B, esto es, para cualquier conjunto acotado X existe un to(X) tal que

S(H)X CB Vt>to(X).

En el capitulo 5 mostraremos que la ecuacion escalar de reaccion - difusién del
capitulo 3 es una ecuacion disipativa en este sentido.

Hemos incorporado cierta compacidad en la definicién de semigrupo disipativo y
esto nos permitira concluir que, en general, los conjuntos acotados no son compactos
en espacios fases de dimensién infinita.

4.2. Conjuntos limites y Atractores

Ahora se quiere encontrar una receta para construir conjuntos atrayentes para
nuestro semigrupo. Trataremos el concepto de conjunto w-limite para la teoria de
sistemas dindmicos. Probamos que estos conjuntos w-limites de un conjunto absor-
bente B proporcionan un conjunto atrayente con varias propiedades interesantes.
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4.2.1. Conjuntos limite

Definicién 4.9. El conjunto w-limite de un conjunto X consiste en todos los puntos
limite de las orbitas de X, es decir,

w(X)={y:3t, = o0, x, € X con S(tn)r, — y}. (4.5)
También puede definirse como
w(X)=Js(s)x. (4.6)
t>01t>s
En cierto sentido, w(X) recoge toda la dinamica de la érbita en todo X.
La construccién de atractores se basa en el siguiente resultado acerca de tales
conjuntos.
Proposicion 4.10. Sea X C H. Si, para algun ty > 0, el conjunto
U sx (4.7)
t>to
es compacto, entonces w(X) es no vacio, compacto e invariante.
Demostracion. Primero usamos la caracterizacién (4.6). Dado que t > to, los con-
juntos
JS(s)x

s>t

son una sucesién de conjuntos compactos no vacios decrecientes cuanto ¢ crece, su
interseccién (w(X)) es no vacia y compacta.

Para probar la invarianza (S(t)w(X) = w(X))
cién. Supdngase que x € w(X). Entonces, usando (4.
{tn} v {zn} cont, — o0y x, € X tales que

procederemos por doble conten-
5) podemos encontrar sucesiones

S(ty)x, — ,

y, asi,
SE)(S(tn)zn) = St)S(tn)xn = S(t + t,)z, — S(t)z,
pues S(t) es continuo. Por lo tanto, S(t)w(X) C w(X). Por otro lado, para t,, > t+t,
[to como en (4.7)], la sucesién S(t,, —t)x, estd en el conjunto (4.7), luego posee una
subsucesion convergente
S(tnj - t)xnj Y,
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y entonces, y € w(X). Pero ya que S(t) es continuo (4.1),

= lim S(t)S(tn, —t)x,, = S(t)y,

j—0o0

y, en consecuencia, w(X) C S(t)w(X).

4.2.2. El atractor global

Se discute ahora de qué manera podemos esperar que los conjuntos limite nos den
la mejor informacion sobre la dindmica asintética. Damos un resultado de existencia
que prueba que el conjunto w(B) que hemos elegido, efectivamente, tiene todas las
propiedades exigidas.

Puesto que en un sistema disipativo todas las trayectorias eventualmente entran
y permenacen en B, cabria esperar que

AB) = | w(z) (4.8)

zeB
pueda “capturar” todas las dinamicas asintéticas.

Definicién 4.11. Diremos que A es atractor global del sistema dindmico (H,{S(t)}i>0)
si se verifica

- A es compacto.
- St)A=A Vt>0.

. tlim dist(S(t) X, A) =0 VX C H acotado, esto es, A es el conjunto minimal
—00

que atrae a X por el semigrupo S(t).

La ultima condicién dice que A atrae todas las érbitas a un ritmo uniforme

en cualquier conjunto acotado. Sin la condicion de compacidad podriamos tomar
A=H.

La distancia tomada es la semidistancia entre dos conjuntos,

dist(X,Y) = sup inf |z — y],
zeX Y€Y

donde |z — y| indica la métrica en X.
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Noétese que esta distancia no define una métrica - necesariamente, si dist(X,Y’) =
0 entonces solo se tiene que X C Y. Para obtener una métrica sobre subconjuntos
de H necesitamos usar la distancia simétrica de Hausdorff

disty(X,Y) = max(dist(X,Y), dist(Y, X)). (4.9)

4.3. Un teorema para la existencia del Atractor
Global

Veremos ahora que, si S(t) es disipativo y B un conjunto absorbente entonces
w(B) es el atractor global. Ya sabemos que w(B) es no vacio, compacto e invariante,
asi solo tenemos que demostrar que atrae todas las trayectorias como en la tltima
condicion de la definicion de atractor global.

Teorema 4.12. Si S(t) es un semigrupo disipativo y B es un conjunto compacto
absorbente, entonces existe un atractor global A = w(B). Si H es conexo, entonces
también lo es A.

Demostracion. Usando la Proposicion 4.10, w(B) es no vacio, compacto e invariante
pues la hipétesis de disipatividad asegura que se verifica (4.7). De hecho,

UJsws

t>to

es un subconjunto de B (y por tanto compacto) si ty > to(B), por la Definicién 4.2.

Por otro lado, si Y es un conjunto compacto invariante, S(¢)Y = Y. Entonces
existe t > to(Y) a partir del cual S(¢)Y =Y C B. Por tanto, w(Y) =Y C w(B) =
A, es decir, es el compacto invariante maximal. (Este argumento también muestra
que A es el conjunto invariante acotado maximal).

Por reduccién al absurdo demostramos que A atrae conjuntos acotados. Supon-
gamos que no, entonces existe un conjunto acotado X, un § > 0 y una sucesién {t, }

con t,, — oo tal que
dist(S(t,) X, .A) > 0.

Sea {x,} una sucesién en X, luego
dist(S(t,,)zn, A) > 6/2.

Como X es acotado, S(t,)r, € B para n lo suficientemente grande. Ya que B
es compacto, existe una subsucesién con

S(tn;)zn;, — B € B,
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dist(8,.A) > /2. (4.10)
Pero
B = lim S(ty,)wn,
j—00
= lim S(t,, — to(X))S(to(X))2n,,
Jj—o0
y tomando 3; = S(to(X))x,;, se ve que 3; € By por lo tanto, 3 € A, contradiciendo
(4.10).

A es el conjunto minimal que atrae a los conjuntos acotados pues este se atrae
a si mismo. Por ser invariante, S(t).A = A para todo ¢t > 0, luego dist(A4, X) =0y,
por tanto, A C X.

Finalmente, probemos la ultima parte. Se hard de nuevo por reduccién al ab-
surdo. Supongamos que A = w(B) no es conexo. Entonces existen dos conjuntos
abiertos O; y O, tales que

w(B)COlLJOg, W(B)ﬂOl?éQ) Yy Olﬂ02:®.

Puesto que B es acotado, B esta contenido en una bola U que es un conjunto co-
nexo y w(U) es claramente igual que w(B). Ya que S(t) es continuo, S(¢)U es conexo.

Entonces, O;NS(t)U # ) y O UOy no cubre S(¢)U. Asi, para cada t > 0 hay un
x; € S(t)U con x; & O1UO,. Consideramos {z,,}, n € Z*. Entonces para n > ty(U),
T, € B asi, r,, = x con x € O;UQO,. Pero sabemos que A atrae conjuntos acotados,
asi dist(z,,.A) — 0 cuando n — oo, lo cual es una contradiccién.

]

Nota 4.13. Debido a la invarianza, sabemos que toda orbita que empiece en el
atractor estd definidia siempre dentro de éste cuando el tiempo evoluciona. Andlo-
gamente, también estan definidas cuando el tiempo evoluciona hacia atrds, aunque
no de manera unica. Ast, realmente se define un sistema dindmico, esto es, S(t)|4
que tiene sentido para todo t € R. Dicha unicidad se tiene cuando el semigrupo S(t)
es inyectivo.

Definicién 4.14. Se dice que el semigrupo S(t) es inyectivo en A si

S(t)up = S(t)vy € A para algiun t > 0, entonces ug = vo. (4.11)
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Teorema 4.15. Si el semigrupo S(t) es inyectivo en A, entonces se tiene que toda
trayectoria en A estd definida para todo t € R, y (4.11) se verifica para todo t € R.

En particular,
(A, {S(t)}ier)
es un sistema dindmico.

Demostracion. Para cada v € w(B) sabemos que u € S(t)w(B) y, por lo tanto,
existe un unico v € w(B) con S(t)v = u. Definimos S(—t)u = v para obtener S(¢)
para todo ¢t € R, y por consiguiente, se tiene (4.11) también para ¢t < 0.

S(—t) es continuo en A pues el atractor es un conjunto compacto. Asi, S(t) es
un operador continuo de A en A para todo ¢t € R y cumple las condiciones de la
definicién (4.1). O

En el siguiente capitulo probamos las propiedades de inyectividad para la ecua-
cién de reaccién-difusion.

4.4. Un ejemplo - Las ecuaciones de Lorenz

Veamos un ejemplo simple para el cual es inmediato probar la existencia de un
atractor A. Se trata de las ecuaciones de Lorenz. Es un sistema tridimensional no
lineal de EDOs.

dx n

— =—o0x+o0

dt Y
dy

Z =rx—y—2xz
dt Y

d

d—j =axy — bz.

donde o, r,b son positivos. Basta con demostrar que existe un conjunto acotado y
absorbente pues en R? los conjuntos acotados y cerrados son compactos. Aplicando
la Proposicion 4.7, tenemos que probar que cada solucion estd acotada uniforme-
mente. Veamos que existe una esfera centrada en (0,0,r 4+ o), lo suficientemente
grande, que es absorbente.

Sea V(z,y,x) = 2>+ y* + (z — r — 0)?, la cual satisface:
av
dt

—201% — 2y* — 2b2% 4+ 2b(r + o)z

= 200% =2 —b(z —r —0)> = b2+ b(r +0)?
< —aV +b(r +0)?,
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con o = min(2c, 2, b). Ahora aplicando la desigualdad de Gronwall 0.23

< 2br(r + 0)?

Vit
(< =1
cuando t es lo suficientemente grande.

Se sigue del Teorema 4.12 que la ecuaciéon de Lorenz tiene un atractor global ya
que V (t) esta acotado y, por lo tanto, también u(t) = (x(t),y(t), 2(¢)).

4.5. Estructura del Atractor

Profudizamos en el atractor estudiando su estructura. Este estara formado por
todas las érbitas completas acotadas y contiene las variedades inestables de todos
los puntos fijos y orbitas periddicas.

Definicién 4.16. Una drbita completa, también llamada solucion global, u(t) es
una solucion de una EDP (o EDO) que estd definida para todo t € R.

Teorema 4.17. Todas las soluciones globales acotadas estin en A. Si S(t) es in-
yectivo [como en (4.11)] entonces A es la union de todas las soluciones globales
acotadas.

Demostracion. Por un lado, por reduccién al absurdo, supongase que O es una
solucién global no contenida en A, entonces para algtin € > 0 hay un punto z € O
tal que x € N(A,¢e). Como A atrae conjuntos acotados, para ¢ lo suficientemente
grande

dist(S(t)z,A) <e VzeO. (4.12)

Ya que O es una solucién global, z = S(t)Z para algin Z € O; lo que es una
contradiccién con (4.12).

Por otro lado, si € Ay S(t) es inyectivo entonces la érbita a través de x se
define para todo t € R por el Teorema 4.15 y estd contenido en A pues éste es
invariante. Por lo tanto, A estd formado solo de soluciones globales. O

Nota 4.18. En la prueba se ha usado la inyectividad para probar que cada punto de
A se encuentra en una orbita completa acotada, incluso sin la inyectividad se sabe
que todas las soluciones completas acotadas estin en A.

Recordemos la definicién de variedades estables e inestables y veremos su relacién
con el atractor. Sea z un punto fijo,
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Definicién 4.19. La variedad inestable de z es el conjunto
W (z) = {uy € H : S(t)uy definido para todo t,S(—t)ug — z cuando t — oco}.
Anélogamente,

Definicién 4.20. La variedad estable de z es el conjunto
We(z) = {uy € H: S(t)ug — z cuando t — oo}.

Obsérvese que si el semigrupo es inyectivo, la primera condicién en la Definicion
4.19 (S(t)ug esta definido para todo t) se satisface pues, por el Teorema 4.17, z € A.

Se puede definir la variedad inestable de un conjunto general X invariante como
en la Definicién 4.19 reemplazando “S(—t)uy — 2”7 por

dist(S(—t)ug, X) — 0.
Teorema 4.21. Si X es un conjunto invariante compacto, entonces
W*(X) C A.

Es decir, las variedades inestables estan contenidas en el atractor. En particular,
todos los puntos fijos y las érbitas periddicas.

Demostracion. Sea u € W*(X). Entonces, por definicién, u estd en una O6rbita
completa Y = tURu(t). Sabemos que tanto dist(u(t), X) como dist(u(t),.A) tienden
S

a cero cuando t — —oo y t — 00, respectivamente, asi que u(t) estd acotada. Por
tanto, u esta en una orbita completa acotada y por el Teorema 4.17, u € A. O

4.5.1. Sistemas Gradientes y Funciones de Lyapunov

Hay algunos semigrupos que tienen una dindmica asintética simple. Estos son
sistemas que poseen una funcién de Lyapunov, llamados sistemas gradientes. Pro-
baremos que tales sistemas tienen el atractor formado integramente por variedades
inestables de puntos fijos.

Definicién 4.22. Una funcion de Lyapunov para S(t) en un conjunto positivamente
invariante X C H es una funcion continua ® : X — R tal que

- para cada ug € X la funcion t — ®(S(t)ug) es no creciente.

- st O(S(T)u) = ®(u) para algin T > 0, entonces u es un punto fijo de S(t).
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Existe una definiciéon mas débil que la aqui dada que no satisface la segunda
condicién pero por simplicidad consideraremos la anterior.

Los sistemas gradientes son un buen ejemplo de situacién en la cual el atractor
contiene mucha més informacién que el conjunto A(B) definido en (4.8). La segunda
condicion de la definicién de funciéon de Lyapunov implica que el sistema puede
tener érbitas no periddicas. Es por eso que el tnico conjunto limite de trayectorias
individuales que son posibles son los puntos fijos o unién de éstos. Denotemos

& = { conjunto de todos los puntos fijos}.

Proposicién 4.23. Sea S(t) un semigrupo que tiene una funcion de Lyapunov en B,
donde B es un conjunto positivamente invariante y absorbente. Entonces, w(ug) C &
para cada ug € H. En particular, si H es conezo y € es discreto, w(ug) € E.

Demostracion. Para cada uy € H, existe un ty tal que u; = S(tg)ug € B. Ya
que w(up) = w(uy), consideramos la trayectoria que empieza en uy, u(t) = S(t)u;.

Entonces, u(t) € B para todot >0y

wug) = ({u(t) : t > s}

s>0

es no vacio, compacto, conexo e invariante (Proposicién 4.10).

® es constante en w(ug), dado que

o = lim ®(u(t)) = inf ®(u(t)). 4.1
ot =l (1)) = fnf 2(u(0) (@13

Este limite existe pues ® estd acotada inferiormente ya que u(t) es un subcon-
junto de un conjunto compacto A y que ®(u(t)) es no creciente cuando t — +00.
Por lo tanto, w(ug) esta solo formado por puntos estacionarios, esto es, w(ug) C &
(segunda condicién de la Definicién 4.22).

Por tltimo, si H es conexo, w(ug) lo es por el mismo argumento dado en el
Teorema 4.12. Por tanto, si £ es discreto, entonces w(ug) es precisamente un elemento

de £.
O

La estructura del atractor sigue de un argumento muy similar.

Teorema 4.24. Supongamos que S(t) tiene una funcion de Lyapunov en A. En-
tonces

A=WHE). (4.14)
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Ademds, si H es conexo y € discreto entonces

A=w"E) = Jw"(z) (4.15)
z€E
y también
A=WE) =W (2). (4.16)
z€E

Demostracion. El Teorema 4.21 muestra que W*(&) C A [y W¥%(z) C A para
todo z € &|. Para probar el reciproco, A C W¥(z), aplicamos el argumento de
la proposicién previa reemplazando w(ug) por

v =T <5,

<0
donde u(t) = S(t)ug, ug € A. Asi, v C £ y (4.14) se tiene.
Si los puntos estacionarios son discretos y 7y es conexo, entonces v = z para algin
z € &, teniéndose (4.15). Un argumento analogo proporciona (4.16). O

Nota 4.25. Cuando &£ es discreto, la doble igualdad del teorema significa que el
atractor esta compuesto de puntos ug tales que

lim S(t)up =z, lim S(t)up =29, 21,29 €E,
t——o0 t—+o00

es decir, orbitas heteroclinicas que unen dos puntos estacionarios. Con lo que la
estructura de tales atractores puede ser especificada completamente por una lista de
puntos estacionarios unidos unos a otros por soluciones globales.

4.6. Cobémo el atractor determina la dinamica asintoti-
ca

Para tiempos grandes, la dindmica “dentro” del atractor sirve para determinar
todas las posibles dindamicas de las trayectorias individuales. La siguiente proposicién
dice que después de un tiempo lo suficientemente grande (7) cualquier trayectoria
u(t) de la ecuacién original se parecerd a una trayectoria en el atractor para un
tiempo grande.

Proposicion 4.26. Dada una trayectoria u(t) = S(t)ug, € > 0 y T > 0, existe un
tiempo T = 1(e,T) > 0 y un punto vy € A tal que

lu(T 4+ t) — S(t)vy| < € para todo 0 <t <T.
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Demostracion. Puesto que las trayectorias dependen continuamente de las condicio-
nes iniciales como en (4.2), dados €, T > 0 existe un 6(¢,T") tal que

w €A vy |ug—vo| < (e, T)

implica que
lu(t) —v(t)| <e, te]0,T]. (4.17)

Ya que A es el atractor global, la trayectoria u(t) tiende hacia A, por tanto,
existe un tiempo 7 y un punto vy € A tales que

dist(u(1), A) = |u(r) — vo| < 6.

Ahora consideramos la trayectoria v(t) en A con v(0) = vy. Entonces, las dos
trayectorias u(t) (vista como una trayectoria que empieza en u(7)) y v(t) = S(t)vo
satisfacen, por (4.17),

u(r +1) = S(t)vo| < e.

]

Para seguir la trayectoria elegida wu(t) para un tiempo mayor, hay que saltar de
una trayectoria de A en otra. El siguiente resultado es un corolario directo de la
Proposicion 4.26.

Corolario 4.27. Dada una solucion u(t), existe una sucesion de errores {€,}5°,
con €, — 0, una sucesion creciente de tiempos {t,}2,, con

thi1 —tp, — 00 cuando n — o0,
y una sucesion de puntos {v,}°2;, con v, € A, tales que
u(t) — S(t—to)vn| < en Vo <t < topr.

Ademds, los saltos |vn41 — S(tni1 — tn)vn| decrecen a 0.

4.7. Propiedades de continuidad del atractor

Probamos que el atractor “no puede explotar”, propiedad conocida como se-
micontinuidad superior. Aunque probarlo es relativamente ficil, es esencial para
garantizar cierta estabilidad al concepto de atractor. Discutiremos también cuando
es posible mostrar que el atractor “no puede implosionar”.
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4.7.1. Semicontinuidad superior

Tratamos un semigrupo S(t) con un atractor global A, y una familia de semigru-
pos perturbados 5, (t) con atractores A,. Tal situacién podria producirse haciendo
pequenos cambios en el lado derecho de una EDO, por ejemplo.

Recordemos que dist(A,, Ag) < ¢ siginifica que A, esta dentro de un pequeiio
e-entorno de Ay, por lo que el siguiente resultado quiere decir que Ay no puede
explotar.

Teorema 4.28. Supongamos que para n € [0,10) cada uno de los semigrupos S,
tiene un atractor global A, y que existe un conjunto acotado X tal que

U 4,cx

0<n<no

Si ademds los semigrupos S, convergen hacia Sy, es decir, para cada t > 0,
Sy(t)x — So(t)x uniformemente en subconjuntos acotados Y C H,

sup |Sy,(t)ug — So(t)ue| = 0 cuando n — 0
up€Y

entonces
dist(A,, Ag) = 0 cuando n — 0.

Demostracion. Dado € > 0, primero probamos que S,(t) C N(Ap,e) para algin
t >0y todon < n(e). Puesto que Ay atrae a X, existe un tiempo ¢ tal que

S(HX © N(Ag,2/2).

Entonces para n suficientemente pequeno, digamos menor que 7(¢), podemos
asegurar que

sup | S, (t)x — So(t)x| < g/2.
zeX
De hecho, para n < n(e), ya que 4, C X,
A, = 8,A, C S, ()X C N(Ap,e),

y se sigue que dist(A,, Ag) < e.
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4.7.2. Semicontinuidad inferior

Se darfa completa continuidad si
dist(Ag, A,) — 0 cuando n — 0.

Solo en unos determinados casos se da. El resultado mas general se tiene para
una generalizacion de sistemas gradientes de Lyapunov, basado en el Teorema 4.24
sobre la estructura del atractor.

Teorema 4.29. Supongamos que se wverifican las hipdtesis del Teorema 4.28 vy
ademds, sea Ag dado por la clausura de las variedades inestables de un numero
finito de puntos fijos, es decir,

Ao = [ JWu(2).
ze€

Supongamos que las variedades inestables varien continuamente con n cerca de

n =0 en algun entorno de cada punto fijo, entonces el atractor es continuo inferior-
mente:

dist(Ag, A,) — 0 cuando n — 0. (4.18)

Se sigue que el atractor es continuo en la métrica de Hausdorff:
disty (A, Ao) = 0 cuando n — 0.

Demostracion. Necesitamos probar (4.18), i.e., que a menos de € de cualquier punto
de Ay hay un punto en A, para todo n < n* con n* > 0. Dado que Ay es compacto
basta con probar que hay puntos en A, dentro de ¢ de algin conjunto finito de
puntos {zj}_; en Aj.

Ya que Aj es la clausura de las variedades inestables, hay puntos {yx}_, que
estan en dichas variedades en Ay con

|k — Y| < /2.

Escribimos y, = So(tx)zk, con cada z; dentro de un pequeno entorno de los pun-
tos fijos.

Elegimos ahora, 6 > 0, de forma que

’Zk —u| < o= |Sg(tk)2k — So(tk)u| < 8/4 Vk = 1,...,N.
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usando la continuidad de Sy y luego escogiendo 7 lo suficientemente pequeno (n < 1)
de manera que

1So(te)u — Sot)u| < /4 Yu € N(Ao,d), Vk=1,...,N.

Puesto que las variedades inestables locales varian continuamente con y cerca de
0, siempre que 7 es suficientemente pequenio (n < n* < ), hay puntos z; en las
variedades inestables dentro de A, que verfican

|z — 2| < 0.

Se deduce que

1Sy (k)20 — el = 1Sy (k)2 — So(tr) 2w
< |Sy(tr) 2 — So(tr) 2| + [So(tr) 2, — So(t)zk]
<e/d+e/d=¢/2.

Por lo tanto,
Sy (te) 2 — x| < e,

y como S,(tg)z] € A, hemos obtenido semicontinuidad inferior. Junto con el Teo-
rema 4.28 esto prueba la continuidad de A, con n = 0 en la métrica de Hausdorff.

4.8. Conclusion

En este capitulo hemos introducido el concepto de atractor global y probado
que éste existe para sistemas disipativos, los cuales tienen un conjunto compacto
absorbente. También se han visto algunas de las propiedades basicas de su estruc-
tura e investigado brevemente como el atractor sirve para determinar las dindmicas
asintoticas. En el siguiente capitulo comprobamos las condiciones necesarias para

probar la existencia de atractores globales para la ecuacion de reaccién-difusion.
m
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El atractor global para la ecuacién
de Reaccién-Difusion

En este tltimo capitulo intentamos establecer los resultados del capitulo anterior
a la ecuacion de reaccion-difusion. Para aplicar el Teorema 4.12 hay que probar que
existe un conjunto compacto absorbente.

Como en capitulos anteriores, denotaremos por | - | la norma en L*(Q), ||| la
norma en H}(Q) y |||+ la norma en H~1(Q). H serd el espacio L*(Q), V es H}(Q)
y V*es H1(Q).

Consideramos la siguiente ecuacion

%—Au:f(u) ulogn =0 (5.1)

con € lo suficientemente regular y f satisfaciendo

—k—ay|s|P < f(s)s <k —as|s]P, p>2 (5.2)

f'(s) <1,

para todo s € R. Supondremos que f(0) = 0 como en el Teorema 3.5 para no
complicar las operaciones.

93
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5.1. Existencia de conjuntos absorbentes y atrac-
tor

Para tener la existencia de atractor global debemos probar que hay conjuntos
absorbentes en L2 En ese caso, apoyarnos en éstos para buscar uno en Hj y usar el
Teorema de Sobolev para obtener compacidad.

5.1.1. Conjunto absorbente en L2

Proposicién 5.1. La ecuacidon de reaccion-difusion (5.1) tiene un conjunto absor-
bente en L?, esto es, existe una constante pgr y un tiempo to(|uo|) tales que la solucién
u(t) = S(t)ug

[u(@®)| < pu ¥t > to(|uol). (5.3)

Ademds, existe una constante Iy, tal que

t+1
/ lu(s)||?ds < Iy ¥t > to(|ug)). (5.4)
t

Esta integral acotada sera la que nos ayude a encontrar un conjunto absorbente
en V.

Demostracion. Escribamos la ecuacién (5.1) como

du
i + Au = f(u), (5.5)

y multiplicamos por u y tomando la norma de H

du
— Aul = )
|u 7 |+ [uAu| = [ f(u)u]

1d

Integrando en € y usando el Teorema 2.2 el primer término es §E|u\2

Para el segundo término integramos por partes en ) y usamos que v € V'

/\uAu\d:z::/uAuda::/Vu~Vudx:/\Vu\zdx: ]|
Q Q Q 0

Y para el lado derecho de la igualdad, por (5.2) se tiene que

/Qf<u)u dz < /Q(k — ap|ul?) de.
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Asi,

LDl 4l < /(k ~ aglul?) d. (5.6)
Q

Usando la desigualdad de Poincaré con el primer autovalor del laplaciano en €2

tenemos que
ful < A2 ]l

Eliminando el término en |u[’ en (5.6) tenemos que
d, o 2

Aplicamos la desigualdad de Gronwall (0.23)

k|2
(D) < oo (1 ey
1
Se sigue que si
1 )\1|U0‘2
t>t =—1
= folfuol) = 55 =

entonces L
2
[u(®)* < 19| = oy,
1

Para obtener la integral acotada en ||ul|?, volvemos a (5.6) y eliminando el
término en |ul? se tiene

1d

5= [ul* + llull® < KlQ.

Integrando entre ¢ y ¢t + 1 obtenemos
t+1 1
[ Il ds < kel + Slu)
t
Esto prueba que

t+1 1
[ Il ds < kOl + 5o Ve 2 talfuo)
t

1
donde tomando Iy = k|| + 5,0%1 Vit > to(|uo|) resulta (5.4).
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5.1.2. Conjunto absorbente en H}

Primero damos una estimacién heuristica de la existencia de un conjunto ab-
sorbente en HJ pues no sabemos si u es lo suficiente regular como para hacer las
siguientes operaciones. Para hacerlo rigurosamente usaremos, una vez mas, el Méto-
do de Galerkin y un lema que se enunciara a continuacion.

Procediendo como en el caso anterior, multiplicamos (5.5) por Au,

du

(E,Au) + (Au, Au) = (f(u), Au).

El primer término, al igual que se hizo en (2.27), usando integracién por partes
y que u = 0 en 08

ou 0%*u 1d
A —d 2
/ Yor v T Z/@xlﬁt&vl T =gl

Para el término de la derecha aplicamos la propiedad (5.2) sobre f e integramos
por partes:

(). Au) = [ ftw) sude = [ éf’(w \g—“ 2

Con lo que obtenemos que

dz < 1||ul*.

1d

S llull? + | 4u < Ul en [0,7) (57)

Si eliminamos el término |Au|? en (5.7) e integramos respecto al tiempo entre s
ytecont—1<s <t

lu(®)]* < 2l/ lu(€)” dg + [lu(s)|.

Integrando nuevamente en esta ultima ecuaciéon con respecto de s entre t — 1y
t, tenemos que

lu@I*(t = (t=1) < (20 +1) /t_lHU(S)szs,

y usando la cota de (5.1.1)

lu(@)* < (20 + D[] + 1/0H] +C Vit > to(|uo]) + (5:8)
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El Corolario 2.4 nos permite tomar producto interno con Au para escribir (5.7)
pero exige que u € L*(0,T; D(A)) y que du/dt € L*(0,T; L?), cosa que no tenemos
para nuestra solucién débil. Como antes mencionamos, tenemos que hacer rigurosos
estos calculos y para ello usamos el método de Galerkin y el siguiente lema cuya
prueba puede ser encontrada en [6].

Lema 5.2. Sea V CC H, con V* su espacio dual. Supongamos que la sucesion {u, }
estd uniformemente acotada en L>°(0,T;V), es decir,

ess sup [lu, ()] < C, (5.9)
t€[0,T]

y que u, — u en L*(0,T;V); entonces

ess sup [Ju(t)]| < C. (5.10)
te[0,T

Ademds, siu € C°([0,T]; H) entonces

sup |lu(t)|| < C. (5.11)
te[0,T

Ahora usamos el lema anterior para probar rigurosamente la existencia de un
conjunto absorbente en H}.

Proposicién 5.3. La ecuacion de reaccion-difusion (5.1) tiene un conjunto absor-
bente en H} (), esto es, existe una constante py y un tiempo t1(|u|) tales que

lu@ < pv VE = ti(|uol)-

Demostracion. Realizamos las mismas estimaciones que antes pero trabajamos con
las ecuaciones truncadas de Galerkin,

duy, /dt + Au, = P, f(u,) u,(0) = PLug

en lugar de trabajar con la EDP completa. Los cédlculos realizados en la Proposicion
5.1 pueden ser seguidos de forma idéntica para probar que

lun(t)| < pr - Yt > to(|uol),

ya que |u,(0)| < |ug|. Por otro lado, también podemos obtener (5.7) reemplazando
u por u, y, asi, tener el equivalente a (5.8)

1
(@]l < 2L+ DO+ 5p5] Vi > tolJuol) + 1,
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una cota uniforme en n. Si tomamos
L,
pv = U+ DL+ 5pu] v tlluol) = to(fuol) +1,
entonces podemos escribir

|tn|| ooty vy < pv para cualquier T' > .

Dado que u,, — uen L*(0,T;V) y u € C°([0,T]; H) se sigue, usando el Lema 5.2
que

lu@)] < pv Vit = ti(|uol)-
0

Lo que hemos hecho en la demostracion de la proposicion es realizar exactamente
los mismos calculos que en el caso formal y entonces tomar limites.

5.1.3. El atractor global

Usando conjuntos absorbente en H} (Q) podemos deducir la existencia de atractor
global.

Proposicion 5.4. La ecuacion de reaccion-difusion posee un atractor global conexo
A en L*(9).

Demostracién. Un conjunto acotado de H}(Q) es compacto en L*(Q). El resultado
se tiene a partir del Teorema 4.12 pues L* es conexo.
[

5.2. Resultados de Regularidad

El atractor global para la ecuaciéon de reaccién-difusién no solo estd acotado
en L*(Q) y H3(2). En esta seccién veremos que también es acotado en L>®(12) e
incluso H?(Q). Esto serd lo que nos permita probar la existencia de una funcién de
Lyapunov para la ecuacion, demostrando que tenemos un sistema gradiente.
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5.2.1. Una cota en L

Para probar que el atractor estd acotado en L°(2) usaremos una versién trun-
cada de la funcién u(z) — M para cierta constante M.

Para u(x) € L*(2) definimos

uy () = { u(z) si u(z) >0

0 en caso contrario

y analogamente

u(z) = { u(zx) si u(x) <0 .
0  en caso contrario.
Obviamente, si u € L?(2) entonces u, y u_ son funciones de L*(2) con
] < lul y o fus| < ful

Ademss, si u € H'(Q2) entonces u, y u_ también, como se prueba en el siguiente
lema.

Lema 5.5. Siu € H'(Q) entonces uy,u_ € H'(Q) con

Jurllm <llullm y Nu-llm < lJullm (5.12)
De hecho,
| Du(zx) siu(x) >0
Du.(z) = { 0 en caso contrario (5.13)
y

[ Du(zx) siu(xz) <0
Du_ (x) - { 0 en caso contrario.

Demostracion. Consideramos la funcién u. definida por

ua(z) = (u(z)? + )% —esiu(x) >0
10 en caso contrario.

Ya que u € H'(Q), u. con

i () = u’(x)% st u(z) >0
0 en caso contrario.
Se observa que u, — uy en L*(2) y estd uniformemente acotada en H'({2) por
||| 1 (). Dado que . estd uniformemente acotada en el espacio de Hilbert H'(Q),
existe una subsucesién que converge débilmente a algin v € H(Q).
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Por ser tinico el limite débil, v = u, y, por tanto, uy € H'(f), acotado como en
(5.12).

Notese que

U .
€ 0 en caso contrario.

(2) = { Du(x) si u(z) >0

puntualmente. La ecuacién (5.13) se tiene usando el Teorema de convergencia do-
minada de Lebesgue, pues |u.| < g, y u. — uy(x).

Para u_ la prueba es inmediata teniendo en cuenta que u_ = —(—u),.

Se tiene que
(Au,uy) = a(u,uy) = (Du, Duy) = [Duy . (5.14)
que usaremos a continuacion.

Teorema 5.6. El atractor global de la ecuacion de reaccion-difusion (5.1) estd uni-
formemente acotado en L>(2) con la cota

L 1/p
|t oo < (a_> Vue A.
2

Demostracion. De (5.2) se tenia que f(s)s < k — asls|P, luego
f(s) <0 si s> (k/ag)? = M. (5.15)
Multiplicando en (5.1) por (u(x) — M), e integramos sobre ()

Ju
Qa(u(x)—M)+d:10—/QAu(u—M)+dx:/Qf(u)(u—M)erI

luego, usando (5.14) para el segundo término y (5.15) para acotar el lado derecho
de la igualdad

1d
2dt Q(U_M)idﬂf+/§2’V(u—M)+|2d$:/Qf(u)(u_M)erxS0.

Usando la Desigualdad de Poincaré tenemos

% (= M2 da < —C’/(u(x) — MY da,
Q Q



Capitulo 5 101

y asi,
Jw=as <o [ le) - b2 do,

Ya que al atractor estd acotado en L? y para cualquier v € A exite un ug de
forma que v = S(t)ug, podemos decir que

/(u—M)idzzO Yu e A.
Q

Con un argumento andlogo podemos concluir lo mismo para (u + M)_.

[]

Obsérvese que este resultado no nos dice que exista un conjunto absorbente en
L>(2) sino que cada solucién estd uniformemente acotada en A. Se puede demostrar
que, efectivamente, exite un conjunto absorbente en L*(2) pero los calculos son
mucho més complicados que los aqui mostrados. Para méas detalle vedse [5].

5.2.2. Una cota en H?

A continuacién usaremos la cota L>(2) para deducir que el atractor es acotado
en H?(Q). De nuevo, no obtendremos un conjunto absorbente en H?(2). Debido a
esto, no probaremos la existencia de atractor global para el sistema dinamico

(Hy(92), {S(®)}iz0),

que podriamos definir para m = 1y m = 2, como se vio en el Capitulo 3. Esto no
sera un problema ya que al tratar soluciones débiles estamos incluyendo las solucio-
nes fuertes también.

El argumento riguroso para la cota en H?(f2) se basa en el siguiente célculo
formal. Usamos la ecuacién

Au = —du/dt + f(u). (5.16)

La idea estd en probar que el lado derecho de la ecuacién esté acotado en L?(2) y

luego usar la teoria de regularidad eliptica para demostrar que u debe estar acotado
en H?(Q2). Dado que u € L>(Q), f € L*(Q). Hay que probar que du/dt estd también
acotado en L?(Q) en A. Por aligerar la notacién, escribimos u; = du/dt.

Los calculos formales para obtener la cota de wu; son los que siguen. Primero,
. t . . s
vamos a estimar [ |u,|*. Multiplicamos la ecuacién

ur + Au = f(u) (5.17)
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por u,
2 2
1
il + 5l = S = 5 [ Futz,b) (5.18)
donde F(s) estd definida como F(s fo o)do. Ahora integrando entre 0 y ¢
tenemos

Awmﬁ+3wwz§WW+waamm—wamwm

Dado que A estd acotado en Hj () y L>(), se tiene que
! 1
/ uf? di + 3 Ju(t)|? < K, para. algin K. (5.19)
0
Acotamos u;, primero derivando en (5.17) obtenemos

d
Eut + Auy = f'(u)uy

y tomando producto escalar en L?(Q) con t?u; (esto se refiere a la falta de regularidad
en ug en t = 0):

(tQUt, 8tut) = tQ(Ut, AUt) + tQ(f/(’U/)Ut, Ut),

de lo que se deduce, usando la cota sobre f,

1d

2dt|tut|2 — tlug)® + tf|ug)? < 2T |y

Integrando entre 0 y ¢

t t
|ut|2+/ t2||ut||2ds§/(8+l82)|ut|2d3,
0 0

va que (s + [s?) estd acotado entre [0, 1], tomando ¢ = 1 tenemos
1
luy (1)]* < (1 + 1)/ luPdr < (1 +1)K. (5.20)
0

Usando (5.19) hemos obtenido una cota de u;(1) en L?(2), uniforme en todo el
atractor.

Puesto que cualquier u € A viene dado como S(1)v para cierto v € A, se sique
que f(u) — du/dt estd uniformemente acotado en L?*(€2) en todo el atractor A. Ya
que Au estd uniformemente acotado en L?(Q2) se sigue que u estd uniformemente
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acotado en H?(1).

Para hacer esto riguroso hay que tener cuidado con dos cosas. Como antes,
en los calculos que hemos hecho hemos supuesto que u y u; son suficientemente
regulares lo cual no estd garantizado por nuestro teorema de existencia, asi que
realmente deberiamos hacer célculos con las aproximaciones de Galerkin y después
tomar limites. Por otro lado, la ecuacién (5.16) solo se tiene para casi todo ¢.

Teorema 5.7. El atractor global de la ecuacion de reaccion-difusion (5.1) estd aco-

tado en H?*(2).

Demostracion. Sabemos que la igualdad
Au = —du/dt + f(u) (5.21)

se verifica p.c.t. t a lo largo de una trayectoria. Como u € L, f(u) € L>(0,T; L?).

Las cotas que hemos obtenido antes para u; se pueden obtener igualmente para
las truncadas de Galerkin, aunque escribimos la conclusién (5.20) de forma que
podemos aplicar el Lema 5.2 :

] 1 1) < (2 + DK
Argumentando como antes, tomando limite
du/dt(1)] < (2 +1)K.
Por (5.21) se tiene que u € L>(0,7; D(A)). O

Ya que cada trayectoria es continua en L?*(f2), podemos usar el argumento del
Lema 5.2 para probar, de hecho, que tenemos una cota de |Au(t)| que es uniforme
para todo 0 < t < T, y, por tanto, el atractor estd uniformemente acotado en H?(2).

5.2.3. Mayor regularidad

Con argumentos mas sofisticados, similares a los necesarios para probar la exis-
tencia de un conjunto absorbente en L>°(£2), es posible probar que la regularidad del
atractor mejora cuando f es mas regular. Solo daremos el enunciado del resultado.
Para la demostracién, vedse [5].

Teorema 5.8. Si Q es un dominio acotado de clase C™ y f € C*(Q)), entonces el
atractor global es un subconjunto acotado de H*(QQ) para cada k > 0. En particular,

siu € A entonces u € C®(1Q).
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5.3. Inyectividad en A

Hemos visto que en general no es posible usar las soluciones de una EDP para
definir S(t) para todo t € R. Sin embargo, para ciertos ejemplos es posible probar
una propiedad de inyectividad, o “ unicidad hacia atrds”: si S(t)ug y S(t)ve son dos
trayectorias que empiezan en ug y vg en t = 0,

si S(T)ug = S(T)vy para algin T' > 0, entonces uy = .

Esto puede interpretarse diciendo que si hay una solucién que va hacia atras en
el tiempo, de uy hacia u(—T"), entonces solo puede ser tal solucién.

Probaremos esta propiedad para soluciones que estan en el atractor. Podemos
entonces usar el Teorema 4.6 para probar que

(A, {S5()}ier)

es un sistema dinamico.

Las demostraciones en esta seccién son esencialmente técnicas. Usaremos un lema
que trata el cociente de las normas en V' y en H. Se recuerda que podemos identificar
H con H* usando el Teorema de Representacion de Riesz 0.27.

Lema 5.9. Sea H y V espacios de Hilbert, donde V* es el dual de V, con V CC
H ~ H* C V*. Supongamos que

w e L0, T; V)N L*0,T; D(A))

satisface

dw
’r + Aw = h(t,w(t))

como una igualdad en L*(0,T; H), donde A es un operador lineal acotado de V en
Viy

|h(t, w())] < k@) [[w(t)]] (5.22)
con k(t) € L*(0,T). Si escribimos

entonces tenemos
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Demostracion. Derivando A(t) tenemos

LA ((w',w)) [l

2 & = wE et ")
U
_ ﬁ(w’,flw — Aw)
_ ﬁ(hj Aw, Aw — Aw)
ﬁ ((h — Aw — Aw) — (Aw, Aw — Aw))

donde (+,-) es el producto escalar en H y ((+,-)) el producto escalar en V.
Como (Aw,w) = A(w, w), se tiene

LdA  JAw — Aw]? 1
2.dt lw|? |w|?

Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz 0.4 y Desigualdad de Young 0.2 sobre
el dltimo término

1dA - 1|Aw — Awl|®> 1 |h]?
2dt — 2 |w|? 2 |w|?’

asi, usando la hip6tesis sobre h (5.22), tenemos

Eliminando el segundo término,

A < 2K2A,
dt

y el resultado se sigue usando la desigualdad de Gronwall.

Cuando apliquemos este lema, w serd la diferencia de dos soluciones.

Teorema 5.10. Sea w(t) tal que cumple las condiciones del lema previo. St w(T) =
0 para algin T > 0, entonces w(t) = 0 para todo 0 <t <T.
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Demostracion. Supongamos que no, que w(ty) # 0 para algin ¢, € [0,7]. Por
las hipétesis sobre w, se tiene que dw/dt € L*(0,T; L?) y usando el Corolario 2.4
sabemos que w € C°([0, T]; H'). Entonces, por continuidad, se debe tener que w(t) #
0 en el intervalo (to,to + €).

Podemos denotar por ¢; al mayor tiempo para el cual

lw(t)| # 0 en [to,t1).

Claramente, w(ty) = 0.
En el intervalo [to, 1) podemos considerar la funcién ¢ — log |w(t)| y derivando,
obtener

< A4 kA
donde hemos usado la cota sobre h dada en (5.22). Aplicando la Desigualdad de
Young (0.2)

d 1
—log— < A+ k* + A =2\ + K
dt 7 |w|

Integrando entre ¢y y t € [to,t1) se tiene

log <log + /tl(QA(s) + k(s)?) ds

|w(t0)’ to

1 T )
< log Tl + /to (2A(s) + k(s)7) ds.

Dado que k € L?*(0,T), por el lema anterior, A € L*(0,7T). Asi, tenemos una
cota uniforme de 1/|w(t)| en [ty,T') lo que es una contradiccion.

1
|w(t)]

]

A continuacion, se expone un resultado que da la inyectividad para el atractor
de la ecuacion de reaccion-difusion.
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Teorema 5.11. La ecuacion de reaccion-difusion (5.1) tiene la propiedad de inyec-
tiwidad: si u(t) y v(t) son dos trayectorias de A con u(T) = v(T) para algin T > 0,
entonces u(t) = v(t) para todo 0 <t <T.

Demostracion. La ecuacién para w = u — v es

dw
"2 Aw = f(u) — (o).

Comprobemos que w verifica las hipétesis del Lema 5.9: tenemos que w €
L>=(0,T;V) pues el atractor estd acotado en V', andlogamente, w € L*(0,T; D(A))
pues el atractor también estd acotado en H?, por el Teorema 5.7.

Ya que h(t,w(t)) = f(u(t)) — f(v(t)), podemos usar la cota de f en L*> para
escribir

[f(u) = f)F = [ [f(w) = f(v)]dz

(5.23)
1112 _ 2d

< / 1712 () — v(z) P

< Il — o

donde || f'||« €s una cota de f’(u) que es uniforme para todo u € A. Asi, ya tenemos
una cota de h,

1t w(t)] < [ fllsclw(t)]-

Por hipétesis se tenia que u(7") = v(7T), luego w(T') = u(T) —v(T') = 0, y puesto
que w cumple las condiciones del Lema 5.9, aplicando el Teorema 5.10 se tiene que
w(t) = 0 para todo 0 < ¢ < T'. Por lo tanto, u(t) = v(t) Vt € [0,T].

]

Corolario 5.12. La restriccion del semigrupo {S(t)}i>0 a A proporciona el sistema
dindmico

(A {S(8) }rer),
donde la norma de A es la heredada de L*(12).

5.4. Una funcién de Lyapunov

Recordamos que una funciéon de Lyapunov para el conjunto A es el funcional
®: A— R que es
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. continua en A.

- no creciente a lo largo de las trayectorias [®(u(t)) es no creciente como funcién
de t].
Ademas,

- si (u(t)) = P(up) para algin ¢ > 0 entonces ug es un punto fijo.

Proposicion 5.13. FEl funcional
1 2
O(u) = [ =|Vu|* = F(u) dx
Q2
donde F(s fQ o)do, es una funcion de Lyapunov en A para la ecuacion de

reaccion- dzfuszon (5. 1)

Demostracion. Vimos anteriormemente en (5.18) que

d

dt(p( ) = _‘Ut|2,

por lo tanto, ® es claramente no creciente a lo largo de las trayectorias, y si
O(u(T)) = P(ug) debe tenerse que u(t) = ug para todo 0 < t < T, y asi ug de-
be ser un punto fijo.

Solo queda comprobar la continuidad de ®(u) en A. Primero, por un lado tenemos

que el primer término de la integral es precisamente |[ul|? y, de la definicién de A
tenemos que

/QIVu!QdSU = [[ull® = ((u,u)) = (Au, u) < |Aulju| < |u||u] .

Se deduce que ||u||* es una funcién Lipschitz de L?*(€2) en R. Para el segundo
término, podemos escribir andlogamente a (5.23)

| F ==
/ ||f||oo|u ) — () |dz

< [1f ookt = vz

2

dz

u(x)

f( ) ds

luego, el segundo término es también Lipschitz en R. Asi que el funcional es continuo.
O
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Sabemos del Teorema 4.24 que el atractor esta dado por
A=W"E), (5.24)
donde & es el conjunto de puntos fijos, los cuales son solucién de la ecuacién

—Au = f(u(a)).

Si & es discreto, podemos decir que el atractor en este caso estd formado por las
variedades inestables de los punto fijos

A= Jw(z).
ze€

Ahora estudiaremos un ejemplo particular para el cual podemos probar que los
puntos de equilibrio son necesariamente discretos y decir algo sobre la estructura
del atractor.

5.5. La ecuacion de Chaffee-Intante

Este es un ejemplo muy estudiado en un dominio unidimensional [0, 7], con el
término no lineal sencillo u — u?, ver [3], [6].

U — Upe = Mu —u?),  u(0) = u(r) = 0. (5.25)

Hemos incluido el pardametro A que nos permite ajustar el balance relativo del
término de difusiéon y del término no lineal. Para valores pequenos de A podriamos
esperar que el término de difusién domine y el comportamiento sea muy simple. En
efecto, multiplicando por u y tomando norma | - |, podemos escribir

1d
——WF+MW=A/WF—M%%
2 dt o
y, por tanto,
]‘ d 2 2 2
5 lul? -l < A

Se sigue del desarrollo en series de Fourier de u que |u| < ||u/|, donde la constante
de la desigualdad de Ponicaré es 1, y se tiene por tanto,

(A — 1)]ul*. (5.26)

Luego, si A < 1, u(t) — 0 cuando ¢t — oo y entonces, hay exactamente un punto
fijo, u = 0. Para A\ mayores el comportamiento, y por consiguiente, el atractor son
mas complicados.
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5.5.1. Puntos estacionarios

Vamos a estudiar los puntos estacionarios de la ecuacién, soluciones de

~Upe = AMu —u?), u(0) =u(n) =0. (5.27)
Tomando v = wu, podemos escribir, en lugar de (5.27) el par de ecuaciones
diferenciales:
Uy =,
5.28
Ve = —Au — u?). (5.28)

Ahora podemos aplicar las ideas del plano de fases, tratanto a x como variable
del tiempo. Se sigue de (5.28) que, sobre cualquier trayectoria,

Lo Ly 14
2\%] +)\(2u — ) = cte
Siendo E una contante, escribimos
1
lug|? + A(u® — zut) = \E (5.29)

2

El retrato fase para (5.28) estd dado en la Figura 5.1. Para que se satisfagan las
condiciones de contorno en (5.27) necesitamos una trayectoria que empiece en el eje
ven x = 0y retrocede al eje v en x = 7. La tnica trayectoria posible en el diagrama
de fases son aquellas que son érbitas cerradas alrededor del origen.

Estas corresponden con los valores de 0 < F < =; estudiaremos entonces el tiem-
po que tarda en atravesar la mitad de tal orbita, Como se indica en el trozo de linea
negrita de la figura.

Para un valor dado de E, la “velocidad” en la coordenada wu es u, y viene dada,
usando (5.29), por
1
Uy = VAE —u? + §u4)1/2

Ahora, una trayectoria con este valor fijado de F empieza en u =0, v =+vVAE y
gira en el sentido horario hasta que choca con el eje u en el valor u = ugy, donde

1
ug—guézE.

El tiempo “t(E)” que ha tardado hasta llegar a este punto es

\/_/ E—u+ u Y2,
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Figura 5.1: Retrato fase de la ecuacién (5.28)

Las propiedades de los puntos fijos de la ecuacién (5.25) se derivan de las si-
guientes propiedades de la integral de t(E):

- Cuando F — 1, t(E) — oc.
. Cuando E | 0%, t(E) — 7/V/\.
- t(FE) es estrictamente creciente como funcién de E.

En particular, se sigue que

7r
— < tLl) <o
v =)
Para obtener una solucién de (5.27) a partir de una trayectoria de (5.28), ne-
cesitamos estar en una trayectoria donde nt(FE) = m, para algin n entero; giramos
alrededor n/2 veces, terminando de nuevo en el eje v. Para encontrar el nimero

de puntos fijos tenemos que encontrar el nimero de valores de E para los cuales
nt(F) = 7.

Si A < 1, entonces = A > m, y asi la Unica trayectoria que cumple nuestro criterio
es el origen. Esto corresponde con el estado estable, u = 0. A este estado lo llamamos

b -

Si 12 < X < 22, los valores de E estan acotados inferiormente por 7/2 pero pero
sin incluir a 7. Por lo tanto, tenemos dos nuevos puntos fijo, correspondientes a las
6rbitas que realizan media curva, los llamamos ¢
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Para 22 < X\ < 3% ahora tenemos érbitas que giran 3/2 veces, pues una de las
orbitas tiene ¢(E) = m/3; éstas son ¢;. Asi, tenemos cinco puntos fijos.

Este argumento nos proporciona un conjunto de puntos fijos.

Proposicién 5.14. Sin? < X < (n+ 1)% entonces hay 2n + 1 puntos fijos, ¢o y n
pares, ¢7,...,¢F. La funcién ¢ji tiene j ceros en (0, ).

Aplicando el Teorema 4.24 sabemos que el atractor viene dado como la unién
de las variedades inestables de estos puntos fijos. Para obtener més informacion
conviene estudiar la estabilidad de éstos. Solo lo haremos para la linealizacién cerca
del estado 0. Esto, al menos, nos dara alguna estabilidad de los puntos fijos que
bifurcan en u = 0 cuando A toma valores entre dos enteros cuadrados.

5.5.2. Bifurcaciones alrededor del estado cero

Acabamos con una estudio muy heuristico de la estabilidad de los puntos fijos
en cero, suponiendo que las aproximaciones en los conjuntos de dimensién finita
permanecen validos aqui.

Para estudiar la estabilidad de un punto estacionario de la ecuacion,
du/dt = G(u),

donde G(u) es en general algin operador no acotado no lineal, consideramos el
problema

d

E(u* +ev) = G(u* + €ev),

donde ev es una pequena perturbacién lejos del punto fijo u*, y entonces estudiamos
la ecuacién linealizada p

pri DG(u™)v.

Si todos los autovalores verifican Re(o) < 0 entonces el punto fijo es estable; en
otro caso es inestable.
Para nuestro ejemplo, estamos interesados en las soluciones de

Wee + A1 — 3u?) w = ow.

(La validez de esta linealizaciéon puede ser consultada en [3]). Si elegimos el punto
fijo u = 0 ésta se transforma en una ecuacién simple

Wey + AW = ow.
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Dado que ya sabemos que los autovalores del problema
— ¢z = pip,  $(0) = o(m) =0
simplemente son ¢,, = sin(nx) con u, = n?, los autovalores sobre el origen son
On =\ —n2.

Cuando A < 1, el origen es estable [como vimos en (5.26)]. Cada vez que A? toma
valores enteros, otra direccion inestable aparece. Luego, tenemos una sucesion de
bifurcaciones a pares del cero de puntos de silla, produciendo el conjunto de puntos
estacionarios.

De hecho, se puede probar que, una vez que han aparecido, el primer par bifur-
cado gzﬁic es estable, pero que el resto de puntos fijos son instables. Esto nos permite
dar una indicacién de la estructura del atractor.

- Para 1 < A tenemos un tnico punto fijo.

- Sil < A< 4 tenemos 3 puntos fijos, dispuesto en una linea como en la Figura
5.2 (a).

- Si4 < A <9, dos puntos fijos mas han aparecido, y el atractor es como el
disco deformado en la Figura 5.2 (b).

- Para 9 < A < 16 tenemos otros dos puntos, y el atractor es ahora un objeto
3D, algo parecido a la Figura 5.2 (¢).

Esta foto puede ser hecha rigurosamente con los argumentos apropiados; ver [4].
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Figura 5.2: Esquema del atractor para la ecuacién de Chaffee-Infante cuando (a)
l<A<4, (b)d4<A<9, (c)9<A<16.
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