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La Teoria de Optimizacion diferenciable clésica se basa principalmente en la biisqueda de condi-
ciones necesarias y suficientes que permitan caracterizar las soluciones éptimas. Las condiciones
necesarias se fundamentan en la hipdtesis de que el conjunto de soluciones posibles para el pro-
blema a resolver, verifica ciertas condiciones, que aseguran la caracterizacién del cono tangente
o del cono factible a través de las derivadas de primer orden de las funciones que definen las
restricciones, son los denominados problemas regulares. Sin embargo, en determinados proble-
mas, esta hipdtesis no es posible asegurarla, dando lugar a los problemas de optimizacién no
regulares o degenerados. Consecuentemente las condiciones de optimalidad de primer orden del
tipo Karush-Kuhn-Tucker, no son aplicables. Sera necesario, por tanto, establecer condiciones
de optimalidad basadas en aproximaciones al conjunto factible que no sean de primer orden, es
decir, utilizando derivadas de orden superior y que, naturalmente, coincidan con las condiciones
clasicas de primer orden, cuando el problema sea regular. Por otro lado las condiciones necesarias
no garantizan que las soluciones encontradas sean soluciones 6ptimas, es decir, en general, no

son condiciones suficientes para garantizar la optimalidad, sin hipétesis adicionales.

Este trabajo consiste esencialmente en establecer condiciones de optimalidad, optimalidad de
Pareto en el caso vectorial, de segundo orden y no degeneradas, para problemas generales de
optimizacion matematica diferenciables, escalares y vectoriales, con restricciones multiples de
igualdad y desigualdad, definidos en espacios de Banach, cuando el problema es no regular. A
partir de ellas y haciendo uso de teoremas de representacién, conseguimos establecer condiciones
de optimalidad de segundo orden no degeneradas, para problemas de control 6ptimo escalar, con
restricciones mixtas. Generalizando los resultados existentes en la literatura y quedando éstos

como casos particulares.

Las condiciones necesarias son obtenidas mediante el formalismo de Dubovitskii- Milyutin, el
cual, debido al enfoque universal y unificador, permite determinar, en el lenguaje del analisis
funcional, condiciones necesarias de optimalidad para una amplia clase y de variada indole de

problemas de extremos.

Las condiciones suficientes son establecidas, introduciendo nociones de invexidad generalizada

adecuadas a la determinacién del problema.
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Capitulo 1

Introduccion

En el transcurso del tiempo el hombre ha estado en una constante biisqueda de leyes y principios
que obedezcan ciertas formas o fenémenos naturales, con el propédsito de explicar o entender
el comportamiento de la naturaleza. En este intento fué el francés Pierre Louis Moreau de
Maupertuis (1698-1759) que enuncid, en 1744, el principio de la minima cantidad de accién: “En
todo cambio que se produzca en la Naturaleza, la cantidad de accion mecesaria para tal cambio
ha de ser la minima posible”. De acuerdo a Maupertuis, la Naturaleza obedece un principio de
minimizacién, lo que es interpretado en el contexto teoldgico, como el hecho de que el creador,

hace uso de la minima energia posible en sus actuaciones.

Este es un principio fisico, que posteriormente la matematica fundamenta rigurosamente, desarro-
llando las técnicas necesarias para dar respuestas a una amplia clase de problemas de extremos,
que surgen hasta el dia de hoy, y que se extiende a las diversas areas de las Ciencias y la

Ingenieria.

Cuando la finalidad de un problema es optimizar un funcional, que depende de variables, que
a su vez son funciones, las cuales varian con el tiempo, entonces estamos en presencia de un
problema de optimizacién dindmica. Tales problemas se caracterizan por el hecho de que la
funcién a minimizar (o maximizar) es un operador, es decir, es una funcién definida sobre algin

espacio de funciones, de dimension infinita.

Esta clase de problemas incluyen los problemas variacionales, que se caracterizan por el he-
cho que el funcional a optimizar es dado por un operador integral, cuyo origen se atribuye al
planteamiento del problema de la braquistocrona, propuesto por J. Bernoulli, en (1696). Este
planteamiento es, basicamente, encontrar entre las posibles trayectorias recorridas por un pe-
queno objeto que se mueve, entre dos puntos situados en un plano vertical, bajo la influencia de
la gravedad, a aquella que emplea el menor tiempo posible, es decir la curva de descenso mas

rapida. La teoria formal de tales problemas recibe el nombre de calculo variacional.



También son problemas variacionales, el Principio de Fermat (1601-1665) de la 6ptica, que
establece que independientemente del tipo de reflexién o refraccién a que se encuentre sujeto
un rayo de luz, éste emplea el menor tiempo posible, para desplazarse de un punto a otro, y el
Principio de la minima accién de Hamilton, donde una cantidad, llamada accién, alcanza siempre
un valor extremo. Esta accién se expresa en términos de la funcién Lagrangeana definida, en la
mecanica cldsica, como la energia cinética menos la energia potencial. Ambos Principios estan

sujeto a que un cierto funcional debe tomar un valor minimo.

El resultado principal del cédlculo variacional, que permite determinar las curvas extremales,
son las ecuaciones de Euler y Lagrange, introducidas por Euler (1707-1783) y Lagrange (1736-
1813). Estas ecuaciones establecen condiciones necesarias de optimalidad, es decir si una curva
o trayectoria es un extremo, minimo o méaximo, de un operador, que determina un problema

variacional, entonces necesariamente debe satisfacer las ecuaciones de Euler y Lagrange.

Anecdéticamente los esquimales resolvieron un problema de cédlculo variacional clédsico, algunos
siglos antes que naciera Bernoulli, para la construccién de iglis en forma éptima: menor superficie
para conservar el calor, y a la vez es lo mayor posible, esto es menor area superficial, mayor

volumen que encierra.

Otra clase importante de problemas de optimizaciéon dindmica, son los problemas de control
optimo, cuya teoria constituye una generalizacién natural del calculo de variaciones, permite
dar soluciones a diversos problemas de la medicina, ver [90], de la fisica, ver [37], y en particular
a problemas de la economia, modelos neoclédsicos de crecimiento econémico, modelo de ahorro

éptimo ver [31], [39] y [50], entre otros.

Uno de lo objetivos de este trabajo es estudiar problemas de control éptimo, es por ello que
haremos una breve introduccién de esta clase de problemas, en lo que se refiere a su definicion,

formulacién y resultados principales.

Un problema de control 6ptimo consiste basicamente en optimizar un funcional, sujeto a un
sistema que evoluciona en el tiempo. El funcional a minimizar (o maximizar) depende de una
variable, que describe el estado del sistema, en cada momento, y de una variable de control,
que interviene en el comportamiento del sistema. Estas variables se relacionan por el sistema
dindmico, el cual es determinado por ecuaciones diferenciales ordinarias, que describiremos en

la formulacién dada posteriormente.

Pensemos en un sistema dindmico que evoluciona en el tiempo (como lo son el cuerpo humano
y el sistema econémico), con un horizonte temporal predefinido [tg,T], donde es conocida su
situacion inicial, digamos xg y que la evolucion del sistema puede ser influenciada, en parte,
por las decisiones de un agente, llamado planificador. El estado del sistema es descrito, en cada
momento, por una variable z(t), denominada variable de estado, y las decisiones consideradas

por el planificador son representada por un variable u(t), denominada variable de control.



El control u(t) ejerce una influencia sobre el comportamiento del sistema dindmico, descrito por
la variable de estado z(t), en cualquier instante ¢ en [to, T']. Por lo tanto la evolucién del sistema

dependerd de las decisiones tomadas por el planificador, representada por u(t).

La variable de estado x(t) y la variable de control u(t), se relacionan por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias, denominado ecuacién de estado,

#'(t) = p(x(t),ult),t), telt,T],

x(to) = Xy

donde z : [to,T] = IR", w: [to,T] - R™y ¢: R"x R™ x [tg,T] — R".

La variable de control u(-) usualmente pertenece a una familia de funciones U, con valores en un
conjunto U de IR™, que representa las restricciones fisicas del control u(t), en un tiempo ¢. La
familia de funciones U, y la funcién ¢ deben satisfacer las hipdtesis suficientes, para garantizar

la existencia y unicidad de la solucién de la ecuaciéon de estado.

Una vez elegido un control v en U, la ecuacién de estado determina una trayectoria o estado
x(t), con condicién inicial z en el momento ¢y. La solucién de la ecuacién de estado, depen-
derd de las diferentes elecciones del valor de la variable de control, esto es, elecciones diferentes

del valor de control implicara trayectorias diferentes del sistema dinamico.

Por ejemplo, una empresa desea maximizar sus ganancias por la venta de un producto dado,
mediante un control conveniente de los gastos de propaganda. El estado del sistema, z(t), podria
representar las tasas de venta de un producto y la variable de control, u(t), la tasa de gastos en
que la empresa incurre, para promocionar y publicitar el referido producto, entonces, bajos estos
términos, este es un problema de control 6ptimo. En tal caso, se quiere minimizar o maximizar
un funcional, que depende del estado del sistema y del control, llamado funcional objetivo o

llamado, por algunos autores, funcional de costo.

Una de las variantes mas simple de un problema de control 6ptimo es la siguiente: dado un
sistema, dindmico que evoluciona en el tiempo, de acuerdo a la ecuacién de estado, se debe
determinar las variables, de estado z(t) y de control u(t) factibles, esto es, funciones z(t) y u(t)

que satisfacen la ecuaciéon de estado y que minimicen (o maximicen) la funcién integral

T
O(x,u) = f(x(t),u(t), t)dt + S(x(T)), (1.1)

to



donde ademsés la variable de control u(t) satisface restricciones del tipo
u(t) € U, para casi todo t € [tg,T],

con U un subconjuto de IR™, el tiempo final T es dado y donde se supone el estado, en el
tiempo final, libre, esto es, z(T') es variable y donde f: IR"™ x R™ X [tp,T] — IR.

El funcional objetivo ® mide cuantitativamente el comportamiento del sistema. La integral de
la funcién f, dada en (1.1), depende de los valores de la variable de estado z(t) y la variable de
control u(t) a lo largo del horizonte temporal, esto es a través del intervalo de tiempo [to, 1],
y por tanto, representa el valor del comportamiento del sistema a través del tiempo, mientras
que la funcién S(z(T')) representa la valorizacién del estado en que queda el sistema al final del

horizonte temporal.

Hay algunas variantes de problemas de control 6ptimo que difieren del planteamiento anterior,
en lo que se refiere a las formas que puede tomar el funcional objetivo, a las condiciones iniciales
y finales de la variable de estado y a las restricciones impuestas sobre el control y/o a la variable
de estado, entre otras. En algunos problemas, puede resultar que el valor final de z(T') sea fijo
o que sea acotado inferior y/o superiormente, o bien que el horizonte temporal no sea acotado

por un valor de T dado, el periodo de tiempo es por lo tanto infinito.

En el problema anterior no son consideradas restricciones en la variables de estado x(t), no
obstante en algunos problemas es necesario imponer restricciones, de igualdad y/o desigualdad,

a la variable estado z(t).

Las diferentes formas que puede tomar el funcional objetivo (1.1), dependiendo de las funciones
f(z,u,t) y S(z(T)), son denominadas: Bolza, si f(x,u,t) y S(z(T)) son no nulos, Mayer, si
f(z,u,t) esnuloy S(z(T")) es no nulo y Lagrange, si f(x,u,t) es nonuloy S(z(T")) es nulo. No
es dificil mostrar que los problemas de control éptimo con funcional objetivo en la forma Bolza,
Mayer y Lagrange son equivalentes, en el sentido de su formulacién (ver [31]). Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad, solo consideraremos, en este trabajo, problemas de control 6ptimo con

funcional objetivo en la forma Lagrange.

Un problema de Lagrange, con restricciones, se obtiene de un problema de control éptimo,
considerando el funcional objetivo de la forma de Lagrange y donde no hay restricciones para la

variable de control, en este caso se considera M = IR™, el problema es

T
min t fla(t),u(t),t)dt

2 (t) = p(z,u,t), z(ty) =a, z(T)=p.

Andlogamente el problema clasico de cédlculo variacional, se obtiene del problema de control

6ptimo, considerando el funcional objetivo de la forma de Lagrange, con n = m = 1, ¢(x,u,t) =



uy M = IR, esto es

T
min [ f(a(t), ut), t)dt

to

' (t) = u(t), z(tg) =, =(T)=7.

Las condiciones necesarias de optimalidad, para el problema de Lagrange y cédlculo variacional
son proporcionadas por la ecuacion de Euler y por los multiplicadores de Lagrange en caso de

restricciones (ver [31]).

Los resultados de la teoria de calculo variacional aparecen como casos particulares de los resul-
tados de la teoria de control éptimo, que requiere condiciones, sobre los espacios de definicién

de las variables de estado y de control, mucho mas flexibles que la teoria de calculo variacional.

En efecto en la teoria de calculo variacional, se requiere que las variables de estado y de control
sean de clase C2[tg, T)], esto es, funciones con derivadas primera y segunda continuas, definidas
en [to,T], mientras que en la teorfa de control éptimo la variable de estado z(t) necesita ser
continua, z'(t) y u(t) s6lo necesitan ser continuas por partes, es decir deben se continuas en

todos los puntos de [tg, T], excepto, quizds, en un nimero finito de ellos.

La precedente formulacién conlleva a estudiar un problema de optimizacién, sujeto a sistemas
que evolucionan en el tiempo, que son susceptibles de ser influenciados por agentes externos.
Cuando es posible obtener una solucién del problema, el control 6ptimo indicara el procedimiento

a seguir, para inducir el sistema de un estado inicial a un estado final de manera éptima.

La finalidad de la teoria de control 6ptimo es el estudio de condiciones necesarias y suficientes,
para garantizar la existencia y unicidad de solucién de un problema de control éptimo. Asi como
también del desarrollo de metodologias para su determinacién y calculo, desde un punto de vista

tanto tedrico como de las aplicaciones.

Los resultados principales de la teoria de control éptimo son el llamado Principio del Maxi-
mo de Pontryagin (1962), y el Principio del Maximo Local (ecuaciones del Euler-Lagrange). El
Principio del Maximo de Pontryagin proporciona condiciones necesarias de optimalidad, para
problemas de control éptimo, cuya formulacion considera al conjunto de las variables de control
U, arbitrario, en cambio, el Principio del Maximo Local es més restrictivo, considera al conjunto

U convexo con interior no vacio.

El Principio del Maximo Local establece lo siguiente:

Si (xg,up) es solucién del problema de control 6ptimo de Lagrange:



Minimizar ®(z,u) = Tf(a:(t),u(t),t)dt
to

sujeto a : (P1) (1.2)
2 (t) = o(x(t),u(t),t), z(ty) =a, z(T)=0
u(t) € U para casi todo ¢t € [to,T],

donde las funciones
f:R"x R™x[tg,T] = IR, ¢: R"x R™ x [tg,T] —» R"

son consideradas continuamente diferenciables con respecto a (x,u) y medibles en ¢ y donde U

es un conjunto cerrado convexo, con interior no vacio, de IR™.

Entonces existe un nimero Ao > 0, y una funcién 1 : [tp,T] — IR", no nulas simultdneamente,

tales que

)‘Ofx(xOvUOat) - gp;(l‘o,u(),t)@/}(t) - sz),(t) =0 (1'3)

y ademds para todo u(t) en U

(Mo Sfulzo, uo, t) — oy (zo, uo, £)Y(t), u—up) > 0, c.t.p.en [tg,T], (1.4)

donde ¢ (xo,up,t) v @ (xo,u0,t), denotan el operador adjunto de @z (xg,uo,t) ¥y @ul(xo,uo,t)

respectivamente.

El Principio del Méximo Local, y sus variantes, proporcionan condiciones necesarias de opti-
malidad, para distintas formulaciones de problemas de control éptimo (ver [43], [39], [31]), pero
siempre bajo el supuesto de que la variable de control u es tal que u(t) pertenece a un conjunto
U, convexo con interior no vacio, de IR™. No obstante, en muchas aplicaciones, es natural con-
siderar proble-mas, donde la variable de control u(t) pertenece a un conjunto menos restrictivo,
como lo son los problemas donde el control éptimo toma sélo dos valores, ug(t) = a o ug(t) = b,
en este caso ug(t) es denominado control bang-bang, (ver [31] y [39]). Este tipo de fenémeno

sucede cuando el funcional objetivo y la ecuacién de estado es lineal en la variable de control .

La derivacién de condiciones de opimalidad para problemas de control 6ptimo, bajo el supuesto
de que la variable de control u(t) pertenezca a un conjunto arbitrario U, de IR™, son establecidas

por el Principio del Maximo de Pontryagin, y sus versiones.

El Principio del Maximo de Pontryagin establece lo siguiente:



Si (zo,up) es solucién del del problema de control éptimo (P1), donde U es un subconjunto
arbitrario de IR, f, ¢ son consideradas continuamente diferenciables, inicamente , con respecto
a la variable x y medibles en ¢, entonces existen, A9 > 0, y una funcién ¢ : [tg, 7] — IR", no

nulas simultaneamente, tales que

WO = =T (o0 uolt), V1), i= 1, (1.5
T
H(«T07U071/Jat) = C+/t ()‘Ofs(meOvS)_<¢(t)7<ps($07u073)>)d‘8 (16)

con C constante, satisfaciendo la condicién del Méaximo,

H(zo(t),uo(t),(t),t) > H(zo(t),u(t),y(t),t), Yue M, ct.p.en [to,T]. (1.7)

donde H es la funcién Hamiltoniana asociada al problema, y es definida

H(x(t),u(t), ¥(t),t) = =Aof (z(t), u(t), t) + (&(t), p(2(t), u(t),t)). (1.8)

Ambos Principios, y los métodos numéricos clésicos, son eficientes y aplicables sélo en el caso
que el problema en estudio sea regular, lo que se llama usualmente en control: problema contro-
lable o extremales regulares o normales, esto es, cuando el multiplicador asociado a la funcién
objetivo, es no nulo, es decir A\g es no nulo. Las condiciones suficientes para asegurar que \g > 0
son denominadas condiciones de regularidad o normalidad, ver [39] y [43], y en el contexto de

optimizaciéon Matemética, son denominadas cualificacién de restriccion, ver [14], [39] y [67].

Si Ag es nulo entonces el problema es no regular, en este caso el Principio del Méximo Local y
el Principio de Pontryagin, proporcionan condiciones degeneradas, no dependen del funcional a
minimizar, no producen ninguna informacion acerca del extremo local o global en estudio. La
nocién de regularidad es fundamental, tanto para la obtencién de condiciones necesarias de op-
timalidad, de primer orden, no degeneradas, como también para la derivacién de las condiciones
suficientes de optimalidad. Es esencial, por tanto, establecer condiciones que aseguren que un

problema dado es regular.

Existen varias formas de probar el Principio Clasico del Maximo de Pontryagin, una via anélisis
real (vea [83]), otra via inclusiones diferenciales (vea, [17], [18], [35]), via métodos variacionales
(vea, [31]) y también usando el principio de Lagrange en dimensién infinita (vea [51], [53]) o a

través del llamado formalismo de Dubovitskii y Milyutin [43].

Para formular condiciones necesarias de optimalidad, para problemas de extremos, mediante
este formalismo se debe caracterizar, el cono de las direcciones factibles, al conjunto de las
restricciones de desigualdad, y el cono de las direcciones tangentes, al conjunto de las restricciones

de igualdad, en el punto 6ptimo, y sus respectivos conos duales, (ver [14], [39] y [67]).

Cuando el problema es regular, es posible caracterizar (ver [43]) el cono factible y el cono

tangente, mediante aproximaciones lineales, lo que permite establecer condiciones necesarias de



optimalidad de primer orden. En el caso contrario, es decir, cuando el problema es no regular,
se hace necesario caracterizar el cono factible al conjunto de las restricciones de desigualdad
como también el cono tangente, al conjunto de las restricciones de igualdad, en el punto éptimo,
mediante aproximaciones de segundo orden, lo que permite establecer condiciones necesarias de
optimalidad de segundo orden, las cuales seran no degeneradas siempre que el problema sea
2-regular, concepto introducido por Avakov, en [8] y por Imailov, en [45], el cual precisamos en

este trabajo.

Avakov, en 1985, en [8], propone una extensién del teorema de Lyusternik (ver [43]) para el caso
no regular, bajo el supuesto de 2-regularidad, lo cual permite caracterizar el cono de direcciones
tangentes. Luego aplica este resultado para obtener condiciones necesarias no degeneradas de
optimalidad, para problemas de optimizacién matematica escalares suaves, en el caso que las

restricciones de igualdad sean no regulares.

Més tarde, el mismo autor en [11], generaliza el Principio del Maximo de Pontryagin para
problemas escalares no regulares, donde las funciones involucradas en el problema son Fréchet
diferenciables, con respecto a la variable de estado y convexas con respecto a la variable de
control (ver también [10], [11], [12] y [6]).

En 1991 Ledzewicz, en [60] y [61], deriva las ecuaciones de Euler-Lagrange, para una amplia clase
de problemas de optimizacion Matemadtica no regulares, escalares y vectoriales respectivamente,
con restricciones de igualdad y desigualdad determinadas, por operadores definidos en espacios de
Banach, pero tinicamente con restricciones de igualdad no regulares. Se vale de una especificacion
del método Dubovitskii-Milyutin, presentado por la misma autora, en [57], para problemas
no regulares, que obtiene mediante la generalizaciéon del teorema de Lyusternik, obtenido por
Avakov, en [11]. Esta clase incluye los problemas Pareto éptimo con més de una restriccién
de igualdad, no regular, y restricciones de desigualdad regulares, que generalizan los resultados
obtenidos por Censor, en [30], para dimensién finita, y por Kotarski, en [55], para dimensién

infinita.

Maés tarde, en 1993, la misma autora, en [62], aplica los resultados de Avakov y una especifi-
cacién del método de Dubovitskii-Milyutin, obtenido en [57], para formular una extensién del
Principio del Maximo local, para problemas de control éptimo con restricciones mixtas, de igual-
dad y desigualdad, y donde el valor de la variable de estado, en el tiempo final, es fijo. Esta
version extendida, que establece condiciones necesarias de optimalidad, cuando las restricciones
de igualdad son no regulares, se reduce a la formulacion clasica del Principio del Maximo local,
en el caso que el problema llegue a ser regular, generalizando los resultados de [43] y [52]. Estas
nuevas condiciones permiten investigar el estado de optimalidad de extremales anormales, si las
condiciones de optimalidad no se satisfacen en un cierto proceso factible es posible excluirlo del

conjunto de los candidatos para extremo. Esto es ilustrado mediante un ejemplo de un problema



no regular, presentado por Avakov por primera vez en [10], para apoyar su teorfa.

Similarmente Ledzewicz en [63] aplica los resultados de [57] y obtiene una extensién del Princi-
pio del Méaximo Local, el cual establece condiciones necesarias de optimalidad, para problemas
de control éptimo, con restricciones mixtas, de igualdad no regular y desigualdad regular, y con
condiciones finales, cuando el Principio del Médximo Local clédsico tiene una forma degenerada.
Estas condiciones necesarias, coinciden con las condiciones del Principio del Maximo Local for-
mulado en [62], cuando el problema no presenta restricciones ni de igualdad, ni de desigualdad.
Es decir, el Principio del Maximo local formulado en [62] es un caso particular del obtenido en
[63].

Por otro lado, en 1994, Izmailov en [45], d4 una descripcién constructiva del cono tangente
al conjunto determinado por restricciones de desigualdad, en un punto no regular. Mediante
esta descripcién obtiene condiciones necesarias de optimalidad, para problemas no regulares de

optimizacion matemadtica escalares, suaves, solo con restricciones de desigualdad.

Ledzewicz y Schéttler, en 1995, en [59], integran los resultados de Avakov [9] con los resultados
de Ben-Tal y Zowe [16], formulan una teoria de segundo orden de optimalidad, para la optimiza-
ciéon de problemas con restricciones mixtas, de igualdad y desigualdad, donde las restricciones
de igualdad son definidas mediante operadores no regulares. Definen direcciones factibles y tan-
gentes de segundo orden, no sobre el espacio de las variables de estado, el espacio de Banach X,
sino sobre el espacio las variables de estado-tiempo, X x IR, lo cual permite reparametrizacio-
nes de curvas aproximantes, a diferencia de las direcciones, factibles y tangentes, definidas en
[16], que lo hace sobre el espacio de Banach X. Aproximan localmente los conjuntos determi-
nados por restricciones de igualdad y desigualdad, mediante conos convexos de segundo orden,
luego, habiendo definido estos conos, extienden el formalismo de Dubovitskii-Milyutin para ob-
tener condiciones de optimalidad de segundo orden. Las cuales, en particular, generalizan las

condiciones de optimalidad para problemas suaves obtenidas en [9].

En un trabajo més reciente Avakov, Arutyunov, Izmailov, ano 2007, en [13], obtienen condiciones
necesarias de optimalidad, para problemas de programacién matematica, suave con restricciones
de igualdad y desigualdad, no regulares. Las cuales son una extensién de las obtenidas, por
Avakov, en 1988, en [11] y por Izmailov, en 1994, en [45].

Ya en el caso finito dimensional, el problema con n restricciones de igualdad fué estudiado en
[82] usando los subgradientes de Clarke, introducidos anteriormente por Ioffe, en [51], en andlisis

no diferenciable.

El resultado principal obtenido por Ledzewicz y Schéttler, en [64], es una versién extendida del
Principio del Maximo de Pontryagin, que establece condiciones de optimalidad, para problemas
invariantes, no regulares, de tiempo final libre y donde la variable de control, pertenece a un con-

junto arbitrario U. Inicialmente, obtienen una versién extendida del Principio del Maximo Local,



mediante la generalizacion de la teoria de Dubovitskii y Milyutin, basandose en la contruccion
de conos de las direcciones de descenso, tangentes y factibles, de segundo orden, introducidos por
los mismos autores en [59]. Esta version establece condiciones de optimalidad, no degeneradas,
para un proceso factible, ain cuando este proceso sea no regular, para problemas invariantes, con
tiempo final fijo, donde la variable de control u, es tal que u(t) pertenece, ahora, a un conjunto
convexo con interior no vacio, y donde no se consideran hipétesis de regularidad, pero si se pide
diferenciabilidad de hasta orden tres, de las funciones implicadas en relaciéon a la variable de

estado.

Las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker, (presenta-
das por primera vez en 1939, en la tesis de Maestria de William Karush (1917-1997), tinicamente
con restricciones de desigualdad) para problemas de optimizaciéon matemadtica y las establecidas
por el Principio del Maximo de Pontryagin ( Pontryagin, L.S., Boltyanskii, V.G., Gamkrelidze,
R.V., Mischenko, E.F., The Mathematical Theory of Optimal Processes, Interscience, 1962) para
problemas de control éptimo, no son suficientes, en general, para decidir si el punto en andlisis
es de hecho la solucién éptima global. Consecuentemente, tenemos dos caminos a seguir para
decidir si de hecho el candidato (o candidatos) es 6ptimo (o 6ptimos), esas condiciones son: con-
diciones de segundo orden o usar alguna estructura especial de los funcionales involucrados en
la problematica (convexidad, deformacién para problemas més simples, convexidad generalizada

entre otras).

Si las funciones involucradas en el problema son convexas, lo que determina un problema conve-
x0, las condiciones necesarias de optimalidad son también suficientes, pero esta hipdtesis es muy
restrictiva, dado que una amplia clase de problemas no son convexos. Con el fin de debilitar
la hipétesis de convexidad, surgié en la literatura vinculada a la optimizacion matemética la
nocién de funcién invexa, introducida por Hanson en 1981, en [47] y sus generalizaciones [27],
[25], [40], [66], las cuales han sido muy fructiferas para la obtencién de condiciones suficientes

de optimalidad.

Martin, en 1985, en [66], introduce una generalizacién de la nocién de invexidad, denominada
KT-invexidad y muestra que la KT-invexidad, no es unicamente un condicién suficiente de
optimalidad, para problemas de optimizacion clasicos, en el sentido que cada punto que satisface
las condiciones Kuhn-Tucker, (definido por Craven, en [39], como KT-punto), es un minimo
global del problema, sino que también es una condicién necesaria, esto es, muestra que cada
KT-punto es un minimo global si y solamente si, el problema es KT-invex. La clase mas amplia
de problemas que cumple esta proposiciéon son la clase de problemas KT-invex. Uno de los
primeros trabajos que extiende la nocién de convexidad generalizada, introducida en [66], para
problemas de programacién multiobjetivo, fué realizado por Osuna et al, en 1999, en [81], lo

siguen los trabajos [24], [88], entre otros.



Posteriormente, el uso de esta nociéon y sus generalizaciones, han sido aplicadas en problemas
de tiempo continuo en [26], [71], [85]. Ellas también han sido aplicadas, en ciertas clases de
problemas variacionales, por Mond y Husain, en 1988 y 1989, en los trabajos [68] y [69], por
Nahak y Nanda, en 1995 y 2000, en los trabajos [73] y [74], respectivamente, y por Arana et
al, en 2005, en [3]. En problemas de control, en los trabajos de Mond y Smart, en 1998, en
[70], y en el trabajo de Oliveira et al, en 2009, en [80], donde los autores extienden la nocién de
KT-invexidad, desde optimizacién matematica a problemas de control éptimo regulares, para
mostrar que las condiciones necesarias de optimalidad, establecidas por una version del Principio

del Maximo de Pontryagin, son suficientes si y solamente si el problema es KT-invex.

En los trabajos anteriormente mencionados se han obtenido condiciones necesarias de optima-
lidad, de segundo orden, para problemas, tanto de optimizacién Matematica como de control
optimo, no regulares unicamente cuando los problemas, presentan restricciones de igualdad,
ademas se ha utilizado la nocién de invexidad y sus generalizaciones, para mostrar que las
condiciones necesarias de optimalidad, para problemas de diferente naturaleza, son también
suficientes, siempre cuando el problema sea regular. Exceptuando el trabajo de Hernandez et
al, en 2010, en [49], donde los autores, estudian un problema de optimizacién matemadtica, con
restricciones de desigualdad no regulares. Introducen la nocién de problemas 2KT-invex, para
mostrar que las condiciones necesaria de optimalidad, establecidas por Izmailov en [46], son

también suficientes si y solamente si el problema es 2KT-invex.

Hasta ahora no se conocen resultados en esta direccién, para problemas con restricciones, de
igualdad y desigualdad, no regulares, ni de optimizacién matematica ni de control 6ptimo.
Motivo que induce la finalidad de esta investigacion, que es obtener condiciones de optimalidad,
necesarias y suficientes, tanto locales como globales, para problemas mono-objetivo (escalares) y
multiobjetivos (vectoriales), anormales o no regulares de optimizacién matematica y de control

optimo con restricciones mixtas, igualdad y desigualdad, en el caso diferenciable.

Uno de nuestro objetivo serd estudiar problemas de control 6ptimo escalares, considerando el
funcional objetivo en la forma de Lagrange, con restricciones de desigualdad, con horizonte
temporal fijo 7', y donde se supone el estado en el tiempo final fijo, es decir, z(T) es fijo, esto

es, estudiamos el siguiente Problema de control éptimo Escalar (P1),



T )
Minimizar ®(x,u) = fz(t),u(t),t)dt
to
sujeto a :

z'(t) = p(x(t), u(t), 1),

v(to) = a, g(a(T)) =0

m(z,u) =0

g(z,u) =0

u(t) € U para casi todo t € [to,T],

(P1) (1.9)

Ve
donde la variable temporal final T es libre, U es es un conjunto cerrado convexo, con interior no
vacio, de IR™, donde la variable temporal final T es libre, U es es un conjunto cerrado convexo,

con interior no vacio, de IR™,

FiR"x R™ x [t,T] —» IR, ¢: R" x R™ x [to,T] —» R",

¢: R" - RF, h: R"x R™x[t;,T] - R’ g¢g: R"x R™ x [tg,T] — R".
y donde consideramos las siguiente hipdtesis sobre las funciones, f continuamente diferenciable,

¢, q, my g dos veces continuamente diferenciables, con respecto a (z,u) y todas ellas, para

cada (x,u), medibles en t.

Previamente estudiaremos problemas de optimizacién matematica escalar (PE),

min f(x)

sujeto a :

(PE) F(x)=0 (1.10)
g(x) =0

e X,

donde el funcional f : X — IR es Fréchet diferenciable y los operadores g : X — IR™ y
F : X — Y son considerados dos veces Fréchet diferenciables, en un entorno U(zg) de z¢ en U,
X eY son espacios de Banach, el subespacio ImF’(zg) es cerrado en Y y donde g(z) < 0, es

equivalente a que g;(z) < 0, para todoi en [ ={1,2,--- ,m}.

Posteriormente estudiamos problemas de multiobjetivos (vectoriales) considerando la funcién
I=(I1,Is-,I) : X - IR® en la formulacién del problema definido en (1.10).

Nuestro estudio esencialmente consiste en establecer, mediante el formalismo de Dubovitskii-
Milyutin, condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, de segundo orden no degeneradas,
para problemas de optimizacién Matematica (escalares y vectoriales) y a partir de ellas y de
los teoremas de representaciones, establecer condiciones de optimalidad, de segundo orden no

degeneradas, para problemas de control éptimo.



En 1962, Dubovitskii-Milyutin, consiguen establecer condiciones de optimalidad, para proble-
mas con restricciones determinadas por la interseccién de varios conjuntos, de interior no vacio
(restricciones de desigualdad) y de interior vacio (restricciones de igualdad), en términos de fun-
cionales lineales y continuos, donde cada uno de estos funcionales se relaciona con cada uno de
los conjuntos de restricciones, esto hace posible aplicar, por separado, el andlisis de separacion
a cada uno de los conjuntos que determinan las restricciones, de igualdad y desigualdad, lo cual

resulta mucho mas simple que hacerlo en la interseccién todos de todos ellos (ver [43]).

Dado el enfoque universal y unificador del formalismo de Dubovitskii-Milyutin, este permite
determinar, en el lenguaje del andlisis funcional, condiciones necesarias de optimalidad para una

amplia clase y de variada indole, de problemas de extremos.

Mediante el formalismo de Dubovitskii-Milyutin conseguimos establecer:

» condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, para
el problema de optimizacién matematica escalar (PE), cuando las restricciones, tanto de
igualdad como de desigualdad, son no regulares. Las condiciones necesarias son reducidas
a las condiciones Karush-Kunh-Tucker cldsicas, cuando el problema es regular, ademas
generalizan las obtenidas por Avakov, en [8], para problemas con restricciones de igualdad
no regular y en [11] para problemas con restricciones de igualdad no regular y desigualdad
regular. Y a la vez generaliza a las condiciones obtenidas, por Izmailov, en [46], para

problemas con restricciones de desigualdad no regular.

= condiciones necesarias de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, para proble-
mas vectoriales, de optimizacién matemadtica cuando las restricciones, tanto de igualdad y

desigualdad, son no regulares.

A partir de las condiciones de optimalidad, necesarias y suficientes, no degeneradas de segundo
orden, obtenidas para problemas de optimizacién matematica escalares y de los teoremas de

representacion, conseguimos establecer:

= condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden,
para el problema (P1), cuando las restricciones, tanto de igualdad y desigualdad, son
no regulares, en el caso, de que la variable de control u es tal que u(t) pertenece a un
subconjunto U de IR™, convexo, con interior no vacio. Estas condiciones son determinadas
por el Principio del Maximo Local Extendido, el cual generaliza: el Principio del Maximo
Local usual, para problemas regulares, el Principio del Maximo Local para problemas no
regulares, sin restricciones de igualdad ni de desigualdad, formulado en [62], y del Principio
el Maximo Local, para problemas que presentan restricciones no regulares y restricciones

de desigualdad regulares, formulado en [63].



Obsevamos que las condiciones necesarias de optimalidad, obtenidas en este trabajo, son cerca-
nas a las obtenidas por Avakov et al, en [13], pero con tres visibles diferencias: hipdtesis menos

restrictivas, la demostraciéon contructiva y la aplicabilidad.

Para alcanzar la finalidad de este trabajo,

= introducimos un concepto de punto 2-regular para el caso escalar y los conceptos de punto
2-regular Fuerte y Débil, para el caso vectorial. Conceptos que son fundamentales, para
establecer condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo
orden, de la misma forma como lo es, la nocién de regularidad, para establecer condiciones

no degeneradas de primer orden, tanto en el caso escalar como vectorial.

» caracterizamos los conos de direcciones tangentes y de direcciones factibles, mediante las
derivadas de segundo orden de los operadores que determinan las restricciones de igualdad

y desigualdad, y sus respectivos conos duales, todos ellos, en un punto 2-regular.

= introducimos las nociones de 2KT-invex para problemas escalares y de 2KT-cuasiinvex,
2KT-cuasiinvex estricto, 2KT-pseudoinvex y 2KT-pseudoinvex estricto, para problemas
vectoriales, que son condiciones necesarias y suficientes, para mostrar que las condiciones
necesarias de optimalidad, de segundo orden, para un punto factible 2-regular, son también

suficientes para la optimalidad, en el caso escalar y en el caso vectorial, respectivamente.

Observamos que el concepto de 2KT-invex introducido en este trabajo, generaliza el concepto
de 2KT-invex, introducido en [49], para problemas no regulares sin restricciones de igualdad. Y
que, en el contexto de control 6ptimo, generaliza el concepto de KT-invex, introducido en [80],
para el caso regular. Ademas es posible mostrar que las condiciones necesarias de optimalidad,
establecidas por el Principio del Maximo Local para problemas no regulares, formulado en
[62] y para problemas con restricciones de igualdad no regulares y restricciones de desigualdad

regulares, formulado en [63], son también suficientes bajo el supuesto de 2KT-invexidad.

Este trabajo tiene la siguiente organizacién. En el Capitulo 2, presentamos las definiciones
y los resultados escenciales, para la determinacién del formalismo de Dubovitskii y Milyutin.
En los capitulos posteriores se hard uso de este formalismo, para la obtenciéon de condiciones

optimalidad, para extremales de problemas tanto de optimizacién matematica escalar y vectorial.

En el Capitulo 3 establecemos condiciones necesarias y suficientes, para problemas de opti-
mizacion matematica escalar, con restricciones de igualdad y desigualdad. Las condiciones ne-
cesarias son obtenidas, mediante el formalismo de Dubovitskii y Milyutin y las condiciones
suficientes, mediante supuesto de convexidad generalizada. En 3.1 para problemas regulares y

en 3.2 para problemas no regulares.

En el Capitulo 4 se establecen condiciones necesarias de optimalidad de primer y segundo



orden, no degeneradas, para problemas de control 6ptimo, con restricciones mixtas, cuando las
restricciones, tanto de igualdad y desigualdad, son no regulares y, la variable de control u es tal

que u(t) pertenece a un subconjunto U de IR™, convexo, con interior no vacio.

En el capitulo 5, se introduce la definicién, forma de caracterizacién y propiedades bésicas de la
nocion de equilibrio cooperativo de Pareto, nocién que adoptaremos como solucién del problema
multiobjetivo a estudiar. Establecemos condiciones necesarias y suficientes, para un problema de
optimizacion matematica multiobjetivo, con restricciones de igualdad y desigualdad no regulares,

siempre bajo el supuesto de difenciabilidad.



Capitulo 2
Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Un gran ntimero de trabajos, tanto de optimizacién matemaética como de control éptimo, tanto
vectoriales como escalares, de dimensién finita o infinita, diferenciable o no diferenciable (vease
[30], [22] [54], [55], [57], [58], [59], [60], [61], [62], [63], [65], [94], entre otros), hacen uso del
formalismo de Dubovitskii- Milyutin, para obtener condiciones necesarias de optimalidad. Es
este formalismo que usaremos en este trabajo, por ello presentamos las definiciones y resultados

necesarios para su aplicacion.

Considérese inicialmente el problema de minimizar un funcional definido sobre un abierto de un
espacio Banach, sujeto a restricciones, determinadas por conjuntos con interior vacio y no vacio.
Maés especificamente, sea X un espacio de Banach y f : X — IR un funcional, considerese el

siguiente problema de optimizacién:

min f(z)
P sujeto a
(Fo) ki1
re Q=) 9,
i=1
donde Q;,i =1, ..., k, son conjuntos de interior no vacio, intQ; #0, i =1,--- ,ky Qky1 es un

conjunto de interior vacio, intQg1 = 0.

En el trabajo de Dubovitskii y Milyutin (1962), son establecidas condiciones necesarias de
optimalidad local en un punto zg en X, mediantes un enfoque, no geométrico, sino analitico,
es decir, las condiciones necesarias de optimalidad son determinadas en forma de una unica
ecuacién, descrita mediante el lenguaje del anélisis funcional. Ellas son obtenidas a partir de la
separacion de las aproximaciones cénicas a los conjuntos de restricciones Q;, i = 1,--- k41
y del conjunto {x € X, f(z) < f(xo)}. En este estudio las definiciones fueron hechas de tal
forma que si tales conos, (cono de direcciones factibles, tangentes y descenso) son no vacios y

convexos, entonces la siguiente proposicion es verdadera: Si xg es un minimo local del problema
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(Py) entonces, no existe una direccion comun a todos los conos aproximantes. Los resultados
obtenidos por Dubovitskii y Milyutin prueban que esta propiedad geométrica de optimalidad
local del punto zg, puede ser equivalentemente descrita en términos de las formas lineales de los

correspondientes conos duales o polares.

2.1. Definiciones y Resultados Preliminares

Recordaremos definiciones y resultados necesarios para la aplicacion del formalismo de Dubovitskii-

Milyutin, los cuales son dados en [43] (ver también [14]).

Definicion 1 Un conjunto K, en X, es llamado cono de vértice 0, si para cada x € K, Ax € K|

para cualquier A > 0, esto es K = AK.
Si K es un cono con vértice 0, entonces xg + K, es llamado cono de vértice xg.

Definicion 2 Sea K un cono en X, con vértice 0, el conjunto K* de todos los funcionales

f € X* tales que f(x) >0 para todo x € K es llamado cono dual de K.

Denotaremos por X* el dual topolégico del espacio de Banach X, esto es, X* es el conjunto
de todos los funcionales lineales y continuos, definidos sobre X. El espacio X* es un espacio de

Banach, con la norma
| fl=sup{lf(@)], z € X, [[z]<1}.

Observacion 3 Si K es un cono de vértice 0 en X, tenemos que

(i) K* es un cono con vértice 0,
(ii) si K = {0} entonces K* = X*,
(iii) si K es un subespacio arbitrario de un espacio de Banach X entonces su cono dual es
K*={fe X", f(x)=0,Yx e K}.
En este caso K* es llamado subespacio anulador o aniquilador del subespacio K,

(iv) sifeX*yKi={zeX, f(x) =0}, Ka={ze X, f(x) >0}, Kg={re X, f(x)>0}
son conos no vacio, entonces Ki = {\f,—oo < A < oo}, K ={\f, A>0} y Kj = K
(ver [43], 10.2).



Definicion 4 Un vector h en X es una direccion de descenso de un funcional f: X — IR, en
un punto xo, si existe un entorno U(h) de h y nimeros a = a(f,zg,h), a <0 y ey > 0, tal que

para todo € en (0, €),

f(xo+ €h) < f(zo) +ea < f(xg), YheU(h).

Las direcciones de descenso generan un cono abierto con vértice 0, llamado cono de descenso del

funcional f, en el punto zg, denotado por FC(f,x).

En particular si f es Fréchet diferenciable en 29 y f’(x¢) es no nulo, entonces FC(f,xp) es un

cono convexo dado que (ver [43], 7.5)
FC(f,xz0) = {h: f'(x0)h <0}. (2.1)

Sea Q un subconjunto de un espacio de Banach X, xy € Q.

Definiciéon 5 Un vector h en X es una direccion tangente al conjunto Q, en un punto xq, i

existen €y > 0 y una funcion r : (0, eg) — X tal que para todo t € (0, ¢),

xo +th+r(t) € Q, | 7(t) |= o(t).

Las direcciones tangentes generan un cono de vértice 0, llamado cono tangente a Q, para el
punto zg, que es usualmente denotado por T'C(Q, z) o bien por To(zg). Este cono no es, en

general, ni abierto ni cerrado.

Observacién 6 FEn general si Aq1,--- , A son subconjuntos de X, tal que xqy pertenece a ﬂle A;

entonces

k k
(VT C(Ai,z0) 2 TC(() As, 20)-

i=1 =1

Cuando el conjunto Q es determinado por un cierta clase de operador diferenciable, el teorema
de Lyusternik es una eficaz herramienta para determinar el cono de direcciones tangentes, por

tanto presentamos su enunciado (ver [43], 9.1 y [52], 0.2).

Teorema 7 (Lyusternik) Sean X, Y espacios de Banach y F : X — Y un operador Fréchet
diferenciable, en un entorno de un punto xg, tal que F(xz9) = 0. Sea F'(x¢) continuo en un
entorno de xo y suponga ademds que F'(xq) es sobreyectivo (ImF'(x¢g)X =Y. Entonces el cono
de direcciones tangentes al conjunto Mp = {x, F(x) = 0} es el nicleo del operador F'(xy), esto
es

Ty (z0) = KerF'(zg) = {h, F'(zo)h = 0}.



Si la sobreyectividad es violada, ImF”(zg) # Y, esto equivale a decir que existe algin y en Y,
tal que la ecuacién lineal F'(z9)h = y no tiene una solucién h en X. En este caso sélo se puede
asegurar Ty, (zo) estd incluido en KerF'(zp), en efecto si h € Ty, (o), entonces existen
€0 > 0 y una funcién r : (0, €) — X tal que para todo t € (0,¢p), zo + th + r(t) € Mp, con
|| 7(t) ||= o(t), por lo tanto
0=F(zo+th+r(t) = F(zxo)+ F'(zo)(th+r(t)) + F(xo,th + r(t))
= tF'(zo)h + F'(zo)r(t) + 7#(mo, th + r(t)),

dividiendo por ¢ y haciendo ¢t — 0%, tenemos que F'(zo)h = 0, esto es h € KerF’'(x).

Definicién 8 A vector h en X es una direccion factible o admisible para ©, en el punto xqg, si

existe un entorno U(h) de h y un nimero ¢y > 0 tal que para cada € en (0, €),

zo+eh € Q, ¥V heU(h).

Las direcciones factibles generan un cono abierto de vértice 0, llamado cono factible para 9, en

el punto zo, y es usualmente denotado por AC(Q, zp) o bien Gg(xo).

Observacion 9 Si

(i) zo € intQ entonces Go(xp) = X, por lo tanto unicamente es de interés considerar xo en la
frontera de Q, es decir, xo € Fr(Q).

(ii) Q es determinado por un funcional g : X — IR™, esto es Q = {x € X, g(z) < 0}, entonces

el cono de descenso de g(x) siempre estd incluido en el cono de direcciones factible de Q.

(iii) Q; ={z € X, gi(x) <0}, i enI={1,---,m} es determinado por el funcional g; : X —
IR, que es Fréchet diferenciable en o, tal que g}(xo) es no nulo, entonces el cono factible a
Q;, en el punto xo en Fr(Q;), coincide con el cono de direcciones de descenso del funcional

gi, 1 en I(xg), para el punto xg en Fr(Q;), esto es,
Go,(w0) = {h € X, gl(wo)h <0, i € I(zo)}, (2.2
donde 1(xg) es el conjunto de indices de las restricciones activas de g, esto es,
I(zo) = {i €1, gi(zo) = 0}. (2.3)
(iv) Go;(zo) es definido como en (2.2), entonces es convezo y abierto (ver [43] 8.1).

(v) Ay, -+, Ay son subconjuntos de X, tal que xq pertenece a ﬂle A; entonces

k k
[JAC(Ai, 20) = AC([) As, z0)-

i=1 i=1



Para obtener una condicién suficiente que asegure que el cono AC((),_; Qs, o) es no vacio,

necesitaremos los siguientes conceptos.

Definicién 10 (Punto Estacionario Vectorial) Sea X un espacio de Banach y sea g : X —
IR¥, Fréchet diferenciable en un punto xo en X. Diremos que un vector xg, en X, es un punto
estacionario vectorial de g si existe « = (a1, ,ar) # 0 en R”, aj >0, j=1,---,k, tales

que g"™*(xo)a =0, donde g"*(xg) es el operador adjunto de ¢'(xg).

El siguiente lema es una versién del Teorema de Motzkin, ver [39].

Lema 11 Sea X un espacio vectorial normado y A : X — TRF una funcién lineal y continua,

entonces exactamente una de las siguientes condiciones valen

s dJaxe X, Az <O,

= Ip=(p1, - ,pk) #0, p€ R¥ p; >0, A*p=0.
El proximo resultado es una concecuencia directa del lema anterior.

Lema 12 Sea g : X — IR¥, Fréchet diferenciable en xzo en X, tal que xo es un punto no

estacionario vectorial de g, entonces existe h € X, ¢ (xg)h <0, esto es,
JheX, g(wo)h <0, Vi=1,--- k.

Conforme al lema anterior, una condicién suficiente para asegurar que el cono AC (ﬂi?:1 Qi, o),

es no vacio, donde Q; = {z € X, g¢;(x) < 0}, es que zp no sea punto estacionario de g.

Los siguientes resultados estan demostrados en [43], (5.11 y 6.1 respectivamente).

Lema 13 Sean Kg, K1, , Kpq1 conos no vacio y convezos, con vértices 0, donde Ko, K1,--- , K,
son abiertos. Entonces, 0?2—01 K, = 0 si y solo si existen funcionales lineales f; € K},i =
0,1,--- ,n+ 1, no todos nulos, tales que

o+t St 4 far1 =0.

Teorema 14 (Dubovitskii-Milyutin) Asuma que xg € Q es un minimo local del funcional

n+1

f(x), con Q= () Q;. Sea Ky el cono de direcciones de descenso del funcional f(x), en el punto
i=1

xg, K; los conos de direcciones factibles de las restricciones de desigualdades Q;, i =1,--- n,

en el punto xg y Kpy1 el cono de las direcciones tangentes a la restriccion de igualdad Qny1,



en el punto xg. Asuma que K;, i =0,1,--- ,n,n+ 1 son conos no vacio y convexos, entonces

existen funcionales lineales y continuos f;, i =1,--- ,n+1, no todos indenticamente nulos, tales
que f € K7, i =0,1,--- ,n+1, los cuales satisfacen la ecuacion de Euler- Lagrange
o+t it 4 fap =0. (24)

El teorema anterior proporciona condiciones necesarias de optimalidad, las cuales son una gene-
ralizacion de la regla de los multiplicadores de Lagrange, en andlisis cldsico y la ecuacién de
Euler y Lagrange en calculo variacional. Debemos notar que para obtener dichas condiciones
necesarias, para algiun problema especifico, sea cual fuera su naturaleza, es preciso determinar
los conos de las direcciones de descenso, de las direcciones factibles y de las direcciones tangentes
y sus respectivos duales. Esta determinacién dependerd de las hipdtesis impuestas al problema,

como son difenciabilidad en algtin sentido, regularidad, convexidad entre otras.

Observacién 15 En las condiciones del Teorema 14, se siguen los siguientes resultados

» Una condicion suficiente para asequrar que fo # 0 es que exista al menos una direccion

factible y una direccion tangente, es decir, que

n+1
(K #0 (2.5)
i=1
La conclusion es vdlida para cualquier fi,i=1,--- ,n+ 1.
= La condicion ﬂ?:ol K; =0, atiin cuando los conos K;, i =1,--- ,n,n+1, son no convexos,

es una condicion necesaria, para que un punto xg en Q, lleqgue a ser una solucion optima
(local o global) de f(x) y es una condicion necesaria y suficiente para obtener la ecuacion
de Fuler y Lagrange, siempre que los conos sean converos, es decir,

n+1

T( es un punto minimo — ﬂ K; = () <= ecuacion de Euler y Lagrange. (2.6)
i=0

Esta idea es aplicada en los proximos capitulos para establecer condiciones de optimalidad, para

problemas con restricciones, de igualdad y desigualdad, regulares y no regulares.



Capitulo 3
Optimizacion Matematica

En este capitulo establecemos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, para proble-
mas de optimizacién matematica escalares, con restricciones de igualdad y desigualdad. En 3.1
para problemas regulares y en 3.2 para problemas no regulares. Las condiciones necesarias son
obtenidas, mediante el formalismo de Dubovitskii y Milyutin, presentado en el Capitulo 2, y
las condiciones suficientes, mediante supuesto de invexidad generalizada, adecuada al problema,
concepto que extiende la nocién de invexidad introducida, inicialmente, por Hanson en [47] y

extendida luego por Martin en [66].

En 3.2.1, son obtenidas condiciones necesarias, tipo Karush-Kuhn-Tucker, para problemas no
regulares, las cuales generalizan las condiciones de optimalidad, introducidas en la seccién 3.1.1,
para problemas regulares. Posteriomente en 3.2.2; se introduce el concepto de 2KT invexidad,
que generaliza el concepto de KT invexidad, introducido en 3.1.2, concepto que es esencial para

mostrar que las condiciones necesarias, también son suficientes, para la optimalidad.

3.1. Problemas Regulares

En esta seccién formulamos un problema de optimizacién matematica escalar, diferenciable, con
restricciones de igualdad y desigualdad. Definimos el concepto de punto regular, y determinamos
los conos de direcciones de descenso, factibles y tangentes, en un punto regular del problema. En
la subseccion 3.1.1, con la ayuda del método de Dubovitskii-Milyutin, presentamos las condicio-
nes Karush-Kuhn-Tucker (KT) que son condiciones necesarias de optimalidad, no degeneradas,

para un punto 6ptimo regular.

En la subseccion 3.2.2 es mostrado que las condiciones necesarias de optimalidad de Karush-
Kuhn-Tucker son suficientes, siempre que el problema sea KT-invex. El caso no regular es visto

en la préxima seccion.

23



Considere el siguiente Problema Escalar (PE)

min f(z)
sujeto a :
(PE) F(x)=0 (3.1)
9(z) =0
reX

donde el funcional f : X — IR y el operador g : X — IR™ son considerados Fréchet diferen-
ciables, F' : X — Y es continuamente Fréchet diferenciable, X e Y son espacios de Banach y

donde g(z) £ 0, es equivalente a que g;(z) < 0, para todoien I ={i, i =1,---,m}.

Si denotamos por M = Mp N My, el conjunto factible, esto es
M={zeX, F(z) =0, g(z) <0, i T},

donde Mp ={z € X, F(z) =0}y My, = {z € X, gi(x) <0, i € I}, podemos escribir el

problema escalar (PE) como:

(PE) min f(x)
sujeto a x € M = Mg N M,.

La nocién de regularidad juega un importante papel, tanto para la obtencién de condiciones
necesarias, no degeneradas, como para la derivacién de condiciones suficientes, de optimalidad.

Es por ello que precisaremos la definicién de punto regular, para nuestro problema.

Definicion 16 Diremos que un punto xg, es un punto reqular del conjunto con interior vacio,
Mp, si xzo es un punto de My y el cono tangente al conjunto Mp, en el punto xo, T, (x0),

puede ser caracterizado por aproximaciones lineales, esto es

TMF(JJO) = {h € X, F,($0)h = 0}. (3.2)

La condicién (3.2) es equivalente a decir, para algunos autores, que las restricciones de igualdad,
MFp, son regulares para zp, o que el operador F' es regular para zg, (ver [52], [8], [6], [14], [60] y
[13]).

De acuerdo a la definicién anterior, un punto zg es un punto regular de My, si y solo si para
todo h en el nicleo del operador F’(xg), h es una direccién tangente al conjunto Mg, en el punto

Lo

Ahora daremos una definicién de un punto regular de conjuntos con interior no vacio, tomando

en consideracién (iii) de la Observacion 9.



Definicion 17 Diremos que un punto xg, es un punto reqular del conjunto con interior no
vacio, My, si xog es un punto de My y el cono de direcciones factible de Mgy, en el punto xg,

G, (wo), puede ser caracterizado por aprozimaciones lineales, esto es,
G, (z0) = {h € X, gi(xo)h <0, i€ I(xg)}, (3.3)

donde I(xq) es el conjunto de indices de las restricciones activas definido en (2.3).

Observemos que si el conjunto {h € X, g.(zo)h <0, i € I(xg)} es vacio, el cono de direcciones
factible de M, en el punto xo, Gz, (z0), no puede ser caracterizado por las aproximaciones

lineales, por lo tanto, xg no es un punto regular de M,.

La verificacién de la condicién
3h e X, gilwo)h <0, VieI(xg), (3.4)

es equivalente a decir, de acuedo a la Observacién 9, que las restricciones de desigualdad, M,,
son regulares para xg, y coincide con la definicién de restricciones de desigualdad regulares, en
un punto z¢ de My, dada por Izmailov en [46], (ver también [49]). Por tanto si la condicién de

regularidad (3.4) es violada entonces el punto zp no es regular.

Las condiciones suficientes para asegurar que un punto dado sea regular, de un conjunto de
interior vacio o interior no vacio, se denominan cualificacién de restricciones o condiciones de

regularidad y existen muchas en la literatura (ver [39], [43], [67] y [14]).

Una condicién suficiente, para asegurar que xg sea un punto regular del conjunto Mg, es que el
operador F'(x() sea sobreyectivo, esto es ImF’(xg) = Y. En efecto, por el teorema de Lyusternik,
Teorema 7, el cono tangente a Mg, en el punto xg, coincide con el nicleo del operador F'(x).

Por lo tanto se cumple la condicién ( 3.2), lo que implica que zp es un punto regular de Mp.

Y una condicién suficiente, para asegurar que xg sea un punto regular del conjunto M, de
acuerdo al Lema 12, es que xp sea un punto no estacionario vectorial del operador g, {g;,i €
I(x0)}, Definicién 10.

De lo anteriormente expuesto podemos concluir entonces que una condicién suficiente, para
asegurar que un punto dado, xg, sea un punto regular del conjunto de restricciones Mr y de M,
respectivamente, es que el operador F’(x() sea sobreyectivo y que z sea un punto no estacionario

vectorial del operador g, {g;,7 € I(z¢)}, Definicién 10.

Definicién 18 Diremos que x¢ es un punto reqular del conjunto factible M del (PE), si

Ty (20) = {h € X, F'(z0)h = 0},



Yy st existe h e X, tal que,

{F’(azo)fz = 0 35)

gi(xo)h < 0, i€ I(xo).

Diremos indistintamente que el problema (PE) es reqular en x¢ o que el conjunto factible M es

regular en xg, si xg es un punto reqular del conjunto factible M .

Una condicién suficiente para asegurar que un punto zg, sea un punto regular del conjunto
factible M, es que el operador F'(z() sea sobreyectivo y que la condicién de regularidad (3.5) se
verifique. Esta condicion suficiente es conocida en la literatura, por cualificacion de restricciones

de Mangasarian Fromovitz (ver [13], [14]).

Observaciéon 19 Debemos notar que si los conos de direcciones tangentes, T, (zo), y de di-
recciones factibles, G, (x0), pueden ser caracterizado mediante aprozimaciones lineales, y si se
verifica, conjuntamente, la condicion de reqularidad (3.5), entonces es posible determinar con-
diciones de optimalidad, de primer orden no degeneradas, para el problema (PE), en un punto

factible xg.

3.1.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Para formular condiciones necesarias de optimalidad de problemas con restricciones de desigual-
dad (interior no vacio) y con restricciones de igualdades (interior vacio), se debe caracterizar el
cono de las direcciones factibles de las restricciones de desigualdad y el cono de las direcciones
tangentes a las restricciones de igualdades, en el punto éptimo. Si es posible determinar estos
conos por aproximaciones lineales, cuya interseccién es no vacia, entonces el problema es regular,
y por tanto, es posible obtener condiciones de optimalidad de primer orden, no degeneradas, ver
[39] y [6] (ver también [52], [14] y [67]).

A continuacién presentamos y demostramos las condiciones necesarias de optimalidad de Karush
Kuhn Tucker, para un problema regular. Previamente damos la definicién de un punto Karush
Kuhn Tucker de [39] (ver también [14] y [67]).

Definicién 20 Diremos que un punto xg, en M, es un punto Karush Kuhn Tucker (KT), del

problema (PE), si existen p en IR™ y 1 en Y™ no identicamente nulos, tales que
flwo)+ D ¢'i(wo)ui + F™ (o) =0, (3.6)
ZEI(CC())

donde p; > 0 y ¢ en Y™ son llamados multiplicadores de Lagrange, Y* es el espacio dual de'Y
y el congunto de indices I(xg) es definido en (2.3).



Teorema 21 Si xg es un punto reqular y es una solucién dptima, local o global, del problema
(PE), entonces xy es un punto Karush Kuhn Tucker (KT) del problema (PE).

Demostracion: La demostracion que daremos estd basada en el método de Dubovitskii- Milyutin,
Teorema 14, por lo tanto debemos determinar el cono de direcciones de descenso de f, el cono
de las direcciones factibles de My y el cono de las direcciones tangentes a Mp, en el punto g,

los cuales denotaremos por Ko, K1 y Ko y sus respectivos conos duales por K, K7 y K.

Si f'(xg) es no nulo, entonces el cono de las direcciones de descenso del funcional f en el punto

z0, o5
Ko = FC(f.20) = {h, f'(xo)h < 0} (3.7)

y su cono dual es
K5 = {~Xof (x0). Ao > 0}. (3.8)

Sea My = (\i2, My, las restricciones de desigualdad (interior no vacio), determinadas por los
operadores g; + X — IR, donde My, = {z € X, gi(x) < 0}, i € I y sea K; el cono de las
direcciones factibles de Myg,, en xo. Por lo tanto, dado que xo es un punto regular, el cono de

las direcciones factibles de My, , en xg es
K; = Gum,, (z0) = {h, gi(zo)h < 0}, i € I(xp)
y su cono dual K, i € I(xg) es

Kf = {—pi gi(z0), pi =0}, i € I(xo). (3.9)

Ahora como el cono de las direcciones factibles de My, de acuerdo a la Observacion 9, es

= () Ki= () Gum, (@)= () {h gi(xo)h <0}, (3.10)

1€l (xo) 1€l (xo) 1€l (xo)

y como los conos K;, i € I(xg), son conos convexos y abiertos, cuya interseccion es no vacia
(ver [43], 5.10), se verifica que,

:(ﬂ K;)" = Z ;

iEI(xU) ZEI SC())
y de acuerdo a (3.9),
Ki={- Y migi(x), i >0}. (3.11)
i€l(xo)

Sea Mp = Qp+1 las restricciones de igualdad (interior vacio), determinadas por F': X — Y,
esto es, Mp = {x € X, F(x) =0}. Como xg es reqular de Mp, se sigue de (3.2), que

Ko = TMF (1‘0) = KerF’(aco) = {h € X, F/({L'())h = 0}. (3.12)



Como para todo 1 € Y*, Y F' () := 1) o F'(xq) pertenece a X* vy, sin pérdida de generalidad,
consideramos, ¥ = —1, se sique que el cono dual de T (o), de acuerdo a la Observacion 3,

K5 = {=¢F'(x0), — € Y™} (3.13)

Ahora como xg es una solucion dptima de (PE), debido Teorema 14, existen fo € K§, f1 € Kj

y f2 € K5 no todos nulos, tales que

fot fit+ f2=0. (3.14)

Si fo € K, de (3.8) se sigue que fo = —Xof'(x0), Ao > 0 y como zo es un punto regular de M,

de acuerdo (3.5), se sigue que el sistema

=

gi(xo)h < 0, Vi I(xo)
admite solucién h en X, esto implica que la interseccion de los conos de direcciones factibles de
M, y de direcciones tangentes a Mp, en el punto regular xo, es no vacio, esto es, K1 NKa # 0,

y conforme a la Observacion 15, —\of'(xo) = fo # 0, esto implica que \g > 0. Por lo tanto,

podemos considerar A\g = 1, y entonces

fo=—F(x0). (3.15)

De (3.15), (3.11) y (3.13), tenemos que

si fo € K entonces fo = —f'(xo),
i fi € K5, entonces fr=— 3 ugl(wo), 15 >0,
ie[(.’zo)

si fa € K3, entonces fo = —pF'(x0),¢ € Y*.

Reemplazando en (3.14), para cada h € X,

—f(o)h— > iy gi(zo)h) — (¢, F'(zmo)h) = 0

iGI(:Do)

—(f"(wo) + Z g (zo) i + F™*(20), h) = 0.

ie[(xo)
Por consiguiente
o)+ Y g (wo)ui + F*(xo)) = 0.
iEI((Eo)

El teorema queda asi demostrado.



Observacién 22 Para concluir veamos las siquientes consideraciones,

(i) Si fo = 0 de la ecuacion (3.14) obtenemos fi1 + fo = 0, que es una condicién necesaria
y suficiente, de acuerdo al Lema 13, para que K1 N Ko = (), donde K1 = G, (o) =
{h, ¢'(x0)h < 0}, es un cono abierto y convexo y Ko = T, (xo) = {h, F'(zo)h = 0} es
un cono cerrado y convexo, es decir la interseccion de los conos de direciones factibles y
tangentes, es vacia, por lo tanto la condicion (3.5) no se cumple, lo que implica que xg
no es un punto reqular del (PE). En este caso el punto zg es llamado punto no regular

anormal o degenerado del problema escalar (PE).

(ii) Sixo no es un punto reqular de My, entonces el nicleo del operador adjunto F"™(xq) es no

nulo, esto es,

3P #£0, F (@) = 0.

En efecto, si xg no es un punto reqular de Mg entonces F'(xq) no es sobreyectivo, esto es
equivalente ver [87], a que el subespacio anulador (o aniquilador) de ImF'(xq) es no nulo,

esto es,
J#£0, (b, F'(zg)h) = 0, V F'(zo)h € ImF'(z0)
(F™(xz0)Y,h) = 0, VheX
F™ (o) 0.

(iii) De manera andloga si xo no es un punto reqular de My, entonces, xo es un punto estacio-
nario del operador g, {gi,i € I(xg)}, Definicion 10, esto es equivalente a decir que existen

f; >0, i € I(xg), no todos nulos, en IR tales que,

> g (@) = o

i€l(xo)

Si zg es un punto no regular, entonces no es posible garantizar que Ag sea no nulo, esto implica
que no podemos considerar Ao = 1, por lo tanto las condiciones necesarias de optimalidad, para

o son

Mof'(o)+ D gi (wo)mi + F™ (o)t =0, (3.16)
1€I(xo)

donde A > 0, pu; > 0, ¢ en Y* y el conjunto de indices I(z) es definido en (2.3).

Los puntos que satisfacen la condicién necesaria de optimalidad (3.16), son bien conocidos y son
denomidados puntos Fritz-John (ver [14], [39]).

Atendiendo a la Observacién 15 podemos hacer el siguiente andlisis, de la condicién (3.16).



Si zg es un punto regular del (PE), de acuedo a nuestra definicién, Definicién 18, 1 N Ky es no
vacio entonces f1 + fo # 0 lo que implica que fy # 0, y por tanto A9 # 0, es posible entonces
considerar A9 = 1. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (3.6), son no degeneradas, ya que

son definidas para puntos regulares.

Si A\g = 0 entonces,

> g (@) + F™* (wo)y = 0.

iGI(:Eo)

Esto implica que, para todo h en X,

0 < S g (woyi + F (:co)z/z,h>
i€I(zo)

= Z <m,gz (z0) >+<¢=F/($O)h>

l(zo)
= fi(h) + fa(h),

por tanto f1+ fo = 0y de acuerdo a (i) de la Obsevacién 22, K1 (K2 = 0, donde K1 = Gz, (x0)
y K1 = T (z0), son definidos en (3.10) y (3.12) respectivamente, lo que implica que zp no es

regular de M.

Para garantizar que zp sea un punto regular del conjunto factible M = Mg N My, no basta
que zg sea un punto regular de Mp y de My, también es necesario que la condicién (3.5), que
llamaremos condiciéon de regularidad de zg en M, se verifique, como veremos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 23 Considere el siguiente problema

( min f(x)

sujeto a :

22 +9y2 <5
- <0
y>1

(PE)

L xz—2y=0.
Sea Mp = {(z,y),F(z,y) =0} y My ={(z,y),9(x,y) <0, i € I}, donde I ={1,2,3} y
F(l‘,y):l‘—Zy, g1(93,y)=£62+y2—5, 92($7y):_xa g3($ay):1_y

Es fdcil mostrar que la condicion necesaria de optimalidad (3.16) se cumple, independiente del

funcional a minimizar, con A=0, v = —4 en IR, u; = 1,us = 10 no negativos, esto es

donde (x0,y0) = (2,1) es un punto reqular de My y de Mg, pero no es un punto reqular de M.



En efecto, F'(2,1) es sobreyectivo, el cono tangente al conjunto Mg, en el punto (2,1) es

Thp(2,1) = {(h, h2)7F/(23 1)(h1, h2) = 0}
(ko)1 — 2y = 0}
= {ha(2,1),he € IR},

y dado que, el conjunto de indices de las restricciones activas 1(2,1) = {1,3}, y que g{(2,1) =
(4,2) y g5(2,1) = (0, —1), son linealmente independientes, entonces el cono factible al conjunto

My, en el punto (2,1) es

GMg(27 1) = {<h17h2)7 g:(z7 1)(h17h2) < 07 1= 172}
= {(hl,h2)74h1+2h2<0, —h2<0}
= {(hl,hg),o < h2 < —2h1}.

La condicion de reqularidad (3.5) no es verificada, ya que no existe un (hy,hy) en R* que

satisfaga simultdneamente,

hi1 —2hs =0
0< hy < —2h1,

lo que implica que (2,1) no es un punto regular del conjunto de restricciones M.

Observemos que la condicién xy regular es una condicién suficiente, para asegurar que Ay es
no nulo, pero no es condicién necesaria. En particular si el problema (PE) es un problema de
programacion lineal, finito dimensional, esto es, los espacios de Banach X, Y son de dimension
finita y las funciones f, F), g son lineales, entonces todo punto factible es regular. En efecto, dado
que F'(x0) = F'y ¢'(x0) = g, para todo punto zo en X, entonces el cono de direcciones tangente
coincide con el conjunto de restricciones Mp y el factible estd contenido en Mg, para todo punto
factible zq, esto es,
Ty (z0) = Mp G, (z0) & My.

Por tanto la condicién necesaria de optimalidad establecida en el Teorema 21 es en rigor, para
todo punto factible, inclusive si la cualificaciéon de las restricciones de Mangasarian-Fromovitz
no se cumplen. Sin embargo, esto no se verifica para problemas lineales infinito dimensional,

como son los problemas de control 6ptimo, estudiados en el capitulo 4 (ver [7]).

Para finalizar esta seccion presentamos condiciones necesarias de optimalidad, para el problema
(PE), pero ahora con [ condiciones de igualdad y una restriccién adicional, que no es determinada

por una funcién.



Bajo los mismo términos del problema (PE), consideremos

min f(z)

sujeto a :

(PE) F(z)=0 (3.17)
g(z) =0
reQcCX

donde FF: X - Y,Y =Y] x---x Y], es definido para cada x en X, F(z) = (Fy(z),---,F(z)) y
es tal que para todo k=1, ---,[, Fy : X — Y}, es continuamente Fréchet diferenciable, con Y}

espacio de Banach y donde ademaés QQ es un conjunto cerrado y convexo con interior no vacio.
Si denotamos por M = Mz N My N Q, el conjunto factible del (PE), esto es

M={xeX, F(z)=0, gi(xr) <0, i€, zcQ},
donde Mp ={z € X, F(z) =0}y My, = {z € X, gi(z) <0, i € I}, podemos escribir el
problema escalar (PE) como:

(PE) { min f(z)

sujetoa ¥ € M = Mp N M, NQ.

En lo que sigue daremos una definicién de punto regular del conjunto factible M, de punto KT,
del problema (PE) y condiciones de optimalidad para un punto regular zo en M, del problema
(PE).

Definicién 24 Diremos que xqo es un punto reqular del conjunto factible M del (PE), si
Tary (20) = {h € X, F'(x0)h = 0},
y Si existe h = Mz — x0), con A >0 yx en el interior de Q, intQ, tal que,

{F'(xo)ﬁ = 0

: . (3.18)
gi(zo)h < 0, i € I(xo).

Definicién 25 Diremos que un punto xg, en M, es un punto Karush Kuhn Tucker (KT), del
problema (PE), si existen p € R™ y 1 € Y* no identicamente nulos, tales que

l

fo= o)+ D pig'i(wo) + Y Fi(wo)w, (3.19)
)

iEI((Eo k=1
donde fs es un funcional soporte para el conjunto Q, en xg, es decir
fs(x) > fs('r())a Ve Q

donde p; > 0 y o = (Y1,---,9) € Y* son llamados multiplicadores de Lagrange, Y* es el
espacio dual de'Y', y el conjunto de indices I(xg) es definido en (2.3).



Teorema 26 Si un punto reqular xo es una solucién éptima, local o global, del problema (PE),
entonces g es un punto Karush Kuhn Tucker (KT) del problema (PE).

Demostracion: Para establecer condiciones de optimalidad para un punto xo, en M, mediante
el formalismo de Dubovitskii-Milyutin, para el problema PE necesitamos determinar el cono
tangente, Ko = T (), del conjunto Mp(xo) y el cono factible del conjunto Q, en el punto xo,
y sus respectivo conos duales, ya que el cono de las direcciones de descenso de la funcion objetivo
f, Ko, y su cono dual, K, fueron determinados en (3.7) y (3.8), al igual que el cono factible,
K1 = G, (o), del conjunto My(zo), y su cono dual, K, determinados en (5.10) y (3.11).

Observemos inicialmente que si F'(xg) no es sobreyectivo entonces existe ¥ = ({y,--- , ;) en
Y*, no nulo, tal que F'*(x0)i) = Z;c:l F*(x0)y, = 0, por tanto la condicidn (3.19) se cumple
trivialmente con fs = 0, p; = 0,1 € I(xg), ¥ = Up, k=1,---,ly f'(xg) = 0. Por tanto

podemos suponer | operador F'(zo) sobreyectivo.

Bajo esta hipdtesis obtenemos, de acuerdo al Lema 1 [57], que el cono tangente, en el punto xg

y su cono dual son,

l !
K2 = Tai, (w0) = {h € X, F'(z0)h = 0} = ({h € X, Fl(zo)h = 0} = () Tary, (w0)  (3.20)
=1 =1

y su cono dual

l l
(K2)* = Tiy, (o) = (ﬂ Tary, (20))" = Z Ty, (o), (3.21)
i=1 i=1
donde, de acuerdo a (3.12),

Tiry, (20) = {~iFl(ao), W € V7).

!
Por lo tanto si fa pertenece a (K2)*, entonces fo = — ZwiF{($0)~
i=1

Ademds como Q, es un conjunto cerrado, convexo y con interior no vacio, de X, el cono de las
direcciones factibles de Q, K3, en el punto xg, de acuerdo a (8.2 [43]), es

Ks={he X, h=Xz—1xp), donde z €int Q, A >0} (3.22)
y su cono dual, de acuerdo a (10.5 [43]), es
Ki={fse X" fa=[s} (3.23)
donde fs es una funcion soporte de Q, para xq, esto es

fs(x) > fs(-rO)v Vo € Q (3'24)



Ahora como por hipétesis xo es una solucion optima de (PE) y dado que los conos Ko, K1, K2 y
K3 son convexos (ver 7.5 [43]), entonces, por el Teorema 14, existen fo € K§, f1 € K, fo € K}
y f3 € K3 no todos nulos, tales que

fot it ot fs=0, (3.25)
de donde
Z Mzg 330 Z¢ZF/ 370 +fs—07
i€I(xo) i=1
esto es

Z Mzg -TO "‘ZF/* Zo d% fs

i€l(xo)

donde hemos considerado que ¢, F}(xo) = 1; o F(x0) = F/*(z0)ti.

El teorema queda asi demostrado.

Hacemos notar que si 7g no es un punto regular de Mz (F no es regular), entonces no pode-

mos garantizar, ver Observacién 6, que Ths.(z0) = ﬂ,ﬁ-zl T Mp, (o), ni tampoco, ver [43], que

[ﬂz ITMF 330 ZTMF .IO

3.1.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta seccién introducimos la definicién de KT invexidad, para el problema (PE) y (PE), que
es una condicidn suficiente, y ademas necesaria, para asegurar que todo punto KT es un 6ptimo,

para ambos problemas.

Definicién 27 Diremos que (PE) es KT-invex en M, si para cualquier x, xo en M, existe una

funcion n: X x X — X, tales que

f(x) = f(zo) > f'(zo)n (3.26)
F'(zo)n = 0 (3.27)
—gi(xo)n > 0, i€ I(zo), (3.28)

donde I(xq) es el conjunto de indices de las restricciones activas y n = n(x, zg).



Definicién 28 Diremos que (PE) es KT-invex en M, si para cualquier x, xo en M, existe una

funcion n: X x X — X, definida como n(x,x0) = ANa — xg), con A >0 y x en IntQ tales que

f(@) = flzo) > f(zo)n (3:29)
Fj(zo)n = 0, i=1,---,1 (3.30)
*94(1‘0)77 > 0,1€ I(l‘o), (331)

donde 1(xg) es el conjunto de indices de las restricciones activas de g y n = n(z, xo).

Si los problemas (PE) y (PE) son convexos (ver [67], [43]), entonces ellos son problemas KT-
invex, basta con considerar n(x,zy) = x — xg, en la Definicién 27 y A = 1, en la Definicién 28,

respectivamente.

El préximo teorema extiende el resultado presentado por Martin, en [66], donde se considera

restricciones solo de desigualdad.

Teorema 29 Un punto KT, xog en M (xg en M), es una solucion éptima del (PE), ((PE)), si
y solo si el (PE), (PE)), es KT-invex en xo.

Demostracion: Suponga que cada punto KT, es una solucion optima. Vamos a demostrar que
el problema (PE) es KT-invex.

Sean x, g en M.

i) Si f(z) > f(xo), para todo x en M, podemos elegir n = 0 y las condiciones de la Definicion
27 son verificada trivialmente.

i) Si f(z) < f(zo) entonces xg no es una solucion optima del (PE) y por hipdtesis xo no es

un punto KT. Esto implica, conforme a la Observacion 15,

2
(Ki #0, (3.32)
=0

donde recordemos que Ko es el cono de direcciones de descenso del funcional f, en el punto xq,
dado en (3.7), Ki es el cono de direcciones factibles, del conjunto G, (o) para el punto xq,
dado en (3.10) y Ko es el cono de direcciones tangentes a Mp(xo), dado en (3.12).

Por lo tanto, existe h en n?:o K;, esto es, existe h tal que

f(xo)h < 0
F'(w)h = 0 (3.33)
—gi(zo)h > 0, i€ I(xm).

St definimos n = ch, tal que



donde la dltima desigualdad es debido a que f(x) — f(xo) <0 y a que f'(xo)h < 0, obtenemos a

partir de las condiciones (3.33),

f'(zo)n = f(xo)ch = cf'(xzo)h < f(x) — flxo)
F'(zo)n = F'(x0)ch = cF'(zg)h = 0
—gi(zo)n = —gi(zo)ch = —cgi(zo)h > 0, i € I(zo).

esto es, existe n, dependiendo de los puntos factibles x y xg, tal que las condiciones de la Defi-

nicion 27 son verificadas, por lo tanto el problema (PE) es KT-invez.

Inversamente, suponga que el (PE) es KT-invex. Mostraremos que cada punto KT es una solu-
cion optima del (PE).

Sea xoy un punto KT, por definicion existen p;, i en I(xg), no negativos, y 1, no identicamente
nulos, satisfaciendo las condiciones de la Definicion 20. Tomando en consideracion (3.26) y
aplicando ¢ € Y™*, u; no negativo en (3.27), (3.28), respectivamente, obtenemos, para todo

punto factible x,

fx) = f(zo) > f'(zo)n
(, F'(zo)n) = 0
<:ui7 _gi(xo)n> > 0,1¢€ I(xo)

Sumando en i en la ultima desigualdad y reordenando los términos,
fl@) = flwo) = fao)n+ Y (uigi(wo))n+ (¢, F'(zo)n)

i€l(xo)

= (flwo)+ D g (@o)pi + F™*(wo)¥)n.

iEI(:EQ)

Como p;, i en I(xg) y ¥ son los multiplicadores de Lagrange, satisfacen la condicion (3.6) de la
Definicion 20, se sigue que

f(x) — f(x0) >0,

para todo punto factible x € M, esto es, xg es solucion optima.

Finalmente observamos que, si se considera el problema (PE) en vez (PE), la demostracion del
teorema va en la misma direccion, sdlo que, en este caso, la condicion i) f(x) < f(xo)) implica,

en vez de (3.82), la condicidn

Koﬂ’@ ﬂlﬁgﬂlczs #0,

donde Ky es el cono de direcciones de descenso del funcional f, en el punto zg, dado en (3.7),

Ky es el cono de direcciones factibles, del conjunto Gy, (o) para el punto xg, dado en (3.10),



K2 es el cono de direcciones tangentes a Mp(xg), dado en (3.20) y el cono de las direcciones
factibles de Q, en el punto xg, dado en (3.22).

Por lo tanto, existe h = A(x — xq), A positivo y z en IntQ, tal que

f(xo)h < 0
F'(zg)h = 0
—gi(xo)h > 0, i€ I(xo).
Posteriormente se define n = c\(x — xg), con A\ positivo y x en IntQ, y se continua con la

demostracion dada.

El teorema queda asi demostrado.

Hacemos notar que el teorema anterior caracteriza completamente los problemas KT-invex.

3.2. Problemas No Regulares

FEn esta seccién estableceremos condiciones necesarias de optimalidad, en un punto xg, atn
cuando este sea no regular, en este caso no es posible caracterizar el cono tangente o el cono de
direcciones factibles, en el punto xy, mediante las derivadas de primer orden de los operadores
que determinan las restricciones de igualdad y desigualdad. O bien si es posible caracterizarlos,
su interseccion es vacia. La regla de los multiplicadores de Lagrange proporciona condiciones
degeneradas, no dependen del funcional a minimizar, no produce informacién acerca del extremo
local o global en estudio. Ademas, en general, las condicions necesarias de segundo orden clésicas

no valen.

En la Seccién 3.2.1 son obtenidas condiciones necesarias, para problemas no regulares, las cuales
por una parte generalizan la regla de los multiplicadores de Lagrange y, por otra, garantizan
condiciones no degeneradas, con hipdtesis mas débiles que las de punto regular. Estas condi-
ciones son reducidas, cuando el problema es regular, a las condiciones Karush-Kuhn-Tucker,

presentadas en la Seccién 3.1.

Previamente, introducimos el concepto de punto 2-regular que es fundamental, para establecer
condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, de la
misma forma como lo es, la nocién de regularidad, para establecer condiciones no degeneradas de
primer orden, y caracterizamos los conos de direcciones tangentes y de direcciones factibles, en un
punto xg no regular, y sus respectivos conos duales, mediante las derivadas de primer y segundo
orden de los operadores F' y g, que determinan las restricciones de igualdad y desigualdad,
respectivamente. En la caracterizacién de estos conos se considera el supuesto que los operadores
F'y g son dos veces Fréchet diferenciables, en un entorno U(zp) de xg en M, y que el subespacio

ImF’(xg) es cerrado en Y.



Es decir consideramos el siguiente Problema Escalar (PAE),

;

min f(z)

sujeto a :

(PE) F(x)=0 (3.34)
g(z) =0

e X,

donde el funcional f : X — IR es Fréchet diferenciable y los operadores ¢ : X — IR™ y
F : X — Y son considerados dos veces Fréchet diferenciables, en un entorno U(xg) de z¢ en M,
X e Y son espacios de Banach, el subespacio ImF’(xg) es cerrado en Y y donde g(z) < 0, es

equivalente a que g;(z) <0, paratodoien I ={i, i=1,--- ,m}.

Cono tangente de segundo orden a las restricciones de igualdad Mg

Nuetra finalidad ahora es determinar el cono tangente, para el conjunto de interior vacio, Mp,
mediante aproximaciones de segundo orden. Para ello daremos la definicién de punto 2-regular,
para un punto de Mp, y estableceremos condiciones suficientes, para asegurar que un punto

dado es 2-regular, de acuerdo a nuestra definicién.
Considere el siguiente conjunto (ver [8], [10], [13] y [6] ),
Hip(x0) = {h € X, F'(zo)h =0, F"(z0)[h, h] € ImF’(aco)}, (3.35)

donde los corchetes cuadrados denotan la accién de una forma bilineal sobre h y F"(xq)(h)h =
F"(x0)[h, h].

Note que la condicién F”(xg)[h, h] € ImF’(x() es equivalente a decir que existe algin z en X,

que denotaremos xp, tal que

Fl(xo)xh + F”(CEO)[h, h] =0,

o bien, (ver [87]),

(i, F"(z0)[h, h]) = 0, Vip € [ImF’(20)]" = ker F"* (o).

Por lo tanto, podemos escribir
Hip(x0) = {h e X, Iz, € X, Fl(zo)h =0, F'(x0)xp + F"(a0)[h, h] = o}, (3.36)
o bien

Hp(zo) = {h € X, F'(xo)h =0, (b, F"(wo)[h, h]) = 0, Vo € [ImF"(zo)]* = kerF'*(:co)}(3.37)



donde [ImF'(xo)]* es el subespacio anulador de ImF'(xq) y F"*(xg) : Y* — X*, es el operador

adjunto de F'(zg) : X — Y, que se relacionan, (ver [87]), por

(F™(@0)v, h>X* = (v, F'(@o)h) (3.38)

X Yy

Para caracterizar el cono tangente a My, en un punto xg, introduciremos la siguiente definicién

de punto 2-regular, del conjunto de interior vacio M.

Definicion 30 Diremos que un punto xg, es un punto 2-regular del conjunto de interior vacio,
Mp, si zg es un punto de Mp y el cono tangente al conjunto Mp, en el punto xqo, T, (o)

coincide con el cono Hp(xo),

Thrp(z0) = {h € X, I, € X, F'(zo)h =0, F'(zo)an + F"(x0)|h, h] = o}. (3.39)

Diremos indistintamente que el conjunto de restricciones Mp es 2-regular en xg, si xg es un

punto 2-regular del conjunto Mg, o bien que F' es 2-regular, en x.

Conforme a la definicién anterior, se sigue que si xg es un punto 2-regular, entonces h es una

direccién tangente, de Mg, en xg, si y solo si el sistema,

F,(xo)h =

(3.40)
F'(xo)xp + F"(xo)[h,h] = 0,

admite solucién xp, en X, es decir, el cono tangente es determinado por aproximaciones de

segundo orden.

Cualquier condicién que asegure que un punto sea 2-regular, la llamaremos condicién de 2-

regularidad, para el punto x( del conjunto con interior vacio Mp.

Bajo los mismos términos del Problema (PE), asumiendo ademés que el operador F' es dos veces
Fréchet diferenciable, en un entorno U(xg) de zg en M, y que el subespacio ImF” () es cerrado
en Y, presentamos el siguiente resultado que nos proporciona una condiciéon de 2-regularidad,
esto es, una condicién suficiente para determinar si un punto dado es 2-regular, del conjunto
Mp.

Teorema 31 Sea xg en Mg, si para todo y € Y, y =y1 + yo, existen &1, & en X tales que

F’(»’UO)& = W
F'(20)61 + F"(x0)[h, &2] = w2,

entonces xo es un punto 2-regular, con respecto a h en Hp(xg), del conjunto MF.

(3.41)

Demostracion: Debemos demostrar que xg es un punto 2-reqular de Mg, esto es

Ty (z0) = Hp(zo) ={h € X, Jx, € X, F'(zo)h =0, F'(x¢)xp, + F"(x0)[h, h] = 0}.



Para ello tomamos un elemento arbitrario h en Ty, (xo) y demostraremos que h pertenece a
Hp(zo). Sea h en Thr,(zo) entonces existen eg > 0 y una funcion r« : (0, €) — X, con
| () ||= o(t) tal que para todo t € (0,€q), xo +th + r(t) € Mp. Por lo tanto

0 = F(zo+th+rt)
— F(zo) + F'(wo)(th + ro(t)) + %F”(xo)[th Fru(8), th+ ra(8)] + 0(£2)
— P o)t Pl () + S F o) + A,
donde B(t) = o(t?).

Ahora, dado que siempre Ty, (zo) estd contenido en KerF'(zg), F'(xo)h = 0, se sigue que, para

todo t en (0, €p)
B(t)

2
F/(ao)ra(t) + 5 (F"wo)lh, 1) + 257) =0,

lo que implica que F"(xq)[h,h] + 2% € ImF'(x). Siendo ImF'(xg) cerrada en'Y, cuando

t — 0%, F"(x0)[h,h] € ImF'(z0), entonces h pertenece en Hp(xo). Por lo tanto, como h es

arbitrario,
TMF(-%'O> - {h e X, duay € X, F/(.%'())h = O,F/(.%'o)a,’h + F”(xo)[h, h] = 0}. (3.42)
Reciprocamente, sea h en Hp(xo), mostraremos que h pertenece a Tar, (o).

Para ello consideremos el operador ﬁ(wo) C X = 37, definido para todo (£1,&2) € X

F(x0)(&1,&) = (F'(20)&2, F'(w0)&1 + F” (o) [62, &2]), (3.43)
donde X = X x X e Y =ImF'(x0) x Y/ImF' ().

Notar ademds que siendo ImF'(xo) un subespacio cerrado en Y, es posible identificar Y =
ImF’ (z0) + Y/ImF' (z0) con Y = ImF'(z0) X Y/ImF' () (ver [87]).

Definamos ahora el subespacio

Hp(zo) = {(&1,&) € X, Flzo)(&1,&) = 0}, (3.44)
y observemos que,

h e Hp(xo) <= (xn, h) € Hx(zo), (3.45)
donde w, es solucion de (3.40), entonces
Hp(z) # 0 <= Hz(x) # 0. (3.46)

Si h estd en Hp(zo) y la condicion (3.41) se cumple, entonces (zp,h) es un punto regular del

congunto con interior vacio ﬁﬁ(.’ﬂo) (ver Definicion 16).



En efecto, bajo el supuesto de que el operador F' es dos veces continuamente Fréchet diferencia-
ble, en un entorno U(xg) de xo en Mp, es inmediato que ﬁ(ﬂjo), definido sobre los espacios de

Banach X e }7, es continuo, y que su primera derivada definida para cada (£1,&2) en )Nf,

(F(x0)) (zn, h) (&1, €2) = (F'(z0)€2, F'(w0)&1 + 2F" (z0)[h, &2]) (3.47)

es continua en (xp,h), y ademds, de acuerdo a (3.41), también es sobreyectivo, entonces por el

teorema de Lyusternik, Teorema 7, el conjunto de direcciones tangentes a ﬁﬁ(mo), en (zp,h),

coincide con el nicleo del operador (F(xo)) (zp, h), esto es,

Ty (anh) = {(€.6) € X, (Flao))(on, h)(€1,6) = 0}

_ (3.48)
= {©.&) e X, Flao)ga =0, F/(a0)&1 +2F" (wo)[h, &) = 0},

por lo tanto, de acuerdo a la Definicion 16, (zp, h) es un punto reqular de ffﬁ(xo).

Sea (xp,h) en ffﬁ(:po) y consideremos (£1,62) en Tq_(wn,h), entonces existen g > 0 y una
F

Juncion 7 : (0, eo) — X, con 7(t) = (r1(t), r2(t)) tal que para todo t € (0,¢p),

(zh, h) + 11, &) + (r1(t), r2(t) € Ha(wo), || 7(t) = o(t).

Si denotamos, para todo t en (0, ¢€p),
h=h+t&s &=y +t&, (3.49)
es inmediato, debido a que F'(xg)h =0, y F'(x9)2 =0, que
F'(zo)h = 0. (3.50)

Definamos ahora la variable x(t), en términos de h y &, como

2

-2
x(t) = wmo+th+ 2 Th (3.51)
= x9+th+7(t),
donde 7 : (0,¢9) — X, es definido #(t) = t2¢5 + tQ%h + t3§2—1 y es tal que ||7(t)]| = o(t).
Tomando en consideracion que
2(0) =20, #'(0)=h, "(0) =26+, (3.52)

y que, para todo t en (0,€y), x(t) pertenece a U(xg), entorno de xg en X, obtenemos

2
F(z(t)) = F(x(0))+tF'(x(0))2'(0) + %[F”(a;(o))[x/(o),x’(o)} + F’(w(O))w”(O)} +o(t?)
2
= F(zo) + tF'(xo)h + % [F”(wo)[h, h] + F'(x0) (26 + xh)} +o(t?)
2
— F(xo) + tF'(z0)h + 2F (20)& + % [F (o) + F" (o), h]] + o).



De acuerdo a las definiciones (3.49) y (3.51)

F(zo + th +#(t)) = F(ao) + tF(x0)h + t; [F’(xo)mh + F"(z0)[h, h]} +o(t?).

Considerando ahora que x¢ pertenece a Mg, la condicion (3.50) y que h pertenece a Hp(xo),
podemos concluir que, para todo t en (0,€p), F(h+th+7(t)) =0, con 7(t) = o(t), lo que implica

que h pertenece a Thr,(xo), por lo tanto

{he X, Jap, € X, F(xg)h=0,F'(x0)xp, + F"(x0)[h, h] = 0} C T (o).
De la inclusion anterior y de (3.42) obtenemos,

Trp(zo) ={h e X, Fa, € X, F'(zo)h =0,F (xo)xp, + F"(x0)[h, h] = 0}.

El teorema queda asi demostrado.

Debemos hacer notar que la condicién de 2-regularidad (3.41), implica la definicién de condicién
de 2-regularidad para el punto xg, en direccién de h en Hp(xg), introducida en [13] (ver también
18], [6], [9], y [60]). Y ambas condiciones implican que el punto zg, del conjunto con interior vacio

Mg, es 2-regular, en el sentido de la definicién introducida en este trabajo.

Observacion 32 El Teorema 31, nos dice que si para todo h en Hp(xzg), la condicion de 2-
regularidad (3.41) se cumple, entonces Hp(xo) C T, (x0), por lo tanto Tar, (xo) = Hr(zo), ya

que la inclusion reciproca siempre es vdlida, lo que implica que xo es 2-regular de Mp.

Note ademds que si la condicién de 2-regularidad (3.41) vale para h = 0, entonces el sistema,

Fl(z0)&1 = 0
F'(z0)62 = uo

tiene solucién &1, & en X. Por lo tanto para todo y = y; + y2 en Y, existe £ = & + & tal que
F'(x0)¢ =y, es decir F’'(x() es sobreyectivo, lo que implica que zg es regular. Por otro lado si
xo es regular entonces g es 2-regular, en efecto si xg es regular, la condicién de 2-regularidad
(3.41) vale para xo en Mg, en cualquier direccién h € X, es suficiente poner & = £, & = 0,

pero, en general, lo inverso no siempre es cierto.

Cono factible de segundo orden de las restricciones de desigualdad M,

Nuestro interés ahora es caracterizar el cono factible, para el conjunto de las restricciones de

interior no vacfo, My, en un punto no regular. Para ello daremos la definicién de punto 2-regular,



para M, y estableceremos condiciones suficientes, para asegurar que un punto dado es 2-regular,

de acuerdo a nuestra definicién. Previamente haremos las siguientes consideraciones.
Sea xo un punto de M, y sea ¢'(xg) : X — IRP, tal que para todo h en X,

g (x0)h = (g1 (z0)h, ga(x0)h, - - , g, (z0)h),

donde p es la cardinalidad del conjunto de indices de las restricciones activas I(xg), definido en
(2.3). El operador ¢'(zq) serd sobreyectivo, esto es Img’(z9) = IRP, si y solo si, no existe un
p=(p1, -, pp) #0, en IR? tal que g™ (zo)p = 0 (ver [87]), lo que implica que z( es un punto
regular de M,,.

Si g no es un punto regular, la condicién (3.3) no se cumple, lo que implica que el sistema de
desigualdades
gi(zo)h <0, Vi€ I(xo)

no tiene solucién h en X, entonces, de acuerdo al Lema 12, xy es un punto estacionario de
g, lo implica que ¢'(zp) no es sobreyectiva, por tanto, Img’(x¢) es un subconjunto propio de
IRP, vy como IR? es de dimensién finita, es un subespacio cerrado en IRP, y por tanto, es
posible representar IRP como una suma directa Img’(2¢) ® [Img’(x0)]* la cual es isomorfa a

W = Img' () x [Img’(x0)]*, esto es

RP = Tmg' (o) & [Tmg’ (z0)]* = Tmg'(wo) x [Tmg/(z0)]* = W, (3.53)
donde [Img’(z0)]* es el subespacio ortogonal, no nulo, de Img’(xo) en IR (ver [87]).
Consideremos ahora el siguiente conjunto, (ver [46], [13]),
Hy(w0) = {h € X, gi(@o)h <0, i € I(z0), — g/ (x)[h,h] € T gi(wo) + R, i € Iy(ao)},
donde Ij(xp) es un subconjunto del conjunto de indices de las restricciones activas, definido

In(zo) = {i € I(x0), gi(wo)h = 0}, (3.54)

y los corchetes cuadrados denotan la accién de la forma bilineal sobre h, g/ (zo)(h)h = g} (x0)[h, h].

El conjunto Hgy(xo), en el espacio de Banach X, es un cono de vértice 0, en efecto siendo

Im g}(zo), un subespacio vectorial de IR, para cada h € Hy(zo), Ah € Hy(xo), para todo A > 0.
Note que la condicién —g!/(xo)[h, h] € Im gi(xo) + R*, i € I (z0), es equivalente a decir que
existe un elemento en X, que denotaremos por xj, tal que
9i(wo)wn + gi' (xo)[h, h] <0, i € In(wo).
Por lo tanto podemos escribir,
Hgy(xo) = {h €X, Iz e X, gi(xzo)h <0, i € I(xg), gi(xo)zn+

3.95
g7 (zo)[h,h] <0, i € Ih(xo)}. (3.35)



En lo que sigue introduciremos la definicién de punto 2-regular, del conjunto de interior vacio
M.

Definicién 33 Diremos que un punto xo, en My, es un punto 2-reqular, del conjunto de interior
no vacio My, si el cono factible al conjunto My, en el punto xo, Gy, (w0), puede ser caracterizado
por aprorimaciones de sequndo orden, esto es

G, (w0) = Hy(wo) = {h € X, 3wy € X, gi(wo)h <0, i € I(x), 556
gi(wo)n + g (wo)[h, ] < 0, i € Iy (xo) | # 0,

con I (xg), definido en (3.54).

Observemos que si Iy (zg) es vacio, en (3.56), entonces g}(xo)h < 0, para todo i € I(xzg), esto

equivale a decir que,
Gy (o) = {h € X, gl(wo)h <0, i€ I(ao) } # 0,
lo que implica, de acuerdo a la Defincién 17, que x¢ es un punto regular, de M.

De la definicién anterior, se sigue que si g es un punto 2-regular, entonces h es una direccién

factible para My, en el punto xg, si y solamente si, el sistema de desigualdades,

gi(zo)h < 0, i€ I(x),

. (3.57)
gi(zo)xn + gi (xo)[h,h] < 0, i€ Iy(xo)

admite solucién zj, en X.

Cualquier condicién que asegure que un punto xg del conjunto con interior no vacio My, sea

2-regular, la llamaremos condicién de 2- regularidad, para el punto zo de M.

Bajo los mismos términos del Problema (PE), asumiendo ademads que el operador g es dos veces
Fréchet diferenciable, en un entorno U(zg) de zg en My, podemos introducir para xg en M, y
h en X, la funcién Fréchet diferenciable §(zo) : X — W, §(z0) = (§1(x0), - - -, ds(x0)), tal que
para cada (£1,&2) en X

Gi(20) (&1, &2) = (gi(0)&2, ' (w0)é1 + g (x0)[£2,&2]), i =1,--- ,p, (3.58)
y (zp,h) en X
gi(zo)(zn, h) (&1, &2) = (gi(20)&2, gi(w0)61 + 297 (wo)[h, &2]), i =1,--- ,p, (3.59)

donde X = X x X y donde identificamos, de acuerdo a (3.53), W = Img/(x¢) x [Img/(x)]* con
IR? = Img’ (o) @ [Tmg’ ()]



Considerando lo anterior expuesto, presentamos el siguiente resultado que nos proporciona una

condicién suficiente para determinar si un punto dado es 2-regular, del conjunto M,.

Teorema 34 Si para todo h en Hy(xo), (zh,h), con xp, solucion de (3.57), es un punto no
estacionario del operador §(xo), {Gi(z0), i € In(x)}, definidos en (3.59), entonces zo es un

punto 2-reqular del conjunto de interior no vacio, My, donde

In(wo) = {i € In(wo), gi(xo)zn + g} (xo)[h, h] = 0}. (3.60)

Demostracion: Debemos demostrar que xo es un punto 2-reqular de Mg(xg), esto es

G, (w0) = {h € X,z € X, gl(zo)h <0, i € I(z),
gi(zo)zn + g/ (zo)[h, h] <0, i€ Ih(ZE(])} # (.

Para ello tomemos un elemento arbitrario h en Gy, (o), entonces existen eg > 0 y un entorno
U(h), de h, tal que para todo t € (0,¢€p), To + th estd en My, con h en U(h).

Sea €1 > 0, tal que

1
h=h+ ZT(t) cU(h), Vte(0,e),
donde r(t) = o(t).
Entonces para t en (0,€), con € = min{eg, €1},

0

Y

g(wo + th)

= g(wo+th+r(t))

= g(wo) +tg'(xo)h + g'(wo)r(t) + %9"(170)[75’% + (), th 4+ 7(t)] + o(|[th]])
= g(wo) +tg (wo)h + ¢ (zo)r(t) + ﬁg"(xo)[h, h] + 6(xo,t),

2
2

= g(xo) + tg' (xo)h + g (xo)r(t) + %[g”(:ﬂo)[h, h] + %5@0, t)],
donde 6(xo,t) = o(t?).

Si consideramos las restricciones activas, esto es i en I(xg), obtenemos desde la desigualdad

anterior, que

0> Hmw

/
t—0+ t gZ( O)

entonces gi(xo)h < 0, si i pertenece a I(xg)/In(xo).

Si tomamos ahora i en I (xo), esto es gi(xzg) =0 y gi(xo)h = 0, obtenemos que

2

g1 ao)r(t) + 1ol o) b ] + (a0, )] <0,



es decir, )
197 (z0) [, ] + 50 (0, )] € Img'(z0) + Ry, i € I(wo).

Siendo Tmg'(x¢) cerrada en RP y Ry un cono, se sigue que, cuando t — 07, —g(xo)[h, h] €
Img'(z0) + Ry, 1 € In(zo), por lo tanto h estd en intHgy(zo).

Por lo tanto

GMg('I‘O) - {h € X,dxp, € X, g;(x())h <0,7¢€ I(x0)>

, (3.61)
gi(@o)an + gf (xo)[h, h] <0, i € In(xo)}.

Inversamente sea
he{heX,Fx, X, gi(xg)h <0, i € I(x0), gi(zo)rn+ g} (xo)[h,h] <0, i€ I(z0)},

mostraremos que h pertenece a Gy, (o), esto es, que existe un entorno U(h) de h y un mimero
€ > 0 tal que para cada t en (0,€) y para todo h en U(h), zo + th pertenece a My, es decir
gi(xo +th) <0, para todo i en I.

Para ello consideremos el operador, dado en (3.58), para xy en My, g(xo) : X — W, definido
para cada (£1,6) en X = X x X.

g(x0)(&1,&2) = (¢'(z0)2, 9 (w0)61 + ¢" (w0)[E2, E2]),

e introduzcamos el conjunto

ﬁ[g(.fo) = {(61,52) S X, §i(m0)(§1,§2) <0, 7€ I(l’o)} (362)

Es simple ver, de la propia definicion de los conjuntos Hy(zo) y ﬁg(xo), que Hy(zo) y ﬁg(wo)

sS0n conos y que

h e Hg(xo) — (Z‘h, h) S Hg(.fv()), (363)
donde xp, es solucion de (3.57).

Por lo tanto
Hy(z0) # 0 <= Hj(xo) # 0. (3.64)

Ahora como por hipdtesis, para todo h en Hy(xo), el punto (xp,h) es un punto no estacionario
del operador g(xo), Definicion 10, esto implica, debido al Lema 12, que existen (£1,&2) en X,
tal que

Gi(@o)(zn, h) (€1, &) < 0, i € In(xo),

donde
i (o) (zh, h) (&1, &2) = (gi(20)&2, gi(w0)&1 + 29 (w0)[h, &), i € In(wo),



con I, (xzg), el conjunto de indices de las restricciones activas de g(xg), esto es,

In(zo) = {i € In(z0), gi(wo)zn + g; (z0)[h, h] = 0},
= {i € I(z0), gi(zo)h =0, gi(zo)zn + g; (z0)[h, h] = 0},
= {Z S I(wo), gi(.l'(])(xh, h) = 0}.

Esto implica que, para todo i en I,(zq) existe (£1,&2) en X, solucion del sistema

gi(x0)&2 < 0,

3.65
gi(x0)é1 + 2g] (x0)[h, &2] < 0, (3:65)

lo que a su vez implica que (xp,h) es un punto regular del conjunto con interior no vacio
E[g(x()), por lo tanto el cono de direcciones factibles a ﬁg(:ﬁo), en el punto (xp,h), de acuerdo a

la Definicion 17, es

G, (xn,h) = {(€1,62) € X x X, Gi(wo)(xn, h)(€1,€2) <0, i € In(0)}.

Conforme a lo anterior, consideremos (§1,&2) en Gg_(wn, h), entonces de acuerdo a la definicion
g

de direccion factible, Definicion 8, existen un entorno U((&1,£2)) de (§1,&2) y eg > 0 tal que para

todo t € (0, €),

(xh,h) +t(51752) € Hg(x0)7 v (51752) € U((€17£2))?

esto es, si denotamos

h=h + tgg, Tp = xp + tfl. (3.66)

entonces para todo i en Iy(xo), §i(xo)(Zh, h) <0, que es equivalente a decir que para todo i en
11, (o)

gl (wo)h

) - (3.67)
9i(x0)Zn + 29 (wo)[h, h]

IN A

Es facil ver que V((Zp,h)) = (zp, h) +tU((&1,€2)), cont en (0,€1) es un entorno de (Zp,h).

Si hacemos € = min{ep, €1} y definimos para todo t en (0,€)
N
x(t) = xo +th + 53~Uh, (3.68)

es posible escribir

2
z(t) = xo+th+t2& + =iy

2
= x9+th+7(l),

donde

2 3

2
F(t) = 28 + %jh _ 2+ %azh + 28, () = olt). (3.69)



Notar que
2(0) =z9 /(0) =h 2"(0) =26 + zp. (3.70)

Consideremos ahora

1
h=h+ Ef(t) eU(h), Yte(0,¢), (3.71)
donde U(h) es un entorno de h.

Para t en (0,€), suficientemente pequerio sea x(t) en U(xg) N Mgy(zo), donde U(xg) N My(zo),
es un entorno de xo en My, tal que, considerando (3.66) y (3.70),

2

g(z(t)) = g@(0)) +tg'(@(0))2'(0) + =

[ @) ©0), 2/ 0)] + ¢ (2(0))2"(0)] + ol

t2 .
= gleo) + 1/ (w0l + o [g (o) B H) + o (20) (22 + )] + ()
42

= g(z0) +tg'(z0)h + 14/ (z0)&2 + 5 {9'(1’0)% +9" (o) [h, h]] +o(t?).

Dado que x(t) = xo +th y h = h + t&
_ - 12
9(zo +th) = g(zo) +1g'(z0)h + = [gl(iﬂo)xh + 9" (zo) [, h]] +o(t?), (3.72)

y dado que, por hipdtesis, h pertenece Hgy(zo), se sigue que.

v Siie I\ I(xo), gi(zo) <0y gi(xo)h <0, entonces

gi(wg +th) <0, Vie I\ I(zo).

w Sit € In(xo), esto es, gi(zo) =0 y gi(xo)h = 0, entonces de acuerdo a (3.67) obtenemos
de (3.72), que
gi(wo +th) <0, Vi € In(xo).

Podemos concluir entonces que para todo t, suficientemente pequenio, en (0,¢€) y para todo i en
I, gi(xo+th) <0, con h en U(h), lo que implica que h pertenece a G, (w0), por lo tanto
{h € X,JzpeX, gi(xzo)h <0, i€ I(xg),

gi(o)en + g (eo)[h,h] < 0, i € In(wo) | € Gy, (o).

De la inclusion anterior y de (3.61) obtenemos

G, (w0) = {h € X,z € X, gl(zo)h <0, i € I(z),
gi(zo)zn + g/ (zo)[h, h] <0, i€ Ih(xg)} # (.

El teorema queda asi demostrado.



Diremos indistintamente que el conjunto de restricciones M, es 2-regular en o, si g es un punto

2-regular, de M.

Observacién 35 El teorema anterior, Teorema 34, es equivalente a decir que si para toda h
en Hy(zo), (zn,h) es un punto no estacionario de §(xo), {gi(zo), i € In(xo)}, Definicion 10,
entonces Hy(xo) € G, (20), ya que la inclusion reciproca siempre es vdlida, lo que a su vez

implica que xo es un punto 2-reqular de Mgy(zo).

La condicién de 2-regularidad, determinada en el Teorema 34, implica la condicién (3.65), para el
punto xq en el conjunto con interior no vacio My, la cual coincide con la definicién de restricciones
de desigualdad 2-regulares, en el punto zg, en la direccién de h € Hgy(xg), introducida por
Izmailov en [46] (ver también [13] y [49]). Y ambas condiciones aseguran que el punto xg, del
conjunto con interior no vacio My, es 2-regular, en el sentido de la definicién introducida en este

trabajo.

Note que, si la condicién (3.65) vale para xg en My, en la direcciéon h = 0, entonces existe £ = &;
(€ = &) en X, tal que ¢i(z9)¢ < 0 para todo i en I(xg), lo que implica que zp es un punto
regular de M,. Y si x¢ es regular entonces xg es 2-regular, en cualquier direccién h € X, es

suficiente poner &1 = £, & = 0, pero, en general, lo inverso no siempre es cierto.

Para concluir esta seccién introduciremos una definicién de 2-regularidad para un punto xg, del

conjunto de restricciones M = My N Mg, del problema escalar (PE).

Definiciéon 36 Diremos que un punto xg es un punto 2-regular del conjunto factible M, del

(PE), si para todo h en Hy(xg), la condicion (3.41) es verificada y el sistema

F/(l‘())fg = 0
F " h = 0
/ (z0)&1 + F"(xo0)[h, &2] - (3.73)
9i(z0)&2 < 0, Vie Iy(xo)
gi(x0)é1 + g} (z0)[h, &2l < 0, Vi € In(xo)
tiene solucion &1,& € X, donde
Har(xo) = {h € X, F'(zo)h =0, gi(xo)h <0, i € I(xo), 3 an € X, F'(xo)zp +
(3.74)

F"(0)[h, ] = 0, g!(zo)wn + g/'(w0) b h] < 0, i € In(o) }.

Diremos, indistintamente, que el problema (PAE) es 2-regular en xg o que el conjunto factible M

es 2-regular en xg.

Si para algun h en H)(zg), la condicién (3.41) no se cumple o el sistema (3.73) no tiene solucién,

entonces xg no es un punto 2-regular de M.



Observacién 37 Hacemos notar que Hyr(xo) C Har.(z0) () Har,(z0) y que siempre, ver las

Observaciones 32 y 85, se verifica

T (o) € Hap (o)
Gum, (o) S Hu,(20),

en particular si xo es un punto 2-reqular de M = Mg 0 M, entonces las inclusiones anteriores

se cumplen en la igualdad y por tanto se tiene que

H(zo) € Ty (z0) m G, (z0) # 0,

por tanto, si xg es un punto 2-reqular de M = Mg N M, entonces la interseccién de los conos,
de direcciones tangentes, Tnr,(wo), y de direcciones factibles, G, (x0), que son caracterizado
mediante aproximaciones de sequndo orden, es no vacia. Esto nos permite determinar condi-
ciones de optimalidad, de sequndo orden, no degeneradas, para el problema (PAE), en un punto

2-reqular.

3.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Para formular condiciones necesarias de optimalidad de problemas con restricciones de desigual-
dad (interior no vacio) y con restricciones de igualdad (interior vacio), se debe caracterizar el
cono de las direcciones factibles de las restricciones de desigualdad y el cono de las direcciones
tangentes a las restricciones de igualdades, en el punto éptimo. Si es posible determinar estos
conos por aproximaciones de segundo oden, cuya interseccién es no vacia, entonces el problema
es 2-regular, y por tanto, es posible obtener condiciones de optimalidad de segundo orden, no

degeneradas, ver [8] y [46] .

En esta seccién establecemos condiciones necesarias de optimalidad, para problemas no regula-
res, mediante el método Dubovitskii-Milyutin. Las cuales son una generalizaciéon de las condi-

ciones necesarias de optimalidad obtenidas en la Seccién 3.1, para problemas regulares.

Si 20 es una solucién éptima del (PE) entonces, de acuerdo a la Observacién 15, (/=) K; = 0,
donde Ky es el cono de direcciones de descenso de f, (i, K; es el cono de direcciones factibles

de My(x0) y Kyny1 es el cono de direcciones tangentes Ths,. (o), esto es

Ko = {h, f/(l’o)h < 0}, ﬂ Ki = GMg (xo), Kn—H = TMF(xQ).
=1

Conforme a lo anterior expuesto se obtiene, de forma inmediata, el siguiente resultado de opti-

malidad.



Proposicién 38 Si xg es una solucion dptima, local o global, del problema (PAE), entonces

f'(@o)h >0, ¥V h € Tar,(20) ﬂG’Mg (x0)- (3.75)

En lo que sigue introduciremos la definicién de punto Karush Kuhn Tucker Avakov (KTA), en
una cierta direccion, del problema (PAE), que es una generalizacién de la definicién de un punto
Karush Kuhn Tucker (KT), del problema (PE), dada en la Definicién 20.

Definicién 39 Diremos que un punto factible xqg es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov
(KTA), en direccion de h en X, del (PE), si existen funciones = u(h), i = i(h) € R™,1p =
Y(h), Y = (k) € Y*, no identicamente nulas tal que

o)+ D gif@ow+ Y g (wo)(W)jis + F™*(x0)y + F"™(z0) () = 0 (3.76)
i€l (z0) iely, (z0)

> 6@+ F*(xo)d = 0, (3.77)
i€y (x0)
donde p; >0, fi; >0, 9, y 1; son llamados multiplicadores de Lagrange-Avakov, los conjuntos de
indices Iy, (x0) e I (x0), son definidos en (3.54) y (3.60), respectivamente y F"* (x0)(h), ¢/ (z0)(h),

son los correspondiente operadores adjuntos de F"(xo)(h) y g} (zo)(h).

Ahora usaremos el método de Dubovitskii-Milyutin y los resultados de las secciones previas,

para probar el siguiente teorema.

Teorema 40 Si un punto xg, en M, es una solucion optima, local o global, y es un punto 2-
regular del conjunto factible M, del (PE), tal que f'(xo)h =0, h en Hyr(xo), entonces xo es un
punto KTA, en la direccion de h en Hy(xg), definido en (3.74).

Demostracién: Consideremos la funcién escalar f (xo) : X = IR, definida para cada (z, z) en
X=X x X,

fxo)(z,2) = f'(0)2 (3.78)
y el siguiente problema,

min f($0)(f, 2)
sujeto a F(xo)(x,z) =
9(@o)(z,2) <

[ (z,2) € X.

(PE)

;

min f(xo)(:c, 2)
(PE) sujeto a
(z,2) € H(wo) = Hz(wo) N Hy(o),




donde f[ﬁ(.ﬁﬁg) y ffg(xo) son definidos en (3.44) y (3.62) respectivamente.

Mostraremos que si zg es solucién del (PAE) y es un punto 2-regular, entonces para todo h en

Hs(z0), (xh,h) es solucién, y es un punto regular, del (PE).

Si zg es una solucién éptima y es un punto 2-regular del conjunto factible M, entonces, debido

a la condicién de optimalidad (3.75) y a la Observacién 37,

F(0)z >0, V 2z € Gag, (o) [ | Tatp (x0) = Hr (o) () Hy(o), (3.79)

y como, de acuerdo a (3.45) y (3.63),

z € Hp(xo) [ | Hy(xo) <= (2,2) € Hg(zo) () Hg(wo),
obtenemos, de la propia definicién de f (xo),
Ffl@o)(z,2) >0, V (z,2) € H(xg). (3.80)
Ahora como h pertenece a Hps(xg), definido en (3.74), entonces, siendo x( 2-regular, existe
algin z;, € X, tal que (zp,h) estd en ﬁﬁ(xo) y f[g(zo), es decir, (zp,,h) pertenece a H(zg) y

siendo que Hp(xg) estd contenido en Gy, (x0) () Tary (7o), entonces por (3.79) f'(xo)h > 0y

como por hipétesis f'(zg)h = 0, se sigue que
f(@0)(@n, h) =0, (xn,h) € H(xo). (3.81)

Por lo tanto, debido a (3.80) y (3.81), (zp, h) es solucién de (PE).

Para obtener condiciones necesarias de optimalidad, para (z,h) del problema (PE), mediante
el método de Dubovitskii-Milyutin, procedemos andlogamente como en la Seccién 3.1, para ello
debemos conocer el cono de direcciones de descenso del funcional f(zg) en el punto (z, k), esto
es FC(f(x0), (zn, h)), el cono de direcciones factibles, para el conjunto ﬁg(azo), Gﬁg (o), y el

cono de direcciones tangente a ﬁﬁ(l‘o), Ty, (xp, h), todos en el punto (zp, h).
El cono de las direcciones de descenso del funcional lineal f (xo) en el punto (xp, h), de acuerdo
a (2.1), es
,EO = FC(f(l’o), (:Uha h)) = {($7£)> (f(x()))/(wha h)(iﬂ,f) < 0}7
donde para todo (z,€) en X

(f (o)) (zns h) (2, €) = f(zo)(w,€) = f'(a0)é.



Por lo tanto el cono de direcciones de descenso de f(xg) en (x5, h), Ko y su cono dual 168, de

acuerdo a lo anterior y a la Observacién 3, son
Ko ={(,€), f'(w0)¢ <0};  Kg={-Xof(x0), Ao > 0}. (3.82)

Siendo xg un punto 2-regular, entonces, de acuerdo a la Definicién 36, para todo h en Hps(Zo)
existen z,£ en X, tal que la condicién (3.73) se cumple, lo que implica que existe (z,£) en X,

tal que
(Gi(20)) (zn, h) (2, €) <0, i € In(x),

donde I}, (z¢), definido en (3.60), es el conjunto de indices de las restricciones activas de §(z),
esto implica, de acuerdo a la Observacion 9, que el cono de direcciones factibles 161 = G (v0),
g

€S

K= () {@9eX, @)@ h)a6) <0} (3.83)

iefh(l‘o)

y, de acuerdo a la Observacién 3, su cono dual

K= { X~ @ilao)@in). iz 0}, (3.84)
i€l (z0)

donde (gi(x0))(zn, h)(z,8) = (gi(x0)§, gi(x0)x + 2g;(x0) [, €]) ¥ i = (i, f1i) Z O es equivalente
aquep; 20y fi; = 0.

Ahora como estamos bajo el supuesto de que el operador F' es dos veces continuamente Fréchet
diferenciable, en un entorno U(zg) de zp en Mp, es inmediato que Fv(xo), es continuo, y que el

operador (F'(x())" es continuo en (zp, h). Ademds, siendo z 2-regular, para todo h en Hys(xo)
la condicién (3.41) se cumple, lo que implica que (F(z0)(zn, k) = (F(z0)) (zn,h) es sobre-
yectivo, entonces por el teorema de Lyusternik, Teorema 7, el cono de direcciones tangente
’CQ = Tﬁﬁ(xh, h), es

Ko = {@8), (Fo)) (an, h)(, ) =0} (3.85)
y su cono dual IE’Q‘, de acuerdo a la Observacion 3,

K5 = {0 F@)(@nh), v eV}, (3.56)
donde consideramos que ¢*(F(xq))' (1, h) pertenece a X*, para todo ¢* € Y* y donde (F () (zp, h) :

X — Y definido (F(x0)) (zp, h)(x,&) = (F'(20)&, F'(z0)x + 2F" (x0)[h, £]).

Bajo la misma hipétesis, z¢ 2-regular, con respecto h en Hjs(xg) arbitrario, se sigue que, para

todo h en Hjys(xp) el sistema (3.73) admite solucién, por lo tanto, debido a la linealidad de este



sistema, podemos afirmar que existen (z, £) en X tales que,

(F(x0)) (zn, h)(z, §) = 0

N - (3.87)
(9i(z0)) (zn, h)(z, §) < 0, i € In(o).

Concluimos que, de acuerdo a la Definicién 18, (x5, h) es un punto regular del problema (P~E).

Observemos que si (z,h) es un punto regular del problema (PE) entonces K, N Ky # 0 por lo
tanto, de acuerdo a la Observacion 15, si fo € K, fo # 0, ahora como fo = —Xg f (zp), entonces

Ag es no nulo, por tanto podemos considerar A\g = 1.

Como z( es un punto 2-regular y es una solucién éptima del (PAE) implica que (zp,h) es un
punto regular y es una soluciéon éptima del (PNE), conforme al Teorema 14, existen, fy no nulo
en 166, definido en (3.82), fi en IE’{, definido en (3.84), y f2 en IE;, definido en (3.86), tales que

fo+ fi+fa=0,

y por lo tanto para todo (z,£) € X x X,

F@o)(@, &)+ > (s, Gi(wo)) (wn, h)(@, ) + (%, (F(0)) (xn, h)(2,€)) =0.  (3.88)
i€l (zo0)

Para especificar la ecuacién anterior, notemos que, de acuerdo a la definicién de (F(xg)) (zp, h)
dada en (3.47), para todo (z,§)

(F(z0)) (zn, h)(@,&) = (F'(z0)€, F'(z0)x + 2F"(z0)[h, £]) € Y = ImF"(29) x Y \ ImF"(x0),

y usando la definicién de producto directo para el espacio }7*, obtenemos que para todo 1* =

(¥*,0*) en Y*,
(0%, (F(20)) (zn, h)(2,€)) = (% F'(20)€)) + (%, F'(wo)x + 2F" (wo) [, €]),

Ahora siendo el subespacio ImF’(z*) cerrado en Y y siendo que ¥* pertenece a [ImF’'(z*)]* y
* a [V \ ImF’(z*)]* = [ImF'(z*)]*, entonces, debido al teorema de extensién de Hahn-Banach,
existen, 1, ¥ en Y* tal que,

1{)(?/) = ¢*(y), Vy € ImF'(z") (3.89)

P(G) = P*(F), VgeY \ImF (z¥).

Por lo tanto podemos afirmar la existencia de 1, ¥ en Y*, tal que para todo z,& en X,

(" (F(z0)) (xn, h)(x, €)) (0%, F'(20)€)) + (%, F'(z0)z + 2F" (o) [h, €])
= (¢, F'(20)€)) + (&, F' (o) + 2F" (x0) [, £]) (3.90)

((F"(0)) ¥ + (F"(20)h)*(21), €)) + ((F"(w0))* ¥, ).



Similarmente, de acuerdo a la definicién de g(x¢), dada en (3.58), su derivada (g(x¢)) (xp, h) ,

para todo (z,§) en X es

(G(x0))" (@n, h)(x, &) = (¢ (20)& g (w0)z + 29" (wo)[h, €]) € W = Tmg/ (o) x [Img/ (z0)] ",

y usando la definicién de producto directo para el espacio W*, obtenemos que para todo i =
(u, /1) en W*

(i, (9(0)) (zn, h)(2,€))) = (1. 9" (0)€)) + (i1, 9 (wo)x + 29" (x0)[h, &])
= ((¢'(0))" 1+ (¢"(x0)h)*(212), €)) + ((¢' (x0)) "2, x)

de donde
> (s @i20) (@ b)) = Y {nigiw)e) + Y. (i giwo)a)
ielp (z0) i€lp(z0) iely (o)
+ Z <M27291 o [h £]>
i€l (z0)
(3.91)
= {3 dreom+ D (o @) (27),0))
i€y (o) i€y (zo)
+( Y (@) ).
i€l (z0)

Reemplazando f(z), definida en (3.78), y las igualdades (3.90) y (3.91), en la igualdad (3.88),

que se cumple, para todo (z,§) en X , obtenemos

(Fwo)+ Y drom+ S gl (wo)(h)(2fis) + F* (o) + " (x0) ()(20), €)

i€l (o) i€y (zo)

0,

< D g (o)t + F (wo)d, >=

iefh(xo)

Si multiplicamos por dos la segunda igualdad, denotamos i = 21 y 1; = 21 y, ademds, considera-
mos que la primera igualdad se cumple para todo £ en X y la segunda se cumple para todo x

en X, obtenemos

fllao)+ Y gl (@olpi+ Y g (o) (Wi + F™ (zo) + F™ (o) (h)y = 0,

i€lp (o) iel}, (w0)

Y g @0+ F(wo)d = 0,

i€l (zo)

donde por simplicidad denotamos (F'(z¢))* = F"™*(x0), (F"(x0)h)* = F"™(x0)(h), (¢i(x0))* =
9;"(0), (g (xo)h)* = g/ (z0)(R).

El teorema queda asi demostrado.



Observacion 41 En el transcurso de la demostracion es posible observar que si

T €s un punto (zp, h) es un punto KT T €s un punto
2 regular del (PE), = del (PE) <  KTA del (PE)
hEHM(:Uo) hEHM(.’L‘()) hEHM(.’L‘()).

Notemos que siendo ImF’(xp), un subespacio cerrado en Y, entonces (Y \ ImF’(zg))* y el
subespacio anulador de ImF"(zg), [ImF’(x0)]*, son isomérficamente isométricos, ver [87], por lo

tanto es posible hacer la siguiente identificacién
(Y \ ImF'(z0))* = ImF’ (20)]* = KerF"™*(z).

Luego si F'(xp) es sobrejectivo, entonces KerF"™*(zg) es el subespacio nulo. Similarmente, si
g (z0), {gi, i € I(xg)} es sobrejectivo, Img’(zo) = IRP, entonces [Img’(z¢)]* = Kerg"*(zg) es el

subespacio nulo.

Luego si /i pertenece a [Img(20)]* y ¢ pertenece a KerF’*(xo) entonces ¥ = 0y ji = 0, esto
implica que el problema es regular o normal, para el punto xg € M, y los multiplicadores de
Lagrange-Avakov A = (1, i1,,0,0), en la Definicién 39, son transformados en los multiplicadores
de Lagrange A\ = (1, ,), en la Definicién 20, y el Teorema 40 es transformado en el Teorema
21 (tomando h = 0 en Hps(zo), definido en (3.74)).

De lo anteriormente expuesto podemos hacer la siguiente observacion.

Observacion 42 Si xzg es un dptimo, de acuerdo al Teorema 40, es cierta una de las siguientes

afirmaciones

m sixg es un punto regular las ecuaciones de Euler-Lagrange son vdlidas con v y fi;, iden-

ticamente nulos.

» sixg es un punto 2-reqular hay un familia de ecuaciones de Euler-Lagrange, que son vdlidas
con ¥ = (h) y jis = fui(h), no todos identicamente nulos, dependiendo del pardmetro h
en Hpr(xo).

Ahora presentamos condiciones necesarias de optimalidad, para un problema escalar, con [ con-

diciones de igualdad y una restriccién adicional, que no es determinada por un funcién.



Bajo los mismo términos del problema (PAE), consideremos

min f(z)

sujeto a :

(PE) F(z)=0 (3.92)
g(z) =0
reQcX

\

donde F : X — Y es definido para cada = en X, F(z) = (Fy(x),---, Fi(x)) y es tal que para
todot=1,---,1, F; : X — Y; es dos veces continuamente Fréchet diferenciable, en un entorno
U(zo) de z, los subespacios ImF}(Zy) son cerrados en Y;, con X, Y = Yjx,---, xY] espacio de

Banach y donde Q es un conjunto cerrado, convexo con interior no vacio.

Si denotamos por M= Mg N MyNQ, el conjunto factible del (PQE)7 esto es
M={zeX, Fl)=0, g(z) <0, ic I, z€Q}

donde Mp = {zr € X, F(z) =0}y M, = {z € X, gi(z) <0, i € I}, podemos escribir el

problema escalar (ﬁE) como:

(ﬁE) min f(x) X
sujetoa v € M = MpNM,NQ.

En lo que sigue introduciremos la definicién de punto 2-regular del conjunto factible M y de
punto KTA del problema (PE), ademds introduciremos condiciones de optimalidad para un

punto 2-regular xg en M , del problema (ﬁE)

Definicion 43 Diremos que un punto xg es un punto 2-reqular del conjunto factible ]\2, del
(PE), si para todo h en H ¢ (20), F satisface la condicion (3.41) y el sistema

F'(z0)&s =0

F/(J:O)fl + F”(l‘o)[h,fg] = 0’ . (393)
g;<x0)€2 < 0,Vie Ih(.%'o)

gi(wo)ér + g} (mo)[h, &] < 0, Vi € In(wo)

tiene solucion &1,& € X, & = 5\(36 — xg — th), A, t>0, z € IntQ donde
H e (20) = {h =Mz —x0),A >0, F'(x0)h =0, gi(zo)h <0, i€ I(xg),
3 an € X, F(wo)on+ F"(x0)lh, h] = 0, gl(wo)an + g/ (w0)[h, h] < 0, i € Tn(o) }.

Diremos, indistintamente, que el problema (ﬁE) es 2-regular en xy o que el conjunto factible M

es 2-regular en xg.



Definicién 44 Diremos que un punto factible xzo es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov
(KTA), en direccion de h en X, del (PE), si existen funciones u = u(h), i = fi(h) € IR™, ) =
Y(h), 1 = (h) € Y*, no todas identicamente nulas tal que

l
flwo)+ Y. oo+ Y, g (@o) (W) + Y Fi(zo)d

i€y (z0) i€y (zo0) k=1
l
+> F* (o)) = f (3.94)
k=1

l
Yo @i+ Yy F(zo)dr = 0, (3.95)

i€l (zo0) k=1

donde llamaremos a p; > 0, fi; >0, ¥ y Y multiplicadores de Lagrange-Avakov, los conjuntos
de indices Ij(xo) e I (xq), son definidos en (3.54) y (3.60), respectivamente y donde fs, es el

funcional soporte para el conjunto Q, en xg, es decir

fs(x—20) >0, Yz e Q.

Las Definiciones 43 y 44 de punto 2-regular y de punto KTA en una cierta direccién, del problema
(PE), son una generalizacién de la Definiciones 24 y 25 de punto regular y de punto Karush
Kuhn Tucker (KT), del problema (PE), respectivamente.

Ahora usaremos el método de Dubovitskii-Milyutin y los resultados de las secciones previas,

para probar el siguiente teorema.

Teorema 45 Si un punto xg, en ]TJ, es una solucion optima, local o global, y es un punto 2-
reqular, del (PE), tal que f'(zo)h = 0, h en H]@[(:z:g), entonces g es un punto KTA, en la

direccion de h en H ¢ (zo).

Demostracion: La demostracion es en la misma direccion de la demostracion del Teorema 40.

Consideremos la funcién escalar f(zo) : X — IR, definida para cada (z,2) € X = X x X,

f(x0)(x,2) = f'(z0)2 (3.96)
y el siguiente problema,

( min f(zo)(x, 2)

- sujetoiz

(PE) F(z0)(z,2)
9(wo)(w, z) <

(x,2) € X x K,




donde g(xo) es definida en (3.58), f’(xo)(x,z) = (Fy(w0)(2,2), -, Fi(wo)(x, 2)), con Fi(xo) :
XY k=1, 1, Vs = ImF} (zo) x Yi/ImF](x0), definido para cada (x,z) en X como

Fr(zo)(z,2) = (Fi(x0)z, Fi(zo)x + Fl(x0)z), k=1,---,1 (3.97)

y donde
Ko={z€ X, z=ANa —x),A >0, z €intQ}. (3.98)

El problema PE es equivalente al siguiente problema

[ win o))
(PE) sujeto a

(2,2) € H(xo) = Hz(z0) N Hy(wo) N Hyl(xo),

donde ﬁg(mo) es definido en (3.62), ff@(a:o) =XxKguy

Hz(z0) = {(z,€) € X, F(ao)(x,&) = 0}. (3.99)

Siendo que xo es un punto 2-regular y es solucion del problema (PQE), es facil mostrar, usando

los mismos argumentos de la demostracion del Teorema 40, que (xp,h) en un punto regular de

H(xzo) y es solucion del problema (]?E)

Por lo tanto, de acuerdo al formalismo de Dubovitskii-Milyutin, Teorema 14, existen fo en i&g,

f1en IE}‘, foenKyy f3 en K5 tales que

fo+ fit+fot fs=0,

donde el cono de las direcciones de descenso de la funcién objetivo f(xo), Ko = FC(f(20), (21, h)),
y su cono dual K = [FC(f(x0), (zn, h))]*, fueron determinados en (3.82), el cono factible,
K1 = Gﬁg (zn, h), del conjunto I;Tg, y su cono dual IE’{ en (3.83) y (3.84) respectivamente, por lo
tanto debemos determinar dunicamente los conos tangentes, Ko, del conjunto ng(xo) y K3 del

conjunto Ho(wo) y sus respectivos conos duales, dmbos en el punto (zp,, h),

Como por hipotesis Fy,, k =1,---,1 es dos veces continuamente Fréchet diferenciable, en un
entorno U(zo) de xo en My, es inmediato de sus propias definiciones, que f’(xo) Yy (f’(mo))’ son
continuos en (xp, h). Ademds, siendo x¢ un punto 2-reqular, la condicion (3.41) se cumple, para
todo h en Hpy(xg), entonces (E(IL‘()))I(SL'}L, h) es sobreyectivo, lo que implica que, para cada k =
1,--- .1, (ﬁk(fﬁo))/(ﬂ?h, h), es también sobreyectivo, luego por el teorema de Lyusternik, Teorema

7, el cono de direcciones tangente al conjunto ﬁﬁk’ en el punto (xp, h), es

Ty (onh) = {(@,€) € X, (Fy(z0)) (wn, h)(w,€) = 0}, (3.100)

F,



y su cono dual TI”_iI~ (zp, h), de acuerdo a la Observacion 3,
F

Ty (xnh) = {—ﬁ;’i(fk(azo))’(:ﬂh,h), (S 17,;‘}. (3.101)

Fy

Siendo (xp, h) un punto regular de ﬁ;(xg), entonces el cono tangente al conjunto ﬁlg(xg), que

denotaremos /%2, en el punto (xp,h) es

§)
(z,§) €
!
= (H@=9e
k=1

l

= ﬂ _ ;Uha

Ky :=Tqz (zn,h) = {(=,

F

Il
—~

€ X, (F(xo)) (zn, h)(2,£) = 0}
X, (Fi(20)) (@n, h)(@,€) =0, k=1,---,1} (3.102)
¢

X, (Fi(wo)) (xn, h)(w, &) = 0}

y su cono dual, (ver Lema 1 [57])

l
(Ka)* =Tj; (wn,h ﬂ (s )* =15 (an,h), (3.103)

donde, T (xp,h) es definido en a (3.101).

Fie

o~

Por lo tanto si fg pertenece a (K2)*, entonces fg Z (Fio(0)) (zn, h).
k=1

Ahora como Kq, definido en (3.98), es un cono cerrado y convezo, con vértice 0, en X, también
fI@(:co) es cerrado y convezo, con vértice 0, en )~(, entonces, el cono, Tﬁ@(xo)(xh’ h) = Ks, de

las direcciones tangentes al cono ff@(xo), en el punto (zp, h), es
={(z,8), E=Nz—h), A>0, z € Kg}, (3.104)
y su respectivo cono dual (ver 10.5 [43]), coincide con
Hyy(wo) = {f = (0, fs) € X*, f(w,2) > [(w, h), ¥ (w,2) € Howo)}.

Si f3 pertenece a I€§, entonces f3 = (0, fs), donde fs(z) > fs(h), para todo z en Kq, siendo
Kg un cono convero de vértice 0, entonces (ver Lema 5.1 [43]), fs(z) > 0, para todo z en
Ko = {z = Mz —x0), A >0, x € IntQ}, esto es fs(x) > fs(x0), para todo z en IntQ, lo que
implica

fs(z) > fo(x0),¥V . € IntQ = Q, (3.105)

por tanto fs es el soporte de Q en xy.

Como xg es un punto 2-reqular y es una solucion dptima del (PQE) implica que (zp,h) es un

punto reqular y es una solucion optima del (PE), conforme al Teorema 14, existen, fo en 168,



definido en (3.82), fi en IET, definido en (3.84), fa en I%; definido en (3.103) y f3 = (0, f5) en
(3.104), donde fs es definido en (3.105), tales que

fo+ fit+fot fs=0.

Siendo (xp, h) un punto regular del problema (PA_];T) entonces K1 /%2 N K3 # 0 luego, de acuerdo
a la Observacion 15, si fo € K5, fo # 0, y como fo = —/\of(aco), entonces Ag es no nulo, por lo

cual es posible considerar A\g = 1.

Por lo tanto para todo (z,) € X = X x X,

fao@e+ Y (e @uloo)) (o, W), ©)
e (3.106)

l
+Z wkv Fk .1'(] l’h, )($,§)> - f3(xa§)
k=1

Ahora bien, debido a las definiciones de Fy,(xq) en (3.97), de producto directo para el espacio ?k*
y dado que 1;;: = (V5. @ZZ) en 17,:, podemos establecer, usando el mismo argumento, para obtener
(3.90), la existencia yy, )y, en Y)¥, tal que para todo x,§ en X

(D, (Fil(zo)) (xn, h)(@,€)) = (Wi, F(20)€)) + (¥}, Fi(zo)a + 2F (o) [h, €])
= (Un, Fy(20)€)) + (n, Fy(zo)z + 2 (wo)[h, €]) (3.107)
= ((Fy(z0)) vn + (B (z0)h)* (2¢), €)) + ((F}.(0))*Pr, z),

donde i,y en Y son extensiones lineales y continuas de ¥} en [ImF}(xo)]* y de ¥} en
[V \ ImF}(20)]* = [ImF}(z0)]*, respectivamente, para todo k=1,--- 1.

Entonces reemplazando f(xo), definida en (3.96), y las igualdades (3.107) y (3.91) en (3.106),

que se cumple, para todo (x,§) en X’, obtenemos

(Fao)+ D gr@om+ Y. g (ao)(h)(2i)

i€l (z0) iely (zo)

l l
+ Y F o)+ Y F ) ()2, €) = fi(©),
k=1

k=1

l
< Z 91;*(330)/1k+ZF,2*(x0)1L7 x> - 0.

kel (zo) k=1

Si multiplicamos por dos la sequnda igualdad, denotamos i = 2fi y ) = 2¢) y, ademds, considera-

mos que la primera igualdad se cumple para todo & en X y la sequnda igualdad se cumple para



todo x en X, obtenemos

l l

flxo)+ Y g (wo)pi + g (@o) (W + Y Fir(wo)p + Y Fi*(zo) (W) = fi,
k=1

i€In(20) i€y (z0) k=1
l
> g @)+ Y Fif(w)d = 0,
i€l (zo0) k=1

donde f, es soporte del Q, en el punto xo y donde, por simplicidad, denotamos (Fi(xo))* =
Fir(wo), (Fy(wo)h)* = Fy*(z0)(h), (9i(0))" = g;"(x0), (g (xo)h)* = gi"* (o) (h).

El teorema queda asi demostrado.

Debemos hacer notar que una condicién suficiente para asegurar que la igualdad

l l

(K" = Ki

i=1 i=1
se cumpla es que K = ﬂi:l K; es no vacio, donde los conos K;, ¢ = 1,--- .l son abiertos y
convexos, (ver Lema 5.10 [43]), los cuales corresponden a las restricciones de desigualdad, o
bien, los conos K;, ¢ = 1,--- ,1 son debilmente cerrados y convexos y la suma algebraica de sus

conos duales es debilmente * cerrada (ver Corolario Lema 5.8 [43]).

Los conos tangentes, correspondientes a las restricciones de igualdad no son abiertos y la suma
algebraica de los conos duales no es siempre debilmente* cerrado. No obstante, en el caso parti-
cular cuando F'(zo)(z, h) es sobreyectivo la igualdad se cumple, donde K = T'C(F(x), (z1, h))
y K; = TC(Fy(x0), (xp, h)) ver Lema 1 en [57].

3.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

Los tultimos dos teoremas, de la Subseccién 3.1.1, nos proporciona condiciones necesarias de
optimalidad para los problemas (PAE) y (PAE), aun cuando estos sean no regulares, pero en general,
estas condiciones no son suficientes, sin hipétesis adicionales sobre las funciones y restricciones
implicadas en el problema a estudiar, en el sentido que cada punto KTA es una solucién 6ptima,
del (PE) o del (PQE). Por lo tanto introduciremos un concepto de convexidad generalizada,

adecuado a nuestro problema, para obtener condiciones suficientes de optimalidad.

Maés especificamente introducimos la nocién de problemas 2KT-invex, que es esencial para mos-
trar que las condiciones necesarias de optimalidad, para un punto factible 2-regular, son también

suficientes, si y solo si, el problema es 2KT-invex.



Definicion 46 Diremos que (PAE) es 2KT-invex en xg € M, en direccion h en X, si para cada

punto factible x en M, existen funciones np, &, : X x X — X, tales que

fx) = flzo) > f'(zo)nn (3.108)

F'(zo)nn = 0 (3.109)
F'(@0)&n + F"(wo)[h,n] = 0 (3.110)
—gi(zo)nn > 0, i € In(xo) (3.111)
—gi(0)én — g7 (o) [P, ) > 0, i € In(wo), (3.112)

donde np, = np(x,x0) y & = En(, 20).

Definicion 47 Diremos que (PQE) es 2KT-invex en ]\Z en direccion de h en X, si para cada

punto factible x, xo en M, existen funciones np, &, : X x X — X, tales que

f(@) = flxo) > f'(xo)mn (3.113)

Fl(zon, = 0i=1,---,1 (3.114)
F{(x0)én + F'(xo)[homn] = 0, i=1,--- 1 (3.115)
—gi(xo)nn > 0, i € In(xo) (3.116)
—gi(x0)6n — g} (wo)[h, ] = 0, i € In(wo), (3.117)

donde ny, = nu(x, 20) = Az — 20 — th), A\t > 0 y & = &u(@, x0).
Note que si el (PE) y (PAE) es 2KT-invex en M (]\2 ), en direccién de h = 0, entonces el pro-
blema es KT-invex, conforme a las Definiciones 27 y 28 respectivamente. Basta con considerar

n =1 = &, debido a que I, (zo) = I(xo).

El préximo resultado, caracteriza completamente los problemas 2KT-invex.

Teorema 48 Un punto KTA, z¢ en M, en direccion h € Hpr(xg), (xo en ]\?, en direccion
h € H(xo)) es una solucidn dptima del (PE) ((PE)) siy solo si el (PE) ((PE)) es 2K T-invex
en M, con respecto al mismo h € H(zo) (h € H g (20))

Demostracion: Supongamos inicialmente que cada punto KTA, en direccion h en Hy(xg) es
una solucion optima, demostraremos que el problema (PAE) es 2K T-invez, en direccion al mismo
h en Hpy(xo).

Sean x, o en M.

i) Si f(x) > f(zo), para todo x en M, podemos elegir np, =0 y &, = 0 y las condiciones de la



Definicion 46 son verificadas trivialmente.

i) Si f(x) < f(wo) entonces xo no es una solucién optima del (PE) y por hipétesis o no es un
punto KTA, para ningin h en H]\;[(xo). Esto implica, de acuerdo a la Observacion 41, que para
todo h en Hpr(xo), (xp,h) no es un punto KT del (PE), entonces, conforme a la Observacion
15,

2
K #0, (3.118)
1=0

donde recordemos que IEO es el cono de direcciones de descenso del funcional f(xo), en el punto
(zn, h), dado en (3.82), K1 es el cono de direcciones factibles, del conjunto fIg(xo) para el punto

(21, h), dado en (3.83) y K3 es el cono de direcciones tangentes a Hp(xq), dado en (3.85).

Por lo tanto, para h € Hy(xg), existe (z1,22) en ﬂ?:() Ki, es decir, existe (21, 22) tal que

fl(z0)za < 0 (3.119)
Fl(zg)za = 0 (3.120)
F'(wo)z1 + F"(z0)[h, 22] = 0 (3.121)
—gi(z0)za > 0, i € In(xo) (3.122)
—gi(x0)z1 — gi (wo)[h, 22] > 0, i € In(wo). (3.123)
Si definimos
s 1@~ Ja)

f'(20)(22)
se sigue, debido a que f(x) — f(xo) <0 y a (3.119), que ¢ > 0.

Y definiendo, en término de ¢, para cada h € Hp(xg)

§h = cz1, Mp = cza,

se verifica que el (PE) es 2K T-invex para h en Hy(xg). En efecto, a partir de las condiciones

precedentes, se sigue que

f(@o)mn = f'(z0)cza = cf'(20)22 f(@) = f(zo)
F'(zo)nn = F'(wg)cze = cF'(z0)22 = 0
F'(20)&, + F" (x0)[h, np) F'(z0)cz1 + F" (w0)[h, c22]
c(F'(z0)z1 + F"(z0)[h, 22]) = 0

IN

—gi(x0)nn = —gi(xo)cza = —cgi(wo)2ze > 0, i € I(mp)
—gj(zo)cz1 — gi' (o) [h, cz2]
—c(gi(z0)21 + gi (o) [h, 22])
> 0, i€ Iy(xo),

—gi(x0)&n — g (x0)[hs nn]



esto es, para cada h en Hyr(xg) existen ny, y &y, dependiendo de los puntos factibles x y xg, tales

que las condiciones de la Definicion 46 son verificadas.

Inversamente, suponga que el (PAE) es KTA-invex. Mostraremos que cada punto KTA es una

solucién optima del (PE).

Sea xo un punto KTA, por la definicion de KTA, existen fi = (u,fi) y ¥ = (w,@/;), no iden-
ticamente nulos, satisfaciendo las condiciones de la Definicion 39. Tomando en consideracion
(8.108) y aplicando 1, P € Y*, i, fis € Ry, en (3.109), (3.110), (3.111) y (3.112) respecti-

vamente, obtenemos, para todo punto factible x,

f(@) = f(zo) £/ (o)

(¢, F'(wo)nn) = 0
(b, F'(x0)&, + F"(xo)[h,mn]) = 0
)
)

v

> 0, i€ In(zo)
> 0, i € In(zo).

(pir =i (x0) 1
(i, —9i(0)&n — g5 (o) [h, 1n)

Sumando en i correspondiente en la cuarta y quinta desigualdad, obtenemos,

fla) = f(xo) > f'(xo)mm
(W, F'(zo)mn) = 0
)
)

(b, F'(x0)&, + F"(xo)[h,mn]) = 0
— > i gi(zo)m) = 0,
i€l (x0)
— " (i, gi(x0)&n + g (wo)[hymnl) > 0

iGih (SC[))
Reordenando los términos

(ir gi(wo)nn) + > (s, gi(w0)én + g7 (0) [y 1n))
)

€l i€l (zo)
+ <¢’ F/( + <"Ev F/($0)§h + F”(xo)[h, 77h]>
= (f'(zo >

f@)=f(xo) = fleo)m+ Y
)7n)
)

0
+ g @o)wi+ Y g (wo)(B)jii + F™ (o)t + F" (w0) (), 1n)

1'0) ieih(ro)

i€lp(zo0
1€y (

+ (Y g (@) + F™ (o), ).

i€l (z0)

Considerando que p;, i, ¥y 1/; son los multiplicadores de Lagrange-Avakov, los cuales satisfacen
las condicions (3.76) y(3.77), de la Definition 39, se sigue que

f(x) = f(xo) 20,

para todo punto factible x € M, esto es, xg es solucion optima.



Finalmente observamos que, si se considera el problema ( jDE en vez (PE), la demostracion
del teorema va en la misma direccion, sélo que se debe condiderar las condiciones F(x) =
(Fi(x), -+, F(x)) =0 y que x pertenece a Q, en este caso, ii) f(x) < f(xo)) implica, en vez de
(8.118), la condicion

/EZIE()HIEI m’é2mlz3 7&@’

donde IEO es el cono de direcciones de descenso del funcional f(xo), en el punto (xp, h), dado en
(3.82), K1 es el cono de las direcciones factibles, del conjunto ﬁMg (zo) para el punto xg, dado
en (8.83), Ky es el cono de direcciones tangentes a Hp(x0), dado en (3.102) y el cono de las

direcciones tangentes de Q, en el punto xg, dado en (3.104).

Luego, para h € Hﬁ[(xo), existe (21, 22) en K, esto es, existe (21,22), 22 =Xz —h), z € Kg tal

que

f/(.ro)Zz < 0

Fl(z0)zs = 0, i=1,---,1
F;(:L‘O)Zl + E//(JUO)[h, 2’2] = 0 7/ — 1’ e 7l
—gi(zo)z2 > 0, i € In(xo)

vV
L
~.
m
;'_\41
8
=)
\-_/

—g;i(x0)21 — gi (o) [h, 22]
Posteriormente se define &, = cz1 y Ny = cz2, donde zo = A(z — h), z € Kq, esto es
_ _ 1 .
zo = ANz —h) =AMz —2x0) —h) = A\ (z — 20 — ih) = Mz — x9 — th),

donde \= >0yt =

% > 0, y se continua con la demostracion dada.

El teorema queda asi demostrado.

El resultado anterior nos permite caracterizar completamente los problemas 2KT-invex, en el
siguiente sentido, un problema es 2KT-invex, si y solamente si, cada punto KTA es un minimo
global. La clase mas amplia de problemas que cumple esta proposicién son la clase de problemas
2KT-invex.

Para finalizar este capitulo, mencionaremos que el concepto de problemas 2K T-invex introducido
en este trabajo, generaliza el concepto de problemas 2KT-invex, introducido en [49], donde se

considera un problema no regular inicamente con restricciones de desigualdad.



Capitulo 4
Control 6ptimo

En este capitulo presentaremos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, para proble-
mas de control 6ptimo, con restricciones, sobre el estado y los controles, regulares y no regulares,
cuando la variable de control es restricta a un conjunto convexo, con interior no vacio. En
la seccién 4.2, bajo supuesto de regularidad, incluimos condiciones necesarias y suficientes de
optimalidad, no degeneradas de primer orden. Las condiciones necesarias son establecidas por el
Principio del Méaximo Local, que es una versién del Principio del Maximo de Pontryagin clésico,
uno de los resultados principales de la teoria de control 6ptimo. Las condiciones suficientes, son

obtenidas, bajo el supuesto de KT-invexidad.

En la seccién 4.3 presentaremos el objetivo principal del capitulo, que es la obtenciéon de condi-
ciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, para problemas
de control 6ptimo, ain cuando no se satisfacen condiciones de regularidad, pero si condiciones

de 2-regularidad.

Las condiciones necesarias de optimalidad, son establecidas por el Principio del Maximo Local
Extendido, el cual generaliza: el Principio del Maximo Local cldsico, para problemas regulares,
(ver [39], [43]), el Principio del Méximo Local para problemas no regulares, sin restricciones de
desigualdad, formulado en [62], y el Principio el Maximo Local, para problemas con restricciones
de igualdad no regulares y de desigualdad regulares, formulado en [63]. Las condiciones suficientes
son obtenidas bajo el supuesto de 2-KT-invexidad, que generaliza la nocién de KT-invexidad

presentada en la seccion 4.2.

4.1. Formulacion

En esta seccién formulamos un problema de control 6ptimo, con restricciones mixtas, de igualdad

y desigualdad, con horizonte temporal fijo y condiciones de contorno para el estado, inicial y
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final. Determinamos los espacios adecuados, para la obtencién de condiciones de optimalidad,

establecidas en los capitulos subsiguientes.

Como ya hemos mencionado, los problemas de control éptimo con funcional objetivo en la
forma Bolza, Mayer y Lagrange son equivalentes [31]. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad,
estudiaremos problemas de control éptimo escalares, considerando el funcional objetivo en la

forma de Lagrange, esto es, estudiamos el siguiente Problema de Control C)ptimo Escalar (P1)

T
Minimizar ®(z,u) = t flx(t),u(t),t)dt
sujeto a :
z'(t) = p(x(t), u(t), 1),
rlto) = @, q(x(T)) =0 (P1) (4.1)

donde la variable temporal final T es libre, el conjunto de controles U es cerrado convexo, con

interior no vacio, de IR™,

FiR"x R™ x [t,T] —» IR, ¢: R" x R™ x [to,T] — R",

¢: R" > RF, m: R"x R"x[t;,T] - R, g¢g: R"x R x [ty,T] » RR’,

y donde consideramos las siguiente hipétesis sobre las funciones, f, ¢, ¢ y ¢ continuamente
Fréchet diferenciables, con respecto a (z,u) y todas ellas, para cada (x, u), medibles en ¢t. Ademas

g(z,u,t) < 0, es equivalente a que g;(z,u,t) <0, para todoien I ={1,---,r}.

Para establecer condiciones necesarias de optimalidad, para el problema (P1), asumiremos que x
pertenece a W' [to, T'| := Wi 1([to, T], IR"™), esto es, al conjunto de las funciones absolutamente

continuas, con derivadas en L}[tg, T| := L1 ([to, T], IR™), luego = satisface la ecuacién integral

z(t) = x(to)—f-/t 2'(r)dr

0

_ 04+/t o(a(r), u(r), T)dr,

0

con u en L%[to, T] := Loo([to,T], IR™), esto es, el conjunto de la funciones medibles esencial-

mente acotadas.

Los espacios vectoriales normados X := (W{4[to, T}, - [lo) ¥y U™ = (LZ[to, 1], - lloc) son
espacios de Banach con la norma

T

lllo = |(to)| + / (1))t

to



y la norma del supremo esencial, esto es

|z]|coc = ess sup | z(t) |= min{k > 0, |z(¢)| < k,c.t.p. en [to,T]}.

Diremos que (z,u) es un proceso factible del problema (P1) si

u(t),t), z(to) = a, q(z(T)) =0,
),t) =0, u(t) € U c.t.p. en [ty,T].

=N
K
—
=
I~
—
=
= S
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3
—
K
=
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[
=

Si denotamos por @, al conjunto de proceso factible del problema (P1), entonces

@ = aNene (42
donde @1 es el el conjunto de restricciones, de interior vacio, del problema (P1),
Q1 = {(@u) e X xU, /(1) = pla(t), u(t). 1), a(t) = o,
m{w(t), u(t),t) = 0, q(=(T)) =0}

= {(x,u) € X xU, ."L‘(t)—Oé—/tgo(l‘(T),u(T),T)dT:O, to<t<T,

to

(4.3)

m(w(t),u(t),t) = 0, a(@(T)) = 0},

Qs = ﬂ;zl Q; es el conjunto de restricciones, con interior no vacio del problema (P1), donde

Qi = {(uw) e X xU, e, u(t),) <0, }, =1, ,r (4.4)
y
Qs = ﬁ@meXwaeu} (4.5)
donde
U={ueU, u(t) € U,ct.p. en [to, T]}. (4.6)

Con esta notacién obtenemos el Problema Abstracto Escalar (PAE), que podemos escribir como:

“min”®(x, u)
sujeto a (PAE)
(z,u) e Q C X xU.

el cual es equivalente al problema de control 6ptimo (P1).
Por lo tanto (z,u) es un proceso factible del problema (P1) si y solo si (z,u) pertenece a Q.

Si denotamos U = U™ e introducimos el funcional y los operadores:



(1) @: X xU — IR, definido

T
O(x,u) = t f(z(t),u(t),t)dt, (4.7)
(2) F: X xU — X x U' x R¥, tal que
F(z,u) = (Fy(z,u), Fo(z,u), F3(x,u)) (4.8)

donde Fi(z,u)y Fo(x,u) son definido para cada t en [tg, T,

Fi(z,u)(t) = a:(t)—a—/t o(z(7),u(r), 7)dT, (4.9)
Fy(z,u)(t) = m(x(t),u(t),t) (4.10)

y F3(z,u) es definido por
Fyu) = q(a(T)). (411)

(3) G: X xU—=U", G(x,u)(t) = g(x(t),u(t),t), t € [to, T|, donde consideramos el conjunto

U™ = Ll [to, T] como un espacio normado, ordenado por el siguiente cono convexo
P = {p € Lgo[tOvT]’ p(t) Z 0 R ct.p.t€ [t(]vT]}v
por lo tanto escribiremos,

G(z,u) € =P <= G(z,u) <0y, <= G(z,u)(t) =0 R, ct.p. [to,T]
= Gl <Om ctp [toT,  (412)
j=1,---,m

Con esta notacién podemos escribir, el problema (P1) como el siguiente Problema de Optimiza-
ci6n Escalar (POE), definido sobre el espacio de Banach X=XxU,

“min” ®(z) )

sujeto a
F(z)=0 (POE), (4.13)
G(z)<0

TeXcX.

V

donde z = (z,u) y X = X x U, con U definido en (4.6).

El conjunto factible lo denoratemos por M = Mz N Mg N X, donde

My = { F(:i’
Me = { Gj(

8l

:()}
) <0, j=1,---,r}h

|~

(4.14)

S]]
8

€ X,
€ X,



De acuerdo a las hipétesis impuestas a f, ¢, m, h y g, el funcional ® y el operador G son

Fréchet diferenciables y el operador F, es continuamente Fréchet diferenciable.

La primera derivada del funcional ®, en (zg,up), es definida, para cada (h,v) en X x U, (ver

[43]),

T
& (w9, u0)(h,v) = /(fw(xo(t),uo(t),t)h(t)+fz(:cg(t),uo(t),t)v(t))dt. (4.15)

to

La primera derivada de F en (zg,ug) es el operador F'(xg,ug) : X x U — X x Ul x IRF definido,

para cada (h,v) en X x U,
F'(@o.u0)(hyv) = (Fj (w0, uo)(h,v), Fy(wo, uo) (h,v), Fy(wo, uo) (h,v) ), (4.16)

tal que para cada t en [tg, T

Fi(zo, uo)(h,v)(t) = h(t)_/(QOx(xO(T)’yO(T)vT)h(T)+Sou(xo(T)vyO(T)’T)v(T)dTa

to

Fi(xo,uo)(h,v)(t) = mg(xo(t),uo(t), t)h(t) + my(zo(t), uo(t), t)v(t)

Fy(xo,u0)(h,v) = ¢ (xo(T))MT).

La segunda derivada de F en (xg,uq), para (h,v) en X x U, es el operador (F'(zg,u)) (h,v) :
X x U — U", definido para cada (ﬁ, 0)en X x U,

(F’(:c07u0)(h, U))/(~71~)) = F”(-TOa UO)[(h7v)v (ﬁvﬁ)]

/" 7~ " ~ / ~ (4.17)
= (Fl (.CI}(], UQ)[(h, ’U), (h> U)L F2 (.%'0, UO)[(h, U)7 (h> ’U], FS ('TUO) UO)[(h7 ’U), (h7 U}),
tal que para todo t en [tg,T],
FY (w0, uo)[(h,v), (h, D)](t) = —/t (#az(20(7), 90(7), IR(T)P(T) + Paul(wo(7T), 30 (T), T)(7)T(7)

+oua(20(T), 10(7), T)O(T)A(T) + Puu(o(7), Yo(7), T)v(7)3(T))dr,
FY (w0, u0)[(h,v), (R, 0)[(t) = maa(@o(t), uo(t), t)R(E)A(t) + mau(zo(t), uo(t), ()5 (t)+

Mz (20 (t), o (£), )0 (E)A(E) + M (20 (£), 1o (1), )D(E)i (£)

F3 (20, u0)[(h,v), (h,0)] = ¢"(2o(T))[(T), h(T)].

Los corchetes cuadrados denotan la accién de una forma bilineal sobre (h,v) y (h, ), esto es,
para todo (h,v) en X x U, F"(xo,y0)(h,v) : X x U = X x U" x IR* es tal que

(' (20, 30) (b, 0)) (s ) = F” (w0, 30) (s ), (s )] = (5, 0) ( ?E’“’gzzi ?Ezzzzi ) (h.v)'.



La primera derivada de G en (zg, ug) es el operador G'(xg,ug) : X x U — U", tal que para cada
(h,v) en X x U, G'(xq,up)(h,v) pertenece a U", y es definido para casi todo t en [tg, T],

G'(xo,u0)(h,v)(t) = g'(xo(t),uo(t),t)(h(t),v(t)),
= gu(zo(t),uo(t),t)h(t) + gulzo(t), uo(t), t)v(t).
La segunda derivada de G en (x0,up), para (h,v) en X x U, es el operador G'(x,up)(h,v) :
X x U — U" tal que para todo (il,f)) en X x U, (G'(xo,yo)(h,v))'(ﬁ,ﬁ) pertenece a U”, y es
definido para casi todo t en [tg, T,

(G (0, y0) (h ) (B, B)(¢) = g" (xo(t yo(t), )[R (1), 0(1)), (h(1), 5(1))]
- g:c:c(m0( ) yo(t),t [h<t 7h(t)} +g$u(x0( ) yo(t),t)[h(t),ﬁ(t)]—i— (4'19)
+gu:t(x0( ) (t)at)[v(t)’ (t)] +guu(x0( ) yO(t)’t)[U(t)a’D(t)]'

En el transcurso de las demostraciones de los resultados obtenidos en las secciones posteriores,

(4.18)

necesitaremos el siguiente Lema y Teoremas de Representaciones.

Lema 49 Suponga que To = (x0,ug) pertenece a la frontera de Q;, Fr(Q;), entonces
te Rj(zy) <= jel(G,xg), j=1,---,r, (4.20)
con Q; definido en (4.4),
R;j(Zg) =A{t € [to,T], g;(Zo(t),t) =0}, j=1,---,r, (4.21)
y donde I(G,Tg) es el conjunto de indices de las restricciones activas de G, esto es,
1(G,30) = {j € {1, v}, Gj(a0) = O}, (4.22)

Demostracion: Sea t perteneciente a R;(Zo) y supongamos que j no pertenece I(G,Zg), esto
es, Gj(Zo) # 0, entonces existe un subconjunto R;(Zo) de R;(Zo), de medida no nula, tal que
G;(Zo)(t) # 0, esto es g;(To(t),t)) # 0 en Rj(Zo), lo que implica que To no pertenece a Fr(Q;),

esto contradice la hipdtesis, luego j pertenece I(G,Zg).

Por otro lado si j petenece a 1(G,Zg), Gj(Zo) = 0 entonces para todo t en [ty, T], excepto quizds

en un conjunto de medida nula, G;(Zo)(t) = 0, por lo tanto

G;(Z0)(t) = gj(Zo(t),t) = 0,c.tup. [to,T), j=1,---,r,

lo que implica, t pertenece a Rj(Zo), j=1,---,r.

El lema queda de esta forma demostrado.

Usando la misma argumentaciéon de la demostraciéon del Lema 49, se puede mostrar que si

To = (z0,up) pertenece a Fr(Q;) y h = (h,v) es tal que g;-(:Eo(t),t)B =0, j € I(Zg), entonces

t € Rj(Zo,h) < j € I}(G, Tp), (4.23)



donde

Ry (#0:h) = {t € R;(0), g(zo(t), ) = 0}, j € I(z). (4.24)

I1(G, &) = {j € I(G, z0), G'(Zo)h =0} (4.25)

Las demostraciones de los siguientes Teoremas de Representaciones, pueden ser encontrado en

[52] y [41], respectivamente.

= Cada funcional lineal y continua 1)* definido sobre el espacio W ([to,T]) puede ser tni-

camente representado en la forma, (ver Sec. 0.1 de [52]),

T
(W% a() = (a0, z(t)) +/ y()a'(t)dt, Vo = () € Wi ([to, T]),  (4.26)

to

donde ag pertenece a IR™ e y =y(-) a LY ([to,T)).

» Cada funcional lineal ¢ definido sobre el espacio L7 [to,T| puede ser representado en la
forma ¢ = ¢4 + ¢s, donde ¢, es absolutamente continua y ¢ es una funcién simple, para
la parte absolutamente continua existe v perteneciente L}*[to,T], denominado derivada de
Radom Nikodym, tal que, (ver [52], [63]),

T
ba(z) = /t (D) (t)dt. (4.27)

4.2. Problemas Regulares

En esta seccién presentaremos el Principio del Maximo Local cldsico, que proporciona condicio-
nes necesarias de optimalidad, para el problema de control 6ptimo (P1) formulado en la seccién
anterior. Estas condiciones, como veremos, son no degeneradas siempre que el problema sea

regular o no degenerado.

La nocién de regularidad es fundamental, tanto para la obtenciéon de condiciones necesarias, de
primer orden no degeneradas, como para la derivacién de condiciones suficientes de optimalidad.
Es importante, por tanto, establecer condiciones que aseguren que un problema dado sea regular.
Estas condiciones, denominadas condiciones de regularidad, o cualificacion de restricciones, en el
caso de Programaciéon Matematica (ver [39], [43], [67] y [14]), son introducidas en esta seccidn,
las cuales nos permiten garantizar que las condiciones de optimalidad de primer orden, para
nuestro problema formulado, establecidas por el Principio del Médximo Local cldsico, son no
degeneradas y que estas, también son suficientes, bajo supuesto de KT-invexidad. El caso no

regular es visto en la préxima seccion.



Inicialmente daremos la definicién de proceso regular del conjunto factible @, del problema (P1)
que es equivalente al problema de optimizacién escalar (POE), y condiciones de regularidad, es

decir condiciones suficientes, que aseguren que un proceso sea regular.

Definicién 50 Diremos que To = (xg,ug) es un proceso reqular del conjunto factible @QQ del
problema (P1), si el espacio tangente a las restricciones de igualdad, en Ty es determinado por

aprorimaciones lineales, esto es,

Tq, (To) = {(h,v) € X x U, W(t) = a(To(t), t)h(t) + pu(To(t), t)v(t),

(4.28)
ma (Z0(8), Oh(E) +mu(20(t), Do (t) = 0, ¢ (zo(T)A(T) = 0},
y ademds existe (h,?), con ¥ = AMu — up), donde u pertenece a Int U y A > 0, tal que

R (t) = @a (o (t), )h(t) — pu(@o(t),)0(t) = 0,
h(to) = 0

ma(20(t), DA(E) + ma(Eo(t). 0)3(t) = 0 (4.20)
¢ (zo(T))M(T) = 0

95, (Zo(t), )h(t) + g7, (Zo(t),1)F(t) < 0, ct.p. en R;(Zo),

donde R;j(Zo) es definido en (4.21).

No es dificil mostrar, debido al Teorema de Lyusternik, Teorema 7, que una condicién suficiente
para asegurar que (4.28) se cumpla es que para todo a(-) en X, b(:) en Ul y c en IR", exista un

elemento (h,v) en X x U tal que, c.t.p. en [to, T,

h(t)—/t(tpz(wo(TMO(T),T)h(T)+sou(fco(T),uo(T),T)v(T))dT = a(t)
me(Zo(t), t)h + mu(Zo(t), t)v = b(t) (4.30)
¢ (zo(T)NT) = e

Por lo tanto si las condiciones (4.29) y (4.30) se cumplen simultdneamente entonces el proceso

Zo = (o, up) es un proceso regular del conjunto factible Q.

En general la condicién (4.30) no es facil de verificar, es por ello que se hace necesario formular

condiciones, més explicita, que sean suficientes para su verificacién.

Sea D el conjunto de todos los (b(-), ¢ (zo(T))h(T)) en L. ([to, T]) x IR*, tal que h(t), c.t.p. en

[to, T], satisface la ecuacién diferencial,

©x(Zo(t), t)h(t) + @u(To(t), )v(t) = h(1)
ma(To(t), t)h(t) + mu(To(t), )v(t) = b(t) (4.31)
h(to) = 0,



con v(+) variando en todo el espacio U := L [to, T.

Diremos que la ecuacién variacional (4.31) es no degenerada o completamente controlable si
D = L' ([to,T]) x IRF.

Los siguientes resultados son una generalizacién de aquellos presentados en la Sec 9 de [43].
Lema 51 Si D = L' _([to, T]) x IR* entonces la condicion (4.30) es verificada.

Demostracién: Inicialmente observemos que para todo funcién continua a(-), en particular

para todo a(-) en W' ([to, T1), existe z(-) en W ([to, T]) solucién de la ecuacién integral
t
z(t) = alt) —|—/ 0z (ZTo(T), T)2(T)dT, to <t <T, (4.32)
to

que es una ecuacién lineal de Volterra de segunda especie.

Por otro lado ya que D = LL_([to, T]) x IR¥, entonces todo elemento (b(-), &) en L. _([to, T]) x R*
pertenece a D. En particular (b(-), &) pertenece a D, donde c.t.p en [to, T,

Be) = b(t) — ma(@o(t),t)=(t)
¢ = c—q(x(T))2(T),

entonces podemos encontrar y(-) con & = ¢ (zo(T))y(T) y v(-) en L' ([to, T)), tal que y(t)

0z(Zo(t),)y(t) + pu(To(t), t)u(t) = y/(t)

my(To(t), t)y(t) + mu(Zo(t), t)o(t) = b(t) (4.33)

y(to) = 0.
Por lo tanto para todo (a(-), b(-),¢) en X xU'x RR¥ donde X := Wi ([to, T1), Ul =L ([to, T)),
existe h(-) = z(-) + y(-) en X y v(-) en U™, donde z(t) e y(t) satisfacen (4.32) y (4.33) respecti-

vamente tal que

t
h(t) - /(wx(fo(f)ﬁ)h(ﬂ+¢u(ﬂ?o(7)77)v(7))df

to



¢ (zo(T)MT) = ¢ (xo(T))2(T) + ¢ (xo(T))y(T)

Lema 52 Si toda solucion ¢1(t),1¥a(t), no nula, de la ecuacion

i(t) = —@i(Zo(t), )i (t) — my(Zo(t), t)iha(t) (4.34)

satisface la condicion ¢}, (To(t), t)1(t) +mi(To(t), t)2(t) # 0, salvo en un conjunto de medida
nula entonces D = L ([to, T]) x IRF.

Demostracién: Supongamos que D # LL_([to,T]) x IR, entonces, dado que D es un subes-
pacio, de acuerdo a la Observacién 3, existe (b*,¢*) no nulo, en el cono dual de D, D*, tal que
((b*,¢*), (b,¢)) = 0, para todo (b,¢) € D, esto es (b*,b) + (c*, ¢ (xo(T))h(T)) = 0, donde h(t),

c.t.p. en [to, T, satisface la ecuacién variacional (4.31).

Dado que b* pertenece a (L. ([to, T]))*, existe w : [to,T] — IR! de variacién acotada, esto es w

pertenece a bl.a.(tg, T) (ver [41]), tal que

~ T~ ~
(b*,b) :/ b(t) dw, Vb € LL_([to, T]),

to

por tanto

T
/ b(t) dw + (¢*, ¢ (zo(T))R(T)) = 0, Vb e L. ([to,T)). (4.35)

to

dw ~
Fijemos s (t) = e tal que (b*,b) es no nulo y consideremos el siguiente sistema

Pi(t) = =@ (@o(t), ) (t) — mi(Zo(t), £)ea(t)
oi(T) = ¢"(@o(T))c".

Observemos que siendo (b*,b) no nulo entonces, debido a (4.35), 11 (T) = ¢"*(xo(T))c* también

es no nulo.

Por lo tanto para todo h en X, en particular para todo h solucién de la ecuacién variacional
(4.31),

T
0 = / (1 () + @3 (Zo(t), )1 (t) + my (To(t), t)ba(t)h(t))dt
oo . (4.36)

T
= wi(t)h(t)dtJr/ 2 (To(t), )1 (h(E)dE + [ my(To(t), £)2(t)h(t)dE.

to to to



Integrando por parte y considerando que h(t) es solucién de la ecuacién variacional (4.31),

T T
Dr(Oht)dt = (O(T), h(T)) — (1 (to)h(to)) — t Pr(H)N (t)dt

to

T
= (¢ (2o(T))c", W(T)) — t 1) (@ (To (1), ) h(E) + pu(To(t), t)u(t))dt

T
= (", ¢/ (xo(T))R(T)) —/ (% (Zo(t), )1 (D)1 (t) + @i (To(E), £) Yr()o(t))dt,

to

con v(-) variando en todo el espacio U := L7} [to, T).

Reemplazando el término anterior y mg(Zo(t), t)h(t) = b(t) — my(Zo(t), t)v(t) en (4.36), obtene-
mos para todo v(-) en U := L% [to, T,

T

0 = (¢ q (ao(T)R(T)) - / (5 (@olt), D)1 (1), h(1)) + (& (Eolt), ) (1), v(t))dt
T T

/ (o (Zot), E9n (£)h(1))dt + / (a0), B(t) — ma(0(2), yo(t))dt

to

T
= —/ (2 (Zo(t), 1) P1(t) + my (To(t), t)ha(t), v(t))dt

to

T ~
(€ TR + [ (a(t). Bie))de

to

T
= —/ (Pu(@o(t), 1) b1 (2) + my, (Zo(t), )2 (t), v(t))dt,

to

donde hemos considerado, de acuerdo a (4.35),

T 5 T _ dw
<c*,q/(wo(T))h(T)>+/ (1a2(t),b(t))dt = (c*,q’(xo(T))h(T)>+/ b(t)—dt = 0.

to to dt

Como la igualdad anterior es vélida para todo v(-) en U := L [to, T], esto implica que

O (Zo(t), £) 11 (t) + mE (Zo(t), t)ha(t) = 0.

Por lo tanto hemos demostrado que si D # L._([tg, T]) x IR¥, entonces existe una solucién 11, ¢y
no nula, de (4.34), satisfaciendo ¢} (Zo(t),t)11(t) +m(Zo(t), t)2(t) = 0.

El lema queda asi demostrado.

Debemos hacer notar que la hipétesis del lema anterior es completamente constructiva y de
mayor simplicidad su verificacién, a diferencia de la verificacién de la condicién D = L7 [to, T] x
IR, es por ello su formulacién, y que ademds, bajo esta hipGtesis, es posible garantizar la
condicién (4.28), en efecto, si la hipétesis del lema anterior se cumple entonces D = L7} [to, T'] x
R”*, lo que a su vez implica que la condicién (4.30) se cumple, que debido al Teorema de

Lyusternik, Teorema 7, es una condicién suficiente, para garantizar (4.28).



Podemos concluir entonces, que una condicién suficiente para que el proceso (xp,up) sea un
proceso regular del problema (P1), de acuerdo a la Definicién 50, es que la hipétesis del lema
anterior se cumple y el sistema (4.29) admita solucién, y en este caso, como es referido por
algunos autores, el sistema es completamente controlable, lo que permite establecer condiciones

necesarias de optimalidad de primer orden no degeneradas.

4.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Ahora presentaremos una versién del Principio de Pontryagin, el Principio del Maximo Local,
el cual establece condiciones de optimalidad de primer orden, no degeneradas, para el problema
(P1), cuando el problema es regular. Estas condiciones se obtienen a partir de las condiciones

Karush-Kuhn-Tucker, en espacios de Banach, presentado en seccién 3.

Teorema 53 Si un proceso factible To = (9, uo) es solucion del problema (P1), tal que g3(Zo(t),t)
es no nulo en R;j(Zg), definido en (4.21), entonces existe un nimero Ao > 0, un vector a

en RF y funciones ¢ : [to,T] — R*, w en bl.a.(ty,T) y v, en b.a.(ty, T), con soporte en

Rj(Zg), j=1,---,r, no nulos simultdneamente tales que,
Aofa(To,t) + ) g5, (0, 8)3;(1) — @i(@o, )(t) +mi(Zo, Yo (t) = ¥'(1) (4.37)
j=1

con la condicion final

U(T) = =¢" (20(T))a, (4.38)

donde &w(t) y 4;(t), j=1,---,r, son las derivadas de Radon Nikodym de los funcionales abso-

lutamente continuos f2 y f%, dado por

T
) = [ s o) = [ P R R (4.39)

Ademds satisfacen la condicion del mdximo,

T T T
Yo [ futantt),tuodt+ Y [ g5, @ol), tunc
j=1"t0

to

T T
—/ or(Zo(t), ) (t)updt + Moy (Zo(t), t)updw

to to
(4.40)
T

T T
< o[ fulio),ud+ 3 / g7, (Zo(t), tyu dv;
j=171t0

to

T T
- / (@ (t), D (udt + | ma(@o(t), tudew,

to



para casi todo to <t < T y para todo u € U, tal que u(t) pertenece U, donde g;‘-‘x, g;-*u, O TRGM

son los operadores adjuntos de g;,, Gj,, Pz Y Pu, respectivamente.

Demostracion: La demostracion que daremos es basada en la aplicacion del Teorema 26, por

lo tanto verificaremos que las hipdtesis de este teorema se cumplan.

Para ello supondremos, inicialmente, que el proceso factible (xg,ug) es un proceso regular del
problema de control (P1). Si &y = (xo,up) es un proceso regqular del conjunto factible @ del

problema (P1), de acuerdo a la Definicion 50, es inmediato, considerando la definicion de Qq
en (4.3) y de F'(Zo) en (4.16), que

Ty, (7o) = {B e X, F'(zo)h = o}

y que existe, de acuerdo a la definicion de G;-(f:o)liz en (4.18) y al Lema 49, un h= (i~1, D) en X,

tal que

>N

= 0
< 07 .] € I(ijO)v

8l

F'(z0)

G’ (Z0)

>N

donde X = X x U y h = Mz — Zg), con T en IntX, donde X := X X U es cerrado convezo
con interior no vacio, esto se debe a que U = {u € L%[to,T] : u(t) € U,c.t.p., t € [to,T]} es
cerrado, convero y con interior no vacio, en U, lo que implica, de acuerdo a la Definicion 24,

que Zg es un punto reqular del conjunto factible M del (POE).

Ademds, siendo el problema (P1) equivalente al problema de optimizacion escalar (POE), si

(zo,up) es un proceso dptimo del problema de control (P1) entonces el punto Tog es un punto

reqular del (POE).

La diferenciablidad de ®, G y F son obtenidas, de acuerdo a las hipétesis impuestas a f, o, m, h
y q, siendo el funcional ® y el operador G Fréchet diferenciables y, el operador F continuamente
Fréchet diferenciable, con respecto a (x,u), y todos ellos, para cada (x,u), medibles en t, ademds

el conjunto X x U es cerrado, convexo con interior no vacio.

Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 26, si Ty es una solucion dptima, local o global, y es un punto
regular del problema (POE), entonces exzisten p; € (Li[to, T))*, =1, ,k, y = (¥1, 12, v3)

en Y* = (W7 [to, T] x LL [to,T] x TRF)*, no identicamente nulos, tales que,

3

o= Wa)+ Y G+ S (ro)s, (4.41)
JEI(G,z0) J=1

donde el valor de 1;(2) es no negativo, para todo z en Log[to, T], fs = (0, fs), con fs funcional

soporte para el conjunto U, en ug, es decir

fs(U)Zfs(uo), Yue U.



y donde I(G, Zo) es el conjunto de indices de las restricciones activas, definido en (4.22).

Considerando, ahora, la definicion de operador adjunto, obtenemos para todo (h,v) en X x U =
erfl [to, T] X (Lgno[to, T],

folw) = ®@o)(hv)+ D (G 3(@0)(hv))uev + (&, F'(20) (h,v))y-y,  (4.42)
Jj€I(G,Zo)

donde fs(h,v) = (0, fs)(h’v) = fs(v)'

En lo que sigue determinaremos explicitamente los términos de la expresion (4.42).

1. La primera derivada del funcional ®, en Ty = (zo,up), es definida, para cada (h,v) en

X xU,
T
Fao)(he) = [ (£a(a(t) ) + Fulan(t) Dolt)dt. (1.43)
to
2. Tomando en consideracion, que para todo h = (h,v) en X x U, G;(a’:o)ﬁ pertenece a

Loo[to, T, la ezistencia de un isomorfismo isométrico entre el espacio dual de Lo[to, T
y el espacio de las funciones de variacion acotada b.a.(to,T), ver [41], y el Lema (49),
podemos garantizar que para todo pj, j en I(G,ZTo) en (Loo[to,T])*, tal que p(z) > 0,
para todo z en Loo[to, T, existen vj en b.a.(to,T), con soporte en R;(Zo), tal que para
G'j(zo)(h,v) en Lty T1,

T
(1j, G'j(Zo)(h,v)) = /(gjx(fo(t),t)h(t)+gju(rﬁo(t),t)v(t))d%

= /34( )(gjx(-f()(t),t)h(t) +gju<3_70(t),t)v(t))d’yj,

Si denotamos esta ‘ltima expresion por f.,(g;,(Zo(t),t)h(t) + g;,(Zo(t), t)v(t)), entonces

T
S GE) ) = 3 / (97, (F0(£), DA(E) + g1, (@0 (2), Do ()) g

JEI(G,Z0o) j=1"to
(4.44)

Como cada funcional p; definido sobre Loglto,T], puede ser representado como p; :=
pg + 3, donde pf es absolutamente continua y p13 es singular, para la parte absolutamente
continua, de acuerdo a (4.27), existe 4; en Li[ty,T], j = 1,---,r, llamada derivada de

Radon Nikodym, tal que para to z en Loo[to, T

T
w5 (2) _/ (WA (t)dt, j=1,---,r

to



o bien

Hi(2) = /R ) OO = B ), =k (4.45)

3. Dado que 1) = (1,2,13) estd en Y* = (WP [to, T % LL_[to,T] x IRK)*, tenemos
(W, F'(20) (h,v)) = (1, F{(Z0) (h, v)) + (2, F5(T0) (h,v)) + (3, F3(Z0) (h, v)),

donde F/(Zo), i = 1,2,3 estdn definidos en (4.16).

Ahora por la representacion de ¥y en X* = (W4[to,T])*, (ver cap.0 [52]), existen, ¥ en
L2 [to,T] y b en IR™ tales que

d

T
(1, Fi(Zo)(h,v)) = (b, F1(Z0)(h, v)(to)) + t D (t) 7 F1(@o) (h, v) (£)dt

T
= <b7 h(t0)> + ¢(t)(h/(t) - (Pm(jO(t)ﬂ t)h(t) - Sou(j:O(t)? t)v(t))dtv

to
similarmente como en el item anterior, si 1o pertenece a U™ := (LL_[to, T])*, ewiste w en
b.a(ty, T) tal que

T
(2, Fy(Zo)(h,v)) = /t (ma(Zo(t), 1)A(t) + mu(Zo(t), t)v(t))dw
= Jfu(ma(Zo(t), t)h(t) + mu(To(t), t)v(t)),
y como 3 pertenece a ( IRk)* =~ TR¥, existe un vector a en IRF, tal que
(3, F3(z0)(h,v)) = (a,q'(zo(T))A(T)).

Por lo tanto

T
(0, F'(Zo)(h,v)) = (bh(to)) + | ()R () — @a(@o(t), )A(t) — pu(To(t), t)v(t))dt

toT
+ / (ma(@0(2), D)h() + mau(o(£), t)o(t))de
. ¢ (20(T))R(T)).

Reemplazando esta ultima igualdad conjuntamente con (4.43) (4.44) en (4.42),

k T
S / (97, (F0(£), DA(E) + g1, (Fo(t), Do())dn;
j=1"" . (4.46)
k(o) + | BEE ) — 0a(@o(), OR(E) — pul@o(t), )o(t))de



Como la identidad (4.46) es vdlida para todo (h,v) en X x U, en particular es vdlida, para
(h,v) = (h,0) en X x U, con h(tg) =0, de donde obtenemos

0 = [ st ontd+ Y [ g, @0, 0h0)d
. j=1"1o . (4.47)
() = eolan(t). Oh(e)dt + [ ma(o(®) BB + (o, (oo(TIH(T)

Tomando en consideracion (4.44) y (4.45), escribimos
T
RO M URCIOR )
= [3,(9,(Zo(t), )R) + [5,(9;,(Zo(t), 1)) (4.48)

T
= /t (95, (To(t), )h)7;(t)dt + f5 (g7, (Zo(t), t)h)

y andlogamente,

T
) mx(jO(t)7t)hdw = fw(mx(jO(t)vt)h)
= [f(ma(Zo(t), )h) + f3(ma(To(t), t)h) (4.49)
T

= my (50 (t>7 t)hd)dt + fai (m:v (-TO (t)7 t)il)

to

Reemplazamos (4.48) y (4.49) en (4.47), obtenemos,

T
—Z 3 05 @0(0).0) — F5(maaote). 00) = [ (1t h+Zgjx e, s

+P () (W (t) — (@0 (t), t)h) + ma(Zo(t), t)h@}(t))dt + ((T), MT)) + (a, ¢'(xo(T))W(T)),
para todo h = h(-) en X = W[y, T], con h(ty) = 0.

Cambiando (t) sobre un conjunto de medida nula, si es necesario, establecemos la existencia
de una funcién absolutamente continua, satisfaciendo (4.50), por lo tanto la expresion al lado

izquierdo de (4.50) es, simultdneamente, singular y absolutamente continua, lo que implica
k
=57 2 (95, @0(8), D)) — F5(ma(0(t), D)h) = 0.
j=1

y si integramos por partes, donde consideramos h(tg) = 0, obtenemos

T

T
GO K@) dt = ((T),h(T)) — ((to), hito)) — / Wty (1) dt

to to

= ((T), h(T)) — / B (£)dt.

to



Sustituyendo estas ultimas expresiones en (4.50) y usando la definicion de operador adjunto
obtenemos, para todo h = h(-) en X = W [to,T], con h(to) =0,

T k
/ (fal@o(t),t) + D g5 @0(8), 035() = i (@o(t), (1) = /(1) + mi (20(8), (1) ) A(t)dt
to =1
+((T) + ¢"*(20(T))a, L(T)) = 0.

Si denotamos,

k
At) = fol(@o(t)t) + Y 953 (@0(8), )35 (1) — @3 (@o(8), )e() — o' (£) +mi (o (t), )o(t)
j=1

At) = t A(r)dr, B(T) :=¢(T) + " (x0(T))a,

e integramos por partes, obtenemos para todo h = h(-) en X = W [to,T], con h(to) =0,
T ~ ~
AW (t)dt + (A(T) + B(T), (T)) = 0,

to

entonces debido a (4.26), esto es, a la unicidad de representacion de los funcionales lineales
sobre el espacio Wi ([to, T}), A(t) =0 A(T) + B(T) = 0, esto implica que,

k
Fo(@o(t),8) + D 955 (Z0(t), 1)7;(8) — @3 (Zo(t), )9 (1) — /(1) + mi(Zo(t), () = 0O
j=1

Y(T) + ¢*(zo(T))a = 0.

De lo anteriormente expuesto, concluimos que existen 1 en L2 [to,T], v; en b.a.(to,T), con
soporte en R;(Zg), j = 1,---,r, donde ¥;(t), j = 1,---,r, son las derivadas de Radon Ni-
kodym de los funcionales absolutamente continuos, definidos en (4.91) y un vector a en RF,

que satisfacen,

*

k
Fo(@o(),1) + D g5 (o (1), )35 (£) — @5 (o (D), ) (8) + mip(@o(1), )O(E) = ¢/(1),
j=1
con condiciones finales

W(T) = —q"(xo(T))a,
que corresponde, con N\g =1, a la ecuacion (4.37) y (4.38), respectivamente.

Similarmente, como la identidad (4.46) es wvdlida para todo (h,v) en X x U, en particular

es vdlida para (h,v) = (0,v). Considerando, por tanto, (h,v) = (0,v) en (4.46) y usando la



definicion de operadores adjuntos obtenemos,

T
fs(v) = Ju(Zo(t), t)vdt + Z/ g]u To(t Ud’Yj
fo (4.51)

T
- / @), e (tedt + | mu(Eo(t), udw,

to to

donde fs es una funcion soporte del conjunto U, para ug, es decir,

fs(uo) < fo(u), Yu e U,

y donde U, es un subconjunto cerrado y convexo, con interior no vacio, del espacio U = L7 [to, T],

definido en (4.6).

Por lo tanto se cumple la condicion del mdzimo (4.40), con \g = 1, esto es, en casi toda partes

en [to,T] y para todo w en U tal que u(t) pertenezca M,

T
fu(Zo(t), t)uodt + Z/ 95, (Zo(t), t)uody;
to

T T
- / (@), O (O)uodt + [ m(@o(t), uodew

0 to

Para finalizar la demostracion observemos que

» Si ®'(Zy) = 0, entonces el teorema se satisface trivialmente, basta con considerar \g = 1

y las funciones vy, j =1,--- ,k, ¥ y w identicamente nulas.

= Si el proceso dptimo Ty = (xg,ug) no es reqular, entonces, de acuerdo a la Observacion 22,
F'(Zg) no es sobreyectivo o o = (x0,up) es un punto estacionario del operador G(x,u)
esto es equivalente, siempre que el subespacio ImF'(xq) sea cerrado en'Y = Wi [to, T x
L% [to, T) x R* , ver [41] y [87], a que existe un elemento * = (Y*, w* a*) en Y*, no
identicamente nulo, en [ImF"(Zo)]* = KerF"*(zy) o existen uj >0, j € Ic(Zo), tal que

Jj€lc(Zo)

entonces, debido a los teoremas de representaciones, podemos garantizar la existencia, de

funciones ¢ en L™ [to,T], & en bl.a.(to,T) y de un vector é en RF, no todos nulos o la



existencia de funciones, ¥j, j=1,---,k, en b.a.(ty,T), con soporte en R;(Z¢), no todas

nulas. Por lo tanto si el proceso dptimo Ty = (x9,up) no es reqular, podemos tomar A = 0,

vi=%,7=1- kK, Y=9, w=0ya=a.
El teorema queda de esta forma demostrado.

Hacemos notar que si en la formulacién del problema de control éptimo, hay ausencia de res-

tricciones del tipo g(x,u) < 0y m(z,u) = 0, entonces las integrales,

T

ko pr
> / 95, (Zo(t), t)vdy;, mu(Zo(t), t)vdw
j=1"t

to

que son en sentido Lebegue, no estan pesente en la condicién (4.51), es decir,

5 T
fu(v) = / (ful@o(t),£) — &4 (Folt), £)i6(t) v

0

Y como fs es una funcién soporte del conjunto U en L7 [to,T], para ug, entonces (ver 10.5 en
[43]) fu(Zo(t),t) — @i (To(t),t)1(t) es soporte del conjunto U en IR™, para ug, esto es,

fu(@o(t),t) — @i (Zo(t), £)1(t)(u — ug) = 0, c.t.p. en [to, T).

Observemos ademads que si Ag es nulo, las condiciones de optimalidad, para el proceso Ty =
(z0,Y0), determinadas por las ecuaciones (4.37), (4.38) y (4.40), son degeneradas (ver seccién
3.1), la funcién f, y por tanto la funcién a minimizar ®, no interviene en dichas condiciones, es
por ello la necesidad de establecer condiciones de regularidad, que aseguren que Ay es no nulo.
Las condiciones suficientes para asegurar que Ag > 0 son denominadas condiciones de regularidad
o normalidad, ver [39] y [43], y en el contexto de optimizacién Matemdtica, son denominadas

restriccién de cualificacion ver [14], [39] v [67].

Finalmente debemos notar que en ausencia de restricciones de igualdad, desigualdad y de con-
diciones sobre la variable de estado, en el tiempo final T', es decir, m, g nulas y x(7T) libre, las
condiciones necesarias de optimalidad, establecidas por el Principio del Méximo Local, donde
en este caso surge la condicién ¢ (T) = 0, son siempre no degeneradas. Esto se debe a que la
condicién de regularidad (4.30), con v nulo, es una ecuacién lineal de Volterra de segunda espe-
cie, la cual siempre admite solucién en Cltg, T], para todo a(-) en Cltg;T], en particular tiene
solucién h(-), si h(-) es absolutamente continuo, para todo a(-) absolutamente continuo. En este

caso, todo proceso 6ptimo es un KT-proceso.

Si en el Principio del Maximo Local, Teorema 53, se considera como hipétesis, que el proceso
Zo = (xo,ug) es regular del conjunto factible @), entonces, necesariamente \g es no nulo y, en

este caso, es posible asumir Ay = 1.

Con base a esta observacion daremos la definicién de un KT-proceso.



Definicién 54 Diremos que un proceso factible g = (xg,ug) es un KT-proceso, del problema
(P1), si satisface las ecuaciones (4.37), (4.38) y (4.40), del Teorema del Principio del Mdzximo

Local, con A\g = 1.

4.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

Las condiciones necesarias de optimalidad, de primera orden, no degeneradas, establecidas por
el Principio de Pontryagin, para problemas de control éptimo, en general, no son suficientes sin
hipétesis adicionales. No obstante, bajo el supuesto de que el problema es KT-invex, nocién
que extendemos desde optimizacién Matemética, al problema de control éptimo escalar (P1),
es posible mostrar que estas condiciones necesarias de optimalidad, son también suficientes, si
y solamente si, el problema es KT-invex. Estos problemas tienen una importante propiedad: el

minimo local y global coinciden.
En lo que sigue introduciremos la nocién de KT-invex, para el problema (P1).
Definicién 55 Se dice que el problema (P1) es KT-invex, en el proceso factible, To = (xo,uo),

si para cada proceso factible T = (x,u), en X xU, existe una funcionn : [ty, T] — IR", arbitraria

y una funcion x : [to,T] — R™, tales que,

T T
/to [f(Z,) = f(Zo(t),t)]dt > /m [fe(@o(t), )n(t) + fu(@o(t), t)x()ldt,  (4.52)
7' (t) = @u(To(t), t)n(t) + ou(To(t), t)x(t), c.t.p. en [to, T], (4.53)
n(ty) =0, (4.54)
g (To(t), )n(t) + mu(To(t), )x(t) = 0, (4.55)
¢ (zo(T))n(T) = 0, (4.56)
0> gj,(o(t), )n(t) + g;,(To(t), 1) x(t), ct.p. ent € R;(To), (4.57)

donde R;(Zo) es definido en (4.21), n := n(Z,ZTo) y x := x(Z, To) es definida para casi todo t en
[to, T], x(t) = AMu(t) —up(t)), A >0y uen Intl, con U definido en (4.6).

En ausencia de restricciones de igualdad, de restricciones de desigualdad en la variable estado
y de condiciones finales, en el tiempo 7', la nocién de KT-invex introducida en este trabajo

coincide, con la introducida por Oliveira et al en [80].

Teorema 56 Un KT-proceso Ty = (xo,up), es una solucion optima del problema (P1) si y solo

si el problema (P1) es KT-invex en To = (xg,up)-

Demostracion: Inicialmente supondremos que cada KT-proceso, es una solucion optima del

problema (P1) y demostraremos que el problema (P1) es KT-invex en Ty = (o, uo).



Supongamos que cada KT-proceso To = (xo,up), en X := X xU, conU definido en (4.6), es una
solucion dptima del problema (P1), esto implica, debido a la equivalencia de los problemas (P1)
y (POE), que cada punto KT, Zo, es un es una solucion dptima, del (POE), entonces, debido
al Teorema 29, el problema (POE) es KT-invex, en Zo. Por lo tanto de acuerdo a la Definicion

28, existe una funcion 7 : X xX = X, tal que, para cada punto factible T = (x,u) en X,

(z) — 2(z0) > P(To)n (4.58)
F'(zo)h = 0 (4.59)
~Gi(zo)7 > 0, j € I(G,To), (4.60)

donde 1 = 7(Z,Zg) y donde (G, Tp) es el conjunto de indices de las restricciones activas, definido

en (4.22).

Como 7i(&,To) pertenece a X := X x U, entonces existen n = 1(Z, o) en X = Wilto, T y
X = x(Z,Zg) enU, componenetes de j = (T, Zg), tales quen : [to, T] — R yx : [to,T] — R™.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacion,

1(t) = 1(, To)(t) = (n(Z, To) (1), x(, To) (1)) = (n(t), x(1)), (4.61)

3

donde T = (x,u), Tg = (xo,ug) son procesos factibles en X x U.

Obsevemos que como x pertenece a U, donde U es un subconjunto cerrado convezxo, con interior

no vacio de L7 [to, T], entonces existe A >0 y u en Int U,
X(t) = Mu(t) —up(t)), ct.p. en [to,T]. (4.62)

Por otro lado, de acuerdo a la definicion de ® (o) y F'(Zo), dadas en (4.15) y (4.16), respec-

tivamente, obtenemos,

T
' (z0)7 = @'(Z0)(n,X) —/ (fo(@o(t),t)n(t) + fu(Zo(t),t)x(t))dt (4.63)
y, para t en [to, T,

F'(@0)(n,X)(t) = (F1(20) (1, ) (1), F3(@0)(n, x)(8), F3 (@0) (0, )(1)), (4.64)

donde

t
Fi(Zo)(n, X)) = n(t)/(@z(jO(T)aT)n(T)JV‘Pu(jO(T)aT)X(T)dTa

Fy(Z0)(n, x)(t) = ma(Zo(t), t)n(t) + mu(Zo(t), £)x (1),
Fy(Zo)(n,x)(t) = ¢'(zo(T))n(T).

Ademds como,

—G(Z0)7 = 0p1 <= —(G(Z0)7)(t) >0 r, c.t.p. en [to, T,



con (G5(Zo)m)(t) = gj,(To(t), )n(t) + gj,,(To(t), t)x(t)-

Entonces, de acuerdo al Lema 49,

—G(Zo) 2 01,5 € I(G,Z0) <= —(95,(To(t),t)n(t) + g5, (To(t),t)x(t)) > 0, (4.65)
t e Rj. .

Por lo tanto, reemplazando ®, definido en (4.7) y las expresiones (4.63), (4.64) y (4.65), en
(4.58), (4.59) y (4.60) respectivamente, obtenemos,

T T
/ [f(f,t)—f(ﬂ_co(t)>t)]dt>/t [f2(Zo(t), )n(t) + fu(Zo(t), £)x(t)]dt

to

n(t) —/ (2 (Zo(7), )0 (7) + ul20(T), 40(7), T)x(7)dT = 0, c.t.p. en [to, T],

e (Fo(0), D(t) + mu<mo<t> Dx(H) = 0, c.tp. en [to. ]

¢ (xo(T)n(T) =

0> gj,(Zo(t),t)n ()+gju(fo(t>7t) X(t), ctp.ent e R;(To),

donde la sequnda igualdad es equivalente a,

ﬁ/(t) = Wx(i'O(t)’ 75)77(75) + Qou(jjo(t)’ t)X(t)v 77(t0) =0.

De lo anteriormente expuesto podemos asequrar la existencia de funciones n = n(Z,Zg) y X =
X(Z,Zo), tal que x(t) = Au(t) — uo(t)), con u en IntU, las cuales satisfacen las ecuaciones
(4.52)-(4.57), lo que implica que el problema (P1) es KT-invez.

Reciprocamente, supondremos ahora que el problema (P1) es KT-invex, en el proceso Ty =
(zo,up), y mostraremos que si Ty = (xzo,up) es un KT-proceso del problema (P1), entonces

necesariamente, es solucion dptima del problema (P1).

Supongamos que el problema (P1) es KT-invex, en el proceso Ty = (xo,up), esto implica que el
(POE) es KT-invez, en el punto Tp, que es una condicion necesaria y suficiente, de acuerdo al

Teorema 29, para que cada punto KT sea un punto optimo del (POE).

Ahora como los problemas (P1) y (POE) son equivalentes, se sigue que: si el punto factible Zg
es un punto dptimo del (POE), entonces el proceso factible (xo,uo) es dptimo del problema (P1)
y, como es probado en el trancurso de la demostracion del Teorema 53, si Tg es un punto KT
del (POE), entonces, (xg,up) es un KT-proceso del problema (P1), podemos concluir, por tanto,

que To = (xg,ug) es un proceso dptimo del problema (P1).

El teorema queda asi demostrado.

El teorema anterior, caracteriza completamente los problemas de control KT-invex.



4.3. Problemas No Regulares

Las condiciones necesarias de optimalidad, de primer orden, establecidas por el Principio del
Maximo Local, clasico, presentado en el capitulo anterior, son tutiles cuando el problema es
regular o normal, esto es, cuando el multiplicador asociado a la funcién objetivo, es no nulo,
es decir A9 es no nulo. Las condiciones suficientes para asegurar que Ag > 0 son denominadas
condiciones de regularidad o normalidad, ver [39], [6] y [43]. Si las restricciones de igualdad
y desigualdad satisfacen alguna condicién de regularidad para un proceso dado, Zy = (xo, up),
entonces se dice que Tg = (xg, ug) es un proceso regular, o bien, que las restricciones son regulares

en el proceso Tp = (xp, up), en caso contrario el proceso es denominado no regular o anormal.

En esta seccién presentaremos el Principio del Méximo Local Extendido, el cual generaliza el
Principio del Maximo Local clédsico, presentado en la seccién anterior, que establece condicio-
nes necesarias de optimalidad, de segundo orden no degeneradas, para un problema de control
optimo, ain cuando sea no regular. Previamente introduciremos, el concepto 2-regularidad que,
como veremos, es fundamental para establecer condiciones necesarias de optimalidad de segun-
do orden no degeneradas. Introduciremos la nocién de 2-KTinvexidad, para la obtencion de

condiciones suficientes de optimalidad.

Para establecer condiciones de optimalidad de segundo orden, para el problema (P1), conside-
ramos las siguientes hipétesis sobre las funciones: f es continuamente diferenciable, ¢, ¢, hy ¢
son dos veces continuamente diferenciables, con respecto a (z,u) y todas ellas, para cada (x, u),
medibles en t. y que el subespacio ImF'(Zg) es cerrado en Y = (Wi 1[to, T] x L% [to, T] x RF),
donde F’(Zg) es definido en (4.16). Denotaremos por (151) y (POE) para indicar los problemas

(P1) y (POE) respectivamente, con las hipGtesis antes mencionadas.

Inicialmente daremas la definicién de proceso 2-regular, para las restricciones del problema (151)
que es equivalente al problema abstracto (POE), y condiciones suficientes que aseguren que un

proceso g = (xg, ug) sea regular.

Definicién 57 Diremos que Ty = (xg,ug) es un proceso 2-reqular del conjunto factible Q, del

problema (151), si el cono tangente a las restricciones de igualdad, en el proceso factible Ty =
(0, uo), es,
Ty, () = {B = (hyv) € X x U, 37, = (xn,u0) € X x U;
' (t) = x(Zo(t), )h(t) — pu(Zo(t), )v(t) = 0,
h(to) = 0,mg(Zo(t), ) (t) + mu(Zo(t), t)v(t) = ( o(T))h(T) =0,
23, (t) — @ (T, )zn(t) — pulTo, t)u(t
(

) — ) —
2¢02u(Zo, ) [ (), v(t)] — Puu(Z, t)[v(t),v(t)] 0, zn(to) =0,
¢ (2o(1))zn(T) + ¢"(zo(T))[R(T), L(T)] = 0, to < t < T}7



y ademds para todo h = (h,v) en Hg(Zo), con Q definido en (4.2), existen (hi,v1), (ha,vs),

tales que,

hy(t) = u(@o(t), )ha(t) — wu(@o(t),t)va(t) = O,
Mg (Zo(t),t)ha(t) + mu(Zo(t), t)va(t) = 0
Wi (t) = u(@o(t), )1 (t) — pu(@o(t), 1)v1(t) — @ua(@o(t), t)[h, ha] —
Pau(To(t), 1) [h, v1] — Pua(Zo(t), t)[v, ha] — Puu(Z, t)[v, 1] = 0,(4.67)
Mg (Zo(t), t)h1(t) + mu(Zo(t), )ur(t) + maa(To(t), £) [A(t), ha(t)] +
Mau(Zo(t), ) [A(t), v2(t)] + mua(Zo(t), )[v(t), ha(t)] + muu(Zo(t), t)[v(E), v2(t)] = 0

95, (20(1), (1) + g5, (Z0(1), )ua(t) < 0, ¢ € Ry(zo:h), c.tp.
95, (@o(0), )b (1) + g7, (To(t), ur () (4.68)
950 (@0 (), (), B (6)] + g5, (Z0(1), )(E), 02(8)] + g1 o 0), E)[0(E), ha(1)] +
G (Fo1), O)[0(1), 02(1)] < 0, t € R;(0, 1), c.tp.

con condiciones de borde,

hl(to) = 0, hg(to) = O, q/(l'()(T))hg(T) =0
(4.69)
¢ (2o(T)hi(T) + ¢" (xo(T))[P(T), ha(T)] = 0,

donde

Ho(30) = {h = (h.v) € Tq,(30), g(T0(t),)h <0, j € Ry(z0),

e . (4.70)
9(@0(t), )5, + g} (@o(t), [, B] < 0, j € By(3o,h), j =1, 1,
Rj(Zo,h) es definido en (4.24) y

Rj(jovﬁ) = {t € Rj(i'0>h)7 g;(jO(t)7t)]_7“ +99/(j0(t)’t)[7l’ B] = 0}7 ] = 17 T (471)

El siguiente lema nos sera 1til, para la demostracién del Teorema del Principio del Maximo

Local Extendido, presentado en la siguiente seccién.

Lema 58 El proceso Ty = (xo,up) es un proceso 2-reqular del conjunto factible Q, del problema

(151) si y solamente si, To es un punto 2-reqular del conjunto factible M del problema (POE).

Demostracion: De forma inmediata, podemos ver que la ecuacion diferencial,

h/(t) - Spa:(i'(]at)h(t) - @u(EOat)U(t) = 0, h(tO) =0



o bien la ecuacion integral,
t
()~ [ (eul@(r), TIH(T) + pulolr), T)ordr =0
to

y las condiciones,

ma(Zo, t)A(t) + mu(To, t)o(t) = 0
¢ (zo(T))R(T) = 0

)

(4.72)

(4.74)

son equivalentes a que F'(Zo)h = 0, donde F'(%o) = (F|(Zo), F4(%0), F4(T0)), es definido en

(4.16).

Similarmente, es fdcil ver que la condicion de que existe (xp,u,), tal que,

mlh(t) - %(i‘o, t)mh(t) - @u(fm t)uv(t) - Sozx(im t)[h(t)v h(t)]_
2@eu(To, 1) [A(t), v(t)] — Puu(Z, D)[(t), v(t)] =

zp(ty) =

esto es,

zh(t) — / (sox(fo(T),T)xh(T) + pu(Zo(7), T)uw () = aa(To(7), T)[R(T), h(T)] =

200 (T0(7), 7) A7), ()] = Punlo(7), o(r), ()] ) dr

y las condiciones,

ma(Zo(t), £)an(t) + mu(@o(t), t
2 (To(t), t)[h (L), )
g (xo(T))2n(T) + ¢" (2o (1)) [W(T), (T

F"(z0) es definido en (4.17).

o O

Por lo tanto el cono tangente a las restricciones de interior no vacio, en el punto Ty del (PCO),

€s

Thiy (0) = {B e X, 3z; € X, F'(z0)h =0, F'(x0)zs, + F" (wo)[h, h] = o}.

(4.75)

Por otro lado si observamos que Rj(izo,fz estd formado por los t en Rj(i‘o,ﬁ), definido en

)
(4-24), tal que g;(To(t), )Ty, —|—g§-’(i0(t),t)[ﬁ, h] =0, que es equivalente a,

(w)h(t) = 0
(G} (0)s + CY@) RN = 0



y, tomamos en consideracion la equivalencia (4.23), es posible probar de manera andloga a la

demostracion del Lema 49, que

t e Rj(j07 }_L) — .7 € jﬁ(G>jO)a (476)
donde
(G, 20) = {j € I;(G, %), Gj(wo); + G (x0)[h, h] = 0}, (4.77)

con I} (G, To), definido en (4.25).

Por lo tanto, la condicién, para todo h = (h,v) en Hg(Zo), con Q definido en (4.2), existen
(h1,v1), (h2,ve) satisfaciendo (4.67), (4.68) y (4.69) simultineamente, es equivalente a decir,

debido a la equivalencia (4.12), que para todo h en H (o), el sistema,

F'(Z0)&s =0
F'(z F"(z)[h = 0
(Zo)é1 + F"(Z0)[h, &2 o (4.78)
G;(.fo)fg < 0,Vje IE(G,.fo)
G(Z0)61 + G (To)[h, &2] < 0, ¥V j € I;(G, Zo),
tiene solucidn &1,& € X, con &1 = (h1,v1),& = (ha,v2), donde
H]\?[(i'()) = {;L € X, F’(i‘o)fb =0, G;(i‘o)ﬁ <0, jeI(G, zg), 3 Ty € X, F’(i’o)ii‘;’l +
(4.79)

y M es el conjunto factible del (POE)

Por lo tanto de acuerdo a la Definicion 36, el punto Ty, es un punto 2-reqular del (POE)

4.3.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Nosotros ahora presentaremos el Principio del Méximo Local Extendido que establece condi-
ciones de optimalidad de segundo orden, no degeneradas, para el problema (Pl), aun cuando
el problema sea no regular. Estas condiciones se obtienen a partir de las condiciones 2-Karush-

Kuhn-Tucker-Avakov, en espacios de Banach, presentado en seccién 3.2.1.

Teorema 59 Para que un proceso factible To = (xg,ug) sea solucion del problema (151), es
necesario que, para todo h = (h,v) en Hq(Zo), definido en (4.70), tal que ®'(Zo)h = 0, existan
un nimero g = Ao(h), Ao > 0, vectores a = a(h),a = a(h) en IRF y funciones ¢ = (h), ) =
G(h) : [t, T] = R, w = w(h), @ = &(h) en ba.(to,T), y v = v(h), 7 = 3(h) en
b.a.(to,T), con soporte en Rj(Zo,h) y en Rj(a_co,i_z), j =1, k, definidos en (4.24) y (4.71)



respectivamente, no todos nulos simultineamente, tales que,

k
)\Of:(:(an +Zgj 'T()a ’YJ +Zg]x1‘ :I;Oa )%](t) +Zg;ux(i‘07t)(v)%/](t)
Jj=1 j=1

~ - A ~ ~ ~ ~ (4.80)
=5 (Zo, 1)1p(t) + m7(Zo, )0 (t) — 5. (Zo, 1) (R)Y(E) — iy (To, 1) ()1 (E)
i (To, 1) (R)(t) +mi, (To, t) (0)a(t) = ¥/(¢),
con la condicion final,
U(T) = =" (zo(T))a — (¢"(zo(T))R(T))"a, (4.81)
Y
Zgh (70, £)35(t) + 210, )5 (8) — (0, £)55(8) (1.82)
con la condicion,
B(T) = —¢* (@o(T))a (4.83)
Ademds satisfacen la condicion del mdximo,
fu(ato, (u — ug)dt + Z/ . 95, (To, 1) (u — ug)dry;
+Z/ e 2o (9 g (Tos ) (U — 10)gj (0, 1)) (u — uo)dY;
T T
- [ it ot =it + [ ma(ao. ) - wode .
T ~ ~
— [ @ IO + o HO) = )i
T
+/t (Myz(To, t)(R) + Myu(Zo, t)(v))(u —ug)dw >0
)
Zg]u 2o(1), )75 — @i (Zo, ) () + m"™ (2o, )& = 0, (4.85)

para casi todo tg <t < T y para todo u € U, tal que u(t) pertenezca U, donde 95 95 Pr Y Pu

son los operadores adjuntos de g;,, Gj., Pz Y Pu, Tespectivamente y donde & (t), O(t), 4;(t), 3;(t),



j=1,---,r, son las derivadas de Radon Nikodym de los funcionales absolutamente continuos

a a a
w? w’ ’yj

y f5, dado por,

T T
fo(=() = / 2(t)dw o(2(1)) = / 2(t)do,
0 i (4.86)

%(h)(Z(t)):/Rj(xo, z(t)d; %(h)(z(t)):/éj(xoﬁ) AOdy j=1, k.

h)
Demostracion: La demostracion que daremos es en la misma direccion de la demostracion del

Teorema 53, solo que ahora se basa en la aplicacion del Teorema 45, por lo tanto verificaremos

que las hipdtesis de este teorema se cumplan.

De acuerdo a las hipdtesis impuestas a las funciones que definen el problema f, ©, m, h y q,
(151), es inmediato que, el funcional ®, definido en (4.7), es Frechét diferenciable, en tanto que
los operadores G y F, definidos en (1) y (2), son dos veces continuamente diferenciables, con

respecto a (x,u) y todas ellas, para cada (x,u), medibles en t.

Supongamos inicialmente que el proceso dptimo Ty = (xo,ug) del problema (151), €s un proceso
2-reqular, entonces, siendo el problema (f;l) equivalente al Problema de Optimizacion FEscalar
(POE), el punto Ty es un punto dptimo del (POE) y de acuerdo al Lema 58, también es un

punto 2-reqular.

Por lo tanto como el punto factible Tg, es una solucion dptima, local o global, y es un punto
2-reqular del (PE), tal que ®'(Zo)h > 0, para todo h en Hy(Zg) entonces, de acuerdo al Teorema
45, Zo es un punto KTA, en la direccion h en Hy(Zo), lo que implica, de acuedo a la Definicion
44, que existen funciones p; = p;(h) en (Li[to, T])*, j = 1,---,1, ¥ = (1, 2,v3), b =
(1, o,13) en Y* = (W4 lto, T] x LL [to,T] x TR¥)*, v = wi(h), v = Pi(h), i =1,2,3, no
todas identicamente nulos, tales que,

3
(zo)+ Y GF@omi+ Y, GP(wo)(W)iy+ Y F(xo)
JETL(G,70) JEIL(G o) =1

3
S o)y = fo(B)

i=1
3
> Gr(wo)i+ Y F*(wo)di = 0,
J€T;(G.Z0) i=1
donde 11;(2) y fij(2) son no negativos para todo z en ImG';(xo), subespacio cerrado L [to,T], y
Z en LL [to, T \ ImG' (o), fs(h) = (0, fs(h)), con fs funcional soporte para el conjunto U, en
ug, es decir,

Ffs(M)(u—up) =0, Yue U

y donde I1 (G, %), I;,(G, o) son definidos en (4.25) y (4.77) respectivamente.



Notemos que, por ser ImG;(:c()), un subespacio cerrado en L! [to, T|, (Ver cap. 4 [87])

pj € (ImG(70))* = (Li[to, T])* \ [ImG(Z0))1* 22 b.a.(to, T) \ [ImG(0)]*

) ° - ¢ (4.87)
fij € (L[to, ]\ TmG';(z0))* = [ImG;(a:O)]L = Ker(G(Z0))* C b.a.(to, T),

donde = indica la relacion de isomorfismo isométrico.

Considerando ahora la definicion de operador adjunto obtenemos, para todo (fz,f}) en X xU =
erfl [t07 T] X Lg?) [to, T];

®'(20)(h,0) + Y (i, Gi@0) (B D)+ Y (g, G (20) (h) ()

JEIL(G,Zo) JEI;(G,%0)
3 3 (4.88)
3 W Bl (o) (b, ) + 3 (s Y @0) B (R, ) = Fo(R) (@),
i=1 =1
3
> (g G(@o) (h 0) + > (i, Ff (20) (h, 7)) = 0. (4.89)
]Ef;z(G,fo) =1

En lo que sigue determinaremos explicitamente los términos de la expresion (4.88) vy, posterior-

mente los términos de la expresion (4.89).

1. La primera derivada del funcional ®, en Zo = (zo,uq), es definida, para cada (h,?) en

X xU,

~ T ~
Fa)in0) = [ a0 + fuleo, 50 (4.90)

to

2. Tomando en consideracion (4.23), (4.76) y (4.87), podemos asegurar, dado que pj, j en
I (%0), y jij, § en I} (Zo), pertenecen (LY [to, T])*, que existen v;(t), i (t), enb.a.(to, T) con
soporte en R;(To, h) y Rj(Zo, h) respectivamente, tales que, para G}(:ﬁo)(ﬁ, ), G;-’(:Eo)(ﬁ)(iz, )

en L})O [to, T,

(1, G (20) (7)) = G (20) (h, D)(t)dn;
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(i1, G (zo) (R)(h,

St usamos la notacion,

Fry (R)(g' (@0 (), 1) ((2), 9(1))) 12/ g5’ (Zo(t), ) (h(t), 5(t))dv;

Fry (W) (5" (@0 (2), O1(R(1), 5(1)), (h(t),5(t))]) =

entonces,
(115, G'3(Z0) (h, D)) = [ (W) (g5 (Zo(t), 1) (R(t),5(t)))
(i1, G" (o) (M) (h, D)) = f5,(h)(g;" (@o(1), )[(A(E), v(2)), (A(t), 5(1))]).

Como todo funcional lineal definido sobre Lolto,T|, puede ser representado, (ver [41]),

(4.91)

como la suma directa de un funcional absolutamente continuo y un funcional singular,
entonces es posible, la siguiente representacion, para pj y fij, j =1,--- ,k, en (Lss[to, T])*,
o= BG4 5, y [y o= pg + g, donde pf y i son absolutamente continuas y pi5 y i son
singulares.

Para las partes absolutamente continuas existen 7; y ;yj en L1[ty,T], 5 =1,---,r, llamadas
derivadas de Radon Nikodym, tales que, para z, Z en Ls[to, T1,

T
o) = [ SR = [ SO0k = B0, Gk

to Rj (io,h)

T
(g, 2) = /t 2(t)§j(t)dt=/ F(0)5;(0dt = f2 (R)(E(t), j=1,- k.

R]' (fo,FL)

. Puesto que 1 = (1,42,93) y ¥ = (Y1, 2,93) estdn en Y* = (W[to, T) x Li[to, T) x
IRF)* podemos garantizar, por la representacion dnica de 11 y iy en X* = (Wi [to, T)),
(ver cap.0 [52]), la existencia de i, ¢ en L' [to,T] y b, b en IR™ tales que,

~ ~ T ~
(Y1, F1(Z0)(h, 0)) = (b, F1(Z0)(h, v)(t0)) + t w(t)%F{(io)(hvﬁ)(t)dt

= (b,hto)) + [ (O () = pu(@o(t), DA(E) — u(@o(t), )0(1))dt,



Y

~ ~ ~ ~ T ~ ~
(1, FY'(Z0)[(, v), (h, 0)]) = (b, FY'(Z0)[(h, v), (h, D)) (t0)) — t w(t)%(F{'(io)(h,v))(h,f})(t)dt

T
= - /t ¢(t) (prx (fO (t)’ t) [h(t)v B(t)] + Ozu (570 (t)’ t) [h(t)7 f}(t)]
+Puz (EO (t)7 t) [U(t)v iL(t)] + (Puu('fo (t)v t) [’U(t)7 6<t)])dt

Ademds dado que 1, 1o pertenecen a U™ := L% _[to, T, existen w, & en b'.a.(to, T) tales

que,

5 T
(2, F5(Zo)(h,0)) = /t(mx(i“o(t),t)h(t)+mu(fo(t),t)@(t))dw

* A

y dado que 13, 3, pertenecen a ( ]Rk) ~ TR*, existen vectores a y a en RF, tal que,

(3, (F3(20) (h,0))) = {a,q/(xo(T)I(T)),

(i3, (F5 (o) (h,0))(h,0)) = (a,q" (xo(T)[I(T), M(T))).

Por lo tanto

3 T

> (i, F(20)(h,0)) = YR (1) = a(To(t), R(E) — pu(To(t), )0(1))dt
i—1 to (4.93)



Reemplazando (4.90) (4.91), (4.93) y (4.94) en (4.88),

—puE0(6), 30 )dt + (b, hlto)) + fulm' (20(8), D), 5(1)) + (0, ¢ @o(TAT)) (4.g5)

Como la identidad (4.95) es vdlida para todo (h,0) en X x U, en particular es vdlida, para
(iL,f)) = (E,O) en X x U, con il(t()) =0, de donde obtenemos,

T

k k
o (o, OR(E)AL + > fr, (g5 (@o (1), DR(E) + > Fr; (95" (@o(1), )[(A(E), v(1)), (h(L),0)])
j=1

to j=1

T
+/ D) (R (1) = a(To(t), )R(1)dt + fu(m' (o (2), 1) (R(t), 0)) + (a, ¢/ (wo(T)h(T)) (4.96)

T
-/ D) (ae (Zo(t), O)[R(E), R(] + pua(Fo (1), )[v(t), h(t)])dt

+fo(m" (Zo(t), )[(h(1), 0(t). (h(t),0)]) + (@ ¢" (2o (T)) [(T), A(T)]) = 0.

Tomando en consideracion (4.91) y (4.92), escribimos,
T
| s @o®0k00; = 1, ()0, @) 0h0)
= 1 (B, (o), DR + £, (R, ol DRE)  (4.97)

= / (g5, (@o (), )R(1)A; (£)dt + £5 (h) (g5, (Zo(t), 1) (t))



Andlogamente,

T
[ ma (o). RO = fulh)ma(zo(t) 1)
= R (ma(@o(D), OB(D) + L (B)ma(@o(t),DRE)  (4.99)
T
= [ mal@o®. 0RO+ L) a0 1H(0)

+ 2 (R)(m" (2o (2), O)[(R(1), v(2)), (A(t), 0)])-
Reemplazando el término anterior y los términos (4.97), (4.98) y (4.99) en (4.96), obtenemos,

k k
=D 15, () gy (@o(t), 0)(h(2),0) = D 5, () (g5" (@0 (1), 1) (h(t), v(2)), ((2),0)))
j=1

—

—fo(R)(m’ (2o (1), 1) (A(t),0) — f5(R)(m" (@o(t), )[(h(t), v (1)), (h(),0)])

T k

k
2 /Rj(m;gjm(wo(t),t)[h(t»h(t)]+gjmo(t),t)[v(t),h(t)]m(t)dt (1100
T B T _
+ () (R (t) — pa(To(t), )h(t))dt + - ma(To(t), t)h(t)dt
~ T ~ ~ ~
+a, ¢ (2o(T))(T)) - t P(t) (Prz(To(t), 1) [1(E), h(E)] + Pua(To(t), )[v(E), h(E)])dt

para todo h = /~1() en X = W{fl[to,T]; con B(to) = 0.

Cambiando (t) sobre un conjunto de medida nula, si es necesario, establecemos la existencia

de una funcion absolutamente continua, satisfaciendo (4.100). Por tanto el lado izquierdo de



esta ultima la expresion es, simultdneamente, singular y absolutamente continua, lo que implica,

k
—wa (R) (g5 (@o(2), ) (A(2),0) = > f2, (A)(g;" (Zo(t), )[(h(1), v(2)), (h(t), 0)])
—fS(R)(m (@0(1), £)(h(t),0) — f5(R)(m" (Zo (1), )[(h(t), v (1), (A(t), 0)]) = 0.

Usando este hecho e integracion por partes donde consideramos ﬁ(to) =0,

T
¢@ﬁwMt=<wnﬁ@»4wmﬁ%»—l Rt (1) dt
T 0

— W@LRE) - [ R

obtenemos que,

T 7 A
5 fo(Zo, )R dt+2/ iy t), t)h(t)3; (t)dt+
k ~ ~ A
; /Rj(i’o’h) (9522 (To(8), O)[R(E), ()] + g5, (Zo (1), 1) [v(E), h(2)])7; () dt
T T T
+@(T), h(T)) — 5 Y (t)h(t )dt_/to @ (To(t), t)R(t)dt + 5 ma(To(t), t)h(t)dt (4.101)

wwmme—fﬂm%mmﬂWMM+%m@MWMMm
+[ZmﬂmwﬁWﬂMm+mﬂmmﬁmemw@w
O . (@o(T)) [A(T), H(TY)) =0,
para todo h = h(-) en X = Wi [to,T], con h(te) = 0.
Considerando la notacién (4.92) y la definicién de operador adjunto, obtenemos, desde (4.101),

k

T k
[ (5@t + 32 650, 0350 + 30007, G0, OB + 67, (B0, N )35 (0) — /()
to j=1 j=1

— (@0, Y (1) + m(To, (1) — 93y (T, )(R)D() — Pl (To, 1) (V)D(1) + M, (o, ) (R)(2)
1, (Zo, t)(v)ff)(t)) h(t)dt + (O(T) + ¢ (xo(T))a + (¢"* (xo(T)R(T))*a, M(T)) = 0,

para todo h = h(-) en X = Wi [to, T, con h(tg) = 0.



Si denotamos,

k

At) = fol@o,t) + Y g7, (Z0,0)7;(8) +

j=1 1
— (o, )Y (t) + M (o, (L) — 0%, (To, 1) (M)(2)
— 05 (T0, 1) (V) (t) + M, (o, ) (R)&(t) + i, (To, 1) (0)a(2)

A(t):= [ A(m)dr, B(T) = (T) + ¢ (o(T))a + (¢" (o (T))M(T))"a,

to

M)~

(95 1o (@0, 1) () + g5, (F0, ) ()7 (8) — ' (2)

Hl T

e integramos por partes, obtenemos para todo h = h(-) en X = Wi [to, T, con h(to) =0,

/T/I(t)ﬁ’(t)dt—ir(A(T)+B(T),E(T)> = 0.

to
Como la relacion anterior es vdlida para h = h(-), con h(ty) = 0 arbitrario en X = Wi [to, T1,
entonces por la unicidad de representacion de los funcionales lineales y continuos sobre el espacio
Wii([to, T)), (4.26), A(t) =0 A(T)+ B(T) =0, lo que implica

k

Fo(@o,t) + Y g7, (o, ) (1) +

j=1 j=1

Mw

(@0, t)(h) + g5, (T0,1)(v));(t)

— @3 (&0, )9 (1) + m (To, (1) — 3o (To, ) (R)P(E) — @ha(To, 1) (0)9(2)

1 (o, ) () (t) + miy (o, ) (v)0(t) = ¥/(¢)

H(T) = —q" (@0(T))a — (¢" (2o(T)W(T))"a,

que corresponde a la ecuacion (4.80) y (4.81), respectivamente.

De manera similar, como la identidad (4.95) es vdlida para todo (h,v) en X x U, en particular
es vdlida para (h,v) = (0,0). Considerando, por tanto, ( 0) = (0,0) en (4.95), la notacidn

(4.86) y la definicion de operadores adjuntos, obtenemos,

T
FulTo(t Udt—"Z/ 95, (Zo(t), t)vdy;
to RJ(IO
+Z .y 00085, 2001, 0505
R;(Zo;h)
T T
- / or(Zo, t)p()odt + | my(Zo,t)vdw
to to

T
—/ (@au(@o, )(R) (1) + (uu(To, ) (v)) 4 (t) udt

to

T
+/ (Muz(Zo, 1) (h) + Muu(To, t)(v))ode = fs(h)(D),

to



que corresponde, debido a que fs(ﬁ)(f)) es el funcional soporte para el conjunto U, en ug, esto

es fs(h)(u—ug) >0, YV ue U tal que u(t) pertenece a U, a la condicion del mdzimo (4.84).

Ahora determinaremos explicitamente los téminos de la expresion (4.89).

*

1. Dado que fij, j en fﬁ(i’o), pertenecen (L. [to, T])
en Rj(Zo, h), tales que, para G;(i“o)(ﬁ,f)) en LY [to, T),

, existen Y;(t), en b.a.(to,T') con soporte

(i1, G(2o) (h,0)) = /R (97, (Zo(t), OR(E) + g;,,(To(t), 1)D(t))dF
f3

y debido a (4.76) obtenemos,

k
S (G Z /R (97, olt), () + g5, (Fo(t), 1)3(1)) 5 (1)t

JE€IL(G,Z0)

+5,(h) (g5 (2o (), ) (h(t), B(2)).

2. Considerando ahora (4.93), (4.94) y que pamlz = (¢1,99,13) en Y* = (Wi [to, T x
LY [to, T] x IRF)* existen ¢ en L™ [to, T], @ en b.al(ty,T) y @ en RF, obtenemos

T
i1 (Wi (20 (h, D)) = ()R (1) = a(To(t), R(E) — pu(To(t), )0(1))dt

donde ffj(t), J en I; (G, Zg), con soporte en Rj(:fo,ﬁ) y @ son la derivada de Radon Nikodym
dadas en (4.86).

Reemplazando las dos dltimas igualdades en (4.89) obtenemos,

k
Z/Rj(mh)(gjz(ﬂ?o( ), )A(t) + g5, (Zo(t), )5(t)); (£)dt + ££,(R) (g’ (Zo(t), 1) (h(t), T(t))



Como esta identidad es vdlida para todo (iz, 0) en X x U, en particular es vdlida, para (}Nz, 0) en
X x U, con h(ty) =0, considerando entonces (h,?) = (h,0), con h(ty) = 0 obtenemos,

15 (m (@o(1), £) (A(t), 5())) + (@, ' (20 (T))R(T)) = 0.

Integmndo por partes y reordenando los términos obtenemos,

~ ~ ~ T k ~ A
- Zf% (912(20(0).0%) — F3ma(20(0).08) = [ (3 g5, @0l0), 00550
to " j=1 (4.103)
—' () = epu (Zo(t), )R+ ma(To(1), t)i@(t))dt + (O(T), h(T)) + {a, ¢/ (o (T)(T)),
para todo h = h(-) en X = Wi [to, T, con h(to) = 0 y donde v pertenece U = L™ [to, T).

Similarmente como la identidad (4.102) es vdlida para todo (il,, 0) en X x U, en particular es

vdlida, para (h,%) = (0,7) en X x U, si reemplazamos entonces (0,7) en (4.102), obtenemos,

—Z s () (g (20(0), (0, 5(6)) = J5(m'(0(8), (0, 5(1)))
- (4.104)
(32 95 20(0), D3(1)35(6) = Dt)pulolt), O5(2) + ma(ao (1), o) ) dt =0,

t(] ]:1

donde ¥ y @ (To(t),t)0(t) pertenecen a Wi ([to, T]) y U = L [to, T, respectivamente.

Cambiando &(t) sobre un conjunto de medida nula, si es necesario, establecemos nuevamente
la existencia de una funcion absolutamente continua, satisfaciendo las identidades (4.103) y
(4.104) simultaneamente, por tanto cada uno de los términos del lado izquierdo de estas identi-

dades es, simultdneamente, singular y absolutamente continua, lo que implica,

—Z R) (g, (Fo(t), )h) — £5(ma(@o(t), )R) =

_Z 2 (h)(g5,(Zo(t),1)0) — f5(ma(To(t),t)D) = 0.

Usando este hecho y la definicion de operador adjunto obtenemos,

1. desde (4.103)



para todo h = iz() en X = Wi4[to, T], con E(to) =0.

Si denotamos

k
At =3 g (@olt), 13 (1) — (1) — (o (), 0 + m (2o (8), )5(1)
j=1
A(t) = / A(r)dr, B(T) = §(T) + ¢"(xo(T))a,

e integramos por partes, obtenemos para todo h = h(-) en X = W1 [to, T, con h(tg) =0,
T ~ ~ ~ ~
A(t)R' (t)dt + (A(T) + B(T),(T)) = 0,

to

entonces debido a (4.26), esto es, a la unicidad de representacion de los funcionales lineales
sobre el espacio W ([to, T]), A(t) =0 A(T) + B(T) =0, lo que implica,

k
S g3 (@08, 35(0) — @h(@o(t), )+ mi(@o(t), DS(t) = ¥(¢)
j=1

¢"(@o(T))a = —y(T)
que corresponden a las condiciones (4.82) y (4.83) respectivamente.

2. desde (4.104)

Eh
—
~
~—
N——
o1
—~
o~
N—
QL
~
Il
=

T k
| (@003, = a0, 000 + mi (0.0
0 j=1
para todo v en U = L7 [to, T], lo que implica,
k ~
D 95 (@o(1), 6% (8) — @5 (Zo (1), )P (t) + mi(To(t), D) (t) = 0,
j=1
que corresponde a la condicion (4.85).
Para finalizar la demostracion observemos que,

» Si ®'(Zg) = 0, entonces el teorema se satisface trivialmente, basta con considerar Ao = 1

y las funciones v;, v; 7 =1,--- K, w,zﬁ yw, W, a, a identicamente nulas.

» Si el proceso dptimo To = (xo,ug) no es un proceso 2-reqular de M, entonces, To = (g, ug)
no es un proceso 2-reqular de Mg o de My. Si To = (x0,up) no es un proceso 2-reqular
de My, de acuerdo a la Definicion 43, eviste un h en H -, tal que F = (Fy,---, F}) no



satisface la condicién (3.41), lo que implica que el operador (Z_W(fo))’(:fh,ﬁ) X > Y,
donde Y = ImF(x9) x Y/ImF'(z0), no es sobreyectivo esto es equivalente, siempre que
~/

el subespacio Im(F (x0))(xn, h) sea cerrado en Y, ver [41] y [87], a que el subespacio

anulador (o aniquilador) de Im(F(xg))" es no nulo, entonces existe un elemento no nulo
U* = (U*, 0% en Y*, tal que (;’(a’:o))’*(a’:h,ﬁ)‘if" = 0 donde ¥* = (Y7, 3,v3) pertenece
(ImF’(x0))* y O = (Y5, U5, %) pertenece a (Y \ImF'(x0))* = [ImF'(z0)]* = KerF'*(x).
Si Ty = (w0, up) mo es un proceso 2-reqular de My, de acuerdo al Teorema 34, (x3,h) es
un punto estacionario de é, {éz,z € f;l(a:o)}, por tanto, existe un elemento no nulo ﬂ}f =
(5 85), 13, 155 2 0,5 € T (wo) en W* = (ImG (o) x [ImG}(x0)])*, donde [ImG(zo)] - =
KerG’' (o).

Esto implica, por los teoremas de representacion, la existencia de funciones 1/)1,1/;1 en
L2 [to, T, o, o en bl.a.(tg, T) y vectores 3,05 en IR, no todos nulos o la existen-

cia de funciones v1;, v2; en b.a.(to,T), no todas nulas, con soporte en R;(Zo,h) y en
Rj(zo,h), j = 1,--- ,k, definidos en (4.24) y (4.71), respectivamente. Por lo tanto si
el proceso optimo Ty = (xg,ug) no es un proceso 2-reqular, podemos tomar X = 0,
b=, p=U, w=1y, D=V, a=13, a=v3, V= ;Y V=720 =1k,
no todos identicamnte nulos, que satisfacen las condiciones (4.80)-(4.85) del Teorema.

El teorema queda de esta forma demostrado.

Si en el Principio del Maximo Local Extendido, Teorema 59, se considera como hipétesis, que
el proceso Tg = (zp, up) es 2-regular del conjunto factible @), entonces, necesariamente \g es no

nulo y, en este caso, es posible asumir Ay = 1.

Con base esta observacién daremos la definicion de un KTA proceso.

Definicién 60 Diremos que un proceso factible Tog = (xo,ug) es un KTA proceso, en direccion
de h = (h,v) en Hg(Zo), del problema (151), si satisface las condiciones (4.80) - (4.85), del

Teorema del Principio del Mdximo Local Extendido, con Ao = 1.

4.3.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta seccién introduciremos la nocion de 2KT-invexidad, nociéon que extendemos desde op-
timizacién Matematica, al problema de control éptimo escalar (P;l), la cual es escencial, para
mostrar que las condiciones necesarias de optimalidad, establecidas por el Teorema 59, son tam-
bién suficientes. Este tipo de problemas tienen una importante propiedad: el minimo local y

global coinciden.

En lo que sigue introduciremos la nocién de 2KT-invex, para el problema (PAl)



Definicién 61 Diremos que el problema (151) es 2K T-invez, en el proceso factible, Tg = (xo,uo),
en la direccion de h = (h,v) en X x U si para cada proceso factible o = (x0,up), en X x U,
existen funciones np, &, : [to, T] = IR™ y xu, Pv : [to, T] — IR™, tales que satisfacen,

T

T
/ @), £) — F(zo(t). £)]dt > / e (@ol), () + Fulo(t), ) x()]t

to to
©u(To(t), ) (t) + ©u(To(t), 1) X0 (t) = 1), (1),
M (Zo(t), )1n(t) + mu(Zo(t), t)xw(t) = 0

Pz (£0(t)7 t)gh (t) + %(570 (t), t)¢v (t) + Pazx (jO (t), t) [h(t)v nh(t)] (4.105)
]

mx(fO(t)v t)nh( ) + mu(j (t)’ t)Xv( ) + mxx(jO(t)7 t) [h(t)’ nh(t)]
+u(To(t), 1) [R(E), X (8)] + Mz (To(t), 1)
Fmau(To(t), t)[v(t), Xo(t)] = 0

95, (Zo(t), )na(t) + g5, (Zo(t), t)xw(t) <0, t € R;j(Zo;h), c.t.p.

95 (Zo(£), 1)€n(t) + 5, (Zo(t), 1) v (t) + g, (To(£), )[R (E), ma (1)) (4.106)
+9500(T0(0), ) [ (1), X0 (1)] + g5z To (1), )V (E), 1 (8)]+
9iuu(To (1), 1) [v(1), xo(t)] < 0, t € R;(Zo,h), c.t.p.

con condiciones de borde
Mn(to) =0,  &u(to) =0, ¢ (zo(T))n(T) =0
(4.107)
q' (20(T))En(T) + q" (2o(T))[M(T), na(T)] = O,

donde ny, 1= nu(Z,T0), & = &n(T, To) pertenecen a X = Wi [to, T] y Xv := Xo(Z,T0), & =
& (T, Zo) pertenecen a U = L [to, T, tal que x = AM(u — ug(t) —sv), s,A > 0 u en Intld, y donde
R; (%), Rj(Zo,h) son definidos en (4.21) y (4.71) respectivamente.

Este tipo de problemas, tiene una importante propiedad, el minimo local y global coinciden.

Observemos que si el problema (P;l) es 2KT-invex, en el proceso factible o = (x,up), en la
direccién de h = (0,0), entonces, de acuerdo a la Definicién 55, el problema (151) es KT-invex,

en el proceso factible, Zg = (zg, ug).

Teorema 62 Cada KTA proceso Ty = (wo,up), en direccion h = (h,v) en Hg(Zo), es una
solucion dptima del problema (151) st y solo si el problema (PAl) es 2K T-invex en To = (x0,u),

en la misma direccion h = (h,v) en Hg(Zo).



Demostracién: Inicialmente supondremos que cada KTA proceso, en direccion h = (h,v) en
Hqg(Zo) es una solucion dptima del problema (151) y demostraremos que el problema (F;l) es

2K T-invex en To = (z0,up), en la misma direccién h = (h,v) en Hg(Zo).

Supongamos que cada KTA proceso To = (wo,up), en direccion h en Hg(Zo), es una solucidn
optima del problema (151), esto 1mplica, debido a la equivalencia de los problemas (151) Yy (POE),
que cada punto KTA, g, es un es una solucion dptima, del (POE), entonces, debido al Teorema
48, el problema (POE) es 2K T-invez, en Ty, en direccion h en Hg(Zo). Por lo tanto de acuerdo

a la Definicion 47, existen funciones 7, & : X x X = X, tales que,

®(z) — ®(Zo) > ©(zo)iy,

F!(Zo)my, = 0i=1,---,3

Fl(z0)&, + F'(wo)[h, 7] = 0,i=1,---,3 (4.108)
=G (Zo) My, > 0, j€ (G, xo)

—G(Z0) > 0, j € (G, ),

& — G (o) [h, 75
donde T = (x,u), To = (xo,up) so procesos factibles en X x U vy,

() = Mp(Z,T0)(t) = (T, Z0)(t), xo (T, To)(t)) = (Ma(t), Xu(t)) (4.109)
G = &(z,30)(t) = (&n(Z,Z0)(t), du(Z, Z0)(t)) = (&n(t), du(t)),

con np, &p en X = W[to, T] y xuv, ¢v en U = L[to, T1, tal que xu(Z,T0) = S\(U — ug — Sv),
5\,3 > 0.

Reemplazando ahora ®, &' (zo), F!(Zo) y F!'(%o), definidos en (4.7), (4.15), (4.16) y (4.17)

respectivamente, obtenemos,

T T
/t [f(f(t)ﬂf) - f(f0<t)vt)]dt > / [fa:(i'O(t)awn(t) + fu(jo(t)ﬂt)X(t)]dt

to

t
() - / ((Zo(r), 7n(r) + @ul0(r), 50(7), T)xu(r)dr = 0, c.tp. en [fo, ]

¢ (zo(T))nn(T) = 0

nt) — / (2 (Zo(r). T)EN(T) + pulo(r), go(r). T)bul(r)dr

to

[ (oorlan(r ), B ()] = o) DA )
~ua(@0(7), T)[0(7), (7)) = @, T)[0(7), Xo(7)] ) dr = 0
(B0 (E), D60 (0) + o (E0(6), 1) (8) + 0 (8), ) (), 7 (0]
a0 (0),) (). X ()] + e (F0(t), O[0(0), 7 (0]
i (E0(t), D[0(0), (1)) = O
¢ (D)) + " oD, 1 (D) =0,



donde la sequnda y cuarta igualdades son equivalentes a,
(px(EO(t)v t)nh(t) + Sou(EO(t)v t)Xv(t) = 772(75)7 nh(t()) =0
(px(EO(t)v t)fh(t) + @U(EO(t)ﬂ t)QbU( ) + ‘pa:x(mO(t)v t) [h(t)v nh(t)]

—Pzu (3_70 (t)7 t) [h(t)v Xv (t)] — Puz (.21?0( )7 t) [U(t)v nh(t)]
—Puu(Z, 1) [v(t), X (t)] = &,(t),  &En(to) =

lo que corresponde a las condiciones (4.105) y (4.107) respectivamente.

Por otro lado, considerando la equivalencia (4.12), para G;- (Zo) v G;’(io), es fdcil ver, de acuerdo
a (4.23) y (4.76), que las desigualdades,

—G(Z0)il; 2 01, j € I;(G,Z0),  —G(20)&; — G (xo)[h, 5] = Op, j € I;(G, Zo)
son equivalentes a las desigualdades,

—(95, (@0 (), ) (t) + g5, (To (1), )xw(t)) > 0, ¢ € R;(To, ), c.t.p.
—(95,(Z0(t), )En(E) + 95, (To (1), 1) Do (t) + g, (To(t), 1) [A(2),

F955u(Zo(8), O [A (), X0 ()] + g5y (To(2), 1) [0(2), 1 ()]

95 (To(8), D[v(1), X0 (1)] <0, t € Rj(Zo, h)), c.t.p. en [to, T],

que corresponden a la condicion (4.106).

De lo anteriormente expuesto podemos asequrar la existencia de funciones np,&p en W'y [to, T
Y Xv, v, tal que x(t) = Mu(t) —up(t) — sv), s,A >0, con u en IntU, las cuales satisfacen las
ecuaciones (4.105)-(4.107), lo que implica que el problema (151) es 2K T-invex.

Reciprocamente, supondremos ahora que el problema (PAl) es 2KT-invex, en el proceso Tg =
(xo,up), y mostraremos que si Ty = (xo,up) es un 2KT-proceso del problema (151), entonces

necesariamente, es solucién éptima del (POE).

Supongamos que el problema (151) es 2K T-invex, en el conjunto de proceso factible Q, en la
direccion h en Hg(Zo), esto implica que el (POE) es 2K T-invex, en el punto M, en la direccion
h en Hqg(Zo), esto es, de acuerdo al Teorema 48, una condicion necesaria y suficiente, para que

el punto KTA, T, en la direccion h en Hg(Zo), sea un punto éptimo del (POE)

Ahora como los problemas (151) Y (POE) son equivalentes, se sigue que: si el punto factible T es
un punto dptimo del (POE), entonces el proceso factible (xq,up) es dptimo del (POE) Y, cOmo
es mostrado en el trancurso de la demostracion del Teorema 59, si Ty es un punto KTA del
(POE), entonces, (rg,up) es un KTA proceso del problema (P;l), podemos concluir, por tanto,

que el proceso Ty = (xo,up) es solucion dptima del problema (Pl)

El teorema queda asi demostrado.



En el siguiente ejemplo, presentado por Avakov en [9], aplicaremos los resultados establecidos

en el Teorema 62.

Ejemplo 63 Considere el siguiente problema de control optimo escalar,

1
min(®(z,u) = / (a1u1 + agua + azus + x3)dt),  a? + a3 +a} #0.
0
sujeto a :

(4.110)

z
Tiul + Taug — T3U3,
=0,i=1,---,3, a.e. in[0,1],

W71([0,1]), L3, ([0, 1)).

No es dificil ver que el conjunto factible es,

2 2 2 2 2
x x x x x

— — X xU — 14 T2 1,72 23

Q {p (x,u) € X x U, x4 5 T T, Ts =k o=

o=, 2i(0)=0, i=1,- ,3},
donde X := W7 ,([0,1]) y U := L3,([0,1] y que Zo = (0,0) es un proceso factible.
Sean f: R>x R3x[0,1] - R, ¢: R’ x R3x[0,1] - R’ yq: R® = IR definidos
f(z,u,t) = =ajus + agua + agug + m%
o(x(t),u(t),t) = (u1,u2,u3,T1u1 + T2uz — T1U3 — T3UL, T1UL + ToUs — T3U3)
q(z(1)) = =(1),

sus respectivas, primera y sequnda derivadas en el proceso factible o = (0,0), para cada h =
(h,v) € X x U, con h = (hy,ha, hs, hq, hs), v = (v1,v2,v3), son,

fm(i'o,t)h =0 R® fu(.f'o,t)?} = (al, as, a3)
0z (Zo,t)h =0 Rs ou(Zo, t)v = (v1,v2,v3,0,0)

Soxx('i‘Oyt) [ha h‘] =0 R® SO““('%O’t) [’U,U] =0 R®
@xu(an t) [h, U] = (Pux(jOv t) [h, U] = (Ov 0,0, hivy — hgvr + hova — hyvs, hivy + have — hg’Ug).

Condiciones Necesarias
El proceso Ty = (0,0) es un proceso factible no reqular de Q, en efecto, sea, v = (1,12, 13,14, V5)

tal que,

V' = ¢i(zo,t)) =0 = 1 = constante,
0=, (To, ) = 1 =12=13=0,



por lo tanto podemos afirmar que existe A\g = 0 y b = (0,0,0,%4,15) # 0, satisfaciendo las
condiciones (4.37) y (4.40) con m = g = 0, esto implica KerF{*(Zg) es no nulo, esto es, existe

U* en KerF*(Zo), cuyo representante v en L3_([0,1]) es tal que, para casi todo t en [0,1],
p(t) € {thaes + vses, 90,105 € R} = (es, e5), (4.111)

donde para cada t en [0,1], Fi(z,u)(t) = = — fol o(x,u,t)dt y {e1,es,e3,eq,e5} es la base
candnica de IRP.

Caracterizacién del cono Hg(Zo)

El cono Hg(Zo) asociado al problema es,
HQ(EO) = {(h,'l)) € X xU, Fll(j(])(h7v) =0, F{/(EO)Kh’u U)]z € IHIF{(.@())}’
donde F|(zo)(h,v) y F{'(Zo)[(h,v))? definidos en (4.16) y (4.17) respectivamente.
Luego (h,v) pertenece a Hg(Zo) si y solamente si F{(Zo)(h,v) =0 y F}'(Zo)[(h,v)]*> € ImF] (o),
» si F{(Zo)(h,v) =0, entonces h' = p,(To, t)h + ©u(To, t)v y h(0) = 0, esto es,

h/ — (U157)251)37070) — hll — Ul,hIQ = V2, h% = U3 (4112)
h(0) = 0 hi = hs=0.
» si FY(Z0)[(h,v)]? € ImF{ (), entonces

(%, FY' (20)[(h, v)]?) = 0, V4" € KerFy*(Zo) = [lmF{(zo)]* € W7, [0, 1],

esto es, de acuerdo a (4.26) y (4.111),

1 - d 1
@t o) = [ S0GH @) P =2 [ e 0d =0
de donde
1 1
2/ e19zu(Zo, t) [h, U]dt = 2/ (hwl + hovg — hgvy — hyvs)dt =0
0 0
1 1
2/ e5<p$u(.f0, t) [h, U]dt = 2/ (hlvl + hovo — h3’1)3)dt =0.
0 0

Considerando (4.112) e integrando, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

h2(1) + h2(1) — 2h1(1)hg(1) = 0 . ha(1) = #£v3hi(1)
h3(1) + h3(1) — h3(1) = 0. hs(1) = 2 hy(1).



Por lo tanto,

Hq (7o) = {(h,v) € X x U, hj = v;, hi(0) =01 =1,2,3,hy(1) = £V3hy(1),
hy(1) = 2h1(1), hy = hs = 0, Vt € [0,1]}.

El proceso Tg = (0,0) serd un dptimo si dado (h,v) en Hq(Zo), existen Ng > 0, ¥(-) =
(W10, ¥s5() y () = (@1(), -+ ,s5(+)), satisfaciendo las condiciones (4.80), (4.84),

P'(t) = —Pua(@0, )()(E), Yi(1), i
Aofu(@o(t),t) = @i(To, )h(t) + 7 (To, 1) (R (¢

y las condiciones,

2,3,
(4.113)

1,
)
P(t) =0, %i(1) =0, i =1,2,3, @i(Fo,t)(t) =0,

las cuales son equivalentes a que 1/;1 = 1/;2 = 1/;3 =0, 1/;4,1;5 constantes.

A partir de (4.113) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

P = —Pa(vr — vs) — Psur
Wh o= —(ths+1h5)va,

Py = Pav1 + Ysvs

Yy = 0, ¢5=0,

Y (1) =0, i=1,2,3.

Xoar = U1+ da(hr — h3) +dsh
Xoaz = o+ haho + Ushs
Xoaz = 3 — thshy — Usha.

Por lo tanto una condicion necesaria para que To = (0,0) sea un proceso dptimo, es que para
todo (h,v) en Hg(Zo), esto es b, = v;, hi(0) =0, i = 1,2,3, ha(1) = £v/3h1(1), hs(1) = 2k (1),
con 1y, s constante, el siguiente sistema tenga solucion, g > 0, 1) = (11,2,13,0,0), ) =

(0,0, ¢4,5),

Y1 = Moar —Pa(hy — h3) — Pshy
Py = Noag — (P4 + s)ho Pi(1) =0, i=1,2,3.
Y3 = Moas -+ Pahi + Pshs,

esto es,
Moar = a(hi(1) = hg(1)) + hshi(1) = (5 — Pa)ha(1)

Xoaz = (g +P5)ha(1) = £V3(Ys + ¥s)hi (1)
Xoas = —tahi(1) — Pshs(1) = —(ths + 20b5)ha(1).



Este sistema tendrd solucion no nula st y solo si, el determinante de la matriz,

*hl(l) hl(l) —ai *hl(l) hl(l) —ai

\/ghl(l) \/ghl(l) —a9 = 0 2\/§h1(1) —a9 — \/§a1

—hl(l) —th(l) —as 0 0 —as — @(lg - %al
es nulo, esto equivale a decir —ag — @ag — %al = 0. En particular si as = 0 y a1 = —2as, el
sistema tiene solucion, no nula, Ag > 0, 1;4 = #1(1))\0 Yy 1&5 = —#1(1))\0.

De lo anterior podemos concluir que,
" §i —asg — @ag — %al # 0, entonces Ty = (0,0) no es un KTA proceso, lo que implica que

no es un proceso optimo,

w siag =0 ya; = —2as, entonces Top = (0,0) es un KTA proceso, y es un candidato a ser

un proceso optimo.

Condiciones Suficientes
Mostraremos que si el problema es 2K T-invex en direccion h = (h,v) en Hg(Zo), arbitrario, con
a1 = —2ags, entonces, de acuerdo al Teorema 62, el proceso KTA Ty = (0,0) realiza un dptimo

absoluto.

Sean Nh = nh(-fai'(])) fh = £h('i‘7j0) en X = W15,1[01 1] Y Xv = Xv(£'7j0); g’u = gv(i‘wa); en
U = L3,[0,1], tal que para todo ,%¢ en M y h = (h,v) en Hgo(Zo),

mo=c(h,t et —1,0,0),  xu=c(t,le)) ¢, =(1,2¢,0)

4.114
gh:c(t,Zet—2,0,(§—et—|—1)h1 —%hg—ethg,%hl—l—thg— (et—l)hg), ( )

—2x1(1)+x
)2 )

_ 1 . .. ..,
donde ¢ = ¢(Z, Ty ), las cuales satisfacen las condiciones de la Definicion 61, esto

1 1
" /0 [f(jvt) - f(‘fO(t)ﬂt)]dt > /0 [fw('f()(t)at)nh(t) + fu(jO(t)ﬂt)Xv(t)}dtv

1 1
[ @0 = r@o e = [ Fean(e) 0m(e) + Fulao(o). O ()
1 1
= /0 [a1u1 + agug + aguz + x%]dt - C/o [a1t + aze’]dt
= /1[a3(—2x’1 + 25) + 23]dt — cas /1[—275 + ef]dt (4.115)
0 o
= ag [ —221(1) + 23(1) — c(e — 2)} +/0 zidt >0

:/ ﬁdtZO.
0
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. €Z(t) = Sou(jO(t)7 t)(b’u (t) + _@wu(jO(t)v t) [h(t), Xv(t)] — Pux (fo(t), t)[v(t), nh(t)]a

c(t, 2e! — 2,0, (7;2 — e+ 1)hy — t;hg — e'hs, t;lu +thy — (¢! — 1)h3)’
1 00 1 0 0
010 1 0 1 0 t
=c|] 0 0 1 2t | —¢ 0 0 1 1

0 00 0 hi —hs hs —h; et
000 hi  hy —hg

10 e

0 1 t

—c 0 0 1 et —1 |,
V1 — U3 V2 —Up 0
V1 Vg  —U3

= con las condiciones,
M(0) =0 gs,  &n(0) =0 gs.

Siendo el problema 2K T-invex en direccion de h en Hg(Zo), arbitrario, y o un KTA proceso,
en direccion del mismo h, podemos concluir entonces, de acuerdo al Teorema 62, que Tg es un

proceso optimo absoluto.



Capitulo 5
Problemas Multiobjetivo

Es habitual en el estudio de problemas de optimizacién, el surgimiento de problemas donde se
requiere optimizar, simultdneamente, multiples objetivos que suelen estar en conflictos entre si,
el decrecimiento de uno de los objetivos puede inducir el acrecentamiento de uno de los otros,
o viceversa. El estudio de estos problemas ha tenido grandes avances en los dltimos afos, tanto

desde el punto de vista tedrico, numérico y de las aplicaciones.

La optimizacién multiobjetivo difiere basicamente de las demds ramas de la optimizacién, en el
sentido que el concepto de solucién del problema adquiere. En efecto, se puede definir un proble-
ma de optimizacién multiobjetivo como la optimizacién de un vector compuesto por funciones
escalares, escogidas como forma de evaluar el impacto de las decisiones factibles del problema

sobre diferentes indices de desempeno.

Asimismo, como la imagén de funciones vectoriales, por ejemplo en IR’ estd definida en un
conjunto parcialmente ordenado, pueden existir alternativas factibles que no satisfagan ninguna
relacién de orden, del tipo “<”, inviabilizando de esta forma la utilizacién del concepto usual
de solucién éptima adoptado en problemas mono-objetivos (escalares). Siendo asi, la solucién
del problema dependera de la “ nocién de equilibrio” utilizada para solucionar los conflictos que
surgen de la consideracién simultanea de varios objetivos. La nocién que adoptaremos en este
trabajo es la nocién de equilibrio cooperativo de Pareto, introducida por el economista Vilfredo
Pareto (1848-1923).

La finalidad de este capitulo es establecer condiciones necesarias de optimalidad, para problemas
multiobjetivos, diferenciables, con restricciones de igualdad y desigualdad, regulares y no regula-
res. Caracterizar las posibles soluciones éptimas, locales como globales, a través de las llamadas
reglas de multiplicadores. También estd dentro de nuestros propédsitos establecer condiciones

suficientes de optimalidad, bajo un supuesto de invexidad generalizada apropiada.

En la seccion 5.1 formulamos nuestro problema y presentamos los conceptos elementales para
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su estudio posterior. En la secciones 5.2 y 5.3, con la ayuda del método de Dubovitskii-Milyutin,
establecemos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad Pareto, no degeneradas, para

problemas multiobjetivos, regulares y 2-regulares respectivamente.

5.1. Formulacion

En esta seccién formularemos un problema de optimizacién matematica multiobjetivo, diferen-
ciable, con restricciones de desigualdad y con mas de una restricciéon de igualdad e introduciremos

los conceptos y algunos resultados necesarios, para el estudio del problema formulado.

Consideremos el siguinte problema Multiobjetivo (PM)

min I(x)
sujeto a :
(PM) - (5.1)
F(z)=0
g9(z) =0,
donde la funcién vectorial I = (Iy,--- ,I5) : X — IR® y el operador g : X — IR™ son Fréchet

diferenciables, el operador F': X — Y es Fréchet diferenciable en un entorno U(z*) de x* y es
tal que para cada x en X, F(x) = (Fi(z), -+, Fj(x)),con F : X =Y, X eY =Y x--- X Y]
son espacios de Banach, y donde g(xz) < 0 es equivalente a que g;(z) < 0, para todo i en
I={1,---,m}.

Si denotamos por M = Mp N My, el conjunto factible, esto es
M ={zeX, F(x) =0, gi(z) <0, i € I},

donde Mp ={z € X, F(z) =0}y My, = {z € X, gi(z) <0, i € I}, podemos escribir el
problema (PM) como:

(PM){ min [(z)

sujeto a © € M = Mp N M,.

Es claro que para el problema multiobjetivo (PM) no se puede hablar de una solucién 6ptima,
de igual forma como en un problema de optimizacién escalar (s = 1), ya que la funcién vectorial
I induce en el conjunto de soluciones factibles M un orden parcial (no es un orden lineal como
en el caso escalar). Por lo tanto, la solucién (o soluciones) para (PM) depende de la nocién de

concepto de solucién que adoptemos para tratar nuestro problema.

En la optimizacién multiobjetivo existen varias nociones de soluciones, por ejemplo, las solu-
ciones de Pareto, Stackelberg, Nash, entre otras. Nosotros adoptaremos el concepto de solucién

Pareto 6ptima, cuya definicién, formas de caracterizacion y propiedades bésicas seran discutidas.



Definicién 64 (Dominancia de Pareto) Diremos que un vector u = (uy,--- ,us) domina a otro

vector v = (v1,---,vs) en IR®, v < u, en el contexto de minimizacion, si y solamente si u es
parcialmente menor que v, esto es, u; < v; para todo i = 1,--- s, y existe al menos un j en
{1,---, s}, tal que uj < vj.

En lo que sigue adaptaremos la siguiente convencion, para elementos en IR".

Sean = (1, -+ ,&n),y = (Y1, -+ ,yn) en IR", entonces
r=ysx =y, vVi=1--,n;
r<yes <y, vi=1---.,n; (5.2)
rSysx; <y, Vi=1,-- n; '

r<yersy I v <y

Definicién 65 Se dice que x* en X es una solucion global (local) Pareto dptima débil, o bien
solucion débilmente eficiente, del (PM), si x* pertenece a M y no existe x en M (x en MNU (z*)),
tal que 1;(z) < L;j(x*), para todo j = 1,---,s, es decir, no existe z en M (x en M NU(x*)),
tal que I(x) < I(x*).

Definicién 66 Se dice que z* en X es una solucion global (local) Pareto dptima, o bien solucion
eficiente, del (PM), si x* pertenece a M y no existe x en M (x en M NU(x*)), distinto de z*,
tal que Ij(x) < Lj(z*), j =1,---,s, con I.(x) < L.(z*), para al menos un r en {1,--- s}, es
decir, no eziste un x en M (z en M NU(x*)), distinto de x*, tal que I(z) < I(x*).

Si z* € M es una solucién Pareto éptima o solucién eficiente, entonces de acuerdo con la
definicién anterior, cualquiera alternativa x en M que proporciona un decrecimiento en algin
objetivo, relativo al producido por x*, debe al mismo tiempo proporcionar un acrecentamiento
de por lo menos algin otro objetivo. Asi una solucién Pareto éptima x*, es tal que I(z*) no es
dominado por ningtin otro vector I(z), con x en M. Hay que observar ademas que si I(z) no

domina a I(z*), con z,2* en M, no implica que I(z*) domina a I(z).

Definicién 67 Se define para el (PM) el frente de Pareto,
PF* = {I(z*) = (Ii(z*), -, Ls(2¥)), a* € P*},
donde P* es el conjunto de soluciones Pareto optima, esto es
P ={z*ec M, fzec M, I(z*) <I(x)}. (5.3)

En lo que sigue introduciremos una especificaciéon del teorema de Dubovitskii-Milyutin para

problemas vectoriales, presentada en [56] (ver también [54], [55]), especificacién que usaremos en



las secciones posteriores, para la obtencion de condiciones necesarias y suficientes de optimalidad

para el problema multiobjetivo (PM).

Considérese, inicialmente, el siguiente problema mutiobjetivo:

min I(x)
(PM) sujeto a
reQ=1)9;
i=1

donde I: X —» R? I(z) = (Iy(x), - ,1s(x)), Qr, k =1,---,m, son conjuntos de interior no

vacioen X, IntQr # 0y Qx, k =m+1,--- ,n, son conjuntos de interior vacio en X, IntQy = 0.

Para la caracterizacion de soluciones Pareto éptima del problema (PM), presentamos la defini-
ci6én de direccién de no ascenso desde [55] (ver también [30], [54], [56]), concepto no presente en

la teoria, para problemas escalares, expuesta en el capitulo 2.

Definicion 68 Un vector h en X es una direccion de no ascenso de un funcional f : X — 1R,

en un punto x*, si existen un eg > 0 y un entorno U(h) de h, tal que para cada € € (0, €),

F(@* +€h) < f(z*),Vh € U(h).

Las direcciones de no ascenso generan un cono abierto con vértice 0, llamado cono de no ascenso
del funcional f, en el punto x*, denotado por NC(f, x*), el cual contiene al cono de direcciones
de descenso FC(f,x*).

Esta definicién y los conceptos dados en la seccién 2.1 estdan relacionados con el siguiente resul-
tado, ver Lema 4.1 en [55], (ver también [30], [54], [56], [61]).

Lema 69 Siz* es una solucion Pareto dptima de (PM) entonces

FO(L,a*) N (N NC(;,27)) 0 (N AC@Qy, 7)) 0 (TC(Q,7)) =0,
=1 k=1 (5.4)
JF#T
r=1,---,s,
donde FC(I;,z*) y NC(Ij,z*) son los conos de las direcciones de descenso y no ascenso del

funcional I;, AC(Qp,x*) es el cono de las direcciones factibles del conjunto Qy, k=1,---,m,

n
IntQr # 0 y TC(Q, x*) es el cono de las direcciones tangentes al conjunto @ = (| Qg, donde
k=m-+1
IntQr =0, k=m+1,---,n, todos en el punto x*.

Una de las desventajas del método Dubovitskii-Milyutin, en espacio de Banach de dimensién in-
finita, presentado en la seccién 2.1, es que es aplicable sélo a problemas con una Unica restriccion

de igualdad. Esto se debe a que la igualdad

(Nm) -3
i=1 =1



es asegurada siempre que () K; # (), donde los conos K; son abiertos y convexos (Lema 5.10
de [43] ), que no corresponde al caso de los conos tangentes, asociados a las restricciones de
igualdad, los cuales no son abiertos. En general, es posible mostrar desde la propia definicion,
ver [43],

zn:Kj - (ﬁK) (5.5)
i=1 =1

Este incoveniente es superado en [57], donde se presenta una especificacién del método de
Dubovitskii-Milyutin, en el caso que los conjuntos de interior vacio Qg, k =m+ 1, -+  n, estan
determinados por funcionales fuertemente Fréchet diferenciables. Como consecuencia directa de
este resultado y de los lemas 13 y 69, Kotarski, en [55], obtiene condiciones necesarias de op-
timalidad en sentido Pareto, para el problema (PM), cuando los conjuntos de interior vacio es

determinado por funcionales, esto es,
Qr={r e X, Fr(x) =0} ,k=m+1,--- ,n, (5.6)

donde para cada k,k =m-+1,--- ,n, Fr : X — Y, es fuertemente diferenciable en un entorno
U(z*) de z* en X y es tal que Fj(z*) es sobreyectivo y ademds ImF’(z*) es un subespacio

cerrado del espacio de Banach Y = Y, 11 X --- x Y, y F = (Fna1,  Fn)-

Estas condiciones son establecidas en el préximo teorema el cual generaliza el Teorema 14, para
el caso escalar, con un tnica restriccién de igualdad Q1.

Teorema 70 (Generalizacién Dubovitskii-Milyutin) Asuma que x* pertenece a Q = ﬁ Q;
y que los conos FC(I;,2*) y NC(Ij,z*), i =1,--- ,s, de las direcciones de descenso y no (;;clen—
so del funcional 1, los conos AC(Qy,x*) de direcciones factibles de los conjuntos Qj, IntQy, #
0,k =1,---,m sean no vacios y que los conos de las direcciones tangentes a la restricciones
de igualdad Qy, definidas en (5.6), TC(Qk,z*), k = m+1,--- n, todos en el punto x*, sean

convexos. Si z* es una solucion Pareto dptima del problema (PM) entonces existen funcionales

lineales y continuos, no todos indenticamente nulos, que satisfacen la ecuacion de Euler-Lagrange

Y4y o =0, r=1, s (5.7)
j;l k=1
JFT

donde f, € [FC(L,,x*)]*, f;r) €D;, j=1,---,s, j#r, donde D; es un abierto en [NC(I;, z")],
gol(:) € [AC(Qk,z")]*, k=1,--- ,m y (pg) € [TC(Qg,xz*)]*, con Qy definido en (5.6), k =

m+1,---,n.

El teorema anterior proporciona condiciones necesarias de optimalidad, las cuales son una ge-

neralizacién de la regla de los multiplicadores de Lagrange.

La préxima observacién se fundamenta en los lemas 13 y 69 y en la observacién 1.5.1 de [56].



Observacién 71 Bajo las condiciones del Teorema 70, se obtienen las siguientes consecuencias,
(comparar con la Observacion 15).

R - , - T
» Una condicion suficiente para asequrar que el término fr + > 5, f( ), r=1.---,s, en

=17
JF#i
(5.7) es no nulo, es que exista al menos una direccion factible y una direccion tangente,

es decir, que

(ﬁ C(Qr, 2" ) n (TC( ﬁ Qmﬂf*)) # 0, (5.8)

k=m+1

siempre que FC (L., z*) N ( ﬁ NC(]Ij,x*)) # 0.
i
» La condicion (5.4), ain cuando los conos implicados sean no converos, es una condicion
necesaria, para que un punto x* lleqgue a ser una solucion Pareto dptima (local o global)
del problema (PM) y es una condicion necesaria y suficiente para obtener la ecuacion de

Euler y Lagrange, siempre que los conos implicados sean convexos y no vacios.

Corolario 72 Si ademds de las hipdtesis del teorema 70, se considera que los funcionales I;
son tales que, para cada j = 1,--- s, [FC(I;,2*)]* = [NC (I, z*)]*, entonces las “s” ecuaciones

determinadas en (5.7) son reducidas a la unica ecuacion

ny + Zwk =0, (5.9)
7j=1

donde fj € [FC(]IJ,],‘*)]*, .7 = 17 »S, Pk € [AC(Qk’x*)]*7 k = 17 , My, Y donde Pk S
[TC(Qk,z*)]*, con Qi definido en (5.6), k=m+1,--- ,n

Una condicion suficiente para asegurar que la igualdad [F'C(I;,2*)]* = [NC(I;, z*)]* se cumpla
es que para todo j = 1,---,s, [; : X — IR sea Ponstein convexa y que Inf I;(z) < I;(z*),
ver Lema 1.4.3 en [56], (ver también [30], [54], [55] y [60]). No obstante bajo el supuesto de

diferenciabilidad tenemos el siguiente lema.

Lema 73 Seal: X — R’ I(z) = (Ii(x),- - ,1s(x)) Fréchet diferenciable en x*, tal que x* es
un punto no estacionario vectorial de I, entonces los conos duales de las direcciones de descenso
y no ascenso de los funcionales 1;, en el punto x*, coinciden y ademds es posible determinarlos

explicitamente, esto es
[FC(Ij,z")]" = [NC(I,2")]" ={f; € X*, f; = —l/j]lg-(x*), v >0}j=1,---,s. (5.10)

Demostracion: Como x* es un punto no estacionario vectorial de I, Definicion 10, entonces de

acuerdo al Lema 12, existe h en X, tal que H;(x*)h <0, 57=1,---,s, lo que implica ]Ig(:c*) #0



para todo j =1,--- s, por tanto Inf I;(z) <IL;(z*), j=1,---,s y ademds

int{e, L) <L@)} 40 v {o L) <L)} = nt{e, L) < L")

Podemos concluir entonces que el cono de direcciones de descenso y no ascenso, de I;, j =
1,---,s, en el punto x*, ver [{3] y [55], (ver también [30], [54] y [56]) son respectivamente,

FO(I;,a*) = {h, I}(a")h < 0}

(5.11)
NC(I;,z*) = {h, I(z*)h <0},

y conforme a (iv) de la Observacion 3, sus conos duales
[FC(]I]VT*)]* = [NC(]I]VT )] - {f] GX* fj V] J(:C*)y Vj Z 0 }7 ]: 17 S

El lema queda asi demostrado.
Para finalizar atendamos las siguientes observaciones.
Observacién 74 Sea f; = -1 (x*)v; = —v;I3(2%), v; >0,

1. si fj =0 entonces:

fj pertenece a [FC(L;,z*)]* = [NC(L;,z%)]*, si I'(z*) # 0,
fj pertenece a [INC(I;, 2*)]* & [FO(I;, 2*)]%, si I} (2*) =0,

2. si fj # 0 entonces f; pertenece a [FC(L;, z*)]* = [NC(L;,z*)]*, dado que,

f](h) < 0, Vhe FO(HJ'7$*) C NC(HJ'>$*)7
fith) = 0, Vhe NC(I;,2") \ FC(I;, z"),

8. si 3he X, I(z*)h <0, Vj=1,---,s, entonces

FC(]I,x*):ﬁFC(]Ij,:L“ ﬂ{h I (x*)h < 0} # 0,

=1
por lo tanto, como FC(I;,x*), j=1,---,s, son conos convexos y abiertos, cuya intersec-
cion es no vacia tenemos, debido al Lema 5.10 de [43],

s

[FC(T,z* ﬂ C(I;, =) =Y [FC(1,,z*)]".

J=1

De lo anteriormente expuesto y considerando (5.10) obtenemos

[FC(Ia"))" = [NC(La")]* = {fo € X*, fo=—)_vIj(z"), v; > 0}.

j=1



5.2. Problemas Vectoriales Regulares

En esta seccién presentamos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad Pareto y Pareto
débil, de primer orden y no degeneradas, para el problema multiobjetivo (PM). Las condiciones
necesarias son obtenidas bajo el supuesto de regularidad fuerte y débil y las suficientes, bajo
nociones de invexidad generalizada apropiadas a la naturaleza del problema, introducidas en

este trabajo.

La nocién de regularidad juega un importante papel, tanto para la obtencién de condiciones
necesarias, no degeneradas, como para la derivacion de condiciones suficientes, de optimalidad.

Es por ello que precisaremos la definicién de punto regular débil y fuerte, para nuestro problema.

Definicion 75 Diremos que x* es un punto wvectorial reqular débil o débilmente regular del

problema vectorial (PM), si
Ty (") ={h € X, F'(z*)h = 0},
1y existe he X, tal que,

{F/(x*)ﬁ =0 (5.12)

gi(x*)h < 0, i€ I(z").

Definicion 76 Diremos que x* es un punto vectorial reqular fuerte, o fuertemente regular, del
problema (PM) si
Ty, (2) = {h € X, F/(z")h =0},

y dado un r en {1,--- s} ewiste h e X, tal que,
H;(.ﬁ*)ﬁ < O,jzl,"',S,j#T‘
F/(x*)h -0 (5.13)
gi(xz*)h < 0, i€ I(z").

Diremos indistintamente que el problema (PM) es fuertemente reqular en z*.
Observemos que decir que x* es un punto vectorial regular débil del problema (PM) es equivalente
a decir que z* es un punto regular del conjunto factible M, de acuerdo a la Definicién 24, con

@ = X. Adema4s si 2* es un punto regular fuerte del problema vectorial (PM) entonces z* es un

punto regular débil.

5.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Ahora estableceremos condiciones necesarias de optimalidad de primer orden, para el problema

(PM), las cuales serdan no degeneradas bajo el supuesto de regularidad. Previamente daremos



las definiciones de un punto Fritz John y de un punto Karush Kuhn Tucker vectorial, débil y
fuerte [29].

Definicién 77 (Fritz John Vectorial ) Diremos que un punto x*, en M, es un punto Fritz
John (FJ) vectorial, del problema (PM), si existen v en IR®, p; en Ryt enY), k=1,--- 1,

no todos identicamente nulos, tales que

!
(@) + > g @)+ Y Fif(a)r =0, (5.14)
el (z*) k=1
donde v = (v1, -+ ,vs), v; >0, j=1,---,5, pu; >0, i en I(x*) y ¥y, son llamados multiplica-
dores de Lagrange, Y;* es el espacio dual de Yy, k=1,--- 1, y el conjunto I(z*) es el conjunto

de indices de las restricciones activas de la funcion g, definido en (2.3).

Definicién 78 (Karush Kuhn Tucker Débil ) Diremos que un punto x*, en M, es un punto
Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial, del problema (PM), si existen v en IR®, u; en IR

y Y en V)" no identicamente nulos, tales que

l

(@) + > i@+ Y F (@) =0, (5.15)
el (z*) k=1

donde v = (vi,--+ ,v5) #0, v, >0, j=1,---,5, pu; >0, i en I(x*) y Y, k=1,---,1, son

llamados multiplicadores de Lagrange, Y, es el espacio dual de Y}, y el conjunto de indices I(x*)

es definido en (2.3).

Definicién 79 (Karush Kuhn Tucker Fuerte ) Diremos que un punto z*, en M, es un
punto Karush Kuhn Tucker Vectorial Fuerte (KTF), del problema (PM), si la condicion (5.15)
se cumple con v = (vy,--- ,vs) >0, estoes, v; >0, j=1,---,5, 41; >0, i € [(x*) y ), en Y.

De acuerdo a las definiciones anteriores, todo punto Karush Kuhn Tucker Fuerte (KTF) (posi-
tividad en los multiplicadores v > 0 ) es un punto Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) (v > 0,

no nulo ) y dmbos son puntos Fritz John (FJ).

Karush Kuhn Tucker Fuerte Karush Kuhn Tucker Débil Fritz John

(KTF) = (KTD) = (FJ)

En lo que sigue presentamos resultados que establecen condiciones necesarias de optimalidad,

bajo el supuesto de regularidad débil y fuerte, Definiciéon 75 y 76 respectivamente.

Teorema 80 Si z* es una solucion Pareto dptima, local o global, del problema (PM), entonces

x* es un punto Fritz John (FJ) vectorial del problema (PM).



Demostracién: Observemos que si z* es un punto estacionario de I (o de g,{g:,i € I(z*)})
entonces, de acuerdo a la Definicién 10, existe o« = (a1 -+ ,a5) #0en IR*, o; > 0,5 =1,--- .,

(existen fi; > 0, i € I(z*) en IR, no todos nulos) tales que

I"*(z*)a = i:ajﬂg(x*) =0, ( Z figs(x*) = 0),
j=1

iel(z*)
por lo tanto podemos escoger v = (v1,--- ,Vs), con vj = a;, j=1,--- .5, (1t; = fii, © en I(z*))
no todos nulos y p;, i en I(z*) y ¢x, k = 1,---,1, identicamente nulos, (v;, j = 1,---,sy
Y, k=1,--- 1, identicamente nulos) y la condicién (5.14) se cumple trivialmente, luego z* es

un punto Fritz-John.

Notemos ademds que si el operadores F’(z*) no es sobreyectivo entonces, de acuerdo a la Ob-

servacion 22, existen ¢ en Y;*, k = 1,--- 1, no todos nulos, tales que

l
D_F@ g = o,
k=1

luego si tomamos v = (v1,---,Vs), i = [li, © en I(x*) identicamente nulos y ¥y, = ¥}, k =
1,---,1, y la condicién (5.14) se cumple trivialmente, luego z* es un punto Fritz-John. Podemos
entonces afirmar que si el operadores F'(z*) no es sobreyectivo entonces, * no puede ser un

punto KTD, y desde luego tampoco un punto KTF.

Es suficiente, por tanto, considerar el caso no trivial, es decir, considerar el caso cuando z* es
un punto no estacionario de I, z* es un punto no estacionario de g,{g;,7 € I(z*)} y el operador

F'(x*) es sobreyectivo, esto es,

* * * * l * * *
I"(z*)v = Z;:1 Vj]lz‘(ﬂf ) # 0, Zie](z*) pigi(z*) # 0, >y Fyr(a") vy # 0,
para todo v = (v1,--- ,vs) # 0, v; >0, u; > 0, i en I(x*), ¢} en ¥;* no todos identicamente

nulos.

Bajo estas hipdtesis, en lo que sigue de la demostracién, utilizaremos el Corolario 72 del Teorema
70, que es una generalizacién del formalismo de Dubovitskii-Milyutin a problemas vectoriales,
por tanto determinaremos los conos de las direcciones de descenso y no ascenso del funcional I,
FC(I;,z*) y NC(Ij,z*), j=1,---,s, los conos de las direcciones factibles de las restricciones
de desigualdad Q; = M,,, AC(My,,z*), ien I(x*), y los conos de las direcciones tangentes a la

restricciones de igualdad Qp = Mp,, TC(MFp,,z*), k=1,---,1, todos en el punto z*.

1. Si z* es un punto no estacionario de I entonces debido a (5.11) del Lema 73,
FC(I;,z") = {h,l;(x*)h <0}, NC;,z") = {h,]l;(:n*)h <0}, 7=1,---,s, (5.16)
y sus respectivos conos duales

[FC(1;,2")]* = [NC(I;,2")]* = {fo € X*, fo=—v;Ij(z"), v; 2 0}, (5.17)

j=1,,s.



2. Si x* es un punto no estacionario de g,{g;,7 € I(x*)} entonces, de acuerdo al Lema 12,
existe h € X, gj(x*)h < 0, Vi € I(z*). Por tanto el cono de las direcciones factibles de
Mg, AC(Mg,z*), y su cono dual, son

AC = (] AC(My,a*)= () {h, gi(z")h <0} (5.18)
€l(z*) €l(x*)
y
[AC(Mg, 2 )" = {= Y gi(=*), m > 0}. (5.19)
iel(x*)

3. Siendo F'(z*) un operador sobreyectivo, entonces, de acuerdo al Lema 1 en [57], el cono

tangente a My = ﬂkzl Mfp, , donde Qi = MF,, en el punto x*, y su cono dual son

l l l

TC(Mp, z* ﬂ C(Mp,,2*) = () Tagp, (&%) = [(|{h € X, F{(z")h =0}  (5.20)
k=1 k=1 k=1
y
l
TCMp,a)" = () Taag, (7)) = {Z —u (@), eV} (5.21)
k=1

Ahora como z* es una solucién Pareto éptima de (PM) y FC(I;,2%), j=1...,s, AC(My,,z*),
ienl(z*)y TC(Mp,,z*), k=1,---,1, son conos convexos de vértice 0 y como estamos con-
siderando ademds que F'(x*) es sobreyectivo, lo que implica que cada componente de F'(z*)
es sobreyectivo y la ImF’(z*) es cerrada, entonces, de acuerdo al Teorema 70, existen funcio-
nales lineales y continuos, f; € [FC(I;,z*)]*, j = 1,---,s, ¢; € [AC(Mgy,,z*)]*, i € I(z*) y
or € [TC(Mp,,z*)]*, k=1,---,1, no todos simultaneamente nulos que satisfacen la ecuacién
(5.7).

La hipdtesis de que z* es un punto no estacionario de I nos garantiza, de acuerdo al Lema 73,
que los conos duales de las direcciones de descenso y no ascenso del funcional I, en el punto z*,
(195

coinciden. Esto implica, debido al corolario 72, que las “s” ecuaciones determinadas en (5.7),

son reducida a la tnica ecuacién
s l
i+ Y, ety =0, (5.22)
j=1 iel(a*) k=1
y en conformidad a (5.17) (5.19) y (5.21), tenemos que para todo h en X,

n l
= W L)) — Y (i, gi(z™)h) = > (e, Fy(a*)h) = 0.
j=1 k=1

i€l (z*)



De lo anteriormente expuesto y usando la definiciéon de operador adjunto obtenemos que, para
todo h en X,

l
@+ Y i@+ Y F (@, h) =0,
k=1

1€l(z*)

por consiguiente

l
@+ Y g @)+ Y F (@) =0, (5.23)
k=1

el (z*)

donde v = (v1,--+ ,vs) #0,conv; >0, j=1,---,5, 1; >0, ien I(z*)y ¢ = (¢1...,¢) en

Y™, correspondiente a la condicién (5.14).

El teorema queda asi demostrado.

Observaciéon 81 Observemos que,

w six* es un punto KTD (en particular KTF) entonces x* es un punto no estacionario de

9,{gi,i € I(z*)} y el operadores F'(x*) es sobreyectivo, ver demostracion Teorema 80.
Por lo tanto si z* es un punto KTD (en particular KTF) entonces el cono de direcciones
factibles y tangentes, y sus repectivos duales, son determinado en (5.18), (5.19), (5.20) y

(5.21) respectivamente.

siv = (v1, -+ ,Vs) es identicamente nulo entonces las condiciones de optimalidad esta-
blecidas por el Teorema 80 no involucran a la funcion a minimizar 1, en este caso, estas
condiciones son degeneradas. Una condicion suficiente para asequrar que v no es identi-
camente nulo, andlogamente al caso escalar, es que x* sea un punto reqular del conjunto
factible M, en el sentido de la Definicién 75, por tanto, bajo este supuesto, es posible
obtener las condiciones de optimalidad de Karush-Tucker débil (ver [29]).

siv=(vy, - ,Vs) no es identicamente nulo y eziste una componente nula, digamos v, = 0,
entonces las condiciones de optimalidad establecidas por el Teorema 80 no involucran a
la componente I, de la funcion a minimizar 1. Una condicion suficiente para asequrar que
todas las componentes de v sean estrictamente positivas, es que x* sea un punto fuerte-
mente reqular en el sentido de la Definicion 76, por tanto bajo este supuesto, es posible

obtener condiciones de optimalidad no degeneradas, de Karush-Tucker fuerte (ver [29]).

En los préoximos teoremas estableceremos condiciones de optimalidad, no degeneradas, bajos el

supuesto de regularidad débil y fuerte.

Teorema 82 Sea x* un punto reqular débil de (PM). Si x* es una solucion Pareto dptima, local
o global, del problema (PM), entonces x* es un punto Karush Kuhn Tucker (KTD) vectorial del
problema (PM).



Demostracién: Supongamos que v es nulo en (5.23) entonces

l
> wigi@) + Y rFi(z*) =0
k=1

i€l (z*)
lo que implica,
l
iel(z*) k=1
donde para todo i en I(z*), y; pertenece a (AC(My,,z*))* y, debido a (5.5),

*

! ! l
o= pre > [TC(Mp,z")]* C ( N TC(MFk,x*)) [TC(Mp, )" (5.24)
k=1 k=1 k=1
Esta condicién es necesaria y suficiente, de acuerdo al Lema 13, para que
AC(Mg, %) (\TC(Mp,*) = 0,

donde AC(Mjy, z*) = (N;ef(z) AC(Mg,, %) = {h, gi(z*)h <0, i € I(z")}, es un cono abierto y
convexoy TC(Mp,z*) = {h, F'(z*)h = 0} es un cono cerrado y convexo, es decir la interseccién
de los conos de direcciones factibles y tangentes, es vacia, por lo tanto la condicién (3.18) no se
cumple, lo que implica que z* no es un punto regular del conjunto factible M, de acuerdo a la
Definicion 75.

El teorema queda asi demostrado.

Teorema 83 Sea z* un punto regular fuerte del problema (PM). Si z* es una solucion Pareto
optima, local o global, del problema (PM), entonces x* es un punto Karush Kuhn Tucker Fuerte
(KTF) vectorial del problema (PM).

Demostracién: La demostracién va en la misma direccién del Teorema 82, supongamos que

exista una componente v, nula en (5.23) entonces

s !

DL+ Y wgi(at) + Y drFi(x*) =0,
=1 i€l(z*) k=1
JF#T

lo que implica,

s l
St D it ee=0,
j=1 k=1

e iel(x*)

donde f; pertenece a (FC(I;,z*))* = (NC(I;,z*))*, para todo j = 1,---,s, j # 7, @; per-
tenece a (AC(My,,x*))* para todo i en I(z*) y, debido a (5.24), ¢ := Zic:l ¢k pertenece a
[TC(Mp,z)]".



Esta tdltima condicién es necesaria y suficiente, de acuerdo al Lema 13, para que

() FOW, %) [(AC(My,z*) (\TC(Mp,2*) =0, r =1,--- s,

j=1

j#r
donde FC(Ij,z*) = {h, I}(z")h < 0} y AC(Mg,2") = (N;es(zr) AC(My,,2%) = {h, gi(z")h <
0, i € I(x*)}, son conos abiertos y convexo, y TC(Mp,x*) = {h, F'(z*)h = 0} es un cono
cerrado y convexo, es decir la interseccion de los conos de direcciones de ascenso, factibles y
tangentes, es vacia, por lo tanto la condicién (5.13) no se cumple, lo que implica que z* no es

un punto regular fuerte de acuerdo a la Definicién 76.

El teorema queda asi demostrado.

5.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta seccién introduciremos la definicién de KT-invexidad vectorial, para el problema (PM),
que es una condicién suficiente, para asegurar que todo punto Karush-Kuhn-Tucker Fuerte
(KTF) vectorial es una solucién Pareto 6ptima y las definiciones de KT-cuasiinvexidad y KT-
pseudoinvexidad estricta (KT-cuasiinvexidad estricta y KT-pseudoinvexidad ) vectorial, que
son condiciones suficientes, y ademads necesarias, para asegurar respectivamente que cada punto
KTF, y cada punto Karush-Kuhn-Tucker Débil (KTD), es una solucién Pareto 6ptimo (Pareto
éptimo débil).

Definicién 84 Diremos que (PM) es KT-invex vectorial, si para cada punto factible x, x* en

M, existe una funcion n: X x X — X tal que

I(z) — L(z*) > I.(z%)n, 5 o5
I;(x) — I;(x*) (), G#r j=1," s,
Fi(a*)n = 0, k=1,---,1,

0, ieI(x"),

v

5.26
5.27
5.28

~—~ o~ o~
o — D T

v

—gi(z")n

donde I(z*) es el conjunto de indices de las restricciones activas y n = n(x,z*).

Definicién 85 Diremos que (PM) es KT-cuasiinver vectorial, si existe una funcionn : X x X —

X tal que para todo punto factible z, x* en M,

L(z*)n < 0,

I, (* < 0,7 =1
I2) ~ 1) < 0= § G O dFrn j=los

F(z*)n = 0, k=1,---,1,

—gi(z*)n > 0, i€ I(x"),



donde 1(z*) es el conjunto de indices de las restricciones activas del operador g y n = n(z,x*).

Si I(x) es estrictamente menor que I(z*), esto es I(x) < I(z*), entonces al problema (PM) lo

llamaremos KT-cuasiinvez estricto vectorial.

Definicién 86 Diremos que (PM) es KT-pseudoinver vectorial estricto, si existe una funcion

n:X x X = X tal que para todo punto factible z, x* en M,

H;($*>n < 07 .7: 17 » Sy
I(z) -I(z*) <0= 4§ Fi(z*)p = 0, k=1,---,1,
—gi(x*)n > 0, i€ I(z"),

donde I(z*) es el conjunto de indices de las restricciones activas del operador g yn = n(z,x*).

Si I(x) es estrictamente menor que I(z*), esto es I(x) < I(z*), entonces al problema (PM) lo

llamaremos KT-pseudoinvex vectorial.

Hacemos notar que las definiciones de KT-pseudoinvex vectorial y KT-pseudoinvex vectorial
estricto, son denominadas por algunos autores KT-pseudoinvex I y KT-pseudoinvex II, respec-

tivamente [4].

De acuerdo a las definiciones anteriores podemos verificar, sin mayor dificultad, el siguiente

diagrama, bajo supuesto de diferenciabilidad de primer orden.

’ KT-pseudoinvex estricto ‘ = ’ KT-cuasiinvex ‘ —

’ KT-pseudoinvex ‘ = ’ KT-cuasiinvex estricto ‘

Cuadro 5.1: Relacién entre varios tipos de KT-invexidad

Los proximos teorema son andlogos a los resultados presentados en la Seccién 3.1.2, para el caso

escalar.

Teorema 87 Si el (PM) es K T-invex vectorial en M, entonces cada punto Karush Kuhn Tucker
Fuerte vectorial (KTF), x* en M, es una solucién Pareto optima del (PM).

Demostracién: Suponga que el (PM) es KT-invex vectorial, mostraremos que si * es un punto

KTF vectorial entonces z* es una solucién Pareto 6ptima del (PM).



Sea z* un punto KTF vectorial entonces existen, v = (vq,--- ,vs) > 0 en IR®, u;, i en I(z*),
no negativos, en IR, y ¢, k = 1--- 1, en Y}, no todos simultdneamente nulos, satisfaciendo
las condiciones de la Definicién 79. Si multiplicamos (5.25), (5.26) y (5.28) por v, > 0 v; > 0,

i > 0 respectivamente y aplicamos vy, a (5.27), obtenemos para todo punto factible z,

vp (e (2) = I(2

> vl (@),

)
)

V( ( ) ]('I* 2 Vjﬂg(x*)nvj#raj:]-a"'vsa
kF]g(x*)n = 0’ k:]-v 717
—pigi(x® ) > 0, i € I(x*).

Sumando en j, en ¢ y en k y reordenando los términos, obtenemos

s s [
S i) —Lat) > >yl + Z pagh(a*)n + 3 Fy(a*)n
j=1 j=1

i€l(x k=1

Considerando la definicién y las propiedades de operadores adjunto, obtenemos

S

Y vili(e) ~ L) > (@ v+ Y g MZ+ZFk )k, m)

j=1 i€l(z*)

Ahora como v; >0, j=1,---,s, u;, i en I(x*) y ¥, k=1,---,1, son los multiplicadores de
Lagrange, de acuerdo a la Definicién 79, satisfacen la condicién (5.15) se sigue que

S

> vi(l(x) - L") >0,

j=1
para todo punto factible z en M.

Esto implica que existe al menos un indice r en {1,---,s} tal que I,(z) > I.(z*), para todo
punto factible x, por consiguiente no existe un x en M tal que I(z) domine a I(z*), en el sentido

Pareto, por lo tanto x* es una solucién Pareto éptima.
El teorema queda asi demostrado.
El préximo teorema carateriza a los problemas KT-cuasiinvex vectorial.

Teorema 88 Cada punto KTF wvectorial x* en M, es una solucién Pareto éptima del (PM), si

y solo si el (PM) es KT-cuasiinvex vectorial en M.
Demostracién: Si cada punto KTF vectorial, es una solucién Pareto 6ptima, demostraremos
que el problema (PM) es KT-cuasiinvex vectorial.

Suponga que existe al menos un z en M, tal que I(x) domina a I(z*), en el sentido Pareto,

esto es, Ij(x) < I;(z*), para todo j = 1,---,s, y al menos se cumple una desigualdad estricta,



I.(x) < L(x*), entonces z* no es una solucién Pareto 6ptima del (PM) y por hipétesis z* no es un
punto KTF vectorial, por lo tanto para todo v = (v, - ,v5) #0,v; >0, jen J ={1,---,s},
pi >0, ienI(z*)yrenYy ken L={1,---,1}.

l
Faw+ S i@+ S ) £ 0,
k=1

i€l (xz*)

s l
I (@) + Y TF@ )+ Y i@+ > Fir(a*)ve # 0.
Jj=1 k=1

j;z_ér el (z*)

Notemos que,

1) si Ii(z*) # 0, gi(z*) # 0y Fy(z*) # 0 entonces, de acuerdo a la Observacién 3, tenemos
respectivamente
fi =A@y € K5 vy >0, donde K; = {h,I(x*)h < 0},j € J.
wi = g (x" )i € K, pi >0, donde K;=1{h,g(z*)h <0,},ieI(z*). (5.29)
or = F*(a")r € K}, €Y}, donde Ky, = {h,F/(z*)h =0}k € L.
2) si Ii(z*) = 0, gj(z*) = 0y Fj(z*) = 0 para algiin j # ren J, i € I(z*) y k € L
respectivamente entonces, I:(z*)h = 0, gj(z*)h =0y I (z*)h =0, Vh € X.

Si denotamos J = {j € J, I (x*) # 0}, I(z*) = {i € I(z*),gi(z*) # 0}, L = {k € L, F/(z*) # 0}

y tomamos en consideracién que v; >0, j=1,---,s u; > 0,i € I(z*) y que, debido a (5.5),
pi=Y Fr@)re Y KiC([) K
kel keL kel

podemos afirmar,
S
Yo+ Y wit@#£0,
jed iel(x*)
para todos los f; € K7, j € J, i€ Kf,iel(x*)y @€ (Nger Kr)*

Como los conos K, jen J, K;, i en I(z*) y K, k en L, determinados en (5.29), son todos
convexos y no vacios, entonces, conforme al Lema 13, podemos afirmar
(ne)n( 0 x)n(nKe)#o (5.30)
jeJ iel(x*) kel
Por lo tanto podemos concluir, a partir de (5.30), de 1) y 2) y considerando que J # (), que

existe h en X tal que

I (z*)h < 0,

' (x*)h < 0,7 =1, ,s,
F(z*)h = 0, k=1,---1,
—gi(x*)h > 0, i€ I(z*),



esto es

I(z*)h < 0,

I(c)h < 0, j#r j=1,-,s,
F(z*)h 0, k=1,---,1,
—gi(z*)h > 0, i€ I(z*).

Luego las condiciones de la Definicién 85 se cumplen, con n := h, dependiendo de los puntos

factibles = y z*, esto implica que el problema (PM) es KT-cuasiinvex vectorial.

Inversamente, suponga que el (PM) es KT-cuasiinvex vectorial, mostraremos que cada punto

KTF vectorial es una solucién Pareto éptima del (PM).

Sea z* un punto KTF y suponga que x* no es una soluciéon Pareto éptima, entonces existe un
x en M, tal que I(z) — I(z*) < 0, esto implica, dado que (PM) es KT-cuasiinvex vectorial, que

existe un 7 = n(z,x2*) en X tal que

L(z)n < 0,

]I;(‘T*)n O)j#ruj:]-a'”)sv
F(z*)n = 0, k=1,---,1,
—gi(@*)n > 0, i€l(z").

Esto nos permite afirmar, considerando el primer item de la Observacién 81, que

FC(L,z*) N (jﬁl NO(L;, ) 0 (ielf(l*)AC(Mgi,m*D N (TCOMz,2)) £,
J#T

que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 < r < s tal que,

s l
B Fi+ D eit > op#0,

e i€l(x*) k=1
para todos los f, € [FC(IL.,z*)]*, f; € [NC(I;,2)]*, j=1,---,s, j # r, definidos en (5.17),
0; € [AC(My,,xz*)]*, i € I(z*), definidos en (5.19), y v € [TC(Mp,,z*)]*, k = 1,---,1,
definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange, esto implica que z* no es
un punto KTF vectorial, lo que contradice la hipdtesis, podemos concluir entonces que x* es

solucién Pareto éptima.
El teorema queda asi demostrado.

Mediante el siguiente ejemplo mostraremos que la cuasiinvexidad no es una condicién suficiente,

para garantizar que todo punto KTD es un punto éptimo Pareto, el Teorema 88 no es verificado.



Ejemplo 89 considere el siguiente problema

min (1,1 + x2)
sujeto a : (5.32)
—x1—22 <0 '

T = (.21?1,.1‘2) S ]RQ,

donde la funcion vectorial T = (I1,1s) : R? —» 1R?, I (z1,22) = x1, Da(z1,22) = 21 + 29

g(x1,20) = —x1 — 22 y FF = 0.
El conjunto factible es M = {Z = (x1,x2), —x1 — 22 < 0} ¥, para todo T en IR?,
11’1(:5):(1 0), ]1’2(:3):(1 1), g’(:z):(—l 1 )

Todo punto z* = (x7,23) en IR2, satisfaciendo —z] — x5 = 0 es un punto KTD, con v =

(v1,v2, 1) = (0,1,1),
1 1 -1 0
%1 0 + v ) + e

y ademds el problema es cuasiinvez, esto es, para todo x,z* en M, tal que I(x) —1(x*) < 0 existe
77(53@*) = (_1) 1)7 tal que

I(x*)n(z,2*) = -1 <0, I(x*)n(z,2*) =0, ¢(z")n(x,2*)=0.

En particular * = (0,0) es un punto KTD y no es un dptimo Pareto, ya que para todo T =

(—x2,22), w2 >0, T pertenece a M y 11(7) < I1(z*), Io(z) = Ia(x*).

Observemos que todo punto x* en M, es un punto débilmente reqular, Definicion 75, esto es,
existe h en R2, tal que ¢'(z*)h < 0, que garantiza, a la vez, la existencia de v = (v1,19) # 0,
vi >0, i = 1,2, y todo punto x* en M no es fuertemente reqular, Definicion 76, esto es,
dado r =1 no existe un h = (hy,hs) en IR2, tal que satisfaga simultdneamente las ecuaciones
Iy(z*)h <0 y ¢'(z*)h <0, esto es, h1 + ha <0,—h; —hy < 0.

El préoximo teorema carateriza a los problemas KT-pseudoinvex vectorial estricto, mediante los
puntos Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial.

Teorema 90 Cada punto Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial x* en M, es una solucién
Pareto éptima del (PM), si y solo si el (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial en M.

Demostracién: Si cada punto KTD vectorial, es una solucién Pareto 6ptima, demostraremos
que el problema (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial en M.

Anélogamente a la demostracién del Teorema 88, suponga que existe al menos un x en M, tal que

I(x) domina a I(z*), en el sentido Pareto, entonces x* no es una solucién Pareto éptima del (PM)



y por hipétesis z* no es un punto KTD vectorial, por lo tanto, para todo v = (v1,--- ,vs) # 0,
conv; >0, j=1,---,5 p; >0, ienI(z*), y = (Y1...,9;) en Y™,

l

i+ Y o+ S B ) £ 0,
i€l(x*) k=1

esto implica, usando los mismos argumento de la demostracién del Teorema 88, que la condiciéon

(5.30) se cumple.

Donde ahora necesariamente ]I;. (z*) # 0, para todo jen J := {1,--- , s}, en efecto, caso contrario
suponga que existe j en J, tal que ]I;(:r*) = 0 esto implica que no existe un h tal que, ]I;(:r*)h <0,
para todo j en J, entonces de acuerdo al Lema 12, * es un punto estacionario de I, y por tanto

es un punto KTD, con multiplicadores v = (v1,--- ,v5) # 0, v; > 0y p;, i en I(z*) y ¢y, en

Y, k=1,---,1, identicamente nulos, lo que contradice el hecho de que z* no es un punto KTD
vectorial.
Por tanto considerando que J = J := {1,--- , s} en la condicién (5.30) obtenemos,
S
(ﬂKj)ﬂ( N Kk)“( ﬂ_Kk) # 0,
=1 iel(z*) kel

donde los conos Kj, j en J, K;, i en I(z*) y K, k en L, determinados en (5.29), son todos

convexos y no vacios.

Podemos afirmar entonces, que existe h en X, tal que

]I;(x*)h < 07 j:]-,"‘,S,
I(z) = 1(z*) 0= < F/(z)h = 0, k=1,---,1,
—gi(x*)h > 0, i€ I(x*),

y las condiciones de la Definicion 86 se cumplen, con 7 := h, dependiendo de los puntos factibles

x y x*, esto implica que el problema (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial.

Inversamente, bajo el supuesto de que el problema (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial

demostraremos que cada punto KTD vectorial * es una solucién Pareto éptima.

Sea z* un punto KTD y suponga que z* no es una solucion Pareto éptima, entonces existe un
x en M, tal que I(z) — I(z*) < 0, esto implica, dado que (PM) es KT-pseudoinvex vectorial

estricto, que existe un n = n(x,z*) en X tal que
! (% -
]Ij(x)n < 073*17'”787
Flé(x*)n = Oak:L"'vl’
g5 > 0, i€ l@),

Esto implica, considerando el primer item de la Observacién 81, que

(Jﬁlpo(nj,x*))m( N AC(M,,a*) 0 (TC(Mg,2)) £0,

iel(x*)



que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 < r < s tal que,

s l
S+ D et Y ek #0,
Jj=1 iel(z*) k=1
para todos los f; € [FC(I;,z*)]*, j = 1,---,s, definidos en (5.17), ¢; € [AC(My,,z*)]*, i €
I(z*), definidos en (5.19), y ¢y € [TC(Mp,,xz*)]*, k=1,---,1, definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange, esto implica que z* no es
un punto KTD vectorial, lo que contradice la hipotesis, podemos concluir entonces que x* es

solucién Pareto éptima.
El teorema queda asi demostrado.

Si consideramos ahora soluciones Pareto 6ptima débil o débilmente eficientes, en vez de solu-
ciones Pareto 6ptima o eficientes, podemos caracterizar los problemas KT-cuasiinvex estricto y

KT-pseudoinvex vectorial, como lo indican los siguientes resultados.

Teorema 91 Cada punto KTF wectorial * en M, es una solucion Pareto dptima débil del

(PM), si y solo si el (PM) es KT-cuasiinver estricto vectorial en M.

Demostracién: Si cada punto K'TF vectorial, es una solucién Pareto éptima débil, mostraremos

que el problema (PM) es KT-cuasiinvex estricto vectorial en M.

Supongamos que el problema M no es KT-cuasiinvex estricto vectorial en M, entonces no es
KT-cuasiinvex vectorial en M, ver cuadro 5.1, lo que implica, debido al Teorema 88, que existe
al menos, z* en M, tal que z* un punto KTF y 2* no es solucién Pareto 6ptimo, por lo tanto
existe al menos un punto KTF, x*, el cual no es solucién Pareto 6ptimo débil, lo que contradice

la hipétesis.

Inversamente, bajo el supuesto de que el problema (PM) es KT-cuasiinvex estricto vectorial

demostraremos que cada punto KTF vectorial z* es una solucion Pareto éptima débil.

Sea z* un punto KTF y suponga que no es una soluciéon Pareto éptima débil, entonces, de
acuerdo a la Definicién 65 existe un z en M, tal que I(z) — I(z*) < 0, por lo tanto, dado
que (PM) es KT-cuasiinvex vectorial estricto, Definicién 85, podemos afirmar que existe un

n=mn(x,z*) en X tal que

L(z)m < 0,

]I;(x*)n < 07j7ér7j:17'”787
FIQ(‘T*)U = O’k:]-a"'vla
—gi(=z*)n > 0, i€ I(z*).



Esto nos permite afirmar, considerando el primer item de la Observacién 81, que

FC(,,z*) N <O NC(1;,4%)) N (iegx*)AC(Mgi,x*D n (TC(Mp,2%)) £0,
J#T

que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 < r < s tal que,

s l
A 5+ D eit+ Y ek #0,
j=1 i€l(x*) k=1
JF#T
para todos los f, € [FC(I.,z*)]*, f; € [INC(I;,2")]*, j=1,---,s, j # r, definidos en (5.17),
wi € [AC(Myg,,xz*)]*, i € I(z*), definidos en (5.18), y ¢r € [TC(Mp,,z*)]*, k = 1,---,1,
definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange, esto implica que z* no es
un punto KTF vectorial, lo que contradice la hipdtesis, podemos concluir entonces que x* es

solucién Pareto 6ptima.

El teorema queda asi demostrado.

Teorema 92 Cada punto Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial x* en M, es una solucion
Pareto éptima débil del (PM), si y solo si el (PM) es KT-pseudoinvex vectorial en M.

Demostracién: Si cada punto KTD vectorial, es una solucién Pareto 6ptima débil, mostraremos

que el problema (PM) es KT-pseudoinvex vectorial en M.

Supongamos que el problema (PM) no es KT-pseudoinvex vectorial en M, entonces no es KT-
pseudoinvex vectorial estricto en M, lo que implica, debido al Teorema 90, que existe al menos
un punto KTD, z*, tal que no es solucién Pareto 6ptimo, por lo tanto existe al menos un punto

KTD, z*, el cual no es soluciéon Pareto 6ptimo débil, lo que contradice la hipétesis.

Inversamente, bajo el supuesto de que el problema (PM) es KT-pseudoinvex vectorial demostra-
remos que cada punto KTD vectorial z* es una soluciéon Pareto 6ptima débil. Esta demostracién

es basicamente la demostracion del Teorema 92.

Sea z* un punto KTD y suponga que no es una solucién Pareto 6ptima débil entonces, de
acuerdo a la Definicién 65, existe un 2 en M tal que I(z) — I(2*) < 0, por lo tanto, dado que

(PM) es KT-pseudoinvex vectorial, podemos afirmar que existe un n = n(z,z*) en X tal que
! N
]I]($*>77 < 07j_17"'a8>
Fl(z*)n = 0, k=1,---,1,
—gi(xz®)n > 0, i€ I(z*).
Esto implica, considerando el primer item de la Observacién 81, que

(j{iFC(Hj,x*))ﬂ( N AC(My,2%)) 0 (TC(M, %)) #0,

€l(z*)



que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 < r < s tal que,
s l
DFit D et wen #0,
j=1 iel(z*) k=1
para todo f; € [FC(I;,z*)]*, j=1,--- s, definidos en (5.17), ¢; € [AC(My,,xz*)]*, i € I(z*),
definidos en (5.19), y ¢ € [TC(MFp,,z*)]*, k=1,--- 1, definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuaciéon de Euler y Lagrange, esto implica que x* no es
un punto KTD vectorial, lo que contradice la hipdtesis, podemos concluir entonces que x* es

soluciéon Pareto 6ptima débil.
El teorema queda asi demostrado.

De acuerdo a las definiciones presentadas en [81] y en esta seccién tenemos los siguientes dia-

gramas, bajo supuesto de diferenciabilidad de primer orden.

Reg.Débil
KTD — <— ’ KT-pseudoinvex ‘

l I

1
Reg.Débil - -
KTD — Pareto (Fuerte) < | KT-pseudoinvex estricto
)

ﬂ

Reg.Fuerte
KTF ——— Pareto (Fuerte ==

Reg.Fuerte

KTF 4—‘;7 Pareto Débil <~ ’ KT-cuasiinvex estricto ‘

Cuadro 5.2: Condiciones de optimalidad Pareto y Pareto débil de primer orden

5.3. Problemas Vectoriales No Regulares

En esta seccién estableceremos condiciones de optimalidad, necesarias y suficientes, de segundo

orden, no degeneradas, para problemas multiobjetivos con restricciones de igualdad y desigual-



dad, atin cuando el problema no sea fuerte o débilmente regular.

Las condiciones necesarias son establecidas en 5.3.1, las cuales por una parte generalizan las
condiciones Karush-Kuhn-Tucker vectorial, fuerte y débil, cuando el problema es regular, pre-
sentadas en la Seccién 5.2, y por otra parte, cuando el problema es escalar y el conjunto de
restricciones es no regular, son reducidas a las condiciones Karush-Kuhn-Tucker-Avakov, deter-

midas en la Seccién 3.2.

En la Seccién 5.3.2 son obtenidas condiciones suficientes de optimalidad, Pareto y débil Pareto,
bajo el supuesto 2K T-cuasiinvex (2KT-cuasiinvex estricta), 2KT-pseudoinvex (2KT-pseudoinvex

estricta) vectorial, que generaliza a los problemas, presentados en la Seccién 5.2.2.

Denotaremos por (PM), el Problema Multiobjetivo definido en (5.1) con el supuesto de que los
operadores ' : X — Y y g: X — IR™ son dos veces Fréchet diferenciables, en un entorno

U(z*) de z* en X y el subespacio ImFj(z*) es cerrado en Yy, para todo k =1,--- .

Asi como la nocién de regularidad es esencial para la obtencién de condiciones necesarias y
suficientes de optimalidad, de primer orden no degeneradas, la nociéon de 2-regularidad, que
introduciremos en este trabajo, también lo es, para la obtencién de condiciones de segundo
orden no degeneradas. Es por ello que precisaremos la definicién de punto 2-regular, fuerte y

débil, para nuestro problema.

Definicion 93 Diremos que un punto z* es un punto 2-regular fuerte del (PM), en direccion

de h en Hy(x*), si F satisface la condicion (3.41) y dado un r en {1,--- ,s,} el sistema
I (27)&2 < 0,5=1,---,8, j#r
Fi(27)& = 0,
F'(z*)6 + F'(a")[h,&] = 0,
gi(z*)& < 0, Vie Iy(z¥)
gi(#")& +g{ @), &] < 0, Vi€ In(a)

tiene solucion &1,& € X, donde

Hyg (@) = {h, F(@*)h =0, gj(a*)h <0, i € I(a"),
(5.33)
Jxp € X, Fl(z*)zp + F"(x*)[h, k] = 0, gl(z*)zp + g/ (z*)[h,h] <0, i € Ih(x*)}.

Definicién 94 Diremos que un punto x* es un punto 2-reqular débil del conjunto factible M,
del (PM), si para todo h en Hy(x*), definido en (5.33), F satisface la condicion (3.41) y el

sistema

g
&
*
~— ~—
Iy
[N}
I

0

0
) 0, Vie Ip(z*)
gi(x*)& + g/ (z*)[h, & 0, Vie Iz



tiene solucion &1,& € X.

De acuerdo a las definiciones anteriores tenemos,

’ 2-Regularidad Fuerte ‘ = ’ 2-Regularidad Débil

5.3.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

En esta seccién estableceremos condiciones necesarias de optimalidad, de segundo orden, para
problemas vectoriales no regulares, mediante el método Dubovitskii-Milyutin. Las cuales son
una generalizacién de las condiciones necesarias de optimalidad obtenidas en la Seccién 5.2,

para problemas vectoriales fuerte y débilmente regulares.

Observemos que si £* es una solucién Pareto éptima del (PM) entonces, de acuerdo a la Obser-

vacién 69,

m

FC(I, a0 ( N NO(;, ) 0 () AC(M,, ) 0 (TC(Mp, 2%)) =0,
7
r=1,---,s,
donde FC(I;,z*) y NC(Ij,z*) son los conos de las direcciones de descenso y no ascenso del
funcional I, F] AC(My,,x*) = Gy, (z*), es el cono de las direcciones factibles del conjunto de
restricciones élzldesigualdad Mgy TC(Mp,x*) = Th,(z*) es el cono de las direcciones tangentes

al conjunto de restricciones de igualdad Mz, todos en el punto z*.

Entonces si ( N NC'(]Ij,J:*)> N ( N AC’(Mgi,:c*)) N (TC(Mp,x*)) # (), obtenemos, de forma
j=1 1

1=
J#T
inmediata, el siguiente resultado de optimalidad, que corresponde a la Proposiciéon 38 para el

caso escalar.

Proposicion 95 Sea z* es una solucion Pareto optima, local o global, del problema (PM),

entonces la siguiente proposicion es verdadera,

I'(z*)z > 0,Vz € (ﬁNC(Hj,x*)) N (ﬁAC(Mgi,x*)) N (TC(MF,x*)), (5.34)
: i=1

J=1
J#T
r=1,---,s.

En lo que sigue introduciremos la definicion de punto Karush Kuhn Tucker Avakov Débil
(KTAD) y de punto Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte (KTAF) vectorial, en una cierta di-
reccién, del problema (PM), que son generalizaciones de las definiciones 78 y 79, de un punto
Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) y Karush Kuhn Tucker Fuerte (KTF) vectorial, del problema

(PM), respectivamente.



Definicién 96 (Karush Kuhn Tucker Avakov Débil ) Diremos que un punto factible z*
es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov Débil (KTAD), vectorial en direccion de h en X, del
(PM), si existen v = v(h) en IR®, pu = p(h), i = i(h) en R™, b = p(h), bx = Up(h) en

Y, k=1,---,1, no todos identicamente nulos tal que

l
@+ Y g @ m+ Y, gt @) (W + Y B @)y
k=1

i€l (z*) el (z*)

l
+)F @) (e = 0 (5.35)
k=1

l
> g @+ Y Fr @) = 0, (5.36)
k=1

ith(x*)

dondev = (vi,--- ,v5) #0,v; >0, j=1,--- 5, u; >0, fi; >0, ¢y y g son los multiplicadores
de Lagrange-Avakov y donde los conjuntos de indices In(x*) e I (x*), son definidos en (3.54) y

(3.60), respectivamente.

Definicién 97 (Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte ) Diremos que un punto factible z*
es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte (KTAF) vectorial, en direccion de h en X,
del (PM), si existen v = v(h) en R®, u = pu(h), i = fi(h) en R™, v = p(h), Y = Vp(h) en
Yy, k=1,---,1, no todos identicamente nulos satisfaciendo (5.35) y (5.36), donde todas las
componenentes de v son estrictamente positivas, esto es v = (v1,--- ,vg), v; >0, j=1,---,s

yu; >0, f; >0, Yp y 1/~Jk son los multiplicadores de Lagrange-Avakov.

Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte Karush Kuhn Tucker Avakov Débil
(KTAF) (KTAD)

En lo que sigue usaremos el método de Dubovitskii-Milyutin y los resultados de las secciones

previas, para probar el siguiente teorema.

Teorema 98 Sea z* en M un punto 2-regular fuerte, en direccion de h en Hy(z*), si x* es
una solucién Pareto dptima, local o global, del (PM) y es tal que T'(x*)h = 0, entonces x* es un

punto KTAF wvectorial, en la direccion de h en Hy (x*).

Demostracién: Consideremos el operador vectorial, no nulo, I(z*) = (Ij(z*),--- ,I,(z*)) :
X — IR?, definido para cada (z,z) en X =X x X,

I(z*)(x,2) =T (z*)z (5.37)



y el siguiente problema vectorial,

ml’n]NI(:L‘*)(:E, z)
sujeto a  F(x*)(x, 2)
ga)(x,z) <

(z,2) € X,

(PM) (5.38)

donde f‘(w*)(w,z) = (Fy(z*)(z,2), -, Fy(a*)(z, 2)), con Fi(z*) : X — Yi, k=1,--- 1, definido
para cada (z, z) en X, como en (3.97),

Ful@)(@,2) = (Fi(a®)z Fia")e + F(a")z),

es continuamente Fréchet diferenciable y §(z*) : X — W, §(z*) = (gi(a*), - - , gp(x*)), definido
para cada (£1,&2) en X, como en (3.58),

gz(x*)(£17§2) = (gg(x*)fg,gé(x*)& —i—g;/(l’*)[h,fg]), i=1,--,p,

es Fréchet diferenciable, donde X = X x X, Y}, = ImF](z*) x Y /ImF/(z*), k = 1,--- 1,
W = Img/(z*) x [Img/(z*)]* son espacios de Banach y p es la cardinalidad del conjunto de indice
I(z*), definido en (2.3).

El conjunto factible es

H(z*) = Hz(2") N Hy(a"),
donde flg(az*) y .FNII;(:E*) son definidos en (3.62) y (3.99) respectivamente.

De acuerdo a las suposiciones impuestas a las funciones I, g v F, el operador I es Fréchet
diferenciable y los operadores § y F son continuamente Fréchet diferenciables. Considerando
ademas, (3.85), (3.87) y que para todo (z,z) en X := X x X,

ﬁ’(:ﬁ*)(mh, h)(z,z) = ﬁ(a:*)(a:, 2) =T (z")z,

es facil ver que si z* es un punto 2-regular fuerte del problema (PM), Definicién 93, entonces

(zp,h) en un punto regular fuerte del (PM), de acuerdo a la Definicién 76.

Mostraremos ahora que si * es una solucién Pareto éptima del problema (PM) entonces (xp, h)

es una solucién Pareto éptima del problema (PM).

Si z* es una solucién Pareto 6ptima y es un punto 2-regular fuerte del problema (PM), en-

tonces, debido a la condicién de optimalidad (5.34) y a la Observacién 37, para todo z en
Hp (") (N Hy(z),

I(2*)z <0,V j#r = I(2%)z>0, r=1,--- s,
y dado que

z € Hp(a") (| Hy(a* ) € Hz(x") () Ha(* (5.39)



tenemos, por la propia definicién (5.37) de ﬁ(x*), que para todo (z,z) en ﬁ(x*),

Li(x*)(2,2) <0, Vj#Ar = L(z")(2,2) >0, r=1,---,s. (5.40)

Como por hipétesis I'(z*)h = 0, para todo h en H;(x*), definido en (5.33), entonces, debido a
que Hy;(x*) estd contenido en Hp(x*) () Hy(z*), (zh, h) pertenece a H(z*), y de acuerdo a la

definicién de I(z*), tenemos que

I(xz*)(xp, h) = 0. (5.41)

De (5.40) y (5.41) podemos concluir entonces, que no existe (z,z) en H(z*), tal que I(z, 2)
domine a I(zp, h), luego (x4, h) es solucién Pareto éptima de (PM).

Por tanto siendo (z,, h) un punto regular fuerte y una solucién Pareto éptima de (PM), conforme
al teorema 83, (, h) es un punto KTF vectorial, del problema (PM), entonces existen v := v(h)

en IR® fi:= fi(h) y ¢* := ¢*(h), no identicamente nulos, tales que

I* (") (@n, h)v + Y g7 (@) (zn, h) uz+ZFk *)(@n, )i =0,

Z'Ejh(x*) k=1

donde v = (v1,--- ,v5) 0,05 >0, j=1,---,s, i = (i, f1;) 20, 7 € jzh(x*), con jzh(:c*) el
conjunto de las restricciones activas del operador g(z*), definido en (3.60) y %, son tales que

para todo k=1, ---,1,
Ui = (W, dF) € Vi = [ImFy(a")]" x [Y/ImFy(2*)]" = [ImF} («")]* x KerFy (a*).
Y por lo tanto para todo (£1,&2) en X x X
!
(v, T(@") (@n, h) (1, &)+ Y (e, @i(@) (@n h)(E1,6)) + > Wk, Fi(@*) (xn, h) (&1, &) =
iely (z¥) k=1

Tomando en consideracién (3.89), reemplazando T'(z*)(x, h) = I(z*), definida en (5.37), y los
términos (3.91) y (3.107), en la igualdad anterior, la cual se cumple para todo (&1,&) en X,

obtenemos

<H/*({E*)V + Z Mz + Z //* * 2#1)

i€y (z*) iely (z*)

l
D @+ B (@) () (205), &) =0

k=1

(> 9 MZ+ZF’* Yk, €1) =0

iefh($ )



Denotando 1 = 21 y 1/; = 24 y considerando que la primera igualdad se cumple para todo & en

X y la segunda se cumple para todo & en X, obtenemos

l
@+ Y g @ m+ Y g @) (Wi + Y F @)
k=1

i€y (z*) iely (z*)

l
SR e = 0,
k=1

l
S g+ Y R de = 0.
k=1

Z'th(x*)

El teorema queda asi demostrado.

Teorema 99 Sea z* en M un punto 2-reqular débil, en direccion de h en Hy(x*), si x* es una
solucion Pareto dptima, local o global, del (PM) y es tal que I'(x*)h = 0, entonces z* es un

punto KTAD wvectorial, en la direccion de h en Hy;(x*).

Demostracién: La demostracién que daremos se basa en los argumentos utilizados en la de-
mostracién del Teorema 98. Considerando (3.85) y (3.87) se demuestra, sin dificultad, que si z*
es un punto 2-regular débil del problema (PM), Definicién 94, entonces (xp, h) es un punto re-
gular débil, del problema (PM), Definicion 75, y ademés como z* es una soluciéon Pareto éptima
problema (PM), (25, k) es una solucién Pareto éptima del problema (PM), entonces, conforme
al teorema 82, (zp,h) es un punto KTD vectorial, del problema (PM) y por lo tanto existen
v:=v(h)en IR® fi:=ji(h)y ¢*:=*(h), no identicamente nulos, tales que

l
(@) (@n, by + Y 7 @) @n, W + Y F (@) (xn, b7, = 0,
’ieih(x*) k=1

donde v = (vy,--- ,vs) #0,v; >0, j=1,---,s, ;s = (pi, ;) 20, @ € I, (z*), con I(z*) el
conjunto de las restricciones activas del operador g(x*), definido en (3.60) y 1;;2, son tales que

para todo k=1,--- [,
Ut = (W, 07) € T = [mFL)]* x [Y/ImFa)]" = (Il x KerFy ().
Esto implica la existenciade v = (v1,- - ,v5) 0,15 >0, j=1,---,5,1; >0, fi; = 2f1; > 0, ¢y,

y 1/;/1€ = 24, satisfaciendo las condiciones (5.35) vy (5.36), por lo tanto, de acuerdo a la Definicién
96, z* es un punto KTAD.

El teorema queda asi demostrado.

De lo anteriormente expuesto, analoga a la observacion 42 para el caso escalar, podemos hacer

la siguiente observacion.



Observacién 100 Si x* es una solucion Pareto éptimo, de acuerdo a los Teoremas 98 y 99, es

cierta una de las siguientes afirmaciones,

» six* es un punto reqular fuerte (débil), las ecuaciones de Euler-Lagrange, (5.35) - (5.36),
son vdlidas con v = (v1,---,vs) # 0, v; >0, j =1,---,s, (v = (v1,---,vs) # 0,

v; >0, j=1,---,s), ui >0, ¥y en Y})* no todos nulos y 1/~Jk y [; identicamente nulos.

» si x* no es un punto regular fuerte (débil), pero si un punto 2-reqular fuerte, (2-regular
débil) en direccion de h en Hjy;(x*), entonces hay un familia de ecuaciones de Euler-
Lagrange, (5.35) - (5.36), que son vdlidas con v = (vi,--- ,vs) #0, v; >0, j=1,--- s,
(v=(v1, - ,vs) #0, 1,20, j=1,---,5), i >0, fi; >0, ¢y y Ui en Y)*, dependiendo

del pardmetro h en Hy;(x*), no todos identicamente nulos.

5.3.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta seccién introducimos las nociones de 2KT-cuasiinvexidad (2KT-cuasiinvexidad estricta)
y 2KT-pseudoinvexidad estricta (2KT-pseudoinvexidad ) vectorial, para el problema (PM), que
es una condicién necesaria y suficiente, para asegurar que todo punto KTAF y KTAD vectorial,

es una solucién Pareto éptimo (solucién Pareto éptimo débil) respectivamente.

Definicion 101 Diremos que (PM) es 2K T-cuasiinves vectorial en M, en direccion de h en X,

si para cada punto factible x, x* en M, existen funciones ny, &, : X x X — X, tales que

L(x*)nn <0,  L(a*)nn < 0, j#7 j=1,---,s,
(%), = 0, k=11,
I(z) =1(z") 0= ¢ Fi(z*)& + F}/(«*)[h,mp] = 0, k=1,--- 1, (5.42)
—gi(@*)nn > 0, i€ Iy(z*),
—gi(a)&n — g (@) [hmu) > 0, i € I(a¥),

\
donde n, = np(x,x%), &, = En(z,2*) y los conjuntos I(xz*), I,(z*) son definidos en (3.54) y
(3.60) respectivamente.

Si I(z) es estrictamente menor que I(z*), esto es I(x) < I(z*), entonces al problema (PM) lo

llamaremos 2K T-cuasiinver estricto vectorial.

Definiciéon 102 Diremos que (PM) es 2K T-pseudoinvex estricto vectorial en M, en direccion

de h en X, si para cada punto factible x, x* en M, existen funciones ny, &, : X x X — X, tales



que

I (2™ ) < 0,j=1,---,s,
Fy ("), = 0, k=1,---,1,
I(x) = I(z*) <0 = F(x*)ép + Fl/(*)[h,mp) = 0, k=1,--- 1, (5.43)
—g;(x*)nn > 0, i€ Iz,
—gi(x*)6n — g/ (@) [h,mn] = 0, i € Iy(x),

donde np, = np(x,x*), & = &z, x*) y los conguntos Iy (x*), In(x*) son definidos en (3.54) y
(3.60) respectivamente.

Si I(x) es estrictamente menor que I(z*), esto es I(z) < I(z*), entonces al problema (PM) lo

llamaremos 2K T-pseudoinvex vectorial.

Diremos simplemente que el (PM) es 2K T-cuasiinvex (2K T-cuasiinvex estricto), 2K T-pseudoinvex
(2K T-pseudoinvex estricto) vectorial, en M, si lo es para toda direccién h en X, ademés si lo
es en direccién de h = 0, entonces el problema es KT-cuasiinvex (KT-cuasiinvex estricto), KT-
pseudoinvex (KT-pseudoinvex estricto) vectorial, conforme a las Definicién 85 (Definicién 86),

basta con considerar n = 1y, = &, debido a que I (z*) = I(z*).

De acuerdo a lo anteriormente expuesto tenemos los siguientes diagramas, bajo supuesto de

diferenciabilidad de segundo orden, ver cuadro 5.1.

’ 2KT-pseudoinvex estricto ‘ — ’ 2K T-cuasiinvex ‘ <—

ﬂ |

’ 2KT—pseudoinvex‘ = ’2KT—cuasiinvex estricto‘

Cuadro 5.3: Relacién entre varios tipos de 2KT-invexidad

El préximo teorema, que generaliza al Teorema 88 en el caso regular, nos da una caracterizacién

de los problemas 2KT-cuasiinvex.

Teorema 103 Cada punto KTAF vectorial x* en M, en direccion h en Hy;(z*), es una solucion
Pareto dptima del (PM), si y solo si el (PM) es 2K T-cuasiinvez vectorial en M, en la misma

direccion h.

Demostracién: Si cada punto KTAF vectorial, en direccién de h en Hy(x*), del (PM), es una
solucién Pareto éptima, mostraremos que el problema (PM) es 2KT-cuasiinvex vectorial, en la

misma direccién h.



Suponga que existe al menos un z en M, tal que I(x) = (I;(x),-- ,Is(x)) domina a I(z*) =
(Ii(z*), -+ ,Is(x*)), en el sentido Pareto, esto es, I;(x) < I;(z*), para todo j = 1,---,s, y al
menos se cumple una desigualdad estricta I, (z) < I.(z*), entonces z* no es una solucién Pareto

6ptima del (PM) y por hipdtesis * no es un punto KTAF vectorial, en direccién de h en Hy;(z*).

Esto equivale a decir, que para todo h en Hy;(z*), (zp,h) no es un punto KTF vectorial del
problema (PM), definido en (5.38), no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange, por

lo tanto,

l
I* (@) @n, kv + Y G (@) (@n h)iai + Y Fy(x*) (@, h)Gf # 0,

’ieih(x*) k=1

para todo v = (v, -+ ,vs) #0, v, >0, jen J =1,--- s, fi; = (pi, fli) 20, @ € I, (z*), con
I (x*) el conjunto de las restricciones activas del operador §(z*), definido en (3.60) y ¢} en Y},
para todo k en L = {1,--- ,[}.

Adoptando los mismos argumentos usados en la demostracién del Teorema 88, donde denotamos
ahora J = {j € J,]T;(a:*)(xh,h) # 0}, I:h(m*) = {i € I(2*), g, (x*)(xn, h) # 0}, L= {k €
L, F{(xz*)(xp, h) # 0} y tomamos en consideracién que v; >0, j =1,--- s, fi; > 0,7 € In(z*) y
que, debido a (5.5),

pi= Y F (@) (an ) € Y Ki < ([ Ky

kel kel kel
podemos afirmar que para todos los f; € f(]’-k, jE j, 0; € f(;, i€ I:h(a:*) yQE (ﬂkei Kip)*.
Yo+ Y wit+@#£0,
jeJ iel(x*)
donde, para cada j en j , el cono K jes
Kj = {(€,&),L(a") (@ h) (&, &) < 0},
y conforme a la definicién (5.37), para todo (£1,&2) en X,
(I (")) (zn, ) (1, &2) = Li(2*) (€1, &) = Tj(a*)6a, j € T

entonces,

Kj = {(&,&),I(z*)6 < 0},5 € J.

El cono K;, para cada i en fh(a:*), es

B = {(&&) e X, @) (onh)(,&) <0},



con (gi(z")) (wn, h) (&1, &2) = (gi(x*)82, gi(a™)&1 + 2g; (™) [h, &2]).
El cono f(k, para cada k en l:L,
Kp = {(&,&) € X, (Fe(2")) (an, h)(&1,&2) = 0},

con (Fi(z*)) (wn, h)(€1, €2) = (Fj(a*)éz, Fi(a")é1 + 2F]! (") [h, &).

Como los conos f(j, j en J, K, i en fh(a:*) y Ky, k en L, determinados anteriormente, son

convexos y no vacios, entonces, conforme al Lema 13, podemos afirmar

(n&)n( 0 &)a(n i) ”

ith(l‘*)

Si consideramos ademds que ﬁ; (2*)(zn, h) = 0, gh(x*)(zp, h) = 0y Ff(z*)(zp, h) = 0 para algin
j#rend, i€ ly(z*)y k en L respectivamente, entonces para todo (£1,&2) en X,

ﬁ;(l'*)(l'h, h)(£17§2) = O)] 7& T, g;(ﬂj‘*)(l'h’ h)(£17£2) = 0’ ﬁ]g(x*)(xhv h)(£17£2) = Oa
esto implica de acuerdo a las definiciones de I;(x*)(zs, h), gi(x*)(zn, h) ¥ ﬁé(x*)(xh, h), que

]I;(l'*)fg = 07 .7 ?é r, g;(l'*)éé = 07 F]é(x*)éé = 07

(5.45)
Fy(z*)61 + 2F) (z7)[h, &) = 0, gi(x")& + 29 (2*) [, &) = 0.

Por consiguiente, de acuerdo a (5.44) y (5.45) concluimos que para cada h en H;(z*), existen

1,8, en X, tales que

I(z%)& <0, Tz < 0,j#r j=1,--,s
Fp(27)& = 0, k=1,---,1,

I(e) ~I(z*) 0= { Fj(a")& +2F) (a)[h,&] = 0, k=1, 1,
—gi(z")& > 0, i€ In(z*),
—gi(z*)é1 — 29/ (a*)[h, &) > 0, i € In(a*)

\

Por lo tanto podemos afirmar que para cada z, x* en M existen ny := & y &, := 2&, en X,
dependiendo de los puntos factibles x y z* y de h, tales que, satisfacen la condicién (5.42), esto

implica que el problema (PM) es 2KT-cuasiinvex vectorial, conforme a la Definiciéon 101.

Inversamente, suponga que el (PM) es 2KT-cuasiinvex vectorial, mostraremos que cada punto

KTAF vectorial es una solucién Pareto 6ptima del (PM).

Sea z* un punto KTAF vectorial, en direccién de h en Hj;(z*), entonces (zp,h) es un punto
KTF del problema (PM), definido en (5.38), y suponga que z* no es una solucién Pareto éptima,
entonces existe un z en M, tal que I(z) — I(z*) < 0, esto implica, dado que (PM) es 2KT-



cuasiinvex, que existe un 7, = np(x,2*) y &, = {p(x, 2*) en X tal que

;

L@ <0, L@)m < 0, j#r j=1,- s,
Fy (") = 0, k=1, ,1,

I(z) = I(z*) <0 = F/(z")& + F/(@)[hm] = 0, k=1, 1,
—gi(@*)nn > 0, i€ Iy(z*),
—gi(a)én — g/ (z*)[hym] > 0, i € In(a”),

lo que implica, de acuerdo al primer item de la Observacién 81, considerando en este caso que

las funciones involucradas son I, g y F,

FC (), (o, 1) 0 ( () NO((a), (@, 7)) 0 AC(Hy(2*), (e, )
o

NTC(Hg ("), (xn, b)) # 0,
donde I(z*), flg(az*) y flﬁ(:c*) son definidos en (5.37), (3.62) y (3.99) respectivamente.

Por consiguiente, de acuerdo al Lema 13, no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange,
por lo tanto (zy,h) no es un punto KTF vectorial del problema (PM), esto equivale a afirmar
que z* no es un punto KTAF vectorial, en la direccién de h en Hy;(x*) del problema (PM), lo

que contradice la hipdtesis. Podemos concluir entonces que z* es solucién Pareto 6ptima.
El teorema queda asi demostrado.

El proximo teorema, que generaliza al Teorema 90 en el caso regular, nos da una caracterizacion
de los problemas 2KT-pseudoinvex estricto. Su demostracién es andloga a la demostracion del

Teorema 103 usando la misma argumentacion empleada en la demostracion del Teorema 90.

Teorema 104 Cada punto KTAD vectorial x* en M, en direccion h en Hy;(z*), es una solucion
Pareto ptima del (PM), si y solo si el (PM) es 2K T-pseudoinvez estricto vectorial en M, en la

misma direccion h.

Demostracién: Si cada punto KTAD vectorial, en direccién de h en Hy(z*), del (PM), es
una solucién Pareto 6ptima, mostraremos que el problema (PM) es 2KT-pseudoinvex estricto

vectorial en M, en la misma direccién h.

Suponga que existe al menos un x en M, tal que I(x) domina a I(x*), en el sentido Pareto,
esto es, Ij(x) < I;(z*), para todo j = 1,---,s, y al menos se cumple una desigualdad estricta
I,(z) < L.(x*), entonces z* no es una solucién Pareto éptima del (PM) y por hipétesis z* no es

un punto KTAD vectorial, en direccién de h en Hj;(z*).

Esto equivale a decir, que para todo h en Hy;(x*), (zp,h) no es un punto KTD vectorial del

problema (PM), definido en (5.38), no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange, por



lo tanto,

l
(%) (B + > G (@) (n, ) + Y B (2%) (wn, h)df # 0,

ieih (z*) k=1

para todo v = (v1,--- ,v5) #0,v; >0, jen J ={1,--- s}, iz = (i, fti) 20, 7 € I, (z*), con
I (x*) el conjunto de las restricciones activas del operador §(z*), definido en (3.60) y ¢; en Y},
para todo k en L = {1,--- ,[}.

Lo que implica, siguiendo la misma demostracién del Teorema 103, la condicién (5.44), esto es

(N&)n( N K)n( N &) #0,
jed i€l (z*) kel
donde J = {j € LT (") @i, h) # 0h, Due) = {1 € Tue), gia)en h) # 0}, L = {k €

Pero ahora necesariamente H;(x*) # 0, para todo j en J := {1,--- , s}, en efecto, caso contrario
suponga que existe j en J, tal que ]I;(a:*) = ( esto implica que no existe un h tal que, ]I;»(a:*)h <0,
para todo j en J, entonces de acuerdo al Lema 12, * es un punto estacionario de I, y por tanto

es un punto KTAD, con multiplicadores v = (v1,--- ,v5) #0,v; > 0,5 en J y p;, i en I(x*)

y ¢Yr en Y, k= 1,--- .1, identicamente nulos, lo que contradice el hecho de que z* no es un
punto KTAD vectorial. Por tanto considerando que J = J := {1,--- , s} en la tltima condicién
obtenemos,

<]ﬁ1f(j) N ( N f(z) N ( N Kk) #0, (5.46)

i€l (%) kel
donde I,(z*) = {i € I(2*), §(x*)(zp, h) # 0}, L = {k € L, F/(x*)(an, h) # 0}.

Notemos ademas que si ¢ no pertenece a fh(az*) y k no pertenece a I entonces, para todo
(&1,&2) en X, (") (zp, h)(&1,&2) = O,ﬁ,g(x*)(xh,h)(&,fg) = 0, esto implica de acuerdo a las
definiciones (3.59) y (3.47) de g;(«*)(zn, h) y ﬁ,;(x*)(xh, h) respectivamente, que

g;(x*)éé = Oa Fé(l‘*)éé = 07

5.47
FlaM) 4 2P0 @) b6l = 0, gla")er + 20 () o] = 0¥ €1, 62 € X, )

Por consiguiente, de acuerdo a (5.46) y (5.47) concluimos que para cada h en H;(z*), existen

£1,&2 en X, tales que

L (7)&2 < 0, j=1,---,s
F(z*)& = 0, k=1,--,1,
I(z) — I(z*) <0 = Fl(a")& +2F (z*)[h, &) = 0, k=1,--- 1,
—gi(2")&2 > 0, i€ I(z*),
—gi(x*)61 — 29/ (a*)[h, & > 0, i € I(a®).



Por lo tanto podemos afirmar que para cada z, z* en M existen n, := & v &, := 26, en X,
dependiendo de los puntos factibles x y x* y de h, tales que, satisfacen la condicién (5.43), esto
implica que el problema (PM) es 2KT-pseudoinvex estricto vectorial, conforme a la Definicién
102.

Inversamente, suponga que el (PM) es 2KT-pseudoinvex estricto vectorial, mostraremos que

cada punto KTAD vectorial es una solucién Pareto 6ptima del (PM)

Sea x* un punto KTAD vectorial, en direccién de h en H;(z*) y suponga que z* no es una
solucién Pareto éptima, entonces existe un x en M, tal que I(z) — I(z*) < 0, esto implica, dado
que (PM) es 2KT-pseudoinvex estricto, que existe un ny, = n(x,z*) y & = £(z,2*) en X tal que

/

I (™), < 0,j=1,---,s,
F(x*)nn 0, k=1,---,1,
I(z) —I(z") 0= q Fp(a*)&p + Fy (@) [h,mn] = 0, k=1,--- 1,
—g;(@" ) > 0, i€ I(z*),
—gi(@*)én — gl (@) [h,mn] = 0, i € In(a™),

que equivale a decir, atendiendo al primer item de la Observacion 81, considerando en este caso

que las funciones involucradas son I, § y F,
FO(I,(5*), (2, h) 0 AC(Hy(5*), (2, 1)) O TC(H p(x*), (. b)) # 0,
donde I(z*), fIg(x*) y flﬁ(a:*) son definidos en (5.37), (3.62) y (3.99) respectivamente.

Por consiguiente, de acuerdo al Lema 13, no es posible obtener la ecuacién de Euler y Lagrange,
por lo tanto (x5, h) no es un punto KTD vectorial del problema (PM), esto equivale a afirmar
que z* en M no es un punto KTAD vectorial del problema (PM), en la direccién de h en H (%),

lo que contradice la hipétesis. Podemos concluir entonces que x* es solucién Pareto éptima.
El teorema queda asi demostrado.

Si consideramos como hipétesis solucién Pareto éptima débil o soluciéon débilmente eficiente,
Definicién 65, en vez de solucién Pareto 6ptima, de manera similar al caso regular presentado en
la seccion anterior, podemos mostrar, analégamente a la demostracién de los teoremas 103 y 104,
usando los mismo argumentos de los teoremas 88 y 90, los siguiente resultados de optimalidad
Pareto débil.

Teorema 105 Cada punto KTAF vectorial x* en M, es una solucion Pareto dptima débil del

problema (PM), si y solo si (PM) es 2K T-cuasiinvez estricto vectorial en M.

Teorema 106 Cada punto KTAD wvectorial x* en M, es una solucion Pareto dptima débil del

problema (PM), si y solo si (PM) es 2K T-pseudoinvex vectorial en M.



De acuerdo a las definiciones presentadas en esta seccién tenemos los siguientes diagramas, bajo

supuesto de diferenciabilidad de segundo orden.

2Reg.Débil

KTAD en direccién de +I' (2*)h=0 P Débil 2KT-pseudoinvex en di-
h e H(z") areto Debi reccién de h € H(z")
S 2Reg.Débil
KTAD en direccién de +I'(z*)h=0 Pareto (Fuerte) 2KT-pseudoinvex estricto
— areto (Fuerte =
h € H(z") en direccién de h € H(z™)

I ﬂ

2Reg.Fuerte

KTAF en direccién de +I'(z*)h=0 2KT-cuasiinvex en di-
<—> Pareto (Fuerte <
h e H(z") ( ) reccién de h € H(z™)

I l

2Reg.Fuerte

KTAF en direccién de +1'(z*)h=0 2KT-cuasiinvex estricto
—>< Pareto Débil < . .
he H(z") areto Lebt en direccién de h € H(z™)

Cuadro 5.4: Condiciones de optimalidad Pareto y Pareto débil de segundo orden



Futuros Trabajos

Dada la eficacia del formalismo de Dubovitskii-Milyutin y la aplicabilidad de la nocién de
invexidad y sus generalizaciones, para establecer condiciones de optimalidad, para una amplia
clase y de variada indole, de problemas de extremos, consideramos interesante, segtin nuestro

punto de vista, el estudio de problemas regulares y no regulares.

» Soluciones propiamente eficientes, carecterizar las soluciones propiamente eficientes,

mediante el formalismo de Dubovitskii-Milyutin.

» Control 6ptimo vectorial, extender los resultados obtenidos en este trabajo a proble-
mas de control éptimo vectoriales, estudiar la existencia de soluciones, tanto local como
global, establecer condiciones de optimalidad, necesaria y suficiente, a partir de las condi-
ciones de optimalidad obtenidas para problemas vectoriales de optimizacién matematica,

presentadas en el capitulo 5.

» Escalarizacién, asociar a los problemas vectoriales, tanto de optimizacién matematica
como de control éptimo, una familia de problemas escalares, y determinar bajo que con-
diciones es posible asegurar la equivalencia de soluciones entre el problema vectorial y la
familia de problemas escalares asociada. Responder a esta cuestién no solamente es de
importancia tedrica, sino también es de importancia practica, existen algunos resultados

parciales en esta direccién, como es posible ver en [24], [88], [89].

» Dualidad, proponer un problema dual, que generalice los problemas duales tipo Wolfe
y/o Mond -Weir, y mostrar que la nocién de 2KT-invexity es una condicién necesaria y
suficiente para establecer resultados de dualidad débil y fuerte, y para asegurar ademas
que los dos problemas, no regular y su dual, tienen la misma solucién. Hasta ahora se han
propuesto problemas duales, para problemas de control éptimo regular tipo Mond -Weir

en [5] y [48], sin restricciones mixtas.

» Problemas discretos, establecer condiciones de optimalidad para problemas discretos,

préximos a los obtenidos en este trabajo.

» Problemas de Control impulsivos, en este tipo de problemas la ecuacién que gobierna

el estado del sistema es dada por

da(t) = f(t2(t), u(t))dt + g(t, 2(t))u(dt)

donde aparecen ademads del control convencional u(t), un control llamado impulsivo, repre-
sentado por una medida positiva . Una de las motivaciones para estudiar estas ecuaciones
tiene su origen en el problema de controlar el gasto de combustible en vehiculos espaciales.

El control p(-) es una idealizacién del control convencional y modela la situacion en la cual



un vehiculo puede asumir altas velocidades en un periodo corto de tiempo. Un problema

interesante de ser estudiado es el siguiente:

Minimizar h(x(0),z(1)

sujeto a  dxz(t) = f(t, z(t),u(t))dt + g(t, z(t))u(dt),
u(t) € Uy et.p. €0,1], (CI)
B(t,2(t) <0 Vit e [0,1],
uw>0, (x(0),z(1)) € C.

Aquih: R"x R" - R, f: R"x R" - R"yg:[0,1] x R"™ — IR son funciones
dadas. U es un subconjunto boreliano de [0, 1] x IR™ (U denota la seccién {z : (t,z) € U}y
C' es un subconjunto de IR™ x IR". La funcién ¢ : [0,1] x IR™ — IR es una restriccion de
desigualdad del problema (CT). Un problema interesante es extender los resultados del

Capitulo 4, tanto en el caso normal o anormal.

Programacién con tiempo continuo, un problema de programacién con tiempo con-

tinuo es de la forma:

T
Minimizar qﬁ(a:):/o f(t,z(t))dt

(PTC)
sujeto a g(t,z(t)) <0 c.t.p. en [0,77,
r e X,

7

donde X es un subconjunto abierto, convexo y no vacio del espacio de Banach L [0, 7],
0:X = R, f(t,a(t) = £@)(#) ¥ glt,(t) = y(@)(1), con € : X — A0, T) y v : X —
AT'[0,T]. L% [0,T] denota el espacio de todas las funciones vectoriales n-dimensionales
que son Lebesgue medibles y esencialmente acotadas, definidas en el intervalo compacto

[0,7] € TR, con norma || - ||ec definida por
|z]|oc = méax esssup{|z;(t)], 0 <t <T},
1<j<n

donde para cada t € [0,T], z;(t) es la j-ésima componente de z(t) € IR" y AT*[0,T]
denota el espacio de todas las funciones vectoriales m-dimensionales que son esencialmente

acotadas y Lebesgue medibles, definidas en [0,7], con la norma || - ||; definida por

T
= mj (t)|dt.
Iyl = mix [ 1u0)
Este problema de programacién con tiempo continuo tiene particularidades interesantes y
complejas, pues el espacio AT*[0, 7] no es completo y su cono no-negativo {y € A7"[0,7] :
y(t) > 0 c.t.p. en [0,7]} posee interior vacio. Estas propiedades son invariablemente ad-

mitidas en formulaciones abstractas.



El primer autor que estudié el problema con tiempo continuo fue Bellman en [15], él
estudié un tipo de problema de optimizacion, que ahora es conocido como problema de
programacién lineal con tiempo continuo. Posteriormente, otros autores estudiaron proble-
mas de tiempo continuo mas generales, considerando, por ejemplo, problemas no lineales.
En [95], Zalmai obtuvé condiciones de optimalidad del tipo Kuhn-Tucker, los resultados
obtenidos son generalizaciones naturales de las condiciones de Kuhn-Tucker en dimensién
finita. El caso no diferenciable fue estudiado, por ejemplo, en [28], [79], [76], [75], [85], [26].
Una buena lista de referencias sobre problemas con tiempo continuo puede ser encontrada
en [95].

Problemas de programacién infinita, esta clase de problemas se formulan de la si-
guiente forma:
Minimizar f(x)
sujeto a Jo(z) <0, a € A, (PPI)
hg(x) =0, B € B.

donde f, g, hg: X — IR paraa € Ay 3 € B, X esun espacio real de Banachy Ay B son

los conjuntos de indices. Generalmente, A y B son subconjuntos de espacios Euclidianos.

Este tipo de problemas fueron abordados en [92], [77], [78] y las referencias citadas alli.
Problemas interesantes en abierto son condiciones necesarias y/o suficientes para el caso

anormal.

Técnicas de deformacion, una interesante técnica empleada en la obtencién de condi-
ciones de optimalidad para problemas de programacién no lineal son los llamados Métodos
de Deformacién. El método consiste, a groso modo, en “deformar” un problema de optimi-
zacién en un problema mas simples. Entre otras hipétesis, esta deformacion debe preservar
los puntos éptimos. Bobylev [20], [21] estudié varios problemas de deformacién. Un pro-
blema interesante y hasta ahora no estudiado seria adaptar el método de deformacion a

los problemas de control, tiempo continuo, programacién infinita, entre otros.

Problemas no diferenciables, cuando las funciones involucradas en los problemas no
regulares descritos en este trabajo, o en trabajos futuros, no son diferenciables en el sentido
clésico, se podrian utilizar las herramientas del llamado nonsmooth analysis [38], [84]. En
este caso, no existe practicamente nada en la literatura via formalismo de Dubovitskii-

Milyutin. Asi, abordar esta problemética abre un amplia gama de posibilidades.

Problemas débilmente diferenciables, estudiar problemas con hipdtesis de diferencia-
bilidad mas débiles, observamos que el Teorema de Lyusternik exige estricta diferenciabili-
dad en el punto, ver [1] o Fréchet diferenciabilidad en una vecindad, con derivada continua
en el punto, ver [51]. Para el caso de Gateaux diferenciabilidad, ver [58], usando el método

de direcciones contractivas introducido por Altman [2].



El caso de funciones localmente Lipschitz, no obstante considerando solamente restricciones
de desigualdad, es estudiado en [93] usando la nocién de gradiente generalizado en el
sentido de Clarke. En el caso con restricciones de igualdad fué estudiado en [82] usando los

subdiferenciales de Dini, introducidos anteriormente en [51] en andlisis no diferenciable.
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