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Dpto. de Estad́ıstica e Investigación Operativa

Facultad de Matemáticas
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La Teoŕıa de Optimización diferenciable clásica se basa principalmente en la búsqueda de condi-

ciones necesarias y suficientes que permitan caracterizar las soluciones óptimas. Las condiciones

necesarias se fundamentan en la hipótesis de que el conjunto de soluciones posibles para el pro-

blema a resolver, verifica ciertas condiciones, que aseguran la caracterización del cono tangente

o del cono factible a través de las derivadas de primer orden de las funciones que definen las

restricciones, son los denominados problemas regulares. Sin embargo, en determinados proble-

mas, esta hipótesis no es posible asegurarla, dando lugar a los problemas de optimización no

regulares o degenerados. Consecuentemente las condiciones de optimalidad de primer orden del

tipo Karush-Kuhn-Tucker, no son aplicables. Será necesario, por tanto, establecer condiciones

de optimalidad basadas en aproximaciones al conjunto factible que no sean de primer orden, es

decir, utilizando derivadas de orden superior y que, naturalmente, coincidan con las condiciones

clásicas de primer orden, cuando el problema sea regular. Por otro lado las condiciones necesarias

no garantizan que las soluciones encontradas sean soluciones óptimas, es decir, en general, no

son condiciones suficientes para garantizar la optimalidad, sin hipótesis adicionales.

Este trabajo consiste esencialmente en establecer condiciones de optimalidad, optimalidad de

Pareto en el caso vectorial, de segundo orden y no degeneradas, para problemas generales de

optimización matemática diferenciables, escalares y vectoriales, con restricciones múltiples de

igualdad y desigualdad, definidos en espacios de Banach, cuando el problema es no regular. A

partir de ellas y haciendo uso de teoremas de representación, conseguimos establecer condiciones

de optimalidad de segundo orden no degeneradas, para problemas de control óptimo escalar, con

restricciones mixtas. Generalizando los resultados existentes en la literatura y quedando éstos

como casos particulares.

Las condiciones necesarias son obtenidas mediante el formalismo de Dubovitskii- Milyutin, el

cual, debido al enfoque universal y unificador, permite determinar, en el lenguaje del análisis

funcional, condiciones necesarias de optimalidad para una amplia clase y de variada ı́ndole de

problemas de extremos.

Las condiciones suficientes son establecidas, introduciendo nociones de invexidad generalizada

adecuadas a la determinación del problema.
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4.1. Formulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2. Problemas Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.3. Problemas No Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.3.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.3.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

vii



5. Problemas Multiobjetivo 114

5.1. Formulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.2. Problemas Vectoriales Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.3. Problemas Vectoriales No Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.3.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5.3.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

Futuros Trabajos 151



Caṕıtulo 1

Introducción

En el transcurso del tiempo el hombre ha estado en una constante búsqueda de leyes y principios

que obedezcan ciertas formas o fenómenos naturales, con el propósito de explicar o entender

el comportamiento de la naturaleza. En este intento fué el francés Pierre Louis Moreau de

Maupertuis (1698-1759) que enunció, en 1744, el principio de la mı́nima cantidad de acción: “En

todo cambio que se produzca en la Naturaleza, la cantidad de acción necesaria para tal cambio

ha de ser la mı́nima posible”. De acuerdo a Maupertuis, la Naturaleza obedece un principio de

minimización, lo que es interpretado en el contexto teológico, como el hecho de que el creador,

hace uso de la mı́nima enerǵıa posible en sus actuaciones.

Este es un principio f́ısico, que posteriormente la matemática fundamenta rigurosamente, desarro-

llando las técnicas necesarias para dar respuestas a una amplia clase de problemas de extremos,

que surgen hasta el d́ıa de hoy, y que se extiende a las diversas áreas de las Ciencias y la

Ingenieŕıa.

Cuando la finalidad de un problema es optimizar un funcional, que depende de variables, que

a su vez son funciones, las cuales varian con el tiempo, entonces estamos en presencia de un

problema de optimización dinámica. Tales problemas se caracterizan por el hecho de que la

función a minimizar (o maximizar) es un operador, es decir, es una función definida sobre algún

espacio de funciones, de dimensión infinita.

Esta clase de problemas incluyen los problemas variacionales, que se caracterizan por el he-

cho que el funcional a optimizar es dado por un operador integral, cuyo origen se atribuye al

planteamiento del problema de la braquistocrona, propuesto por J. Bernoulli, en (1696). Este

planteamiento es, básicamente, encontrar entre las posibles trayectorias recorridas por un pe-

queño objeto que se mueve, entre dos puntos situados en un plano vertical, bajo la influencia de

la gravedad, a aquella que emplea el menor tiempo posible, es decir la curva de descenso más

rápida. La teoŕıa formal de tales problemas recibe el nombre de cálculo variacional.
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También son problemas variacionales, el Principio de Fermat (1601-1665) de la óptica, que

establece que independientemente del tipo de reflexión o refracción a que se encuentre sujeto

un rayo de luz, éste emplea el menor tiempo posible, para desplazarse de un punto a otro, y el

Principio de la mı́nima acción de Hamilton, donde una cantidad, llamada acción, alcanza siempre

un valor extremo. Esta acción se expresa en términos de la función Lagrangeana definida, en la

mecánica clásica, como la enerǵıa cinética menos la enerǵıa potencial. Ambos Principios están

sujeto a que un cierto funcional debe tomar un valor mı́nimo.

El resultado principal del cálculo variacional, que permite determinar las curvas extremales,

son las ecuaciones de Euler y Lagrange, introducidas por Euler (1707-1783) y Lagrange (1736-

1813). Estas ecuaciones establecen condiciones necesarias de optimalidad, es decir si una curva

o trayectoria es un extremo, mı́nimo o máximo, de un operador, que determina un problema

variacional, entonces necesariamente debe satisfacer las ecuaciones de Euler y Lagrange.

Anecdóticamente los esquimales resolvieron un problema de cálculo variacional clásico, algunos

siglos antes que naciera Bernoulli, para la construcción de iglús en forma óptima: menor superficie

para conservar el calor, y a la vez es lo mayor posible, esto es menor área superficial, mayor

volumen que encierra.

Otra clase importante de problemas de optimización dinámica, son los problemas de control

óptimo, cuya teoŕıa constituye una generalización natural del cálculo de variaciones, permite

dar soluciones a diversos problemas de la medicina, ver [90], de la f́ısica, ver [37], y en particular

a problemas de la economı́a, modelos neoclásicos de crecimiento económico, modelo de ahorro

óptimo ver [31], [39] y [50], entre otros.

Uno de lo objetivos de este trabajo es estudiar problemas de control óptimo, es por ello que

haremos una breve introducción de esta clase de problemas, en lo que se refiere a su definición,

formulación y resultados principales.

Un problema de control óptimo consiste básicamente en optimizar un funcional, sujeto a un

sistema que evoluciona en el tiempo. El funcional a minimizar (o maximizar) depende de una

variable, que describe el estado del sistema, en cada momento, y de una variable de control,

que interviene en el comportamiento del sistema. Estas variables se relacionan por el sistema

dinámico, el cual es determinado por ecuaciones diferenciales ordinarias, que describiremos en

la formulación dada posteriormente.

Pensemos en un sistema dinámico que evoluciona en el tiempo (como lo son el cuerpo humano

y el sistema económico), con un horizonte temporal predefinido [t0, T ], donde es conocida su

situación inicial, digamos x0 y que la evolución del sistema puede ser influenciada, en parte,

por las decisiones de un agente, llamado planificador. El estado del sistema es descrito, en cada

momento, por una variable x(t), denominada variable de estado, y las decisiones consideradas

por el planificador son representada por un variable u(t), denominada variable de control.



El control u(t) ejerce una influencia sobre el comportamiento del sistema dinámico, descrito por

la variable de estado x(t), en cualquier instante t en [t0, T ]. Por lo tanto la evolución del sistema

dependerá de las decisiones tomadas por el planificador, representada por u(t).

La variable de estado x(t) y la variable de control u(t), se relacionan por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias, denominado ecuación de estado,

x′(t) = φ(x(t), u(t), t), t ∈ [t0, T ],

x(t0) = x0

donde x : [t0, T ]→ IRn, u : [t0, T ]→ IRm y φ : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRn.

La variable de control u(·) usualmente pertenece a una familia de funciones U , con valores en un

conjunto U de IRm, que representa las restricciones f́ısicas del control u(t), en un tiempo t. La

familia de funciones U , y la función φ deben satisfacer las hipótesis suficientes, para garantizar

la existencia y unicidad de la solución de la ecuación de estado.

Una vez elegido un control u en U , la ecuación de estado determina una trayectoria o estado

x(t), con condición inicial x0 en el momento t0. La solución de la ecuación de estado, depen-

derá de las diferentes elecciones del valor de la variable de control, esto es, elecciones diferentes

del valor de control implicará trayectorias diferentes del sistema dinámico.

Por ejemplo, una empresa desea maximizar sus ganancias por la venta de un producto dado,

mediante un control conveniente de los gastos de propaganda. El estado del sistema, x(t), podŕıa

representar las tasas de venta de un producto y la variable de control, u(t), la tasa de gastos en

que la empresa incurre, para promocionar y publicitar el referido producto, entonces, bajos estos

términos, este es un problema de control óptimo. En tal caso, se quiere minimizar o maximizar

un funcional, que depende del estado del sistema y del control, llamado funcional objetivo o

llamado, por algunos autores, funcional de costo.

Una de las variantes más simple de un problema de control óptimo es la siguiente: dado un

sistema dinámico que evoluciona en el tiempo, de acuerdo a la ecuación de estado, se debe

determinar las variables, de estado x(t) y de control u(t) factibles, esto es, funciones x(t) y u(t)

que satisfacen la ecuación de estado y que minimicen (o maximicen) la función integral

Φ(x, u) =

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt+ S(x(T )), (1.1)



donde además la variable de control u(t) satisface restricciones del tipo

u(t) ∈ U, para casi todo t ∈ [t0, T ],

con U un subconjuto de IRm, el tiempo final T es dado y donde se supone el estado, en el

tiempo final, libre, esto es, x(T ) es variable y donde f : IRn × IRm × [t0, T ]→ IR.

El funcional objetivo Φ mide cuantitativamente el comportamiento del sistema. La integral de

la función f , dada en (1.1), depende de los valores de la variable de estado x(t) y la variable de

control u(t) a lo largo del horizonte temporal, esto es a través del intervalo de tiempo [t0, T ],

y por tanto, representa el valor del comportamiento del sistema a través del tiempo, mientras

que la función S(x(T )) representa la valorización del estado en que queda el sistema al final del

horizonte temporal.

Hay algunas variantes de problemas de control óptimo que difieren del planteamiento anterior,

en lo que se refiere a las formas que puede tomar el funcional objetivo, a las condiciones iniciales

y finales de la variable de estado y a las restricciones impuestas sobre el control y/o a la variable

de estado, entre otras. En algunos problemas, puede resultar que el valor final de x(T ) sea fijo

o que sea acotado inferior y/o superiormente, o bien que el horizonte temporal no sea acotado

por un valor de T dado, el peŕıodo de tiempo es por lo tanto infinito.

En el problema anterior no son consideradas restricciones en la variables de estado x(t), no

obstante en algunos problemas es necesario imponer restricciones, de igualdad y/o desigualdad,

a la variable estado x(t).

Las diferentes formas que puede tomar el funcional objetivo (1.1), dependiendo de las funciones

f(x, u, t) y S(x(T )), son denominadas: Bolza, si f(x, u, t) y S(x(T )) son no nulos, Mayer, si

f(x, u, t) es nulo y S(x(T )) es no nulo y Lagrange, si f(x, u, t) es no nulo y S(x(T )) es nulo. No

es dif́ıcil mostrar que los problemas de control óptimo con funcional objetivo en la forma Bolza,

Mayer y Lagrange son equivalentes, en el sentido de su formulación (ver [31]). Por lo tanto, sin

pérdida de generalidad, solo consideraremos, en este trabajo, problemas de control óptimo con

funcional objetivo en la forma Lagrange.

Un problema de Lagrange, con restricciones, se obtiene de un problema de control óptimo,

considerando el funcional objetivo de la forma de Lagrange y donde no hay restricciones para la

variable de control, en este caso se considera M = IRm, el problema es

min

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt

x′(t) = φ(x, u, t), x(t0) = α, x(T ) = β.

Análogamente el problema clásico de cálculo variacional, se obtiene del problema de control

óptimo, considerando el funcional objetivo de la forma de Lagrange, con n = m = 1, φ(x, u, t) =



u y M = IR, esto es

min

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt

x′(t) = u(t), x(t0) = α, x(T ) = β.

Las condiciones necesarias de optimalidad, para el problema de Lagrange y cálculo variacional

son proporcionadas por la ecuación de Euler y por los multiplicadores de Lagrange en caso de

restricciones (ver [31]).

Los resultados de la teoŕıa de cálculo variacional aparecen como casos particulares de los resul-

tados de la teoŕıa de control óptimo, que requiere condiciones, sobre los espacios de definición

de las variables de estado y de control, mucho más flexibles que la teoŕıa de cálculo variacional.

En efecto en la teoŕıa de cálculo variacional, se requiere que las variables de estado y de control

sean de clase C2[t0, T )], esto es, funciones con derivadas primera y segunda continuas, definidas

en [t0, T ], mientras que en la teoŕıa de control óptimo la variable de estado x(t) necesita ser

continua, x′(t) y u(t) sólo necesitan ser continuas por partes, es decir deben se continuas en

todos los puntos de [t0, T ], excepto, quizás, en un número finito de ellos.

La precedente formulación conlleva a estudiar un problema de optimización, sujeto a sistemas

que evolucionan en el tiempo, que son susceptibles de ser influenciados por agentes externos.

Cuando es posible obtener una solución del problema, el control óptimo indicará el procedimiento

a seguir, para inducir el sistema de un estado inicial a un estado final de manera óptima.

La finalidad de la teoŕıa de control óptimo es el estudio de condiciones necesarias y suficientes,

para garantizar la existencia y unicidad de solución de un problema de control óptimo. Aśı como

también del desarrollo de metodoloǵıas para su determinación y cálculo, desde un punto de vista

tanto teórico como de las aplicaciones.

Los resultados principales de la teoŕıa de control óptimo son el llamado Principio del Máxi-

mo de Pontryagin (1962), y el Principio del Máximo Local (ecuaciones del Euler-Lagrange). El

Principio del Máximo de Pontryagin proporciona condiciones necesarias de optimalidad, para

problemas de control óptimo, cuya formulación considera al conjunto de las variables de control

U, arbitrario, en cambio, el Principio del Máximo Local es más restrictivo, considera al conjunto

U convexo con interior no vaćıo.

El Principio del Máximo Local establece lo siguiente:

Si (x0, u0) es solución del problema de control óptimo de Lagrange:



MinimizarΦ(x, u) =

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt

sujeto a :

x′(t) = φ(x(t), u(t), t), x(t0) = α, x(T ) = β

u(t) ∈ U para casi todo t ∈ [t0, T ],


(P1) (1.2)

donde las funciones

f : IRn × IRm × [t0, T ]→ IR, φ : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRn

son consideradas continuamente diferenciables con respecto a (x, u) y medibles en t y donde U
es un conjunto cerrado convexo, con interior no vaćıo, de IRm.

Entonces existe un número λ0 ≥ 0, y una función ψ : [t0, T ]→ IRn, no nulas simultáneamente,

tales que

λ0fx(x0, u0, t)− φ∗
x(x0, u0, t)ψ(t)− ψ′(t) = 0 (1.3)

y además para todo u(t) en U

⟨λ0fu(x0, u0, t)− φ∗
u(x0, u0, t)ψ(t), u− u0⟩ ≥ 0, c.t.p. en [t0,T], (1.4)

donde φ∗
x(x0, u0, t) y φ∗

u(x0, u0, t), denotan el operador adjunto de φx(x0, u0, t) y φu(x0, u0, t)

respectivamente.

El Principio del Máximo Local, y sus variantes, proporcionan condiciones necesarias de opti-

malidad, para distintas formulaciones de problemas de control óptimo (ver [43], [39], [31]), pero

siempre bajo el supuesto de que la variable de control u es tal que u(t) pertenece a un conjunto

U, convexo con interior no vaćıo, de IRm. No obstante, en muchas aplicaciones, es natural con-

siderar proble-mas, donde la variable de control u(t) pertenece a un conjunto menos restrictivo,

como lo son los problemas donde el control óptimo toma sólo dos valores, u0(t) = a o u0(t) = b,

en este caso u0(t) es denominado control bang-bang, (ver [31] y [39]). Este tipo de fenómeno

sucede cuando el funcional objetivo y la ecuación de estado es lineal en la variable de control u.

La derivación de condiciones de opimalidad para problemas de control óptimo, bajo el supuesto

de que la variable de control u(t) pertenezca a un conjunto arbitrario U, de IRm, son establecidas

por el Principio del Máximo de Pontryagin, y sus versiones.

El Principio del Máximo de Pontryagin establece lo siguiente:



Si (x0, u0) es solución del del problema de control óptimo (P1), donde U es un subconjunto

arbitrario de IRm, f, φ son consideradas continuamente diferenciables, únicamente , con respecto

a la variable x y medibles en t, entonces existen, λ0 ≥ 0, y una función ψ : [t0, T ] → IRn, no

nulas simultáneamente, tales que

ψ′
i(t) = −∂H

∂xi
(x0(t), u0(t), ψ(t), t), i = 1, · · · , n, (1.5)

H(x0, u0, ψ, t) = C +

∫ T

t
(λ0fs(x0, u0, s)− ⟨ψ(t), φs(x0, u0, s)⟩)ds (1.6)

con C constante, satisfaciendo la condición del Máximo,

H(x0(t), u0(t), ψ(t), t) ≥ H(x0(t), u(t), ψ(t), t), ∀u ∈M, c.t.p. en [t0,T]. (1.7)

donde H es la función Hamiltoniana asociada al problema, y es definida

H(x(t), u(t), ψ(t), t) = −λ0f(x(t), u(t), t) + ⟨ψ(t), φ(x(t), u(t), t)⟩. (1.8)

Ambos Principios, y los métodos numéricos clásicos, son eficientes y aplicables sólo en el caso

que el problema en estudio sea regular, lo que se llama usualmente en control: problema contro-

lable o extremales regulares o normales, esto es, cuando el multiplicador asociado a la función

objetivo, es no nulo, es decir λ0 es no nulo. Las condiciones suficientes para asegurar que λ0 > 0

son denominadas condiciones de regularidad o normalidad, ver [39] y [43], y en el contexto de

optimización Matemática, son denominadas cualificación de restricción, ver [14], [39] y [67].

Si λ0 es nulo entonces el problema es no regular, en este caso el Principio del Máximo Local y

el Principio de Pontryagin, proporcionan condiciones degeneradas, no dependen del funcional a

minimizar, no producen ninguna información acerca del extremo local o global en estudio. La

noción de regularidad es fundamental, tanto para la obtención de condiciones necesarias de op-

timalidad, de primer orden, no degeneradas, como también para la derivación de las condiciones

suficientes de optimalidad. Es esencial, por tanto, establecer condiciones que aseguren que un

problema dado es regular.

Existen varias formas de probar el Principio Clásico del Máximo de Pontryagin, una v́ıa análisis

real (vea [83]), otra v́ıa inclusiones diferenciales (vea, [17], [18], [35]), via métodos variacionales

(vea, [31]) y también usando el principio de Lagrange en dimensión infinita (vea [51], [53]) o a

través del llamado formalismo de Dubovitskii y Milyutin [43].

Para formular condiciones necesarias de optimalidad, para problemas de extremos, mediante

este formalismo se debe caracterizar, el cono de las direcciones factibles, al conjunto de las

restricciones de desigualdad, y el cono de las direcciones tangentes, al conjunto de las restricciones

de igualdad, en el punto óptimo, y sus respectivos conos duales, (ver [14], [39] y [67]).

Cuando el problema es regular, es posible caracterizar (ver [43]) el cono factible y el cono

tangente, mediante aproximaciones lineales, lo que permite establecer condiciones necesarias de



optimalidad de primer orden. En el caso contrario, es decir, cuando el problema es no regular,

se hace necesario caracterizar el cono factible al conjunto de las restricciones de desigualdad

como también el cono tangente, al conjunto de las restricciones de igualdad, en el punto óptimo,

mediante aproximaciones de segundo orden, lo que permite establecer condiciones necesarias de

optimalidad de segundo orden, las cuales serán no degeneradas siempre que el problema sea

2-regular, concepto introducido por Avakov, en [8] y por Imailov, en [45], el cual precisamos en

este trabajo.

Avakov, en 1985, en [8], propone una extensión del teorema de Lyusternik (ver [43]) para el caso

no regular, bajo el supuesto de 2-regularidad, lo cual permite caracterizar el cono de direcciones

tangentes. Luego aplica este resultado para obtener condiciones necesarias no degeneradas de

optimalidad, para problemas de optimización matemática escalares suaves, en el caso que las

restricciones de igualdad sean no regulares.

Más tarde, el mismo autor en [11], generaliza el Principio del Máximo de Pontryagin para

problemas escalares no regulares, donde las funciones involucradas en el problema son Frêchet

diferenciables, con respecto a la variable de estado y convexas con respecto a la variable de

control (ver también [10], [11], [12] y [6]).

En 1991 Ledzewicz, en [60] y [61], deriva las ecuaciones de Euler-Lagrange, para una amplia clase

de problemas de optimización Matemática no regulares, escalares y vectoriales respectivamente,

con restricciones de igualdad y desigualdad determinadas, por operadores definidos en espacios de

Banach, pero únicamente con restricciones de igualdad no regulares. Se vale de una especificación

del método Dubovitskii-Milyutin, presentado por la misma autora, en [57], para problemas

no regulares, que obtiene mediante la generalización del teorema de Lyusternik, obtenido por

Avakov, en [11]. Esta clase incluye los problemas Pareto óptimo con más de una restricción

de igualdad, no regular, y restricciones de desigualdad regulares, que generalizan los resultados

obtenidos por Censor, en [30], para dimensión finita, y por Kotarski, en [55], para dimensión

infinita.

Más tarde, en 1993, la misma autora, en [62], aplica los resultados de Avakov y una especifi-

cación del método de Dubovitskii-Milyutin, obtenido en [57], para formular una extensión del

Principio del Máximo local, para problemas de control óptimo con restricciones mixtas, de igual-

dad y desigualdad, y donde el valor de la variable de estado, en el tiempo final, es fijo. Esta

versión extendida, que establece condiciones necesarias de optimalidad, cuando las restricciones

de igualdad son no regulares, se reduce a la formulación clásica del Principio del Máximo local,

en el caso que el problema llegue a ser regular, generalizando los resultados de [43] y [52]. Estas

nuevas condiciones permiten investigar el estado de optimalidad de extremales anormales, si las

condiciones de optimalidad no se satisfacen en un cierto proceso factible es posible excluirlo del

conjunto de los candidatos para extremo. Esto es ilustrado mediante un ejemplo de un problema



no regular, presentado por Avakov por primera vez en [10], para apoyar su teoŕıa.

Similarmente Ledzewicz en [63] aplica los resultados de [57] y obtiene una extensión del Princi-

pio del Máximo Local, el cual establece condiciones necesarias de optimalidad, para problemas

de control óptimo, con restricciones mixtas, de igualdad no regular y desigualdad regular, y con

condiciones finales, cuando el Principio del Máximo Local clásico tiene una forma degenerada.

Estas condiciones necesarias, coinciden con las condiciones del Principio del Máximo Local for-

mulado en [62], cuando el problema no presenta restricciones ni de igualdad, ni de desigualdad.

Es decir, el Principio del Máximo local formulado en [62] es un caso particular del obtenido en

[63].

Por otro lado, en 1994, Izmailov en [45], dá una descripción constructiva del cono tangente

al conjunto determinado por restricciones de desigualdad, en un punto no regular. Mediante

esta descripción obtiene condiciones necesarias de optimalidad, para problemas no regulares de

optimización matemática escalares, suaves, sólo con restricciones de desigualdad.

Ledzewicz y Schättler, en 1995, en [59], integran los resultados de Avakov [9] con los resultados

de Ben-Tal y Zowe [16], formulan una teoŕıa de segundo orden de optimalidad, para la optimiza-

ción de problemas con restricciones mixtas, de igualdad y desigualdad, donde las restricciones

de igualdad son definidas mediante operadores no regulares. Definen direcciones factibles y tan-

gentes de segundo orden, no sobre el espacio de las variables de estado, el espacio de Banach X,

sino sobre el espacio las variables de estado-tiempo, X × IR, lo cual permite reparametrizacio-

nes de curvas aproximantes, a diferencia de las direcciones, factibles y tangentes, definidas en

[16], que lo hace sobre el espacio de Banach X. Aproximan localmente los conjuntos determi-

nados por restricciones de igualdad y desigualdad, mediante conos convexos de segundo orden,

luego, habiendo definido estos conos, extienden el formalismo de Dubovitskii-Milyutin para ob-

tener condiciones de optimalidad de segundo orden. Las cuales, en particular, generalizan las

condiciones de optimalidad para problemas suaves obtenidas en [9].

En un trabajo más reciente Avakov, Arutyunov, Izmailov, año 2007, en [13], obtienen condiciones

necesarias de optimalidad, para problemas de programación matemática, suave con restricciones

de igualdad y desigualdad, no regulares. Las cuales son una extensión de las obtenidas, por

Avakov, en 1988, en [11] y por Izmailov, en 1994, en [45].

Ya en el caso finito dimensional, el problema con n restricciones de igualdad fué estudiado en

[82] usando los subgradientes de Clarke, introducidos anteriormente por Ioffe, en [51], en análisis

no diferenciable.

El resultado principal obtenido por Ledzewicz y Schättler, en [64], es una versión extendida del

Principio del Máximo de Pontryagin, que establece condiciones de optimalidad, para problemas

invariantes, no regulares, de tiempo final libre y donde la variable de control, pertenece a un con-

junto arbitrario U. Inicialmente, obtienen una versión extendida del Principio del Máximo Local,



mediante la generalización de la teoŕıa de Dubovitskii y Milyutin, basándose en la contrucción

de conos de las direcciones de descenso, tangentes y factibles, de segundo orden, introducidos por

los mismos autores en [59]. Esta versión establece condiciones de optimalidad, no degeneradas,

para un proceso factible, aún cuando este proceso sea no regular, para problemas invariantes, con

tiempo final fijo, donde la variable de control u, es tal que u(t) pertenece, ahora, a un conjunto

convexo con interior no vaćıo, y donde no se consideran hipótesis de regularidad, pero si se pide

diferenciabilidad de hasta orden tres, de las funciones implicadas en relación a la variable de

estado.

Las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker, (presenta-

das por primera vez en 1939, en la tesis de Maestŕıa de William Karush (1917-1997), únicamente

con restricciones de desigualdad) para problemas de optimización matemática y las establecidas

por el Principio del Máximo de Pontryagin ( Pontryagin, L.S., Boltyanskii, V.G., Gamkrelidze,

R.V., Mischenko, E.F., The Mathematical Theory of Optimal Processes, Interscience, 1962) para

problemas de control óptimo, no son suficientes, en general, para decidir si el punto en análisis

es de hecho la solución óptima global. Consecuentemente, tenemos dos caminos a seguir para

decidir si de hecho el candidato (o candidatos) es óptimo (o óptimos), esas condiciones son: con-

diciones de segundo orden o usar alguna estructura especial de los funcionales involucrados en

la problemática (convexidad, deformación para problemas más simples, convexidad generalizada

entre otras).

Si las funciones involucradas en el problema son convexas, lo que determina un problema conve-

xo, las condiciones necesarias de optimalidad son también suficientes, pero esta hipótesis es muy

restrictiva, dado que una amplia clase de problemas no son convexos. Con el fin de debilitar

la hipótesis de convexidad, surgió en la literatura vinculada a la optimización matemática la

noción de función invexa, introducida por Hanson en 1981, en [47] y sus generalizaciones [27],

[25], [40], [66], las cuales han sido muy fruct́ıferas para la obtención de condiciones suficientes

de optimalidad.

Martin, en 1985, en [66], introduce una generalización de la noción de invexidad, denominada

KT-invexidad y muestra que la KT-invexidad, no es únicamente un condición suficiente de

optimalidad, para problemas de optimización clásicos, en el sentido que cada punto que satisface

las condiciones Kuhn-Tucker, (definido por Craven, en [39], como KT-punto), es un mı́nimo

global del problema, sino que también es una condición necesaria, esto es, muestra que cada

KT-punto es un mı́nimo global si y solamente si, el problema es KT-invex. La clase más amplia

de problemas que cumple esta proposición son la clase de problemas KT-invex. Uno de los

primeros trabajos que extiende la noción de convexidad generalizada, introducida en [66], para

problemas de programación multiobjetivo, fué realizado por Osuna et al, en 1999, en [81], lo

siguen los trabajos [24], [88], entre otros.



Posteriormente, el uso de esta noción y sus generalizaciones, han sido aplicadas en problemas

de tiempo continuo en [26], [71], [85]. Ellas también han sido aplicadas, en ciertas clases de

problemas variacionales, por Mond y Husain, en 1988 y 1989, en los trabajos [68] y [69], por

Nahak y Nanda, en 1995 y 2000, en los trabajos [73] y [74], respectivamente, y por Arana et

al, en 2005, en [3]. En problemas de control, en los trabajos de Mond y Smart, en 1998, en

[70], y en el trabajo de Oliveira et al, en 2009, en [80], donde los autores extienden la noción de

KT-invexidad, desde optimización matemática a problemas de control óptimo regulares, para

mostrar que las condiciones necesarias de optimalidad, establecidas por una versión del Principio

del Máximo de Pontryagin, son suficientes si y solamente si el problema es KT-invex.

En los trabajos anteriormente mencionados se han obtenido condiciones necesarias de optima-

lidad, de segundo orden, para problemas, tanto de optimización Matemática como de control

óptimo, no regulares únicamente cuando los problemas, presentan restricciones de igualdad,

además se ha utilizado la noción de invexidad y sus generalizaciones, para mostrar que las

condiciones necesarias de optimalidad, para problemas de diferente naturaleza, son también

suficientes, siempre cuando el problema sea regular. Exceptuando el trabajo de Hernández et

al, en 2010, en [49], donde los autores, estudian un problema de optimización matemática, con

restricciones de desigualdad no regulares. Introducen la noción de problemas 2KT-invex, para

mostrar que las condiciones necesaria de optimalidad, establecidas por Izmailov en [46], son

también suficientes si y solamente si el problema es 2KT-invex.

Hasta ahora no se conocen resultados en esta dirección, para problemas con restricciones, de

igualdad y desigualdad, no regulares, ni de optimización matemática ni de control óptimo.

Motivo que induce la finalidad de esta investigación, que es obtener condiciones de optimalidad,

necesarias y suficientes, tanto locales como globales, para problemas mono-objetivo (escalares) y

multiobjetivos (vectoriales), anormales o no regulares de optimización matemática y de control

óptimo con restricciones mixtas, igualdad y desigualdad, en el caso diferenciable.

Uno de nuestro objetivo será estudiar problemas de control óptimo escalares, considerando el

funcional objetivo en la forma de Lagrange, con restricciones de desigualdad, con horizonte

temporal fijo T , y donde se supone el estado en el tiempo final fijo, es decir, x(T ) es fijo, esto

es, estudiamos el siguiente Problema de control óptimo Escalar (P1),



MinimizarΦ(x, u) =

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt

sujeto a :

x′(t) = φ(x(t), u(t), t),

x(t0) = α, q(x(T )) = 0

m(x, u) = 0

g(x, u) 5 0

u(t) ∈ U para casi todo t ∈ [t0, T ],



(P1) (1.9)

donde la variable temporal final T es libre, U es es un conjunto cerrado convexo, con interior no

vaćıo, de IRm, donde la variable temporal final T es libre, U es es un conjunto cerrado convexo,

con interior no vaćıo, de IRm,

f : IRn × IRm × [t0, T ]→ IR, φ : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRn,

q : IRn → IRk, h : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRl g : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRr.

y donde consideramos las siguiente hipótesis sobre las funciones, f continuamente diferenciable,

φ, q, m y g dos veces continuamente diferenciables, con respecto a (x, u) y todas ellas, para

cada (x, u), medibles en t.

Previamente estudiaremos problemas de optimización matemática escalar (PE),

(PE)



min f(x)

sujeto a :

F (x) = 0

g(x) 5 0

x ∈ X,

(1.10)

donde el funcional f : X → IR es Frêchet diferenciable y los operadores g : X → IRm y

F : X → Y son considerados dos veces Frêchet diferenciables, en un entorno U(x0) de x0 en U,
X e Y son espacios de Banach, el subespacio ImF ′(x0) es cerrado en Y y donde g(x) 5 0, es

equivalente a que gi(x) ≤ 0, para todo i en I = {1, 2, · · · ,m}.

Posteriormente estudiamos problemas de multiobjetivos (vectoriales) considerando la función

I = (I1, I2, · · · , Is) : X → IRs, en la formulación del problema definido en (1.10).

Nuestro estudio esencialmente consiste en establecer, mediante el formalismo de Dubovitskii-

Milyutin, condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, de segundo orden no degeneradas,

para problemas de optimización Matemática (escalares y vectoriales) y a partir de ellas y de

los teoremas de representaciones, establecer condiciones de optimalidad, de segundo orden no

degeneradas, para problemas de control óptimo.



En 1962, Dubovitskii-Milyutin, consiguen establecer condiciones de optimalidad, para proble-

mas con restricciones determinadas por la intersección de varios conjuntos, de interior no vaćıo

(restricciones de desigualdad) y de interior vaćıo (restricciones de igualdad), en términos de fun-

cionales lineales y continuos, donde cada uno de estos funcionales se relaciona con cada uno de

los conjuntos de restricciones, esto hace posible aplicar, por separado, el análisis de separación

a cada uno de los conjuntos que determinan las restricciones, de igualdad y desigualdad, lo cual

resulta mucho mas simple que hacerlo en la intersección todos de todos ellos (ver [43]).

Dado el enfoque universal y unificador del formalismo de Dubovitskii-Milyutin, este permite

determinar, en el lenguaje del análisis funcional, condiciones necesarias de optimalidad para una

amplia clase y de variada ı́ndole, de problemas de extremos.

Mediante el formalismo de Dubovitskii-Milyutin conseguimos establecer:

condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, para

el problema de optimización matemática escalar (PE), cuando las restricciones, tanto de

igualdad como de desigualdad, son no regulares. Las condiciones necesarias son reducidas

a las condiciones Karush-Kunh-Tucker clásicas, cuando el problema es regular, además

generalizan las obtenidas por Avakov, en [8], para problemas con restricciones de igualdad

no regular y en [11] para problemas con restricciones de igualdad no regular y desigualdad

regular. Y a la vez generaliza a las condiciones obtenidas, por Izmailov, en [46], para

problemas con restricciones de desigualdad no regular.

condiciones necesarias de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, para proble-

mas vectoriales, de optimización matemática cuando las restricciones, tanto de igualdad y

desigualdad, son no regulares.

A partir de las condiciones de optimalidad, necesarias y suficientes, no degeneradas de segundo

orden, obtenidas para problemas de optimización matemática escalares y de los teoremas de

representación, conseguimos establecer:

condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden,

para el problema (P1), cuando las restricciones, tanto de igualdad y desigualdad, son

no regulares, en el caso, de que la variable de control u es tal que u(t) pertenece a un

subconjunto U de IRm, convexo, con interior no vaćıo. Estas condiciones son determinadas

por el Principio del Máximo Local Extendido, el cual generaliza: el Principio del Máximo

Local usual, para problemas regulares, el Principio del Máximo Local para problemas no

regulares, sin restricciones de igualdad ni de desigualdad, formulado en [62], y del Principio

el Máximo Local, para problemas que presentan restricciones no regulares y restricciones

de desigualdad regulares, formulado en [63].



Obsevamos que las condiciones necesarias de optimalidad, obtenidas en este trabajo, son cerca-

nas a las obtenidas por Avakov et al, en [13], pero con tres visibles diferencias: hipótesis menos

restrictivas, la demostración contructiva y la aplicabilidad.

Para alcanzar la finalidad de este trabajo,

introducimos un concepto de punto 2-regular para el caso escalar y los conceptos de punto

2-regular Fuerte y Débil, para el caso vectorial. Conceptos que son fundamentales, para

establecer condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo

orden, de la misma forma como lo es, la noción de regularidad, para establecer condiciones

no degeneradas de primer orden, tanto en el caso escalar como vectorial.

caracterizamos los conos de direcciones tangentes y de direcciones factibles, mediante las

derivadas de segundo orden de los operadores que determinan las restricciones de igualdad

y desigualdad, y sus respectivos conos duales, todos ellos, en un punto 2-regular.

introducimos las nociones de 2KT-invex para problemas escalares y de 2KT-cuasiinvex,

2KT-cuasiinvex estricto, 2KT-pseudoinvex y 2KT-pseudoinvex estricto, para problemas

vectoriales, que son condiciones necesarias y suficientes, para mostrar que las condiciones

necesarias de optimalidad, de segundo orden, para un punto factible 2-regular, son también

suficientes para la optimalidad, en el caso escalar y en el caso vectorial, respectivamente.

Observamos que el concepto de 2KT-invex introducido en este trabajo, generaliza el concepto

de 2KT-invex, introducido en [49], para problemas no regulares sin restricciones de igualdad. Y

que, en el contexto de control óptimo, generaliza el concepto de KT-invex, introducido en [80],

para el caso regular. Además es posible mostrar que las condiciones necesarias de optimalidad,

establecidas por el Principio del Máximo Local para problemas no regulares, formulado en

[62] y para problemas con restricciones de igualdad no regulares y restricciones de desigualdad

regulares, formulado en [63], son también suficientes bajo el supuesto de 2KT-invexidad.

Este trabajo tiene la siguiente organización. En el Caṕıtulo 2, presentamos las definiciones

y los resultados escenciales, para la determinación del formalismo de Dubovitskii y Milyutin.

En los caṕıtulos posteriores se hará uso de este formalismo, para la obtención de condiciones

optimalidad, para extremales de problemas tanto de optimización matemática escalar y vectorial.

En el Caṕıtulo 3 establecemos condiciones necesarias y suficientes, para problemas de opti-

mización matemática escalar, con restricciones de igualdad y desigualdad. Las condiciones ne-

cesarias son obtenidas, mediante el formalismo de Dubovitskii y Milyutin y las condiciones

suficientes, mediante supuesto de convexidad generalizada. En 3.1 para problemas regulares y

en 3.2 para problemas no regulares.

En el Caṕıtulo 4 se establecen condiciones necesarias de optimalidad de primer y segundo



orden, no degeneradas, para problemas de control óptimo, con restricciones mixtas, cuando las

restricciones, tanto de igualdad y desigualdad, son no regulares y, la variable de control u es tal

que u(t) pertenece a un subconjunto U de IRm, convexo, con interior no vaćıo.

En el caṕıtulo 5, se introduce la definición, forma de caracterización y propiedades básicas de la

noción de equilibrio cooperativo de Pareto, noción que adoptaremos como solución del problema

multiobjetivo a estudiar. Establecemos condiciones necesarias y suficientes, para un problema de

optimización matemática multiobjetivo, con restricciones de igualdad y desigualdad no regulares,

siempre bajo el supuesto de difenciabilidad.



Caṕıtulo 2

Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Un gran número de trabajos, tanto de optimización matemática como de control óptimo, tanto

vectoriales como escalares, de dimensión finita o infinita, diferenciable o no diferenciable (vease

[30], [22] [54], [55], [57], [58], [59], [60], [61], [62], [63], [65], [94], entre otros), hacen uso del

formalismo de Dubovitskii- Milyutin, para obtener condiciones necesarias de optimalidad. Es

este formalismo que usaremos en este trabajo, por ello presentamos las definiciones y resultados

necesarios para su aplicación.

Considérese inicialmente el problema de minimizar un funcional definido sobre un abierto de un

espacio Banach, sujeto a restricciones, determinadas por conjuntos con interior vaćıo y no vaćıo.

Más espećıficamente, sea X un espacio de Banach y f : X → IR un funcional, considerese el

siguiente problema de optimización:

(P0)


mı́n f(x)

sujeto a

x ∈ Q =
k+1∩
i=1
Qi,

donde Qi, i = 1, ..., k, son conjuntos de interior no vaćıo, intQi ̸= ∅, i = 1, · · · , k y Qk+1 es un

conjunto de interior vaćıo, intQk+1 = ∅.

En el trabajo de Dubovitskii y Milyutin (1962), son establecidas condiciones necesarias de

optimalidad local en un punto x0 en X, mediantes un enfoque, no geométrico, sino anaĺıtico,

es decir, las condiciones necesarias de optimalidad son determinadas en forma de una única

ecuación, descrita mediante el lenguaje del análisis funcional. Ellas son obtenidas a partir de la

separación de las aproximaciones cónicas a los conjuntos de restricciones Qi, i = 1, · · · , k + 1

y del conjunto {x ∈ X, f(x) < f(x0)}. En este estudio las definiciones fueron hechas de tal

forma que si tales conos, (cono de direcciones factibles, tangentes y descenso) son no vaćıos y

convexos, entonces la siguiente proposición es verdadera: Si x0 es un mı́nimo local del problema
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(P0) entonces, no existe una dirección común a todos los conos aproximantes. Los resultados

obtenidos por Dubovitskii y Milyutin prueban que esta propiedad geométrica de optimalidad

local del punto x0, puede ser equivalentemente descrita en términos de las formas lineales de los

correspondientes conos duales o polares.

2.1. Definiciones y Resultados Preliminares

Recordaremos definiciones y resultados necesarios para la aplicación del formalismo de Dubovitskii-

Milyutin, los cuales son dados en [43] (ver también [14]).

Definición 1 Un conjunto K, en X, es llamado cono de vértice 0, si para cada x ∈ K, λx ∈ K,
para cualquier λ > 0, esto es K = λK.

Si K es un cono con vértice 0, entonces x0 +K, es llamado cono de vértice x0.

Definición 2 Sea K un cono en X, con vértice 0, el conjunto K∗ de todos los funcionales

f ∈ X∗ tales que f(x) ≥ 0 para todo x ∈ K es llamado cono dual de K.

Denotaremos por X∗ el dual topológico del espacio de Banach X, esto es, X∗ es el conjunto

de todos los funcionales lineales y continuos, definidos sobre X. El espacio X∗ es un espacio de

Banach, con la norma

∥ f ∥= sup{|f(x)|, x ∈ X, ∥ x ∥≤ 1}.

Observación 3 Si K es un cono de vértice 0 en X, tenemos que

(i) K∗ es un cono con vértice 0,

(ii) si K = {0} entonces K∗ = X∗,

(iii) si K es un subespacio arbitrario de un espacio de Banach X entonces su cono dual es

K∗ = {f ∈ X∗, f(x) = 0, ∀x ∈ K}.

En este caso K∗ es llamado subespacio anulador o aniquilador del subespacio K,

(iv) si f ∈ X∗ y K1 = {x ∈ X, f(x) = 0}, K2 = {x ∈ X, f(x) ≥ 0}, K3 = {x ∈ X, f(x) > 0}
son conos no vaćıo, entonces K∗

1 = {λf,−∞ < λ < ∞}, K∗
2 = {λf, λ ≥ 0} y K∗

3 = K∗
2

(ver [43], 10.2).



Definición 4 Un vector h en X es una dirección de descenso de un funcional f : X → IR, en

un punto x0, si existe un entorno U(h) de h y números α = α(f, x0, h), α < 0 y ϵ0 > 0, tal que

para todo ϵ en (0, ϵ0),

f(x0 + ϵh̄) ≤ f(x0) + ϵα < f(x0), ∀h̄ ∈ U(h).

Las direcciones de descenso generan un cono abierto con vértice 0, llamado cono de descenso del

funcional f , en el punto x0, denotado por FC(f, x0).

En particular si f es Frêchet diferenciable en x0 y f ′(x0) es no nulo, entonces FC(f, x0) es un

cono convexo dado que (ver [43], 7.5)

FC(f, x0) = {h : f ′(x0)h < 0}. (2.1)

Sea Q un subconjunto de un espacio de Banach X, x0 ∈ Q.

Definición 5 Un vector h en X es una dirección tangente al conjunto Q, en un punto x0, si

existen ϵ0 > 0 y una función r : (0, ϵ0)→ X tal que para todo t ∈ (0, ϵ0),

x0 + th+ r(t) ∈ Q, ∥ r(t) ∥= o(t).

Las direcciones tangentes generan un cono de vértice 0, llamado cono tangente a Q, para el

punto x0, que es usualmente denotado por TC(Q, x0) o bien por TQ(x0). Este cono no es, en

general, ni abierto ni cerrado.

Observación 6 En general si A1, · · · , Ak son subconjuntos de X, tal que x0 pertenece a
∩k

i=1Ai

entonces

k∩
i=1

TC(Ai, x0) ⊇ TC(
k∩

i=1

Ai, x0).

Cuando el conjunto Q es determinado por un cierta clase de operador diferenciable, el teorema

de Lyusternik es una eficaz herramienta para determinar el cono de direcciones tangentes, por

tanto presentamos su enunciado (ver [43], 9.1 y [52], 0.2).

Teorema 7 (Lyusternik) Sean X, Y espacios de Banach y F : X → Y un operador Frêchet

diferenciable, en un entorno de un punto x0, tal que F (x0) = 0. Sea F ′(x0) continuo en un

entorno de x0 y suponga además que F ′(x0) es sobreyectivo (ImF ′(x0)X = Y ). Entonces el cono

de direcciones tangentes al conjunto MF = {x, F (x) = 0} es el núcleo del operador F ′(x0), esto

es

TMF
(x0) = KerF ′(x0) = {h, F ′(x0)h = 0}.



Si la sobreyectividad es violada, ImF ′(x0) ̸= Y , esto equivale a decir que existe algún y en Y ,

tal que la ecuación lineal F ′(x0)h = y no tiene una solución h en X. En este caso sólo se puede

asegurar TMF
(x0) está incluido en KerF ′(x0), en efecto si h ∈ TMF

(x0), entonces existen

ϵ0 > 0 y una función r : (0, ϵ0) → X tal que para todo t ∈ (0, ϵ0), x0 + th + r(t) ∈ MF , con

∥ r(t) ∥= o(t), por lo tanto

0 = F (x0 + th+ r(t)) = F (x0) + F ′(x0)(th+ r(t)) + r̃(x0, th+ r(t))

= tF ′(x0)h+ F ′(x0)r(t) + r̃(x0, th+ r(t)),

dividiendo por t y haciendo t→ 0+, tenemos que F ′(x0)h = 0, esto es h ∈ KerF ′(x0).

Definición 8 A vector h en X es una dirección factible o admisible para Q, en el punto x0, si

existe un entorno U(h) de h y un número ϵ0 > 0 tal que para cada ϵ en (0, ϵ0),

x0 + ϵh̄ ∈ Q, ∀ h̄ ∈ U(h).

Las direcciones factibles generan un cono abierto de vértice 0, llamado cono factible para Q, en
el punto x0, y es usualmente denotado por AC(Q, x0) o bien GQ(x0).

Observación 9 Si

(i) x0 ∈ intQ entonces GQ(x0) = X, por lo tanto únicamente es de interés considerar x0 en la

frontera de Q, es decir, x0 ∈ Fr(Q).

(ii) Q es determinado por un funcional g : X → IRm, esto es Q = {x ∈ X, g(x) 5 0}, entonces
el cono de descenso de g(x) siempre está incluido en el cono de direcciones factible de Q.

(iii) Qi = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0}, i en I = {1, · · · ,m} es determinado por el funcional gi : X →
IR, que es Frêchet diferenciable en x0, tal que g

′
i(x0) es no nulo, entonces el cono factible a

Qi, en el punto x0 en Fr(Qi), coincide con el cono de direcciones de descenso del funcional

gi, i en I(x0), para el punto x0 en Fr(Qi), esto es,

GQi(x0) = {h ∈ X, g′i(x0)h < 0, i ∈ I(x0)}, (2.2)

donde I(x0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas de g, esto es,

I(x0) = {i ∈ I, gi(x0) = 0}. (2.3)

(iv) GQi(x0) es definido como en (2.2), entonces es convexo y abierto (ver [43] 8.1).

(v) A1, · · · , Ak son subconjuntos de X, tal que x0 pertenece a
∩k

i=1Ai entonces

k∩
i=1

AC(Ai, x0) = AC(

k∩
i=1

Ai, x0).



Para obtener una condición suficiente que asegure que el cono AC(
∩k

i=1Qi, x0) es no vaćıo,

necesitaremos los siguientes conceptos.

Definición 10 (Punto Estacionario Vectorial) Sea X un espacio de Banach y sea g : X →
IRk, Frêchet diferenciable en un punto x0 en X. Diremos que un vector x0, en X, es un punto

estacionario vectorial de g si existe α = (α1, · · · , αk) ̸= 0 en IRk, αj ≥ 0, j = 1, · · · , k, tales
que g′∗(x0)α = 0, donde g′∗(x0) es el operador adjunto de g′(x0).

El siguiente lema es una versión del Teorema de Motzkin, ver [39].

Lema 11 Sea X un espacio vectorial normado y A : X → IRk una función lineal y continua,

entonces exactamente una de las siguientes condiciones valen

∃ x ∈ X, Ax < 0,

∃ p = (p1, · · · , pk) ̸= 0, p ∈ IRk, pi ≥ 0, A∗p = 0.

El próximo resultado es una concecuencia directa del lema anterior.

Lema 12 Sea g : X → IRk, Frêchet diferenciable en x0 en X, tal que x0 es un punto no

estacionario vectorial de g, entonces existe h ∈ X, g′(x0)h < 0, esto es,

∃ h ∈ X, g′i(x0)h < 0, ∀i = 1, · · · , k.

Conforme al lema anterior, una condición suficiente para asegurar que el cono AC(
∩k

i=1Qi, x0),

es no vaćıo, donde Qi = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0}, es que x0 no sea punto estacionario de g.

Los siguientes resultados están demostrados en [43], (5.11 y 6.1 respectivamente).

Lema 13 Sean K0,K1, · · · ,Kn+1 conos no vaćıo y convexos, con vértices 0, donde K0,K1, · · · ,Kn

son abiertos. Entonces,
∩n+1

i=0 Ki = ∅ si y sólo si existen funcionales lineales fi ∈ K∗
i , i =

0, 1, · · · , n+ 1, no todos nulos, tales que

f0 + f1 + · · ·+ fn+1 = 0.

Teorema 14 (Dubovitskii-Milyutin) Asuma que x0 ∈ Q es un mı́nimo local del funcional

f(x), con Q =
n+1∩
i=1
Qi. Sea K0 el cono de direcciones de descenso del funcional f(x), en el punto

x0, Ki los conos de direcciones factibles de las restricciones de desigualdades Qi, i = 1, · · · , n,
en el punto x0 y Kn+1 el cono de las direcciones tangentes a la restricción de igualdad Qn+1,



en el punto x0. Asuma que Ki, i = 0, 1, · · · , n, n + 1 son conos no vaćıo y convexos, entonces

existen funcionales lineales y continuos fi, i = 1, · · · , n+1, no todos indenticamente nulos, tales

que fi ∈ K∗
i , i = 0, 1, · · · , n+ 1, los cuales satisfacen la ecuación de Euler- Lagrange

f0 + f1 + · · ·+ fn+1 = 0. (2.4)

El teorema anterior proporciona condiciones necesarias de optimalidad, las cuales son una gene-

ralización de la regla de los multiplicadores de Lagrange, en análisis clásico y la ecuación de

Euler y Lagrange en cálculo variacional. Debemos notar que para obtener dichas condiciones

necesarias, para algún problema espećıfico, sea cual fuera su naturaleza, es preciso determinar

los conos de las direcciones de descenso, de las direcciones factibles y de las direcciones tangentes

y sus respectivos duales. Esta determinación dependerá de las hipótesis impuestas al problema,

como son difenciabilidad en algún sentido, regularidad, convexidad entre otras.

Observación 15 En las condiciones del Teorema 14, se siguen los siguientes resultados

Una condición suficiente para asegurar que f0 ̸= 0 es que exista al menos una dirección

factible y una dirección tangente, es decir, que

n+1∩
i=1

Ki ̸= ∅ (2.5)

La conclusión es válida para cualquier fi, i = 1, · · · , n+ 1.

La condición
∩n+1

i=0 Ki = ∅, aún cuando los conos Ki, i = 1, · · · , n, n+1, son no convexos,

es una condición necesaria, para que un punto x0 en Q, llegue a ser una solución óptima

(local o global) de f(x) y es una condición necesaria y suficiente para obtener la ecuación

de Euler y Lagrange, siempre que los conos sean convexos, es decir,

x0 es un punto minimo =⇒
n+1∩
i=0

Ki = ∅ ⇐⇒ ecuacion de Euler y Lagrange. (2.6)

Esta idea es aplicada en los próximos caṕıtulos para establecer condiciones de optimalidad, para

problemas con restricciones, de igualdad y desigualdad, regulares y no regulares.



Caṕıtulo 3

Optimización Matemática

En este caṕıtulo establecemos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, para proble-

mas de optimización matemática escalares, con restricciones de igualdad y desigualdad. En 3.1

para problemas regulares y en 3.2 para problemas no regulares. Las condiciones necesarias son

obtenidas, mediante el formalismo de Dubovitskii y Milyutin, presentado en el Caṕıtulo 2, y

las condiciones suficientes, mediante supuesto de invexidad generalizada, adecuada al problema,

concepto que extiende la noción de invexidad introducida, inicialmente, por Hanson en [47] y

extendida luego por Martin en [66].

En 3.2.1, son obtenidas condiciones necesarias, tipo Karush-Kuhn-Tucker, para problemas no

regulares, las cuales generalizan las condiciones de optimalidad, introducidas en la sección 3.1.1,

para problemas regulares. Posteriomente en 3.2.2, se introduce el concepto de 2KT invexidad,

que generaliza el concepto de KT invexidad, introducido en 3.1.2, concepto que es esencial para

mostrar que las condiciones necesarias, también son suficientes, para la optimalidad.

3.1. Problemas Regulares

En esta sección formulamos un problema de optimización matemática escalar, diferenciable, con

restricciones de igualdad y desigualdad. Definimos el concepto de punto regular, y determinamos

los conos de direcciones de descenso, factibles y tangentes, en un punto regular del problema. En

la subsección 3.1.1, con la ayuda del método de Dubovitskii-Milyutin, presentamos las condicio-

nes Karush-Kuhn-Tucker (KT) que son condiciones necesarias de optimalidad, no degeneradas,

para un punto óptimo regular.

En la subsección 3.2.2 es mostrado que las condiciones necesarias de optimalidad de Karush-

Kuhn-Tucker son suficientes, siempre que el problema sea KT-invex. El caso no regular es visto

en la próxima sección.
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Considere el siguiente Problema Escalar (PE)

(PE)



min f(x)

sujeto a :

F (x) = 0

g(x) 5 0

x ∈ X

(3.1)

donde el funcional f : X → IR y el operador g : X → IRm son considerados Frêchet diferen-

ciables, F : X → Y es continuamente Frêchet diferenciable, X e Y son espacios de Banach y

donde g(x) 5 0, es equivalente a que gi(x) ≤ 0, para todo i en I = {i, i = 1, · · · ,m}.

Si denotamos por M =MF ∩Mg, el conjunto factible, esto es

M = {x ∈ X, F (x) = 0, gi(x) ≤ 0, i ∈ I},

donde MF = {x ∈ X, F (x) = 0} y Mg = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0, i ∈ I}, podemos escribir el

problema escalar (PE) como:

(PE)

{
mı́n f(x)

sujeto a x ∈M =MF ∩Mg.

La noción de regularidad juega un importante papel, tanto para la obtención de condiciones

necesarias, no degeneradas, como para la derivación de condiciones suficientes, de optimalidad.

Es por ello que precisaremos la definición de punto regular, para nuestro problema.

Definición 16 Diremos que un punto x0, es un punto regular del conjunto con interior vaćıo,

MF , si x0 es un punto de MF y el cono tangente al conjunto MF , en el punto x0, TMF
(x0),

puede ser caracterizado por aproximaciones lineales, esto es

TMF
(x0) = {h ∈ X, F ′(x0)h = 0}. (3.2)

La condición (3.2) es equivalente a decir, para algunos autores, que las restricciones de igualdad,

MF , son regulares para x0, o que el operador F es regular para x0, (ver [52], [8], [6], [14], [60] y

[13]).

De acuerdo a la definición anterior, un punto x0 es un punto regular de MF , si y solo si para

todo h en el núcleo del operador F ′(x0), h es una dirección tangente al conjuntoMF , en el punto

x0

Ahora daremos una definición de un punto regular de conjuntos con interior no vaćıo, tomando

en consideración (iii) de la Observación 9.



Definición 17 Diremos que un punto x0, es un punto regular del conjunto con interior no

vaćıo, Mg, si x0 es un punto de Mg y el cono de direcciones factible de Mg, en el punto x0,

GMg(x0), puede ser caracterizado por aproximaciones lineales, esto es,

GMg(x0) = {h ∈ X, g′i(x0)h < 0, i ∈ I(x0)}, (3.3)

donde I(x0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas definido en (2.3).

Observemos que si el conjunto {h ∈ X, g′i(x0)h < 0, i ∈ I(x0)} es vaćıo, el cono de direcciones

factible de Mg, en el punto x0, GMg(x0), no puede ser caracterizado por las aproximaciones

lineales, por lo tanto, x0 no es un punto regular de Mg.

La verificación de la condición

∃ h̃ ∈ X, g′i(x0)h̃ < 0, ∀ i ∈ I(x0), (3.4)

es equivalente a decir, de acuedo a la Observación 9, que las restricciones de desigualdad, Mg,

son regulares para x0, y coincide con la definición de restricciones de desigualdad regulares, en

un punto x0 de Mg, dada por Izmailov en [46], (ver también [49]). Por tanto si la condición de

regularidad (3.4) es violada entonces el punto x0 no es regular.

Las condiciones suficientes para asegurar que un punto dado sea regular, de un conjunto de

interior vaćıo o interior no vaćıo, se denominan cualificación de restricciones o condiciones de

regularidad y existen muchas en la literatura (ver [39], [43], [67] y [14]).

Una condición suficiente, para asegurar que x0 sea un punto regular del conjunto MF , es que el

operador F ′(x0) sea sobreyectivo, esto es ImF
′(x0) = Y . En efecto, por el teorema de Lyusternik,

Teorema 7, el cono tangente a MF , en el punto x0, coincide con el núcleo del operador F ′(x0).

Por lo tanto se cumple la condición ( 3.2), lo que implica que x0 es un punto regular de MF .

Y una condición suficiente, para asegurar que x0 sea un punto regular del conjunto Mg, de

acuerdo al Lema 12, es que x0 sea un punto no estacionario vectorial del operador g, {gi, i ∈
I(x0)}, Definición 10.

De lo anteriormente expuesto podemos concluir entonces que una condición suficiente, para

asegurar que un punto dado, x0, sea un punto regular del conjunto de restricciones MF y de Mg

respectivamente, es que el operador F ′(x0) sea sobreyectivo y que x0 sea un punto no estacionario

vectorial del operador g, {gi, i ∈ I(x0)}, Definición 10.

Definición 18 Diremos que x0 es un punto regular del conjunto factible M del (PE), si

TMF
(x0) = {h ∈ X, F ′(x0)h = 0},



y si existe h̃ ∈ X, tal que, {
F ′(x0)h̃ = 0

g′i(x0)h̃ < 0, i ∈ I(x0).
(3.5)

Diremos indistintamente que el problema (PE) es regular en x0 o que el conjunto factible M es

regular en x0, si x0 es un punto regular del conjunto factible M .

Una condición suficiente para asegurar que un punto x0, sea un punto regular del conjunto

factible M , es que el operador F ′(x0) sea sobreyectivo y que la condición de regularidad (3.5) se

verifique. Esta condición suficiente es conocida en la literatura, por cualificación de restricciones

de Mangasarian Fromovitz (ver [13], [14]).

Observación 19 Debemos notar que si los conos de direcciones tangentes, TMF
(x0), y de di-

recciones factibles, GMg(x0), pueden ser caracterizado mediante aproximaciones lineales, y si se

verifica, conjuntamente, la condición de regularidad (3.5), entonces es posible determinar con-

diciones de optimalidad, de primer orden no degeneradas, para el problema (PE), en un punto

factible x0.

3.1.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Para formular condiciones necesarias de optimalidad de problemas con restricciones de desigual-

dad (interior no vaćıo) y con restricciones de igualdades (interior vaćıo), se debe caracterizar el

cono de las direcciones factibles de las restricciones de desigualdad y el cono de las direcciones

tangentes a las restricciones de igualdades, en el punto óptimo. Si es posible determinar estos

conos por aproximaciones lineales, cuya intersección es no vaćıa, entonces el problema es regular,

y por tanto, es posible obtener condiciones de optimalidad de primer orden, no degeneradas, ver

[39] y [6] (ver también [52], [14] y [67]).

A continuación presentamos y demostramos las condiciones necesarias de optimalidad de Karush

Kuhn Tucker, para un problema regular. Previamente damos la definición de un punto Karush

Kuhn Tucker de [39] (ver también [14] y [67]).

Definición 20 Diremos que un punto x0, en M , es un punto Karush Kuhn Tucker (KT), del

problema (PE), si existen µ en IRm y ψ en Y ∗ no identicamente nulos, tales que

f ′(x0) +
∑

i∈I(x0)

g′
∗
i (x0)µi + F ′∗(x0)ψ = 0, (3.6)

donde µi ≥ 0 y ψ en Y ∗ son llamados multiplicadores de Lagrange, Y ∗ es el espacio dual de Y

y el conjunto de ı́ndices I(x0) es definido en (2.3).



Teorema 21 Si x0 es un punto regular y es una solución óptima, local o global, del problema

(PE), entonces x0 es un punto Karush Kuhn Tucker (KT) del problema (PE).

Demostración: La demostración que daremos está basada en el método de Dubovitskii-Milyutin,

Teorema 14, por lo tanto debemos determinar el cono de direcciones de descenso de f , el cono

de las direcciones factibles de Mg y el cono de las direcciones tangentes a MF , en el punto x0,

los cuales denotaremos por K0, K1 y K2 y sus respectivos conos duales por K∗
0, K∗

1 y K∗
2.

Si f ′(x0) es no nulo, entonces el cono de las direcciones de descenso del funcional f en el punto

x0, es

K0 = FC(f, x0) = {h, f ′(x0)h < 0} (3.7)

y su cono dual es

K∗
0 = {−λ0f ′(x0), λ0 ≥ 0}. (3.8)

Sea Mg =
∩m

i=1Mgi las restricciones de desigualdad (interior no vaćıo), determinadas por los

operadores gi : X → IR, donde Mgi = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0}, i ∈ I y sea Ki el cono de las

direcciones factibles de Mgi, en x0. Por lo tanto, dado que x0 es un punto regular, el cono de

las direcciones factibles de Mgi, en x0 es

Ki = GMgi
(x0) = {h, g′i(x0)h < 0}, i ∈ I(x0)

y su cono dual K∗
i , i ∈ I(x0) es

K∗
i = {−µi g′i(x0), µi ≥ 0}, i ∈ I(x0). (3.9)

Ahora como el cono de las direcciones factibles de Mg, de acuerdo a la Observación 9, es

K1 =
∩

i∈I(x0)

Ki =
∩

i∈I(x0)

GMgi
(x0) =

∩
i∈I(x0)

{h, g′i(x0)h < 0}, (3.10)

y como los conos Ki, i ∈ I(x0), son conos convexos y abiertos, cuya intersección es no vaćıa

(ver [43], 5.10), se verifica que,

K∗
1 = (

∩
i∈I(x0)

Ki)
∗ =

∑
i∈I(x0)

K∗
i ,

y de acuerdo a (3.9),

K∗
1 = {−

∑
i∈I(x0)

µig
′
i(x0), µi ≥ 0}. (3.11)

Sea MF = Qn+1 las restricciones de igualdad (interior vaćıo), determinadas por F : X → Y ,

esto es, MF = {x ∈ X, F (x) = 0}. Como x0 es regular de MF , se sigue de (3.2), que

K2 = TMF
(x0) = KerF ′(x0) = {h ∈ X, F ′(x0)h = 0}. (3.12)



Como para todo ψ̌ ∈ Y ∗, ψ̌F ′(x0) := ψ̌ ◦ F ′(x0) pertenece a X∗ y, sin pérdida de generalidad,

consideramos, ψ̌ = −ψ, se sigue que el cono dual de TMF
(x0), de acuerdo a la Observación 3,

es

K∗
2 = {−ψF ′(x0),−ψ ∈ Y ∗}. (3.13)

Ahora como x0 es una solución óptima de (PE), debido Teorema 14, existen f0 ∈ K∗
0, f1 ∈ K∗

1

y f2 ∈ K∗
2 no todos nulos, tales que

f0 + f1 + f2 = 0. (3.14)

Si f0 ∈ K∗
0, de (3.8) se sigue que f0 = −λ0f ′(x0), λ0 ≥ 0 y como x0 es un punto regular de M ,

de acuerdo (3.5), se sigue que el sistema

F ′
i (x0)h̃ = 0

g′i(x0)h̃ < 0, ∀ i ∈ I(x0)

admite solución h̃ en X, esto implica que la intersección de los conos de direcciones factibles de

Mg y de direcciones tangentes a MF , en el punto regular x0, es no vaćıo, esto es, K1 ∩K2 ̸= ∅,
y conforme a la Observación 15, −λ0f ′(x0) = f0 ̸= 0, esto implica que λ0 > 0. Por lo tanto,

podemos considerar λ0 = 1, y entonces

f0 = −f ′(x0). (3.15)

De (3.15), (3.11) y (3.13), tenemos que

si f0 ∈ K∗
0 entonces f0 = −f ′(x0),

si f1 ∈ K∗
1, entonces f1 = −

∑
i∈I(x0)

µig
′
i(x0), µi ≥ 0,

si f2 ∈ K∗
2, entonces f2 = −ψF ′(x0), ψ ∈ Y ∗.

Reemplazando en (3.14), para cada h ∈ X,

−f ′(x0)h−
∑

i∈I(x0)

⟨µi, g′i(x0)h⟩ − ⟨ψ, F ′(x0)h⟩ = 0

−⟨f ′(x0) +
∑

i∈I(x0)

g′i
∗
(x0)µi + F ′∗(x0)ψ, h⟩ = 0.

Por consiguiente

f ′(x0) +
∑

i∈I(x0)

g′i
∗
(x0)µi + F ′∗(x0)ψ = 0.

El teorema queda aśı demostrado.



Observación 22 Para concluir veamos las siguientes consideraciones,

(i) Si f0 = 0 de la ecuación (3.14) obtenemos f1 + f2 = 0, que es una condición necesaria

y suficiente, de acuerdo al Lema 13, para que K1 ∩ K2 = ∅, donde K1 = GMg(x0) =

{h, g′(x0)h < 0}, es un cono abierto y convexo y K2 = TMF
(x0) = {h, F ′(x0)h = 0} es

un cono cerrado y convexo, es decir la intersección de los conos de direciones factibles y

tangentes, es vaćıa, por lo tanto la condición (3.5) no se cumple, lo que implica que x0

no es un punto regular del (PE). En este caso el punto x0 es llamado punto no regular

anormal o degenerado del problema escalar (PE).

(ii) Si x0 no es un punto regular de MF , entonces el núcleo del operador adjunto F ′∗(x0) es no

nulo, esto es,

∃ ψ ̸= 0, F ′∗(x0)ψ = 0.

En efecto, si x0 no es un punto regular de MF entonces F ′(x0) no es sobreyectivo, esto es

equivalente ver [87], a que el subespacio anulador (o aniquilador) de ImF ′(x0) es no nulo,

esto es,

∃ ψ ̸= 0, ⟨ψ, F ′(x0)h⟩ = 0, ∀ F ′(x0)h ∈ ImF ′(x0)

⟨F ′∗(x0)ψ, h⟩ = 0, ∀ h ∈ X

F ′∗(x0)ψ = 0.

(iii) De manera análoga si x0 no es un punto regular de Mg, entonces, x0 es un punto estacio-

nario del operador g, {gi, i ∈ I(x0)}, Definición 10, esto es equivalente a decir que existen

µ̃i ≥ 0, i ∈ I(x0), no todos nulos, en IR tales que,∑
i∈I(x0)

g′i
∗
(x0)µ̃i = 0.

Si x0 es un punto no regular, entonces no es posible garantizar que λ0 sea no nulo, esto implica

que no podemos considerar λ0 = 1, por lo tanto las condiciones necesarias de optimalidad, para

x0 son

λ0f
′(x0) +

∑
i∈I(x0)

g′i
∗
(x0)µi + F ′∗(x0)ψ = 0, (3.16)

donde λ ≥ 0, µi ≥ 0, ψ en Y ∗ y el conjunto de ı́ndices I(x0) es definido en (2.3).

Los puntos que satisfacen la condición necesaria de optimalidad (3.16), son bien conocidos y son

denomidados puntos Fritz-John (ver [14], [39]).

Atendiendo a la Observación 15 podemos hacer el siguiente análisis, de la condición (3.16).



Si x0 es un punto regular del (PE), de acuedo a nuestra definición, Definición 18, K1 ∩K2 es no

vaćıo entonces f1 + f2 ̸= 0 lo que implica que f0 ̸= 0, y por tanto λ0 ̸= 0, es posible entonces

considerar λ0 = 1. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (3.6), son no degeneradas, ya que

son definidas para puntos regulares.

Si λ0 = 0 entonces, ∑
i∈I(x0)

g′i
∗
(x0)µi + F ′∗(x0)ψ = 0.

Esto implica que, para todo h en X,

0 =
⟨ ∑

i∈I(x0)

g′i
∗
(x0)µi + F ′∗(x0)ψ, h

⟩
=

∑
i∈I(x0)

⟨
µi, g

′
i(x0)h

⟩
+
⟨
ψ, F ′(x0)h

⟩
= f1(h) + f2(h),

por tanto f1+f2 = 0 y de acuerdo a (i) de la Obsevación 22, K1
∩
K2 = ∅, donde K1 = GMg(x0)

y K1 = TMF
(x0), son definidos en (3.10) y (3.12) respectivamente, lo que implica que x0 no es

regular de M .

Para garantizar que x0 sea un punto regular del conjunto factible M = MF ∩Mg, no basta

que x0 sea un punto regular de MF y de Mg, también es necesario que la condición (3.5), que

llamaremos condición de regularidad de x0 en M , se verifique, como veremos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 23 Considere el siguiente problema

(PE)



min f(x)

sujeto a :

x2 + y2 ≤ 5

−x ≤ 0

y ≥ 1

x− 2y = 0.

Sea MF = {(x, y), F (x, y) = 0 } y Mg = {(x, y), g(x, y) ≤ 0, i ∈ I}, donde I = {1, 2, 3} y

F (x, y) = x− 2y, g1(x, y) = x2 + y2 − 5, g2(x, y) = −x, g3(x, y) = 1− y.

Es fácil mostrar que la condición necesaria de optimalidad (3.16) se cumple, independiente del

funcional a minimizar, con λ = 0, ψ = −4 en IR, u1 = 1, u2 = 10 no negativos, esto es

0(fx(2, 1), fy(2, 1))− 4(1,−2) + (4, 2) + 10(0,−1) = (0, 0),

donde (x0, y0) = (2, 1) es un punto regular de MF y de Mg, pero no es un punto regular de M .



En efecto, F ′(2, 1) es sobreyectivo, el cono tangente al conjunto MF , en el punto (2, 1) es

TMF
(2, 1) = {(h1, h2), F ′(2, 1)(h1, h2) = 0}

= {(h1, h2), h1 − 2h2 = 0}

= {h2(2, 1), h2 ∈ IR},

y dado que, el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas I(2, 1) = {1, 3}, y que g′1(2, 1) =

(4, 2) y g′3(2, 1) = (0,−1), son linealmente independientes, entonces el cono factible al conjunto

Mg, en el punto (2, 1) es

GMg(2, 1) = {(h1, h2), g′i(2, 1)(h1, h2) < 0, i = 1, 2}

= {(h1, h2), 4h1 + 2h2 < 0, − h2 < 0}

= {(h1, h2), 0 < h2 < −2h1}.

La condición de regularidad (3.5) no es verificada, ya que no existe un (h1, h2) en IR2 que

satisfaga simultáneamente,

h1 − 2h2 = 0

0 < h2 < −2h1,

lo que implica que (2, 1) no es un punto regular del conjunto de restricciones M .

Observemos que la condición x0 regular es una condición suficiente, para asegurar que λ0 es

no nulo, pero no es condición necesaria. En particular si el problema (PE) es un problema de

programación lineal, finito dimensional, esto es, los espacios de Banach X,Y son de dimensión

finita y las funciones f, F, g son lineales, entonces todo punto factible es regular. En efecto, dado

que F ′(x0) = F y g′(x0) = g, para todo punto x0 en X, entonces el cono de direcciones tangente

coincide con el conjunto de restricciones MF y el factible está contenido en Mg, para todo punto

factible x0, esto es,

TMF
(x0) =MF GMg(x0) jMg.

Por tanto la condición necesaria de optimalidad establecida en el Teorema 21 es en rigor, para

todo punto factible, inclusive si la cualificación de las restricciones de Mangasarian-Fromovitz

no se cumplen. Sin embargo, esto no se verifica para problemas lineales infinito dimensional,

como son los problemas de control óptimo, estudiados en el caṕıtulo 4 (ver [7]).

Para finalizar esta sección presentamos condiciones necesarias de optimalidad, para el problema

(PE), pero ahora con l condiciones de igualdad y una restricción adicional, que no es determinada

por una función.



Bajo los mismo términos del problema (PE), consideremos

(P̄E)



min f(x)

sujeto a :

F̄ (x) = 0

g(x) 5 0

x ∈ Q ⊂ X

(3.17)

donde F̄ : X → Ȳ , Ȳ = Y1×· · ·×Yl, es definido para cada x en X, F̄ (x) = (F1(x), · · · , Fl(x)) y

es tal que para todo k = 1, · · · , l, Fk : X → Yk, es continuamente Frêchet diferenciable, con Yk

espacio de Banach y donde además Q es un conjunto cerrado y convexo con interior no vaćıo.

Si denotamos por M̄ =MF̄ ∩Mg ∩Q, el conjunto factible del (P̄E), esto es

M̄ = {x ∈ X, F̄ (x) = 0, gi(x) ≤ 0, i ∈ I, x ∈ Q},

donde MF̄ = {x ∈ X, F̄ (x) = 0} y Mg = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0, i ∈ I}, podemos escribir el

problema escalar (P̄E) como:

(P̄E)

{
mı́n f(x)

sujeto a x ∈ M̄ =MF̄ ∩Mg ∩Q.

En lo que sigue daremos una definición de punto regular del conjunto factible M̄ , de punto KT,

del problema (P̄E) y condiciones de optimalidad para un punto regular x0 en M̄ , del problema

(P̄E).

Definición 24 Diremos que x0 es un punto regular del conjunto factible M̄ del (P̄E), si

TMF̄
(x0) = {h ∈ X, F̄ ′(x0)h = 0},

y si existe h̃ = λ(x− x0), con λ > 0 y x en el interior de Q, intQ, tal que,{
F̄ ′(x0)h̃ = 0

g′i(x0)h̃ < 0, i ∈ I(x0).
(3.18)

Definición 25 Diremos que un punto x0, en M̄ , es un punto Karush Kuhn Tucker (KT), del

problema (P̄E), si existen µ ∈ IRm y ψ ∈ Y ∗ no identicamente nulos, tales que

fs = f ′(x0) +
∑

i∈I(x0)

µig
′
i(x0) +

l∑
k=1

F ′∗
k (x0)ψk, (3.19)

donde fs es un funcional soporte para el conjunto Q, en x0, es decir

fs(x) ≥ fs(x0), ∀ x ∈ Q.

donde µi ≥ 0 y ψ̄ = (ψ1, · · · , ψl) ∈ Y ∗ son llamados multiplicadores de Lagrange, Y ∗ es el

espacio dual de Y , y el conjunto de ı́ndices I(x0) es definido en (2.3).



Teorema 26 Si un punto regular x0 es una solución óptima, local o global, del problema (P̄E),

entonces x0 es un punto Karush Kuhn Tucker (KT) del problema (P̄E).

Demostración: Para establecer condiciones de optimalidad para un punto x0, en M̄ , mediante

el formalismo de Dubovitskii-Milyutin, para el problema P̄E necesitamos determinar el cono

tangente, K̄2 = TMF̄
(x0), del conjunto MF̄ (x0) y el cono factible del conjunto Q, en el punto x0,

y sus respectivo conos duales, ya que el cono de las direcciones de descenso de la función objetivo

f , K0, y su cono dual, K∗
0 , fueron determinados en (3.7) y (3.8), al igual que el cono factible,

K1 = GMg(x0), del conjunto Mg(x0), y su cono dual, K∗
1, determinados en (3.10) y (3.11).

Observemos inicialmente que si F̄ ′(x0) no es sobreyectivo entonces existe ψ̃ = (ψ̃1, · · · , ψ̃l) en

Ȳ ∗, no nulo, tal que F̄ ′∗(x0)ψ̃ =
∑l

k=1 Fk
′∗(x0)ψ̃k = 0, por tanto la condición (3.19) se cumple

trivialmente con fs = 0, µi = 0, i ∈ I(x0), ψk = ψ̃k, k = 1, · · · , l y f ′(x0) = 0. Por tanto

podemos suponer l operador F̄ ′(x0) sobreyectivo.

Bajo esta hipótesis obtenemos, de acuerdo al Lema 1 [57], que el cono tangente, en el punto x0

y su cono dual son,

K̄2 = TMF̄
(x0) = {h ∈ X, F̄ ′(x0)h = 0} =

l∩
i=1

{h ∈ X,F ′
i (x0)h = 0} =

l∩
i=1

TMFi
(x0) (3.20)

y su cono dual

(K̄2)
∗ = T ∗

MF̄
(x0) = (

l∩
i=1

TMFi
(x0))

∗ =

l∑
i=1

T ∗
MFi

(x0), (3.21)

donde, de acuerdo a (3.12),

T ∗
MFi

(x0) = {−ψiF
′
i (x0), ψi ∈ Y ∗

i }.

Por lo tanto si f̄2 pertenece a (K̄2)
∗, entonces f̄2 = −

l∑
i=1

ψiF
′
i (x0).

Además como Q, es un conjunto cerrado, convexo y con interior no vaćıo, de X, el cono de las

direcciones factibles de Q, K3, en el punto x0, de acuerdo a (8.2 [43]), es

K3 = {h ∈ X, h = λ(x− x0), donde x ∈ int Q, λ > 0} (3.22)

y su cono dual, de acuerdo a (10.5 [43]), es

K∗
3 = {f3 ∈ X∗, f3 = fs} (3.23)

donde fs es una función soporte de Q, para x0, esto es

fs(x) ≥ fs(x0), ∀x ∈ Q. (3.24)



Ahora como por hipótesis x0 es una solución óptima de (P̄E) y dado que los conos K0, K1, K̄2 y

K3 son convexos (ver 7.5 [43]), entonces, por el Teorema 14, existen f0 ∈ K∗
0, f1 ∈ K∗

1, f2 ∈ K̄∗
2

y f3 ∈ K∗
3 no todos nulos, tales que

f0 + f1 + f̄2 + fs = 0, (3.25)

de donde

−f ′(x0)−
∑

i∈I(x0)

µig
′
i(x0)−

l∑
i=1

ψiF
′
i (x0) + fs = 0,

esto es

f ′(x0) +
∑

i∈I(x0)

µig
′
i(x0) +

l∑
i=1

F ′∗
i (x0)ψi = fs,

donde hemos considerado que ψiF
′
i (x0) = ψi ◦ F ′

i (x0) = F ′∗
i (x0)ψi.

El teorema queda aśı demostrado.

Hacemos notar que si x0 no es un punto regular de MF̄ (F̄ no es regular), entonces no pode-

mos garantizar, ver Observación 6, que TMF̄
(x0) =

∩l
i=1 TMFi

(x0), ni tampoco, ver [43], que

[
∩l

i=1 TMFi
(x0)]

∗ =
l∑

i=1

T ∗
MFi

(x0).

3.1.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta sección introducimos la definición de KT invexidad, para el problema (PE) y (P̄E), que

es una condición suficiente, y además necesaria, para asegurar que todo punto KT es un óptimo,

para ambos problemas.

Definición 27 Diremos que (PE) es KT-invex en M , si para cualquier x, x0 en M , existe una

función η : X ×X → X, tales que

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)η (3.26)

F ′(x0)η = 0 (3.27)

−g′i(x0)η ≥ 0, i ∈ I(x0), (3.28)

donde I(x0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas y η = η(x, x0).



Definición 28 Diremos que (P̄E) es KT-invex en M̄ , si para cualquier x, x0 en M̄ , existe una

función η : X ×X → X, definida como η(x, x0) = λ(x− x0), con λ > 0 y x en IntQ tales que

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)η (3.29)

F ′
i (x0)η = 0, i = 1, · · · , l (3.30)

−g′i(x0)η ≥ 0, i ∈ I(x0), (3.31)

donde I(x0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas de g y η = η(x, x0).

Si los problemas (PE) y (P̄E) son convexos (ver [67], [43]), entonces ellos son problemas KT-

invex, basta con considerar η(x, x0) = x − x0, en la Definición 27 y λ = 1, en la Definición 28,

respectivamente.

El próximo teorema extiende el resultado presentado por Martin, en [66], donde se considera

restricciones solo de desigualdad.

Teorema 29 Un punto KT, x0 en M (x0 en M̄), es una solución óptima del (PE), ((P̄E)), si

y solo si el (PE), ((P̄E)), es KT-invex en x0.

Demostración: Suponga que cada punto KT, es una solución óptima. Vamos a demostrar que

el problema (PE) es KT-invex.

Sean x, x0 en M.

i) Si f(x) ≥ f(x0), para todo x en M, podemos elegir η ≡ 0 y las condiciones de la Definición

27 son verificada trivialmente.

ii) Si f(x) < f(x0) entonces x0 no es una solución optima del (PE) y por hipótesis x0 no es

un punto KT. Esto implica, conforme a la Observación 15,

2∩
i=0

Ki ̸= ∅, (3.32)

donde recordemos que K0 es el cono de direcciones de descenso del funcional f , en el punto x0,

dado en (3.7), K1 es el cono de direcciones factibles, del conjunto GMg(x0) para el punto x0,

dado en (3.10) y K2 es el cono de direcciones tangentes a MF (x0), dado en (3.12).

Por lo tanto, existe h en
∩2

i=0Ki, esto es, existe h tal que

f ′(x0)h < 0

F ′(x0)h = 0

−g′i(x0)h ≥ 0, i ∈ I(x0).
(3.33)

Si definimos η = ch, tal que

c ≥ f(x)− f(x0)
f ′(x0)(h)

> 0,



donde la última desigualdad es debido a que f(x)− f(x0) < 0 y a que f ′(x0)h < 0, obtenemos a

partir de las condiciones (3.33),

f ′(x0)η = f ′(x0)ch = cf ′(x0)h ≤ f(x)− f(x0)

F ′(x0)η = F ′(x0)ch = cF ′(x0)h = 0

−g′i(x0)η = −g′i(x0)ch = −cg′i(x0)h > 0, i ∈ I(x0).

esto es, existe η, dependiendo de los puntos factibles x y x0, tal que las condiciones de la Defi-

nición 27 son verificadas, por lo tanto el problema (PE) es KT-invex.

Inversamente, suponga que el (PE) es KT-invex. Mostraremos que cada punto KT es una solu-

ción optima del (PE).

Sea x0 un punto KT, por definición existen µi, i en I(x0), no negativos, y ψ, no identicamente

nulos, satisfaciendo las condiciones de la Definición 20. Tomando en consideración (3.26) y

aplicando ψ ∈ Y ∗, µi no negativo en (3.27), (3.28), respectivamente, obtenemos, para todo

punto factible x,

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)η

⟨ψ,F ′(x0)η⟩ = 0

⟨µi,−g′i(x0)η⟩ ≥ 0, i ∈ I(x0).

Sumando en i en la última desigualdad y reordenando los términos,

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)η +
∑

i∈I(x0)

(µig
′
i(x0))η + ⟨ψ, F ′(x0)η⟩

= (f ′(x0) +
∑

i∈I(x0)

g′∗i (x0)µi + F ′∗(x0)ψ)η.

Como µi, i en I(x0) y ψ son los multiplicadores de Lagrange, satisfacen la condición (3.6) de la

Definición 20, se sigue que

f(x)− f(x0) ≥ 0,

para todo punto factible x ∈M , esto es, x0 es solución optima.

Finalmente observamos que, si se considera el problema (P̄E) en vez (PE), la demostración del

teorema va en la misma dirección, sólo que, en este caso, la condición ii)f(x) < f(x0)) implica,

en vez de (3.32), la condición

K0

∩
K1

∩
K̄2

∩
K3 ̸= ∅,

donde K0 es el cono de direcciones de descenso del funcional f , en el punto x0, dado en (3.7),

K1 es el cono de direcciones factibles, del conjunto GMg(x0) para el punto x0, dado en (3.10),



K̄2 es el cono de direcciones tangentes a MF̄ (x0), dado en (3.20) y el cono de las direcciones

factibles de Q, en el punto x0, dado en (3.22).

Por lo tanto, existe h = λ(x− x0), λ positivo y x en IntQ, tal que

f ′(x0)h < 0

F̄ ′(x0)h = 0

−g′i(x0)h ≥ 0, i ∈ I(x0).

Posteriormente se define η = cλ(x − x0), con λ positivo y x en IntQ, y se continua con la

demostración dada.

El teorema queda aśı demostrado.

Hacemos notar que el teorema anterior caracteriza completamente los problemas KT-invex.

3.2. Problemas No Regulares

En esta sección estableceremos condiciones necesarias de optimalidad, en un punto x0, aún

cuando este sea no regular, en este caso no es posible caracterizar el cono tangente o el cono de

direcciones factibles, en el punto x0, mediante las derivadas de primer orden de los operadores

que determinan las restricciones de igualdad y desigualdad. O bien si es posible caracterizarlos,

su intersección es vaćıa. La regla de los multiplicadores de Lagrange proporciona condiciones

degeneradas, no dependen del funcional a minimizar, no produce información acerca del extremo

local o global en estudio. Además, en general, las condicions necesarias de segundo orden clásicas

no valen.

En la Sección 3.2.1 son obtenidas condiciones necesarias, para problemas no regulares, las cuales

por una parte generalizan la regla de los multiplicadores de Lagrange y, por otra, garantizan

condiciones no degeneradas, con hipótesis más débiles que las de punto regular. Estas condi-

ciones son reducidas, cuando el problema es regular, a las condiciones Karush-Kuhn-Tucker,

presentadas en la Sección 3.1.

Previamente, introducimos el concepto de punto 2-regular que es fundamental, para establecer

condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, de la

misma forma como lo es, la noción de regularidad, para establecer condiciones no degeneradas de

primer orden, y caracterizamos los conos de direcciones tangentes y de direcciones factibles, en un

punto x0 no regular, y sus respectivos conos duales, mediante las derivadas de primer y segundo

orden de los operadores F y g, que determinan las restricciones de igualdad y desigualdad,

respectivamente. En la caracterización de estos conos se considera el supuesto que los operadores

F y g son dos veces Frêchet diferenciables, en un entorno U(x0) de x0 en M , y que el subespacio

ImF ′(x0) es cerrado en Y.



Es decir consideramos el siguiente Problema Escalar (P̂E),

(P̂E)



min f(x)

sujeto a :

F (x) = 0

g(x) 5 0

x ∈ X,

(3.34)

donde el funcional f : X → IR es Frêchet diferenciable y los operadores g : X → IRm y

F : X → Y son considerados dos veces Frêchet diferenciables, en un entorno U(x0) de x0 en M ,

X e Y son espacios de Banach, el subespacio ImF ′(x0) es cerrado en Y y donde g(x) 5 0, es

equivalente a que gi(x) ≤ 0, para todo i en I = {i, i = 1, · · · ,m}.

Cono tangente de segundo orden a las restricciones de igualdad MF

Nuetra finalidad ahora es determinar el cono tangente, para el conjunto de interior vaćıo, MF ,

mediante aproximaciones de segundo orden. Para ello daremos la definición de punto 2-regular,

para un punto de MF , y estableceremos condiciones suficientes, para asegurar que un punto

dado es 2-regular, de acuerdo a nuestra definición.

Considere el siguiente conjunto (ver [8], [10], [13] y [6] ),

HF (x0) =
{
h ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′′(x0)[h, h] ∈ ImF ′(x0)

}
, (3.35)

donde los corchetes cuadrados denotan la acción de una forma bilineal sobre h y F ′′(x0)(h)h =

F ′′(x0)[h, h].

Note que la condición F ′′(x0)[h, h] ∈ ImF ′(x0) es equivalente a decir que existe algún x en X,

que denotaremos xh tal que

F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0,

o bien, (ver [87]),

⟨ψ, F ′′(x0)[h, h]⟩ = 0, ∀ψ ∈ [ImF ′(x0)]
⊥ = kerF ′∗(x0).

Por lo tanto, podemos escribir

HF (x0) =
{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0

}
, (3.36)

o bien

HF (x0) =
{
h ∈ X, F ′(x0)h = 0, ⟨ψ,F ′′(x0)[h, h]⟩ = 0, ∀ψ ∈ [ImF ′(x0)]

⊥ = kerF ′∗(x0)
}
,(3.37)



donde [ImF ′(x0)]
⊥ es el subespacio anulador de ImF ′(x0) y F

′∗(x0) : Y
∗ → X∗, es el operador

adjunto de F ′(x0) : X → Y , que se relacionan, (ver [87]), por⟨
F ′∗(x̄0)ψ, h

⟩
X∗X

=
⟨
ψ, F ′(x̄0)h

⟩
.
Y ∗Y

(3.38)

Para caracterizar el cono tangente a MF , en un punto x0, introduciremos la siguiente definición

de punto 2-regular, del conjunto de interior vaćıo MF .

Definición 30 Diremos que un punto x0, es un punto 2-regular del conjunto de interior vaćıo,

MF , si x0 es un punto de MF y el cono tangente al conjunto MF , en el punto x0, TMF
(x0)

coincide con el cono HF (x0),

TMF
(x0) =

{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0

}
. (3.39)

Diremos indistintamente que el conjunto de restricciones MF es 2-regular en x0, si x0 es un

punto 2-regular del conjunto MF , o bien que F es 2-regular, en x0.

Conforme a la definición anterior, se sigue que si x0 es un punto 2-regular, entonces h es una

dirección tangente, de MF , en x0, si y solo si el sistema,

F ′(x0)h = 0

F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0,
(3.40)

admite solución xh en X, es decir, el cono tangente es determinado por aproximaciones de

segundo orden.

Cualquier condición que asegure que un punto sea 2-regular, la llamaremos condición de 2-

regularidad, para el punto x0 del conjunto con interior vaćıo MF .

Bajo los mismos términos del Problema (PE), asumiendo además que el operador F es dos veces

Frêchet diferenciable, en un entorno U(x0) de x0 en M , y que el subespacio ImF ′(x0) es cerrado

en Y , presentamos el siguiente resultado que nos proporciona una condición de 2-regularidad,

esto es, una condición suficiente para determinar si un punto dado es 2-regular, del conjunto

MF .

Teorema 31 Sea x0 en MF , si para todo y ∈ Y, y = y1 + y2, existen ξ1, ξ2 en X tales que

F ′(x0)ξ2 = y1

F ′(x0)ξ1 + F ′′(x0)[h, ξ2] = y2,
(3.41)

entonces x0 es un punto 2-regular, con respecto a h en HF (x0), del conjunto MF .

Demostración: Debemos demostrar que x0 es un punto 2-regular de MF , esto es

TMF
(x0) = HF (x0) = {h ∈ X, ∃ xh ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0}.



Para ello tomamos un elemento arbitrario h en TMF
(x0) y demostraremos que h pertenece a

HF (x0). Sea h en TMF
(x0) entonces existen ϵ0 > 0 y una función r∗ : (0, ϵ0) → X, con

∥ r∗(t) ∥= o(t) tal que para todo t ∈ (0, ϵ0), x0 + th+ r∗(t) ∈MF . Por lo tanto

0 = F (x0 + th+ r∗(t))

= F (x0) + F ′(x0)(th+ r∗(t)) +
1

2
F ′′(x0)[th+ r∗(t), th+ r∗(t)] + o(t2)

= tF ′(x0)h+ F ′(x0)r∗(t) +
t2

2
F ′′(x0)[h, h] + β(t),

donde β(t) = o(t2).

Ahora, dado que siempre TMF
(x0) está contenido en KerF ′(x0), F

′(x0)h = 0, se sigue que, para

todo t en (0, ϵ0)

F ′(x0)r∗(t) +
t2

2
(F ′′(x0)[h, h] + 2

β(t)

t2
) = 0,

lo que implica que F ′′(x0)[h, h] + 2β(t)
t2
∈ ImF ′(x0). Siendo ImF ′(x0) cerrada en Y , cuando

t → 0+, F ′′(x0)[h, h] ∈ ImF ′(x0), entonces h pertenece en HF (x0). Por lo tanto, como h es

arbitrario,

TMF
(x0) ⊆ {h ∈ X, ∃ xh ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0}. (3.42)

Rećıprocamente, sea h en HF (x0), mostraremos que h pertenece a TMF
(x0).

Para ello consideremos el operador F̃ (x0) : X̃ → Ỹ , definido para todo (ξ1, ξ2) ∈ X̃

F̃ (x0)(ξ1, ξ2) = (F ′(x0)ξ2, F
′(x0)ξ1 + F ′′(x0)[ξ2, ξ2]), (3.43)

donde X̃ = X ×X e Ỹ = ImF ′(x0)× Y/ImF ′(x0).

Notar además que siendo ImF ′(x0) un subespacio cerrado en Y, es posible identificar Y =

ImF ′(x0) + Y/ImF ′(x0) con Ỹ = ImF ′(x0)× Y/ImF ′(x0) (ver [87]).

Definamos ahora el subespacio

H̃
F̃
(x0) = {(ξ1, ξ2) ∈ X̃, F̃ (x0)(ξ1, ξ2) = 0}, (3.44)

y observemos que,

h ∈ HF (x0)⇐⇒ (xh, h) ∈ H̃F̃
(x0), (3.45)

donde xh es solución de (3.40), entonces

HF (x0) ̸= ∅ ⇐⇒ H̃
F̃
(x0) ̸= ∅. (3.46)

Si h está en HF (x0) y la condición (3.41) se cumple, entonces (xh, h) es un punto regular del

conjunto con interior vaćıo H̃
F̃
(x0) (ver Definición 16).



En efecto, bajo el supuesto de que el operador F es dos veces continuamente Frêchet diferencia-

ble, en un entorno U(x0) de x0 en MF , es inmediato que F̃ (x0), definido sobre los espacios de

Banach X̃ e Ỹ , es continuo, y que su primera derivada definida para cada (ξ1, ξ2) en X̃,

(F̃ (x0))
′(xh, h)(ξ1, ξ2) = (F ′(x0)ξ2, F

′(x0)ξ1 + 2F ′′(x0)[h, ξ2]) (3.47)

es continua en (xh, h), y además, de acuerdo a (3.41), también es sobreyectivo, entonces por el

teorema de Lyusternik, Teorema 7, el conjunto de direcciones tangentes a H̃
F̃
(x0), en (xh, h),

coincide con el núcleo del operador (F̃ (x0))
′(xh, h), esto es,

T
H̃

F̃
(xh, h) =

{
(ξ1, ξ2) ∈ X̃, (F̃ (x0))

′(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0
}

=
{
(ξ1, ξ2) ∈ X̃, F ′(x0)ξ2 = 0, F ′(x0)ξ1 + 2F ′′(x0)[h, ξ2] = 0

}
,

(3.48)

por lo tanto, de acuerdo a la Definición 16, (xh, h) es un punto regular de H̃
F̃
(x0).

Sea (xh, h) en H̃
F̃
(x0) y consideremos (ξ1, ξ2) en T

H̃
F̃
(xh, h), entonces existen ϵ0 > 0 y una

función r̃ : (0, ϵ0)→ X̃, con r̃(t) = (r1(t), r2(t)) tal que para todo t ∈ (0, ϵ0),

(xh, h) + t(ξ1, ξ2) + (r1(t), r2(t)) ∈ H̃F̃
(x0), ∥ r(t) ∥= o(t).

Si denotamos, para todo t en (0, ϵ0),

h̃ = h+ tξ2 x̃h = xh + tξ1, (3.49)

es inmediato, debido a que F ′(x0)h = 0, y F ′(x0)ξ2 = 0, que

F ′(x0)h̃ = 0. (3.50)

Definamos ahora la variable x(t), en términos de h̃ y x̃h, como

x(t) = x0 + th̃+
t2

2
x̃h

= x0 + th+ r̂(t),
(3.51)

donde r̂ : (0, ϵ0)→ X, es definido r̂(t) = t2ξ2 + t2
xh
2

+ t3
ξ1
2

y es tal que ||r̂(t)|| = o(t).

Tomando en consideración que

x(0) = x0, x′(0) = h, x′′(0) = 2ξ2 + xh, (3.52)

y que, para todo t en (0, ϵ0), x(t) pertenece a U(x0), entorno de x0 en X, obtenemos

F (x(t)) = F (x(0)) + tF ′(x(0))x′(0) +
t2

2

[
F ′′(x(0))[x′(0), x′(0)] + F ′(x(0))x′′(0)

]
+ o(t2)

= F (x0) + tF ′(x0)h+
t2

2

[
F ′′(x0)[h, h] + F ′(x0)(2ξ2 + xh)

]
+ o(t2)

= F (x0) + tF ′(x0)h+ t2F ′(x0)ξ2 +
t2

2

[
F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h]

]
+ o(t2).



De acuerdo a las definiciones (3.49) y (3.51)

F (x0 + th+ r̂(t)) = F (x0) + tF ′(x0)h̃+
t2

2

[
F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h]

]
+ o(t2).

Considerando ahora que x0 pertenece a MF , la condición (3.50) y que h pertenece a HF (x0),

podemos concluir que, para todo t en (0, ϵ0), F (h+ th+ r̂(t)) = 0, con r̂(t) = o(t), lo que implica

que h pertenece a TMF
(x0), por lo tanto

{h ∈ X, ∃ xh ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0} ⊆ TMF
(x0).

De la inclusión anterior y de (3.42) obtenemos,

TMF
(x0) = {h ∈ X, ∃ xh ∈ X, F ′(x0)h = 0, F ′(x0)xh + F ′′(x0)[h, h] = 0}.

El teorema queda aśı demostrado.

Debemos hacer notar que la condición de 2-regularidad (3.41), implica la definición de condición

de 2-regularidad para el punto x0, en dirección de h en HF (x0), introducida en [13] (ver también

[8], [6], [9], y [60]). Y ambas condiciones implican que el punto x0, del conjunto con interior vaćıo

MF , es 2-regular, en el sentido de la definición introducida en este trabajo.

Observación 32 El Teorema 31, nos dice que si para todo h en HF (x0), la condición de 2-

regularidad (3.41) se cumple, entonces HF (x0) ⊆ TMF
(x0), por lo tanto TMF

(x0) = HF (x0), ya

que la inclusión rećıproca siempre es válida, lo que implica que x0 es 2-regular de MF .

Note además que si la condición de 2-regularidad (3.41) vale para h = 0, entonces el sistema,

F ′(x0)ξ1 = y1

F ′(x0)ξ2 = y2

tiene solución ξ1, ξ2 en X. Por lo tanto para todo y = y1 + y2 en Y , existe ξ = ξ1 + ξ2 tal que

F ′(x0)ξ = y, es decir F ′(x0) es sobreyectivo, lo que implica que x0 es regular. Por otro lado si

x0 es regular entonces x0 es 2-regular, en efecto si x0 es regular, la condición de 2-regularidad

(3.41) vale para x0 en MF , en cualquier dirección h ∈ X, es suficiente poner ξ1 = ξ, ξ2 = 0,

pero, en general, lo inverso no siempre es cierto.

Cono factible de segundo orden de las restricciones de desigualdad Mg

Nuestro interés ahora es caracterizar el cono factible, para el conjunto de las restricciones de

interior no vaćıo,Mg, en un punto no regular. Para ello daremos la definición de punto 2-regular,



paraMg y estableceremos condiciones suficientes, para asegurar que un punto dado es 2-regular,

de acuerdo a nuestra definición. Previamente haremos las siguientes consideraciones.

Sea x0 un punto de Mg y sea g′(x0) : X → IRp, tal que para todo h en X,

g′(x0)h = (g′1(x0)h, g
′
2(x0)h, · · · , g′p(x0)h),

donde p es la cardinalidad del conjunto de ı́ndices de las restricciones activas I(x0), definido en

(2.3). El operador g′(x0) será sobreyectivo, esto es Img′(x0) = IRp, si y solo si, no existe un

µ = (µ1, · · · , µp) ̸= 0, en IRs tal que g′∗(x0)µ = 0 (ver [87]), lo que implica que x0 es un punto

regular de Mg.

Si x0 no es un punto regular, la condición (3.3) no se cumple, lo que implica que el sistema de

desigualdades

g′i(x0)h < 0, ∀i ∈ I(x0)

no tiene solución h en X, entonces, de acuerdo al Lema 12, x0 es un punto estacionario de

g, lo implica que g′(x0) no es sobreyectiva, por tanto, Img′(x0) es un subconjunto propio de

IRp, y como IRp es de dimensión finita, es un subespacio cerrado en IRp, y por tanto, es

posible representar IRp como una suma directa Img′(x0) ⊕ [Img′(x0)]
⊥ la cual es isomorfa a

W̃ = Img′(x0)× [Img′(x0)]
⊥, esto es

IRp = Img′(x0)⊕ [Img′(x0)]
⊥ ∼= Img′(x0)× [Img′(x0)]

⊥ := W̃ , (3.53)

donde [Img′(x0)]
⊥ es el subespacio ortogonal, no nulo, de Img′(x0) en IRp (ver [87]).

Consideremos ahora el siguiente conjunto, (ver [46], [13]),

Hg(x0) =
{
h ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0), − g′′i (x0)[h, h] ∈ Im g′i(x0) + IR+, i ∈ Ih(x0)

}
,

donde Ih(x0) es un subconjunto del conjunto de ı́ndices de las restricciones activas, definido

Ih(x0) = {i ∈ I(x0), g′i(x0)h = 0}, (3.54)

y los corchetes cuadrados denotan la acción de la forma bilineal sobre h, g′′i (x0)(h)h = g′′i (x0)[h, h].

El conjunto Hg(x0), en el espacio de Banach X, es un cono de vértice 0, en efecto siendo

Im g′i(x0), un subespacio vectorial de IR, para cada h ∈ Hg(x0), λh ∈ Hg(x0), para todo λ ≥ 0.

Note que la condición −g′′i (x0)[h, h] ∈ Im g′i(x0) + IR+, i ∈ Ih(x0), es equivalente a decir que

existe un elemento en X, que denotaremos por xh, tal que

g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] ≤ 0, i ∈ Ih(x0).

Por lo tanto podemos escribir,

Hg(x0) =
{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0), g′i(x0)xh+

g′′i (x0)[h, h] ≤ 0, i ∈ Ih(x0)
}
.

(3.55)



En lo que sigue introduciremos la definición de punto 2-regular, del conjunto de interior vaćıo

Mg.

Definición 33 Diremos que un punto x0, enMg, es un punto 2-regular, del conjunto de interior

no vaćıoMg, si el cono factible al conjuntoMg, en el punto x0, GMg(x0), puede ser caracterizado

por aproximaciones de segundo orden, esto es

GMg(x0) = Hg(x0) =
{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),

g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)
}
̸= ∅,

(3.56)

con Ih(x0), definido en (3.54).

Observemos que si Ih(x0) es vaćıo, en (3.56), entonces g′i(x0)h < 0, para todo i ∈ I(x0), esto
equivale a decir que,

GMg(x0) =
{
h ∈ X, g′i(x0)h < 0, i ∈ I(x0)

}
̸= ∅,

lo que implica, de acuerdo a la Definción 17, que x0 es un punto regular, de Mg.

De la definición anterior, se sigue que si x0 es un punto 2-regular, entonces h es una dirección

factible para Mg, en el punto x0, si y solamente si, el sistema de desigualdades,

g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),
g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)

(3.57)

admite solución xh en X.

Cualquier condición que asegure que un punto x0 del conjunto con interior no vaćıo Mg, sea

2-regular, la llamaremos condición de 2- regularidad, para el punto x0 de Mg.

Bajo los mismos términos del Problema (PE), asumiendo además que el operador g es dos veces

Frêchet diferenciable, en un entorno U(x0) de x0 en Mg, podemos introducir para x0 en Mg y

h en X, la función Frêchet diferenciable g̃(x0) : X̃ → W̃ , g̃(x0) = (g̃1(x0), · · · , g̃s(x0)), tal que
para cada (ξ1, ξ2) en X̃

g̃i(x0)(ξ1, ξ2) = (g′i(x0)ξ2, g
′(x0)ξ1 + g′′i (x0)[ξ2, ξ2]), i = 1, · · · , p, (3.58)

y (xh, h) en X̃

g̃′i(x0)(xh, h)(ξ1, ξ2) = (g′i(x0)ξ2, g
′
i(x0)ξ1 + 2g′′i (x0)[h, ξ2]), i = 1, · · · , p, (3.59)

donde X̃ = X ×X y donde identificamos, de acuerdo a (3.53), W̃ = Img′(x0)× [Img′(x0)]
⊥ con

IRp = Img′(x0)⊕ [Img′(x0)]
⊥.



Considerando lo anterior expuesto, presentamos el siguiente resultado que nos proporciona una

condición suficiente para determinar si un punto dado es 2-regular, del conjunto Mg.

Teorema 34 Si para todo h en Hg(x0), (xh, h), con xh solución de (3.57), es un punto no

estacionario del operador g̃(x0), {g̃i(x0), i ∈ Ĩh(x0)}, definidos en (3.59), entonces x0 es un

punto 2-regular del conjunto de interior no vaćıo, Mg, donde

Ĩh(x0) = {i ∈ Ih(x0), g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] = 0}. (3.60)

Demostración: Debemos demostrar que x0 es un punto 2-regular de Mg(x0), esto es

GMg(x0) =
{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),

g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)
}
̸= ∅.

Para ello tomemos un elemento arbitrario h en GMg(x0), entonces existen ϵ0 > 0 y un entorno

U(h), de h, tal que para todo t ∈ (0, ϵ0), x0 + th̄ está en Mg, con h̄ en U(h).

Sea ϵ1 > 0, tal que

h̄ = h+
1

t
r(t) ∈ U(h), ∀ t ∈ (0, ϵ1),

donde r(t) = o(t).

Entonces para t en (0, ϵ), con ϵ = mı́n{ϵ0, ϵ1},

0 ≥ g(x0 + th̄)

= g(x0 + th+ r(t))

= g(x0) + tg′(x0)h+ g′(x0)r(t) +
1

2
g′′(x0)[th+ r(t), th+ r(t)] + o(||th̄||)

= g(x0) + tg′(x0)h+ g′(x0)r(t) +
t2

2
g′′(x0)[h, h] + δ(x0, t),

= g(x0) + tg′(x0)h+ g′(x0)r(t) +
t2

2
[g′′(x0)[h, h] +

2

t2
δ(x0, t)],

donde δ(x0, t) = o(t2).

Si consideramos las restricciones activas, esto es i en I(x0), obtenemos desde la desigualdad

anterior, que

0 ≥ ĺım
t→0+

gi(x0 + th̄)

t
= g′i(x0)h

entonces g′i(x0)h < 0, si i pertenece a I(x0)/Ih(x0).

Si tomamos ahora i en Ih(x0), esto es gi(x0) = 0 y g′i(x0)h = 0, obtenemos que

g′i(x0)r(t) +
t2

2
[g′′i (x0)[h, h] +

2

t2
δ(x0, t)] ≤ 0,



es decir,

−[g′′i (x0)[h, h] +
2

t2
δ(x0, t)] ∈ Img′(x0) + IR+, i ∈ Ih(x0).

Siendo Img′(x0) cerrada en IRp y IR+ un cono, se sigue que, cuando t→ 0+, −g′′i (x0)[h, h] ∈
Img′(x0) + IR+, i ∈ Ih(x0), por lo tanto h está en intHg(x0).

Por lo tanto

GMg(x0) ⊆ {h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),
g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)}.

(3.61)

Inversamente sea

h ∈ {h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0), g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)},

mostraremos que h pertenece a GMg(x0), esto es, que existe un entorno U(h) de h y un número

ϵ > 0 tal que para cada t en (0, ϵ) y para todo h̄ en U(h), x0 + th̄ pertenece a Mg, es decir

gi(x0 + th̄) ≤ 0, para todo i en I.

Para ello consideremos el operador, dado en (3.58), para x0 en Mg, g̃(x0) : X̃ → W̃ , definido

para cada (ξ1, ξ2) en X̃ = X ×X.

g̃(x0)(ξ1, ξ2) = (g′(x0)ξ2, g
′(x0)ξ1 + g′′(x0)[ξ2, ξ2]),

e introduzcamos el conjunto

H̃g̃(x0) = {(ξ1, ξ2) ∈ X̃, g̃i(x0)(ξ1, ξ2) 6 0, i ∈ I(x0)}. (3.62)

Es simple ver, de la propia definición de los conjuntos Hg(x0) y H̃g̃(x0), que Hg(x0) y H̃g̃(x0)

son conos y que

h ∈ Hg(x0)⇐⇒ (xh, h) ∈ H̃g̃(x0), (3.63)

donde xh es solución de (3.57).

Por lo tanto

Hg(x0) ̸= ∅ ⇐⇒ H̃g̃(x0) ̸= ∅. (3.64)

Ahora como por hipótesis, para todo h en Hg(x0), el punto (xh, h) es un punto no estacionario

del operador g̃(x0), Definición 10, esto implica, debido al Lema 12, que existen (ξ1, ξ2) en X̃,

tal que

g̃′i(x0)(xh, h)(ξ1, ξ2) < 0, i ∈ Ĩh(x0),

donde

g̃′i(x0)(xh, h)(ξ1, ξ2) = (g′i(x0)ξ2, g
′
i(x0)ξ1 + 2g′′i (x0)[h, ξ2]), i ∈ Ĩh(x0),



con Ĩh(x0), el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas de g̃(x0), esto es,

Ĩh(x0) = {i ∈ Ih(x0), g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] = 0},
= {i ∈ I(x0), g′i(x0)h = 0, g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] = 0},
= {i ∈ I(x0), g̃i(x0)(xh, h) = 0}.

Esto implica que, para todo i en Ĩh(x0) existe (ξ1, ξ2) en X̃, solución del sistema

g′i(x0)ξ2 < 0,

g′i(x0)ξ1 + 2g′′i (x0)[h, ξ2] < 0,
(3.65)

lo que a su vez implica que (xh, h) es un punto regular del conjunto con interior no vaćıo

H̃g̃(x0), por lo tanto el cono de direcciones factibles a H̃g̃(x0), en el punto (xh, h), de acuerdo a

la Definición 17, es

G
H̃g̃

(xh, h) = {(ξ1, ξ2) ∈ X ×X, g̃′i(x0)(xh, h)(ξ1, ξ2) < 0, i ∈ Ĩh(x0)}.

Conforme a lo anterior, consideremos (ξ1, ξ2) en GH̃g̃
(xh, h), entonces de acuerdo a la definición

de dirección factible, Definición 8, existen un entorno U((ξ1, ξ2)) de (ξ1, ξ2) y ϵ0 > 0 tal que para

todo t ∈ (0, ϵ0),

(xh, h) + t(ξ̄1, ξ̄2) ∈ H̃g̃(x0), ∀ (ξ̄1, ξ̄2) ∈ U((ξ1, ξ2)),

esto es, si denotamos

h̃ = h+ tξ̄2, x̃h = xh + tξ̄1. (3.66)

entonces para todo i en Ih(x0), g̃i(x0)(x̃h, h̃) ≤ 0, que es equivalente a decir que para todo i en

Ih(x0)

g′i(x0)h̃ ≤ 0,

g′i(x0)x̃h + 2g′′i (x0)[h̃, h̃] ≤ 0.
(3.67)

Es fácil ver que V ((x̃h, h̃)) = (xh, h) + tU((ξ1, ξ2)), con t en (0, ϵ1) es un entorno de (x̃h, h̃).

Si hacemos ϵ = mı́n{ϵ0, ϵ1} y definimos para todo t en (0, ϵ)

x(t) = x0 + th̃+
t2

2
x̃h, (3.68)

es posible escribir

x(t) = x0 + th+ t2ξ̄2 +
t2

2
x̃h

= x0 + th+ r̃(t),

donde

r̃(t) = t2ξ̄2 +
t2

2
x̃h = t2ξ̄2 +

t2

2
xh +

t3

2
ξ̄1, r̃(t) = o(t). (3.69)



Notar que

x(0) = x0 x′(0) = h x′′(0) = 2ξ̄2 + xh. (3.70)

Consideremos ahora

h̄ = h+
1

t
r̃(t) ∈ U(h), ∀ t ∈ (0, ϵ), (3.71)

donde U(h) es un entorno de h.

Para t en (0, ϵ), suficientemente pequeño sea x(t) en U(x0) ∩Mg(x0), donde U(x0) ∩Mg(x0),

es un entorno de x0 en Mg, tal que, considerando (3.66) y (3.70),

g(x(t)) = g(x(0)) + tg′(x(0))x′(0) +
t2

2

[
g′′(x(0))[x′(0), x′(0)] + g′(x(0))x′′(0)

]
+ o(t2)

= g(x0) + tg′(x0)h+
t2

2

[
g′′(x0)[h, h] + g′(x0)(2ξ̄2 + xh)

]
+ o(t2)

= g(x0) + tg′(x0)h+ t2g′(x0)ξ̄2 +
t2

2

[
g′(x0)xh + g′′(x0)[h, h]

]
+ o(t2).

Dado que x(t) = x0 + th̄ y h̃ = h+ tξ̄2

g(x0 + th̄) = g(x0) + tg′(x0)h̃+
t2

2

[
g′(x0)xh + g′′(x0)[h, h]

]
+ o(t2), (3.72)

y dado que, por hipótesis, h pertenece Hg(x0), se sigue que.

Si i ∈ I \ Ih(x0), gi(x0) ≤ 0 y g′i(x0)h < 0, entonces

gi(x0 + th̄) ≤ 0, ∀ i ∈ I \ Ih(x0).

Si i ∈ Ih(x0), esto es, gi(x0) = 0 y g′i(x0)h = 0, entonces de acuerdo a (3.67) obtenemos

de (3.72), que

gi(x0 + th̄) ≤ 0, ∀ i ∈ Ih(x0).

Podemos concluir entonces que para todo t, suficientemente pequeño, en (0, ϵ) y para todo i en

I, gi(x0 + th̄) ≤ 0, con h̄ en U(h), lo que implica que h pertenece a GMg(x0), por lo tanto{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),

g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)
}
⊆ GMg(x0).

De la inclusión anterior y de (3.61) obtenemos

GMg(x0) =
{
h ∈ X, ∃ xh ∈ X, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),

g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)
}
̸= ∅.

El teorema queda aśı demostrado.



Diremos indistintamente que el conjunto de restriccionesMg es 2-regular en x0, si x0 es un punto

2-regular, de Mg.

Observación 35 El teorema anterior, Teorema 34, es equivalente a decir que si para toda h

en Hg(x0), (xh, h) es un punto no estacionario de g̃(x0), {g̃i(x0), i ∈ Ĩh(x0)}, Definición 10,

entonces Hg(x0) ⊆ GMg(x0), ya que la inclusión rećıproca siempre es válida, lo que a su vez

implica que x0 es un punto 2-regular de Mg(x0).

La condición de 2-regularidad, determinada en el Teorema 34, implica la condición (3.65), para el

punto x0 en el conjunto con interior no vaćıoMg, la cual coincide con la definición de restricciones

de desigualdad 2-regulares, en el punto x0, en la dirección de h ∈ Hg(x0), introducida por

Izmailov en [46] (ver también [13] y [49]). Y ambas condiciones aseguran que el punto x0, del

conjunto con interior no vaćıo Mg, es 2-regular, en el sentido de la definición introducida en este

trabajo.

Note que, si la condición (3.65) vale para x0 en Mg, en la dirección h = 0, entonces existe ξ = ξ1

(ξ = ξ2) en X, tal que g′i(x0)ξ < 0 para todo i en I(x0), lo que implica que x0 es un punto

regular de Mg. Y si x0 es regular entonces x0 es 2-regular, en cualquier dirección h ∈ X, es

suficiente poner ξ1 = ξ, ξ2 = 0, pero, en general, lo inverso no siempre es cierto.

Para concluir esta sección introduciremos una definición de 2-regularidad para un punto x0, del

conjunto de restricciones M =MF ∩Mg, del problema escalar (P̂E).

Definición 36 Diremos que un punto x0 es un punto 2-regular del conjunto factible M , del

(P̂E), si para todo h en HM (x0), la condición (3.41) es verificada y el sistema
F ′(x0)ξ2 = 0

F ′(x0)ξ1 + F ′′(x0)[h, ξ2] = 0,

g′i(x0)ξ2 ≤ 0, ∀ i ∈ Ih(x0)

g′i(x0)ξ1 + g′′i (x0)[h, ξ2] < 0, ∀ i ∈ Ĩh(x0)

(3.73)

tiene solución ξ1, ξ2 ∈ X, donde

HM (x0) =
{
h ∈ X, F ′(x0)h = 0, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0), ∃ xh ∈ X, F ′(x0)xh +

F ′′(x0)[h, h] = 0, g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)
}
.

(3.74)

Diremos, indistintamente, que el problema (P̂E) es 2-regular en x0 o que el conjunto factible M

es 2-regular en x0.

Si para algún h en HM (x0), la condición (3.41) no se cumple o el sistema (3.73) no tiene solución,

entonces x0 no es un punto 2-regular de M .



Observación 37 Hacemos notar que HM (x0) ⊆ HMF
(x0)

∩
HMg(x0) y que siempre, ver las

Observaciones 32 y 35, se verifica

TMF
(x0) ⊆ HMF

(x0)

GMg(x0) ⊆ HMg(x0),

en particular si x0 es un punto 2-regular de M =MF ∩Mg, entonces las inclusiones anteriores

se cumplen en la igualdad y por tanto se tiene que

HM (x0) ⊆ TMF
(x0)

∩
GMg(x0) ̸= ∅,

por tanto, si x0 es un punto 2-regular de M =MF ∩Mg, entonces la intersección de los conos,

de direcciones tangentes, TMF
(x0), y de direcciones factibles, GMg(x0), que son caracterizado

mediante aproximaciones de segundo orden, es no vaćıa. Esto nos permite determinar condi-

ciones de optimalidad, de segundo orden, no degeneradas, para el problema (P̂E), en un punto

2-regular.

3.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Para formular condiciones necesarias de optimalidad de problemas con restricciones de desigual-

dad (interior no vaćıo) y con restricciones de igualdad (interior vaćıo), se debe caracterizar el

cono de las direcciones factibles de las restricciones de desigualdad y el cono de las direcciones

tangentes a las restricciones de igualdades, en el punto óptimo. Si es posible determinar estos

conos por aproximaciones de segundo oden, cuya intersección es no vaćıa, entonces el problema

es 2-regular, y por tanto, es posible obtener condiciones de optimalidad de segundo orden, no

degeneradas, ver [8] y [46] .

En esta sección establecemos condiciones necesarias de optimalidad, para problemas no regula-

res, mediante el método Dubovitskii-Milyutin. Las cuales son una generalización de las condi-

ciones necesarias de optimalidad obtenidas en la Sección 3.1, para problemas regulares.

Si x0 es una solución óptima del (P̂E) entonces, de acuerdo a la Observación 15,
∩n+1

i=0 Ki = ∅,
donde K0 es el cono de direcciones de descenso de f ,

∩n
i=1Ki es el cono de direcciones factibles

de Mg(x0) y Kn+1 es el cono de direcciones tangentes TMF
(x0), esto es

K0 = {h, f ′(x0)h < 0},
n∩

i=1

Ki = GMg(x0), Kn+1 = TMF
(x0).

Conforme a lo anterior expuesto se obtiene, de forma inmediata, el siguiente resultado de opti-

malidad.



Proposición 38 Si x0 es una solución óptima, local o global, del problema (P̂E), entonces

f ′(x0)h ≥ 0, ∀ h ∈ TMF
(x0)

∩
GMg(x0). (3.75)

En lo que sigue introduciremos la definición de punto Karush Kuhn Tucker Avakov (KTA), en

una cierta dirección, del problema (P̂E), que es una generalización de la definición de un punto

Karush Kuhn Tucker (KT), del problema (PE), dada en la Definición 20.

Definición 39 Diremos que un punto factible x0 es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov

(KTA), en dirección de h en X, del (P̂E), si existen funciones µ = µ(h), µ̃ = µ̃(h) ∈ IRm, ψ =

ψ(h), ψ̃ = ψ̃(h) ∈ Y ∗, no identicamente nulas tal que

f ′(x0) +
∑

i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)µ̃i + F ′∗(x0)ψ + F ′′∗(x0)(h)ψ̃ = 0 (3.76)

∑
i∈Ĩh(x0)

g′∗i (x0)µ̃i + F ′∗(x0)ψ̃ = 0, (3.77)

donde µi ≥ 0, µ̃i ≥ 0, ψ, y ψ̃ son llamados multiplicadores de Lagrange-Avakov, los conjuntos de

ı́ndices Ih(x0) e Ĩh(x0), son definidos en (3.54) y (3.60), respectivamente y F ′′∗(x0)(h), g
′′∗
i (x0)(h),

son los correspondiente operadores adjuntos de F ′′(x0)(h) y g
′′
i (x0)(h).

Ahora usaremos el método de Dubovitskii-Milyutin y los resultados de las secciones previas,

para probar el siguiente teorema.

Teorema 40 Si un punto x0, en M , es una solución óptima, local o global, y es un punto 2-

regular del conjunto factible M , del (P̂E), tal que f ′(x0)h = 0, h en HM (x0), entonces x0 es un

punto KTA, en la dirección de h en HM (x0), definido en (3.74).

Demostración: Consideremos la función escalar f̃(x0) : X̃ → IR, definida para cada (x, z) en

X̃ := X ×X,

f̃(x0)(x, z) = f ′(x0)z (3.78)

y el siguiente problema,

(P̃E)


mı́n f̃(x0)(x, z)

sujeto a F̃ (x0)(x, z) = 0

g̃(x0)(x, z) ≤ 0

(x, z) ∈ X̃.

(P̃E)


mı́n f̃(x0)(x, z)

sujeto a

(x, z) ∈ H̃(x0) = H̃
F̃
(x0) ∩ H̃g̃(x0),



donde H̃
F̃
(x0) y H̃g̃(x0) son definidos en (3.44) y (3.62) respectivamente.

Mostraremos que si x0 es solución del (P̂E) y es un punto 2-regular, entonces para todo h en

HM (x0), (xh, h) es solución, y es un punto regular, del (P̃E).

Si x0 es una solución óptima y es un punto 2-regular del conjunto factible M , entonces, debido

a la condición de optimalidad (3.75) y a la Observación 37,

f ′(x0)z ≥ 0, ∀ z ∈ GMg(x0)
∩
TMF

(x0) = HF (x0)
∩
Hg(x0), (3.79)

y como, de acuerdo a (3.45) y (3.63),

z ∈ HF (x0)
∩
Hg(x0)⇐⇒ (x, z) ∈ H̃

F̃
(x0)

∩
H̃g̃(x0),

obtenemos, de la propia definición de f̃(x0),

f̃(x0)(x, z) ≥ 0, ∀ (x, z) ∈ H̃(x0). (3.80)

Ahora como h pertenece a HM (x0), definido en (3.74), entonces, siendo x0 2-regular, existe

algún xh ∈ X, tal que (xh, h) está en H̃
F̃
(x0) y H̃g̃(x0), es decir, (xh, h) pertenece a H̃(x0) y

siendo que HM (x0) está contenido en GMg(x0)
∩
TMF

(x0), entonces por (3.79) f ′(x0)h ≥ 0 y

como por hipótesis f ′(x0)h = 0, se sigue que

f̃(x0)(xh, h) = 0, (xh, h) ∈ H̃(x0). (3.81)

Por lo tanto, debido a (3.80) y (3.81), (xh, h) es solución de (P̃E).

Para obtener condiciones necesarias de optimalidad, para (xh, h) del problema (P̃E), mediante

el método de Dubovitskii-Milyutin, procedemos análogamente como en la Sección 3.1, para ello

debemos conocer el cono de direcciones de descenso del funcional f̃(x0) en el punto (xh, h), esto

es FC(f̃(x0), (xh, h)), el cono de direcciones factibles, para el conjunto H̃g̃(x0), GH̃g̃
(x0), y el

cono de direcciones tangente a H̃
F̃
(x0), TH̃F

(xh, h), todos en el punto (xh, h).

El cono de las direcciones de descenso del funcional lineal f̃(x0) en el punto (xh, h), de acuerdo

a (2.1), es

K̃0 = FC(f̃(x0), (xh, h)) = {(x, ξ), (f̃(x0))′(xh, h)(x, ξ) < 0},

donde para todo (x, ξ) en X̃

(f̃(x0))
′(xh, h)(x, ξ) = f̃(x0)(x, ξ) = f ′(x0)ξ.



Por lo tanto el cono de direcciones de descenso de f̃(x0) en (xh, h), K̃0 y su cono dual K̃∗
0, de

acuerdo a lo anterior y a la Observación 3, son

K̃0 = {(x, ξ), f ′(x0)ξ < 0}; K̃∗
0 = {−λ0f̃(x0), λ0 ≥ 0}. (3.82)

Siendo x0 un punto 2-regular, entonces, de acuerdo a la Definición 36, para todo h en HM (x̄0)

existen x, ξ en X, tal que la condición (3.73) se cumple, lo que implica que existe (x, ξ) en X̃,

tal que

(g̃i(x0))
′(xh, h)(x, ξ) < 0, i ∈ Ĩh(x0),

donde Ĩh(x0), definido en (3.60), es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas de g̃(x0),

esto implica, de acuerdo a la Observación 9, que el cono de direcciones factibles K̃1 = G
H̃g̃

(x0),

es

K̃1 =
∩

i∈Ĩh(x0)

{
(x, ξ) ∈ X̃, (g̃i(x0))′(xh, h)(x, ξ) < 0

}
(3.83)

y, de acuerdo a la Observación 3, su cono dual

K̃∗
1 =

{ ∑
i∈Ĩh(x0)

−⟨µ̄i, (g̃i(x0))′(xh, h)⟩, µ̄i = 0
}
, (3.84)

donde (g̃i(x0))
′(xh, h)(x, ξ) = (g′i(x0)ξ, g

′
i(x0)x+ 2g′i(x0)[h, ξ]) y µ̄i = (µi, µ̌i) = 0 es equivalente

a que µi ≥ 0 y µ̌i ≥ 0.

Ahora como estamos bajo el supuesto de que el operador F es dos veces continuamente Frêchet

diferenciable, en un entorno U(x0) de x0 en MF , es inmediato que F̃ (x0), es continuo, y que el

operador (F̃ (x0))
′ es continuo en (xh, h). Además, siendo x0 2-regular, para todo h en HM (x0)

la condición (3.41) se cumple, lo que implica que (F̃ (x0)(xh, h))
′ := (F̃ (x0))

′(xh, h) es sobre-

yectivo, entonces por el teorema de Lyusternik, Teorema 7, el cono de direcciones tangente

K̃2 = T
H̃

F̃
(xh, h), es

K̃2 =
{
(x, ξ), (F̃ (x0))

′(xh, h)(x, ξ) = 0
}

(3.85)

y su cono dual K̃∗
2, de acuerdo a la Observación 3,

K̃∗
2 =

{
− ψ̄∗(F̃ (x0))

′(xh, h), ψ̄
∗ ∈ Ỹ ∗

}
, (3.86)

donde consideramos que ψ̄∗(F̃ (x0))
′(xh, h) pertenece aX

∗, para todo ψ̄∗ ∈ Ỹ ∗ y donde (F̃ (x0))
′(xh, h) :

X̃ → Ỹ definido (F̃ (x0))
′(xh, h)(x, ξ) = (F ′(x0)ξ, F

′(x0)x+ 2F ′′(x0)[h, ξ]).

Bajo la misma hipótesis, x0 2-regular, con respecto h en HM (x0) arbitrario, se sigue que, para

todo h en HM (x0) el sistema (3.73) admite solución, por lo tanto, debido a la linealidad de este



sistema, podemos afirmar que existen (x, ξ) en X̃ tales que,

(F̃ (x0))
′(xh, h)(x, ξ) = 0

(g̃i(x0))
′(xh, h)(x, ξ) < 0, i ∈ Ĩh(x0).

(3.87)

Concluimos que, de acuerdo a la Definición 18, (xh, h) es un punto regular del problema (P̃E).

Observemos que si (xh, h) es un punto regular del problema (P̃E) entonces K̃1
∩
K̃2 ̸= ∅ por lo

tanto, de acuerdo a la Observación 15, si f0 ∈ K∗
0, f0 ̸= 0, ahora como f0 = −λ0f̃(x0), entonces

λ0 es no nulo, por tanto podemos considerar λ0 = 1.

Como x0 es un punto 2-regular y es una solución óptima del (P̂E) implica que (xh, h) es un

punto regular y es una solución óptima del (P̃E), conforme al Teorema 14, existen, f0 no nulo

en K̃∗
0, definido en (3.82), f1 en K̃∗

1, definido en (3.84), y f2 en K̃∗
2, definido en (3.86), tales que

f0 + f1 + f2 = 0,

y por lo tanto para todo (x, ξ) ∈ X ×X,

f̃(x0)(x, ξ) +
∑

i∈Ĩh(x0)

⟨µ̄i, (g̃i(x0))′(xh, h)(x, ξ)⟩+ ⟨ψ̄∗, (F̃ (x0))
′(xh, h)(x, ξ)⟩ = 0. (3.88)

Para especificar la ecuación anterior, notemos que, de acuerdo a la definición de (F̃ (x0))
′(xh, h)

dada en (3.47), para todo (x, ξ)

(F̃ (x0))
′(xh, h)(x, ξ) = (F ′(x0)ξ, F

′(x0)x+ 2F ′′(x0)[h, ξ]) ∈ Ỹ = ImF ′(x0)× Y \ ImF ′(x0),

y usando la definición de producto directo para el espacio Ỹ ∗, obtenemos que para todo ψ̄∗ =

(ψ∗, ψ̌∗) en Ỹ ∗,

⟨ψ̄∗, (F̃ (x0))
′(xh, h)(x, ξ)⟩ = ⟨ψ∗, F ′(x0)ξ)⟩+ ⟨ψ̌∗, F ′(x0)x+ 2F ′′(x0)[h, ξ]⟩,

Ahora siendo el subespacio ImF ′(x∗) cerrado en Y y siendo que ψ∗ pertenece a [ImF ′(x∗)]∗ y

ψ̌∗ a [Y \ ImF ′(x∗)]∗ ≡ [ImF ′(x∗)]⊥, entonces, debido al teorema de extensión de Hahn-Banach,

existen, ψ, ψ̌ en Y ∗ tal que,

ψ(y) = ψ∗(y), ∀ y ∈ ImF ′(x∗)

ψ̌(ỹ) = ψ̌∗(ỹ), ∀ ỹ ∈ Y \ ImF ′(x∗).
(3.89)

Por lo tanto podemos afirmar la existencia de ψ, ψ̌ en Y ∗, tal que para todo x, ξ en X,

⟨ψ̄∗(F̃ (x0))
′(xh, h)(x, ξ)⟩ = ⟨ψ∗, F ′(x0)ξ)⟩+ ⟨ψ̌∗, F ′(x0)x+ 2F ′′(x0)[h, ξ]⟩

= ⟨ψ,F ′(x0)ξ)⟩+ ⟨ψ̌, F ′(x0)x+ 2F ′′(x0)[h, ξ]⟩
= ⟨(F ′(x0))

∗ψ + (F ′′(x0)h)
∗(2ψ̌), ξ)⟩+ ⟨(F ′(x0))

∗ψ̌, x⟩.
(3.90)



Similarmente, de acuerdo a la definición de g̃(x0), dada en (3.58), su derivada (g̃(x0))
′(xh, h) ,

para todo (x, ξ) en X̃ es

(g̃(x0))
′(xh, h)(x, ξ) = (g′(x0)ξ, g

′(x0)x+ 2g′′(x0)[h, ξ]) ∈ W̃ = Img′(x0)× [Img′(x0)]
⊥,

y usando la definición de producto directo para el espacio W̃ ∗, obtenemos que para todo µ̄ =

(µ, µ̌) en W̃ ∗

⟨µ̄, (g̃(x0))′(xh, h)(x, ξ))⟩ = ⟨µ, g′(x0)ξ)⟩+ ⟨µ̌, g′(x0)x+ 2g′′(x0)[h, ξ]⟩
= ⟨(g′(x0))∗µ+ (g′′(x0)h)

∗(2µ̌), ξ)⟩+ ⟨(g′(x0))∗µ̌, x⟩

de donde∑
i∈Ĩh(x0)

⟨µ̄i, (g̃i(x0))′(xh, h)(x, ξ)⟩ =
∑

i∈Ih(x0)

⟨
µi, g

′
i(x0)ξ

⟩
+

∑
i∈Ĩh(x0)

⟨
µ̌i, g

′
i(x0)x

⟩
+

∑
i∈Ĩh(x0)

⟨
µ̌i, 2g

′′
i (x0)[h, ξ]

⟩

=
⟨ ∑

i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

(g′′i (x0)h)
∗(2µ̌i), ξ)

⟩
+
⟨ ∑

i∈Ĩh(x0)

(g′i(x0))
∗µ̌i, x

⟩
.

(3.91)

Reemplazando f̃(x0), definida en (3.78), y las igualdades (3.90) y (3.91), en la igualdad (3.88),

que se cumple, para todo (x, ξ) en X̃, obtenemos⟨
f ′(x0) +

∑
i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)(2µ̌i) + F ′∗(x0)ψ + F ′′∗(x0)(h)(2ψ̌), ξ
⟩
= 0,

⟨ ∑
i∈Ĩh(x0)

g′∗i (x0)µ̌i + F ′∗(x0)ψ̌, x
⟩
= 0.

Si multiplicamos por dos la segunda igualdad, denotamos µ̃ = 2µ̌ y ψ̃ = 2ψ̌ y, además, considera-

mos que la primera igualdad se cumple para todo ξ en X y la segunda se cumple para todo x

en X, obtenemos

f ′(x0) +
∑

i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)µ̃i + F ′∗(x0)ψ + F ′′∗(x0)(h)ψ̃ = 0,

∑
i∈Ĩh(x0)

g′∗i (x0)µ̃i + F ′∗(x0)ψ̃ = 0,

donde por simplicidad denotamos (F ′(x0))
∗ = F ′∗(x0), (F

′′(x0)h)
∗ = F ′′∗(x0)(h), (g

′
i(x0))

∗ =

g′∗i (x0), (g
′′
i (x0)h)

∗ = g′′∗i (x0)(h).

El teorema queda aśı demostrado.



Observación 41 En el transcurso de la demostración es posible observar que si

x0 es un punto

2 regular del (P̂E),

h ∈ HM (x0)

=⇒
(xh, h) es un punto KT

del (P̃E)

h ∈ HM (x0)

⇐⇒
x0 es un punto

KTA del (P̂E)

h ∈ HM (x0).

Notemos que siendo ImF ′(x0), un subespacio cerrado en Y , entonces (Y \ ImF ′(x0))
∗ y el

subespacio anulador de ImF ′(x0), [ImF
′(x0)]

⊥, son isomórficamente isométricos, ver [87], por lo

tanto es posible hacer la siguiente identificación

(Y \ ImF ′(x0))
∗ ≡ [ImF ′(x0)]

⊥ = KerF ′∗(x0).

Luego si F ′(x0) es sobrejectivo, entonces KerF ′∗(x0) es el subespacio nulo. Similarmente, si

g′(x0), {gi, i ∈ I(x0)} es sobrejectivo, Img′(x0) = IRp, entonces [Img′(x0)]
⊥ = Kerg′∗(x0) es el

subespacio nulo.

Luego si µ̃ pertenece a [Img′(x0)]
⊥ y ψ̃ pertenece a KerF′∗(x0) entonces ψ̃ = 0 y µ̃ = 0, esto

implica que el problema es regular o normal, para el punto x0 ∈ M , y los multiplicadores de

Lagrange-Avakov λ̄ = (1, µ, ψ, 0, 0), en la Definición 39, son transformados en los multiplicadores

de Lagrange λ̄ = (1, µ, ψ), en la Definición 20, y el Teorema 40 es transformado en el Teorema

21 (tomando h = 0 en HM (x0), definido en (3.74)).

De lo anteriormente expuesto podemos hacer la siguiente observación.

Observación 42 Si x0 es un óptimo, de acuerdo al Teorema 40, es cierta una de las siguientes

afirmaciones

si x0 es un punto regular las ecuaciones de Euler-Lagrange son válidas con ψ̃ y µ̃i, iden-

ticamente nulos.

si x0 es un punto 2-regular hay un familia de ecuaciones de Euler-Lagrange, que son válidas

con ψ̃ = ψ̃(h) y µ̃i = µ̃i(h), no todos identicamente nulos, dependiendo del parámetro h

en HM (x0).

Ahora presentamos condiciones necesarias de optimalidad, para un problema escalar, con l con-

diciones de igualdad y una restricción adicional, que no es determinada por un función.



Bajo los mismo términos del problema (P̂E), consideremos

(P̂E)



min f(x)

sujeto a :

F̄ (x) = 0

g(x) 5 0

x ∈ Q ⊂ X

(3.92)

donde F̄ : X → Ȳ es definido para cada x en X, F̄ (x) = (F1(x), · · · , Fl(x)) y es tal que para

todo i = 1, · · · , l, Fi : X → Yi es dos veces continuamente Frêchet diferenciable, en un entorno

U(x0) de x0, los subespacios ImF
′
i (x̄0) son cerrados en Yi, con X, Ȳ = Y1×, · · · ,×Yl espacio de

Banach y donde Q es un conjunto cerrado, convexo con interior no vaćıo.

Si denotamos por ˆ̄M =MF̄ ∩Mg ∩Q, el conjunto factible del ( ˆ̄PE), esto es

ˆ̄M = {x ∈ X, F̄ (x) = 0, gi(x) ≤ 0, i ∈ I, x ∈ Q}

donde MF̄ = {x ∈ X, F̄ (x) = 0} y Mg = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0, i ∈ I}, podemos escribir el

problema escalar ( ˆ̄PE) como:

( ˆ̄PE)

{
mı́n f(x)

sujeto a x ∈ ˆ̄M =MF̄ ∩Mg ∩Q.

En lo que sigue introduciremos la definición de punto 2-regular del conjunto factible ˆ̄M y de

punto KTA del problema ( ˆ̄PE), además introduciremos condiciones de optimalidad para un

punto 2-regular x0 en ˆ̄M , del problema ( ˆ̄PE).

Definición 43 Diremos que un punto x0 es un punto 2-regular del conjunto factible ˆ̄M , del

( ˆ̄PE), si para todo h en H ˆ̄M
(x0), F̄ satisface la condición (3.41) y el sistema

F̄ ′(x0)ξ2 = 0

F̄ ′(x0)ξ1 + F̄ ′′(x0)[h, ξ2] = 0,

g′i(x0)ξ2 ≤ 0, ∀ i ∈ Ih(x0)

g′i(x0)ξ1 + g′′i (x0)[h, ξ2] < 0, ∀ i ∈ Ĩh(x0)

(3.93)

tiene solución ξ1, ξ2 ∈ X, ξ2 = λ̂(x− x0 − th), λ̂, t > 0, x ∈ IntQ donde

H ˆ̄M
(x0) =

{
h = λ(x− x0), λ > 0, F̄ ′(x0)h = 0, g′i(x0)h ≤ 0, i ∈ I(x0),

∃ xh ∈ X, F̄ ′(x0)xh + F̄ ′′(x0)[h, h] = 0, g′i(x0)xh + g′′i (x0)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x0)
}
.

Diremos, indistintamente, que el problema ( ˆ̄PE) es 2-regular en x0 o que el conjunto factible ˆ̄M

es 2-regular en x0.



Definición 44 Diremos que un punto factible x0 es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov

(KTA), en dirección de h en X, del ( ˆ̄PE), si existen funciones µ = µ(h), µ̃ = µ̃(h) ∈ IRm, ψ =

ψ(h), ψ̃ = ψ̃(h) ∈ Ȳ ∗, no todas identicamente nulas tal que

f ′(x0) +
∑

i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)µ̃i +

l∑
k=1

F ′∗
k (x0)ψ

+
l∑

k=1

F ′′∗
k (x0)(h)ψ̃ = f̄s (3.94)

∑
i∈Ĩh(x0)

g′∗i (x0)µ̃i +
l∑

k=1

F ′∗
k (x0)ψ̃k = 0, (3.95)

donde llamaremos a µi ≥ 0, µ̃i ≥ 0, ψ y ψ̃ multiplicadores de Lagrange-Avakov, los conjuntos

de ı́ndices Ih(x0) e Ĩh(x0), son definidos en (3.54) y (3.60), respectivamente y donde f̄s, es el

funcional soporte para el conjunto Q, en x0, es decir

f̄s(x− x0) > 0, ∀ x ∈ Q.

Las Definiciones 43 y 44 de punto 2-regular y de punto KTA en una cierta dirección, del problema

( ˆ̄PE), son una generalización de la Definiciones 24 y 25 de punto regular y de punto Karush

Kuhn Tucker (KT), del problema (P̄E), respectivamente.

Ahora usaremos el método de Dubovitskii-Milyutin y los resultados de las secciones previas,

para probar el siguiente teorema.

Teorema 45 Si un punto x0, en
ˆ̄M , es una solución óptima, local o global, y es un punto 2-

regular, del ( ˆ̄PE), tal que f ′(x0)h = 0, h en H ˆ̄M
(x0), entonces x0 es un punto KTA, en la

dirección de h en H ˆ̄M
(x0).

Demostración: La demostración es en la misma dirección de la demostración del Teorema 40.

Consideremos la función escalar f̃(x0) : X̃ → IR, definida para cada (x, z) ∈ X̃ := X ×X,

f̃(x0)(x, z) = f ′(x0)z (3.96)

y el siguiente problema,

(˜̄PE)



mı́n f̃(x0)(x, z)

sujeto a˜̄F (x0)(x, z) = 0

g̃(x0)(x, z) ≤ 0.

(x, z) ∈ X ×KQ,



donde g̃(x0) es definida en (3.58), ˜̄F (x0)(x, z) = (F̃1(x0)(x, z), · · · , F̃l(x0)(x, z)), con F̃k(x0) :

X̃ → Ỹk, k = 1, · · · , l, Ỹk = ImF ′
k(x0)× Yk/ImF ′

k(x0), definido para cada (x, z) en X̃ como

F̃k(x0)(x, z) = (F ′
k(x0)z, F

′
k(x0)x+ F ′′

k (x0)z), k = 1, · · · , l (3.97)

y donde

KQ = {z ∈ X, z = λ(x− x0), λ > 0, x ∈ intQ}. (3.98)

El problema ˜̄PE es equivalente al siguiente problema

(˜̄PE)


mı́n f̃(x0)(x, z)

sujeto a

(x, z) ∈ ˜̄H(x0) = H̃ ˜̄F (x0) ∩ H̃g̃(x0) ∩ H̃Q(x0),

donde H̃g̃(x0) es definido en (3.62), H̃Q(x0) = X ×KQ y

H̃ ˜̄F (x0) = {(x, ξ) ∈ X̃, ˜̄F (x0)(x, ξ) = 0}. (3.99)

Siendo que x0 es un punto 2-regular y es solución del problema ( ˆ̄PE), es fácil mostrar, usando

los mismos argumentos de la demostración del Teorema 40, que (xh, h) en un punto regular de˜̄H(x0) y es solución del problema (˜̄PE).

Por lo tanto, de acuerdo al formalismo de Dubovitskii-Milyutin, Teorema 14, existen f0 en K̃∗
0,

f1 en K̃∗
1, f2 en ˜̄K∗

2 y f3 en K̃3 tales que

f0 + f1 +
ˆ̄f2 + f3 = 0,

donde el cono de las direcciones de descenso de la función objetivo f̃(x0), K̃0 = FC(f̃(x0), (xh, h)),

y su cono dual K̃∗
0 = [FC(f̃(x0), (xh, h))]

∗, fueron determinados en (3.82), el cono factible,

K̃1 = G
H̃g

(xh, h), del conjunto H̃g, y su cono dual K̃∗
1 en (3.83) y (3.84) respectivamente, por lo

tanto debemos determinar únicamente los conos tangentes, ˜̄K2, del conjunto H̃ ˜̄F (x0) y K̃3 del

conjunto H̃Q(x0) y sus respectivos conos duales, ámbos en el punto (xh, h),

Como por hipótesis Fk, k = 1, · · · , l es dos veces continuamente Frêchet diferenciable, en un

entorno U(x0) de x0 en M ˆ̄F
, es inmediato de sus propias definiciones, que ˜̄F (x0) y ( ˜̄F (x0))′ son

continuos en (xh, h). Además, siendo x0 un punto 2-regular, la condición (3.41) se cumple, para

todo h en HM (x0), entonces ( ˜̄F (x0))′(xh, h) es sobreyectivo, lo que implica que, para cada k =

1, · · · , l, (F̃k(x0))
′(xh, h), es también sobreyectivo, luego por el teorema de Lyusternik, Teorema

7, el cono de direcciones tangente al conjunto H̃
F̃k
, en el punto (xh, h), es

T
H̃

F̃k

(xh, h) =
{
(x, ξ) ∈ X̃, (F̃k(x0))

′(xh, h)(x, ξ) = 0
}
, (3.100)



y su cono dual T ∗
H̃

F̃k

(xh, h), de acuerdo a la Observación 3,

T ∗
H̃

F̃k

(xh, h) =
{
− ψ̄∗

k(F̃k(x0))
′(xh, h), ψ̄

∗
k ∈ Ỹ ∗

k

}
. (3.101)

Siendo (xh, h) un punto regular de H̃ ˜̄F (x0), entonces el cono tangente al conjunto H̃ ˜̄F (x0), que
denotaremos ˜̄K2, en el punto (xh, h) es

˜̄K2 := T
H̃ ˜̄F (xh, h) = {(x, ξ) ∈ X̃, ( ˜̄F (x0))′(xh, h)(x, ξ) = 0}

= {(x, ξ) ∈ X̃, ( ˜̄F k(x0))
′(xh, h)(x, ξ) = 0, k = 1, · · · , l} (3.102)

=

l∩
k=1

{(x, ξ) ∈ X̃, (F̃k(x0))
′(xh, h)(x, ξ) = 0}

=

l∩
k=1

T
H̃F̃k

(xh, h),

y su cono dual, (ver Lema 1 [57])

( ˜̄K2)
∗ = T ∗

H̃ ˜̄F (xh, h) = (

l∩
k=1

T
H̃F̃k

(xh, h))
∗ =

l∑
k=1

T ∗
H̃F̃k

(xh, h), (3.103)

donde, T ∗
H̃F̃k

(xh, h) es definido en a (3.101).

Por lo tanto si ˆ̄f2 pertenece a (K̄2)
∗, entonces ˆ̄f2 = −

l∑
k=1

ψ̄∗
k(F̃k(x0))

′(xh, h).

Ahora como KQ, definido en (3.98), es un cono cerrado y convexo, con vértice 0, en X, también

H̃Q(x0) es cerrado y convexo, con vértice 0, en X̃, entonces, el cono, T
H̃Q(x0)

(xh, h) := K̃3, de

las direcciones tangentes al cono H̃Q(x0), en el punto (xh, h), es

K̃3 = {(x, ξ), ξ = λ(z − h), λ > 0, z ∈ KQ}, (3.104)

y su respectivo cono dual (ver 10.5 [43]), coincide con

H̃∗
Q(x0) = {f = (0, f̄s) ∈ X̃∗, f(x, z) ≥ f(xh, h), ∀ (x, z) ∈ H̃Q(x0)}.

Si f3 pertenece a K̃∗
3, entonces f3 = (0, f̄s), donde f̄s(z) ≥ f̄s(h), para todo z en KQ, siendo

KQ un cono convexo de vértice 0, entonces (ver Lema 5.1 [43]), f̄s(z) ≥ 0, para todo z en

KQ = {z = λ(x − x0), λ > 0, x ∈ IntQ}, esto es f̄s(x) ≥ f̄s(x0), para todo x en IntQ, lo que

implica

f̄s(x) ≥ f̄s(x0), ∀ x ∈ IntQ = Q, (3.105)

por tanto f̄s es el soporte de Q en x0.

Como x0 es un punto 2-regular y es una solución óptima del ( ˆ̄PE) implica que (xh, h) es un

punto regular y es una solución óptima del (˜̄PE), conforme al Teorema 14, existen, f0 en K̃∗
0,



definido en (3.82), f1 en K̃∗
1, definido en (3.84), f2 en ˜̄K∗

2 definido en (3.103) y f3 = (0, f̄s) en

(3.104), donde f̄s es definido en (3.105), tales que

f0 + f1 +
ˆ̄f2 + f3 = 0.

Siendo (xh, h) un punto regular del problema ( ˜̄PE) entonces K̃1
∩ ˜̄K2

∩
K̃3 ̸= ∅ luego, de acuerdo

a la Observación 15, si f0 ∈ K∗
0, f0 ̸= 0, y como f0 = −λ0f̃(x0), entonces λ0 es no nulo, por lo

cual es posible considerar λ0 = 1.

Por lo tanto para todo (x, ξ) ∈ X̃ = X ×X,

f̃(x0)(x, ξ) +
∑

k∈Ĩh(x0)

⟨µ̄k, (g̃k(x0))
′(xh, h)(x, ξ)⟩

+

l∑
k=1

⟨ψ̄∗
k, (F̃k(x0))

′(xh, h)(x, ξ)⟩ = f3(x, ξ).

(3.106)

Ahora bien, debido a las definiciones de F̃k(x0) en (3.97), de producto directo para el espacio Ỹ ∗
k

y dado que ψ̄∗
k = (ψ∗

k, ψ̌
∗
k) en Ỹ

∗
k , podemos establecer, usando el mismo argumento, para obtener

(3.90), la existencia ψk, ψ̌k en Y ∗
k , tal que para todo x, ξ en X

⟨ψ̄∗
k, (F̃k(x0))

′(xh, h)(x, ξ)⟩ = ⟨ψ∗
k, F

′
k(x0)ξ)⟩+ ⟨ψ̌∗

k, F
′
k(x0)x+ 2F ′′

k (x0)[h, ξ]⟩
= ⟨ψk, F

′
k(x0)ξ)⟩+ ⟨ψ̌k, F

′
k(x0)x+ 2F ′′

k (x0)[h, ξ]⟩
= ⟨(F ′

k(x0))
∗ψk + (F ′′

k (x0)h)
∗(2ψ̌k), ξ)⟩+ ⟨(F ′

k(x0))
∗ψ̌k, x⟩,

(3.107)

donde ψk, ψ̌k en Y ∗
k son extensiones lineales y continuas de ψ∗

k en [ImF ′
k(x0)]

∗ y de ψ̌∗
k en

[Y \ ImF ′
k(x0)]

∗ = [ImF ′
k(x0)]

⊥, respectivamente, para todo k = 1, · · · , l.

Entonces reemplazando f̃(x0), definida en (3.96), y las igualdades (3.107) y (3.91) en (3.106),

que se cumple, para todo (x, ξ) en X̃, obtenemos⟨
f ′(x0) +

∑
i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)(2µ̌i)

+

l∑
k=1

F ′∗
k (x0)ψ +

l∑
k=1

F ′′∗
k (x0)(h)(2ψ̌), ξ

⟩
= f̄s(ξ),

⟨ ∑
k∈Ĩh(x0)

g′∗k (x0)µ̌k +

l∑
k=1

F ′∗
k (x0)ψ̌, x

⟩
= 0.

Si multiplicamos por dos la segunda igualdad, denotamos µ̃ = 2µ̌ y ψ̃ = 2ψ̌ y, además, considera-

mos que la primera igualdad se cumple para todo ξ en X y la segunda igualdad se cumple para



todo x en X, obtenemos

f ′(x0) +
∑

i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)µ̃i +

l∑
k=1

F ′∗
k (x0)ψ +

l∑
k=1

F ′′∗
k (x0)(h)ψ̃ = f̄s,

∑
i∈Ĩh(x0)

g′∗i (x0)µ̃i +
l∑

k=1

F ′∗
k (x0)ψ̃ = 0,

donde f̄s es soporte del Q, en el punto x0 y donde, por simplicidad, denotamos (F ′
k(x0))

∗ =

F ′∗
k (x0), (F

′′
k (x0)h)

∗ = F ′′∗
k (x0)(h), (g

′
i(x0))

∗ = g′∗i (x0), (g
′′
i (x0)h)

∗ = g′′∗i (x0)(h).

El teorema queda aśı demostrado.

Debemos hacer notar que una condición suficiente para asegurar que la igualdad

(

l∩
i=1

Ki)
∗ =

l∑
i=1

K∗
i

se cumpla es que K :=
∩l

i=1Ki es no vaćıo, donde los conos Ki, i = 1, · · · , l son abiertos y

convexos, (ver Lema 5.10 [43]), los cuales corresponden a las restricciones de desigualdad, o

bien, los conos Ki, i = 1, · · · , l son deb́ılmente cerrados y convexos y la suma algebráıca de sus

conos duales es deb́ılmente ∗ cerrada (ver Corolario Lema 5.8 [43]).

Los conos tangentes, correspondientes a las restricciones de igualdad no son abiertos y la suma

algebráıca de los conos duales no es siempre deb́ılmente∗ cerrado. No obstante, en el caso parti-

cular cuando F̃ ′(x0)(xh, h) es sobreyectivo la igualdad se cumple, donde K = TC(F̃ (x0), (xh, h))

y Ki = TC(F̃i(x0), (xh, h)) ver Lema 1 en [57].

3.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

Los últimos dos teoremas, de la Subsección 3.1.1, nos proporciona condiciones necesarias de

optimalidad para los problemas (P̂E) y ( ˆ̄PE), aun cuando estos sean no regulares, pero en general,

estas condiciones no son suficientes, sin hipótesis adicionales sobre las funciones y restricciones

implicadas en el problema a estudiar, en el sentido que cada punto KTA es una solución óptima

del (P̂E) o del ( ˆ̄PE). Por lo tanto introduciremos un concepto de convexidad generalizada,

adecuado a nuestro problema, para obtener condiciones suficientes de optimalidad.

Más espećıficamente introducimos la noción de problemas 2KT-invex, que es esencial para mos-

trar que las condiciones necesarias de optimalidad, para un punto factible 2-regular, son también

suficientes, si y solo si, el problema es 2KT-invex.



Definición 46 Diremos que (P̂E) es 2KT-invex en x0 ∈M , en dirección h en X, si para cada

punto factible x en M , existen funciones ηh, ξh : X ×X → X, tales que

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)ηh (3.108)

F ′(x0)ηh = 0 (3.109)

F ′(x0)ξh + F ′′(x0)[h, ηh] = 0 (3.110)

−g′i(x0)ηh ≥ 0, i ∈ Ih(x0) (3.111)

−g′i(x0)ξh − g′′i (x0)[h, ηh] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x0), (3.112)

donde ηh = ηh(x, x0) y ξh = ξh(x, x0).

Definición 47 Diremos que ( ˆ̄PE) es 2KT-invex en ˆ̄M , en dirección de h en X, si para cada

punto factible x, x0 en ˆ̄M , existen funciones ηh, ξh : X ×X → X, tales que

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)ηh (3.113)

F ′
i (x0)ηh = 0 i = 1, · · · , l (3.114)

F ′
i (x0)ξh + F ′′

i (x0)[h, ηh] = 0, i = 1, · · · , l (3.115)

−g′i(x0)ηh ≥ 0, i ∈ Ih(x0) (3.116)

−g′i(x0)ξh − g′′i (x0)[h, ηh] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x0), (3.117)

donde ηh = ηh(x, x0) = λ̂(x− x0 − th), λ̂, t > 0 y ξh = ξh(x, x0).

Note que si el (P̂E) y ( ˆ̄PE) es 2KT-invex en M ( ˆ̄M), en dirección de h = 0, entonces el pro-

blema es KT-invex, conforme a las Definiciones 27 y 28 respectivamente. Basta con considerar

η = ηh = ξh, debido a que Ih(x0) = I(x0).

El próximo resultado, caracteriza completamente los problemas 2KT-invex.

Teorema 48 Un punto KTA, x0 en M , en dirección h ∈ HM (x0), (x0 en ˆ̄M , en dirección

h ∈ H ˆ̄M
(x0)) es una solución óptima del (P̄E) (( ˆ̄PE)) si y solo si el (P̄E) (( ˆ̄PE)) es 2KT-invex

en M , con respecto al mismo h ∈ HM (x0) (h ∈ H ˆ̄M
(x0)).

Demostración: Supongamos inicialmente que cada punto KTA, en dirección h en HM (x0) es

una solución óptima, demostraremos que el problema (P̂E) es 2KT-invex, en dirección al mismo

h en HM (x0).

Sean x, x0 en M .

i) Si f(x) ≥ f(x0), para todo x en M, podemos elegir ηh ≡ 0 y ξh ≡ 0 y las condiciones de la



Definición 46 son verificadas trivialmente.

ii) Si f(x) < f(x0) entonces x0 no es una solución optima del (P̂E) y por hipótesis x0 no es un

punto KTA, para ningún h en H ˆ̄M
(x0). Esto implica, de acuerdo a la Observación 41, que para

todo h en HM (x0), (xh, h) no es un punto KT del (P̃E), entonces, conforme a la Observación

15,

2∩
i=0

K̃i ̸= ∅, (3.118)

donde recordemos que K̃0 es el cono de direcciones de descenso del funcional f̃(x0), en el punto

(xh, h), dado en (3.82), K̃1 es el cono de direcciones factibles, del conjunto H̃g(x0) para el punto

(xh, h), dado en (3.83) y K̃3 es el cono de direcciones tangentes a H̃F (x0), dado en (3.85).

Por lo tanto, para h ∈ HM (x0), existe (z1, z2) en
∩2

i=0 K̃i, es decir, existe (z1, z2) tal que

f ′(x0)z2 < 0 (3.119)

F ′(x0)z2 = 0 (3.120)

F ′(x0)z1 + F ′′(x0)[h, z2] = 0 (3.121)

−g′i(x0)z2 ≥ 0, i ∈ Ih(x0) (3.122)

−g′i(x0)z1 − g′′i (x0)[h, z2] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x0). (3.123)

Si definimos

c ≥ f(x)− f(x0)
f ′(x0)(z2)

,

se sigue, debido a que f(x)− f(x0) < 0 y a (3.119), que c > 0.

Y definiendo, en término de c, para cada h ∈ HM (x0)

ξh = cz1, ηh = cz2,

se verifica que el (P̄E) es 2KT-invex para h en HM (x0). En efecto, a partir de las condiciones

precedentes, se sigue que

f ′(x0)ηh = f ′(x0)cz2 = cf ′(x0)z2 ≤ f(x)− f(x0)

F ′(x0)ηh = F ′(x0)cz2 = cF ′(x0)z2 = 0

F ′(x0)ξh + F ′′(x0)[h, ηh] = F ′(x0)cz1 + F ′′(x0)[h, cz2]

= c(F ′(x0)z1 + F ′′(x0)[h, z2]) = 0

−g′i(x0)ηh = −g′i(x0)cz2 = −cg′i(x0)z2 > 0, i ∈ Ih(x0)

−g′i(x0)ξh − g′′i (x0)[h, ηh] = −g′i(x0)cz1 − g′′i (x0)[h, cz2]

= −c(g′i(x0)z1 + g′′i (x0)[h, z2])

> 0, i ∈ Ĩh(x0),



esto es, para cada h en HM (x0) existen ηh y ξh, dependiendo de los puntos factibles x y x0, tales

que las condiciones de la Definición 46 son verificadas.

Inversamente, suponga que el (P̂E) es KTA-invex. Mostraremos que cada punto KTA es una

solución optima del (P̂E).

Sea x0 un punto KTA, por la definición de KTA, existen µ̄ = (µ, µ̃) y ψ̄ = (ψ, ψ̃), no iden-

ticamente nulos, satisfaciendo las condiciones de la Definición 39. Tomando en consideración

(3.108) y aplicando ψ, ψ̃ ∈ Ȳ ∗, µi, µ̃i ∈ IR+, en (3.109), (3.110), (3.111) y (3.112) respecti-

vamente, obtenemos, para todo punto factible x,

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)ηh

⟨ψ, F ′(x0)ηh⟩ = 0

⟨ψ̃, F ′(x0)ξh + F ′′(x0)[h, ηh]⟩ = 0

⟨µi,−g′i(x0)ηh⟩ ≥ 0, i ∈ Ih(x0)

⟨µ̃i,−g′i(x0)ξh − g′′i (x0)[h, ηh]⟩ ≥ 0, i ∈ Ĩh(x0).

Sumando en i correspondiente en la cuarta y quinta desigualdad, obtenemos,

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)ηh

⟨ψ, F ′(x0)ηh⟩ = 0

⟨ψ̃, F ′(x0)ξh + F ′′(x0)[h, ηh]⟩ = 0

−
∑

i∈Ih(x0)

⟨µi, g′i(x0)ηh⟩ ≥ 0,

−
∑

i∈Ĩh(x0)

⟨µ̃i, g′i(x0)ξh + g′′i (x0)[h, ηh]⟩ ≥ 0.

Reordenando los términos

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)ηh +
∑

i∈Ih(x0)

⟨µi, g′i(x0)ηh⟩+
∑

i∈Ĩh(x0)

⟨µ̃i, g′i(x0)ξh + g′′i (x0)[h, ηh]⟩

+ ⟨ψ, F ′(x0)ηh⟩+ ⟨ψ̃, F ′(x0)ξh + F ′′(x0)[h, ηh]⟩

= ⟨f ′(x0) +
∑

i∈Ih(x0)

g′∗i (x0)µi +
∑

i∈Ĩh(x0)

g′′∗i (x0)(h)µ̃i + F ′∗(x0)ψ + F ′′(x0)(h)ψ̃, ηh⟩

+ ⟨
∑

i∈Ĩh(x0)

g′∗i (x0)µ̃i + F ′∗(x0)ψ̃, ξ⟩.

Considerando que µi, µ̃i, ψ y ψ̃ son los multiplicadores de Lagrange-Avakov, los cuales satisfacen

las condicions (3.76) y(3.77), de la Definition 39, se sigue que

f(x)− f(x0) ≥ 0,

para todo punto factible x ∈M , esto es, x0 es solución optima.



Finalmente observamos que, si se considera el problema ˆ( ¯ )PE en vez ¯(PE), la demostración

del teorema va en la misma dirección, sólo que se debe condiderar las condiciones F̄ (x) =

(F1(x), · · · , Fl(x)) = 0 y que x pertenece a Q, en este caso, ii)f(x) < f(x0)) implica, en vez de

(3.118), la condición

K̃ = K̃0

∩
K̃1

∩
ˆ̄K2

∩
K̃3 ̸= ∅,

donde K̃0 es el cono de direcciones de descenso del funcional f̃(x0), en el punto (xh, h), dado en

(3.82), K̃1 es el cono de las direcciones factibles, del conjunto H̃Mg(x0) para el punto x0, dado

en (3.83), ˜̄K2 es el cono de direcciones tangentes a H̃F̄ (x0), dado en (3.102) y el cono de las

direcciones tangentes de Q, en el punto x0, dado en (3.104).

Luego, para h ∈ H ˆ̄M
(x0), existe (z1, z2) en K̃, esto es, existe (z1, z2), z2 = λ(z− h), z ∈ KQ tal

que

f ′(x0)z2 < 0

F ′
i (x0)z2 = 0, i = 1, · · · , l

F ′
i (x0)z1 + F ′′

i (x0)[h, z2] = 0 i = 1, · · · , l

−g′i(x0)z2 ≥ 0, i ∈ Ih(x0)

−g′i(x0)z1 − g′′i (x0)[h, z2] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x0).

Posteriormente se define ξh = cz1 y ηh = cz2, donde z2 = λ(z − h), z ∈ KQ, esto es

z2 = λ(z − h) = λ(λ̄(x− x0)− h) = λλ̄(x− x0 −
1

λ̄
h) = λ̂(x− x0 − th),

donde λ̂ = λλ̄ > 0 y t = 1
λ̄
> 0, y se continua con la demostración dada.

El teorema queda aśı demostrado.

El resultado anterior nos permite caracterizar completamente los problemas 2KT-invex, en el

siguiente sentido, un problema es 2KT-invex, si y solamente si, cada punto KTA es un mı́nimo

global. La clase más amplia de problemas que cumple esta proposición son la clase de problemas

2KT-invex.

Para finalizar este caṕıtulo, mencionaremos que el concepto de problemas 2KT-invex introducido

en este trabajo, generaliza el concepto de problemas 2KT-invex, introducido en [49], donde se

considera un problema no regular únicamente con restricciones de desigualdad.



Caṕıtulo 4

Control óptimo

En este caṕıtulo presentaremos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad, para proble-

mas de control óptimo, con restricciones, sobre el estado y los controles, regulares y no regulares,

cuando la variable de control es restricta a un conjunto convexo, con interior no vaćıo. En

la sección 4.2, bajo supuesto de regularidad, incluimos condiciones necesarias y suficientes de

optimalidad, no degeneradas de primer orden. Las condiciones necesarias son establecidas por el

Principio del Máximo Local, que es una versión del Principio del Máximo de Pontryagin clásico,

uno de los resultados principales de la teoŕıa de control óptimo. Las condiciones suficientes, son

obtenidas, bajo el supuesto de KT-invexidad.

En la sección 4.3 presentaremos el objetivo principal del caṕıtulo, que es la obtención de condi-

ciones necesarias y suficientes de optimalidad, no degeneradas de segundo orden, para problemas

de control óptimo, aún cuando no se satisfacen condiciones de regularidad, pero si condiciones

de 2-regularidad.

Las condiciones necesarias de optimalidad, son establecidas por el Principio del Máximo Local

Extendido, el cual generaliza: el Principio del Máximo Local clásico, para problemas regulares,

(ver [39], [43]), el Principio del Máximo Local para problemas no regulares, sin restricciones de

desigualdad, formulado en [62], y el Principio el Máximo Local, para problemas con restricciones

de igualdad no regulares y de desigualdad regulares, formulado en [63]. Las condiciones suficientes

son obtenidas bajo el supuesto de 2-KT-invexidad, que generaliza la noción de KT-invexidad

presentada en la sección 4.2.

4.1. Formulación

En esta sección formulamos un problema de control óptimo, con restricciones mixtas, de igualdad

y desigualdad, con horizonte temporal fijo y condiciones de contorno para el estado, inicial y
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final. Determinamos los espacios adecuados, para la obtención de condiciones de optimalidad,

establecidas en los caṕıtulos subsiguientes.

Como ya hemos mencionado, los problemas de control óptimo con funcional objetivo en la

forma Bolza, Mayer y Lagrange son equivalentes [31]. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad,

estudiaremos problemas de control óptimo escalares, considerando el funcional objetivo en la

forma de Lagrange, esto es, estudiamos el siguiente Problema de Control Óptimo Escalar (P1)

MinimizarΦ(x, u) =

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt

sujeto a :

x′(t) = φ(x(t), u(t), t),

x(t0) = α, q(x(T )) = 0

m(x(t), u(t), t) = 0

g(x(t), u(t), t) 5 0

u(t) ∈ U, t ∈ [t0, T ] c.t.p,



(P1) (4.1)

donde la variable temporal final T es libre, el conjunto de controles U es cerrado convexo, con

interior no vaćıo, de IRm,

f : IRn × IRm × [t0, T ]→ IR, φ : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRn,

q : IRn → IRk, m : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRl, g : IRn × IRm × [t0, T ]→ IRr,

y donde consideramos las siguiente hipótesis sobre las funciones, f , φ, q y g continuamente

Frêchet diferenciables, con respecto a (x, u) y todas ellas, para cada (x, u), medibles en t. Además

g(x, u, t) 5 0, es equivalente a que gi(x, u, t) ≤ 0, para todo i en I = {1, · · · , r}.

Para establecer condiciones necesarias de optimalidad, para el problema (P1), asumiremos que x

pertenece a Wn
1,1[t0, T ] :=W1,1([t0, T ], IR

n), esto es, al conjunto de las funciones absolutamente

continuas, con derivadas en Ln
1 [t0, T ] := L1([t0, T ], IR

n), luego x satisface la ecuación integral

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

x′(τ)dτ

= α+

∫ t

t0

φ(x(τ), u(τ), τ)dτ,

con u en Lm
∞[t0, T ] := L∞([t0, T ], IR

m), esto es, el conjunto de la funciones medibles esencial-

mente acotadas.

Los espacios vectoriales normados X := (Wn
1,1[t0, T ], ∥ · ∥0) y Um := (Lm

∞[t0, T ], ∥ · ∥∞) son

espacios de Banach con la norma

∥x∥0 = |x(t0)|+
∫ T

t0

|ẋ(t)|dt



y la norma del supremo esencial, esto es

∥x∥∞ = ess sup | x(t) |= min{k > 0, |x(t)| < k, c.t.p. en [t0, T ]}.

Diremos que (x, u) es un proceso factible del problema (P1) si

x′(t) = φ(x(t), u(t), t), x(t0) = α, q(x(T )) = 0,

g(x(t), u(t), t) 5 0, m(x(t), u(t), t) = 0, u(t) ∈ U c.t.p. en [t0, T ].

Si denotamos por Q, al conjunto de proceso factible del problema (P1), entonces

Q = Q1

∩
Q2

∩
Q3 (4.2)

donde Q1 es el el conjunto de restricciones, de interior vaćıo, del problema (P1),

Q1 =
{
(x, u) ∈ X × U, x′(t) = φ(x(t), u(t), t), x(t0) = α,

m(x(t), u(t), t) = 0, q(x(T )) = 0
}

=
{
(x, u) ∈ X × U, x(t)− α−

∫ t

t0

φ(x(τ), u(τ), τ)dτ = 0, t0 ≤ t ≤ T,

m(x(t), u(t), t) = 0, q(x(T )) = 0
}
,

(4.3)

Q2 =
∩r

j=1Qj es el conjunto de restricciones, con interior no vaćıo del problema (P1), donde

Qj =
{
(x, u) ∈ X × U, gj(x(t), u(t), t) ≤ 0,

}
, j = 1, · · · , r (4.4)

y

Q3 =
{
(x, u) ∈ X × U, u ∈ U

}
, (4.5)

donde

U = {u ∈ U, u(t) ∈ U, c.t.p. en [t0, T ]}. (4.6)

Con esta notación obtenemos el Problema Abstracto Escalar (PAE), que podemos escribir como:

“mı́n ”Φ(x, u)

sujeto a

(x, u) ∈ Q ⊂ X × U.

 (PAE)

el cual es equivalente al problema de control óptimo (P1).

Por lo tanto (x, u) es un proceso factible del problema (P1) si y solo si (x, u) pertenece a Q.

Si denotamos U = Um e introducimos el funcional y los operadores:



(1) Φ : X × U → IR, definido

Φ(x, u) =

∫ T

t0

f(x(t), u(t), t)dt, (4.7)

(2) F̄ : X × U → X × U l × IRk, tal que

F̄ (x, u) = (F1(x, u), F2(x, u), F3(x, u)) (4.8)

donde F1(x, u) y F2(x, u) son definido para cada t en [t0, T ],

F1(x, u)(t) = x(t)− α−
∫ t

t0

φ(x(τ), u(τ), τ)dτ, (4.9)

F2(x, u)(t) = m(x(t), u(t), t) (4.10)

y F3(x, u) es definido por

F3(x, u) = q(x(T )). (4.11)

(3) G : X ×U → U r, G(x, u)(t) = g(x(t), u(t), t), t ∈ [t0, T ], donde consideramos el conjunto

U r = Lr
∞[t0, T ] como un espacio normado, ordenado por el siguiente cono convexo

P = {p ∈ Lr
∞[t0, T ], p(t) = 0 IRr c.t.p. t ∈ [t0, T ]},

por lo tanto escribiremos,

G(x, u) ∈ −P ⇐⇒ G(x, u) 6 0Lr
∞ ⇐⇒ G(x, u)(t) 5 0 IRr , c.t.p. [t0, T ]

⇐⇒ Gj(x, u)(t) ≤ 0 IR, c.t.p. [t0, T ],

j = 1, · · · , r.
(4.12)

Con esta notación podemos escribir, el problema (P1) como el siguiente Problema de Optimiza-

ción Escalar (POE), definido sobre el espacio de Banach X̂ = X × U ,

“mı́n ”Φ(x̄)

sujeto a

F̄ (x̄) = 0

G(x̄) 6 0

x̄ ∈ X ⊂ X̂.


(POE), (4.13)

donde x̄ = (x, u) y X = X × U , con U definido en (4.6).

El conjunto factible lo denoratemos por M̄ =MF̄ ∩MG ∩ X , donde

MF̄ = {x̄ ∈ X̂, F̄ (x̄) = 0}
MG = {x̄ ∈ X̂, Gj(x̄) 6 0, j = 1, · · · , r}.

(4.14)



De acuerdo a las hipótesis impuestas a f, φ, m, h y q, el funcional Φ y el operador G son

Frêchet diferenciables y el operador F̄ , es continuamente Frêchet diferenciable.

La primera derivada del funcional Φ, en (x0, u0), es definida, para cada (h, v) en X × U , (ver

[43]),

Φ′(x0, u0)(h, v) =

∫ T

t0

(fx(x0(t), u0(t), t)h(t) + fx(x0(t), u0(t), t)v(t))dt. (4.15)

La primera derivada de F̄ en (x0, u0) es el operador F̄
′(x0, u0) : X×U → X×U l× IRk definido,

para cada (h, v) en X × U ,

F̄ ′(x0, u0)(h, v) =
(
F ′
1(x0, u0)(h, v), F

′
2(x0, u0)(h, v), F

′
3(x0, u0)(h, v)

)
, (4.16)

tal que para cada t en [t0, T ]

F ′
1(x0, u0)(h, v)(t) = h(t)−

∫ t

t0

(φx(x0(τ), y0(τ), τ)h(τ) + φu(x0(τ), y0(τ), τ)v(τ)dτ,

F ′
2(x0, u0)(h, v)(t) = mx(x0(t), u0(t), t)h(t) +mu(x0(t), u0(t), t)v(t)

y

F ′
3(x0, u0)(h, v) = q′(x0(T ))h(T ).

La segunda derivada de F̄ en (x0, u0), para (h, v) en X × U , es el operador (F̄ ′(x0, u0))
′(h, v) :

X × U → U r, definido para cada (h̃, ṽ) en X × U ,

(F̄ ′(x0, u0)(h, v))
′(h̃, ṽ) = F̄ ′′(x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ)]

=
(
F ′′
1 (x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ)], F

′′
2 (x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ], F

′′
3 (x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ]

)
,
(4.17)

tal que para todo t en [t0, T ],

F ′′
1 (x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ)](t) = −

∫ t

t0

(φxx(x0(τ), y0(τ), τ)h(τ)h̃(τ) + φxu(x0(τ), y0(τ), τ)h(τ)ṽ(τ)

+φux(x0(τ), y0(τ), τ)v(τ)h̃(τ) + φuu(x0(τ), y0(τ), τ)v(τ)ṽ(τ))dτ,

F ′′
2 (x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ)](t) = mxx(x0(t), u0(t), t)h(t)h̃(t) +mxu(x0(t), u0(t), t)h(t)ṽ(t)+

mux(x0(t), u0(t), t)v(t)h̃(t) +muu(x0(t), u0(t), t)ṽ(t)ṽ(t)

y

F ′′
3 (x0, u0)[(h, v), (h̃, ṽ)] = q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )].

Los corchetes cuadrados denotan la acción de una forma bilineal sobre (h, v) y (h̃, ṽ), esto es,

para todo (h, v) en X × U , F̄ ′′(x0, y0)(h, v) : X × U → X × U l × IRk es tal que

(F̄ ′(x0, y0)(h, v))
′(h̃, ṽ) = F̄ ′′(x0, y0)[(h, v), (h̃, ṽ)] = (h̃, ṽ)

(
F̄xx(x0, u0) F̄xu(x0, u0)

F̄ux(x0, u0) F̄uu(x0, u0)

)
(h, v)t.



La primera derivada de G en (x0, u0) es el operador G
′(x0, u0) : X ×U → U r, tal que para cada

(h, v) en X × U , G′(x0, u0)(h, v) pertenece a U r, y es definido para casi todo t en [t0, T ],

G′(x0, u0)(h, v)(t) = g′(x0(t), u0(t), t)(h(t), v(t)),

= gx(x0(t), u0(t), t)h(t) + gu(x0(t), u0(t), t)v(t).
(4.18)

La segunda derivada de G en (x0, u0), para (h, v) en X × U , es el operador G′(x0, u0)(h, v) :

X × U → U r tal que para todo (h̃, ṽ) en X × U , (G′(x0, y0)(h, v))
′(h̃, ṽ) pertenece a U r, y es

definido para casi todo t en [t0, T ],

(G′(x0, y0)(h, v))
′(h̃, ṽ)(t) = g′′(x0(t), y0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), ṽ(t))]

= gxx(x0(t), y0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gxu(x0(t), y0(t), t)[h(t), ṽ(t)]+

+gux(x0(t), y0(t), t)[v(t), h̃(t)] + guu(x0(t), y0(t), t)[v(t), ṽ(t)].

(4.19)

En el transcurso de las demostraciones de los resultados obtenidos en las secciones posteriores,

necesitaremos el siguiente Lema y Teoremas de Representaciones.

Lema 49 Suponga que x̄0 = (x0, u0) pertenece a la frontera de Qj, Fr(Qj), entonces

t ∈ Rj(x̄0)⇐⇒ j ∈ I(G, x̄0), j = 1, · · · , r, (4.20)

con Qj definido en (4.4),

Rj(x̄0) = {t ∈ [t0, T ], gj(x̄0(t), t) = 0}, j = 1, · · · , r, (4.21)

y donde I(G, x̄0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas de G, esto es,

I(G, x̄0) = {j ∈ {1, · · · , r}, Gj(x̄0) = 0}. (4.22)

Demostración: Sea t perteneciente a Rj(x̄0) y supongamos que j no pertenece I(G, x̄0), esto

es, Gj(x̄0) ̸= 0, entonces existe un subconjunto R̄j(x̄0) de Rj(x̄0), de medida no nula, tal que

Gj(x̄0)(t) ̸= 0, esto es gj(x̄0(t), t)) ̸= 0 en R̄j(x̄0), lo que implica que x̄0 no pertenece a Fr(Qj),

esto contradice la hipótesis, luego j pertenece I(G, x̄0).

Por otro lado si j petenece a I(G, x̄0), Gj(x̄0) = 0 entonces para todo t en [t0, T ], excepto quizás

en un conjunto de medida nula, Gj(x̄0)(t) = 0, por lo tanto

Gj(x̄0)(t) = gj(x̄0(t), t) = 0, c.t.p. [t0, T ], j = 1, · · · , r,

lo que implica, t pertenece a Rj(x̄0), j = 1, · · · , r.

El lema queda de esta forma demostrado.

Usando la misma argumentación de la demostración del Lema 49, se puede mostrar que si

x̄0 = (x0, u0) pertenece a Fr(Qj) y h̄ = (h, v) es tal que g′j(x̄0(t), t)h̄ = 0, j ∈ I(x̄0), entonces

t ∈ Rj(x̄0, h̄)⇐⇒ j ∈ Ih̄(G, x̄0), (4.23)



donde

Rj(x̄0; h̄) = {t ∈ Rj(x̄0), g′j(x̄0(t), t)h̄ = 0}, j ∈ I(x̄0). (4.24)

y

Ih̄(G, x̄0) = {j ∈ I(G, x̄0), G′
j(x̄0)h̄ = 0}. (4.25)

Las demostraciones de los siguientes Teoremas de Representaciones, pueden ser encontrado en

[52] y [41], respectivamente.

Cada funcional lineal y continua ψ∗ definido sobre el espacio Wn
1,1([t0, T ]) puede ser úni-

camente representado en la forma, (ver Sec. 0.1 de [52]),

⟨ψ∗, x(·)⟩ = (a0, x(t0)) +

∫ T

t0

y(t)x′(t)dt, ∀x = x(·) ∈Wn
1,1([t0, T ]), (4.26)

donde a0 pertenece a IRn e y = y(·) a Ln
∞([t0, T ]).

Cada funcional lineal ϕ definido sobre el espacio Lm
∞[t0, T ] puede ser representado en la

forma ϕ = ϕa + ϕs, donde ϕa es absolutamente continua y ϕs es una función simple, para

la parte absolutamente continua existe v perteneciente Lm
1 [t0, T ], denominado derivada de

Radom Nikodym, tal que, (ver [52], [63]),

ϕa(x) =

∫ T

t0

v(t)x(t)dt. (4.27)

4.2. Problemas Regulares

En esta sección presentaremos el Principio del Máximo Local clásico, que proporciona condicio-

nes necesarias de optimalidad, para el problema de control óptimo (P1) formulado en la sección

anterior. Estas condiciones, como veremos, son no degeneradas siempre que el problema sea

regular o no degenerado.

La noción de regularidad es fundamental, tanto para la obtención de condiciones necesarias, de

primer orden no degeneradas, como para la derivación de condiciones suficientes de optimalidad.

Es importante, por tanto, establecer condiciones que aseguren que un problema dado sea regular.

Estas condiciones, denominadas condiciones de regularidad, o cualificación de restricciones, en el

caso de Programación Matemática (ver [39], [43], [67] y [14]), son introducidas en esta sección,

las cuales nos permiten garantizar que las condiciones de optimalidad de primer orden, para

nuestro problema formulado, establecidas por el Principio del Máximo Local clásico, son no

degeneradas y que estas, también son suficientes, bajo supuesto de KT-invexidad. El caso no

regular es visto en la próxima sección.



Inicialmente daremos la definición de proceso regular del conjunto factible Q, del problema (P1)

que es equivalente al problema de optimización escalar (POE), y condiciones de regularidad, es

decir condiciones suficientes, que aseguren que un proceso sea regular.

Definición 50 Diremos que x̄0 = (x0, u0) es un proceso regular del conjunto factible Q del

problema (P1), si el espacio tangente a las restricciones de igualdad, en x̄0 es determinado por

aproximaciones lineales, esto es,

TQ1(x̄0) =
{
(h, v) ∈ X × U, h′(t) = φx(x̄0(t), t)h(t) + φu(x̄0(t), t)v(t),

mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t) = 0, q′(x0(T ))h(T ) = 0
}
,

(4.28)

y además existe (h̃, ṽ), con ṽ = λ(u− u0), donde u pertenece a Int U y λ > 0, tal que

h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t)− φu(x̄0(t), t)ṽ(t) = 0,

h̃(t0) = 0

mx(x̄0(t), t)h̃(t) +mu(x̄0(t), t)ṽ(t) = 0 (4.29)

q′(x0(T ))h̃(T ) = 0

gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t) < 0, c.t.p. en Rj(x̄0),

donde Rj(x̄0) es definido en (4.21).

No es dif́ıcil mostrar, debido al Teorema de Lyusternik, Teorema 7, que una condición suficiente

para asegurar que (4.28) se cumpla es que para todo a(·) en X, b(·) en U l y c en IRn, exista un

elemento (h, v) en X × U tal que, c.t.p. en [t0, T ],

h(t)−
∫ t

t0

(φx(x0(τ), u0(τ), τ)h(τ) + φu(x0(τ), u0(τ), τ)v(τ))dτ = a(t)

mx(x̄0(t), t)h+mu(x̄0(t), t)v = b(t) (4.30)

q′(x0(T ))h(T ) = c.

Por lo tanto si las condiciones (4.29) y (4.30) se cumplen simultáneamente entonces el proceso

x̄0 = (x0, u0) es un proceso regular del conjunto factible Q.

En general la condición (4.30) no es fácil de verificar, es por ello que se hace necesario formular

condiciones, más expĺıcita, que sean suficientes para su verificación.

Sea D el conjunto de todos los (b̃(·), q′(x0(T ))h(T )) en Ll
∞([t0, T ])× IRk, tal que h(t), c.t.p. en

[t0, T ], satisface la ecuación diferencial,

φx(x̄0(t), t)h(t) + φu(x̄0(t), t)v(t) = h′(t)

mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t) = b̃(t)

h(t0) = 0,

(4.31)



con v(·) variando en todo el espacio U := Lm
∞[t0, T ].

Diremos que la ecuación variacional (4.31) es no degenerada o completamente controlable si

D = Ll
∞([t0, T ])× IRk.

Los siguientes resultados son una generalización de aquellos presentados en la Sec 9 de [43].

Lema 51 Si D = Ll
∞([t0, T ])× IRk entonces la condición (4.30) es verificada.

Demostración: Inicialmente observemos que para todo función continua a(·), en particular

para todo a(·) en Wn
1,1([t0, T ]), existe z(·) en Wn

1,1([t0, T ]) solución de la ecuación integral

z(t) = a(t) +

∫ t

t0

φx(x̄0(τ), τ)z(τ)dτ, t0 ≤ t ≤ T, (4.32)

que es una ecuación lineal de Volterra de segunda especie.

Por otro lado ya que D = Ll
∞([t0, T ])× IRk, entonces todo elemento (b̃(·), c̃) en Ll

∞([t0, T ])× IRk

pertenece a D. En particular (b̃(·), c̃) pertenece a D, donde c.t.p en [t0, T ],

b̃(t) = b(t)−mx(x̄0(t), t)z(t)

c̃ = c− q′(x0(T ))z(T ),

entonces podemos encontrar y(·) con c̃ = q′(x0(T ))y(T ) y v(·) en Ll
∞([t0, T ]), tal que y(t)

φx(x̄0(t), t)y(t) + φu(x̄0(t), t)v(t) = y′(t)

mx(x̄0(t), t)y(t) +mu(x̄0(t), t)v(t) = b̃(t)

y(t0) = 0.

(4.33)

Por lo tanto para todo (a(·), b(·), c) en X×U l× IRk, donde X :=Wn
1,1([t0, T ]), U

l := Ll
∞([t0, T ]),

existe h(·) = z(·) + y(·) en X y v(·) en Um, donde z(t) e y(t) satisfacen (4.32) y (4.33) respecti-

vamente tal que

h(t) −
∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)h(τ) + φu(x̄0(τ), τ)v(τ))dτ

= z(t) + y(t)−
∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)z(τ) + φx(x̄0(τ), τ)y(τ) + φu(x̄0(τ), τ)v(τ))dτ

= z(t)−
∫ t

t0

φx(x̄0(τ), τ)z(τ)dτ + y(t)−
∫ t

t0

φx(x̄0(τ), τ)y(τ) + φu(x̄0(τ), τ)v(τ))dτ

= a(t).

mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t)) = mx(x̄0(t), t)z(t) +mx(x̄0(t), t)y(t) +mu(x̄0(t), t)v(t))

= mx(x̄0(t), t)z(t) + b̃(t)

= mx(x̄0(t), t)z(t) + b(t)−mx(x̄0(t), t)z(t)

= b(t).



q′(x0(T ))h(T ) = q′(x0(T ))z(T ) + q′(x0(T ))y(T )

= q′(x0(T ))z(T ) + c̃

= q′(x0(T ))z(T ) + c− q′(x0(T ))z(T )

= c.

Lema 52 Si toda solución ψ1(t), ψ2(t), no nula, de la ecuación

ψ′
1(t) = −φ∗

x(x̄0(t), t)ψ1(t)−m∗
x(x̄0(t), t)ψ2(t) (4.34)

satisface la condición φ∗
u(x̄0(t), t)ψ1(t) +m∗

u(x̄0(t), t)ψ2(t) ̸= 0, salvo en un conjunto de medida

nula entonces D = Ll
∞([t0, T ])× IRk.

Demostración: Supongamos que D ̸= Ll
∞([t0, T ]) × IRk, entonces, dado que D es un subes-

pacio, de acuerdo a la Observación 3, existe (b∗, c∗) no nulo, en el cono dual de D, D∗, tal que

⟨(b∗, c∗), (b̃, c̃)⟩ = 0, para todo (b̃, c̃) ∈ D, esto es (b∗, b̃) + (c∗, q′(x0(T ))h(T )) = 0, donde h(t),

c.t.p. en [t0, T ], satisface la ecuación variacional (4.31).

Dado que b∗ pertenece a (Ll
∞([t0, T ]))

∗, existe ω : [t0, T ]→ IRl de variación acotada, esto es ω

pertenece a bl.a.(t0, T ) (ver [41]), tal que

(b∗, b̃) =

∫ T

t0

b̃(t) dω, ∀b̃ ∈ Ll
∞([t0, T ]),

por tanto ∫ T

t0

b̃(t) dω + (c∗, q′(x0(T ))h(T )) = 0, ∀b̃ ∈ Ll
∞([t0, T ]). (4.35)

Fijemos ψ2(t) =
dω

dt
, tal que (b∗, b̃) es no nulo y consideremos el siguiente sistema

ψ′
1(t) = −φ∗

x(x̄0(t), t)ψ1(t)−m∗
x(x̄0(t), t)ψ2(t)

ψ1(T ) = q′∗(x0(T ))c
∗.

Observemos que siendo (b∗, b̃) no nulo entonces, debido a (4.35), ψ1(T ) = q′∗(x0(T ))c
∗ también

es no nulo.

Por lo tanto para todo h en X, en particular para todo h solución de la ecuación variacional

(4.31),

0 =

∫ T

t0

(ψ′
1(t) + φ∗

x(x̄0(t), t)ψ1(t) +m∗
x(x̄0(t), t)ψ2(t)h(t))dt

=

∫ T

t0

ψ′
1(t)h(t)dt+

∫ T

t0

φ∗
x(x̄0(t), t)ψ1(t)h(t)dt+

∫ T

t0

m∗
x(x̄0(t), t)ψ2(t)h(t)dt.

(4.36)



Integrando por parte y considerando que h(t) es solución de la ecuación variacional (4.31),∫ T

t0

ψ′
1(t)h(t)dt = ⟨ψ(T ), h(T )⟩ − ⟨ψ(t0)h(t0)⟩ −

∫ T

t0

ψ1(t)h
′(t)dt

= ⟨q′∗(x0(T ))c∗, h(T )⟩ −
∫ T

t0

ψ1(t)(φx(x̄0(t), t)h(t) + φu(x̄0(t), t)v(t))dt

= ⟨c∗, q′(x0(T ))h(T )⟩ −
∫ T

t0

(φ∗
x(x̄0(t), t)ψ1(t)h(t) + φ∗

u(x̄0(t), t)
∗ψ1(t)v(t))dt,

con v(·) variando en todo el espacio U := Lm
∞[t0, T ].

Reemplazando el término anterior y mx(x̄0(t), t)h(t) = b̃(t)−mu(x̄0(t), t)v(t) en (4.36), obtene-

mos para todo v(·) en U := Lm
∞[t0, T ],

0 = ⟨c∗, q′(x0(T ))h(T )⟩ −
∫ T

t0

(φ∗
x(x̄0(t), t)ψ1(t), h(t)) + (φ∗

u(x̄0(t), t)ψ1(t), v(t))dt∫ T

t0

(φ∗
x(x̄0(t), t)ψ1(t)h(t))dt+

∫ T

t0

(ψ2(t), b̃(t)−mu(x̄0(t), t)v(t))dt

= −
∫ T

t0

(φ∗
u(x̄0(t), t)

∗ψ1(t) +m∗
u(x̄0(t), t)ψ2(t), v(t))dt

⟨c∗, q′(x0(T ))h(T )⟩+
∫ T

t0

(ψ2(t), b̃(t))dt

= −
∫ T

t0

(φ∗
u(x̄0(t), t)

∗ψ1(t) +m∗
u(x̄0(t), t)ψ2(t), v(t))dt,

donde hemos considerado, de acuerdo a (4.35),

⟨c∗, q′(x0(T ))h(T )⟩+
∫ T

t0

(ψ2(t), b̃(t))dt = ⟨c∗, q′(x0(T ))h(T )⟩+
∫ T

t0

b̃(t)
dω

dt
dt = 0.

Como la igualdad anterior es válida para todo v(·) en U := Lm
∞[t0, T ], esto implica que

φ∗
u(x̄0(t), t)

∗ψ1(t) +m∗
u(x̄0(t), t)ψ2(t) = 0.

Por lo tanto hemos demostrado que si D ̸= Ll
∞([t0, T ])× IRk, entonces existe una solución ψ1, ψ2

no nula, de (4.34), satisfaciendo φ∗
u(x̄0(t), t)ψ1(t) +m∗

u(x̄0(t), t)ψ2(t) = 0.

El lema queda aśı demostrado.

Debemos hacer notar que la hipótesis del lema anterior es completamente constructiva y de

mayor simplicidad su verificación, a diferencia de la verificación de la condición D = Lm
∞[t0, T ]×

IRk, es por ello su formulación, y que además, bajo esta hipótesis, es posible garantizar la

condición (4.28), en efecto, si la hipótesis del lema anterior se cumple entonces D = Lm
∞[t0, T ]×

IRk, lo que a su vez implica que la condición (4.30) se cumple, que debido al Teorema de

Lyusternik, Teorema 7, es una condición suficiente, para garantizar (4.28).



Podemos concluir entonces, que una condición suficiente para que el proceso (x0, u0) sea un

proceso regular del problema (P1), de acuerdo a la Definición 50, es que la hipótesis del lema

anterior se cumple y el sistema (4.29) admita solución, y en este caso, como es referido por

algunos autores, el sistema es completamente controlable, lo que permite establecer condiciones

necesarias de optimalidad de primer orden no degeneradas.

4.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Ahora presentaremos una versión del Principio de Pontryagin, el Principio del Máximo Local,

el cual establece condiciones de optimalidad de primer orden, no degeneradas, para el problema

(P1), cuando el problema es regular. Estas condiciones se obtienen a partir de las condiciones

Karush-Kuhn-Tucker, en espacios de Banach, presentado en sección 3.

Teorema 53 Si un proceso factible x̄0 = (x0, u0) es solución del problema (P1), tal que g′j(x̄0(t), t)

es no nulo en Rj(x̄0), definido en (4.21), entonces existe un número λ0 ≥ 0, un vector a

en IRk y funciones ψ : [t0, T ] → IRn, ω en bl.a.(t0, T ) y γj en b.a.(t0, T ), con soporte en

Rj(x̄0), j = 1, · · · , r, no nulos simultáneamente tales que,

λ0fx(x̄0, t) +
r∑

j=1

g∗jx(x̄0, t)γ̂j(t)− φ
∗
x(x̄0, t)ψ(t) +m∗

x(x̄0, t)ω̂(t) = ψ′(t) (4.37)

con la condición final

ψ(T ) = −q′∗(x0(T ))a, (4.38)

donde ω̂(t) y γ̂j(t), j = 1, · · · , r, son las derivadas de Radon Nikodym de los funcionales abso-

lutamente continuos faω y faγj , dado por

faω(z(t)) =

∫ T

t0

z(t)dω, faγj (z(t)) =

∫
Rj(x̄0)

z(t)dγj , j = 1, · · · , r. (4.39)

Además satisfacen la condición del máximo,

λ0

∫ T

t0

fu(x̄0(t), t)u0dt+
r∑

j=1

∫ T

t0

gju(x̄0(t), t)u0dγj

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t)u0dt+

∫ T

t0

mu(x̄0(t), t)u0dω

≤ λ0

∫ T

t0

fu(x̄0(t), t)udt+

r∑
j=1

∫ T

t0

gju(x̄0(t), t)u dγj

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t)udt+

∫ T

t0

mu(x̄0(t), t)udω,

(4.40)



para casi todo t0 ≤ t ≤ T y para todo u ∈ U , tal que u(t) pertenece U, donde g∗jx , g
∗
ju
, φ∗

x y φ∗
u

son los operadores adjuntos de gjx , gju , φx y φu, respectivamente.

Demostración: La demostración que daremos es basada en la aplicación del Teorema 26, por

lo tanto verificaremos que las hipótesis de este teorema se cumplan.

Para ello supondremos, inicialmente, que el proceso factible (x0, u0) es un proceso regular del

problema de control (P1). Si x̄0 = (x0, u0) es un proceso regular del conjunto factible Q del

problema (P1), de acuerdo a la Definición 50, es inmediato, considerando la definición de Q1

en (4.3) y de F̄ ′(x̄0) en (4.16), que

TQ1(x̄0) =
{
h̄ ∈ X̂, F̄ ′(x̄0)h̄ = 0

}
y que existe, de acuerdo a la definición de G′

j(x̄0)
˜̄h en (4.18) y al Lema 49, un ˜̄h = (h̃, ṽ) en X̂,

tal que

F̄ ′(x̄0)
˜̄h = 0

G′
j(x̄0)

˜̄h < 0, j ∈ I(G, x̄0),

donde X̂ = X × U y ˜̄h = λ(x̄ − x̄0), con x̄ en IntX , donde X := X × U es cerrado convexo

con interior no vaćıo, esto se debe a que U = {u ∈ Lm
∞[t0, T ] : u(t) ∈ U, c.t.p., t ∈ [t0, T ]} es

cerrado, convexo y con interior no vaćıo, en U , lo que implica, de acuerdo a la Definición 24,

que x̄0 es un punto regular del conjunto factible M̄ del (POE).

Además, siendo el problema (P1) equivalente al problema de optimización escalar (POE), si

(x0, u0) es un proceso óptimo del problema de control (P1) entonces el punto x̄0 es un punto

regular del (POE).

La diferenciablidad de Φ, G y F̄ son obtenidas, de acuerdo a las hipótesis impuestas a f, φ, m, h

y q, siendo el funcional Φ y el operador G Frêchet diferenciables y, el operador F̄ continuamente

Frêchet diferenciable, con respecto a (x, u), y todos ellos, para cada (x, u), medibles en t, además

el conjunto X × U es cerrado, convexo con interior no vaćıo.

Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 26, si x̄0 es una solución óptima, local o global, y es un punto

regular del problema (POE), entonces existen µj ∈ (L1
∞[t0, T ])

∗, j = 1, · · · , k, y ψ̄ = (ψ1, ψ2, ψ3)

en Y ∗ = (Wn
1,1[t0, T ]× Ll

∞[t0, T ]× IRk)∗, no identicamente nulos, tales que,

fs = Φ′(x̄0) +
∑

j∈I(G,x̄0)

G′∗
j (x̄0)µj +

3∑
j=1

F ′∗
j (x̄0)ψj , (4.41)

donde el valor de µj(z) es no negativo, para todo z en L∞[t0, T ], fs = (0, f̃s), con f̃s funcional

soporte para el conjunto U , en u0, es decir

f̃s(u) > f̃s(u0), ∀ u ∈ U .



y donde I(G, x̄0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas, definido en (4.22).

Considerando, ahora, la definición de operador adjunto, obtenemos para todo (h, v) en X×U =

Wn
1,1[t0, T ]× (Lm

∞[t0, T ],

f̃s(v) = Φ′(x̄0)(h, v) +
∑

j∈I(G,x̄0)

⟨µj , G′
j(x̄0)(h, v)⟩U∗U + ⟨ψ̄, F̄ ′(x̄0)(h, v)⟩Y ∗Y , (4.42)

donde fs(h, v) = (0, f̃s)(h, v) = f̃s(v).

En lo que sigue determinaremos expĺıcitamente los términos de la expresión (4.42).

1. La primera derivada del funcional Φ, en x̄0 = (x0, u0), es definida, para cada (h, v) en

X × U ,

Φ′(x̄0)(h, v) =

∫ T

t0

(fx(x̄0(t), t)h(t) + fu(x̄0(t), t)v(t))dt. (4.43)

2. Tomando en consideración, que para todo h̄ = (h, v) en X × U , G′
j(x̄0)h̄ pertenece a

L∞[t0, T ], la existencia de un isomorfismo isométrico entre el espacio dual de L∞[t0, T ]

y el espacio de las funciones de variación acotada b.a.(t0, T ), ver [41], y el Lema (49),

podemos garantizar que para todo µj, j en I(G, x̄0) en (L∞[t0, T ])
∗, tal que µj(z) ≥ 0,

para todo z en L∞[t0, T ], existen γj en b.a.(t0, T ), con soporte en Rj(x̄0), tal que para

G′
j(x̄0)(h, v) en L∞[t0, T ],

⟨µj , G′
j(x̄0)(h, v)⟩ =

∫ T

t0

(gjx(x̄0(t), t)h(t) + gju(x̄0(t), t)v(t))dγj

=

∫
Rj(x̄0)

(gjx(x̄0(t), t)h(t) + gju(x̄0(t), t)v(t))dγj .

Si denotamos esta última expresión por fγj (gjx(x̄0(t), t)h(t) + gju(x̄0(t), t)v(t)), entonces∑
j∈I(G,x̄0)

⟨µj , G′
j(x̄0)(h, v)⟩ =

r∑
j=1

∫ T

t0

(gjx(x̄0(t), t)h(t) + gju(x̄0(t), t)v(t))dγj

(4.44)

:=
r∑

j=1

fγj (gjx(x̄0(t), t)h(t) + gju(x̄0(t), t)v(t)).

Como cada funcional µj definido sobre L∞[t0, T ], puede ser representado como µj :=

µaj +µ
s
j , donde µ

a
j es absolutamente continua y µsj es singular, para la parte absolutamente

continua, de acuerdo a (4.27), existe γ̂j en L1[t0, T ], j = 1, · · · , r, llamada derivada de

Radon Nikodym, tal que para to z en L∞[t0, T ]

µaj (z) =

∫ T

t0

z(t)γ̂j(t)dt, j = 1, · · · , r



o bien

µaj (z) =

∫
Rj(x̄0)

z(t)γ̂j(t)dt := faγj (z(t)), j = 1, · · · , k. (4.45)

3. Dado que ψ̄ = (ψ1, ψ2, ψ3) está en Y ∗ = (Wn
1,1[t0, T ]× Ll

∞[t0, T ]× IRk)∗, tenemos

⟨ψ̄, F̄ ′(x̄0)(h, v)⟩ = ⟨ψ1, F
′
1(x̄0)(h, v)⟩+ ⟨ψ2, F

′
2(x̄0)(h, v)⟩+ ⟨ψ3, F

′
3(x̄0)(h, v)⟩,

donde F ′
i (x̄0), i = 1, 2, 3 están definidos en (4.16).

Ahora por la representación de ψ1 en X∗ = (Wn
1,1[t0, T ])

∗, (ver cap.0 [52]), existen, ψ en

Ln
∞[t0, T ] y b en IRn tales que

⟨ψ1, F
′
1(x̄0)(h, v)⟩ = ⟨b, F ′

1(x̄0)(h, v)(t0)⟩+
∫ T

t0

ψ(t)
d

dt
F ′
1(x̄0)(h, v)(t)dt

= ⟨b, h(t0)⟩ +

∫ T

t0

ψ(t)(h′(t)− φx(x̄0(t), t)h(t)− φu(x̄0(t), t)v(t))dt,

similarmente como en el item anterior, si ψ2 pertenece a U l∗ := (Ll
∞[t0, T ])

∗, existe ω en

bl.a(t0, T ) tal que

⟨ψ2, F
′
2(x̄0)(h, v)⟩ =

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t))dω

:= fω(mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t)),

y como ψ3 pertenece a ( IRk)∗ ∼= IRk, existe un vector a en IRk, tal que

⟨ψ3, F
′
3(x̄0)(h, v)⟩ = ⟨a, q′(x0(T ))h(T )⟩.

Por lo tanto

⟨ψ̄, F̄ ′(x̄0)(h, v)⟩ = ⟨b, h(t0)⟩+
∫ T

t0

ψ(t)(h′(t)− φx(x̄0(t), t)h(t)− φu(x̄0(t), t)v(t))dt

+

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t))dω

+⟨a, q′(x0(T ))h(T )⟩.

Reemplazando esta última igualdad conjuntamente con (4.43) (4.44) en (4.42),

f̃s(v) =

∫ T

t0

(fx(x̄0(t), t)h(t) + fu(x̄0(t), t)v(t))dt

+
k∑

j=1

∫ T

t0

(gjx(x̄0(t), t)h(t) + gju(x̄0(t), t)v(t))dγj

+⟨b, h(t0)⟩+
∫ T

t0

ψ(t)(h′(t)− φx(x̄0(t), t)h(t)− φu(x̄0(t), t)v(t))dt

+

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t))dω + ⟨a, q′(x0(T ))h(T )⟩.

(4.46)



Como la identidad (4.46) es válida para todo (h, v) en X × U , en particular es válida, para

(h, v) = (h, 0) en X × U , con h(t0) = 0, de donde obtenemos

0 =

∫ T

t0

fx(x̄0(t), t)h(t)dt+

k∑
j=1

∫ T

t0

gjx(x̄0(t), t)h(t)dγj

+

∫ T

t0

ψ(t)(h′(t)− φx(x̄0(t), t)h(t)dt+

∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)h(t)dω + ⟨a, q′(x0(T )h(T ))⟩.
(4.47)

Tomando en consideración (4.44) y (4.45), escribimos∫ T

t0

gjx(x̄0(t), t)hdγj = fγj (gjx(x̄0(t), t)h)

= faγj (gjx(x̄0(t), t)h) + fsγj (gjx(x̄0(t), t)h)

=

∫ T

t0

(gjx(x̄0(t), t)h)γ̂j(t)dt+ f sγj (gjx(x̄0(t), t)h)

(4.48)

y análogamente,∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)hdω = fω(mx(x̄0(t), t)h)

= faω(mx(x̄0(t), t)h) + f sω(mx(x̄0(t), t)h̄)

=

∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)hω̂dt+ f sω(mx(x̄0(t), t)h̄).

(4.49)

Reemplazamos (4.48) y (4.49) en (4.47), obtenemos,

−
k∑

j=1

fsγj (gjx(x̄0(t), t)h)− f
s
ω(mx(x̄0(t), t)h) =

∫ T

t0

(
fx(x̄0(t), t)h+

k∑
j=1

gjx(x̄0(t), t)hγ̂j(t)

+ψ(t)(h′(t)− φx(x̄0(t), t)h) +mx(x̄0(t), t)hω̂(t)
)
dt+ ⟨ψ(T ), h(T )⟩+ ⟨a, q′(x0(T ))h(T )⟩,

(4.50)

para todo h = h(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h(t0) = 0.

Cambiando ψ(t) sobre un conjunto de medida nula, si es necesario, establecemos la existencia

de una función absolutamente continua, satisfaciendo (4.50), por lo tanto la expresión al lado

izquierdo de (4.50) es, simultáneamente, singular y absolutamente continua, lo que implica

−
k∑

j=1

f sγj (gjx(x̄0(t), t)h)− f
s
ω(mx(x̄0(t), t)h) = 0.

y si integramos por partes, donde consideramos h(t0) = 0, obtenemos∫ T

t0

ψ(t) h′(t) dt = ⟨ψ(T ), h(T )⟩ − ⟨ψ(t0), h(t0)⟩ −
∫ T

t0

h(t)ψ′(t) dt

= ⟨ψ(T ), h(T )⟩ −
∫ T

t0

h(t)ψ′(t)dt.



Sustituyendo estas últimas expresiones en (4.50) y usando la definición de operador adjunto

obtenemos, para todo h = h(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h(t0) = 0,

∫ T

t0

(
fx(x̄0(t), t) +

k∑
j=1

gj
∗
x(x̄0(t), t)γ̂j(t)− φ

∗
x(x̄0(t), t)ψ(t)− ψ′(t) +m∗

x(x̄0(t), t)ω̂(t)
)
h(t)dt

+⟨ψ(T ) + q′∗(x0(T ))a, h(T )⟩ = 0.

Si denotamos,

A(t) := fx(x̄0(t), t) +
k∑

j=1

gj
∗
x(x̄0(t), t)γ̂j(t)− φ

∗
x(x̄0(t), t)ψ(t)− ψ′(t) +m∗

x(x̄0(t), t)ω̂(t)

Ã(t) :=

∫ t

t0

A(τ)dτ, B(T ) := ψ(T ) + q′∗(x0(T ))a,

e integramos por partes, obtenemos para todo h = h(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h(t0) = 0,∫ T

t0

Ã(t)h′(t)dt+ ⟨Ã(T ) +B(T ), h(T )⟩ = 0,

entonces debido a (4.26), esto es, a la unicidad de representación de los funcionales lineales

sobre el espacio W ∗
1,1([t0, T ]), Ã(t) = 0 Ã(T ) +B(T ) = 0, esto implica que,

fx(x̄0(t), t) +

k∑
j=1

gj
∗
x(x̄0(t), t)γ̂j(t)− φ

∗
x(x̄0(t), t)ψ(t)− ψ′(t) +m∗

x(x̄0(t), t)ω̂(t) = 0

y

ψ(T ) + q′∗(x0(T ))a = 0.

De lo anteriormente expuesto, concluimos que existen ψ en Ln
∞[t0, T ], γj en b.a.(t0, T ), con

soporte en Rj(x̄0), j = 1, · · · , r, donde γ̂j(t), j = 1, · · · , r, son las derivadas de Radon Ni-

kodym de los funcionales absolutamente continuos, definidos en (4.91) y un vector a en IRk,

que satisfacen,

fx(x̄0(t), t) +

k∑
j=1

gj
∗
x(x̄0(t), t)γ̂j(t)− φ

∗
x(x̄0(t), t)ψ(t) +m∗

x(x̄0(t), t)ω̂(t) = ψ′(t),

con condiciones finales

ψ(T ) = −q′∗(x0(T ))a,

que corresponde, con λ0 = 1, a la ecuación (4.37) y (4.38), respectivamente.

Similarmente, como la identidad (4.46) es válida para todo (h, v) en X × U , en particular

es válida para (h, v) = (0, v). Considerando, por tanto, (h, v) = (0, v) en (4.46) y usando la



definición de operadores adjuntos obtenemos,

f̃s(v) =

∫ T

t0

fu(x̄0(t), t)vdt+

k∑
j=1

∫ T

t0

gju(x̄0(t), t)vdγj

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t)vdt+

∫ T

t0

mu(x̄0(t), t)vdω,

(4.51)

donde f̃s es una función soporte del conjunto U , para u0, es decir,

f̃s(u0) ≤ f̃s(u), ∀u ∈ U ,

y donde U , es un subconjunto cerrado y convexo, con interior no vaćıo, del espacio U = Lm
∞[t0, T ],

definido en (4.6).

Por lo tanto se cumple la condición del máximo (4.40), con λ0 = 1, esto es, en casi toda partes

en [t0, T ] y para todo u en U tal que u(t) pertenezca M ,∫ T

t0

fu(x̄0(t), t)u0dt+

k∑
j=1

∫ T

t0

gju(x̄0(t), t)u0dγj

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t)u0dt+

∫ T

t0

m∗
u(x̄0(t), t)u0dω

≤
∫ T

t0

fu(x̄0(t), t)udt+

k∑
j=1

∫ T

t0

gju(x̄0(t), t)u dγj

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t)udt+

∫ T

t0

m∗
u(x̄0, t)udω.

Para finalizar la demostración observemos que

Si Φ′(x̄0) = 0, entonces el teorema se satisface trivialmente, basta con considerar λ0 = 1

y las funciones γj , j = 1, · · · , k, ψ y ω identicamente nulas.

Si el proceso óptimo x̄0 = (x0, u0) no es regular, entonces, de acuerdo a la Observación 22,

F̄ ′(x̄0) no es sobreyectivo o x̄0 = (x0, u0) es un punto estacionario del operador G(x, u)

esto es equivalente, siempre que el subespacio ImF̄ ′(x0) sea cerrado en Y = Wn
1,1[t0, T ] ×

Ln
∞[t0, T ] × IRk , ver [41] y [87], a que existe un elemento ψ̄∗ = (ψ∗, ω∗, a∗) en Y ∗, no

identicamente nulo, en [ImF̄ ′(x̄0)]
⊥ = KerF̄ ′∗(x̄0) o existen µj ≥ 0, j ∈ IG(x̄0), tal que∑
j∈IG(x̄0)

G′∗
j (x̄0)µj = 0,

entonces, debido a los teoremas de representaciones, podemos garantizar la existencia, de

funciones ψ̂ en Ln
∞[t0, T ], ω̂ en bl.a.(t0, T ) y de un vector â en IRk, no todos nulos o la



existencia de funciones, γ̌j , j = 1, · · · , k, en b.a.(t0, T ), con soporte en Rj(x̄0), no todas

nulas. Por lo tanto si el proceso óptimo x̄0 = (x0, u0) no es regular, podemos tomar λ = 0,

γj = γ̌j , j = 1, · · · , k, ψ = ψ̂, ω = ω̂ y a = â.

El teorema queda de esta forma demostrado.

Hacemos notar que si en la formulación del problema de control óptimo, hay ausencia de res-

tricciones del tipo g(x, u) ≤ 0 y m(x, u) = 0, entonces las integrales,

k∑
j=1

∫ T

t0

gju(x̄0(t), t)vdγj ,

∫ T

t0

mu(x̄0(t), t)vdω

que son en sentido Lebegue, no están pesente en la condición (4.51), es decir,

f̃s(v) =

∫ T

t0

(fu(x̄0(t), t)− φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t))vdt.

Y como f̃s es una función soporte del conjunto U en Lm
∞[t0, T ], para u0, entonces (ver 10.5 en

[43]) fu(x̄0(t), t)− φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t) es soporte del conjunto U en IRm, para u0, esto es,

fu(x̄0(t), t)− φ∗
u(x̄0(t), t)ψ(t)(u− u0) ≥ 0, c.t.p. en [t0,T].

Observemos además que si λ0 es nulo, las condiciones de optimalidad, para el proceso x̄0 =

(x0, y0), determinadas por las ecuaciones (4.37), (4.38) y (4.40), son degeneradas (ver sección

3.1), la función f , y por tanto la función a minimizar Φ, no interviene en dichas condiciones, es

por ello la necesidad de establecer condiciones de regularidad, que aseguren que λ0 es no nulo.

Las condiciones suficientes para asegurar que λ0 > 0 son denominadas condiciones de regularidad

o normalidad, ver [39] y [43], y en el contexto de optimización Matemática, son denominadas

restricción de cualificación ver [14], [39] y [67].

Finalmente debemos notar que en ausencia de restricciones de igualdad, desigualdad y de con-

diciones sobre la variable de estado, en el tiempo final T , es decir, m, g nulas y x(T ) libre, las

condiciones necesarias de optimalidad, establecidas por el Principio del Máximo Local, donde

en este caso surge la condición ψ(T ) = 0, son siempre no degeneradas. Esto se debe a que la

condición de regularidad (4.30), con v nulo, es una ecuación lineal de Volterra de segunda espe-

cie, la cual siempre admite solución en C[t0, T ], para todo a(·) en C[t0;T ], en particular tiene

solución h(·), si h(·) es absolutamente continuo, para todo a(·) absolutamente continuo. En este

caso, todo proceso óptimo es un KT-proceso.

Si en el Principio del Máximo Local, Teorema 53, se considera como hipótesis, que el proceso

x̄0 = (x0, u0) es regular del conjunto factible Q, entonces, necesariamente λ0 es no nulo y, en

este caso, es posible asumir λ0 = 1.

Con base a esta observación daremos la definición de un KT-proceso.



Definición 54 Diremos que un proceso factible x̄0 = (x0, u0) es un KT-proceso, del problema

(P1), si satisface las ecuaciones (4.37), (4.38) y (4.40), del Teorema del Principio del Máximo

Local, con λ0 = 1.

4.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

Las condiciones necesarias de optimalidad, de primera orden, no degeneradas, establecidas por

el Principio de Pontryagin, para problemas de control óptimo, en general, no son suficientes sin

hipótesis adicionales. No obstante, bajo el supuesto de que el problema es KT-invex, noción

que extendemos desde optimización Matemática, al problema de control óptimo escalar (P1),

es posible mostrar que estas condiciones necesarias de optimalidad, son también suficientes, si

y solamente si, el problema es KT-invex. Estos problemas tienen una importante propiedad: el

mı́nimo local y global coinciden.

En lo que sigue introduciremos la noción de KT-invex, para el problema (P1).

Definición 55 Se dice que el problema (P1) es KT-invex, en el proceso factible, x̄0 = (x0, u0),

si para cada proceso factible x̄ = (x, u), en X×U , existe una función η : [t0, T ]→ IRn, arbitraria

y una función χ : [t0, T ]→ IRm, tales que,∫ T

t0

[f(x̄, t)− f(x̄0(t), t)]dt ≥
∫ T

t0

[fx(x̄0(t), t)η(t) + fu(x̄0(t), t)χ(t)]dt, (4.52)

η′(t) = φx(x̄0(t), t)η(t) + φu(x̄0(t), t)χ(t), c.t.p. en [t0, T ], (4.53)

η(t0) = 0, (4.54)

mx(x̄0(t), t)η(t) +mu(x̄0(t), t)χ(t) = 0, (4.55)

q′(x0(T ))η(T ) = 0, (4.56)

0 ≥ gjx(x̄0(t), t)η(t) + gju(x̄0(t), t) χ(t), c.t.p. en t ∈ Rj(x̄0), (4.57)

donde Rj(x̄0) es definido en (4.21), η := η(x̄, x̄0) y χ := χ(x̄, x̄0) es definida para casi todo t en

[t0, T ], χ(t) = λ(u(t)− u0(t)), λ > 0 y u en IntU , con U definido en (4.6).

En ausencia de restricciones de igualdad, de restricciones de desigualdad en la variable estado

y de condiciones finales, en el tiempo T , la noción de KT-invex introducida en este trabajo

coincide, con la introducida por Oliveira et al en [80].

Teorema 56 Un KT-proceso x̄0 = (x0, u0), es una solución óptima del problema (P1) si y solo

si el problema (P1) es KT-invex en x̄0 = (x0, u0).

Demostración: Inicialmente supondremos que cada KT-proceso, es una solución óptima del

problema (P1) y demostraremos que el problema (P1) es KT-invex en x̄0 = (x0, u0).



Supongamos que cada KT-proceso x̄0 = (x0, u0), en X̂ := X×U , con U definido en (4.6), es una

solución óptima del problema (P1), esto implica, debido a la equivalencia de los problemas (P1)

y (POE), que cada punto KT, x̄0, es un es una solución óptima, del (POE), entonces, debido

al Teorema 29, el problema (POE) es KT-invex, en x̄0. Por lo tanto de acuerdo a la Definición

28, existe una función η̄ : X̂ × X̂ → X̂, tal que, para cada punto factible x̄ = (x, u) en X̂,

Φ(x̄)− Φ(x̄0) ≥ Φ′(x̄0)η̄ (4.58)

F̄ ′(x̄0)η̄ = 0 (4.59)

−G′
j(x̄0)η̄ ≥ 0, j ∈ I(G, x̄0), (4.60)

donde η̄ = η̄(x̄, x̄0) y donde I(G, x̄0) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas, definido

en (4.22).

Como η̄(x̄, x̄0) pertenece a X̂ := X × U , entonces existen η = η(x̄, x̄0) en X = Wn
1,1[t0, T ] y

χ = χ(x̄, x̄0) en U , componenetes de η̄ = η̄(x̄, x̄0), tales que η : [t0, T ]→ IRn y χ : [t0, T ]→ IRm.

En lo que sigue usaremos la siguiente notación,

η̄(t) = η̄(x̄, x̄0)(t) = (η(x̄, x̄0)(t), χ(x̄, x̄0)(t)) = (η(t), χ(t)), (4.61)

donde x̄ = (x, u), x̄0 = (x0, u0) son procesos factibles en X × U .

Obsevemos que como χ pertenece a U , donde U es un subconjunto cerrado convexo, con interior

no vaćıo de Lm
∞[t0, T ], entonces existe λ > 0 y u en Int U ,

χ(t) = λ(u(t)− u0(t)), c.t.p. en [t0, T ]. (4.62)

Por otro lado, de acuerdo a la definición de Φ′(x̄0) y F̄ ′(x̄0), dadas en (4.15) y (4.16), respec-

tivamente, obtenemos,

Φ′(x̄0)η̄ = Φ′(x̄0)(η, χ) =

∫ T

t0

(fx(x̄0(t), t)η(t) + fu(x̄0(t), t)χ(t))dt (4.63)

y, para t en [t0, T ],

F̄ ′(x̄0)(η, χ)(t) =
(
F ′
1(x̄0)(η, χ)(t), F

′
2(x̄0)(η, χ)(t), F

′
3(x̄0)(η, χ)(t)

)
, (4.64)

donde

F ′
1(x̄0)(η, χ)(t) = η(t)−

∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)η(τ) + φu(x̄0(τ), τ)χ(τ)dτ,

F ′
2(x̄0)(η, χ)(t) = mx(x̄0(t), t)η(t) +mu(x̄0(t), t)χ(t),

F ′
3(x̄0)(η, χ)(t) = q′(x0(T ))η(T ).

Además como,

−G′
j(x̄0)η̄ > 0L1

∞
⇐⇒ −(G′

j(x̄0)η̄)(t) ≥ 0 IR, c.t.p. en [t0, T ],



con (G′
j(x̄0)η̄)(t) = gjx(x̄0(t), t)η(t) + gju(x̄0(t), t)χ(t).

Entonces, de acuerdo al Lema 49,

−G′
j(x̄0)η̄ > 0L1

∞
, j ∈ I(G, x̄0) ⇐⇒ −(gjx(x̄0(t), t)η(t) + gju(x̄0(t), t)χ(t)) ≥ 0,

t ∈ Rj .
(4.65)

Por lo tanto, reemplazando Φ, definido en (4.7) y las expresiones (4.63), (4.64) y (4.65), en

(4.58), (4.59) y (4.60) respectivamente, obtenemos,∫ T

t0

[f(x̄, t)− f(x̄0(t), t)]dt ≥
∫ T

t0

[fx(x̄0(t), t)η(t) + fu(x̄0(t), t)χ(t)]dt

η(t)−
∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)η(τ) + φu(x0(τ), y0(τ), τ)χ(τ)dτ = 0, c.t.p. en [t0, T ],

mx(x̄0(t), t)η(t) +mu(x̄0(t), t)χ(t) = 0, c.t.p. en [t0, T ]

q′(x0(T ))η(T ) = 0

0 ≥ gjx(x̄0(t), t)η(t) + gju(x̄0(t), t) χ(t), c.t.p. en t ∈ Rj(x̄0),

donde la segunda igualdad es equivalente a,

η′(t) = φx(x̄0(t), t)η(t) + φu(x̄0(t), t)χ(t), η(t0) = 0.

De lo anteriormente expuesto podemos asegurar la existencia de funciones η = η(x̄, x̄0) y χ =

χ(x̄, x̄0), tal que χ(t) = λ(u(t) − u0(t)), con u en IntU , las cuales satisfacen las ecuaciones

(4.52)-(4.57), lo que implica que el problema (P1) es KT-invex.

Rećıprocamente, supondremos ahora que el problema (P1) es KT-invex, en el proceso x̄0 =

(x0, u0), y mostraremos que si x̄0 = (x0, u0) es un KT-proceso del problema (P1), entonces

necesariamente, es solución óptima del problema (P1).

Supongamos que el problema (P1) es KT-invex, en el proceso x̄0 = (x0, u0), esto implica que el

(POE) es KT-invex, en el punto x̄0, que es una condición necesaria y suficiente, de acuerdo al

Teorema 29, para que cada punto KT sea un punto óptimo del (POE).

Ahora como los problemas (P1) y (POE) son equivalentes, se sigue que: si el punto factible x̄0

es un punto óptimo del (POE), entonces el proceso factible (x0, u0) es óptimo del problema (P1)

y, como es probado en el trancurso de la demostración del Teorema 53, si x̄0 es un punto KT

del (POE), entonces, (x0, u0) es un KT-proceso del problema (P1), podemos concluir, por tanto,

que x̄0 = (x0, u0) es un proceso óptimo del problema (P1).

El teorema queda aśı demostrado.

El teorema anterior, caracteriza completamente los problemas de control KT-invex.



4.3. Problemas No Regulares

Las condiciones necesarias de optimalidad, de primer orden, establecidas por el Principio del

Máximo Local, clásico, presentado en el caṕıtulo anterior, son útiles cuando el problema es

regular o normal, esto es, cuando el multiplicador asociado a la función objetivo, es no nulo,

es decir λ0 es no nulo. Las condiciones suficientes para asegurar que λ0 > 0 son denominadas

condiciones de regularidad o normalidad, ver [39], [6] y [43]. Si las restricciones de igualdad

y desigualdad satisfacen alguna condición de regularidad para un proceso dado, x̄0 = (x0, u0),

entonces se dice que x̄0 = (x0, u0) es un proceso regular, o bien, que las restricciones son regulares

en el proceso x̄0 = (x0, u0), en caso contrario el proceso es denominado no regular o anormal.

En esta sección presentaremos el Principio del Máximo Local Extendido, el cual generaliza el

Principio del Máximo Local clásico, presentado en la sección anterior, que establece condicio-

nes necesarias de optimalidad, de segundo orden no degeneradas, para un problema de control

óptimo, aún cuando sea no regular. Previamente introduciremos, el concepto 2-regularidad que,

como veremos, es fundamental para establecer condiciones necesarias de optimalidad de segun-

do orden no degeneradas. Introduciremos la noción de 2-KTinvexidad, para la obtención de

condiciones suficientes de optimalidad.

Para establecer condiciones de optimalidad de segundo orden, para el problema (P1), conside-

ramos las siguientes hipótesis sobre las funciones: f es continuamente diferenciable, φ, q, h y g

son dos veces continuamente diferenciables, con respecto a (x, u) y todas ellas, para cada (x, u),

medibles en t. y que el subespacio ImF̄ ′(x̄0) es cerrado en Y = (W1,1[t0, T ]× Lm
∞[t0, T ]× IRk),

donde F̄ ′(x̄0) es definido en (4.16). Denotaremos por ˆ(P1) y ( ˆPOE) para indicar los problemas

(P1) y (POE) respectivamente, con las hipótesis antes mencionadas.

Inicialmente daremas la definición de proceso 2-regular, para las restricciones del problema ˆ(P1)

que es equivalente al problema abstracto (POE), y condiciones suficientes que aseguren que un

proceso x̄0 = (x0, u0) sea regular.

Definición 57 Diremos que x̄0 = (x0, u0) es un proceso 2-regular del conjunto factible Q, del

problema ˆ(P1), si el cono tangente a las restricciones de igualdad, en el proceso factible x̄0 =

(x0, u0), es,

TQ1(x̄0) =
{
h̄ = (h, v) ∈ X × U, ∃ x̄h̄ = (xh, uv) ∈ X × U ;

h′(t)− φx(x̄0(t), t)h(t)− φu(x̄0(t), t)v(t) = 0,

h(t0) = 0,mx(x̄0(t), t)h(t) +mu(x̄0(t), t)v(t) = 0, q′(x0(T ))h(T ) = 0,

x′h(t)− φx(x̄0, t)xh(t)− φu(x̄0, t)uv(t)− φxx(x̄0, t)[h(t), h(t)]−

2φxu(x̄0, t)[h(t), v(t)]− φuu(x̄, t)[v(t), v(t)] = 0, xh(t0) = 0,

q′(x0(T ))xh(T ) + q′′(x0(T ))[h(T ), h(T )] = 0, t0 ≤ t ≤ T
}
,

(4.66)



y además para todo h̄ = (h, v) en HQ(x̄0), con Q definido en (4.2), existen (h1, v1), (h2, v2),

tales que,

h′2(t)− φx(x̄0(t), t)h2(t)− φu(x̄0(t), t)v2(t) = 0,

mx(x̄0(t), t)h2(t) +mu(x̄0(t), t)v2(t) = 0

h′1(t)− φx(x̄0(t), t)h1(t)− φu(x̄0(t), t)v1(t)− φxx(x̄0(t), t)[h, h1]−

φxu(x̄0(t), t)[h, v1]− φux(x̄0(t), t)[v, h1]− φuu(x̄, t)[v, v1] = 0,(4.67)

mx(x̄0(t), t)h1(t) +mu(x̄0(t), t)u1(t) +mxx(x̄0(t), t)[h(t), h2(t)] +

mxu(x̄0(t), t)[h(t), v2(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), h2(t)] +muu(x̄0(t), t)[v(t), v2(t)] = 0

y

gjx(x̄0(t), t)h2(t) + gju(x̄0(t), t)v2(t) < 0, t ∈ Rj(x̄0; h̄), c.t.p.

gjx(x̄0(t), t)h1(t) + gju(x̄0(t), t)v1(t) (4.68)

+gjxx(x̄0(t), t)[h(t), h2(t)] + gjxu(x̄0(t), t)[h(t), v2(t)] + gjuxx̄0(t), t)[v(t), h2(t)] +

gjuu(x̄0(t), t)[v(t), v2(t)] < 0, t ∈ R̃j(x̄0, h̄), c.t.p.

con condiciones de borde,

h1(t0) = 0, h2(t0) = 0, q′(x0(T ))h2(T ) = 0

q′(x0(T ))h1(T ) + q′′(x0(T ))[h(T ), h2(T )] = 0,

(4.69)

donde

HQ(x̄0) =
{
h̄ = (h, v) ∈ TQ1(x̄0), g

′
j(x̄0(t), t)h̄ ≤ 0, j ∈ Rj(x̄0),

g′j(x̄0(t), t)x̄h̄ + g′′j (x̄0(t), t)[h̄, h̄] < 0, j ∈ Rj(x̄0, h̄), j = 1, · · · , r
}
,

(4.70)

Rj(x̄0, h̄) es definido en (4.24) y

R̃j(x̄0, h̄) = {t ∈ Rj(x̄0, h), g′j(x̄0(t), t)h̄+ g′′j (x̄0(t), t)[h̄, h̄] = 0}, j = 1, · · · , r. (4.71)

El siguiente lema nos será útil, para la demostración del Teorema del Principio del Máximo

Local Extendido, presentado en la siguiente sección.

Lema 58 El proceso x̄0 = (x0, u0) es un proceso 2-regular del conjunto factible Q, del problema
ˆ(P1) si y solamente si, x̄0 es un punto 2-regular del conjunto factible M̄ del problema (POE).

Demostración: De forma inmediata, podemos ver que la ecuación diferencial,

h′(t)− φx(x̄0, t)h(t)− φu(x̄0, t)v(t) = 0, h(t0) = 0



o bien la ecuación integral,

h(t)−
∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)h(τ) + φu(x̄0(τ), τ)v(τ)dτ = 0 (4.72)

y las condiciones,

mx(x̄0, t)h(t) +mu(x̄0, t)v(t) = 0 (4.73)

q′(x0(T ))h(T ) = 0, (4.74)

son equivalentes a que F̄ ′(x̄0)h̄ = 0, donde F̄ ′(x̄0) = (F ′
1(x̄0), F

′
2(x̄0), F

′
3(x̄0)), es definido en

(4.16).

Similarmente, es fácil ver que la condición de que existe (xh, uv), tal que,

x′h(t)− φx(x̄0, t)xh(t)− φu(x̄0, t)uv(t)− φxx(x̄0, t)[h(t), h(t)]−

2φxu(x̄0, t)[h(t), v(t)]− φuu(x̄, t)[v(t), v(t)] = 0

xh(t0) = 0,

esto es,

xh(t)−
∫ t

t0

(
φx(x̄0(τ), τ)xh(τ) + φu(x̄0(τ), τ)uv(τ)− φxx(x̄0(τ), τ)[h(τ), h(τ)]−

2φxu(x̄0(τ), τ)[h(τ), v(τ)]− φuu(x̄0(τ), τ)[v(τ), v(τ)]
)
dτ = 0,

y las condiciones,

mx(x̄0(t), t)xh(t) +mu(x̄0(t), t)uv(t) +mxx(x̄0(t), t)[h(t), h(t)]+

2mxu(x̄0(t), t)[h(t), v(t)] +muu(x̄0(t), t)[v(t), v(t)] = 0

q′(x0(T ))xh(T ) + q′′(x0(T ))[h(T ), h(T )] = 0,

son equivalentes, a la condición que existe x̄h̄ en X̂, talque F̄ ′(x̄0)x̄h̄ + F̄ ′′(x̄0)[h̄, h̄] = 0, donde

F̄ ′′(x̄0) es definido en (4.17).

Por lo tanto el cono tangente a las restricciones de interior no vaćıo, en el punto x̄0 del (PCO),

es

TMF̄
(x0) =

{
h̄ ∈ X̂, ∃ x̄h̄ ∈ X̂, F̄ ′(x̄0)h̄ = 0, F̄ ′(x0)x̄h̄ + F̄ ′′(x0)[h̄, h̄] = 0

}
. (4.75)

Por otro lado si observamos que R̃j(x̄0, h̄) está formado por los t en Rj(x̄0, h̄), definido en

(4.24), tal que g′j(x̄0(t), t)x̄h̄ + g′′j (x̄0(t), t)[h̄, h̄] = 0, que es equivalente a,

G′
j(x̄0)h̄(t) = 0

(G′
j(x̄0)x̄h̄ +G′′

j (x̄0)[h̄, h̄])(t) = 0



y, tomamos en consideración la equivalencia (4.23), es posible probar de manera análoga a la

demostración del Lema 49, que

t ∈ R̃j(x̄0, h̄)⇐⇒ j ∈ Ĩh̄(G, x̄0), (4.76)

donde

Ĩh̄(G, x̄0) = {j ∈ Ih̄(G, x̄0), G′
j(x0)x̄h̄ +G′′

j (x0)[h̄, h̄] = 0}, (4.77)

con Ih̄(G, x̄0), definido en (4.25).

Por lo tanto, la condición, para todo h̄ = (h, v) en HQ(x̄0), con Q definido en (4.2), existen

(h1, v1), (h2, v2) satisfaciendo (4.67), (4.68) y (4.69) simultáneamente, es equivalente a decir,

debido a la equivalencia (4.12), que para todo h̄ en HM̄ (x0), el sistema,
F̄ ′(x̄0)ξ2 = 0

F̄ ′(x̄0)ξ1 + F̄ ′′(x̄0)[h̄, ξ2] = 0,

G′
j(x̄0)ξ2 < 0, ∀ j ∈ Ih̄(G, x̄0)

G′
j(x̄0)ξ1 +G′′

j (x̄0)[h̄, ξ2] < 0, ∀ j ∈ Ĩh̄(G, x̄0),

(4.78)

tiene solución ξ1, ξ2 ∈ X̂, con ξ1 = (h1, v1), ξ2 = (h2, v2), donde

HM̄ (x̄0) =
{
h̄ ∈ X̂, F̄ ′(x̄0)h̄ = 0, G′

j(x̄0)h̄ 6 0, j ∈ I(G, x̄0), ∃ x̄h̄ ∈ X̂, F̄ ′(x̄0)x̄h̄ +

F̄ ′′(x̄0)[h̄, h̄] = 0, G′
j(x̄0)x̄h̄ +G′′

j (x̄0)[h̄, h̄] < 0, i ∈ Ih̄(G, x̄0)
} (4.79)

y M̄ es el conjunto factible del ( ˆPOE).

Por lo tanto de acuerdo a la Definición 36, el punto x̄0, es un punto 2-regular del ( ˆPOE).

4.3.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Nosotros ahora presentaremos el Principio del Máximo Local Extendido que establece condi-

ciones de optimalidad de segundo orden, no degeneradas, para el problema ˆ(P1), aún cuando

el problema sea no regular. Estas condiciones se obtienen a partir de las condiciones 2-Karush-

Kuhn-Tucker-Avakov, en espacios de Banach, presentado en sección 3.2.1.

Teorema 59 Para que un proceso factible x̄0 = (x0, u0) sea solución del problema ˆ(P1), es

necesario que, para todo h̄ = (h, v) en HQ(x̄0), definido en (4.70), tal que Φ′(x̄0)h̄ = 0, existan

un número λ0 = λ0(h̄), λ0 ≥ 0, vectores a = a(h̄), ã = ã(h̄) en IRk y funciones ψ = ψ(h̄), ψ̃ =

ψ̃(h̄) : [t0, T ] → IRn, ω = ω(h̄), ω̃ = ω̃(h̄) en bl.a.(t0, T ), y γj = γj(h̄), γ̃j = γ̃j(h̄) en

b.a.(t0, T ), con soporte en Rj(x̄0, h̄) y en R̃j(x̄0, h̄), j = 1, · · · , k, definidos en (4.24) y (4.71)



respectivamente, no todos nulos simultáneamente, tales que,

λ0fx(x̄0, t) +

k∑
j=1

g∗jx(x̄0, t)γ̂j(t) +

k∑
j=1

g∗j xx(x̄0, t)(h)
ˆ̃γj(t) +

k∑
j=1

g∗j ux(x̄0, t)(v)
ˆ̃γj(t)

−φ∗
x(x̄0, t)ψ(t) +m∗

x(x̄0, t)ω̂(t)− φ∗
xx(x̄0, t)(h)ψ̃(t)− φ∗

ux(x̄0, t)(v)ψ̃(t)

+m∗
xx(x̄0, t)(h)ˆ̃ω(t) +m∗

ux(x̄0, t)(v)ˆ̃ω(t) = ψ′(t),

(4.80)

con la condición final,

ψ(T ) = −q′∗(x0(T ))a− (q′′(x0(T ))h(T ))
∗ã, (4.81)

y

ψ̃′(t) = −
k∑

j=1

g∗jx(x̄0, t)
ˆ̃γj(t) + φ∗

x(x̄0, t)ψ̃(t)−m∗
x(x̄0, t)ˆ̃ω(t) (4.82)

con la condición,

ψ̃(T ) = −q′∗(x0(T ))ã. (4.83)

Además satisfacen la condición del máximo,

λ0

∫ T

t0

fu(x̄0, t)(u− u0)dt+
k∑

j=1

∫
t∈Rj(x̄0)

gju(x̄0, t)(u− u0)dγj

+
k∑

j=1

∫
t∈Rj(x̄0;h̄)

(gjxu(x̄0, t)(u− u0)gjuu(x̄0, t))(u− u0)dγ̃j

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0, t)ψ(t)(u− u0)dt+

∫ T

t0

mu(x̄0, t)(u− u0)dω

−
∫ T

t0

φ∗
xu(x̄0, t)(h)ψ̃(t) + φ∗

uu(x̄0, t)(v)ψ̃(t))(u− u0)dt

+

∫ T

t0

(mux(x̄0, t)(h) +muu(x̄0, t)(v))(u− u0)dω̃ ≥ 0

(4.84)

y

k∑
j=1

g∗j u(x̄0(t), t)
ˆ̃γj − φ∗

u(x̄0, t)ψ̃(t) +m′∗(x̄0, t)ˆ̃ω = 0, (4.85)

para casi todo t0 ≤ t ≤ T y para todo u ∈ U , tal que u(t) pertenezca U, donde g∗jx , g
∗
ju
, φ∗

x y φ∗
u

son los operadores adjuntos de gjx , gju , φx y φu, respectivamente y donde ω̂(t), ˆ̃ω(t), γ̂j(t), ˆ̃γj(t),



j = 1, · · · , r, son las derivadas de Radon Nikodym de los funcionales absolutamente continuos

faω, f
a
ω̃, f

a
γj y faγ̃j dado por,

faω(z(t)) =

∫ T

t0

z(t)dω faω̃(z(t)) =

∫ T

t0

z(t)dω̃,

faγj (h̄)(z(t)) =

∫
Rj(x̄0,h̄)

z(t)dγj f̃aγ̃j (h̄)(z(t)) =

∫
R̃j(x̄0,h̄)

z(t)dγ̃j j = 1, · · · , k.

(4.86)

Demostración: La demostración que daremos es en la misma dirección de la demostración del

Teorema 53, solo que ahora se basa en la aplicación del Teorema 45, por lo tanto verificaremos

que las hipótesis de este teorema se cumplan.

De acuerdo a las hipótesis impuestas a las funciones que definen el problema f, φ, m, h y q,
ˆ(P1), es inmediato que, el funcional Φ, definido en (4.7), es Frechêt diferenciable, en tanto que

los operadores G y F̄ , definidos en (1) y (2), son dos veces continuamente diferenciables, con

respecto a (x, u) y todas ellas, para cada (x, u), medibles en t.

Supongamos inicialmente que el proceso óptimo x̄0 = (x0, u0) del problema ˆ(P1), es un proceso

2-regular, entonces, siendo el problema ˆ(P1) equivalente al Problema de Optimización Escalar

( ˆPOE), el punto x̄0 es un punto óptimo del ( ˆPOE) y de acuerdo al Lema 58, también es un

punto 2-regular.

Por lo tanto como el punto factible x̄0, es una solución óptima, local o global, y es un punto

2-regular del (PE), tal que Φ′(x̄0)h̄ ≥ 0, para todo h̄ en HM (x̄0) entonces, de acuerdo al Teorema

45, x̄0 es un punto KTA, en la dirección h̄ en HM (x̄0), lo que implica, de acuedo a la Definición

44, que existen funciones µj = µj(h̄) en (L1
∞[t0, T ])

∗, j = 1, · · · , l, ψ̄ = (ψ1, ψ2, ψ3),
¯̃
ψ =

(ψ̃1, ψ̃2, ψ̃3) en Y ∗ = (Wn
1,1[t0, T ] × Ll

∞[t0, T ] × IRk)∗, ψi = ψi(h), ψ̃i = ψ̃i(h), i = 1, 2, 3, no

todas identicamente nulos, tales que,

Φ′(x̄0) +
∑

j∈Ih̄(G,x̄0)

G′∗
j (x̄0)µj +

∑
j∈Ĩh(G,x0)

G′′∗
j (x0)(h̄)µ̃j +

3∑
i=1

F ′∗
i (x0)ψi

+
3∑

i=1

F ′′∗
i (x0)(h̄)ψ̃i = fs(h̄)

∑
j∈Ĩh̄(G,x̄0)

G′∗
j (x0)µ̃j +

3∑
i=1

F ′∗
i (x0)ψ̃i = 0,

donde µj(z) y µ̃j(z̃) son no negativos para todo z en ImG′
j(x0), subespacio cerrado L1

∞[t0, T ], y

z̃ en L1
∞[t0, T ] \ ImG′

j(x0), fs(h̄) = (0, f̃s(h̄)), con f̃s funcional soporte para el conjunto U , en
u0, es decir,

f̃s(h̄)(u− u0) > 0, ∀ u ∈ U

y donde Ih̄(G, x̄0), Ĩh̄(G, x̄0) son definidos en (4.25) y (4.77) respectivamente.



Notemos que, por ser ImG′
j(x0), un subespacio cerrado en L1

∞[t0, T ], (Ver cap. 4 [87])

µj ∈ (ImG′
j(x̄0))

∗ ∼= (L1
∞[t0, T ])

∗ \ [ImG′
j(x̄0))]

⊥ ∼= b.a.(t0, T ) \ [ImG′
j(x̄0)]

⊥

µ̃j ∈ (L1
∞[t0, T ] \ ImG′

j(x̄0))
∗ ∼= [ImG′

j(x̄0)]
⊥ ∼= Ker(G′

j(x̄0))
∗ ⊂ b.a.(t0, T ),

(4.87)

donde ∼= indica la relación de isomorfismo isométrico.

Considerando ahora la definición de operador adjunto obtenemos, para todo (h̃, ṽ) en X × U =

Wn
1,1[t0, T ]× Lm

∞[t0, T ],

Φ′(x̄0)(h̃, ṽ) +
∑

j∈Ih̄(G,x̄0)

⟨µj , G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)⟩+

∑
j∈Ĩh̄(G,x̄0)

⟨µ̃j , G′′
j (x̄0)(h̄)(h̃, ṽ)⟩

+
3∑

i=1

⟨ψi, F
′
i (x̄0)(h̃, ṽ) +

3∑
i=1

⟨ψ̃i, F
′′
i (x̄0)(h̄)(h̃, ṽ)⟩ = f̃s(h̄)(ṽ).

(4.88)

∑
j∈Ĩh̄(G,x̄0)

⟨µ̃j , G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)⟩+

3∑
i=1

⟨ψ̃i, F
′
i (x̄0)(h̃, ṽ)⟩ = 0. (4.89)

En lo que sigue determinaremos expĺıcitamente los términos de la expresión (4.88) y, posterior-

mente los términos de la expresión (4.89).

1. La primera derivada del funcional Φ, en x̄0 = (x0, u0), es definida, para cada (h̃, ṽ) en

X × U ,

Φ′(x̄0)(h̃, ṽ) =

∫ T

t0

(fx(x̄0, t)h̃(t) + fu(x̄0, t)ṽ(t))dt. (4.90)

2. Tomando en consideración (4.23), (4.76) y (4.87), podemos asegurar, dado que µj , j en

Ih̄(x̄0), y µ̃j , j en Ĩh̄(x̄0), pertenecen (L1
∞[t0, T ])

∗, que existen γj(t), γ̃j(t), en b.a.(t0, T ) con

soporte en Rj(x̄0, h̄) y R̃j(x̄0, h̄) respectivamente, tales que, para G′
j(x̄0)(h̃, ṽ), G

′′
j (x̄0)(h̄)(h̃, ṽ)

en L1
∞[t0, T ],

⟨µj , G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)⟩ =

∫ T

t0

G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)(t)dγj

=

∫ T

t0

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t))dγj

=

∫
Rj(x̄0,h̄)

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t))dγj ,



y

⟨µ̃j , G′′
j (x̄0)(h̄)(h̃, ṽ)⟩ =

∫ T

t0

G′′
j (x̄0)(h̄)(h̃, ṽ)(t)dγ̃j

=

∫ T

t0

(
gjxxx̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gjxux̄0(t), t)[h(t), ṽ(t)]

gjuxx̄0(t), t)[v(t), h̃(t)] + gjuux̄0(t), t)[v(t), ṽ(t)]
)
dγ̃j

=

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(
gjxxx̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gjxux̄0(t), t)[h(t), ṽ(t)]

gjuxx̄0(t), t)[v(t), h̃(t)] + gjuux̄0(t), t)[v(t), ṽ(t)]
)
dγ̃j .

Si usamos la notación,

fγj (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))) :=

∫
Rj(x̄0,h̄)

gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))dγj

f̃γj (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h̃(t), ṽ(t)), (h̃(t), ṽ(t))]) :=∫

R̃j(x̄0,h̄)
gj

′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), ṽ(t)]dγ̃j ,

entonces,

⟨µj , G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)⟩ = fγj (h̄)(gj

′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)))

⟨µ̃j , G′′
j(x̄0)(h̄)(h̃, ṽ)⟩ = f̃γ̃j (h̄)(gj

′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), ṽ(t))]).
(4.91)

Como todo funcional lineal definido sobre L∞[t0, T ], puede ser representado, (ver [41]),

como la suma directa de un funcional absolutamente continuo y un funcional singular,

entonces es posible, la siguiente representación, para µj y µ̃j, j = 1, · · · , k, en (L∞[t0, T ])
∗,

µj := µaj + µsj , y µ̃j := µ̃aj + µ̃sj , donde µ
a
j y µ̃aj son absolutamente continuas y µsj y µ̃sj son

singulares.

Para las partes absolutamente continuas existen γ̂j y ˆ̃γj en L1[t0, T ], j = 1, · · · , r, llamadas

derivadas de Radon Nikodym, tales que, para z, z̃ en L∞[t0, T ],

⟨µaj , z⟩ =

∫ T

t0

z(t)γ̂j(t)dt =

∫
Rj(x̄0,h̄)

z(t)γ̂j(t)dt := faγj (h̄)(z(t)), j = 1, · · · , k

⟨µ̃aj , z̃⟩ =

∫ T

t0

z̃(t)ˆ̃γj(t)dt =

∫
R̃j(x̄0,h̄)

z̃(t)ˆ̃γj(t)dt := f̃aγj (h̄)(z̃(t)), j = 1, · · · , k.
(4.92)

3. Puesto que ψ̄ = (ψ1, ψ2, ψ3) y
¯̃
ψ = (ψ̃1, ψ̃2, ψ̃3) están en Y ∗ = (Wn

1,1[t0, T ] × Ll
∞[t0, T ] ×

IRk)∗ podemos garantizar, por la representación única de ψ1 y ψ̃1 en X∗ = (Wn
1,1[t0, T ])

∗,

(ver cap.0 [52]), la existencia de ψ, ψ̃ en Ln
∞[t0, T ] y b, b̃ en IRn tales que,

⟨ψ1, F
′
1(x̄0)(h̃, ṽ)⟩ = ⟨b, F ′

1(x̄0)(h̃, ṽ)(t0)⟩+
∫ T

t0

ψ(t)
d

dt
F ′
1(x̄0)(h̃, ṽ)(t)dt

= ⟨b, h̃(t0)⟩+
∫ T

t0

ψ(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t)− φu(x̄0(t), t)ṽ(t))dt,



y

⟨ψ̃1, F
′′
1 (x̄0)[(h, v), (h̃, ṽ)]⟩ = ⟨b̃, F ′′

1 (x̄0)[(h, v), (h̃, ṽ)](t0)⟩ −
∫ T

t0

ψ̃(t)
d

dt
(F ′′

1 (x̄0)(h, v))(h̃, ṽ)(t)dt

= −
∫ T

t0

ψ̃(t)
(
φxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + φxu(x̄0(t), t)[h(t), ṽ(t)]

+φux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)] + φuu(x̄0(t), t)[v(t), ṽ(t)]
)
dt.

Además dado que ψ2, ψ̃2 pertenecen a U l∗ := Ll
∞[t0, T ]

∗, existen ω, ω̃ en bl.a.(t0, T ) tales

que,

⟨ψ2, F
′
2(x̄0)(h̃, ṽ)⟩ =

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h̃(t) +mu(x̄0(t), t)ṽ(t))dω

:= fω(m
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)))

⟨ψ̃2, (F
′′
2 (x̄0)(h, v))(h̃, ṽ)⟩ =

∫ T

t0

(
mxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] +mxu(x̄0(t), t)[h(t), ṽ(t)]

+mux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)] +muu(x̄0(t), t)[v(t), ṽ(t)]
)
dω̃

:= fω̃(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), ṽ(t))])

y dado que ψ3, ψ̃3, pertenecen a ( IRk)∗ ∼= IRk, existen vectores a y ã en IRk, tal que,

⟨ψ3, (F
′
3(x̄0)(h̃, ṽ))⟩ = ⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩,

y

⟨ψ̃3, (F
′′
3 (x̄0)(h, v))(h̃, ṽ)⟩ = ⟨ã, q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )]⟩.

Por lo tanto

3∑
i=1

⟨ψi, F
′
i (x̄0)(h̃, ṽ)⟩ =

∫ T

t0

ψ(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t)− φu(x̄0(t), t)ṽ(t))dt

+ ⟨b, h̃(t0)⟩+ fω(m
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)) + ⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩

(4.93)

y

3∑
i=1

⟨ψ̃i, (F
′′
i (x̄0)(h, v))(h̃, ṽ)⟩ = −

∫ T

t0

ψ̃
(
φxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)]

+φxu(x̄0(t), t)[h(t), ṽ(t)] + φux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)] + φuu(x̄0(t), t)[v(t), ṽ(t)]
)
dt

+fω̃(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t), (h̃(t), ṽ(t)]) + ⟨ã, q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )]⟩.

(4.94)



Reemplazando (4.90) (4.91), (4.93) y (4.94) en (4.88),∫ T

t0

(fx(x̄0(t), t)h̃(t) + fu(x̄0(t), t)ṽ(t))dt+

k∑
j=1

fγj (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)))

+

k∑
j=1

f̃γ̃j (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), ṽ(t))]) +

∫ T

t0

ψ(t)
(
h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t)

−φu(x̄0(t), t)ṽ(t)
)
dt+ ⟨b, h̃(t0)⟩+ fω(m

′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)) + ⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩

−
∫ T

t0

ψ̃(t)
(
φxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + φxu(x̄0(t), t)[h(t), ṽ(t)]

+φux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)] + φuu(x̄0(t), t)[v(t), ṽ(t)]
)
dt

+fω̃(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), ṽ(t))]) + ⟨ã, q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )]⟩ = f̃s(h̄)(ṽ).

(4.95)

Como la identidad (4.95) es válida para todo (h̃, ṽ) en X × U , en particular es válida, para

(h̃, ṽ) = (h̃, 0) en X × U , con h̃(t0) = 0, de donde obtenemos,∫ T

t0

fx(x̄0, t)h̃(t)dt+

k∑
j=1

fγj (gj
′(x̄0(t), t)h̃(t)) +

k∑
j=1

f̃γ̃j (gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

+

∫ T

t0

ψ(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t))dt+ fω(m
′(x̄0(t), t)(h̃(t), 0)) + ⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩

−
∫ T

t0

ψ̃(t)(φxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + φux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])dt

+fω̃(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)]) + ⟨ã, q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )]⟩ = 0.

(4.96)

Tomando en consideración (4.91) y (4.92), escribimos,∫ T

t0

gjx(x̄0(t), t)h̃(t)dγj = fγj (h̄)(gjx(x̄0(t), t)h̃(t))

= faγj (h̄)(gjx(x̄0(t), t)h̃(t)) + f sγj (h̄)(gjx(x̄0(t), t)h̃(t))

=

∫
Rj(x̄0,h̄)

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t))γ̂j(t)dt+ fsγj (h̄)(gjx(x̄0(t), t)h̃(t))

(4.97)

y ∫ T

t0

(gjxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gjux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])dγj

= f̃γ̃j (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

= f̃aγ̃j (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)]) + f̃sγ̃j (h̄)(gj

′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

=

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gjux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])
ˆ̃γj(t)dt

+f̃ sγ̃j (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)]).

(4.98)



Análogamente,∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)h̃(t)dω = fω(h̄)(mx(x̄0(t), t)h̃(t))

= faω(h̄)(mx(x̄0(t), t)h̃(t)) + f sω(h̄)(mx(x̄0(t), t)h̃(t))

=

∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)h̃(t)ω̂(t)dt+ fsω(h̄)(mx(x̄0(t), t)h̃(t))

(4.99)

y ∫ T

t0

(mxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])dω̃

= f̃ω̃(h̄)(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

= f̃aω̃(h̄)(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)]) + f̃ sω̃(h̄)(m

′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

=

∫ T

t0

(mxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])ω̂(t)dt

+f̃ sω̃(h̄)(m
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)]).

Reemplazando el término anterior y los términos (4.97), (4.98) y (4.99) en (4.96), obtenemos,

−
k∑

j=1

f sγj (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), 0)−

k∑
j=1

f̃sγ̃j (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

−fsω(h̄)(m′(x̄0(t), t)(h̃(t), 0)− f̃sω̃(h̄)(m′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

=

∫ T

t0

fx(x̄0, t)h̃(t)dt+

k∑
j=1

∫
Rj(x̄0,h̄)

gjx(x̄0(t), t)h̃(t)γ̂j(t)dt+

k∑
j=1

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gjux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])
ˆ̃γj(t)dt

+

∫ T

t0

ψ(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t))dt+

∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)h̃(t)dt

+⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩ −
∫ T

t0

ψ̃(t)(φxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + φux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])dt

+

∫ T

t0

(mxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])ω̂(t)dt

+⟨ã, q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )]⟩,

(4.100)

para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0.

Cambiando ψ(t) sobre un conjunto de medida nula, si es necesario, establecemos la existencia

de una función absolutamente continua, satisfaciendo (4.100). Por tanto el lado izquierdo de



esta última la expresión es, simultáneamente, singular y absolutamente continua, lo que implica,

−
k∑

j=1

fsγj (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), 0)−

k∑
j=1

f̃ sγ̃j (h̄)(gj
′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)])

−f sω(h̄)(m′(x̄0(t), t)(h̃(t), 0)− f̃ sω̃(h̄)(m′′(x̄0(t), t)[(h(t), v(t)), (h̃(t), 0)]) = 0.

Usando este hecho e integración por partes donde consideramos h̃(t0) = 0,∫ T

t0

ψ(t) h̃′(t) dt = ⟨ψ(T ), h̃(T )⟩ − ⟨ψ(t0), h̃(t0)⟩ −
∫ T

t0

h̃(t)ψ′(t) dt

= ⟨ψ(T ), h̃(T )⟩ −
∫ T

t0

h̃(t)ψ′(t)dt,

obtenemos que,∫ T

t0

fx(x̄0, t)h̃(t)dt+

k∑
j=1

∫
Rj(x̄0,h̄)

gjx(x̄0(t), t)h̃(t)γ̂j(t)dt+

k∑
j=1

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + gjux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])
ˆ̃γj(t)dt

+⟨ψ(T ), h̃(T )⟩ −
∫ T

t0

ψ′(t)h̃(t)dt−
∫ T

t0

φx(x̄0(t), t)h̃(t)dt+

∫ T

t0

mx(x̄0(t), t)h̃(t)dt

+⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩ −
∫ T

t0

ψ̃(t)(φxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] + φux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])dt

+

∫ T

t0

(mxx(x̄0(t), t)[h(t), h̃(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), h̃(t)])ω̂(t)dt

+⟨ã, q′′(x0(T ))[h(T ), h̃(T )]⟩ = 0,

(4.101)

para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0.

Considerando la notación (4.92) y la definición de operador adjunto, obtenemos, desde (4.101),∫ T

t0

(
fx(x̄0, t) +

k∑
j=1

g∗jx(x̄0, t)γ̂j(t) +

k∑
j=1

(g∗j xx(x̄0, t)(h) + g∗j ux(x̄0, t)(v))
ˆ̃γj(t)− ψ′(t)

−φ∗
x(x̄0, t)ψ(t) +m∗

x(x̄0, t)ω̂(t)− φ∗
xx(x̄0, t)(h)ψ̃(t)− φ∗

ux(x̄0, t)(v)ψ̃(t) +m∗
xx(x̄0, t)(h)ˆ̃ω(t)

+m∗
ux(x̄0, t)(v)ˆ̃ω(t)

)
h̃(t)dt+ ⟨ψ(T ) + q′∗(x0(T ))a+ (q′′∗(x0(T ))h(T ))

∗ã, h̃(T )⟩ = 0,

para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0.



Si denotamos,

Â(t) := fx(x̄0, t) +
k∑

j=1

g∗jx(x̄0, t)γ̂j(t) +
k∑

j=1

(g∗j xx(x̄0, t)(h) + g∗j ux(x̄0, t)(v))
ˆ̃γj(t)− ψ′(t)

−φ∗
x(x̄0, t)ψ(t) +m∗

x(x̄0, t)ω̂(t)− φ∗
xx(x̄0, t)(h)ψ̃(t)

−φ∗
ux(x̄0, t)(v)ψ̃(t) +m∗

xx(x̄0, t)(h)ˆ̃ω(t) +m∗
ux(x̄0, t)(v)ˆ̃ω(t)

Ã(t) :=

∫ t

t0

Â(τ)dτ, B̂(T ) := ψ(T ) + q′∗(x0(T ))a+ (q′′∗(x0(T ))h(T ))
∗ã,

e integramos por partes, obtenemos para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0,∫ T

t0

Ã(t)h̃′(t)dt+ ⟨Ã(T ) + B̂(T ), h̃(T )⟩ = 0.

Como la relación anterior es válida para h̃ = h̃(·), con h̃(t0) = 0 arbitrario en X = Wn
1,1[t0, T ],

entonces por la unicidad de representación de los funcionales lineales y continuos sobre el espacio

W1,1([t0, T ]), (4.26), Ã(t) = 0 Ã(T ) +B(T ) = 0, lo que implica

fx(x̄0, t) +
k∑

j=1

g∗jx(x̄0, t)γ̂j(t) +
k∑

j=1

(g∗j xx(x̄0, t)(h) + g∗j ux(x̄0, t)(v))
ˆ̃γj(t)

−φ∗
x(x̄0, t)ψ(t) +m∗

x(x̄0, t)ω̂(t)− φ∗
xx(x̄0, t)(h)ψ̃(t)− φ∗

ux(x̄0, t)(v)ψ̃(t)

+m∗
xx(x̄0, t)(h)ˆ̃ω(t) +m∗

ux(x̄0, t)(v)ˆ̃ω(t) = ψ′(t)

y

ψ(T ) = −q′∗(x0(T ))a− (q′′∗(x0(T ))h(T ))
∗ã,

que corresponde a la ecuación (4.80) y (4.81), respectivamente.

De manera similar, como la identidad (4.95) es válida para todo (h̃, ṽ) en X ×U , en particular

es válida para (h̃, ṽ) = (0, ṽ). Considerando, por tanto, (h̃, ṽ) = (0, ṽ) en (4.95), la notación

(4.86) y la definición de operadores adjuntos, obtenemos,∫ T

t0

fu(x̄0(t), t)ṽdt+

k∑
j=1

∫
t∈Rj(x̄0)

gju(x̄0(t), t)ṽdγj

+

k∑
j=1

∫
t∈Rj(x̄0;h̄)

(gjxu(x̄0(t), t)gjuu(x̄0(t), t))ṽdγ̃j

−
∫ T

t0

φ∗
u(x̄0, t)ψ(t)ṽdt+

∫ T

t0

mu(x̄0, t)ṽdω

−
∫ T

t0

(φxu(x̄0, t)(h))
∗ψ̃(t) + (φuu(x̄0, t)(v))

∗ψ̃(t))ṽdt

+

∫ T

t0

(mux(x̄0, t)(h) +muu(x̄0, t)(v))ṽdω̃ = f̃s(h̄)(ṽ),



que corresponde, debido a que f̃s(h̄)(ṽ) es el funcional soporte para el conjunto U , en u0, esto

es f̃s(h̄)(u− u0) > 0, ∀ u ∈ U tal que u(t) pertenece a U, a la condición del máximo (4.84).

Ahora determinaremos expĺıcitamente los téminos de la expresión (4.89).

1. Dado que µ̃j , j en Ĩh̄(x̄0), pertenecen (L1
∞[t0, T ])

∗, existen γ̃j(t), en b.a.(t0, T ) con soporte

en R̃j(x̄0, h̄), tales que, para G′
j(x̄0)(h̃, ṽ) en L

1
∞[t0, T ],

⟨µ̃j , G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)⟩ =

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t))dγ̃j

= fγ̃j (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))

= faγ̃j (h̄)(gj
′(h̄)(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)) + f sγ̃j (h̄)(gj

′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))

=

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t))
ˆ̃γj(t)dt

+fsγ̃j (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)),

y debido a (4.76) obtenemos,

∑
j∈Ih̄(G,x̄0)

⟨µ̃j , G′
j(x̄0)(h̃, ṽ)⟩ =

k∑
j=1

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t))
ˆ̃γj(t)dt

+f sγ̃j (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t)).

2. Considerando ahora (4.93), (4.94) y que para
¯̃
ψ = (ψ̃1, ψ̃2, ψ̃3) en Y ∗ = (Wn

1,1[t0, T ] ×
Ll
∞[t0, T ]× IRk)∗ existen ψ̃ en Ln

∞[t0, T ], ω̃ en b.a.l(t0, T ) y ã en IRk, obtenemos

∑3
i=1⟨ψ̃i, F

′
i (x̄0)(h̃, ṽ)⟩ =

∫ T

t0

ψ̃(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t)− φu(x̄0(t), t)ṽ(t))dt

+

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h̃(t) +mu(x̄0(t), t)ṽ(t)ˆ̃ω(t)dt

+f sω̃(m
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))) + ⟨ã, q′(x0(T ))h̃(T )⟩,

donde ˆ̃γj(t), j en Ih̄(G, x̄0), con soporte en R̃j(x̄0, h̄) y ˆ̃ω son la derivada de Radon Nikodym

dadas en (4.86).

Reemplazando las dos últimas igualdades en (4.89) obtenemos,

k∑
j=1

∫
R̃j(x̄0,h̄)

(gjx(x̄0(t), t)h̃(t) + gju(x̄0(t), t)ṽ(t))
ˆ̃γj(t)dt+ fsγ̃j (h̄)(gj

′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))∫ T

t0

ψ̃(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t)− φu(x̄0(t), t)ṽ(t))dt

+

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h̃(t) +mu(x̄0(t), t)ṽ(t)ˆ̃ω(t)dt

+f sω̃(m
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))) + ⟨ã, q′(x0(T ))h̃(T )⟩ = 0.

(4.102)



Como esta identidad es válida para todo (h̃, ṽ) en X ×U , en particular es válida, para (h̃, 0) en

X × U , con h̃(t0) = 0, considerando entonces (h̃, ṽ) = (h̃, 0), con h̃(t0) = 0 obtenemos,

k∑
j=1

∫
R̃j(x̄0,h̄)

gjx(x̄0(t), t)h̃(t)
ˆ̃γj(t)dt+ f sγ̃j (h̄)(gj

′(x̄0(t), t)(h̃(t), 0)∫ T

t0

ψ̃(t)(h̃′(t)− φx(x̄0(t), t)h̃(t))dt+

∫ T

t0

(mx(x̄0(t), t)h̃(t) +mu(x̄0(t), t)ṽ(t)ˆ̃ω(t)dt

+fsω̃(m
′(x̄0(t), t)(h̃(t), ṽ(t))) + ⟨ã, q′(x0(T ))h̃(T )⟩ = 0.

Integrando por partes y reordenando los términos obtenemos,

−
k∑

j=1

f sγ̃j (h̄)(gjx(x̄0(t), t)h̃)− f̃
s
ω̃(mx(x̄0(t), t)h̃) =

∫ T

t0

( k∑
j=1

gjx(x̄0(t), t)h̃
ˆ̃γj(t)

−ψ̃′(t)h̃− ψ̃φx(x̄0(t), t)h̃+mx(x̄0(t), t)h̃ ˆ̃ω(t)
)
dt+ ⟨ψ̃(T ), h̃(T )⟩+ ⟨a, q′(x0(T ))h̃(T )⟩,

(4.103)

para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0 y donde ψ̃ pertenece U = Lm

∞[t0, T ].

Similarmente como la identidad (4.102) es válida para todo (h̃, ṽ) en X × U , en particular es

válida, para (h̃, ṽ) = (0, ṽ) en X × U , si reemplazamos entonces (0, ṽ) en (4.102), obtenemos,

−
k∑

j=1

f sγ̃j (h̄)(gj
′(x̄0(t), t)(0, ṽ(t))− f sω̃(m′(x̄0(t), t)(0, ṽ(t)))∫ T

t0

( k∑
j=1

gju(x̄0(t), t)ṽ(t)
ˆ̃γj(t)− ψ̃(t)φu(x̄0(t), t)ṽ(t) +mu(x̄0(t), t)ṽ(t)ˆ̃ω(t)

)
dt = 0,

(4.104)

donde ψ̃ y φu(x̄0(t), t)ṽ(t) pertenecen a Wn
1,1([t0, T ]) y U = Lm

∞[t0, T ], respectivamente.

Cambiando ψ̃(t) sobre un conjunto de medida nula, si es necesario, establecemos nuevamente

la existencia de una función absolutamente continua, satisfaciendo las identidades (4.103) y

(4.104) simultáneamente, por tanto cada uno de los términos del lado izquierdo de estas identi-

dades es, simultáneamente, singular y absolutamente continua, lo que implica,

−
k∑

j=1

f sγ̃j (h̄)(gjx(x̄0(t), t)
˜̃
h)− f sω(mx(x̄0(t), t)h̃) = 0

y

−
k∑

j=1

f sγ̃j (h̄)(gjx(x̄0(t), t)ṽ)− f
s
ω(mx(x̄0(t), t)ṽ) = 0.

Usando este hecho y la definición de operador adjunto obtenemos,

1. desde (4.103)∫ T

t0

( k∑
j=1

g∗j x(x̄0(t), t)
ˆ̃γj(t)− ψ̃′(t)− φ∗

x(x̄0(t), t)ψ̃ +m∗
x(x̄0(t), t)ˆ̃ω(t)

)
h̃dt

+⟨ψ̃(T ) + q′∗(x0(T ))ã, h̃(T )⟩ = 0,



para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0.

Si denotamos

A(t) :=
k∑

j=1

g∗j x(x̄0(t), t)
ˆ̃γj(t)− ψ̃′(t)− φ∗

x(x̄0(t), t)ψ̃ +m∗
x(x̄0(t), t)ˆ̃ω(t)

Ã(t) :=

∫ t

t0

A(τ)dτ, B(T ) := ψ̃(T ) + q′∗(x0(T ))ã,

e integramos por partes, obtenemos para todo h̃ = h̃(·) en X =Wn
1,1[t0, T ], con h̃(t0) = 0,∫ T

t0

Ã(t)h̃′(t)dt+ ⟨Ã(T ) +B(T ), h̃(T )⟩ = 0,

entonces debido a (4.26), esto es, a la unicidad de representación de los funcionales lineales

sobre el espacio W ∗
1,1([t0, T ]), Ã(t) = 0 Ã(T ) +B(T ) = 0, lo que implica,

k∑
j=1

g∗j x(x̄0(t), t)
ˆ̃γj(t)− φ∗

x(x̄0(t), t)ψ̃ +m∗
x(x̄0(t), t)ˆ̃ω(t) = ψ̃′(t)

y

q′∗(x0(T ))ã = −ψ̃(T )

que corresponden a las condiciones (4.82) y (4.83) respectivamente.

2. desde (4.104)∫ T

t0

( k∑
j=1

gj
∗
u(x̄0(t), t)

ˆ̃γj(t)− φ∗
u(x̄0(t), t)ψ̃(t) +m∗

u(x̄0(t), t)ˆ̃ω(t)
)
ṽ(t)dt = 0,

para todo ṽ en U = Lm
∞[t0, T ], lo que implica,

k∑
j=1

gj
∗
u(x̄0(t), t)

ˆ̃γj(t)− φ∗
u(x̄0(t), t)ψ̃(t) +m∗

u(x̄0(t), t)ˆ̃ω(t) = 0,

que corresponde a la condición (4.85).

Para finalizar la demostración observemos que,

Si Φ′(x̄0) = 0, entonces el teorema se satisface trivialmente, basta con considerar λ0 = 1

y las funciones γj , γ̃j j = 1, · · · , k, ψ, ψ̃ y ω, ω̃, a, ã identicamente nulas.

Si el proceso óptimo x̄0 = (x0, u0) no es un proceso 2-regular de M , entonces, x̄0 = (x0, u0)

no es un proceso 2-regular de MF̄ o de Mg. Si x̄0 = (x0, u0) no es un proceso 2-regular

de MF̄ , de acuerdo a la Definición 43, existe un h̄ en H ˆ̄M
, tal que F̄ = (F1, · · · , Fl) no



satisface la condición (3.41), lo que implica que el operador ( ˜̄F (x̄0))′(x̄h̄, h̄) : X̃ → Ỹ ,

donde Ỹ = ImF̄ ′(x0) × Y/ImF̄ ′(x0), no es sobreyectivo esto es equivalente, siempre que

el subespacio Im( ˜̄F ′
(x0))(xh, h̄) sea cerrado en Ỹ , ver [41] y [87], a que el subespacio

anulador (o aniquilador) de Im( ˜̄F (x0))′ es no nulo, entonces existe un elemento no nulo

Ψ̄∗ = (Ψ∗, Ψ̃∗) en Ỹ ∗, tal que ( ˜̄F (x̄0))′∗(x̄h, h̄)Ψ̄∗ = 0 donde Ψ∗ = (ψ∗
1, ψ

∗
2, ψ

∗
3) pertenece

(ImF ′(x0))
∗ y Ψ̃∗ = (ψ̃∗

1, ψ̃
∗
2, ψ̃

∗
3) pertenece a (Y \ImF ′(x0))

∗ ≡ [ImF ′(x0)]
⊥ = KerF ′∗(x0).

Si x̄0 = (x0, u0) no es un proceso 2-regular de Mg, de acuerdo al Teorema 34, (xh̄, h̄) es

un punto estacionario de G̃, {G̃i, i ∈ Ĩh̄(x0)}, por tanto, existe un elemento no nulo µ̄∗j =

(µ∗j , µ̃
∗
j ), µ

∗
j , µ̃

∗
j ≥ 0, j ∈ Ĩh̄(x0) en W̃ ∗ = (ImG′

j(x0)×[ImG′
j(x0)]

⊥)∗, donde [ImG′
j(x̄0)]

⊥ =

KerG′∗
j (x̄0).

Esto implica, por los teoremas de representación, la existencia de funciones ψ1, ψ̃1 en

Ln
∞[t0, T ], ψ2, ψ̃2 en bl.a.(t0, T ) y vectores ψ3, ψ̃3 en IRk, no todos nulos o la existen-

cia de funciones γ1j , γ2j en b.a.(t0, T ), no todas nulas, con soporte en Rj(x̄0, h̄) y en

R̃j(x̄0, h̄), j = 1, · · · , k, definidos en (4.24) y (4.71), respectivamente. Por lo tanto si

el proceso óptimo x̄0 = (x0, u0) no es un proceso 2-regular, podemos tomar λ = 0,

ψ = ψ1, ψ̃ = ψ̃1, ω = ψ2, ω̃ = ψ̃2, a = ψ3, ã = ψ̃3, γj = γ1j y γ̃j = γ2j , j = 1, · · · , k,
no todos identicamnte nulos, que satisfacen las condiciones (4.80)-(4.85) del Teorema.

El teorema queda de esta forma demostrado.

Si en el Principio del Máximo Local Extendido, Teorema 59, se considera como hipótesis, que

el proceso x̄0 = (x0, u0) es 2-regular del conjunto factible Q, entonces, necesariamente λ0 es no

nulo y, en este caso, es posible asumir λ0 = 1.

Con base esta observación daremos la definición de un KTA proceso.

Definición 60 Diremos que un proceso factible x̄0 = (x0, u0) es un KTA proceso, en dirección

de h̄ = (h, v) en HQ(x̄0), del problema ˆ(P1), si satisface las condiciones (4.80) - (4.85), del

Teorema del Principio del Máximo Local Extendido, con λ0 = 1.

4.3.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta sección introduciremos la noción de 2KT-invexidad, noción que extendemos desde op-

timización Matemática, al problema de control óptimo escalar ˆ(P1), la cual es escencial, para

mostrar que las condiciones necesarias de optimalidad, establecidas por el Teorema 59, son tam-

bién suficientes. Este tipo de problemas tienen una importante propiedad: el mı́nimo local y

global coinciden.

En lo que sigue introduciremos la noción de 2KT-invex, para el problema ˆ(P1).



Definición 61 Diremos que el problema ˆ(P1) es 2KT-invex, en el proceso factible, x̄0 = (x0, u0),

en la dirección de h̄ = (h, v) en X × U si para cada proceso factible x̄0 = (x0, u0), en X × U ,

existen funciones ηh, ξh : [t0, T ]→ IRn y χv, ϕv : [t0, T ]→ IRm, tales que satisfacen,∫ T

t0

[f(x̄(t), t)− f(x̄0(t), t)]dt ≥
∫ T

t0

[fx(x̄0(t), t)ηh(t) + fu(x̄0(t), t)χv(t)]dt

φx(x̄0(t), t)ηh(t) + φu(x̄0(t), t)χv(t) = η′h(t),

mx(x̄0(t), t)ηh(t) +mu(x̄0(t), t)χv(t) = 0

φx(x̄0(t), t)ξh(t) + φu(x̄0(t), t)ϕv(t) + φxx(x̄0(t), t)[h(t), ηh(t)]

−φxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)]− φux(x̄0(t), t)[v(t), ηh(t)]

−φuu(x̄, t)[v(t), χv(t)] = ξ′h(t)

mx(x̄0(t), t)ηh(t) +mu(x̄0(t), t)χv(t) +mxx(x̄0(t), t)[h(t), ηh(t)]

+mxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), ηh(t)]

+muu(x̄0(t), t)[v(t), χv(t)] = 0

(4.105)

y

gjx(x̄0(t), t)ηh(t) + gju(x̄0(t), t)χv(t) < 0, t ∈ Rj(x̄0; h̄), c.t.p.

gjx(x̄0(t), t)ξh(t) + gju(x̄0(t), t)ϕv(t) + gjxx(x̄0(t), t)[h(t), ηh(t)]

+gjxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)] + gjuxx̄0(t), t)[v(t), ηh(t)]+

gjuu(x̄0(t), t)[v(t), χv(t)] < 0, t ∈ R̃j(x̄0, h̄), c.t.p.

(4.106)

con condiciones de borde

ηh(t0) = 0, ξh(t0) = 0, q′(x0(T ))ηh(T ) = 0

q′(x0(T ))ξh(T ) + q′′(x0(T ))[h(T ), ηh(T )] = 0,

(4.107)

donde ηh := ηh(x̄, x̄0), ξh := ξh(x̄, x̄0) pertenecen a X = Wn
1,1[t0, T ] y χv := χv(x̄, x̄0), ξv :=

ξv(x̄, x̄0) pertenecen a U = Lm
∞[t0, T ], tal que χ = λ(u−u0(t)− sv), s, λ ≥ 0 u en IntU , y donde

Rj(x̄0), R̃j(x̄0, h̄) son definidos en (4.21) y (4.71) respectivamente.

Este tipo de problemas, tiene una importante propiedad, el mı́nimo local y global coinciden.

Observemos que si el problema ˆ(P1) es 2KT-invex, en el proceso factible x̄0 = (x0, u0), en la

dirección de h̄ = (0, 0), entonces, de acuerdo a la Definición 55, el problema ˆ(P1) es KT-invex,

en el proceso factible, x̄0 = (x0, u0).

Teorema 62 Cada KTA proceso x̄0 = (x0, u0), en dirección h̄ = (h, v) en HQ(x̄0), es una

solución óptima del problema ˆ(P1) si y solo si el problema ˆ(P1) es 2KT-invex en x̄0 = (x0, u0),

en la misma dirección h̄ = (h, v) en HQ(x̄0).



Demostración: Inicialmente supondremos que cada KTA proceso, en dirección h̄ = (h, v) en

HQ(x̄0) es una solución óptima del problema ˆ(P1) y demostraremos que el problema ˆ(P1) es

2KT-invex en x̄0 = (x0, u0), en la misma dirección h̄ = (h, v) en HQ(x̄0).

Supongamos que cada KTA proceso x̄0 = (x0, u0), en dirección h̄ en HQ(x̄0), es una solución

óptima del problema ˆ(P1), esto implica, debido a la equivalencia de los problemas ˆ(P1) y ˆ(POE),

que cada punto KTA, x̄0, es un es una solución óptima, del ˆ(POE), entonces, debido al Teorema

48, el problema ˆ(POE) es 2KT-invex, en x̄0, en dirección h̄ en HQ(x̄0). Por lo tanto de acuerdo

a la Definición 47, existen funciones η̄h̄, ξ̄h̄ : X̂ × X̂ → X̂, tales que,

Φ(x̄)− Φ(x̄0) ≥ Φ(x̄0)η̄h̄

F ′
i (x̄0)η̄h̄ = 0 i = 1, · · · , 3
F ′
i (x̄0)ξ̄h̄ + F ′′

i (x0)[h̄, η̄h̄] = 0, i = 1, · · · , 3
−G′

j(x̄0)η̄h̄ > 0, j ∈ Ih̄(G, x̄0)
−G′

j(x̄0)ξ̄h̄ −G′′
j (x0)[h̄, η̄h̄] > 0, j ∈ Ĩh̄(G, x̄0),

(4.108)

donde x̄ = (x, u), x̄0 = (x0, u0) so procesos factibles en X × U y,

η̄h̄(t) = η̄h̄(x̄, x̄0)(t) = (ηh(x̄, x̄0)(t), χv(x̄, x̄0)(t)) = (ηh(t), χv(t))

ξ̄h̄(t) = ξ̄h̄(x̄, x̄0)(t) = (ξh(x̄, x̄0)(t), ϕv(x̄, x̄0)(t)) = (ξh(t), ϕv(t)),
(4.109)

con ηh, ξh en X = Wn
1,1[t0, T ] y χv, ϕv en U = Lm

∞[t0, T ], tal que χv(x̄, x̄0) = λ̂(u − u0 − sv),
λ̂, s > 0.

Reemplazando ahora Φ, Φ′(x̄0), F̄
′
i (x̄0) y F̄ ′′

i (x̄0), definidos en (4.7), (4.15), (4.16) y (4.17)

respectivamente, obtenemos,∫ T

t0

[f(x̄(t), t)− f(x̄0(t), t)]dt ≥
∫ T

t0

[fx(x̄0(t), t)η(t) + fu(x̄0(t), t)χ(t)]dt

ηh(t)−
∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)ηh(τ) + φu(x0(τ), y0(τ), τ)χv(τ)dτ = 0, c.t.p. en [t0, T ]

mx(x̄0(t), t)ηh(t) +mu(x̄0(t), t)χv(t) = 0

q′(x0(T ))ηh(T ) = 0

ξh(t)−
∫ t

t0

(φx(x̄0(τ), τ)ξh(τ) + φu(x0(τ), y0(τ), τ)ϕv(τ)dτ

+

∫ t

t0

(
φxx(x̄0(τ), τ)[h(τ), ηh(τ)]− φxu(x̄0(τ), τ)[h(τ), χv(τ)]

−φux(x̄0(τ), τ)[v(τ), ηh(τ)]− φuu(x̄, τ)[v(τ), χv(τ)]
)
dτ = 0

mx(x̄0(t), t)ξh(t) +mu(x̄0(t), t)ϕv(t) +mxx(x̄0(t), t)[h(t), ηh(t)]

+mxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)] +mux(x̄0(t), t)[v(t), ηh(t)]

+muu(x̄0(t), t)[v(t), χv(t)] = 0,

q′(x0(T ))ξh(T ) + q′′(x0(T ))[h(t), ηh(T )] = 0,



donde la segunda y cuarta igualdades son equivalentes a,

φx(x̄0(t), t)ηh(t) + φu(x̄0(t), t)χv(t) = η′h(t), ηh(t0) = 0

φx(x̄0(t), t)ξh(t) + φu(x̄0(t), t)ϕv(t) + φxx(x̄0(t), t)[h(t), ηh(t)]

−φxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)]− φux(x̄0(t), t)[v(t), ηh(t)]

−φuu(x̄, t)[v(t), χv(t)] = ξ′h(t), ξh(t0) = 0,

lo que corresponde a las condiciones (4.105) y (4.107) respectivamente.

Por otro lado, considerando la equivalencia (4.12), para G′
j(x̄0) y G

′′
j (x̄0), es fácil ver, de acuerdo

a (4.23) y (4.76), que las desigualdades,

−G′
j(x̄0)η̄h̄ > 0L1

∞
, j ∈ Ih̄(G, x̄0), −G′

j(x̄0)ξ̄h̄ −G′′
j (x0)[h̄, η̄h̄] > 0L1

∞
, j ∈ Ĩh̄(G, x̄0)

son equivalentes a las desigualdades,

−(gjx(x̄0(t), t)ηh(t) + gju(x̄0(t), t)χv(t)) ≥ 0, t ∈ Rj(x̄0, h̄), c.t.p.

−(gjx(x̄0(t), t)ξh(t) + gju(x̄0(t), t)ϕv(t) + gjxx(x̄0(t), t)[h(t), ηh(t)]

+gjxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)] + gjux(x̄0(t), t)[v(t), ηh(t)]

+gjuu(x̄0(t), t)[v(t), χv(t)] < 0, t ∈ R̃j(x̄0, h̄)), c.t.p. en [t0, T ],

que corresponden a la condición (4.106).

De lo anteriormente expuesto podemos asegurar la existencia de funciones ηh, ξh en Wn
1,1[t0, T ]

y χv, ϕv, tal que χ(t) = λ(u(t)− u0(t)− sv), s, λ ≥ 0 , con u en IntU , las cuales satisfacen las

ecuaciones (4.105)-(4.107), lo que implica que el problema ˆ(P1) es 2KT-invex.

Rećıprocamente, supondremos ahora que el problema ˆ(P1) es 2KT-invex, en el proceso x̄0 =

(x0, u0), y mostraremos que si x̄0 = (x0, u0) es un 2KT-proceso del problema ˆ(P1), entonces

necesariamente, es solución óptima del ˆ(POE).

Supongamos que el problema ˆ(P1) es 2KT-invex, en el conjunto de proceso factible Q, en la

dirección h̄ en HQ(x̄0), esto implica que el ˆ(POE) es 2KT-invex, en el punto M̄ , en la dirección

h̄ en HQ(x̄0), esto es, de acuerdo al Teorema 48, una condición necesaria y suficiente, para que

el punto KTA, x̄0, en la dirección h̄ en HQ(x̄0), sea un punto óptimo del ˆ(POE).

Ahora como los problemas ˆ(P1) y ˆ(POE) son equivalentes, se sigue que: si el punto factible x̄0 es

un punto óptimo del ˆ(POE), entonces el proceso factible (x0, u0) es óptimo del ˆ(POE) y, como

es mostrado en el trancurso de la demostración del Teorema 59, si x̄0 es un punto KTA del
ˆ(POE), entonces, (x0, u0) es un KTA proceso del problema ˆ(P1), podemos concluir, por tanto,

que el proceso x̄0 = (x0, u0) es solución óptima del problema ˆ(P1).

El teorema queda aśı demostrado.



En el siguiente ejemplo, presentado por Avakov en [9], aplicaremos los resultados establecidos

en el Teorema 62.

Ejemplo 63 Considere el siguiente problema de control óptimo escalar,

mı́n(Φ(x, u) =

∫ 1

0
(a1u1 + a2u2 + a3u3 + x21)dt), a21 + a22 + a23 ̸= 0.

sujeto a :

x′i(t) = ui, i = 1, · · · , 3,
x′4(t) = x1u1 + x2u2 − x1u3 − x3u1,
x′5(t) = x1u1 + x2u2 − x3u3,
xi(0) = 0, i = 1, · · · , 3, a.e. in [0, 1],

(x, u) ∈ (W 5
1,1([0, 1]), L

3
∞([0, 1]).

(4.110)

No es dif́ıcil ver que el conjunto factible es,

Q =
{
p = (x, u) ∈ X × U, x4 =

x21
2

+
x22
2
− x1x3, x5 =

x21
2

+
x22
2
− x23

2
,

x′i = ui, xi(0) = 0, i = 1, · · · , 3
}
,

donde X :=W 5
1,1([0, 1]) y U := L3

∞([0, 1] y que x̄0 = (0, 0) es un proceso factible.

Sean f : IR5 × IR3 × [0, 1]→ IR, φ : IR5 × IR3 × [0, 1]→ IR5 y q : IR5 → IR5 definidos

f(x, u, t) = = a1u1 + a2u2 + a3u3 + x21

φ(x(t), u(t), t) = (u1, u2, u3, x1u1 + x2u2 − x1u3 − x3u1, x1u1 + x2u2 − x3u3)

q(x(1)) = x(1),

sus respectivas, primera y segunda derivadas en el proceso factible x̄0 = (0, 0), para cada h̄ =

(h, v) ∈ X × U , con h = (h1, h2, h3, h4, h5), v = (v1, v2, v3), son,

fx(x̄0, t)h = 0 IR5 fu(x̄0, t)v = (a1, a2, a3)

φx(x̄0, t)h = 0 IR5 φu(x̄0, t)v = (v1, v2, v3, 0, 0)

y

φxx(x̄0, t)[h, h] = 0 IR5 φuu(x̄0, t)[v, v] = 0 IR5

φxu(x̄0, t)[h, v] = φux(x̄0, t)[h, v] = (0, 0, 0, h1v1 − h3v1 + h2v2 − h1v3, h1v1 + h2v2 − h3v3).

Condiciones Necesarias

El proceso x̄0 = (0, 0) es un proceso factible no regular de Q, en efecto, sea, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5)

tal que,

ψ′ = φ∗
x(x̄0, t)ψ = 0 =⇒ ψ = constante,

0 = φ∗
u(x̄0, t)ψ =⇒ ψ1 = ψ2 = ψ3 = 0,



por lo tanto podemos afirmar que existe λ0 = 0 y ψ = (0, 0, 0, ψ4, ψ5) ̸= 0, satisfaciendo las

condiciones (4.37) y (4.40) con m = g = 0, esto implica KerF ′∗
1 (x̄0) es no nulo, esto es, existe

ψ̃∗ en KerF ′∗
1 (x̄0), cuyo representante ψ̃ en L5

∞([0, 1]) es tal que, para casi todo t en [0, 1],

ψ̃(t) ∈ {ψ4e4 + ψ5e5, ψ4, ψ5 ∈ IR} = ⟨e4, e5⟩, (4.111)

donde para cada t en [0, 1], F1(x, u)(t) = x −
∫ 1
0 φ(x, u, t)dt y {e1, e2, e3, e4, e5} es la base

canónica de IR5.

Caracterización del cono HQ(x̄0)

El cono HQ(x̄0) asociado al problema es,

HQ(x̄0) = {(h, v) ∈ X × U,F ′
1(x̄0)(h, v) = 0, F ′′

1 (x̄0)[(h, v)]
2 ∈ ImF ′

1(x̄0)},

donde F ′
1(x̄0)(h, v) y F

′′
1 (x̄0)[(h, v)]

2 definidos en (4.16) y (4.17) respectivamente.

Luego (h, v) pertenece a HQ(x̄0) si y solamente si F ′
1(x̄0)(h, v) = 0 y F ′′

1 (x̄0)[(h, v)]
2 ∈ ImF ′

1(x̄0),

si F ′
1(x̄0)(h, v) = 0, entonces h′ = φx(x̄0, t)h+ φu(x̄0, t)v y h(0) = 0, esto es,

h′ = (v1, v2, v3, 0, 0)

h(0) = 0
=⇒

h′1 = v1, h
′
2 = v2, h

′
3 = v3

h4 = h5 = 0.
(4.112)

si F ′′
1 (x̄0)[(h, v)]

2 ∈ ImF ′
1(x̄0), entonces

⟨ψ̃∗, F ′′
1 (x̄0)[(h, v)]

2⟩ = 0, ∀ ψ̃∗ ∈ KerF ′∗
1 (x̄0) ≡ [ImF ′

1(x̄0)]
⊥ ⊂W 5

1,1[0, 1],

esto es, de acuerdo a (4.26) y (4.111),

⟨ψ̃∗, F ′′
1 (x̄0)[(h, v)]

2⟩ =
∫ 1

0
ψ̃(t)

d

dt
F ′′
1 (x̄0)[(h, v)]

2(t)dt, = 2

∫ 1

0
ψ̃(t)φxu(x̄0, t)dt = 0,

∀ ψ̃(t) ∈ ⟨e4, e5⟩,

de donde

2

∫ 1

0
e4φxu(x̄0, t)[h, v]dt = 2

∫ 1

0
(h1v1 + h2v2 − h3v1 − h1v3)dt = 0

2

∫ 1

0
e5φxu(x̄0, t)[h, v]dt = 2

∫ 1

0
(h1v1 + h2v2 − h3v3)dt = 0.

Considerando (4.112) e integrando, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

h21(1) + h22(1)− 2h1(1)h3(1) = 0

h21(1) + h22(1)− h23(1) = 0.
=⇒

h2(1) = ±
√
3h1(1)

h3(1) = 2 h1(1).



Por lo tanto,

HQ(x̄0) = {(h, v) ∈ X × U, h′i = vi, hi(0) = 0 i = 1, 2, 3, h2(1) = ±
√
3h1(1),

h3(1) = 2h1(1), h4 = h5 = 0, ∀t ∈ [0, 1]}.

El proceso x̄0 = (0, 0) será un óptimo si dado (h, v) en HQ(x̄0), existen λ0 ≥ 0, ψ(·) =

(ψ1(·), · · · , ψ5(·)) y ψ̃(·) = (ψ̃1(·), · · · , ψ̃5(·)), satisfaciendo las condiciones (4.80), (4.84),

ψ′(t) = −φ∗
ux(x̄0, t)(v)ψ̃(t), ψi(1), i = 1, 2, 3,

λ0fu(x̄0(t), t) = φ∗
u(x̄0, t)ψ(t) + φ∗

xu(x̄0, t)(h)ψ̃(t)
(4.113)

y las condiciones,

ψ̃′(t) = 0, ψ̃i(1) = 0, i = 1, 2, 3, φ∗
u(x̄0, t)ψ̃(t) = 0,

las cuales son equivalentes a que ψ̃1 = ψ̃2 = ψ̃3 = 0, ψ̃4, ψ̃5 constantes.

A partir de (4.113) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

ψ′
1 = −ψ̃4(v1 − v3)− ψ̃5v1

ψ′
2 = −(ψ̃4 + ψ̃5)v2,

ψ′
3 = ψ̃4v1 + ψ̃5v3

ψ′
4 = 0, ψ′

5 = 0,

ψi(1) = 0, i = 1, 2, 3.

y

λ0a1 = ψ1 + ψ̃4(h1 − h3) + ψ̃5h1

λ0a2 = ψ2 + ψ̃4h2 + ψ̃5h2

λ0a3 = ψ3 − ψ̃4h1 − ψ̃5h3.

Por lo tanto una condición necesaria para que x̄0 = (0, 0) sea un proceso óptimo, es que para

todo (h, v) en HQ(x̄0), esto es h′i = vi, hi(0) = 0, i = 1, 2, 3, h2(1) = ±
√
3h1(1), h3(1) = 2h1(1),

con ψ̃4, ψ̃5 constante, el siguiente sistema tenga solución, λ0 ≥ 0, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, 0, 0), ψ̃ =

(0, 0, ψ̃4, ψ̃5),

ψ1 = λ0a1 − ψ̃4(h1 − h3)− ψ̃5h1

ψ2 = λ0a2 − (ψ̃4 + ψ̃5)h2

ψ3 = λ0a3 + ψ̃4h1 + ψ̃5h3,

ψi(1) = 0, i = 1, 2, 3.

esto es,

λ0a1 = ψ̃4(h1(1)− h3(1)) + ψ̃5h1(1) = (ψ̃5 − ψ̃4)h1(1)

λ0a2 = (ψ̃4 + ψ̃5)h2(1) = ±
√
3(ψ̃4 + ψ̃5)h1(1)

λ0a3 = −ψ̃4h1(1)− ψ̃5h3(1) = −(ψ̃4 + 2ψ̃5)h1(1).



Este sistema tendrá solución no nula si y solo si, el determinante de la matriz,
−h1(1) h1(1) −a1√
3h1(1)

√
3h1(1) −a2

−h1(1) −2h1(1) −a3

 ≡

−h1(1) h1(1) −a1

0 2
√
3h1(1) −a2 −

√
3a1

0 0 −a3 −
√
3
2 a2 −

1
2a1


es nulo, esto equivale a decir −a3 −

√
3
2 a2 −

1
2a1 = 0. En particular si a2 = 0 y a1 = −2a3, el

sistema tiene solución, no nula, λ0 > 0, ψ̃4 =
a1

2h1(1)
λ0 y ψ̃5 = − a1

2h1(1)
λ0.

De lo anterior podemos concluir que,

si −a3 −
√
3
2 a2 −

1
2a1 ̸= 0, entonces x̄0 = (0, 0) no es un KTA proceso, lo que implica que

no es un proceso óptimo,

si a2 = 0 y a1 = −2a3, entonces x̄0 = (0, 0) es un KTA proceso, y es un candidato a ser

un proceso óptimo.

Condiciones Suficientes

Mostraremos que si el problema es 2KT-invex en dirección h̄ = (h, v) en HQ(x̄0), arbitrario, con

a1 = −2a3, entonces, de acuerdo al Teorema 62, el proceso KTA x̄0 = (0, 0) realiza un óptimo

absoluto.

Sean ηh := ηh(x̄, x̄0), ξh := ξh(x̄, x̄0) en X = W 5
1,1[0, 1] y χv := χv(x̄, x̄0), ξv := ξv(x̄, x̄0), en

U = L3
∞[0, 1], tal que para todo x̄, x̄0 en M y h̄ = (h, v) en HQ(x̄0),

ηh = c( t
2

2 , t, e
t − 1, 0, 0), χv = c(t, 1, et) ϕv = (1, 2et, 0)

ξh = c(t, 2et − 2, 0, ( t
2

2 − e
t + 1)h1 − t2

2 h2 − e
th3,

t2

2 h1 + th2 − (et − 1)h3),
(4.114)

donde c = c(x̄, x̄0) ≥ −2x1(1)+x2(1)
e−2 , las cuales satisfacen las condiciones de la Definición 61, esto

es,

∫ 1

0
[f(x̄, t)− f(x̄0(t), t)]dt ≥

∫ 1

0
[fx(x̄0(t), t)ηh(t) + fu(x̄0(t), t)χv(t)]dt,

∫ 1

0
[f(x̄, t)− f(x̄0(t), t)]dt−

∫ 1

0
[fx(x̄0(t), t)ηh(t) + fu(x̄0(t), t)χv(t)]dt

=

∫ 1

0
[a1u1 + a2u2 + a3u3 + x21]dt− c

∫ 1

0
[a1t+ a3e

t]dt

=

∫ 1

0
[a3(−2x′1 + x′3) + x21]dt− ca3

∫ 1

0
[−2t+ et]dt

= a3

[
− 2x1(1) + x3(1)− c(e− 2)

]
+

∫ 1

0
x21dt ≥ 0

=

∫ 1

0
x21dt ≥ 0.

(4.115)



η′h(t) = φx(x̄0(t), t)ηh(t) + φu(x̄0(t), t)χv(t),

c(
t2

2
, t, et − 1, 0, 0)′ = c



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0




t

1

et



ξ′h(t) = φu(x̄0(t), t)ϕv(t) +−φxu(x̄0(t), t)[h(t), χv(t)]− φux(x̄0(t), t)[v(t), ηh(t)],

c(t, 2et − 2, 0, (
t2

2
− et + 1)h1 −

t2

2
h2 − eth3,

t2

2
h1 + th2 − (et − 1)h3)

′

= c



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0




1

2et

0

− c


1 0 0

0 1 0

0 0 1

h1 − h3 h2 −h1
h1 h2 −h3




t

1

et



−c



1 0 0

0 1 0

0 0 1

v1 − v3 v2 −v1
v1 v2 −v3





t2

2

t

et − 1

0

0


,

con las condiciones,

ηh(0) = 0 IR5 , ξh(0) = 0 IR5 .

Siendo el problema 2KT-invex en dirección de h en HQ(x̄0), arbitrario, y x̄0 un KTA proceso,

en dirección del mismo h, podemos concluir entonces, de acuerdo al Teorema 62, que x̄0 es un

proceso óptimo absoluto.



Caṕıtulo 5

Problemas Multiobjetivo

Es habitual en el estudio de problemas de optimización, el surgimiento de problemas donde se

requiere optimizar, simultáneamente, múltiples objetivos que suelen estar en conflictos entre si,

el decrecimiento de uno de los objetivos puede inducir el acrecentamiento de uno de los otros,

o viceversa. El estudio de estos problemas ha tenido grandes avances en los últimos años, tanto

desde el punto de vista teórico, numérico y de las aplicaciones.

La optimización multiobjetivo difiere básicamente de las demás ramas de la optimización, en el

sentido que el concepto de solución del problema adquiere. En efecto, se puede definir un proble-

ma de optimización multiobjetivo como la optimización de un vector compuesto por funciones

escalares, escogidas como forma de evaluar el impacto de las decisiones factibles del problema

sobre diferentes ı́ndices de desempeño.

Asimismo, como la imagén de funciones vectoriales, por ejemplo en IRs, está definida en un

conjunto parcialmente ordenado, pueden existir alternativas factibles que no satisfagan ninguna

relación de orden, del tipo “≤”, inviabilizando de esta forma la utilización del concepto usual

de solución óptima adoptado en problemas mono-objetivos (escalares). Siendo aśı, la solución

del problema dependerá de la “ noción de equilibrio” utilizada para solucionar los conflictos que

surgen de la consideración simultánea de varios objetivos. La noción que adoptaremos en este

trabajo es la noción de equilibrio cooperativo de Pareto, introducida por el economista Vilfredo

Pareto (1848-1923).

La finalidad de este caṕıtulo es establecer condiciones necesarias de optimalidad, para problemas

multiobjetivos, diferenciables, con restricciones de igualdad y desigualdad, regulares y no regula-

res. Caracterizar las posibles soluciones óptimas, locales como globales, a través de las llamadas

reglas de multiplicadores. También está dentro de nuestros propósitos establecer condiciones

suficientes de optimalidad, bajo un supuesto de invexidad generalizada apropiada.

En la sección 5.1 formulamos nuestro problema y presentamos los conceptos elementales para
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su estudio posterior. En la secciones 5.2 y 5.3, con la ayuda del método de Dubovitskii-Milyutin,

establecemos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad Pareto, no degeneradas, para

problemas multiobjetivos, regulares y 2-regulares respectivamente.

5.1. Formulación

En esta sección formularemos un problema de optimización matemática multiobjetivo, diferen-

ciable, con restricciones de desigualdad y con más de una restricción de igualdad e introduciremos

los conceptos y algunos resultados necesarios, para el estudio del problema formulado.

Consideremos el siguinte problema Multiobjetivo (PM)

(PM)


mı́n I(x)
sujeto a :

F̄ (x) = 0

g(x) 5 0,

(5.1)

donde la función vectorial I = (I1, · · · , Is) : X → IRs y el operador g : X → IRm son Frêchet

diferenciables, el operador F̄ : X → Ȳ es Frêchet diferenciable en un entorno U(x∗) de x∗ y es

tal que para cada x en X, F̄ (x) = (F1(x), · · · , Fl(x)), con Fk : X → Yk, X e Ȳ = Y1 × · · · × Yl
son espacios de Banach, y donde g(x) 5 0 es equivalente a que gi(x) ≤ 0, para todo i en

I = {1, · · · ,m}.

Si denotamos por M̄ =MF̄ ∩Mg, el conjunto factible, esto es

M̄ = {x ∈ X, F̄ (x) = 0, gi(x) ≤ 0, i ∈ I},

donde MF̄ = {x ∈ X, F̄ (x) = 0} y Mg = {x ∈ X, gi(x) ≤ 0, i ∈ I}, podemos escribir el

problema (PM) como:

(PM)

{
mı́n I(x)
sujeto a x ∈ M̄ =MF̄ ∩Mg.

Es claro que para el problema multiobjetivo (PM) no se puede hablar de una solución óptima,

de igual forma como en un problema de optimización escalar (s = 1), ya que la función vectorial

I induce en el conjunto de soluciones factibles M̄ un orden parcial (no es un orden lineal como

en el caso escalar). Por lo tanto, la solución (o soluciones) para (PM) depende de la noción de

concepto de solución que adoptemos para tratar nuestro problema.

En la optimización multiobjetivo existen varias nociones de soluciones, por ejemplo, las solu-

ciones de Pareto, Stackelberg, Nash, entre otras. Nosotros adoptaremos el concepto de solución

Pareto óptima, cuya definición, formas de caracterización y propiedades básicas serán discutidas.



Definición 64 (Dominancia de Pareto) Diremos que un vector u = (u1, · · · , us) domina a otro

vector v = (v1, · · · , vs) en IRs, v . u, en el contexto de minimización, si y solamente si u es

parcialmente menor que v, esto es, ui ≤ vi para todo i = 1, · · · , s, y existe al menos un j en

{1, · · · , s}, tal que uj < vj.

En lo que sigue adaptaremos la siguiente convención, para elementos en IRn.

Sean x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) en IRn, entonces

x = y ⇔ xi = yi, ∀ i = 1, · · · , n;
x < y ⇔ xi < yi, ∀ i = 1, · · · , n;
x 5 y ⇔ xi ≤ yi, ∀ i = 1, · · · , n;
x ≤ y ⇔ x 5 y, ∃ r, xr < yr.

(5.2)

Definición 65 Se dice que x∗ en X es una solución global (local) Pareto óptima débil, o bien

solución débilmente eficiente, del (PM), si x∗ pertenece a M̄ y no existe x en M̄ (x en M̄∩U(x∗)),

tal que Ij(x) < Ij(x∗), para todo j = 1, · · · , s, es decir, no existe x en M̄ (x en M̄ ∩ U(x∗)),

tal que I(x) < I(x∗).

Definición 66 Se dice que x∗ en X es una solución global (local) Pareto óptima, o bien solución

eficiente, del (PM), si x∗ pertenece a M̄ y no existe x en M̄ (x en M̄ ∩ U(x∗)), distinto de x∗,

tal que Ij(x) ≤ Ij(x∗), j = 1, · · · , s, con Ir(x) < Ir(x∗), para al menos un r en {1, · · · , s}, es
decir, no existe un x en M̄ (x en M̄ ∩ U(x∗)), distinto de x∗, tal que I(x) ≤ I(x∗).

Si x∗ ∈ M̄ es una solución Pareto óptima o solución eficiente, entonces de acuerdo con la

definición anterior, cualquiera alternativa x en M̄ que proporciona un decrecimiento en algún

objetivo, relativo al producido por x∗, debe al mismo tiempo proporcionar un acrecentamiento

de por lo menos algún otro objetivo. Aśı una solución Pareto óptima x∗, es tal que I(x∗) no es

dominado por ningún otro vector I(x), con x en M̄ . Hay que observar además que si I(x) no

domina a I(x∗), con x, x∗ en M̄ , no implica que I(x∗) domina a I(x).

Definición 67 Se define para el (PM) el frente de Pareto,

PF ∗ = {I(x∗) = (I1(x∗), · · · , Is(x∗)), x∗ ∈ P ∗},

donde P ∗ es el conjunto de soluciones Pareto óptima, esto es

P ∗ = {x∗ ∈ M̄, @ x ∈ M̄, I(x∗) . I(x)}. (5.3)

En lo que sigue introduciremos una especificación del teorema de Dubovitskii-Milyutin para

problemas vectoriales, presentada en [56] (ver también [54], [55]), especificación que usaremos en



las secciones posteriores, para la obtención de condiciones necesarias y suficientes de optimalidad

para el problema multiobjetivo (PM).

Considérese, inicialmente, el siguiente problema mutiobjetivo:

(PM)


mı́n I(x)
sujeto a

x ∈ Q =
n∩

i=1
Qi

donde I : X → IRs, I(x) = (I1(x), · · · , Is(x)), Qk, k = 1, · · · ,m, son conjuntos de interior no

vaćıo en X, IntQk ̸= ∅ y Qk, k = m+1, · · · , n, son conjuntos de interior vaćıo en X, IntQk = ∅.

Para la caracterización de soluciones Pareto óptima del problema (PM), presentamos la defini-

ción de dirección de no ascenso desde [55] (ver también [30], [54], [56]), concepto no presente en

la teoŕıa, para problemas escalares, expuesta en el caṕıtulo 2.

Definición 68 Un vector h en X es una dirección de no ascenso de un funcional f : X → IR,

en un punto x∗, si existen un ϵ0 > 0 y un entorno U(h) de h, tal que para cada ϵ ∈ (0, ϵ0),

f(x∗ + ϵh̄) ≤ f(x∗), ∀h̄ ∈ U(h).

Las direcciones de no ascenso generan un cono abierto con vértice 0, llamado cono de no ascenso

del funcional f , en el punto x∗, denotado por NC(f, x∗), el cual contiene al cono de direcciones

de descenso FC(f, x∗).

Esta definición y los conceptos dados en la sección 2.1 están relacionados con el siguiente resul-

tado, ver Lema 4.1 en [55], (ver también [30], [54], [56], [61]).

Lema 69 Si x∗ es una solución Pareto óptima de (PM) entonces

FC(Ir, x∗) ∩
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
∩
( m∩

k=1

AC(Qk, x
∗)
)
∩
(
TC(Q, x∗)

)
= ∅,

r = 1, · · · , s,
(5.4)

donde FC(Ij , x∗) y NC(Ij , x∗) son los conos de las direcciones de descenso y no ascenso del

funcional Ij, AC(Qk, x
∗) es el cono de las direcciones factibles del conjunto Qk, k = 1, · · · ,m,

IntQk ̸= ∅ y TC(Q, x∗) es el cono de las direcciones tangentes al conjunto Q =
n∩

k=m+1

Qk, donde

IntQk = ∅, k = m+ 1, · · · , n, todos en el punto x∗.

Una de las desventajas del método Dubovitskii-Milyutin, en espacio de Banach de dimensión in-

finita, presentado en la sección 2.1, es que es aplicable sólo a problemas con una única restricción

de igualdad. Esto se debe a que la igualdad( n∩
i=1

Ki

)∗
=

n∑
i=1

K∗
i



es asegurada siempre que
∩n

i=1Ki ̸= ∅, donde los conos Ki son abiertos y convexos (Lema 5.10

de [43] ), que no corresponde al caso de los conos tangentes, asociados a las restricciones de

igualdad, los cuales no son abiertos. En general, es posible mostrar desde la propia definición,

ver [43],

n∑
i=1

K∗
i ⊆

( n∩
i=1

Ki

)∗
. (5.5)

Este incoveniente es superado en [57], donde se presenta una especificación del método de

Dubovitskii-Milyutin, en el caso que los conjuntos de interior vaćıo Qk, k = m+ 1, · · · , n, están
determinados por funcionales fuertemente Frêchet diferenciables. Como consecuencia directa de

este resultado y de los lemas 13 y 69, Kotarski, en [55], obtiene condiciones necesarias de op-

timalidad en sentido Pareto, para el problema (PM), cuando los conjuntos de interior vaćıo es

determinado por funcionales, esto es,

Qk = {x ∈ X, Fk(x) = 0}, k = m+ 1, · · · , n, (5.6)

donde para cada k, k = m+1, · · · , n, Fk : X → Yk, es fuertemente diferenciable en un entorno

U(x∗) de x∗ en X y es tal que F ′
k(x

∗) es sobreyectivo y además ImF ′(x∗) es un subespacio

cerrado del espacio de Banach Ȳ = Ym+1 × · · · × Yn y F = (Fm+1, · · · ,Fn).

Estas condiciones son establecidas en el próximo teorema el cual generaliza el Teorema 14, para

el caso escalar, con un única restricción de igualdad Qm+1.

Teorema 70 (Generalización Dubovitskii-Milyutin) Asuma que x∗ pertenece a Q =
n∩

i=1
Qi

y que los conos FC(Ij , x∗) y NC(Ij , x∗), i = 1, · · · , s, de las direcciones de descenso y no ascen-

so del funcional Ij, los conos AC(Qk, x
∗) de direcciones factibles de los conjuntos Qk, IntQk ̸=

∅, k = 1, · · · ,m sean no vaćıos y que los conos de las direcciones tangentes a la restricciones

de igualdad Qk, definidas en (5.6), TC(Qk, x
∗), k = m + 1, · · · , n, todos en el punto x∗, sean

convexos. Si x∗ es una solución Pareto óptima del problema (PM) entonces existen funcionales

lineales y continuos, no todos indenticamente nulos, que satisfacen la ecuación de Euler-Lagrange

fr +

s∑
j=1

j ̸=r

f
(r)
j +

n∑
k=1

φ
(r)
k = 0, r = 1, · · · , s, (5.7)

donde fr ∈ [FC(Ir, x∗)]∗, f
(r)
j ∈ D∗

j , j = 1, · · · , s, j ̸= r, donde Dj es un abierto en [NC(Ij , x∗)],
φ
(r)
k ∈ [AC(Qk, x

∗)]∗, k = 1, · · · ,m y φ
(r)
k ∈ [TC(Qk, x

∗)]∗, con Qk definido en (5.6), k =

m+ 1, · · · , n.

El teorema anterior proporciona condiciones necesarias de optimalidad, las cuales son una ge-

neralización de la regla de los multiplicadores de Lagrange.

La próxima observación se fundamenta en los lemas 13 y 69 y en la observación 1.5.1 de [56].



Observación 71 Bajo las condiciones del Teorema 70, se obtienen las siguientes consecuencias,

(comparar con la Observación 15).

Una condición suficiente para asegurar que el término fr +
∑s

j=1

j ̸=i
f
(r)
j , r = 1, · · · , s, en

(5.7) es no nulo, es que exista al menos una dirección factible y una dirección tangente,

es decir, que ( m∩
k=1

AC(Qk, x
∗)
)
∩
(
TC(

n∩
k=m+1

Qk, x
∗)
)
̸= ∅, (5.8)

siempre que FC(Ir, x∗) ∩
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
̸= ∅.

La condición (5.4), aún cuando los conos implicados sean no convexos, es una condición

necesaria, para que un punto x∗ llegue a ser una solución Pareto óptima (local o global)

del problema (PM) y es una condición necesaria y suficiente para obtener la ecuación de

Euler y Lagrange, siempre que los conos implicados sean convexos y no vaćıos.

Corolario 72 Si además de las hipótesis del teorema 70, se considera que los funcionales Ij
son tales que, para cada j = 1, · · · , s, [FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗, entonces las “s” ecuaciones

determinadas en (5.7) son reducidas a la única ecuación

s∑
j=1

fj +
n∑

k=1

φk = 0, (5.9)

donde fj ∈ [FC(Ij , x∗)]∗, j = 1, · · · , s, φk ∈ [AC(Qk, x
∗)]∗, k = 1, · · · ,m, y donde φk ∈

[TC(Qk, x
∗)]∗, con Qk definido en (5.6), k = m+ 1, · · · , n.

Una condición suficiente para asegurar que la igualdad [FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗ se cumpla

es que para todo j = 1, · · · , s, Ij : X → IR sea Ponstein convexa y que Inf Ij(x) < Ij(x∗),
ver Lema 1.4.3 en [56], (ver también [30], [54], [55] y [60]). No obstante bajo el supuesto de

diferenciabilidad tenemos el siguiente lema.

Lema 73 Sea I : X → IRs, I(x) = (I1(x), · · · , Is(x)) Frêchet diferenciable en x∗, tal que x∗ es

un punto no estacionario vectorial de I, entonces los conos duales de las direcciones de descenso

y no ascenso de los funcionales Ij, en el punto x∗, coinciden y además es posible determinarlos

expĺıcitamente, esto es

[FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗ = {fj ∈ X∗, fj = −νjI′j(x∗), νj ≥ 0}, j = 1, · · · , s. (5.10)

Demostración: Como x∗ es un punto no estacionario vectorial de I, Definición 10, entonces de

acuerdo al Lema 12, existe h en X, tal que I′j(x∗)h < 0, j = 1, · · · , s, lo que implica I′j(x∗) ̸= 0



para todo j = 1, · · · , s, por tanto Inf Ij(x) < Ij(x∗), j = 1, · · · , s y además

int{x, Ij(x) ≤ Ij(x∗)} ̸= ∅ y {x, Ij(x) < Ij(x∗)} = int{x, Ij(x) ≤ Ij(x∗)}.

Podemos concluir entonces que el cono de direcciones de descenso y no ascenso, de Ij , j =

1, · · · , s, en el punto x∗, ver [43] y [55], (ver también [30], [54] y [56]) son respectivamente,

FC(Ij , x∗) = {h, I′j(x∗)h < 0}
NC(Ij , x∗) = {h, I′j(x∗)h ≤ 0},

(5.11)

y conforme a (iv) de la Observación 3, sus conos duales

[FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗ = {fj ∈ X∗, fj = −νjI′j(x∗), νj ≥ 0 }, j = 1, · · · , s.

El lema queda aśı demostrado.

Para finalizar atendamos las siguientes observaciones.

Observación 74 Sea fj = −I′∗j (x∗)νj = −νjI′j(x∗), νj ≥ 0,

1. si fj = 0 entonces:

fj pertenece a [FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗, si I′j(x∗) ̸= 0,

fj pertenece a [NC(Ij , x∗)]∗ $ [FC(Ij , x∗)]∗, si I′j(x∗) = 0,

2. si fj ̸= 0 entonces fj pertenece a [FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗, dado que,

fj(h) < 0, ∀h ∈ FC(Ij , x∗) ⊆ NC(Ij , x∗),
fj(h) = 0, ∀h ∈ NC(Ij , x∗) \ FC(Ij , x∗),

3. si ∃ h ∈ X, I′j(x∗)h < 0, ∀j = 1, · · · , s, entonces

FC(I, x∗) =
s∩

i=1

FC(Ij , x∗) =
s∩

i=1

{h, I′j(x∗)h < 0} ̸= ∅,

por lo tanto, como FC(Ij , x∗), j = 1, · · · , s, son conos convexos y abiertos, cuya intersec-

ción es no vaćıa tenemos, debido al Lema 5.10 de [43],

[FC(I, x∗)]∗ = [

s∩
j=1

FC(Ij , x∗)]∗ =
s∑

j=1

[FC(Ij , x∗)]∗.

De lo anteriormente expuesto y considerando (5.10) obtenemos

[FC(I, x∗)]∗ = [NC(I, x∗)]∗ = {f0 ∈ X∗, f0 = −
s∑

j=1

νjI′j(x∗), νj ≥ 0}.



5.2. Problemas Vectoriales Regulares

En esta sección presentamos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad Pareto y Pareto

débil, de primer orden y no degeneradas, para el problema multiobjetivo (PM). Las condiciones

necesarias son obtenidas bajo el supuesto de regularidad fuerte y débil y las suficientes, bajo

nociones de invexidad generalizada apropiadas a la naturaleza del problema, introducidas en

este trabajo.

La noción de regularidad juega un importante papel, tanto para la obtención de condiciones

necesarias, no degeneradas, como para la derivación de condiciones suficientes, de optimalidad.

Es por ello que precisaremos la definición de punto regular débil y fuerte, para nuestro problema.

Definición 75 Diremos que x∗ es un punto vectorial regular débil o débilmente regular del

problema vectorial (PM), si

TMF̄
(x∗) = {h ∈ X, F̄ ′(x∗)h = 0},

y existe h̃ ∈ X, tal que, {
F̄ ′(x∗)h̃ = 0

g′i(x
∗)h̃ < 0, i ∈ I(x∗).

(5.12)

Definición 76 Diremos que x∗ es un punto vectorial regular fuerte, o fuertemente regular, del

problema (PM) si

TMF̄
(x∗) = {h ∈ X, F̄ ′(x∗)h = 0},

y dado un r en {1, · · · , s} existe h̃ ∈ X, tal que,
I′j(x∗)h̃ < 0, j = 1, · · · , s, j ̸= r

F̄ ′(x∗)h̃ = 0

g′i(x
∗)h̃ < 0, i ∈ I(x∗).

(5.13)

Diremos indistintamente que el problema (PM) es fuertemente regular en x∗.

Observemos que decir que x∗ es un punto vectorial regular débil del problema (PM) es equivalente

a decir que x∗ es un punto regular del conjunto factible M̄ , de acuerdo a la Definición 24, con

Q = X. Además si x∗ es un punto regular fuerte del problema vectorial (PM) entonces x∗ es un

punto regular débil.

5.2.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

Ahora estableceremos condiciones necesarias de optimalidad de primer orden, para el problema

(PM), las cuales serán no degeneradas bajo el supuesto de regularidad. Previamente daremos



las definiciones de un punto Fritz John y de un punto Karush Kuhn Tucker vectorial, débil y

fuerte [29].

Definición 77 (Fritz John Vectorial ) Diremos que un punto x∗, en M̄ , es un punto Fritz

John (FJ) vectorial, del problema (PM), si existen ν en IRs, µi en IR y ψk en Y ∗
k , k = 1, · · · , l,

no todos identicamente nulos, tales que

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk = 0, (5.14)

donde ν = (ν1, · · · , νs), νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, i en I(x∗) y ψk son llamados multiplica-

dores de Lagrange, Y ∗
k es el espacio dual de Yk, k = 1, · · · , l, y el conjunto I(x∗) es el conjunto

de ı́ndices de las restricciones activas de la función g, definido en (2.3).

Definición 78 (Karush Kuhn Tucker Débil ) Diremos que un punto x∗, en M̄ , es un punto

Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial, del problema (PM), si existen ν en IRs, µi en IR

y ψk en Y ∗
k no identicamente nulos, tales que

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk = 0, (5.15)

donde ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, i en I(x∗) y ψk, k = 1, · · · , l, son
llamados multiplicadores de Lagrange, Y ∗

k es el espacio dual de Yk y el conjunto de ı́ndices I(x∗)

es definido en (2.3).

Definición 79 (Karush Kuhn Tucker Fuerte ) Diremos que un punto x∗, en M̄ , es un

punto Karush Kuhn Tucker Vectorial Fuerte (KTF), del problema (PM), si la condición (5.15)

se cumple con ν = (ν1, · · · , νs) > 0, esto es, νj > 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, i ∈ I(x∗) y ψk en Y ∗
k .

De acuerdo a las definiciones anteriores, todo punto Karush Kuhn Tucker Fuerte (KTF) (posi-

tividad en los multiplicadores ν > 0 ) es un punto Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) (ν ≥ 0,

no nulo ) y ámbos son puntos Fritz John (FJ).

Karush Kuhn Tucker Fuerte

(KTF)
=⇒

Karush Kuhn Tucker Débil

(KTD)
=⇒

Fritz John

(FJ)

En lo que sigue presentamos resultados que establecen condiciones necesarias de optimalidad,

bajo el supuesto de regularidad débil y fuerte, Definición 75 y 76 respectivamente.

Teorema 80 Si x∗ es una solución Pareto óptima, local o global, del problema (PM), entonces

x∗ es un punto Fritz John (FJ) vectorial del problema (PM).



Demostración: Observemos que si x∗ es un punto estacionario de I (o de g, {gi, i ∈ I(x∗)})
entonces, de acuerdo a la Definición 10, existe α = (α1 · · · , αs) ̸= 0 en IRs, αj ≥ 0, j = 1, · · · , s,
(existen µ̃i ≥ 0, i ∈ I(x∗) en IR, no todos nulos) tales que

I′∗(x∗)α =

s∑
j=1

αjI′j(x∗) = 0,
( ∑

i∈I(x∗)

µ̃ig
′
i(x

∗) = 0
)
,

por lo tanto podemos escoger ν = (ν1, · · · , νs), con νj = αj , j = 1, · · · , s, (µi = µ̃i, i en I(x
∗))

no todos nulos y µi, i en I(x∗) y ψk, k = 1, · · · , l, identicamente nulos, (νj , j = 1, · · · , s y

ψk, k = 1, · · · , l, identicamente nulos) y la condición (5.14) se cumple trivialmente, luego x∗ es

un punto Fritz-John.

Notemos además que si el operadores F ′(x∗) no es sobreyectivo entonces, de acuerdo a la Ob-

servación 22, existen ψ∗
k en Y ∗

k , k = 1, · · · , l, no todos nulos, tales que

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψ∗

k = 0,

luego si tomamos ν = (ν1, · · · , νs), µi = µ̃i, i en I(x∗) identicamente nulos y ψk = ψ∗
k, k =

1, · · · , l, y la condición (5.14) se cumple trivialmente, luego x∗ es un punto Fritz-John. Podemos

entonces afirmar que si el operadores F ′(x∗) no es sobreyectivo entonces, x∗ no puede ser un

punto KTD, y desde luego tampoco un punto KTF.

Es suficiente, por tanto, considerar el caso no trivial, es decir, considerar el caso cuando x∗ es

un punto no estacionario de I, x∗ es un punto no estacionario de g, {gi, i ∈ I(x∗)} y el operador

F ′(x∗) es sobreyectivo, esto es,

I′∗(x∗)ν =
∑s

j=1 νjI′j(x∗) ̸= 0,
∑

i∈I(x∗) µig
′
i(x

∗) ̸= 0,
∑l

k=1 F
′∗
k (x∗)ψ∗

k ̸= 0,

para todo ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, µi ≥ 0, i en I(x∗), ψ∗
k en Y ∗

k no todos identicamente

nulos.

Bajo estas hipótesis, en lo que sigue de la demostración, utilizaremos el Corolario 72 del Teorema

70, que es una generalización del formalismo de Dubovitskii-Milyutin a problemas vectoriales,

por tanto determinaremos los conos de las direcciones de descenso y no ascenso del funcional Ij ,
FC(Ij , x∗) y NC(Ij , x∗), j = 1, · · · , s, los conos de las direcciones factibles de las restricciones

de desigualdad Qi =Mgi , AC(Mgi , x
∗), i en I(x∗), y los conos de las direcciones tangentes a la

restricciones de igualdad Qk =MFk
, TC(MFk

, x∗), k = 1, · · · , l, todos en el punto x∗.

1. Si x∗ es un punto no estacionario de I entonces debido a (5.11) del Lema 73,

FC(Ij , x∗) = {h, I′j(x∗)h < 0}, NC(Ij , x∗) = {h, I′j(x∗)h ≤ 0}, j = 1, · · · , s, (5.16)

y sus respectivos conos duales

[FC(Ij , x∗)]∗ = [NC(Ij , x∗)]∗ = {f0 ∈ X∗, f0 = −νjI′j(x∗), νj ≥ 0},
j = 1, · · · , s.

(5.17)



2. Si x∗ es un punto no estacionario de g, {gi, i ∈ I(x∗)} entonces, de acuerdo al Lema 12,

existe h ∈ X, g′i(x
∗)h < 0, ∀i ∈ I(x∗). Por tanto el cono de las direcciones factibles de

Mg, AC(Mg, x
∗), y su cono dual, son

AC(Mg, x
∗) =

∩
i∈I(x∗)

AC(Mgi , x
∗) =

∩
i∈I(x∗)

{h, g′i(x∗)h < 0} (5.18)

y

[AC(Mg, x
∗)]∗ = {−

∑
i∈I(x∗)

µig
′
i(x

∗), µi ≥ 0}. (5.19)

3. Siendo F ′(x∗) un operador sobreyectivo, entonces, de acuerdo al Lema 1 en [57], el cono

tangente a MF̄ =
∩l

k=1MFk
, donde Qk =MFk

, en el punto x∗, y su cono dual son

TC(MF̄ , x
∗) =

l∩
k=1

TC(MFk
, x∗) =

l∩
k=1

TMFk
(x∗) =

l∩
k=1

{h ∈ X,F ′
k(x

∗)h = 0} (5.20)

y

[TC(MF̄ , x
∗)]∗ =

( l∩
k=1

TMFk
(x∗)

)∗
=
{ l∑

k=1

−ψkF
′
k(x

∗), ψk ∈ Y ∗
k

}
. (5.21)

Ahora como x∗ es una solución Pareto óptima de (PM) y FC(Ij , x∗), j = 1 . . . , s, AC(Mgi , x
∗),

i en I(x∗) y TC(MFk
, x∗), k = 1, · · · , l, son conos convexos de vértice 0 y como estamos con-

siderando además que F ′(x∗) es sobreyectivo, lo que implica que cada componente de F ′(x∗)

es sobreyectivo y la ImF ′(x∗) es cerrada, entonces, de acuerdo al Teorema 70, existen funcio-

nales lineales y continuos, fj ∈ [FC(Ij , x∗)]∗, j = 1, · · · , s, φi ∈ [AC(Mgi , x
∗)]∗, i ∈ I(x∗) y

φk ∈ [TC(MFk
, x∗)]∗, k = 1, · · · , l, no todos simultáneamente nulos que satisfacen la ecuación

(5.7).

La hipótesis de que x∗ es un punto no estacionario de I nos garantiza, de acuerdo al Lema 73,

que los conos duales de las direcciones de descenso y no ascenso del funcional I, en el punto x∗,

coinciden. Esto implica, debido al corolario 72, que las “s” ecuaciones determinadas en (5.7),

son reducida a la única ecuación

s∑
j=1

fj +
∑

i∈I(x∗)

φi +
l∑

k=1

φk = 0, (5.22)

y en conformidad a (5.17) (5.19) y (5.21), tenemos que para todo h en X,

−
n∑

j=1

⟨νj , I′j(x∗)h⟩ −
∑

i∈I(x∗)

⟨µi, g′i(x∗)h⟩ −
l∑

k=1

⟨ψk, F
′
k(x

∗)h⟩ = 0.



De lo anteriormente expuesto y usando la definición de operador adjunto obtenemos que, para

todo h en X,

⟨I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +
l∑

k=1

F ′∗
k (x∗)ψk, h⟩ = 0,

por consiguiente

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk = 0, (5.23)

donde ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, con νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, i en I(x∗) y ψ = (ψ1 . . . , ψk) en

Ȳ ∗, correspondiente a la condición (5.14).

El teorema queda aśı demostrado.

Observación 81 Observemos que,

si x∗ es un punto KTD (en particular KTF) entonces x∗ es un punto no estacionario de

g, {gi, i ∈ I(x∗)} y el operadores F ′(x∗) es sobreyectivo, ver demostración Teorema 80.

Por lo tanto si x∗ es un punto KTD (en particular KTF) entonces el cono de direcciones

factibles y tangentes, y sus repectivos duales, son determinado en (5.18), (5.19), (5.20) y

(5.21) respectivamente.

si ν = (ν1, · · · , νs) es identicamente nulo entonces las condiciones de optimalidad esta-

blecidas por el Teorema 80 no involucran a la función a minimizar I, en este caso, estas

condiciones son degeneradas. Una condición suficiente para asegurar que ν no es identi-

camente nulo, análogamente al caso escalar, es que x∗ sea un punto regular del conjunto

factible M̄ , en el sentido de la Definición 75, por tanto, bajo este supuesto, es posible

obtener las condiciones de optimalidad de Karush-Tucker débil (ver [29]).

si ν = (ν1, · · · , νs) no es identicamente nulo y existe una componente nula, digamos νr = 0,

entonces las condiciones de optimalidad establecidas por el Teorema 80 no involucran a

la componente Ir de la función a minimizar I. Una condición suficiente para asegurar que

todas las componentes de ν sean estrictamente positivas, es que x∗ sea un punto fuerte-

mente regular en el sentido de la Definición 76, por tanto bajo este supuesto, es posible

obtener condiciones de optimalidad no degeneradas, de Karush-Tucker fuerte (ver [29]).

En los próximos teoremas estableceremos condiciones de optimalidad, no degeneradas, bajos el

supuesto de regularidad débil y fuerte.

Teorema 82 Sea x∗ un punto regular débil de (PM). Si x∗ es una solución Pareto óptima, local

o global, del problema (PM), entonces x∗ es un punto Karush Kuhn Tucker (KTD) vectorial del

problema (PM).



Demostración: Supongamos que ν es nulo en (5.23) entonces

∑
i∈I(x∗)

µig
′
i(x

∗) +

l∑
k=1

ψkF
′
k(x

∗) = 0

lo que implica, ∑
i∈I(x∗)

φi +

l∑
k=1

φk = 0,

donde para todo i en I(x∗), φi pertenece a (AC(Mgi , x
∗))∗ y, debido a (5.5),

φ :=

l∑
k=1

φk ∈
l∑

k=1

[TC(MFk
, x∗)]∗ ⊆

( l∩
k=1

TC(MFk
, x∗)

)∗
= [TC(MF̄ , x

∗)]∗. (5.24)

Esta condición es necesaria y suficiente, de acuerdo al Lema 13, para que

AC(Mg, x
∗)
∩
TC(MF̄ , x

∗) = ∅,

donde AC(Mg, x
∗) =

∩
i∈I(x∗)AC(Mgi , x

∗) = {h, g′i(x∗)h < 0, i ∈ I(x∗)}, es un cono abierto y

convexo y TC(MF̄ , x
∗) = {h, F̄ ′(x∗)h = 0} es un cono cerrado y convexo, es decir la intersección

de los conos de direcciones factibles y tangentes, es vaćıa, por lo tanto la condición (3.18) no se

cumple, lo que implica que x∗ no es un punto regular del conjunto factible M̄ , de acuerdo a la

Definición 75.

El teorema queda aśı demostrado.

Teorema 83 Sea x∗ un punto regular fuerte del problema (PM). Si x∗ es una solución Pareto

óptima, local o global, del problema (PM), entonces x∗ es un punto Karush Kuhn Tucker Fuerte

(KTF) vectorial del problema (PM).

Demostración: La demostración va en la misma dirección del Teorema 82, supongamos que

exista una componente νr nula en (5.23) entonces

s∑
j=1

j ̸=r

I′∗j (x∗)νj +
∑

i∈I(x∗)

µig
′
i(x

∗) +

l∑
k=1

ψkF
′
k(x

∗) = 0,

lo que implica,
s∑

j=1

j ̸=r

fj +
∑

i∈I(x∗)

φi +
l∑

k=1

φk = 0,

donde fj pertenece a (FC(Ij , x∗))∗ = (NC(Ij , x∗))∗, para todo j = 1, · · · , s, j ̸= r, φi per-

tenece a (AC(Mgi , x
∗))∗ para todo i en I(x∗) y, debido a (5.24), φ :=

∑l
k=1 φk pertenece a

[TC(MF̄ , x
∗)]∗.



Esta última condición es necesaria y suficiente, de acuerdo al Lema 13, para que∩
j=1

j ̸=r

FC(Ij , x∗)
∩
AC(Mg, x

∗)
∩
TC(MF̄ , x

∗) = ∅, r = 1, · · · , s,

donde FC(Ij , x∗) = {h, I′j(x∗)h < 0} y AC(Mg, x
∗) =

∩
i∈I(x∗)AC(Mgi , x

∗) = {h, g′i(x∗)h <
0, i ∈ I(x∗)}, son conos abiertos y convexo, y TC(MF̄ , x

∗) = {h, F̄ ′(x∗)h = 0} es un cono

cerrado y convexo, es decir la intersección de los conos de direcciones de ascenso, factibles y

tangentes, es vaćıa, por lo tanto la condición (5.13) no se cumple, lo que implica que x∗ no es

un punto regular fuerte de acuerdo a la Definición 76.

El teorema queda aśı demostrado.

5.2.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta sección introduciremos la definición de KT-invexidad vectorial, para el problema (PM),

que es una condición suficiente, para asegurar que todo punto Karush-Kuhn-Tucker Fuerte

(KTF) vectorial es una solución Pareto óptima y las definiciones de KT-cuasiinvexidad y KT-

pseudoinvexidad estricta (KT-cuasiinvexidad estricta y KT-pseudoinvexidad ) vectorial, que

son condiciones suficientes, y además necesarias, para asegurar respectivamente que cada punto

KTF, y cada punto Karush-Kuhn-Tucker Débil (KTD), es una solución Pareto óptimo (Pareto

óptimo débil).

Definición 84 Diremos que (PM) es KT-invex vectorial, si para cada punto factible x, x∗ en

M̄ , existe una función η : X ×X → X tal que

Ir(x)− Ir(x∗) > I′r(x∗)η, (5.25)

Ij(x)− Ij(x∗) ≥ I′j(x∗)η, j ̸= r, j = 1, · · · , s, (5.26)

F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l, (5.27)

−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗), (5.28)

donde I(x∗) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas y η = η(x, x∗).

Definición 85 Diremos que (PM) es KT-cuasiinvex vectorial, si existe una función η : X×X →
X tal que para todo punto factible x, x∗ en M̄ ,

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒


I′r(x∗)η < 0,

I′j(x∗)η ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗),



donde I(x∗) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas del operador g y η = η(x, x∗).

Si I(x) es estrictamente menor que I(x∗), esto es I(x) < I(x∗), entonces al problema (PM) lo

llamaremos KT-cuasiinvex estricto vectorial.

Definición 86 Diremos que (PM) es KT-pseudoinvex vectorial estricto, si existe una función

η : X ×X → X tal que para todo punto factible x, x∗ en M̄ ,

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒


I′j(x∗)η < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗),

donde I(x∗) es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas del operador g y η = η(x, x∗).

Si I(x) es estrictamente menor que I(x∗), esto es I(x) < I(x∗), entonces al problema (PM) lo

llamaremos KT-pseudoinvex vectorial.

Hacemos notar que las definiciones de KT-pseudoinvex vectorial y KT-pseudoinvex vectorial

estricto, son denominadas por algunos autores KT-pseudoinvex I y KT-pseudoinvex II, respec-

tivamente [4].

De acuerdo a las definiciones anteriores podemos verificar, sin mayor dificultad, el siguiente

diagrama, bajo supuesto de diferenciabilidad de primer orden.

KT-pseudoinvex estricto =⇒ KT-cuasiinvex ⇐= KT-invexww� ww�
KT-pseudoinvex =⇒ KT-cuasiinvex estricto

Cuadro 5.1: Relación entre varios tipos de KT-invexidad

Los próximos teorema son análogos a los resultados presentados en la Sección 3.1.2, para el caso

escalar.

Teorema 87 Si el (PM) es KT-invex vectorial en M̄ , entonces cada punto Karush Kuhn Tucker

Fuerte vectorial (KTF), x∗ en M̄ , es una solución Pareto óptima del (PM).

Demostración: Suponga que el (PM) es KT-invex vectorial, mostraremos que si x∗ es un punto

KTF vectorial entonces x∗ es una solución Pareto óptima del (PM).



Sea x∗ un punto KTF vectorial entonces existen, ν = (ν1, · · · , νs) > 0 en IRs, µi, i en I(x
∗),

no negativos, en IR, y ψk, k = 1 · · · , l, en Y ∗
k , no todos simultáneamente nulos, satisfaciendo

las condiciones de la Definición 79. Si multiplicamos (5.25), (5.26) y (5.28) por νr > 0 νj > 0,

µi ≥ 0 respectivamente y aplicamos ψk a (5.27), obtenemos para todo punto factible x,

νr(Ir(x)− Ir(x∗)) > νrI′r(x∗)η,

νj(Ij(x)− Ij(x∗)) ≥ νjI′j(x∗)η, j ̸= r, j = 1, · · · , s,

ψkF
′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,

−µig′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗).

Sumando en j, en i y en k y reordenando los términos, obtenemos

s∑
j=1

νj(Ij(x)− Ij(x∗) >

s∑
j=1

νjI′j(x∗)η +
∑

i∈I(x∗)

µig
′
i(x

∗)η +

l∑
k=1

ψkF
′
k(x

∗)η.

Considerando la definición y las propiedades de operadores adjunto, obtenemos

s∑
j=1

νj(Ij(x)− Ij(x∗)) > ⟨I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′i
∗
(x∗)µi +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk, η⟩.

Ahora como νj > 0, j = 1, · · · , s, µi, i en I(x∗) y ψk, k = 1, · · · , l, son los multiplicadores de

Lagrange, de acuerdo a la Definición 79, satisfacen la condición (5.15) se sigue que

s∑
j=1

νj(Ij(x)− Ij(x∗)) > 0,

para todo punto factible x en M̄ .

Esto implica que existe al menos un ı́ndice r en {1, · · · , s} tal que Ir(x) > Ir(x∗), para todo

punto factible x, por consiguiente no existe un x en M̄ tal que I(x) domine a I(x∗), en el sentido

Pareto, por lo tanto x∗ es una solución Pareto óptima.

El teorema queda aśı demostrado.

El próximo teorema carateriza a los problemas KT-cuasiinvex vectorial.

Teorema 88 Cada punto KTF vectorial x∗ en M̄ , es una solución Pareto óptima del (PM), si

y solo si el (PM) es KT-cuasiinvex vectorial en M̄ .

Demostración: Si cada punto KTF vectorial, es una solución Pareto óptima, demostraremos

que el problema (PM) es KT-cuasiinvex vectorial.

Suponga que existe al menos un x en M̄ , tal que I(x) domina a I(x∗), en el sentido Pareto,

esto es, Ij(x) ≤ Ij(x∗), para todo j = 1, · · · , s, y al menos se cumple una desigualdad estricta,



Ir(x) < Ir(x∗), entonces x∗ no es una solución Pareto óptima del (PM) y por hipótesis x∗ no es un

punto KTF vectorial, por lo tanto para todo ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj > 0, j en J = {1, · · · , s},
µi ≥ 0, i en I(x∗) y ψk en Y ∗

k , k en L = {1, · · · , l}.

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk ̸= 0,

I′∗r (x∗)νr +
s∑

j=1

j ̸=r

I′∗j (x∗)νj +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk ̸= 0.

Notemos que,

1) si I′j(x∗) ̸= 0, g′i(x
∗) ̸= 0 y F ′

k(x
∗) ̸= 0 entonces, de acuerdo a la Observación 3, tenemos

respectivamente

fj = I′∗j (x∗)νj ∈ K∗
j , νj ≥ 0, donde Kj = {h, I′j(x∗)h < 0}, j ∈ J.

φi = g′∗i (x
∗)µi ∈ K∗

i , µi ≥ 0, donde Ki = {h, g′i(x∗)h < 0, }, i ∈ I(x∗).
φk = F ′∗

k (x∗)ψk ∈ K∗
k , ψk ∈ Y ∗

k , donde Kk = {h, F ′
k(x

∗)h = 0}, k ∈ L.
(5.29)

2) si I′j(x∗) = 0, g′i(x
∗) = 0 y F ′

k(x
∗) = 0 para algún j ̸= r en J , i ∈ I(x∗) y k ∈ L

respectivamente entonces, I′j(x∗)h = 0, g′i(x
∗)h = 0 y F ′

k(x
∗)h = 0, ∀h ∈ X.

Si denotamos J̄ = {j ∈ J, I′j(x∗) ̸= 0}, Ī(x∗) = {i ∈ I(x∗), g′i(x∗) ̸= 0}, L̄ = {k ∈ L,F ′
k(x

∗) ̸= 0}
y tomamos en consideración que νj > 0, j = 1, · · · , s µi ≥ 0, i ∈ Ī(x∗) y que, debido a (5.5),

φ̃ :=
∑
k∈L̄

F ′∗
k (x∗)ψk ∈

∑
k∈L̄

K∗
k ⊂ (

∩
k∈L̄

Kk)
∗

podemos afirmar,

s∑
j∈J̄

fj +
∑

i∈Ī(x∗)

φi + φ̃ ̸= 0,

para todos los fj ∈ K∗
j , j ∈ J̄ , φi ∈ K∗

i , i ∈ Ī(x∗) y φ̃ ∈ (
∩

k∈L̄Kk)
∗.

Como los conos Kj , j en J̄ , Ki, i en Ī(x∗) y Kk, k en L̄, determinados en (5.29), son todos

convexos y no vaćıos, entonces, conforme al Lema 13, podemos afirmar( ∩
j∈J̄

Kj

)
∩
( ∩

i∈Ī(x∗)

Kk

)
∩
( ∩

k∈L̄
Kk

)
̸= ∅. (5.30)

Por lo tanto podemos concluir, a partir de (5.30), de 1) y 2) y considerando que J̄ ̸= ∅, que
existe h en X tal que

I′r(x∗)h < 0,

I′j(x∗)h ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)h = 0, k = 1, · · · l,
−g′i(x∗)h ≥ 0, i ∈ I(x∗),

(5.31)



esto es

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒


I′r(x∗)h < 0,

I′j(x∗)h ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)h = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)h ≥ 0, i ∈ I(x∗).

Luego las condiciones de la Definición 85 se cumplen, con η := h, dependiendo de los puntos

factibles x y x∗, esto implica que el problema (PM) es KT-cuasiinvex vectorial.

Inversamente, suponga que el (PM) es KT-cuasiinvex vectorial, mostraremos que cada punto

KTF vectorial es una solución Pareto óptima del (PM).

Sea x∗ un punto KTF y suponga que x∗ no es una solución Pareto óptima, entonces existe un

x en M̄ , tal que I(x)− I(x∗) ≤ 0, esto implica, dado que (PM) es KT-cuasiinvex vectorial, que

existe un η = η(x, x∗) en X tal que
I′r(x∗)η < 0,

I′j(x∗)η ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗).

Esto nos permite afirmar, considerando el primer item de la Observación 81, que

FC(Ir, x∗) ∩
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
∩
( ∩

i∈I(x∗)

AC(Mgi , x
∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
̸= ∅,

que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 ≤ r ≤ s tal que,

fr +
s∑

j=1

j ̸=r

fj +
∑

i∈I(x∗)

φi +
l∑

k=1

φk ̸= 0,

para todos los fr ∈ [FC(Ir, x∗)]∗, fj ∈ [NC(Ij , x∗)]∗, j = 1, · · · , s, j ̸= r, definidos en (5.17),

φi ∈ [AC(Mgi , x
∗)]∗, i ∈ I(x∗), definidos en (5.19), y φk ∈ [TC(MFk

, x∗)]∗, k = 1, · · · , l,
definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange, esto implica que x∗ no es

un punto KTF vectorial, lo que contradice la hipótesis, podemos concluir entonces que x∗ es

solución Pareto óptima.

El teorema queda aśı demostrado.

Mediante el siguiente ejemplo mostraremos que la cuasiinvexidad no es una condición suficiente,

para garantizar que todo punto KTD es un punto óptimo Pareto, el Teorema 88 no es verificado.



Ejemplo 89 considere el siguiente problema
mı́n (x1, x1 + x2)

sujeto a :

−x1 − x2 ≤ 0

x̄ = (x1, x2) ∈ IR2,

(5.32)

donde la función vectorial I = (I1, I2) : IR2 → IR2, I1(x1, x2) = x1, I2(x1, x2) = x1 + x2

g(x1, x2) = −x1 − x2 y F ≡ 0.

El conjunto factible es M = {x̄ = (x1, x2),−x1 − x2 ≤ 0} y, para todo x̄ en IR2,

I′1(x̄) =
(

1 0
)
, I′2(x̄) =

(
1 1

)
, g′(x̄) =

(
−1 −1

)
.

Todo punto x̄∗ = (x∗1, x
∗
2) en IR2, satisfaciendo −x∗1 − x∗2 = 0 es un punto KTD, con ν =

(ν1, ν2, µ) = (0, 1, 1),

ν1

(
1

0

)
+ ν2

(
1

1

)
+ µ

(
−1
−1

)
= 0

y además el problema es cuasiinvex, esto es, para todo x, x∗ en M , tal que I(x)−I(x∗) ≤ 0 existe

η(x̄, x̄∗) = (−1, 1), tal que

I ′1(x
∗)η(x, x∗) = −1 < 0, I ′1(x

∗)η(x, x∗) = 0, g′(x∗)η(x, x∗) = 0.

En particular x̄∗ = (0, 0) es un punto KTD y no es un óptimo Pareto, ya que para todo x̄ =

(−x2, x2), x2 > 0, x̄ pertenece a M̄ y I1(x̄) < I1(x∗), I2(x̄) = I2(x∗).

Observemos que todo punto x∗ en M , es un punto débilmente regular, Definición 75, esto es,

existe h en IR2, tal que g′(x∗)h < 0, que garantiza, a la vez, la existencia de ν = (ν1, ν2) ̸= 0,

νi ≥ 0, i = 1, 2, y todo punto x∗ en M no es fuertemente regular, Definición 76, esto es,

dado r = 1 no existe un h = (h1, h2) en IR2, tal que satisfaga simultáneamente las ecuaciones

I2(x
∗)h < 0 y g′(x∗)h < 0, esto es, h1 + h2 < 0,−h1 − h2 < 0.

El próximo teorema carateriza a los problemas KT-pseudoinvex vectorial estricto, mediante los

puntos Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial.

Teorema 90 Cada punto Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial x∗ en M̄ , es una solución

Pareto óptima del (PM), si y solo si el (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial en M̄ .

Demostración: Si cada punto KTD vectorial, es una solución Pareto óptima, demostraremos

que el problema (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial en M̄ .

Análogamente a la demostración del Teorema 88, suponga que existe al menos un x en M̄ , tal que

I(x) domina a I(x∗), en el sentido Pareto, entonces x∗ no es una solución Pareto óptima del (PM)



y por hipótesis x∗ no es un punto KTD vectorial, por lo tanto, para todo ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0,

con νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, i en I(x∗), y ψ = (ψ1 . . . , ψk) en Ȳ
∗,

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈I(x∗)

g′
∗
i (x

∗)µi +
l∑

k=1

F ′∗
k (x∗)ψk ̸= 0,

esto implica, usando los mismos argumento de la demostración del Teorema 88, que la condición

(5.30) se cumple.

Donde ahora necesariamente I′j(x∗) ̸= 0, para todo j en J := {1, · · · , s}, en efecto, caso contrario

suponga que existe j en J , tal que I′j(x∗) = 0 esto implica que no existe un h tal que, I′j(x∗)h < 0,

para todo j en J , entonces de acuerdo al Lema 12, x∗ es un punto estacionario de I, y por tanto

es un punto KTD, con multiplicadores ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0 y µi, i en I(x∗) y ψk en

Y ∗
k , k = 1, · · · , l, identicamente nulos, lo que contradice el hecho de que x∗ no es un punto KTD

vectorial.

Por tanto considerando que J̄ = J := {1, · · · , s} en la condición (5.30) obtenemos,( s∩
j=1

Kj

)
∩
( ∩

i∈Ī(x∗)

Kk

)
∩
( ∩

k∈L̄
Kk

)
̸= ∅,

donde los conos Kj , j en J , Ki, i en Ī(x∗) y Kk, k en L̄, determinados en (5.29), son todos

convexos y no vaćıos.

Podemos afirmar entonces, que existe h en X, tal que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒


I′j(x∗)h < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)h = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)h ≥ 0, i ∈ I(x∗),

y las condiciones de la Definición 86 se cumplen, con η := h, dependiendo de los puntos factibles

x y x∗, esto implica que el problema (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial.

Inversamente, bajo el supuesto de que el problema (PM) es KT-pseudoinvex estricto vectorial

demostraremos que cada punto KTD vectorial x∗ es una solución Pareto óptima.

Sea x∗ un punto KTD y suponga que x∗ no es una solución Pareto óptima, entonces existe un

x en M̄ , tal que I(x) − I(x∗) ≤ 0, esto implica, dado que (PM) es KT-pseudoinvex vectorial

estricto, que existe un η = η(x, x∗) en X tal que
I′j(x∗)η < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗).

Esto implica, considerando el primer item de la Observación 81, que( s∩
j=1

FC(Ij , x∗)
)
∩
( ∩

i∈Ī(x∗)

AC(Mgi , x
∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
̸= ∅,



que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 ≤ r ≤ s tal que,

s∑
j=1

fj +
∑

i∈I(x∗)

φi +

l∑
k=1

φk ̸= 0,

para todos los fj ∈ [FC(Ij , x∗)]∗, j = 1, · · · , s, definidos en (5.17), φi ∈ [AC(Mgi , x
∗)]∗, i ∈

I(x∗), definidos en (5.19), y φk ∈ [TC(MFk
, x∗)]∗, k = 1, · · · , l, definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange, esto implica que x∗ no es

un punto KTD vectorial, lo que contradice la hipótesis, podemos concluir entonces que x∗ es

solución Pareto óptima.

El teorema queda aśı demostrado.

Si consideramos ahora soluciones Pareto óptima débil o débilmente eficientes, en vez de solu-

ciones Pareto óptima o eficientes, podemos caracterizar los problemas KT-cuasiinvex estricto y

KT-pseudoinvex vectorial, como lo indican los siguientes resultados.

Teorema 91 Cada punto KTF vectorial x∗ en M̄ , es una solución Pareto óptima débil del

(PM), si y solo si el (PM) es KT-cuasiinvex estricto vectorial en M̄ .

Demostración: Si cada punto KTF vectorial, es una solución Pareto óptima débil, mostraremos

que el problema (PM) es KT-cuasiinvex estricto vectorial en M̄ .

Supongamos que el problema M̄ no es KT-cuasiinvex estricto vectorial en M̄ , entonces no es

KT-cuasiinvex vectorial en M̄ , ver cuadro 5.1, lo que implica, debido al Teorema 88, que existe

al menos, x∗ en M̄ , tal que x∗ un punto KTF y x∗ no es solución Pareto óptimo, por lo tanto

existe al menos un punto KTF, x∗, el cual no es solución Pareto óptimo débil, lo que contradice

la hipótesis.

Inversamente, bajo el supuesto de que el problema (PM) es KT-cuasiinvex estricto vectorial

demostraremos que cada punto KTF vectorial x∗ es una solución Pareto óptima débil.

Sea x∗ un punto KTF y suponga que no es una solución Pareto óptima débil, entonces, de

acuerdo a la Definición 65 existe un x en M̄ , tal que I(x) − I(x∗) < 0, por lo tanto, dado

que (PM) es KT-cuasiinvex vectorial estricto, Definición 85, podemos afirmar que existe un

η = η(x, x∗) en X tal que 
I′r(x∗)η < 0,

I′j(x∗)η ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗).



Esto nos permite afirmar, considerando el primer item de la Observación 81, que

FC(Ir, x∗) ∩
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
∩
( ∩

i∈I(x∗)

AC(Mgi , x
∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
̸= ∅,

que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 ≤ r ≤ s tal que,

fr +

s∑
j=1

j ̸=r

fj +
∑

i∈I(x∗)

φi +

l∑
k=1

φk ̸= 0,

para todos los fr ∈ [FC(Ir, x∗)]∗, fj ∈ [NC(Ij , x∗)]∗, j = 1, · · · , s, j ̸= r, definidos en (5.17),

φi ∈ [AC(Mgi , x
∗)]∗, i ∈ I(x∗), definidos en (5.18), y φk ∈ [TC(MFk

, x∗)]∗, k = 1, · · · , l,
definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange, esto implica que x∗ no es

un punto KTF vectorial, lo que contradice la hipótesis, podemos concluir entonces que x∗ es

solución Pareto óptima.

El teorema queda aśı demostrado.

Teorema 92 Cada punto Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) vectorial x∗ en M̄ , es una solución

Pareto óptima débil del (PM), si y solo si el (PM) es KT-pseudoinvex vectorial en M̄ .

Demostración: Si cada punto KTD vectorial, es una solución Pareto óptima débil, mostraremos

que el problema (PM) es KT-pseudoinvex vectorial en M̄ .

Supongamos que el problema (PM) no es KT-pseudoinvex vectorial en M̄ , entonces no es KT-

pseudoinvex vectorial estricto en M̄ , lo que implica, debido al Teorema 90, que existe al menos

un punto KTD, x∗, tal que no es solución Pareto óptimo, por lo tanto existe al menos un punto

KTD, x∗, el cual no es solución Pareto óptimo débil, lo que contradice la hipótesis.

Inversamente, bajo el supuesto de que el problema (PM) es KT-pseudoinvex vectorial demostra-

remos que cada punto KTD vectorial x∗ es una solución Pareto óptima débil. Esta demostración

es básicamente la demostración del Teorema 92.

Sea x∗ un punto KTD y suponga que no es una solución Pareto óptima débil entonces, de

acuerdo a la Definición 65, existe un x en M̄ tal que I(x) − I(x∗) < 0, por lo tanto, dado que

(PM) es KT-pseudoinvex vectorial, podemos afirmar que existe un η = η(x, x∗) en X tal que
I′j(x∗)η < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)η = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)η ≥ 0, i ∈ I(x∗).

Esto implica, considerando el primer item de la Observación 81, que( s∩
j=1

FC(Ij , x∗)
)
∩
( ∩

i∈I(x∗)

AC(Mgi , x
∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
̸= ∅,



que es equivalente a decir, de acuerdo a la Lema 13, que existe un r, 1 ≤ r ≤ s tal que,

s∑
j=1

fj +
∑

i∈I(x∗)

φi +

l∑
k=1

φk ̸= 0,

para todo fj ∈ [FC(Ij , x∗)]∗, j = 1, · · · , s, definidos en (5.17), φi ∈ [AC(Mgi , x
∗)]∗, i ∈ I(x∗),

definidos en (5.19), y φk ∈ [TC(MFk
, x∗)]∗, k = 1, · · · , l, definidos en (5.21).

Por lo tanto no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange, esto implica que x∗ no es

un punto KTD vectorial, lo que contradice la hipótesis, podemos concluir entonces que x∗ es

solución Pareto óptima débil.

El teorema queda aśı demostrado.

De acuerdo a las definiciones presentadas en [81] y en esta sección tenemos los siguientes dia-

gramas, bajo supuesto de diferenciabilidad de primer orden.

KTD
Reg.Débil←−−−−−−−−−−→ Pareto Débil ⇐⇒ KT-pseudoinvex

ww� ~ww
KTD

Reg.Débil←−−−−−−−−−−→ Pareto (Fuerte) ⇐⇒ KT-pseudoinvex estricto

~ww ww�
KTF

Reg.Fuerte←−−−−−−−−−−−→ Pareto (Fuerte) ⇐⇒ KT-cuasiinvex

~ww ww�
KTF

Reg.Fuerte←−−−−−−−−−−−→ Pareto Débil ⇐⇒ KT-cuasiinvex estricto

Cuadro 5.2: Condiciones de optimalidad Pareto y Pareto débil de primer orden

5.3. Problemas Vectoriales No Regulares

En esta sección estableceremos condiciones de optimalidad, necesarias y suficientes, de segundo

orden, no degeneradas, para problemas multiobjetivos con restricciones de igualdad y desigual-



dad, aún cuando el problema no sea fuerte o débilmente regular.

Las condiciones necesarias son establecidas en 5.3.1, las cuales por una parte generalizan las

condiciones Karush-Kuhn-Tucker vectorial, fuerte y débil, cuando el problema es regular, pre-

sentadas en la Sección 5.2, y por otra parte, cuando el problema es escalar y el conjunto de

restricciones es no regular, son reducidas a las condiciones Karush-Kuhn-Tucker-Avakov, deter-

midas en la Sección 3.2.

En la Sección 5.3.2 son obtenidas condiciones suficientes de optimalidad, Pareto y débil Pareto,

bajo el supuesto 2KT-cuasiinvex (2KT-cuasiinvex estricta), 2KT-pseudoinvex (2KT-pseudoinvex

estricta) vectorial, que generaliza a los problemas, presentados en la Sección 5.2.2.

Denotaremos por (P̂M), el Problema Multiobjetivo definido en (5.1) con el supuesto de que los

operadores F̄ : X → Ȳ y g : X → IRm son dos veces Frêchet diferenciables, en un entorno

U(x∗) de x∗ en X y el subespacio ImF ′
k(x

∗) es cerrado en Yk, para todo k = 1, · · · , l.

Aśı como la noción de regularidad es esencial para la obtención de condiciones necesarias y

suficientes de optimalidad, de primer orden no degeneradas, la noción de 2-regularidad, que

introduciremos en este trabajo, también lo es, para la obtención de condiciones de segundo

orden no degeneradas. Es por ello que precisaremos la definición de punto 2-regular, fuerte y

débil, para nuestro problema.

Definición 93 Diremos que un punto x∗ es un punto 2-regular fuerte del (P̂M), en dirección

de h en HM̄ (x∗), si F̄ satisface la condición (3.41) y dado un r en {1, · · · , s, } el sistema

I′j(x∗)ξ2 < 0, j = 1, · · · , s, j ̸= r

F̄ ′(x∗)ξ2 = 0,

F̄ ′(x∗)ξ1 + F̄ ′′(x∗)[h, ξ2] = 0,

g′i(x
∗)ξ2 < 0, ∀ i ∈ Ih(x

∗)

g′i(x
∗)ξ1 + g′′i (x

∗)[h, ξ2] < 0, ∀ i ∈ Ĩh(x∗)

tiene solución ξ1, ξ2 ∈ X, donde

HM̄ (x∗) =
{
h, F̄ ′(x∗)h = 0, g′i(x

∗)h ≤ 0, i ∈ I(x∗),

∃ xh ∈ X, F̄ ′(x∗)xh + F̄ ′′(x∗)[h, h] = 0, g′i(x
∗)xh + g′′i (x

∗)[h, h] < 0, i ∈ Ih(x∗)
}
.

(5.33)

Definición 94 Diremos que un punto x∗ es un punto 2-regular débil del conjunto factible M̄ ,

del (P̂M), si para todo h en HM̄ (x∗), definido en (5.33), F̄ satisface la condición (3.41) y el

sistema 
F̄ ′(x∗)ξ2 = 0,

F̄ ′(x∗)ξ1 + F̄ ′′(x∗)[h, ξ2] = 0,

g′i(x
∗)ξ2 < 0, ∀ i ∈ Ih(x

∗)

g′i(x
∗)ξ1 + g′′i (x

∗)[h, ξ2] < 0, ∀ i ∈ Ĩh(x∗)



tiene solución ξ1, ξ2 ∈ X.

De acuerdo a las definiciones anteriores tenemos,

2-Regularidad Fuerte =⇒ 2-Regularidad Débil

5.3.1. Condiciones Necesarias de Optimalidad

En esta sección estableceremos condiciones necesarias de optimalidad, de segundo orden, para

problemas vectoriales no regulares, mediante el método Dubovitskii-Milyutin. Las cuales son

una generalización de las condiciones necesarias de optimalidad obtenidas en la Sección 5.2,

para problemas vectoriales fuerte y débilmente regulares.

Observemos que si x∗ es una solución Pareto óptima del (P̂M) entonces, de acuerdo a la Obser-

vación 69,

FC(Ir, x∗) ∩
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
∩
( m∩

i=1
AC(Mgi , x

∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
= ∅,

r = 1, · · · , s,

donde FC(Ij , x∗) y NC(Ij , x∗) son los conos de las direcciones de descenso y no ascenso del

funcional Ij ,
m∩
i=1

AC(Mgi , x
∗) = GMg(x

∗), es el cono de las direcciones factibles del conjunto de

restricciones de desigualdadMg y TC(MF̄ , x
∗) = TMF̄

(x∗) es el cono de las direcciones tangentes

al conjunto de restricciones de igualdad MF̄ , todos en el punto x∗.

Entonces si
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
∩
( m∩

i=1
AC(Mgi , x

∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
̸= ∅, obtenemos, de forma

inmediata, el siguiente resultado de optimalidad, que corresponde a la Proposición 38 para el

caso escalar.

Proposición 95 Sea x∗ es una solución Pareto óptima, local o global, del problema (P̂M),

entonces la siguiente proposición es verdadera,

I′r(x∗)z ≥ 0, ∀ z ∈
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ij , x∗)
)
∩
( m∩

i=1

AC(Mgi , x
∗)
)
∩
(
TC(MF̄ , x

∗)
)
, (5.34)

r = 1, · · · , s.

En lo que sigue introduciremos la definición de punto Karush Kuhn Tucker Avakov Débil

(KTAD) y de punto Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte (KTAF) vectorial, en una cierta di-

rección, del problema (P̂M), que son generalizaciones de las definiciones 78 y 79, de un punto

Karush Kuhn Tucker Débil (KTD) y Karush Kuhn Tucker Fuerte (KTF) vectorial, del problema

(PM), respectivamente.



Definición 96 (Karush Kuhn Tucker Avakov Débil ) Diremos que un punto factible x∗

es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov Débil (KTAD), vectorial en dirección de h en X, del

(P̂M), si existen ν = ν(h) en IRs, µ = µ(h), µ̃ = µ̃(h) en IRm, ψk = ψk(h), ψ̃k = ψ̃k(h) en

Y ∗
k , k = 1, · · · , l, no todos identicamente nulos tal que

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈Ih(x∗)

g′∗i (x
∗)µi +

∑
i∈Ĩh(x∗)

g′′∗i (x∗)(h)µ̃i +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk

+
l∑

k=1

F ′′∗
k (x∗)(h)ψ̃k = 0 (5.35)

∑
i∈Ĩh(x∗)

g′∗i (x
∗)µ̃i +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψ̃k = 0, (5.36)

donde ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, µ̃i ≥ 0, ψk y ψ̃k son los multiplicadores

de Lagrange-Avakov y donde los conjuntos de ı́ndices Ih(x
∗) e Ĩh(x

∗), son definidos en (3.54) y

(3.60), respectivamente.

Definición 97 (Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte ) Diremos que un punto factible x∗

es un punto Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte (KTAF) vectorial, en dirección de h en X,

del (P̂M), si existen ν = ν(h) en IRs, µ = µ(h), µ̃ = µ̃(h) en IRm, ψk = ψk(h), ψ̃k = ψ̃k(h) en

Y ∗
k , k = 1, · · · , l, no todos identicamente nulos satisfaciendo (5.35) y (5.36), donde todas las

componenentes de ν son estrictamente positivas, esto es ν = (ν1, · · · , νs), νj > 0, j = 1, · · · , s
y µi ≥ 0, µ̃i ≥ 0, ψk y ψ̃k son los multiplicadores de Lagrange-Avakov.

Karush Kuhn Tucker Avakov Fuerte

(KTAF)
=⇒

Karush Kuhn Tucker Avakov Débil

(KTAD)

En lo que sigue usaremos el método de Dubovitskii-Milyutin y los resultados de las secciones

previas, para probar el siguiente teorema.

Teorema 98 Sea x∗ en M̄ un punto 2-regular fuerte, en dirección de h en HM̄ (x∗), si x∗ es

una solución Pareto óptima, local o global, del (P̂M) y es tal que I′(x∗)h = 0, entonces x∗ es un

punto KTAF vectorial, en la dirección de h en HM̄ (x∗).

Demostración: Consideremos el operador vectorial, no nulo, Ĩ(x∗) = (Ĩ1(x∗), · · · , Ĩs(x∗)) :

X̃ → IRs, definido para cada (x, z) en X̃ := X ×X,

Ĩ(x∗)(x, z) = I′(x∗)z (5.37)



y el siguiente problema vectorial,

( ˜PM)


mı́n Ĩ(x∗)(x, z)
sujeto a ˜̄F (x∗)(x, z) = 0

g̃(x∗)(x, z) ≤ 0

(x, z) ∈ X̃,

(5.38)

donde ˜̄F (x∗)(x, z) = (F̃1(x
∗)(x, z), · · · , F̃l(x

∗)(x, z)), con F̃k(x
∗) : X̃ → Ỹk, k = 1, · · · , l, definido

para cada (x, z) en X̃, como en (3.97),

F̃k(x
∗)(x, z) = (F ′

k(x
∗)z, F ′

k(x
∗)x+ F ′′

k (x
∗)z),

es continuamente Frêchet diferenciable y g̃(x∗) : X̃ → W̃ , g̃(x∗) = (g̃1(x
∗), · · · , g̃p(x∗)), definido

para cada (ξ1, ξ2) en X̃, como en (3.58),

g̃i(x
∗)(ξ1, ξ2) = (g′i(x

∗)ξ2, g
′
i(x

∗)ξ1 + g′′i (x
∗)[h, ξ2]), i = 1, · · · , p,

es Frêchet diferenciable, donde X̃ := X × X, Ỹk = ImF ′
k(x

∗) × Yk/ImF
′
k(x

∗), k = 1, · · · , l,
W̃ = Img′(x∗)× [Img′(x∗)]⊥ son espacios de Banach y p es la cardinalidad del conjunto de ı́ndice

I(x∗), definido en (2.3).

El conjunto factible es ˜̄H(x∗) = H̃ ˜̄F (x∗) ∩ H̃g̃(x
∗),

donde H̃g̃(x
∗) y H̃ ˜̄F (x∗) son definidos en (3.62) y (3.99) respectivamente.

De acuerdo a las suposiciones impuestas a las funciones I, g y F̄ , el operador Ĩ es Frêchet

diferenciable y los operadores g̃ y ˜̄F son continuamente Frêchet diferenciables. Considerando

además, (3.85), (3.87) y que para todo (x, z) en X̃ := X ×X,

Ĩ′(x∗)(xh, h)(x, z) = Ĩ(x∗)(x, z) := I′(x∗)z,

es fácil ver que si x∗ es un punto 2-regular fuerte del problema (P̂M), Definición 93, entonces

(xh, h) en un punto regular fuerte del (P̃M), de acuerdo a la Definición 76.

Mostraremos ahora que si x∗ es una solución Pareto óptima del problema (P̂M) entonces (xh, h)

es una solución Pareto óptima del problema (P̃M).

Si x∗ es una solución Pareto óptima y es un punto 2-regular fuerte del problema (P̂M), en-

tonces, debido a la condición de optimalidad (5.34) y a la Observación 37, para todo z en

HF̄ (x
∗)
∩
Hg(x

∗),

I′j(x∗)z ≤ 0, ∀ j ̸= r =⇒ I′r(x∗)z ≥ 0, r = 1, · · · , s,

y dado que

z ∈ HF̄ (x
∗)
∩
Hg̃(x

∗)⇐⇒ (x, z) ∈ H̃ ˜̄F (x∗)
∩
H̃g̃(x

∗), (5.39)



tenemos, por la propia definición (5.37) de Ĩ(x∗), que para todo (x, z) en ˜̄H(x∗),

Ĩj(x∗)(x, z) ≤ 0, ∀ j ̸= r =⇒ Ĩr(x∗)(x, z) ≥ 0, r = 1, · · · , s. (5.40)

Como por hipótesis I′(x∗)h = 0, para todo h en HM̄ (x∗), definido en (5.33), entonces, debido a

que HM̄ (x∗) está contenido en HF̄ (x
∗)
∩
Hg̃(x

∗), (xh, h) pertenece a ˜̄H(x∗), y de acuerdo a la

definición de Ĩ(x∗), tenemos que

Ĩ(x∗)(xh, h) = 0. (5.41)

De (5.40) y (5.41) podemos concluir entonces, que no existe (x, z) en H̃(x∗), tal que Ĩ(x, z)
domine a Ĩ(xh, h), luego (xh, h) es solución Pareto óptima de (P̃M).

Por tanto siendo (xh, h) un punto regular fuerte y una solución Pareto óptima de (P̃M), conforme

al teorema 83, (xh, h) es un punto KTF vectorial, del problema (P̃M), entonces existen ν := ν(h)

en IRs, µ̄ := µ̄(h) y ψ̄∗ := ψ̄∗(h), no identicamente nulos, tales que

Ĩ′∗(x∗)(xh, h)ν +
∑

i∈Ĩh(x∗)

g̃′∗i (x
∗)(xh, h)µ̄i +

l∑
k=1

F̃ ′∗
k (x∗)(xh, h)ψ̄

∗
k = 0,

donde ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj > 0, j = 1, · · · , s, µ̄i = (µi, µ̌i) = 0, i ∈ Ĩh(x∗), con Ĩh(x
∗) el

conjunto de las restricciones activas del operador g̃(x∗), definido en (3.60) y ψ̄∗
k, son tales que

para todo k = 1, · · · , l,

ψ̄∗
k = (ψ∗

k, ψ̌
∗
k) ∈ Ỹ ∗

k := [ImF ′
k(x

∗)]∗ × [Y/ImF ′
k(x

∗)]∗ ≡ [ImF ′
k(x

∗)]∗ ×KerF ′∗
k (x∗).

Y por lo tanto para todo (ξ1, ξ2) en X ×X,

⟨ν, Ĩ′(x∗)(xh, h)(ξ1, ξ2)⟩+
∑

i∈Ĩh(x∗)

⟨µ̄i, (g̃i(x∗))′(xh, h)(ξ1, ξ2)⟩+
l∑

k=1

⟨ψ̄∗
k, F̃k(x

∗)′(xh, h)(ξ1, ξ2)⟩ = 0.

Tomando en consideración (3.89), reemplazando Ĩ′(x∗)(xh, h) = Ĩ(x∗), definida en (5.37), y los

términos (3.91) y (3.107), en la igualdad anterior, la cual se cumple para todo (ξ1, ξ2) en X̃,

obtenemos⟨
I′∗(x∗)ν +

∑
i∈Ih(x∗)

g′∗i (x
∗)µi +

∑
i∈Ĩh(x∗)

g′′∗i (x∗)(h)(2µ̌i)

+
l∑

k=1

(F ′∗
k (x∗)ψk + F ′′∗

k (x∗)(h)(2ψ̌k)), ξ2

⟩
= 0,

⟨ ∑
i∈Ĩh(x∗)

g′∗i (x
∗)µ̌i +

l∑
k=1

F ′∗(x∗)ψ̌k, ξ1

⟩
= 0.



Denotando µ̃ = 2µ̌ y ψ̃ = 2ψ̌ y considerando que la primera igualdad se cumple para todo ξ2 en

X y la segunda se cumple para todo ξ1 en X, obtenemos

I′∗(x∗)ν +
∑

i∈Ih(x∗)

g′∗i (x
∗)µi +

∑
i∈Ĩh(x∗)

g′′∗i (x∗)(h)µ̃i +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψk

+

l∑
k=1

F ′′∗
k (x∗)(h)ψ̃k = 0,

∑
i∈Ĩh(x∗)

g′∗i (x
∗)µ̃i +

l∑
k=1

F ′∗
k (x∗)ψ̃k = 0.

El teorema queda aśı demostrado.

Teorema 99 Sea x∗ en M̄ un punto 2-regular débil, en dirección de h en HM̄ (x∗), si x∗ es una

solución Pareto óptima, local o global, del (P̂M) y es tal que I′(x∗)h = 0, entonces x∗ es un

punto KTAD vectorial, en la dirección de h en HM̄ (x∗).

Demostración: La demostración que daremos se basa en los argumentos utilizados en la de-

mostración del Teorema 98. Considerando (3.85) y (3.87) se demuestra, sin dificultad, que si x∗

es un punto 2-regular débil del problema (P̂M), Definición 94, entonces (xh, h) es un punto re-

gular débil, del problema (P̃M), Definición 75, y además como x∗ es una solución Pareto óptima

problema (P̂M), (xh, h) es una solución Pareto óptima del problema (P̃M), entonces, conforme

al teorema 82, (xh, h) es un punto KTD vectorial, del problema (P̃M) y por lo tanto existen

ν := ν(h) en IRs, µ̄ := µ̄(h) y ψ̄∗ := ψ̄∗(h), no identicamente nulos, tales que

Ĩ′∗(x∗)(xh, h)ν +
∑

i∈Ĩh(x∗)

g̃′∗i (x
∗)(xh, h)µ̄i +

l∑
k=1

F̃ ′∗
k (x∗)(xh, h)ψ̄

∗
k = 0,

donde ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µ̄i = (µi, µ̌i) = 0, i ∈ Ĩh(x∗), con Ĩh(x
∗) el

conjunto de las restricciones activas del operador g̃(x∗), definido en (3.60) y ψ̄∗
k, son tales que

para todo k = 1, · · · , l,

ψ̄∗
k = (ψ∗

k, ψ̌
∗
k) ∈ Ỹ ∗

k := [ImF ′
k(x

∗)]∗ × [Y/ImF ′
k(x

∗)]∗ ≡ [ImF ′
k(x

∗)]∗ ×KerF ′∗
k (x∗).

Esto implica la existencia de ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j = 1, · · · , s, µi ≥ 0, µ̃i = 2µ̌i ≥ 0, ψk

y ψ̃k = 2ψ̌k, satisfaciendo las condiciones (5.35) y (5.36), por lo tanto, de acuerdo a la Definición

96, x∗ es un punto KTAD.

El teorema queda aśı demostrado.

De lo anteriormente expuesto, análoga a la observación 42 para el caso escalar, podemos hacer

la siguiente observación.



Observación 100 Si x∗ es una solución Pareto óptimo, de acuerdo a los Teoremas 98 y 99, es

cierta una de las siguientes afirmaciones,

si x∗ es un punto regular fuerte (débil), las ecuaciones de Euler-Lagrange, (5.35) - (5.36),

son válidas con ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj > 0, j = 1, · · · , s, (ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0,

νj ≥ 0, j = 1, · · · , s), µi ≥ 0, ψk en Y ∗
k no todos nulos y ψ̃k y µ̃i identicamente nulos.

si x∗ no es un punto regular fuerte (débil), pero si un punto 2-regular fuerte, (2-regular

débil) en dirección de h en HM̄ (x∗), entonces hay un familia de ecuaciones de Euler-

Lagrange, (5.35) - (5.36), que son válidas con ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj > 0, j = 1, · · · , s,
(ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j = 1, · · · , s), µi ≥ 0, µ̃i ≥ 0, ψk y ψ̃k en Y ∗

k , dependiendo

del parámetro h en HM̄ (x∗), no todos identicamente nulos.

5.3.2. Condiciones Suficientes de Optimalidad

En esta sección introducimos las nociones de 2KT-cuasiinvexidad (2KT-cuasiinvexidad estricta)

y 2KT-pseudoinvexidad estricta (2KT-pseudoinvexidad ) vectorial, para el problema (P̂M), que

es una condición necesaria y suficiente, para asegurar que todo punto KTAF y KTAD vectorial,

es una solución Pareto óptimo (solución Pareto óptimo débil) respectivamente.

Definición 101 Diremos que (P̂M) es 2KT-cuasiinvex vectorial en M̄ , en dirección de h en X,

si para cada punto factible x, x∗ en M̄ , existen funciones ηh, ξh : X ×X → X, tales que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒



I′r(x∗)ηh < 0, I′j(x∗)ηh ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)ηh = 0, k = 1, · · · , l,
F ′
k(x

∗)ξh + F ′′
k (x

∗)[h, ηh] = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)ηh ≥ 0, i ∈ Ih(x∗),
−g′i(x∗)ξh − g′′i (x∗)[h, ηh] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x∗),

(5.42)

donde ηh = ηh(x, x
∗), ξh = ξh(x, x

∗) y los conjuntos Ih(x
∗), Ĩh(x

∗) son definidos en (3.54) y

(3.60) respectivamente.

Si I(x) es estrictamente menor que I(x∗), esto es I(x) < I(x∗), entonces al problema (P̂M) lo

llamaremos 2KT-cuasiinvex estricto vectorial.

Definición 102 Diremos que (P̂M) es 2KT-pseudoinvex estricto vectorial en M̄ , en dirección

de h en X, si para cada punto factible x, x∗ en M̄ , existen funciones ηh, ξh : X×X → X, tales



que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒



I′j(x∗)ηh < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)ηh = 0, k = 1, · · · , l,
F ′
k(x

∗)ξh + F ′′
k (x

∗)[h, ηh] = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)ηh ≥ 0, i ∈ Ih(x∗),
−g′i(x∗)ξh − g′′i (x∗)[h, ηh] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x∗),

(5.43)

donde ηh = ηh(x, x
∗), ξh = ξh(x, x

∗) y los conjuntos Ih(x
∗), Ĩh(x

∗) son definidos en (3.54) y

(3.60) respectivamente.

Si I(x) es estrictamente menor que I(x∗), esto es I(x) < I(x∗), entonces al problema (P̂M) lo

llamaremos 2KT-pseudoinvex vectorial.

Diremos simplemente que el (P̂M) es 2KT-cuasiinvex (2KT-cuasiinvex estricto), 2KT-pseudoinvex

(2KT-pseudoinvex estricto) vectorial, en M̄, si lo es para toda dirección h en X, además si lo

es en dirección de h = 0, entonces el problema es KT-cuasiinvex (KT-cuasiinvex estricto), KT-

pseudoinvex (KT-pseudoinvex estricto) vectorial, conforme a las Definición 85 (Definición 86),

basta con considerar η = ηh = ξh, debido a que Ih(x
∗) = I(x∗).

De acuerdo a lo anteriormente expuesto tenemos los siguientes diagramas, bajo supuesto de

diferenciabilidad de segundo orden, ver cuadro 5.1.

2KT-pseudoinvex estricto =⇒ 2KT-cuasiinvex ⇐= 2KT-invexww� ww�
2KT-pseudoinvex =⇒ 2KT-cuasiinvex estricto

Cuadro 5.3: Relación entre varios tipos de 2KT-invexidad

El próximo teorema, que generaliza al Teorema 88 en el caso regular, nos da una caracterización

de los problemas 2KT-cuasiinvex.

Teorema 103 Cada punto KTAF vectorial x∗ en M̄ , en dirección h en HM̄ (x∗), es una solución

Pareto óptima del (P̂M), si y solo si el (P̂M) es 2KT-cuasiinvex vectorial en M̄ , en la misma

dirección h.

Demostración: Si cada punto KTAF vectorial, en dirección de h en HM̄ (x∗), del (P̂M), es una

solución Pareto óptima, mostraremos que el problema (P̂M) es 2KT-cuasiinvex vectorial, en la

misma dirección h.



Suponga que existe al menos un x en M̄ , tal que I(x) = (I1(x), · · · , Is(x)) domina a I(x∗) =

(I1(x∗), · · · , Is(x∗)), en el sentido Pareto, esto es, Ij(x) ≤ Ij(x∗), para todo j = 1, · · · , s, y al

menos se cumple una desigualdad estricta Ir(x) < Ir(x∗), entonces x∗ no es una solución Pareto

óptima del (P̂M) y por hipótesis x∗ no es un punto KTAF vectorial, en dirección de h enHM̄ (x∗).

Esto equivale a decir, que para todo h en HM̄ (x∗), (xh, h) no es un punto KTF vectorial del

problema (P̃M), definido en (5.38), no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange, por

lo tanto,

Ĩ′∗(x∗)(xh, h)ν +
∑

i∈Ĩh(x∗)

g̃′∗i (x
∗)(xh, h)µ̄i +

l∑
k=1

F̃ ′∗
k (x∗)(xh, h)ψ̄

∗
k ̸= 0,

para todo ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj > 0, j en J = 1, · · · , s, µ̄i = (µi, µ̌i) = 0, i ∈ Ĩh(x∗), con
Ĩh(x

∗) el conjunto de las restricciones activas del operador g̃(x∗), definido en (3.60) y ψ̄∗
k en Ỹ ∗

k ,

para todo k en L = {1, · · · , l}.

Adoptando los mismos argumentos usados en la demostración del Teorema 88, donde denotamos

ahora ¯̃J = {j ∈ J, Ĩ′j(x∗)(xh, h) ̸= 0}, ¯̃Ih(x
∗) = {i ∈ Ĩh(x

∗), g̃′i(x
∗)(xh, h) ̸= 0}, ¯̃L = {k ∈

L, F̃ ′
k(x

∗)(xh, h) ̸= 0} y tomamos en consideración que νj > 0, j = 1, · · · , s, µ̄i ≥ 0, i ∈ ¯̃Ih(x
∗) y

que, debido a (5.5),

φ̃ :=
∑
k∈ ¯̃L

F̃ ′∗
k (x∗)(xh, h)ψ̄k ∈

∑
k∈ ¯̃L

K̃∗
k ⊂ (

∩
k∈ ¯̃L

K̃k)
∗

podemos afirmar que para todos los fj ∈ K̃∗
j , j ∈

¯̃J , φi ∈ K̃∗
i , i ∈

¯̃Ih(x
∗) y φ̃ ∈ (

∩
k∈ ¯̃L

K̃k)
∗.

s∑
j∈J̄

fj +
∑

i∈Ī(x∗)

φi + φ̃ ̸= 0,

donde, para cada j en ¯̃J , el cono K̃j es

K̃j = {(ξ1, ξ2), Ĩ′r(x∗)(xh, h)(ξ1, ξ2) < 0},

y conforme a la definición (5.37), para todo (ξ1, ξ2) en X̃,

(Ĩj(x∗))′(xh, h)(ξ1, ξ2) = Ĩj(x∗)(ξ1, ξ2) = I′j(x∗)ξ2, j ∈
¯̃J

entonces,

K̃j = {(ξ1, ξ2), I′j(x∗)ξ2 < 0}, j ∈ ¯̃J.

El cono K̃i, para cada i en ¯̃Ih(x
∗), es

K̃i =
{
(ξ1, ξ2) ∈ X̃, (g̃i(x∗))′(xh, h)(ξ1, ξ2) < 0

}
,



con (g̃i(x
∗))′(xh, h)(ξ1, ξ2) = (g′i(x

∗)ξ2, g
′
i(x

∗)ξ1 + 2g′i(x
∗)[h, ξ2]).

El cono K̃k, para cada k en ¯̃L,

K̃k = {(ξ1, ξ2) ∈ X̃, (F̃k(x
∗))′(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0},

con (F̃k(x
∗))′(xh, h)(ξ1, ξ2) = (F ′

k(x
∗)ξ2, F

′
k(x

∗)ξ1 + 2F ′′
k (x

∗)[h, ξ2]).

Como los conos K̃j , j en ¯̃J , K̃i, i en
¯̃Ih(x

∗) y K̃k, k en ¯̃L, determinados anteriormente, son

convexos y no vaćıos, entonces, conforme al Lema 13, podemos afirmar( ∩
j∈ ¯̃J

K̃j

)
∩
( ∩

i∈ ¯̃Ih(x∗)

K̃i

)
∩
( ∩

k∈ ¯̃L

K̃k

)
̸= ∅. (5.44)

Si consideramos además que Ĩ′j(x∗)(xh, h) = 0, g̃′i(x
∗)(xh, h) = 0 y F̃ ′

k(x
∗)(xh, h) = 0 para algún

j ̸= r en J , i ∈ Ĩh(x∗) y k en L̃ respectivamente, entonces para todo (ξ1, ξ2) en X̃,

Ĩ′j(x∗)(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0, j ̸= r, g̃′i(x
∗)(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0, F̃ ′

k(x
∗)(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0,

esto implica de acuerdo a las definiciones de Ĩj(x∗)(xh, h), g̃′i(x∗)(xh, h) y F̃ ′
k(x

∗)(xh, h), que

I′j(x∗)ξ2 = 0, j ̸= r, g′i(x
∗)ξ2 = 0, F ′

k(x
∗)ξ2 = 0,

F ′
k(x

∗)ξ1 + 2F ′′
k (x

∗)[h, ξ2] = 0, g′i(x
∗)ξ1 + 2g′′i (x

∗)[h, ξ2] = 0.
(5.45)

Por consiguiente, de acuerdo a (5.44) y (5.45) concluimos que para cada h en HM̄ (x∗), existen

ξ1, ξ2, en X, tales que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒



I′r(x∗)ξ2 < 0, I′j(x∗)ξ2 ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)ξ2 = 0, k = 1, · · · , l,
F ′
k(x

∗)ξ1 + 2F ′′
k (x

∗)[h, ξ2] = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)ξ2 ≥ 0, i ∈ Ih(x∗),
−g′i(x∗)ξ1 − 2g′′i (x

∗)[h, ξ2] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x∗).

Por lo tanto podemos afirmar que para cada x, x∗ en M̄ existen ηh := ξ1 y ξh := 2ξ2, en X,

dependiendo de los puntos factibles x y x∗ y de h, tales que, satisfacen la condición (5.42), esto

implica que el problema (P̂M) es 2KT-cuasiinvex vectorial, conforme a la Definición 101.

Inversamente, suponga que el (P̂M) es 2KT-cuasiinvex vectorial, mostraremos que cada punto

KTAF vectorial es una solución Pareto óptima del (P̂M).

Sea x∗ un punto KTAF vectorial, en dirección de h en HM̄ (x∗), entonces (xh, h) es un punto

KTF del problema (P̃M), definido en (5.38), y suponga que x∗ no es una solución Pareto óptima,

entonces existe un x en M̄ , tal que I(x) − I(x∗) ≤ 0, esto implica, dado que (P̂M) es 2KT-



cuasiinvex, que existe un ηh = ηh(x, x
∗) y ξh = ξh(x, x

∗) en X tal que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒



I′r(x∗)ηh < 0, I′j(x∗)ηh ≤ 0, j ̸= r, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)ηh = 0, k = 1, · · · , l,
F ′
k(x

∗)ξh + F ′′
k (x

∗)[h, ηh] = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)ηh ≥ 0, i ∈ Ih(x∗),
−g′i(x∗)ξh − g′′i (x∗)[h, ηh] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x∗),

lo que implica, de acuerdo al primer item de la Observación 81, considerando en este caso que

las funciones involucradas son Ĩ, g̃ y ˜̄F ,

FC(Ĩr(x∗), (xh, h)) ∩
( s∩

j=1

j ̸=r

NC(Ĩj(x∗), (xh, h))
)
∩AC(H̃g̃(x

∗), (xh, h))

∩ TC(H̃ ˜̄F
(x∗), (xh, h)) ̸= ∅,

donde Ĩ(x∗), H̃g̃(x
∗) y H̃ ˜̄F

(x∗) son definidos en (5.37), (3.62) y (3.99) respectivamente.

Por consiguiente, de acuerdo al Lema 13, no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange,

por lo tanto (xh, h) no es un punto KTF vectorial del problema (P̃M), esto equivale a afirmar

que x∗ no es un punto KTAF vectorial, en la dirección de h en HM̄ (x∗) del problema (P̃M), lo

que contradice la hipótesis. Podemos concluir entonces que x∗ es solución Pareto óptima.

El teorema queda aśı demostrado.

El próximo teorema, que generaliza al Teorema 90 en el caso regular, nos da una caracterización

de los problemas 2KT-pseudoinvex estricto. Su demostración es análoga a la demostración del

Teorema 103 usando la misma argumentación empleada en la demostración del Teorema 90.

Teorema 104 Cada punto KTAD vectorial x∗ en M̄ , en dirección h en HM̄ (x∗), es una solución

Pareto óptima del (P̂M), si y solo si el (P̂M) es 2KT-pseudoinvex estricto vectorial en M̄ , en la

misma dirección h.

Demostración: Si cada punto KTAD vectorial, en dirección de h en HM̄ (x∗), del (P̂M), es

una solución Pareto óptima, mostraremos que el problema (P̂M) es 2KT-pseudoinvex estricto

vectorial en M̄ , en la misma dirección h.

Suponga que existe al menos un x en M̄ , tal que I(x) domina a I(x∗), en el sentido Pareto,

esto es, Ij(x) ≤ Ij(x∗), para todo j = 1, · · · , s, y al menos se cumple una desigualdad estricta

Ir(x) < Ir(x∗), entonces x∗ no es una solución Pareto óptima del (P̂M) y por hipótesis x∗ no es

un punto KTAD vectorial, en dirección de h en HM̄ (x∗).

Esto equivale a decir, que para todo h en HM̄ (x∗), (xh, h) no es un punto KTD vectorial del

problema (P̃M), definido en (5.38), no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange, por



lo tanto,

Ĩ′∗(x∗)(xh, h)ν +
∑

i∈Ĩh(x∗)

g̃′∗i (x
∗)(xh, h)µ̄i +

l∑
k=1

F̃ ′∗
k (x∗)(xh, h)ψ̄

∗
k ̸= 0,

para todo ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j en J = {1, · · · , s}, µ̄i = (µi, µ̌i) = 0, i ∈ Ĩh(x∗), con
Ĩh(x

∗) el conjunto de las restricciones activas del operador g̃(x∗), definido en (3.60) y ψ̄∗
k en Ỹ ∗

k ,

para todo k en L = {1, · · · , l}.

Lo que implica, siguiendo la misma demostración del Teorema 103, la condición (5.44), esto es( ∩
j∈ ¯̃J

K̃j

)
∩
( ∩

i∈ ¯̃Ih(x∗)

K̃i

)
∩
( ∩

k∈ ¯̃L

K̃k

)
̸= ∅,

donde ¯̃J = {j ∈ J, Ĩ′j(x∗)(xh, h) ̸= 0}, ¯̃Ih(x
∗) = {i ∈ Ĩh(x

∗), g̃′i(x
∗)(xh, h) ̸= 0}, ¯̃L = {k ∈

L, F̃ ′
k(x

∗)(xh, h) ̸= 0}.

Pero ahora necesariamente I′j(x∗) ̸= 0, para todo j en J := {1, · · · , s}, en efecto, caso contrario

suponga que existe j en J , tal que I′j(x∗) = 0 esto implica que no existe un h tal que, I′j(x∗)h < 0,

para todo j en J , entonces de acuerdo al Lema 12, x∗ es un punto estacionario de I, y por tanto

es un punto KTAD, con multiplicadores ν = (ν1, · · · , νs) ̸= 0, νj ≥ 0, j en J y µi, i en I(x∗)

y ψk en Y ∗
k , k = 1, · · · , l, identicamente nulos, lo que contradice el hecho de que x∗ no es un

punto KTAD vectorial. Por tanto considerando que J̄ = J := {1, · · · , s} en la última condición

obtenemos, ( s∩
j=1

K̃j

)
∩
( ∩

i∈ ¯̃Ih(x∗)

K̃i

)
∩
( ∩

k∈ ¯̃L

K̃k

)
̸= ∅, (5.46)

donde ¯̃Ih(x
∗) = {i ∈ Ĩh(x∗), g̃′i(x∗)(xh, h) ̸= 0}, ¯̃L = {k ∈ L, F̃ ′

k(x
∗)(xh, h) ̸= 0}.

Notemos además que si i no pertenece a ¯̃Ih(x
∗) y k no pertenece a ¯̃L entonces, para todo

(ξ1, ξ2) en X̃, g̃′i(x
∗)(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0, F̃ ′

k(x
∗)(xh, h)(ξ1, ξ2) = 0, esto implica de acuerdo a las

definiciones (3.59) y (3.47) de g̃′i(x
∗)(xh, h) y F̃

′
k(x

∗)(xh, h) respectivamente, que

g′i(x
∗)ξ2 = 0, F ′

k(x
∗)ξ2 = 0,

F ′
k(x

∗)ξ1 + 2F ′′
k (x

∗)[h, ξ2] = 0, g′i(x
∗)ξ1 + 2g′′i (x

∗)[h, ξ2] = 0,∀ ξ1, ξ2 ∈ X.
(5.47)

Por consiguiente, de acuerdo a (5.46) y (5.47) concluimos que para cada h en HM̄ (x∗), existen

ξ1, ξ2 en X, tales que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒



I′r(x∗)ξ2 < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)ξ2 = 0, k = 1, · · · , l,
F ′
k(x

∗)ξ1 + 2F ′′
k (x

∗)[h, ξ2] = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)ξ2 ≥ 0, i ∈ Ih(x∗),
−g′i(x∗)ξ1 − 2g′′i (x

∗)[h, ξ2] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x∗).



Por lo tanto podemos afirmar que para cada x, x∗ en M̄ existen ηh := ξ1 y ξh := 2ξ2, en X,

dependiendo de los puntos factibles x y x∗ y de h, tales que, satisfacen la condición (5.43), esto

implica que el problema (P̂M) es 2KT-pseudoinvex estricto vectorial, conforme a la Definición

102.

Inversamente, suponga que el (P̂M) es 2KT-pseudoinvex estricto vectorial, mostraremos que

cada punto KTAD vectorial es una solución Pareto óptima del (P̂M).

Sea x∗ un punto KTAD vectorial, en dirección de h en HM̄ (x∗) y suponga que x∗ no es una

solución Pareto óptima, entonces existe un x en M̄ , tal que I(x)− I(x∗) ≤ 0, esto implica, dado

que (P̂M) es 2KT-pseudoinvex estricto, que existe un ηh = η(x, x∗) y ξh = ξ(x, x∗) en X tal que

I(x)− I(x∗) ≤ 0 =⇒



I′j(x∗)ηh < 0, j = 1, · · · , s,
F ′
k(x

∗)ηh = 0, k = 1, · · · , l,
F ′
k(x

∗)ξh + F ′′
k (x

∗)[h, ηh] = 0, k = 1, · · · , l,
−g′i(x∗)ηh ≥ 0, i ∈ Ih(x∗),
−g′i(x∗)ξh − g′′i (x∗)[h, ηh] ≥ 0, i ∈ Ĩh(x∗),

que equivale a decir, atendiendo al primer item de la Observación 81, considerando en este caso

que las funciones involucradas son Ĩ, g̃ y ˜̄F ,

FC(Ĩr(x∗), (xh, h)) ∩AC(H̃g̃(x
∗), (xh, h)) ∩ TC(H̄ ˜̄F

(x∗), (xh, h)) ̸= ∅,

donde Ĩ(x∗), H̃g̃(x
∗) y H̃ ˜̄F

(x∗) son definidos en (5.37), (3.62) y (3.99) respectivamente.

Por consiguiente, de acuerdo al Lema 13, no es posible obtener la ecuación de Euler y Lagrange,

por lo tanto (xh, h) no es un punto KTD vectorial del problema (P̃M), esto equivale a afirmar

que x∗ en M̄ no es un punto KTAD vectorial del problema (P̂M), en la dirección de h en HM̄ (x∗),

lo que contradice la hipótesis. Podemos concluir entonces que x∗ es solución Pareto óptima.

El teorema queda aśı demostrado.

Si consideramos como hipótesis solución Pareto óptima débil o solución débilmente eficiente,

Definición 65, en vez de solución Pareto óptima, de manera similar al caso regular presentado en

la sección anterior, podemos mostrar, analógamente a la demostración de los teoremas 103 y 104,

usando los mismo argumentos de los teoremas 88 y 90, los siguiente resultados de optimalidad

Pareto débil.

Teorema 105 Cada punto KTAF vectorial x∗ en M̄ , es una solución Pareto óptima débil del

problema (P̂M), si y solo si (P̂M) es 2KT-cuasiinvex estricto vectorial en M̄ .

Teorema 106 Cada punto KTAD vectorial x∗ en M̄ , es una solución Pareto óptima débil del

problema (P̂M), si y solo si (P̂M) es 2KT-pseudoinvex vectorial en M̄ .



De acuerdo a las definiciones presentadas en esta sección tenemos los siguientes diagramas, bajo

supuesto de diferenciabilidad de segundo orden.

KTAD en dirección de

h ∈ H(x∗)

2Reg.Débil

+I′(x∗)h=0←−−−−−−−−−−−−−−→ Pareto Débil ⇐⇒
2KT-pseudoinvex en di-

rección de h ∈ H(x∗)

ww� ~ww
KTAD en dirección de

h ∈ H(x∗)

2Reg.Débil

+I′(x∗)h=0←−−−−−−−−−−−−−−→ Pareto (Fuerte) ⇐⇒
2KT-pseudoinvex estricto

en dirección de h ∈ H(x∗)

~ww ww�
KTAF en dirección de

h ∈ H(x∗)

2Reg.Fuerte

+I′(x∗)h=0←−−−−−−−−−−−−−−→ Pareto (Fuerte) ⇐⇒
2KT-cuasiinvex en di-

rección de h ∈ H(x∗)

~ww ww�
KTAF en dirección de

h ∈ H(x∗)

2Reg.Fuerte

+I′(x∗)h=0←−−−−−−−−−−−−−−→ Pareto Débil ⇐⇒
2KT-cuasiinvex estricto

en dirección de h ∈ H(x∗)

Cuadro 5.4: Condiciones de optimalidad Pareto y Pareto débil de segundo orden



Futuros Trabajos

Dada la eficacia del formalismo de Dubovitskii-Milyutin y la aplicabilidad de la noción de

invexidad y sus generalizaciones, para establecer condiciones de optimalidad, para una amplia

clase y de variada ı́ndole, de problemas de extremos, consideramos interesante, según nuestro

punto de vista, el estudio de problemas regulares y no regulares.

I Soluciones propiamente eficientes, carecterizar las soluciones propiamente eficientes,

mediante el formalismo de Dubovitskii-Milyutin.

I Control óptimo vectorial, extender los resultados obtenidos en este trabajo a proble-

mas de control óptimo vectoriales, estudiar la existencia de soluciones, tanto local como

global, establecer condiciones de optimalidad, necesaria y suficiente, a partir de las condi-

ciones de optimalidad obtenidas para problemas vectoriales de optimización matemática,

presentadas en el capitulo 5.

I Escalarización, asociar a los problemas vectoriales, tanto de optimización matemática

como de control óptimo, una familia de problemas escalares, y determinar bajo que con-

diciones es posible asegurar la equivalencia de soluciones entre el problema vectorial y la

familia de problemas escalares asociada. Responder a esta cuestión no solamente es de

importancia teórica, sino también es de importancia práctica, existen algunos resultados

parciales en esta dirección, como es posible ver en [24], [88], [89].

I Dualidad, proponer un problema dual, que generalice los problemas duales tipo Wolfe

y/o Mond -Weir, y mostrar que la noción de 2KT-invexity es una condición necesaria y

suficiente para establecer resultados de dualidad débil y fuerte, y para asegurar además

que los dos problemas, no regular y su dual, tienen la misma solución. Hasta ahora se han

propuesto problemas duales, para problemas de control óptimo regular tipo Mond -Weir

en [5] y [48], sin restricciones mixtas.

I Problemas discretos, establecer condiciones de optimalidad para problemas discretos,

próximos a los obtenidos en este trabajo.

I Problemas de Control impulsivos, en este tipo de problemas la ecuación que gobierna

el estado del sistema es dada por

dx(t) = f(t, x(t), u(t))dt+ g(t, x(t))µ(dt)

donde aparecen además del control convencional u(t), un control llamado impulsivo, repre-

sentado por una medida positiva µ. Una de las motivaciones para estudiar estas ecuaciones

tiene su origen en el problema de controlar el gasto de combustible en veh́ıculos espaciales.

El control µ(·) es una idealización del control convencional y modela la situación en la cual



un veh́ıculo puede asumir altas velocidades en un periodo corto de tiempo. Un problema

interesante de ser estudiado es el siguiente:

Minimizar h(x(0), x(1)

sujeto a dx(t) = f(t, x(t), u(t))dt+ g(t, x(t))µ(dt),

u(t) ∈ Ut c.t.p. ∈ [0, 1],

ψ(t, x(t)) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, 1],

µ ≥ 0, (x(0), x(1)) ∈ C.


(CI)

Aqúı h : IRn × IRn → IR, f : IRn × IRn → IRn y g : [0, 1] × IRn → IR son funciones

dadas. U es un subconjunto boreliano de [0, 1]× IRn (Ut denota la sección {x : (t, x) ∈ U} y
C es un subconjunto de IRn× IRn. La función ψ : [0, 1]× IRn → IR es una restriccioń de

desigualdad del problema (CI). Un problema interesante es extender los resultados del

Caṕıtulo 4, tanto en el caso normal o anormal.

I Programación con tiempo continuo, un problema de programación con tiempo con-

tinuo es de la forma:

Minimizar ϕ(x) =

∫ T

0
f(t, x(t))dt

sujeto a g(t, x(t)) ≤ 0 c.t.p. en [0, T ],

x ∈ X,


(PTC)

donde X es un subconjunto abierto, convexo y no vacio del espacio de Banach Ln
∞[0, T ],

ϕ : X → IR, f(t, x(t)) = ξ(x)(t) y g(t, x(t)) = γ(x)(t), con ξ : X → Λ1
1[0, T ] y γ : X →

Λm
1 [0, T ]. Ln

∞[0, T ] denota el espacio de todas las funciones vectoriales n-dimensionales

que son Lebesgue medibles y esencialmente acotadas, definidas en el intervalo compacto

[0, T ] ⊂ IR, con norma ∥ · ∥∞ definida por

∥x∥∞ = máx
1≤j≤n

ess sup{|xj(t)|, 0 ≤ t ≤ T},

donde para cada t ∈ [0, T ], xj(t) es la j-ésima componente de x(t) ∈ IRn y Λm
1 [0, T ]

denota el espacio de todas las funciones vectoriales m-dimensionales que son esencialmente

acotadas y Lebesgue medibles, definidas en [0, T ], con la norma ∥ · ∥1 definida por

∥y∥1 = máx
1≤j≤m

∫ T

0
|yj(t)|dt.

Este problema de programación con tiempo continuo tiene particularidades interesantes y

complejas, pues el espacio Λm
1 [0, T ] no es completo y su cono no-negativo {y ∈ Λm

1 [0, T ] :

y(t) ≥ 0 c.t.p. en [0, T ]} posee interior vacio. Estas propiedades son invariablemente ad-

mitidas en formulaciones abstractas.



El primer autor que estudió el problema con tiempo continuo fue Bellman en [15], él

estudió un tipo de problema de optimización, que ahora es conocido como problema de

programación lineal con tiempo continuo. Posteriormente, otros autores estudiaron proble-

mas de tiempo continuo más generales, considerando, por ejemplo, problemas no lineales.

En [95], Zalmai obtuvó condiciones de optimalidad del tipo Kuhn-Tucker, los resultados

obtenidos son generalizaciones naturales de las condiciones de Kuhn-Tucker en dimensión

finita. El caso no diferenciable fue estudiado, por ejemplo, en [28], [79], [76], [75], [85], [26].

Una buena lista de referencias sobre problemas con tiempo continuo puede ser encontrada

en [95].

I Problemas de programación infinita, esta clase de problemas se formulan de la si-

guiente forma:

Minimizar f(x)

sujeto a gα(x) ≤ 0, α ∈ A,
hβ(x) = 0, β ∈ B.

 (PPI)

donde f, gα, hβ : X → IR para α ∈ A y β ∈ B, X es un espacio real de Banach y A y B son

los conjuntos de ı́ndices. Generalmente, A y B son subconjuntos de espacios Euclidianos.

Este tipo de problemas fueron abordados en [92], [77], [78] y las referencias citadas alĺı.

Problemas interesantes en abierto son condiciones necesarias y/o suficientes para el caso

anormal.

I Técnicas de deformación, una interesante técnica empleada en la obtención de condi-

ciones de optimalidad para problemas de programación no lineal son los llamados Métodos

de Deformación. El método consiste, a groso modo, en “deformar” un problema de optimi-

zación en un problema más simples. Entre otras hipótesis, esta deformación debe preservar

los puntos óptimos. Bobylev [20], [21] estudió varios problemas de deformación. Un pro-

blema interesante y hasta ahora no estudiado seŕıa adaptar el método de deformación a

los problemas de control, tiempo continuo, programación infinita, entre otros.

I Problemas no diferenciables, cuando las funciones involucradas en los problemas no

regulares descritos en este trabajo, o en trabajos futuros, no son diferenciables en el sentido

clásico, se podŕıan utilizar las herramientas del llamado nonsmooth analysis [38], [84]. En

este caso, no existe prácticamente nada en la literatura v́ıa formalismo de Dubovitskii-

Milyutin. Aśı, abordar esta problemática abre un amplia gama de posibilidades.

I Problemas débilmente diferenciables, estudiar problemas con hipótesis de diferencia-

bilidad más débiles, observamos que el Teorema de Lyusternik exige estricta diferenciabili-

dad en el punto, ver [1] o Fréchet diferenciabilidad en una vecindad, con derivada continua

en el punto, ver [51]. Para el caso de Gâteaux diferenciabilidad, ver [58], usando el método

de direcciones contractivas introducido por Altman [2].



El caso de funciones localmente Lipschitz, no obstante considerando solamente restricciones

de desigualdad, es estudiado en [93] usando la noción de gradiente generalizado en el

sentido de Clarke. En el caso con restricciones de igualdad fué estudiado en [82] usando los

subdiferenciales de Dini, introducidos anteriormente en [51] en análisis no diferenciable.
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[35] Y. Chalco Cano, Controle ótimo via inclusões diferenciais. Dissertação (Mestrado em Ma-
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Wydawnictwo Uniwersytetu Ślaskiago, Nr 1668, Katowice (1997).



[57] U. Ledzewicz-Kowalewska, On some specification of the Dubovitskii-Milyutin method. Non-

linear Analysis. Theory, Methods and Applications, Vol. 10, No. 12, 1367-1371 (1986).

[58] U. Ledzewicz-Kowalewska, A necessary condition for the extremal problems under Gateaux

differentiability. J. Math. Anal. Appl. 134, no. 1, 158-169 (1988).

[59] Ledzewicz, U., Schaettler H., Second Order Conditions for Extremum Problems with Non-

regular Equality Contraints. Journal of Optimization Theory and Applications, Vol. 86, No.

1, pp. 113-144 (1995).

[60] U. Ledzewicz-Kowalewska, Euler-Lagrange Equation in the Case of Nonregular Equality

Constraints. Jota. Vol. 71 no. 3 (1991).

[61] U.Ledzewicz-Kowalewska. Optimality and Pareto optimality for the problems with nonre-

gular operator equality constraints. Nonlinear Anal. Theory and Appl., v. 17, no. 4, 347-360,

(1991).

[62] U. Ledzewicz-Kowalewska, U. Extension of the Local Maximum Principle to Abnormal

Optimal Control Problems. J. Optim. Theory Appl. 77, no. 3, 661-681 (1993).

[63] U. Ledzewicz, On Abnormal Control Problems with Mixed Equality and Inequality Cons-

traints, J. Math. Anal. Appl. 173 (1993), 18-42.

[64] U. Ledzewicz, H. Schättler, An Extended Maximum Principle. Nonlinear Analysis. Theory,

Methods and Applications, Vol. 29, No. 2, 159-183 (1997).

[65] U. Ledzewicz-Kowalewska,H. Schättler, A High-order Generalized Local Maximum Princi-

ple. SIAM J. Control Optim. 38, no. 3, 823-854 (2000).

[66] D.H. Martin, The essence of invexity, Jota 47, 65-76 (1985).

[67] M. Minoux. Mathematical Programming, Theory and Algorithms, John Wiley and Sons

1986.

[68] B. Mond, S. Chandra, I. Husain, Duality for variational problems with invexity, J. Math.

anal. appl. 134, 322-328 (1988).

[69] B. Mond, I. Husain, Sufficient optimality criteria and duality for variational problems with

generalized invexity, J. Austral. Math. Soc. Ser. B 31, 108-121 (1989).

[70] B. Mond, I. Smart, Duality and sufficiency in control problems with invexity, J. Math. Anal.

Appl. 136, 325-333 (1998).

[71] B. Mond, I. Smart, Duality with invexity for a class of nondifferentiable static and conti-

nuous programming problems, J. Math. anal. Appl. 141, 373-388 (1989).



[72] R. Montgomery, A survey of singular curves in sub-Riemannian geometry, Journal of Dy-

namical and Control Systems, Vol. 1, No. 1, 49-90 (1995).

[73] C. Nahak, S. Nanda, Duality for variational problems with pseudo-invexity, Optimization

34, 365-371 (1995).

[74] C. Nahak, S. Nanda, Symmetric duality with pseudo-invexity in variational problems, J.

Oper. Res. 122, 145-150 (2000).

[75] V.A. de Oliveira, V., Rojas-Medar, M.A. Continuous-time multiobjective optimization pro-

blems via invexity, Abstract and Applied Analysis, 1-11 (2007).

[76] de Oliveira, V.A., Rojas-Medar, M.A., Continuous-time optimization problems involving

invex functions, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 327, 1320-1334 (2007).

[77] Oliveira, V.A.; Rojas-Medar, M.A., Multiobjective infinite programming, Computers, Mat-

hematics with Applications, 55 (2008). 1907-1922.

[78] Oliveira, V.A.; Rojas-Medar, M.A., Proper efficiency in vector infinite problems. Optimi-

zation Letters, vol. 3, no. 3, pp. 319-328 (2008).

[79] Oliveira, V.A.; Rojas-Medar, M.A.; Brandão, A.J.V., A note on KKT-invexity in nonsmooth

continuous-time optimization, Proyecciones 26(3), 283-293 (2007).

[80] Oliveira V.A., Silva G.N., Rojas-Medar M.A., KT-Invexity in optimal control problems,

Nonlinear Analysis 71, 4790-4797 (2009).
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