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1. INTRODUCCI ON

La utilizacion de informacion auxiliar es un recurso muy extendido edilersos
ambitos del muestreo en poblaciones finitas, siendo su principal objetlzencion
de estimaciones mas acuradas.

En términos generales, podemos afirmar que la informacion auxiliar,ajemesrte
suministrada por una o magriables auxiliares conocidas o controladas al menos
en cierto grado, puede ser aplicada en la fase de muestreo, en la fase de astimaciod
0 en ambas.

Asi, los disefio$1PS y PPS, es decir, con probabilidades de inclusion o de selec-
cion de elementos, proporcionales al tamafo, utilizan probabilidadsslelecion de
elementos, que estan afectadas por los valores de una variable aMxillE@mbién,
en el muestreo estratificado, se emplean variables auxiliares en cuestiones tales como
la afijacion y la definicion de estratos.

En este trabajo revisaremos diferentes formas de construir estimadoras)aon
estructura matematica de tifimccional, y que utilicen en la forma méas adecuada,
dicha informacion auxiliar, buscando la obtencion de buenas estimaci®oessu-
puesto, ello no va en detrimento de utilizar estos estimadores en comhbirgario
disefios muestrales que también incorporen informacion auxiliar dosnmencio-
nados anteriormente. Una clasificacion pormenorizada de éstas y otras ftemas
empleo de la informacion auxiliar puede verse en Hedayat y Sinha (1991).

Este tipo de estimadores dazon resultan muy apropiados cuando se presenta
una relacién aproximada de proporcionalidad directa entre la variabéstddio y
otras variables auxiliares. Estas relaciones aparecen con frecuencia en situaciones
reales. Por ejemplo, para estimar el contenido total de azlicares de un gran carga-
mento de naranjas, podemos utilizar la proporcionalidad existente erneseldel
fruto y el de azlcares que contiene, empleando el muestreo para estimar el factor de
proporcionalidad. O para estimar el total de automoviles en una pob)amdemos
tener en cuenta la proporcionalidad aproximada, existente entre éstosimeiande
habitantes. De esta forma, la existencia de este tipo de relaciones puedenagua
obtener estimaciones mas precisas, aunque como veremos, con la contrapasida d
aparicion de sesgos en las mismas.

Asi, en la seccion 2, iniciaremos el desarrollo de estas cuestiones estudigue
denominamosoluciones heuristicashasadas en considerar el parametro a estimar
como una derivacion de una expresion mas compleja, sobre la cualisgysustiertas
cantidades poblacionales por muestrales. Un estudio posterior peroaiiibgar si
hemos obtenido un estimador adecuado, y encontrar las mejores condicionas para s
aplicacion.
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En la seccion 3., enfocaremos nuestro estudio bajo la perspectiva de detoso
de superpoblacion, desarrollando la solucién general obtenida paraeleaksefio
muestral aleatorio simple, MASI,n), y para el caso de disefibE¥°S, es decir, con
probabilidades de inclusion proporcionales al tamafio.

En la seccion 4., se estudian varias estrategias insesgadas, basadas e el disef
de Lahiri-Midzuno, y en el disefio MASI,n) combinado con estimadores especiales
como el de Hartley-Ross y el de Mickey. Estas estrategias presentan estimadores
de la varianza complicado, por lo que, en esta misma seccion, introducarias
estrategias cuasi-insesgadas, con estimadores de la varianza mas simples.

La seccibn 5., se dedica al estudio del estimador de razon multivariarde, y
seccion 6., a las distintas formas de combinar el estimador de razon estndatura
de estratos.

Finalmente, en la seccion 7. estudiamos propiedades de optimalidad deldestim
de razobn, bajo el modelo de superpoblacion de proporcionalidad diexgtaniendo
los resultados clasicos sobre optimalidad de ciertas estrategias basadassaeanu
intencional.

En lo que sigue, denotaremos pdra la poblacion finita bajo estudio, siendo sus
elementos,
U=1{123,...,N}

También denotaremos p@runa variable genérica, definida sobleue asocia a cada
elementoj € U, un nimero realy;.

Supondremos que las estimaciones se realizan a partir de una muestogenida
de la poblacion mediante un determinado disefio muestral. En partiemgiearemos
frecuentemente el disefio muestral formado por todas las muestras pdsibleb
sentido de subconjuntos) de tamaficon distribucion de probabilidad uniforme sobre
las mismas, al que denominamdisefio muestral aleatorio simple ya mencionado
previamente, y que denotaremos MABSN).

2. SOLUCIONES HEURISTICAS

Si suponemos que el parametro a estimar es la media poblacional de laevariabl
Y,
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y queX es una variable auxiliar perfectamente conocida para todos los elementos de
U, podemos considerar la expresion,

V- X-RX
X
a partir de la cual podemos definirguristicamente el estimador,

r=RX

<>

La forma final del estimador dependera del disefio muestral utilizadoejem-
plo, si la muestra se obtiene mediante disefio muestral aleatoritesiviAS(N, n),
podemos estimaR por la razon de medias muestrales, obteniendo,

_Ix
X

<D
o

Obviamente, la eficiencia de este estimador depende en gran medida de la relacion
existente entre las variablésy X, siendo el caso mas favorable aquel en el que
existe una relacion aproximada de proporcionalidad entre la variatdstddio y la
variable auxiliar. Graficamente ello significa una nube de puntos coadenén las
proximidades de una linea recta que pasa por el origen. Véase la Eigura

Figural. Relacion de proporcionalidad aproximada entre dos viasab
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El caso ideal, aunque utbpico, se daria cuando la proporcionalidadiantva-

riables es exacta. En tal casdYgr] = 0, y la estimacion coincide con el verdadero
valor. En general, y suponiendo disefio MASh), basta aplicar las expresiones
usuales para la varianza aproximada de la razbn, y su estimacion, véaaedeary
Mayor (1995), para obtener inmediatamente las conocidas expresiones,

VIR~ (SRS - RS,

¥R = (4R 2Rs,)

dondeSﬁ, S, Sy denotan cuasivarianzas y cuasicovarianza poblacionalx’i‘s,sﬁ,
Sy las correspondientes muestrales. También denotdros/N.

Es interesante observar que la solucion obtenida heuristicamewteaalaparecer
al aplicar el enfoque predictivo, por lo que pospondremos para mas adeteggtudio
en profundidad de esta solucion, en lo que se refiere al tratamiento delseks)
error cuadréatico medio.

También es necesario resaltar que, en el enfoque heuristico se esta empleando,
aunque na@ priori o de una forma manifiesta, la existencia de una relacion aproximada
de proporcionalidad directa, entre las variableg X, y en este sentido, hemos de
recordar los trabajos pioneros de algunos cientificos, en el campo de lardéimog
que han utilizado esta idea.

Asi, son clasicos los estudios del inglés John Graunt sobre kmazstin del
namero de habitantes de Londres. Sus resultados se publicaron en eb faazos
bajo Natural and Political Observations made upon the Bills of Mbtya aparecido
en 1662. En este estudio, Graunt investigb un conjunto de familidsneeientes a
determinadas parroquias de la ciudad de Londres, donde los registittabas fia-
bles, y observd que habia un promedio de tres fallecimientos anualesfemilids,
siendo la cantidad total de fallecimientos por afio en esta ciudad de apdatmente
de 13000. De este forma, Graunt concluy6 que el numero de familiag 8000, y
suponiendo un tamafio medio familiar de 8, estimb en 384000 el nidedrabitantes
de la ciudad.

Como puede observarse, en estos calculos esta implicito un modelopmbeqio-
nalidad entre el nUmero de fallecimientos y el de familias y también entrigne¢io
de éstas y el de habitantes. También hay que notar como Graunt no reatiz ni
estudio adicional encaminado a cuantificar los posibles errores cometidosseVéan
Chang (1976) y Hald (1990) para un estudio pormenorizado del trabajoailesG

Otro precedente historico de gran relevancia lo constituyen los estadine
la poblacion de Francia, llevados a cabo por Laplace, y cuyos primeros resultad
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aparecieron en 1786. Sus métodos de muestreo y estimacion fueron sirailares
los empleados por Graunt, pero el cientifico francés vio la necesidad de tener en
cuenta de alguna forma la precision de los resultados obtenidos,e@argu control,
seleccionando una muestra de calidad, como en su medicion.

A partir de una muestra, Laplace estim6 la poblacion total del pdigamiio
una estimacion de razon, empleando los nacimientos ocurridos el efenpg como
variable auxiliar. Adicionalmente, calcul6 la distribucion de la diferia entre el
verdadero valor y el estimado, aproximando esta distribucion por umaaho Sus
métodos y resultados aparecieron en la clasica dhearie Analytique des Probabi-
lités publicada en 1812. Véase Cochran (1978) y Chang (1976).

3. MODELO DE SUPERPOBLACI ON DE PROPORCIONALIDAD DIRECTA

El enfoque considerado en el apartado anterior, que denomirfzenoistico, en
cierto modo se contrapone, metodologicamente, al que vamos a consider ahor
mas formal, y denominadenfoque predictiva Este enfoque se basa en suponer un
«modelo o relacion funcional entre la variable de estudioy la variable auxiliar,

X, de la formaY = f(X). Si f(-) fuera conocida completamente, el conocimiento de
X nos llevaria al d& y por tanto al de cualquier parame®¢y).

Usualmentef(-) es desconocida y su determinacion solo puede realizarse de un
modo aproximado, a partir del conocimiento de la variab¥ y de la informacion
suministrada por el estadistico,

{4, Y) i e m}

Con dicha informacion, buscaremos la funcibf) que «mejor» explique la re-
lacion observada y que denominarenfiiscion predictora.

En este sentido, es muy importante realizar estudios exploratoriossd#atos
muestrales, por ejemplo dibujando taube de puntos que proporcionen indicios
sobre las pautas que relacionérconY. Véase Fernandez y Mayor (1995).

El siguiente paso sera estim@fY) medianted(Y), siendoY;, i € U los valo-
res aproximados a los verdaderos valorgsi € U, proporcionados por la funcion

~

predictoraf(-), es decir,
Yi=f(x) ieU
Por ejemplo, para un parametro lineal del tf®') = iy &Y se tendra,
BY)=% aY = %aﬁm a(Y %)
i€ i€

i€
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cuyo primer sumando es conocido, y el segundo es desconocido, siendafdatio
error de estimacion dé(-). Si es posible despreciar este segundo sumando, entonces
podemos dar como estimador,

01(Y) =Y a¥;
i€
en otro caso, podemos estimarlo, por ejemplo mediante el estimador dezHorvi
Thompson, obteniendo el estimador alternativo,

Yi- Y

6= YaYi+ya—0
2 ie%aﬁ > a—

lem

Es importante observar que enesifoque predictivo se combinan dos procesos
estadisticos, ejustey la estimacibn, dependiendo la bondad de las estimaciones de
numerosos factores entre los que destacamos la habilidad en la conjua@érbds
procesos, la bondad del ajuste realizado y la estructura de la poblacidnes dtafie
a las variables involucradas.

Con el fin de obtener el estimador de razon a partir del enfoque prediciinms a
suponer que la poblacién, en relacion a la variable de estddipola variable auxiliar,
X, posee el siguiente modelo de superpoblaciomrdeorcionalidad directa,

Yi =BX +¢
Esgi] =0

Vi[&i] = 0?v(X)
Es[sisj] =0, i#]

siendov(-) una funcibn conocida que marca la estructura de la varianza. Adicional-
mente, supondremos qixetoma Unicamente valores no negativos.

Notemos que si fuera posible observar la totalidad de los va{@¥sy;) |i € U},
como en el caso de un censo, podriamos obtener una estimacprasindonos
en el teorema de Gauss-Markov generalizado dado por C.R. Rao (1965), méiante
resolucion del siguiente problema de minimizacion,

: (Y, —BX)2
DR a6a)
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lo que proporcionaria,

B Yicu YiXi/V(X)
Sieu X2/V(X)

Pero como s6lo disponemos de la informacion suministrada ponéstra, utiliza-
remos el método de estimacion propuesto por Kish y Frankel (1974)er F975),
consistente en reemplazar la suma poblacional por una estimacibn muestas y
concretamente, si es la de Horvitz-Thompson, resolviendo el problema,

(Yi — I3X4)2

“o2v(X) Tt
|em0V

mln

Para simplificar la solucion del mismo, tomarem@g = X, lo que representa una
situacibn muy general, en la cual la varianza en la superpoblacion aumepta-pro
cionalmente al valor de la variable auxiliar (que ha de ser no negativa).e€tan
hipbtesis, obtenemos, sin mas que derivar, la siguiente ecuacigraihor

YR,
i€Em Tg
y la siguiente estimacion d&
B: YiemYi/T
Ziemxi/m

Si ahora empleamos el estimadbrpara estimar la media poblacional, obtendre-
mos,

. SO A

=BX=Yr

:%Y/mz N %Bx/N+z

lem lem

donde el segundo sumando se ha anulado por la ecuacion normal. Asheues,
obtenido el siguiente estimador de la media poblacional,

Ziein/Tri X
Ziemxi/ni

caso particular del de Sanchez-Crespo (1980).

<

R=
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El estudio de la varianza dé; dependera del disefio muestral que se emplee, y
en general, se puede realizar por los métodos usuales basados en aproximeaion |

A continuacion particularizaremos la solucion obtenida, para el disai®stral
aleatorio simple, MASN, n), y para los disefioEIPS, esto es, con probabilidades de
inclusion de los elementos proporcionales a su valor de la variabléaauxi

3.1. Diséio MAS(N, n)

Al ser las probabilidades de inclusion de primer orden para esteodisagstral,
1 =n/N, Vi € U, obtenemos el estimador,

<

X

=<

R=

x

gue coincide con el obtenido heuristicamente, y obviamente es, en generabsesgad
ya que,

B[Yr] = E[YR| - Y = XE E—Q _E[y] = E[XE [% —El = —COV[Z%

Con objeto de realizar un estudio cuantitativo de este sesgo, asi comoatel err
cuadratico medio y de la varianza, construiremos los valores,
_ y-Y _ X=X
oy = y_r X=—
Y X

que nos serviran, adoptando la linea expuesta en David y Sukhatmé),(para
definir las siguientes cantidades,

BiYR = YE

2k-1 )
3 (597 6@]

ECM(YR = Y°E

(8- &Jzz,kio +1><625i]

conk > 1 entero. Estas cantidades seran utilizadas como aproximaciones del sesgo y
del error cuadratico medio, y con respecto a sus 6rdenes de aproximaciérifiea v
el resultado que exponemos a continuacion.

Teorema 1 Bajo diséio muestral MAGN, n), y suponiendo que la media muestral de
X verificax > xo > 0O, se tiene para las cantidadeg[Bgr] y ECMk[YR],
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[BIVR] — BYH| <o(n k)
‘ECM[?R] - ECMk[\i(R]‘ < O(n~ (kb))

Para un estudio pormenorizado de este resultado, y su demostracitse eauid
y Sukhatme (1974) y Sukhatnet al. (1984).

Tomando ahor& = 1, y teniendo en cuenta que entre el error cuadratico medio y
la varianza existe la relacion,

= S S )2
ECM[YR] = V[YR] + (BWR])

se obtienen facilmente las siguientes aproximaciones.

Teorema 2
BYr] = 1;nf <%§ - %s@ +0(n 2 =0(nY
~ — _2 Y
ECM[Yr] = 1—nf <s§+ %ﬁ— 2%%) +0(n ) =0omnh
-~ — _2 \2
V[¥r] = 1—nf <s§+ %ﬁ— 2%%) +0(n?)=0(nt

El resultado anterior es importante por varias razones. Por una partejceos d
que el sesgo puede ser reducido incrementando el tamafio muestral.

Por otra parte, proporciona una expresion del sesgo, aproximadaehastien
O(n~2). Similares consideraciones se derivan para el error cuadratico medio y la
varianza.

Como una aplicacion interesante, hemos realizado una comprobacion empirica
del comportamiento del sesgo, utilizando una poblacion construidaiahthente,
EXP1000, corN = 1000 elementos, para los cuales las varialflgsX estan ligadas
por la relacion,

Y; =1000+10x Xj+3x¢g, i=1,...,1000
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Los valores deX; han sido generados de una distribuciébn exponencial de media
1= 200 y los deg; se han obtenido restando 50 a los valores generados a partir de
una distribucion exponencial de media 50.

Para cada uno de los valoras= 10,15,...,100 hemos simulado 500 veces un
muestreo aleatorio simple, MAS00Qn), y para cada valor de hemos tabulado el
término guia del sesgo,

= 1-f/Y 1
B.=B =" [ ==5-—=
1= BulYRl = <Y2§ Xs‘y>
asi comoB = @[\:(R] calculado promediano%R—V sobre las 500 simulaciones. Tam-

bién hemos tabulado la diferencia, en valor absoluto, entre ambas cantidadestaD
forma hemos obtenido los resultados siguientes,

~

n B, B BB

10 94.367097 79.384970 14.982127
15 62.593663 67.305330 4.711667
20 46.706946 50.874577 4.167631
25 37.174917 43.594316 6.419399
30 30.820230 26.349465 4.470765
35 26.281168 22.712932 3.568236
40 22.876871 20.871180 2.005691
45 20.229085 20.171039 0.058046
50 18.110856 12.119815 5.991041
55 16.377760 20.709838 4.332078
60 14.933513 18.269774 3.336261
65 13.711458 18.450887 4.739429
70 12.663982 14.513552 1.849570
75 11.756170 13.513885 1.757715
80 10.961834 12.005794 1.043960
85 10.260949 11.873348 1.612399
90 9.637941 10.489407 0.851466
95 9.080512 10.106495 1.025983
100 8.578827 9.283448 0.704621
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Como puede verse, el comportamiento del sesgo estimado coincide con la expre-
sion teobrica, en lo que se refiere a su dependencia del tamafio muestral,

También la rapida disminucion observada p&@r] — B1[YR|| parece concordar
con el ordenO(n~?) hallado te6ricamente. Una grafica de estos valores se muestra
en la Figura 2.

80 + °

60 +
50 + ]

30+
20+ .

10 + ° °
@] @] O o) n

©

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura2. Sesgo estimado y su diferencia con el termino or@ém 1).

Con respecto a la comparacion entre el estimador de razow, el estimador
Y =y, que no emplea informacion auxiliar, se tiene,

Teorema 3 Si el tam#io muestral es lo suficientemente grande para despreciar los
terminos de orden 2), entonces el estimador de @z Yr es nas eficiente que
Y = ysi el coeficiente de correlam lineal,p verifica,

L 1oV
P>32cy,

dondeCVy = S;/Y denota el cuasicoeficiente de variaide Y, y aalogo para X.
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Resultado que se obtiene inmediatamente sin mas que resolpéda @mecuacion,

1-f

Y? Y 1—f
o <$+%§‘2i%> <=9

Observemos que la anterior condicion parauele verificarse cuando existe una
elevada correlacion entre las variables, con lo cual obtendremos mejores mssultad
con el estimador de razbn que con la media muestral simple. Por supeksto,
presenta el inconveniente del sesgo, aunque este puede ser reducido pos algun
procedimientos como el aumento del tamafio muestral, la aplicacion de tédmicas
tipo jackknife o la estimacion del sesgo, siendo referencias fundamentatelpar
estudio de estas cuestiones, ademas de las citadas, Hansen, Hurwitz y Mag8)y (1
Cochran (1993) y Hedayat y Sinha (1991).

También es interesante la comparacion con el estimador de regresion daeda med

= — Sy .o
Yre =Y+ = (X=X

$

En este sentido, se verifica que si, como en el anterior resultado, despreciamo
los terminos de orde®(n~?), entonces siempre es mas eficiente el estimador de

regresion que el de razon, es devifYrg] < V[YR]. Véase Hedayat y Sinha (1991).

Finalmente afiadiremos que tanto el sesgo, como el error cuadratico mexio y |
varianza dérr, pueden ser estimados mediante,

BYr = 1;nf <X—ES§ - )—1(—%/)
~ o 72 v
ECMYR] = 1—nf <§ + %é - 23—(’_%)

= _1—f )_/2 y
VYRl =—— <§+ Xﬁé‘%‘f%y)

3.2. DisdioslPS

Para estos disefios, suponiendo tamafio de muestr, f§e tiener = nX /T(X),
con lo cual, el estimador de razén adopta la forma,
1 EY

R— —
niemXi

<
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Es interesante observar que dicho estimador coincide con el estimadond&-Hor
Thompson de la media, empleanfocomo variable auxiliar y probabilidades de
inclusion proporcionales al tamafio, siendo pues la estimacion ad&sgl estudio
de su varianza se realizara por los métodos usuales. Por ejemplo, aplleando
expresiones de Yates-Grundy-Sen, obtendremos,

o, _ X (Y Y
VIYR] _Wi,JzeU(TuJT[‘T[J)<ZYJ>

-2 2
~ S X TG —T41G) /Y Y
VWR] — 7? ( J - J) ( | J >
n i,JeEM TGj
Asi, la varianza disminuye cuanto mas ajustada es la relacion de pimmaidad
entre las variable¥ y X.

4. ESTRATEGIAS INSESGADAS Y CUASI-INSESGADAS

En este apartado estudiaremos algunas combinaciones de disefio y estingador q
proporcionan estimaciones insesgadas o cuasi-insesgadas, es decir, con sedgo de
O(n~?). Estas estrategias se basan, tanto en las particularidades del disefio muestral
como en modificaciones introducidas en la expresion del estimador.

4.1. Estrategia insesgada basada en el esquema de Lahiri-Midzuno

Lahiri (1951) y Midzuno (1952), independientemente, han descrito el esgdem
muestreo consistente en la seleccion de un elemerdon probabilidad proporcional
a su tamario, es decipi = X/T(X), Vi € U; y la selecciobn den— 1 elementos
adicionales mediante disefio MA$— 1,n— 1) enU — {i}. La importancia de este
esquema radica en el siguiente resultado,

Teorema 4 ABajo el diséo muestral originado por el esquema de Lahiri-Midzuno se
verifica queYr = (y/x) X es un estimador insesgado e

Demostracdn: Estudiemos en primer lugar el disefio muestral resultante. Su es-
pacio muestral esta formado por todas las muestras de tamaRara calcular la
probabilidad,p(m), de una muestra del disefio, consideremos* = (j1, j2,---,Jn),
muestra ordenada con los mismos elementos.d8e tiene entonces,

X, 1
TX) (n—=1!(\7)

p(m’) =
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y para la muestran sera,

YiemXi 1
T(X) (N—l)

pm =% pm)=

m‘~m

donde la notaciom* ~ m expresa que la suma se extiende a todas las muestras orde-
nadas, con los mismos elementos que la muestr&€alculemos ahora la esperanza

deVR,
1 1

El(y/X)X] = %D(m)(ﬂm)/f(m)ﬂzmﬁ Z\Anﬂm)()7(m)/ﬂm))Y
me n—1) me
1 1 1 1 N—-1 _
TN 2 N (H”Y)<n1) =Y

Para estudiar la varianza de esta estimacion, se pueden seguir varios caminos
Uno de ellos se basa en la técnica de linealizacion, tomando los térinieales del

desarrollo de Taylor d¥r = (y/x) X en un entorno déY,X),

= Ve = — = Y, _ o - _ - -
Vr= X~ ¥+ () - (X X) =Y+ (- R =V +2

X

dondez; =Y, — RX, i € m. Se tiene pues,

siendo,
1
Gj = o2 (T3 — 19T

Y si tenemos en cuenta que para el disefio que estamos considerando se verifica,
véase Fernandez y Mayor (1995),

~_N-n X% +nfl
TN-1T(X) N-1
n—1[N-n(X+Xj) n-2

ToSNTI|N—2 T T N—z| 7

T
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sustituyendo y desarrollando, se obtiene,

N—n XiXj (n=1)(1-X/T(X) = Xj/T(X))
=1z (N0 (T(x;)ZJr N2

i 7 ]

Gj =

De forma similar, empleando la expresion de Yates-Grundy-Sen paeiingza
estimada, se puede obtener una estimaciovi [¥e].

Otra linea diferente para el estudio de la varianza, sin emplear técnicagtagrox
das, es la introducida por Rao y Vijayan (1977). Estos autores considesguiente
forma cuadratica para expresar la varianza, obtenida mediante un caladtwdir

~

V[YR] = ZJ a;i Y2+ Z ZO(HYYJ

i,jeU
]

donde,

Qi _nzf <Z > iz VieU

X 1 1 S
g (Z) e e

Y aplicando los resultados clasicos sobre estimacion insesgada de fouaras
draticas (vease por ejemplo Hedayat y Sinha (1991)), obtenemos direataaient
siguiente teorema,

Teorema 5 Todo estimador insesgado y no negativo de la anterior varianpégV
adopta necesariamente la forma,

V[YR ——ZZGU )XiXj <%_%)2

,Jjem
verificando los coeficientes la condicide insesgadez,

> aij(mp(m) =aj;  Vi#jeU

mar,j

Como posibles elecciones dg (m), Rao y Vijayan (1977) sugieren las siguientes,
(@) ajj (M) = aijj /T i,jem
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X2 X(N—1)

Pe(m) ~ XmNAn-T) e

(b) ajj(m) =

En Rao (1966, 1972), Lanke (1974), Rao y Vijayan (1977) y Hedayat y Sin-
ha (1991) pueden encontrarse resultados adicionales relacionados conessta li

4.2. Estrategia insesgada basada en el estimador de Hartley-Ross

Esta estrategia utiliza como disefio muestral el aleatorio simple, (MAS, en
combinacion con un estimador especial definido por Hartley y Ross (19%ta P
construir este estimador, consideremos previamente el siguiente estinegdastico,
de la media poblacional,

1Yo o
2y IX=2zX
n2 X

siendo entoncels- (N — 1)s;¢/N] un estimador insesgado de dicho sesgo.

Podemos entonces, sin mas que restar la estimacion insesgada del sestgair con
el siguiente estimador insesgadotdartley y Ross para la media poblacional,

= — N-1
YHR = ZX 4 == S
B nN-1) _

La varianza de este estimador, asi como su estimacion, adoptan formasmuy co
plicadas, lo que explica que el estimador de Hartley-Ross no se hayaapoadob.
Para su obtencion, Robson (1957) ha empleado el formalismalgkays mul-
tivariantes, obteniendo una expresion Mg en funcion de medias simétricas
poblacionales, a partir de la cual, podemos obtener un estimador insesyadass
que sustituir éstas por las correspondientes medias simétricas nagestral

Es posible realizar una simplificaciébn suponiendo que la poblacionfiega, en
cuyo caso se obtiene, empleando la notacion usual,
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; 7 _l( 2 520 o5 1 242 1 2
’\IllinooVD(HR] == (0y+Z o5 — ZZO'Xy) + "= D) (0505 + 0%,)

~ % (of, +Z%02 ZZOXy)

aproximacion obtenida también, independientemente, por Goodman gHEI#58).
Estos autores proporcionan ademas el siguiente resultado acerca de la cdmparaci

del estimador de Hartley y Ross y el estimador de razon usuak (y/x) X,

Teorema 6 Si se ignoran losérminos de orden ~2) y superior, el estimadoryr

es nas eficiente que el estimad¥g = (y/X) X si y lo si el coeficiente de regrési,
B, entre las variables Y y X éstmas pioximo aZ que R=Y/X. En caso de seZ = R,
ambos estimadores son igualmente eficientes.

Observemos que la condicion propuesta en este teorema no es facil deawerifi
en la practica, véase Sukhatmieal. (1984). Otras aportaciones relacionadas pueden
también consultarse en Ruiz y Santos (1989), y en Sahoo y Ruiz (1994).

4.3. Estrategia insesgada basada en el estimador de Mickey

Una metodologia diferente, propuesta por Mickey (1959), se fundansnla
particion al azar de una muestra aleatoria simplede tamafia, enk grupos, cada
uno conl =n/k elementos. Denotando pon, my, ... ,m a dichos grupos, se definen
entonces las cantidades,

y(m—m;), x(m—m;) j=1,....k

es decir, las medias d¢y X calculadas sobre las submuestras obtenidas omitiendo
enm, sucesivamente, los grupog,my,... M.

A partir de las cantidades anteriores, definimos,

) _Ymom) o
X(m—mj)
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que nos sirven para construir el estimador de Mickey,

i

<
=

Il
=~
M =

=1

cuya importancia radica en el siguiente resultado,
Teorema 7 Yy es un estimador insesgado de la media poblacional.

Demostracbn: Para probarlo, es suficiente demostrar que para j;aﬁﬁ es inses-
gado respecto ¥, para ello expresamos dichas cantidades en la forma,

| —(n=N [ Ym-m X0 Dxm_m
=M - e (- )
+%Wm—mj)

Por las propiedades del disefio muestral NId$), sabemos que que &1 —1)
unidades son seleccionadas al azametas!| unidades restantes forman una muestra
aleatoria seleccionada mediante disefio NIAS (n—1),1).

Asi pues, descomponiendo la esperanza en dos fases, la primer&fasks
obtencion dd elementos de entld — (n— 1), supuesto quén—1) unidades ya han
sido seleccionadas; y la segunda fdsg,de seleccion dén—I) elementos a partir
de N, obtenemos,

EFY] = EEl )

B N—(n—1) /NY—(n—1)ylm—m;) n—1_
_Ez[ N < N—(n_1) J) N Ym-m)
_E,[Y] -V

4.4. Estrategias cuasi-insesgadas

Ya hemos visto que el estimador de raz8p,= (y/X) X, en combinacion con el
disefio muestral aleatorio simple, da lugar a una estrategia sesgada, etidel den
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que la estimacion lo es, siendo el sesgo de o@@n'). Denominaremosstrategias
cuasi-insesgadaa aquellas que siendo sesgadas, proporcionan estimaciones con sesgo
de ordenO(n~2) o inferior.

Las estrategias de este tipo, que vamos a considerar, estan basadas eroel disefi
muestral aleatorio simple, MASI, n), en combinacion con estimadores especiales,

usualmente construidos a partir del estimadge= (y/X) X, de forma tal que el sesgo
se reduzca en cierto orden de aproximacion.

Asi, el primer estimador que estudiamos se obtiene aplicando una té&fmica

tipo jackknife, al estimadorYr = (y/x)X. Para ello, utilizaremos las cantidades
introducidas para construir el estimador de Mickey, y definiremos a pigtitas
mismas el siguiente estimador,

i

1

<P

N—n+|k§R_N—nk;1

TN N

k

=

Observemos que $§i es muy elevado, de forma que,
(N-n+I)/N =1

(N-n)/N ~1
obtenemos la version simplificada,

il

=/ = k-1
YJ :kYR—T

M~

J

gue coincide con la forma de jackknife usual, tomakéon, y por tantd = 1. Véase
Quenouille (1956).

Con respecto a los anteriores estimadores, se tiene el siguiente resolaeo s
Su sesgo y error cuadratico medio, cuya demostracion sigue la misezdue la
realizada para el estimador de Mickey.

Teorema 8 El sesgoy el error cuaditico medio del estimaddf; verifican,

BY; =0(n?

~ — _2 Y
ECM[Y;] = 1—nf <S§+ %i - 2%8,(3,) +0(n"?)

-~/
y aralogo paray ;.
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Este resultado nos dice que, en aproximacion de primer orden, los esten¥gl

fa) = _ —
eY; son igualmente eficientes qiYg = (y/x) X. Véase Sukhatmet al. (1984).
Otras estrategias cuasi-insesgadas, basadas en disef{dIMA\Son las definidas

por los siguientes estimadores,

e Estimador de De Pascual (1961),
= = y—2X Yi
Ypp=Y Z =<
DP R+ — conz; %
e Estimador de Beale (1962),
-1
Ye=YRr|1l+|=—= )= |1+(=—= |3
o=vel+ (5-3) 5 [ (5 %) 2]

e Estimador de Tin (1965),
S S 1 1 S)2< Sx
== (5-7) (3-3)

Todos estos estimadores poseen un sesgo de @er?), y con respecto a su

eficiencia, se tiene el siguiente resultado,
Teorema 9 Los errores cuadaticos medios de los estimadores de Tin, Beale y De

Pascual verifican,
ECMYr] = 1;nf <§+ z—zﬁ 2;%) +0(n?)
ECMYe] = Lnf (%Jr z—zg_ 2;%) +0(n?)
ZS(y) +0(n?)

T2
= 1-—f Y
ECM[Y — —S -2
[Yop] = <$+Y2§ X
Este teorema asegura que, en aproximacion de primer orden, los estimadores

de Tin, Beale y De Pascual son igualmente eficientes que el estimador de razén

%R = (y/X) X, y que el estimadoY;.
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En las referencias citadas, y también en Williams (1961), Rao (1967), Rao y
Beegle (1967) y Rao y Rao (1971) se pueden encontrar comparaciones, taticeanali
como empiricas, entre estos estimadores. Algunas conclusiones quersndespule
estos estudios comparativos son,

1. Bajo el modelo de proporcionalidad directa considerado en el enfoque-predi
tivo, con funcion guia de la varianzdX;) = X;, y tamafio muestral no muy

reducido, es preferible el empleo del estimador clasico de r&zon,

2. El sesgo d&1 es pequefio, y su error cuadratico medio es menor que para el
resto de los estimadores, salvo p¥eaconv(X;) = X;.

3. El estimador de Bealé&g, no difiere sustancialmente d& salvo quen sea
muy pequefio.

4. Silo |mportante es la reduccion del sesgo, y no necesariamente de error cua-
dratico m6d|OYJ y YM han de ser preferidos al resto de los estimadores.

5. El estimador de Hartley-Ros¥,r, puede no ser apropiado en ciertas circuns-
tancias, bajo el modelo de proporcionalidad directa considerado. Hartley y
Ross (1954), proponen para su estimador una modificacion basada eti-la par
cion en grupos de la muestra.

Ademas de las referencias citadas, véanse también Sukéean€l 984), Rao (1988)
y Hedayat y Sinha (1991).

5. ESTIMADOR DE RAZ ON MULTIVARIANTE

El estimador de razo,g = (y/x) X, bajo disefio muestral aleatorio simple, se ge-
neraliza, de manera natural, al siguieestimador de razon multivariante,, propuesto
por Olkin (1958),

~

_ P Yi p = = —
Ymr = YZWi %= ZWiYRi conYgi = = X
= ic

2<||<|

siendo X1, Xi2,..., Xin; 1 =1,...,p, p variables auxiliares conocidas, relacionadas
con la variable de estudit,, con medias poblacionales respectiYasi =1,...,p,

y medias muestrales, i=1,...,p. Las cantidade®; son unogpesosque se deter-
minaran en relacion a la eficiencia del estimador.
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Al ser combinacion lineal de estimadores sesgai@g también lo sera, y su
sesgo estaranfluenciado por la eleccion de los pesos. En este sentido, se tiene €l
siguiente teorema, cuya demostracion se basa en los resultados para e sesgo del
estimador de razon univariante bajo disefio muestral MAS(N, n).

Teorema 10 Una condicbn necesaria y suficiente para que el estimadgr posea
sesgo de orden @ 1) es que;ipzlwi =1, siendo en tal caso,

=— Z (_ﬁ. - iju> +0(n?)

donde % denota la cuasivarianza poblacional dg X.. , Xin, Y Syi la correspondiente
cuasicovarianza.

En lo que sigue, supondremos ya que zip: 1Wi = 1, con objeto de controlar €

Sesgo.

Para el estudio del error cuadratico medio utilizaremos la siguiente expresion, que
se obtiene mediante un célculo directo,

R R - — = T2
e [(a Ve 9] = 21 (% S g St YY—YJS”> +on?)

n

verificandose €l siguiente resultado,

Teorema 11 El error cuaditico medio del estimador multivariante de éaz Y g,
es de orden Orl), siendo ades,

Y Y2 2
ECM[YMR ZWIWJ ( %%/xi %{X]+ S(IXJ) O(n™)

Demostrachn: Al ser 57, wi = 1, podemos escribir,

ECMYwrl —E |:<ZLW|YR| > —E {(le (Yri- ))
- [ZWZ (Yri- +§ZW'W' (Yri—Y) (Yri-Y)
_ i;w? ECM [Vri +Y ZW|W] [(Yei=Y) (Yrj-Y)]

7i=
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Y basta aplicar los resultados para el error cuadrético medio del estimador de
razon univariante, asi como la expresion de E [(VRi -Y)(Yrj—Y)|, para obtener el
resultado propuesto.

|

Planteamos ahora el problema de calcular los pesos de forma que el error sea lo
menor posible. Para ello trabajaremos con la aproximacion de primer orden del error
cuadréatico medio, es decir,

- 1-f P Y Y Y
CM1[YwmR] n %:Z WiW;j ($ X, Sxi X, Syxj+ XX, S(IX])

gque se puede expresar como ECM1[§MR] = WAW siendo w = (Wi,...,Wp), Y
A= (aj) lamatriz de dimension p x p definida como,

1-1 Y Y v -
aJ—T<§Y—iSyx|Y—ijx1+ﬁquj> Lj=1...,p

Observemos que A es simétrica y definida positiva, luego, por la desigualdad de
Cauchy generalizada, se tiene,

(ab)? < (aAd)(bA ')  VabeRP

dondelaigualdad sedas y sblo s aA=ab siendo a un escalar no nulo. En particular,
tomandoa=w,y b=e=(1,...,1), tendremos,

1= (wé)? < (WAW)(eA 1€)

con lo que (WAW) toma el valor minimo si y sblo st WA = ae, es decir, w = aeA™?,
y a partir de la condicion de normalidad de los pesos, se obtiene el siguiente vector
de pesos 6ptimos,
_eAtl
"ort = oA Te

y con esta eleccion, € término guia, es decir, de orden O(n~1) del error cuadrético

medio resulta ser,
1

ECM]_WMR] = m

Ademas de la fundamental referenciade Olkin, pueden consultarse Sukhatme et al.
(1984), donde se redliza un tratamiento exhaustivo del caso p = 2, y Cochran (1993).
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Hemos de observar también que s la correlacion entre la variable Y y las varia
bles auxiliares es positiva para algunas y negativas para otras, se puede plantear un
estimador multivariante mixto basado en una combinacion lineal de estimadores de
razbn y producto, propuesto por Rao y Mudholkar (1967), tomando como base las
propiedades del estimador de producto de Murthy (1964).

6. ESTIMADOR DE RAZ ON Y ESTRATIFICACI ON

En este apartado estudiaremos las formas que adopta el estimador usua de razon
cuando se utiliza muestreo estratificado, y mas concretamente, disefio muestral alea-
torio simple estratificado, MASE(N, n), consistente en reslizar diferentes muestreos
aleatorios simples en cada uno de los estratos, siendo N = (Ni,...,N_) un vector
cuyas componentes son los tamafos de los diferentes estratos, y 10 mismo paran =
(ng,...,n.), compuesto por |os tamafios de muestra en cada estrato.

Dependiendo de la metodologia aplicada, obtendremos dos tipos de estimacion,
separaday combinada

6.1. Estimacbn separada de rabn

Teniendo en cuenta la descomposicion usual de la media poblacional como com-
binacion lineal de medias en cada estrato,

podemos estimar las medias de cada estrato empleando estimadores de razon, obte-
niendo el estimador separado,

Obviamente, las propiedades de este estimador dependeran de los estimadores de
razon utilizados en los distintos estratos. En particular podra ser sesgado, insesgado o
cuasi-insesgado, y su eficiencia, medida por gjemplo en términos del error cuadrético
medio, estara influenciada por la eficiencia de las estimaciones en cada estrato, ya
que, por la independencia de las extracciones, se tendra,

ECMYrg = 3 W2ECM [Ty
h=1
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En particular, s empleamos los estimadores de razbn usuales para € muestreo
aleatorio,

Yhr= (Yn/%)Xn=RaXx  h=1...,L

obtendremos,

= L Vh o L
B =E =Xn| — Y
[YRY Lle\th h hleVh h
-E livw (2% -n) | = 3 W (BRI - ER)
h=1 h=1
L
h=1

y suponiendo para los coeficientes de variacion de x, la acotacion comin CV[xp] =
o[xn]/E[Xn] < Cp, Vh, obtenemos,

~ L ~ L ~
BIVrd| < 5 WholVralCVE] < Co Y WholVid
h=1 h=1

gue proporciona la siguiente cota,

<

o

RS

<CovL

<P

o

Podemos pues afirmar que s € nimero de estratos es elevado, €l sesgo de la
estimacion puede llegar a ser apreciable. Ello sugiere el empleo de estimadores
insesgados o cuasi-insesgados, sobretodo si lostamafios de lamuestraen los diferentes
estratos no son muy elevados.
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Con respecto al error cuadratico medio de la estimacion anterior, tendremos, en
primer orden de aproximacion,

ECM1[Yrq = sz<i—i> (Sn+ RASth— 2RnSayh)
1[YR§—h; e N h h yh

6.2. Estimacbn combinada de radn

Otraposibilidad parareducir €l sesgo es emplear € estimador combinado de razon,
propuesto por Hansen, Hurwitz y Gurney (1946), y definido como,

L _ _
= 23:1\%@ X = Jesty — RestX
zh:l\Mxh Xest

<>

RC

Este estimador también es sesgado, siendo ahora el sesgo,
BYrd =E[ResiX—-Y

= E[ResiE[Xes] — E[Res¥esi

=— COV[ﬁesb X_esl]

de donde se obtiene,

‘ B[Yrd] ‘

o[Yrd
es decir, s € coeficiente de variacion de Xest €s pequefio, el sesgo puede ser despre-
ciable.

< CV/[Xesf

Para €l error cuadrético medio del estimador combinado tendremos, en primer
orden de aproximacion,

~ L
ECMl[VRc] = Z th (n—]; — Nih> (%h"' Rzﬁh— 2RS<yh)

h=1

Es interesante comparar este error cuadrético medio con el correspondiente del
estimador separado. De esta forma, es inmediato obtener,

. . L
ECMi[Yrd —ECMi[Yrg = 5 WP (i - i) (Sth(R—Rn)?
h=1

+ 2(R— Rn) (RaSiy — Syn))
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Como puede verse, la diferencia depende de la variabilidad de las razones, Ry,
en los diferentes estratos, y también de las cantidades (Rhsz(h — Syn). Estas Ultimas
seran, usualmente, pequefias, pudiendo ser despreciables s € ajuste a modelo de
proporcionalidad directa es muy satisfactorio en todos los estratos. Asi pues, € esti-
mador separado resulta ser mas eficiente que el combinado, a menos que las razones
R, presenten muy poca variabilidad a lo largo de los estratos. Véanse Sukhatme et
al. (1984), Cochran (1993) y para jemplos numéricos, Fernandez y Mayor (1995).

7. OPTIMALIDAD DEL ESTIMADOR DE RAZ ON

Ya hemos visto como, en general, 1os estimadores de razbn no son insesgados en
el disdio, esto es, no tienen por qué cumplir,

Eq [Yr] = > p(m)Yr(m) =¥

lo que, en principio, los descarta como candidatos a ser considerados optimos. No
obstante, si es posible considerar, bagjo un determinado modelo de superpoblacion, la
denominada insesgadez en el modelg segln la definicion que exponemos a continua-
cion.

Definicion Dado un dis@o muestral, d&= (M, p(-)), y un modelo de superpoblaci,
S, diremos que el estimador 6€Y), 6, es insesgado en el modelo S, si cumple,

Es [@—e(Y)} —0 VmeM

Por giemplo, s consideramos el modelo de proporcionalidad directa ya empleado
para obtener €l estimador de razbn genérico,

Yi = BXi +&i
Esgi] =0

Vife] = 02v(X)
Esleigj] =0, i # |
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se tendrg, con v(x) = X,

e [f-v] - B Y] - R R X e o

es decir, e estimador de razon genérico es insesgado en € modelo, aunque , en
general, no lo sea en € disefio. Es obvio que este nuevo concepto de insesgadez se
puede considerar mas débil que €l usual, en el sentido de que esta supeditado a que €l
modelo de superpoblacion sea €l adecuado. Observemos también que, a igua que un
estimador puede ser insesgado en el modelo pero no en el disefio, es posible que sea
insesgado en el disefio pero no en el modelo. Por gemplo, en el disefio MAS(N, n),
la media muestral, y es un estimador insesgado (en el disefio) de Y, sin embargo, para
el modelo de proporcionalidad directa se tiene,

Ely Y] =Bx— BX =B(Xx— X)
que, en general, es distinto de cero.
Bajo este enfoque, que podemos denominar dependiente del modelces posible

obtener ciertas propiedades de optimalidad sobre el estimador de razon, que estudia-
remos a continuacion, siguiendo la linea iniciada en Royall (1970).

Para simplificar la notacion, supondremos que el parametro a estimar es €l total
poblacional, T(Y) = Yicy Yi, Y que e estimador, T(Y), se va a buscar en la clase de
los estimadores lineales e insesgados en el modelo.

Observemos que, dada una muestra, m, perteneciente al disefio muestral que es-
temos empleando, T (Y) admite la descomposicion,

T Zem n

TY)=S Y + X=YY+pB Xi
i;n | ZIGU mXi |eg |g‘n | ie;—m

donde la notacion introducida se justifica al ser ES[B] = B, lo que se comprueba

facilmente. Ademas, a ser T(Y) lineal en'Y;, i € m, también lo sera B, es degir,

~

B=

iem
Dado un disefio muestral, d = (M, p(-)), podemos utilizar la siguiente cantidad,
~ - - 2
ECM[T (Y).d] = EECM[T(Y)] = E [ 5 (Tmy)-T() p(m)]
me

como medida de la eficiencia del estimador T(Y). Esta medida involucra tanto el
efecto del disefio muestral, como la influencia del modelo de superpoblacion, y en
relacion a la misma, se tiene € siguiente resultado,
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Lema Paraun diséo muestral cualquiera, & (M, p(-)), y los estimadores del total,

T(Y) =Y Yi+p x.

iem ie
Tl/ Y + B/I >(|
I;n |e;m

se verifica que si,
Es {(E’—B)Z} < Es [(E”—B)Z} vme M

ECM [f( ), d] < ECM [f”(Y),d]

entonces,

Demostracdn: Teniendo en cuenta el modelo de superpoblacion, podemos realizar
el siguiente desarrollo,

coulrm.d] - [wmv >2p<m>]
— EMES (
2 (.m'w. x:ezm:gm)zlp<m>
ez 2]

() el 300 o

de donde se deduce inmediatamente €l resultado propuesto.

Con respecto a la optimalidad del estimador de razon, se verifica € siguiente
resultado fundamental, en cuya demostracion emplearemos el anterior lema.
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Teorema 12 Dado un diséo muestral cualquiera, & (M, p(+)), sea,

_ iemXiYi/V(X)

B = S X V%)

y el estimador del total,

T =3 Y%+B 5 X

iem ieU-m
Entonces se verifica que para cualquier estimador del tat@Y)), lineal e insesga-

do en el modelo, ~ R
ECM[T*(Y),d] <ECM[T(Y),d]

siendo aders,

= 2 (Zieufmxi)2 :
ECM[T*(Y),d] =0 Zvn S ; v(X) | p(m)

Demostracdn: Para la demostracion, nos basaremos en el lema anterior. Sea pues
m una muestra del disefio, y B lined en'Y;, i € m, esto es,

E:.zGiYi

~

A partir de la condicion Es[B] = [3 se obtiene la restriccion,
>aiXi=1

iEm

Por otra parte,

Es[(ﬁ—ﬁ)z} - E ( ai(Yi—Bxi)>2}

=Es
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que, con la restriccion ya obtenida anteriormente,

aiXi=1
iEm
alcanza el minimo para los valores,
Xi /(%) .
Oij=————— iem
" SiemX/V(X)

lo que proporciona precisamente [3* Hemos demostrado pues que Yme M,

. 2 . 2 ~
e |(B-p) | <& |(B-p)| v
y basta tener en cuenta e anterior lema para obtener el resultado de optimalidad
enunciado.

Finalmente, la expresion para ECM[T*(Y),d] se obtiene mediante un calculo di-
recto.

Observemos que para el caso v(x) = X, ya considerado en el enfoque predictivo
aplicado a principio del tema, se obtiene como estimador Opti mo,

N S e WX/% g
R AR i RS

Este resultado no esta en contradiccion con las buenas propiedades que presenta
el estimador genérico de razbn obtenido en la seccion 3. de esta revision,

= ~ SiemYi/Th

TR(Y) Ziemxi/n'iT(X)
enlo que respectaalaestimacion del error. Por otraparte, hay que tener en cuenta que
€l estimador 6ptimo ha sido buscado en unaclase muy especia de estimadoreslineales,
insesgados para el modelocon los inconvenientes de dependencia del mismo que
ello supone.

Observemos también que para el caso v(x) = x, €l error cuadrético medio resulta
w!

ECM[T*(Y),d] =0o° %(7%&&2;2 + >Q> p(m)

piicals s
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Y s denotamos por m* la muestra formada por los elementos de la poblacion, tal
que,
X; = max X

|ezm meM iezm
el anterior error cuadratico medio sera minimo para €l siguiente disefio muestral
intencional,

d* = ({m'}, p(m’) =1)
es decir, un disefio con una Unica muestra, m*, que es seleccionada con probabilidad
uno. Hemos obtenido pues e siguiente resultado,

Teorema 13 Bajo el modelo de superpobl&ei de proporcionalidad directa, con fun-
cibn gua de la varianza (x) = x, la estrategia muestrald*, (y/x) T(X)) esoptima
para la estimadin de T(Y).

Notemos que € resultado anterior sigue siendo valido si solamente exigimos que
V(X) sea no decreciente, y v(x)/x? no creciente.

A pesar de su importancia tebrica, estos resultados, como afirman Cassel, Sarndal
y Wretman (1977), estan en conflicto con uno de los principios mas extendidos de
la Estadistica como es el de la aeatorizacion. Por otra parte, la estrategia optima
anterior es incompatible con el calculo o la estimacion del error.

Como fuentes importantes para profundizar en estas cuestiones, citaremos Ro-
yal (1970), Royall y Herson (1973a, 1973b), Royall y Eberhardt (1975), Cassel,
Séarndal y Wretman (1977), Bellhouse (1984), Sukhatme et al. (1984) y Chaudhuri y
Vos (1988).

Observemos finalmente que es posible plantear e problema complementario de
hallar las probabilidades de inclusion 6ptimas para que el estimador de razén genérico,

T Ziein/Tﬁ
TR(YY)=&==—""—T(X
r(Y) S om /TG (X)
sea 6ptimo bajo e modelo de superpoblacion de proporcionalidad directa. Véase
Sarndal, Swensson y Wretman (1992) para un estudio del mismo.
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In this review we expose the basic principles relating to the usexfiary
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A way to integrate the auxiliary information, in order to increase the accuracy of
the estimates over afinite population is to use estimators with a rational mathematical
structure, involving the study variable, Y, and an auxiliary variable, X, completely
known.

In this paper, we review this class of estimators, emphasizing the importance of
the proportionality between the X and Y variables, in order to obtain good estimates,
but controlling the bias.

We are going to suppose that we are estimating the linear parameter,

B(Y) = > aYi

i€

over a finite population, U = {1,2,... N}, by means of a sample, s, chosen from a
sampling design, d.

Thus we study firstly the heuristic approach, based on the following factorizing,
(for the population mean),

V= X=RX
X
then, we can define the estimator,

r=RX

<>

The final form of this estimator depends on the sampling design. If we use the
simple random sampling, SRS(N, n), we can estimate R using the sample means ratio,
that is to say,

The efficiency of this estimator depends on the relation between the study variable,
Y, and the auxiliary variable, X. It has a good behaviour if thereis an approximate re-
lation, Y ~ a X, that is to say, a direct proportionality. Using approximate techniques,
we obtain the following expressions for the variance and its estimation,

VIVE ~ T (SRS - 2RS)

UV =T (SRS Rsy)

where S& s, Sy are the population quasivariances and quasicovariance of the Y
values, and § <, Sy the corresponding over the sample. Also, we denote f = n/N.
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An aternative and more formal approach is the predictive approach, based on
the existence of the following superpopulation model,

Yi =BX +¢

Esgi] =0
Vil&i] = a?V(X)
Esleigj] =0, i # |

where v(+) is a known function. We suppose that X only takes positive values.
Under this model, and if v(x) = x, we obtain the estimator,

NG ZiesYi/ni iva
Yr=5—-"—X
Ziesxi/ni
particular case of Sanchez-Crespo (1980).

The properties of this estimator depends on the sampling design. If the sample,
s, is obtained using a SRS(N, n), then, the estimator is,

This estimator is biased, since,

g
X

B[Yr] = E[YR] - Y = XE E—Q —E[y] = E[XE [% ~E[y] = - Cov

and defining the quantities,

~

By[YR] =YE

2k-1 )
Y (-5% (&7~ 6@]

ECM(YR = Y°E

(8- 6x722_k;2<i +1><6x7i]

we have the following result, about the bias and the mean square error,

[BIVR] — BYH| <o(n k)
‘ECM[?R] _ ECMkDi(R]‘ < o(n~ (k)
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If k=1, we obtain the first order approximations,

B[\?R] _i-f <%§ - %&y) +0(n %) =0(n?

n
—~ o 2 \V2
ECMWR] = 1—nf (%—F %§ — 2%&3,) + O(nfz) — O(nfl)

~ — _2 \2
VYR = 1-f <33+ %ﬁ— 2%%) +0(n"2)=0(nY

n

Thus, the bias and the mean square error can be controlled, increasing the sample
size.

If we use a sampling design with first order inclusion probabilities proportional
to size, X, we obtain the unbiased estimation,

= 1Y —
Yr=-Y) —X
ngsxi

with variance (for fixed sample size),

—2 2
= X Yi Y
VI =g 3 ) (- )
ani,JzeU X X

e = Xy (m-mm) <ﬁ_ﬁ)2
2r12i.,]»es TG XX

that is to say, the variance decreases if the Y and X variables are proportiona or
nearly proportional.

Other unbiased strategies are obtained combining the ratio estimator,

with the sampling design generated by the Lahiri-Midzuno scheme.

The Harley-Ross estimator,

<b

HR = ZX + N(nlg V-2,  Z=Yi/X

with the SRS(N, n) design.
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The Mickey’s estimator with the SRS(N,n) design, and others related by Ruiz

and Santos (1989).
Also, is possible to obtain almost unbiased strategies, that is to say, with bias

O(1/r?), for example,

e The De Pascual’s estimator,
y — ZX ) Yi
Y with Z; = Z'

e The Tin's estimator,
-4 (E-9)

X2 Xy

Yt =Yr {1 - (n N
in combination with the SRS(N, n) design. And also, the estimator obtained applying

the jackknife technique to the ratio estimator, Yr = (y/X)X.
To finish this review, we study the multivariate ratio estimator, the ratio estimator

in stratified sampling and the optimality of the ratio estimator.
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