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Resumen

En este trabajo resumiré los resultados obtenidos con J. Casado Diaz
sobre los espacios de Besicovitch generalizados y sus aplicaciones a la
Homogeneizacién de problemas lineales y no lineales con coeficientes casi
periédicos.
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1. Introduccion.

Un problema clasico en la teorfa de Homogeneizacién (ver [2], [20]) es
encontrar la ecuacién en derivadas parciales que resuelve la funcién limite de
una sucesién {u.} donde cada u. es la solucién de

{ —divA(2)Vue = f en Q (1)
u: =0 sobre 0.
El conjunto € es un abierto, acotado, de R, las componentes de la matriz A(x)
son funciones acotadas Y-periddicas, A satisface una hipotesis de coercividad,
y f es un elemento de H ().

El problema (1) modeliza una gran diversidad de fendmenos fisicos en un
material heterogéneo, de composicién periddica cada vez mas fina.

La técnica de los desarrollos asintdticos, basada en suponer que u. tiene una
expresion del tipo

ug(x):u(x)+€u1(x,§)+52u2(x,§)+..., (2)
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permite encontrar de manera formal el problema que resuelve u, limite de u.:

—divAVu = f en Q (3)
u=20 sobre 0,

donde A es una matriz cuyos coeficientes no son el valor medio de los coeficientes

de A, sino que
N .
- 1 00X’
Ai':_/ Ai'+§ Ai——
J ‘Y| Y( J = 8yl )

y X! es solucién de un problema en la microestructura, en el cubo de
periodicidad Y:
—div (A(VX! +e¢l)) =0
{ X! Y — periédica.
Sin embargo, este procedimiento no es una demostracion. Es el método de la
energia de Tartar [21], [17] el que permite demostrar que

u. — u débilmente en H} ()

A(g)VUE — AVu débilmente en L?(Q)",

con u solucién de (3). Se trata, bédsicamente, de multiplicar (1) por funciones
“test” particulares para las cuales sea facil pasar la limite en las distintas
integrales que aparecen.

La convergencia en dos escalas para el caso periédico, desarrollada por G.
Nguetseng [18] y posteriormente por G. Allaire [1], da rigor matemdtico al
desarrollo asintético (2), consiguiendo en un mismo proceso tanto el problema
homogeneizado como la convergencia de {u.} a u. Es una nocién de convergencia
intermedia entre la convergencia débil y la fuerte, aportando informacién sobre
la microestructura del problema, informaciéon que no recoge el limite débil.
Concretamente, la convergencia en dos escalas da el limite de

x
JRECTERorE
Q €
con {u.} acotada en L%(Q) y ¢ regular y periédica en la segunda variable. Este
limite, dado por una funcién de dos variables, u(z,y), periédica en la variable
en microestructura y, es

/Q|71|/Yu(:c,y)1/1(x,y)dydx.

Un resultado que da interés a esta nocién de convergencia es el siguiente:
Si {uc} es una sucesién acotada en L?(2), existe una subsucesién que converge
en dos escalas, es decir, existe u € L?() x Y) y existe una subsucesién que
seguiremos denotando por {¢}, tales que

e—0

Hliln/gus(x)w(x7§)dx:/Qvll/lfu(x,y)w(uy) dydr Y € L*(Q;C4(Y)),
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donde Cy(Y) es el espacio de las funciones continuas Y-periddicas.

Decimos entonces que {u.} converge en dos escalas a u y lo denotamos por

2e
Ue — U.

Se trata, por tanto, de un teorema de compacidad secuencial para la
convergencia en dos escalas. Supone, ademds, una herramienta clave para
desarrollar el llamado método de la convergencia en dos escalas en problemas
de Homogeneizacion.

Cabe plantearse entonces si el resultado sigue siendo cierto cuando i es
una funcién casi periddica respecto a la segunda variable, a fin de extender
el método a la homogeneizacién de problemas con coeficientes casi periédicos.
Curiosamente, esta cuestién tan particular nos llevé, a Juan Casado Diaz y a mi,
a plantearnos otras preguntas al margen ya de la teoria de la Homogeneizacion.

2. Convergencia en dos escalas con funciones casi
periodicas.

Nuestro interés estaba en extender el resultado de G. Nguetseng y G. Allaire
a funciones casi periddicas. Concretamente buscdbamos el siguiente teorema:

Teorema 1 Si {u.} es una sucesién acotada en L*(Q), existe una subsucesion,
que denotamos igual, y una funcion u € L?(; B2(RY)), siendo B%(RY) el
espacio de las funciones casi periddicas en el sentido de Besicovitch (ver [3]),
tales que

3 h'mo ue ()Y (z, g) dx = / M{u(z, )ip(x,)ydz V¢ € L*(Q; CAPRY)),
=0/ Q

donde CAP(RM) es el espacio de las funciones uniformemente casi periddicas.

Si f es casi periddica, M{f} representa su valor medio y se define como

, 1
M{f} = TETOO W /[_T,T]N f(y) dy.

La principal diferencia con el caso periddico es que el espacio de las funciones
1 es ahora no separable, y el teorema de compacidad secuencial *-débil en el
dual de un espacio separable, que era el resultado esencial para demostrar el
teorema de G. Nguetseng y G. Allaire, no se puede aplicar en este caso. En su
lugar obtuvimos el teorema siguiente:

Teorema 2 Si H es un espacio prehilbertiano entonces satisface la siguiente
propiedad: dada cualquier sucesion de funcionales lineales fo : H — K (K es R
o C), tal que
ltmsup |/ (2)| < Cllal| Vo€ H (4)
e—0

existe una subsucesion, {fe, }, y existe un funcional lineal y continuo, f € H’',
verificando
lim f., () =< f,x> VzeH.

oo
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En [5] publicamos estos resultados, si bien la demostracién del Teorema 2
se encuentra en [6] y en una Nota remitida al comité evaluador de la revista C.
R. Acad. Sci.
Se trata de un resultado de compacidad puntual de funcionales f. atin cuando
éstos no sean continuos y el espacio no sea completo. En su lugar satisfacen una
“continuidad en el limite” que es la ecuacién (4).

Noétese que el resultado es inmediato si el espacio es separable. Donde
verdaderamente tiene interés el teorema es en los espacios no separables.

Como consecuencia se demuestra el Teorema 1. Consideramos el espacio
L?(Q; CAP(RYN;C)), que es prehilbertiano para el producto escalar de
L2(9; B2(RN;Q)), i.e.,

(f.9) = /Q M{f(z,)g(x. )},

1) = [ uee)ite, Dde Vi€ 1@ CAPRY: ).

La sucesién { f.} verifica (4) y, por tanto, existe un funcional f lineal y continuo
en L?(Q; CAP(RY;C)) tal que

lm | wue(z)d(x, E)dx =< f,>.
e—0 Jo 13

Usando el hecho de que L?(Q; CAP(RY;C)) es denso en L?(£; B2(RY;C))

y el teorema de representacion de Riesz-Fréchet, se deduce que existe u €

L2(Q; B2 (RY;C)) tal que

< fp 5= AM@@,)@@,)}M W € L2(Q; CAP(RY; C)).

Volviendo al problema cldsico de Homogeneizacién (1), donde ahora los
coeficientes de la matriz A son funciones en CAP(RY), el método de la
convergencia en dos escalas proporciona el problema limite y los resultados
de convergencia. Para ello hace falta caracterizar el limite en dos escalas de
{Vu.}, una sucesién acotada en L?(Q)V. El Teorema 1 nos dice que para una
subsucesion el limite en dos escalas existe y es una funcién &€ € L2(Q; B2(RV))V.
Haciendo uso del desarrollo de Fourier de una funcién de B#(RY;C) como una
serie de exponenciales complejas, caracterizamos en [5] la funcién £ como

donde u es el limite débil en HE () de {u.} y u1 es una funcién en el espacio
W2(RN;C) = { Z ape?V: o, €C, Z o | p|? < +ocl,
pERN\{0} pERN\{0}

que estd constituido por series formales cuyas derivadas de primer orden son
funciones de B2(RY;C) con media cero.
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Probamos entonces que si u, es solucién de (1) con los coeficientes de A funciones
de CAP(RY) y con A verificando las hipStesis de acotacién habituales, para
cualquier f € H~1(Q) existen dos funciones, u € H}(Q) y uy € L2(Q; W2(RY)),
tales que

ue — u en H(Q)

Vue 2% Vu(z) + Vyui (z,y),
donde u y u; resuelven el sistema

—div, M, {A(y)(Vu(z) + Vyu(z,9))} = f en H1(Q),
—divy [A(y)(Vu(z) + Vyui(z,y))] =0 en W*(RY), p.ct. z € Q,
u € HYHQ), up € L2(Q;W2(RY)).

Conseguimos extender el método de la convergencia en dos escalas de G.
Nguetseng y G. Allaire a problemas de Homogeneizacion casi periddicos lineales.
Nos preguntamos entonces céomo aplicarlo a problemas de homogeneizacién
mondtonos o pseudomondtonos. Los desarrollos de Fourier ya no podiamos
usarlos.

Los profesores E. Fernandez Cara y J.L. Lions, que conocieron nuestro
trabajo, intuyeron que el Teorema 2 deberia de poderse extender a espacios més
generales, en concreto, pensaban en espacios reflexivos. Tampoco puedo olvidar
la 1til referencia que nos dio J.L Lions, un libro de V.V. Zhikov, S.M. Kozlov
y O.A. Oleinik [14], donde se definian unos espacios de Hilbert construidos a
partir de algebras de funciones, y que generalizaban a los espacios B2(R";C).
Estas consideraciones nos llevaron a buscar respuestas a otros problemas del
Anélisis Funcional.

3. Un resultado de compacidad secuencial para fun-
cionales no continuos.

En mi Tesis Doctoral (1998), dirigida por J. Casado Diaz y J. Couce Calvo,
presentamos un resultado de compacidad que extendia el Teorema 2 a espacios
reflexivos. Concretamente probamos el siguiente teorema:

Teorema 3 Sea X wun subespacio vectorial (no mnecesariamente cerrado)
contenido en un espacio vectorial Y, dotado de una seminorma tal que el espacio
cociente sobre el nicleo de esa seminorma, N, es un espacio de Banach reflexivo.
Sea fr :+ X — R una sucesion de funcionales lineales (no necesariamente
continuos) tales que existe C > 0 verificando

limsup |fn(2)] < Clz] Vz € X.
Entonces, existe una subsucesion {ny} de {n} y existe f € (Y/N) tales que
Hliinfnk(x) =< f,z> VrelX

El elemento I representa la clase de equivalencia en Y/N de x y [] es la
seminorma en Y .
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La clave para la demostracién estd en un resultado de E. Asplund y J.
Lindestrauss [15] por el que un espacio reflexivo tiene siempre una norma
equivalente que lo hace regular, es decir, que para todo elemento del espacio
existe un tnico elemento del dual, de norma 1, alineado con él.

También aparece en mi Tesis un resultado mas general que el Teorema 3,
que es el que extiende los teoremas clasicos de compacidad secuencial en el dual
de un espacio separable y en un espacio reflexivo, aunque para los resultados de
convergencia en dos escalas el que necesitaremos es este tltimo.

4. Espacios de Besicovitch generalizados. Derivacién.

En un principio, el marco funcional en el que queriamos generalizar el

teorema de G. Nguetseng y G. Allaire eran las funciones casi periddicas. Sin
embargo, la referencia proporcionada por J.L. Lions y el hecho de que las
dificultades de las funciones casi periddicas eran las mismas que si trabajabamos
con espacios mas generales, nos llevaron a estudiar estos ultimos y a desarrollar
la convergencia en dos escalas en este marco.
Lo importante era, a mi entender, que los resultados obtenidos no sélo
eran nuevos para estos espacios mas generales, sino que muchos de ellos no
se conocian tampoco, hasta donde yo puedo saber, para las funciones casi
periddicas.

Siguiendo a V.V. Zhikov, S.M. Kozlov y O.A. Oleinik [14], [22], partiamos
de un algebra de Banach con valor medio, X. Este es un espacio de funciones
f: RN — R, uniformemente continuas, acotadas, que poseen valor medio, i.e.

1
4 lim —— x)dr = M{f},

donde K es cualquier conjunto medible, acotado, de medida no nula, en RV, y
K7 es el homotético de K de razén T'.

El espacio X es completo con la norma infinito, sin embargo, su cierre en la
seminorma

flp = (Hmsup . If(fv)lpdx) T p< 4o, (5)

T—+o00 ‘BTl Br

donde By es la bola abierta en RY de centro cero y radio T', define lo que hemos
llamado espacios de Besicovitch generalizados. En efecto, se define el espacio de
Besicovitch B?(X) de orden p (1 < p < +00) generado por el dlgebra X, como
sigue:

BP(X)={feL? (RN): Ve>0 Fp. € X tal que [f — ], <c}.

loc

Si p = +00, ponemos

B™(X)={f € B\(X): suplf], < +o0}.
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Habitualmente es denotado por BP, salvo cuando sea necesario indicar cudl es
el dlgebra que los genera.

Cuando el dlgebra es CAP(R™) el espacio que se genera es el de las funciones
casi periddicas en el sentido de Besicovitch, de ahi que hayamos llamado a
estos espacios de Besicovitch generalizados. El caso de las funciones periédicas
también estd incluido en esta definicién, basta considerar X = Cy(Y") y el espacio
de Besicovitch que resulta es Lé’ (Y), es decir, el espacio de las funciones de LP(Y)
extendidas por Y-periodicidad a todo RY.

Definidos los espacios BP, debiamos estudiar sus propiedades, especialmente
la reflexividad, hipdtesis esencial en la aplicacién del Teorema 3.

Destacamos, entre otras propiedades, que cuando f pertenece a BP,

cualquiera que sea p < +o00, existe la media de f y [f], = M{|f|p}%, lo que
hace que BP tenga una estructura similar a LP sobre un espacio de probabilidad,
reemplazando integrales por medias.
Probamos una desigualdad de tipo Holder. Més precisamente, dadas f € BP y
g € B?, se verifica que fg pertenece a Bl y [fgl1 < [flplgly- Dadas f € BP
y g € BY N L>®(RY), entonces fg pertenece a B? y [fgl, < [flpllgllze®n)- Si
p < qy f pertenece a B? entonces f pertenece a BP y [f], < [flq, etc.

Respecto a la reflexividad, obtuvimos el siguiente resultado:

Teorema 4 Si denotamos por BP el espacio cociente de BP con el nicleo de
la seminorma [-]p, se tiene que para todo p con 1 < p < +oo la aplicacion
F:BY — (BP), definida por

< Fi, 0 >= M{uv} si 1<p< +oo,

< Fa,0 >= M{Ty,. (u)v} si p=1,

es un isomorfismo isométrico. En particular, los espacios BP con 1 < p < 400
son reflexivos. El espacio B? es un espacio de Hilbert.

La demostracion de este teorema usa esencialmente propiedades de las
funciones truncadas de una funcién de Besicovitch. Asi, si T : R — R, con
r > 0, es la funcién truncada a la altura r, es decir,

s st |s| <,
T.(s)=¢ r si s>,
—r si s< -,

probamos que si f pertenece a BP, entonces T,.(f) pertenece a B® y lim[f —
T, (f)]p = 0. Estos resultados se tienen gracias a una propiedad fundamental
que verifica todo algebra con valor medio: Que es cerrada para aplicaciones
continuas, es decir, si f pertenece a X y ¢ es continua en R entonces g(f)
pertenece a X.

Es habitual que en los problemas de Homogeneizacién no interese solamente
la convergencia en dos escalas de {u.} sino también la de {Vu,}. Esto fue lo que
nos llevé a definir el espacio W2(RY;C) en [5]. En este nuevo marco funcional
debiamos definir un espacio analogo que nos caracterizara el limite en dos escalas
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de {Vuc}. Fue entonces necesario desarrollar una teorfa de diferenciacién para
los espacios de Besicovitch generalizados.

El concepto fundamental de esta teoria es el de derivada en media de una
funcién de B!, que es una definicién andloga a la de derivada distribucional
de una funcién de L (RY). Para ello, hacfa falta definir en este contexto
un espacio que jugara el papel que juega C§°(RY) (funciones infinitamente
derivables, de soporte compacto) en la teoria distribucional. Este espacio fue
definido asi:

D® ={fecC®RY): D*fecX VYaec (NU{0})H)V}.

La propiedad fundamental que verifica D> es que es denso en BP para
p < +00. Esto se demuestra haciendo uso de la convolucién.

Definimos entonces la derivada i-ésima en media de f € B!, que denotamos
por O; m f, como la aplicacién lineal de D> en R dada por

dp
(9131'

Oimflp) =—-M{f—} Vpe D,

en claro paralelismo con la derivada distribucional. Llamamos gradiente en
media de f a Vo f = (01 f, ..., 0n.mf), y divergencia en media de F € (B*)N
adiv, F =N 0 mF;.

A partir de las derivadas en media se puede hacer una construccion similar a la
de los espacios de Sobolev y definir

BY ={f e B?: 3f; € B? con9; ,n f(¢) = M{fip} Vp € D> Vi, 1 <i< N},

Para nuestros propésitos precisébamos profundizar en la relacién entre este
concepto de derivacién y el de derivada distribucional. Conseguimos una férmula
de integracion por partes

u

0
oz, b

M{ug} = -

ou v /
valida cuando u,—a pertenecen a BP y v,—a pertenecen a BP | que nos da una
€L T
relacién entre los dos conceptos de derivacion: Si u pertenece a BP y su derivada
u
en BP.
L
Para la relacién reciproca es necesario introducir un nuevo espacio, que por
otra parte sera el que nos dé la caracterizacién del limite en dos escalas de

{Vuc}. Definimos para 1 < p < 400

distribucional respecto a x; también, entonces 0; pu =

1, Ny . N —
WP={feW, 2 (RY): Vfe(B")" yM{Vf}=0},
i.e. el espacio de las funciones que pueden no ser de Besicovitch pero si sus
gradientes, y ademads, estos ultimos con media cero.

Demostramos entonces un teorema esencial para todo lo que sigue:
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Teorema 5 El espacio VWP es un subespacio vectorial cerrado de (BP)™N.

La demostracion es bastante técnica y requiere obtener previamente una
desigualdad del tipo “Poincaré-Wirtinger”.
Esta propiedad de VWP nos da la relacion reciproca entre derivada en media
y derivada distribucional: Si u € BP es tal que V,,u pertenece a (BP)Y, entonces
existe v € WP tal que
[Vv — V), =0,

es decir, Vv y V,,u son iguales en (B?)V.

Para tratar un problema de Homogeneizacién con la técnica de doble escala,
es necesario pasar por la formulacién variacional del problema con funciones
“test” regulares pertenecientes a un subespacio denso de un cierto espacio.
Debiamos obtener resultados de densidad en VWP, lo que nos llevé a definir el
subespacio de BP siguiente para 1 < p < +o0:

SP={ve BPNW.PRN): vue (BP)V}.

Cuando al dlgebra X se le pide una propiedad mas, la ergodicidad, que
en particular es satisfecha por CAP(RY), se puede demostrar que V.S? es
denso en VWP. Este resultado, hasta donde nosotros conocemos, es también
nuevo para las funciones casi periédicas. En la Homogeneizacién de problemas
elipticos lineales con coeficientes casi periédicos (ver [19]), O.A. Oleinik y V. V.
Zhikov trabajan con la adherencia del espacio de gradientes de polinomios
trigonométricos sin llegar a caracterizar ésta, que no es sino VWP, es decir,
el espacio de las funciones casi periddicas que son el gradiente de otra funcion.

Otro resultado de densidad también 1itil es que, cuando X es ergddica,
V. BYP es denso en VWP, Que un algebra sea ergédica significa que para toda
f € B! que satisfaga

[f=f(+9)1=0 VseRY (6)

se tiene necesariamente que [f — M{f}]; = 0, es decir, que f es igual (en Bl) a
una constante. Una caracterizacién curiosa de las funciones que satisfacen (6)
es que su gradiente en media es cero.

5. Resultados de compacidad para la convergencia en dos
escalas.

Con este estudio de los espacios de Besicovitch generalizados y de la
derivacion, podiamos ahora demostrar los teoremas de convergencia en dos
escalas en este marco mas general.

El primer resultado que buscabamos era un teorema de compacidad que nos
permitiera pasar al limite cuando ¢ tiende a cero en expresiones del tipo

e

/Q we (@), T) da
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para funciones (z,y) tales que ¢(x,-) fuese una funcién de Besicovitch
generalizada.

Una dificultad técnica, que ya aparece en el caso periédico (ver [1]) es que
cuando ¢ pertenece a LP(§; BP) la funcién ¢ (z, ) puede no ser ni siquiera
medible. G. Allaire evita este problema definiendo la convergencia en dos escalas
para funciones 1) muy regulares, 1 € L?(Q; C4(Y")) y diciendo que los resultados
se tienen también para otros espacios de funciones 1. Lo que hicimos nosotros
fue definir la convergencia en dos escalas de esta forma:

Definicién 1 Se dice que una sucesion {u.} C L, .(Q) converge en dos escalas

au € L}, (Q;BY) si para toda funcion ¢ de la forma ¢(z,y) = g(y)Xg(x), con

g € BLNL®RN) y E CC Q medible, de medida finita, se verifica

lim us(x)z/)(x,g)dx:/QMy{u(x,y)z/;(x,y)}dx. (7)

e—0 Jo

2e
Denotaremos entonces u. — u.

Definiendo ahora un subespacio AP de LP(Q; BP) formado por funciones que
se aproximan por funciones escalonadas, es facil comprobar que (7) se tiene para
funciones 1 € AP, y este subespacio incluye todos los subespacios interesantes,
como LP(2; X), C.(Q; B N L (RY)), LP(Q) ® BP, etc.

Al igual que ocurre con la convergencia débil, la convergencia en dos escalas
verifica un resultado de semicontinuidad inferior: Si {u.} C LP() converge
en dos escalas a u € LP(; B?) entonces liminf. o |uc||zr) > |lullpr:Br)-
También se tiene un resultado de corrector para u.: Si {uc.} C LP(2) converge
en dos escalas a u € LP(§2; BP) y u pertenece a AP, es decir, es suficientemente
regular como para que u(x, Z) pertenezca a LP(Q) y verifique

lim / fu(z, $)Pdz = / M, {Jule, y)P}da,
e=0Ja € Q

entonces

, T
b e () = (i, 2) oy = 0

Con este estudio de la convergencia en dos escalas y el Teorema 3,
demostramos en [8] y [11] el resultado de compacidad que ibamos buscando:

Teorema 6 Sea {u.} una sucesion acotada en LP(2), 1 < p < +o00. Entonces
existe una subsucesion, que seguiremos denotando por {u.} y eziste u €

2
LP(Q; BP), tal que ue == u.
La demostracion consiste en considerar la sucesion de funcionales lineales
F.: A" c LY (Q;B”) = R

1P - FE('(/})7
donde
F.(¢) = /Qus(x)z/)(w, T dz.

€



Homogeneizacién, dos escalas, ... 67

Estos funcionales satisfacen la hipétesis (4). Teniendo en cuenta que el dual de
LP(Q; BP) se identifica con LP (Q; BP'), gracias a que B? con 1 < p < 400 es
reflexivo, el Teorema 3 nos da la convergencia deseada.

Si la sucesién {u.} estd acotada en L!(€2), hace falta pedir que sea localmente
equi-integrable para probar que existe una subsucesién que converge en dos
escalas a una funcién u € L(Q; B'). Es el resultado andlogo al teorema de
Dunford-Pettis para la convergencia débil en L1(2).

Un hecho importante es que estos resultados de compacidad, tanto para
1 < p < 400 como para p = 1, son éptimos, es decir, no se puede dar mas
regularidad que LP(€); BP) para la funcién limite w.

Si deseabamos extender la técnica de la convergencia en dos escalas
a problemas de Homogeneizacién maés generales que los periédicos no nos
podiamos conformar con el resultado de compacidad para sucesiones acotadas
en LP(Q2). Habia que buscar caracterizar el limite en dos escalas de {Vu.}
cuando {u.} estd acotada en WP(£), porque esta es la situacién que se da
en los problemas de Homogeneizacion. Aqui encontramos nuevas dificultades. A
diferencia del caso periddico, no conociamos un resultado del tipo de De Rham,
que caracterizara el ortogonal de las funciones de Besicovitch con divergencia
nula como gradiente de funciones. El procedimiento para obtener el limite en
dos escalas de {Vu.} fue totalmente distinto del caso periédico.

A partir de la convergencia en dos escalas de una sucesién {u.} a

1
u probamos la convergencia en dos escalas de —— / us(z+ep)dp a
|Br| /By,
1

|Br| JB,
es ergddica los gradientes en media de funciones de Besicovitch forman un
subespacio denso de VWP constituyen las herramientas bésicas para probar
el teorema siguiente:

u(z,y + p) dp. Esta propiedad, junto con el hecho de que si el dlgebra

Teorema 7 Sea X un dlgebra ergddica y {u.} una sucesion acotada en W1P ()
con 1 < p < +o0. Entonces existen una subsucesion, que sequiremos denotando
por {uc}, y funciones u € WHP(Q) yuy € LP(Q; WP), para las cuales se verifica

ue —u WHP(Q) — débil

Vu, 2 Vu + Vyus.

También probamos que la regularidad de u; es 6ptima.

6. Problemas en derivadas parciales en los espacios B”.

La teoria de derivacién nos llevé a J. Casado Diaz y a mi a plantearnos la
existencia de solucién de problemas en derivadas parciales en el marco de los
espacios de Besicovitch generalizados. Asi por ejemplo, dado un problema lineal
sencillo

—divA(Vu+A) =0 en RV,
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donde X es un vector de RY y A es una matriz cuyas componentes son funciones
de Besicovitch generalizadas, buscdbamos una solucién u tal que Vu fuese una
funcién de Besicovitch. Este tipo de problemas aparecen de manera natural
al efectuar la Homogeneizacién de (1). Se trata del llamado problema en
microestructura.

Nuestra teoria podia ser usada para obtener resultados de existencia de
solucién de problemas en derivadas parciales no lineales, como por ejemplo

—diva(r, Vu) + Mu[P?u = —divG en RY,

donde los coeficientes de a y de G son funciones de Besicovitch generalizadas.

En [7] presentamos la teoria desarrollada en [11] sobre los espacios de
Besicovitch generalizados y su derivaciéon, y aplicamos los resultados a la
demostracion de existencia de solucién de Besicovitch de problemas en derivadas
parciales formulados en este marco.

En relacion a la teoria de diferenciacién, hay algunos resultados y definiciones
nuevos respecto a lo desarrollado en [11]. La definicién del espacio D, espacio
de funciones regulares sobre el que actuaba la derivada en media, que damos en
el articulo es la siguiente:

D>® ={fecC®RN): DfeB'nL>®RY) Yaec (NU{0O)N}. (8)

Es un subespacio mayor que el que primeramente definimos, en el que se siguen
teniendo todas las propiedades que ya se tenian con la otra definicién y no es
necesario pasar ahora al subespacio S? definido en la memoria.

Dedicamos més atencién al espacio BMP porque ahora este espacio aparece
en la resolucién de problemas en derivadas parciales. El espacio de Sobolev se
definié como

B ={u€ B?: Ju; € B” con 0;m(u)p = M{u;p} Vp € D> Vi, 1 <i< N}.

Es facil comprobar que estas funciones u;, si existen, son tunicas en la clase de
BP, es decir, si existe una funcién v; tal que 0; n(u)e = M{v;p}, para toda
¢ € D>, entonces [u; — v;], = 0.

Dotado de la seminorma

[ul1,p = [ulp + [Vimulp,

B'P es completo, y D> es un subespacio denso. No sabemos si éste tltimo
resultado es cierto con la definicion primitiva de D, razén por la cual
preferimos la definicién (8).

Consideramos entonces el problema no lineal

—diva(z, Vu) + Mu|P?u = —divG en RY, 9)

donde 1 < p < 400, G estd en (Bp/)N, A>0ya:RV xRV = RN tiene
sus coeficientes en B N L>®(RY) y es un operador monétono de orden p en
su segunda variable. Para probar la existencia de solucién de este problema
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aplicamos la teorfa de operadores mondtonos (ver [16]). Sin embargo, hay una
dificultad técnica previa a la aplicacién del teorema de existencia de solucion y es
demostrar que a(z, Vu) es una funcién de Besicovitch; tengamos en cuenta que
en la formulacién variacional aparece M{a(x, Vu) - Vo} y es necesario entonces
asegurar que a(x,Vu) - Vv posee valor medio. La demostracién es bastante
técnica y consiste en usar el teorema de aproximacion polinomial de Weierstrass,
extendiéndolo al caso N-dimensional. Se comprueba que la composiciéon de
estas funciones polinomiales con una funcién de Besicovitch es nuevamente una
funcién de Besicovitch y se concluye probando que una funcién que tenga las
propiedades de a compuesta con una funcién de Besicovitch, se aproxima en la
seminorma de Besicovitch por estas funciones polinomiales.

Demostramos que para A > 0 existe solucién de (9), u € B*P, y para A =0y
suponiendo que el 4lgebra es ergédica, existe solucién de (9), u € WP,

7. Homogeneizacion de problemas pseudo-mondétonos con
coeficientes en los espacios BP.

Toda esta teoria sobre los espacios de Besicovitch generalizados y su
derivacion era necesaria también para la aplicaciéon de la convergencia en dos
escalas a problemas de Homogeneizaciéon mas generales.

En [8] presentamos los resultados de convergencia en dos escalas
desarrollados en la Tesis y los aplicamos a la Homogeneizacién de un problema
en derivadas parciales con operador pseudo-monétono y cuyos coeficientes son
funciones de Besicovitch generalizadas.

La Homogeneizacién de problemas no lineales en el caso de funciones casi
periédicas ha sido estudiada en [4] mediante otras técnicas y para el caso
de un operador monétono. Con el método de la doble escala conseguimos el
problema limite para un operador pseudomondtono cuyos coeficientes pueden
ser periddicos, casi periédicos o mas generales.

Consideramos para 1 < p < +00 el problema no lineal

{ —diva(%,u.,Vue) = f en W_l’p/(Q)7

us € Wyt(Q2) (10)

donde a : RY x R x RV — R¥ define un operador pseudomonétono y a(-, s, )
pertenece a (BPI)N para todo (s,&) € R x R¥Y, siendo BP" el espacio de
Besicovitch generalizado generado por un dlgebra ergddica.

Probamos entonces que al menos para una subsucesion,

u. —u en WyP(Q) — débil,

Vue 2¢ Vu + Vyuy,
v (u,u1) € Wy P(Q) x LP(€; WP) es una solucién del sistema homogeneizado en
dos escalas
—div My{a(y,u, Vu+ Vyui)} = f en WL (Q)
—divy, y{a(y,u, Vu+ Vyui)} =0 p.ct. z € Q.
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Este sistema conduce a la ecuaciéon homogeneizada

—divb(u, Vu) = f en W17 (Q),
u € WyP(Q)

donde el operador b viene dado por

b(s, &) = My{a(y,s,£+ Vyvse)}
con v, ¢ solucién del problema en microestructura

—divp,a(y, s,€ + Vyvse) =0 en (WP)
Vs, € Wwe,

Una caracteristica importante del método de la convergencia en dos escalas
es que resulta relativamente fécil obtener resultados de corrector. Bajo hipétesis
de regularidad probamos que u(-) +eu1 (-, =) es un corrector en W'*(Q) de u.
solucién de (10).

8. Extension a funciones con rango en un espacio de
Banach.

La idea esencial que saqué de todo esto es que habia unos espacios que tenian
un comportamiento andlogo a los LY =y que eran ttiles. De hecho, vefamos
que espacios bien conocidos y en principio bien distintos, como pueden ser el
espacio de las funciones Y-periddicas o el de las casi periédicas en el sentido de
Besicovitch, tienen una estructura comin: Una misma definicién engloba a estos
espacios y a muchos otros que uno puede imaginar. Es cierto que el trabajo con
los BP presenta diferencias (y dificultades particulares) notables con los LP: Ya
no son en general separables; lo que en LP es para casi todo punto en los BP no
tiene sentido porque una funcién de LP(R™) es el elemento nulo en los espacios
cocientes BP de manera que se puede cambiar una funcién en todo punto y
seguir siendo el mismo elemento; hay una medida detras de estos espacios pero
no es o-aditiva, sino finitamente aditiva;

W(E) = M{Xg}

para todo E C RY tal que X pertenezca a B!, etc.

Una cuestién que me pregunté fue si se podia extender la teoria precedente a
funciones con valores en un espacio de Banach. El objetivo no era otro que poder
aplicar la técnica de la doble escala a otros problemas de Homogeneizacién (por
ejemplo a problemas evolutivos) y que por tanto u.(z) perteneciera a un espacio
de Banach.

En [13] intento responder a estas cuestiones, si bien es cierto que de una
manera parcial, como paso a explicar a continuacion.

Nos interesa caracterizar el limite de

/ <o), (o, L) Sy da, (1)
Q g
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donde V' es un espacio de Banach (que serd, en un problema de evolucién, el
espacio de la variable tiempo), {u.} es una sucesion en LP(Q; V) y ¥ = ¢(x,y)
es una funcién que toma valores en V' y que respecto a la variable y posee valor
medio.

En el caso escalar, la hipdtesis esencial que nos permitia obtener un resultado
de compacidad para una sucesién como (11) era la reflexividad del espacio
al que pertenecia 1 y, en definitiva, la reflexividad del espacio de Besicovitch
generalizado BP, para 1 < p < +o0.

Extender la definicién de BP al caso de funciones con rango en un espacio de
Banach surgia de manera natural, de igual modo que la extensién de LP(£2) a
LP(Q; V). Y demostrar algunas de sus propiedades también se tenia de manera
inmediata, razonando como en el caso escalar. Sin embargo, el estudio de la
dualidad da lugar a serias dificultades. Y esto también es esperable, porque con
los LP ya se tiene que hay una propiedad que interviene de manera esencial en la
dualidad, la propiedad de Radon-Nikodym. Asi que, de momento, me he tenido
que conformar con obtener la reflexividad cuando las funciones toman valores
en un espacio de Hilbert.

Teniendo en cuenta que buscdbamos definir unos espacios de Besicovitch
que generalizaran a los espacios de funciones periddicas con valores en V o
funciones casi periédicas con valores en V', consideramos el cierre en la norma
de Cy(RY; V) (funciones continuas y acotadas de RY en V) del espacio

) fwi: fieX, v €V, Viel, VI CN finito}
i€l

donde X es un dlgebra de Banach con valor medio.

Denotamos Xy este subespacio de Cy(RY; V). Se trata del “espacio pivote”
con el que generamos el espacio de Besicovitch. Para 1 < p < +00, se define el
espacio de Besicovitch generalizado con valores en V'

BY(X)={fe Ll (RV;V). Ve >0, 3p. € Xy con [f —¢clpv <&},

loc

donde

T—+oo

flpv = (limsupw%/BT If(w)llzédx)%- (12)

A la vista de (12) me pregunté si [f], v podia ser igual a M{||f()||1€,}% La
respuesta que obtuve fue que si, gracias a un resultado de caracter general que
me seria también de utilidad en la demostracién de la reflexividad. Se tiene la
siguiente propiedad de Xy

Proposicién 8 Sean W un espacio de Banach, [ € Xy y g una funcién
continua en Rgf con valores en W. Entonces g(f) pertenece a Xy .

Para el caso escalar ya estaba probado el resultado en [7] y [11]. Alli la clave
era el teorema de Stone-Weiestrass. Al tener ahora funciones con valores en un
espacio de Banach, necesitdbamos un resultado que extendiera el teorema de
Stone-Weierstrass a este caso. Probé entonces el siguiente teorema:
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Teorema 9 Sea K un espacio compacto, W un espacio de Banach y B un
subespacio de C(K; W) con las propiedades:

1. B contiene a las funciones constantes.
2. B separa puntos de K.

3. Para todo funcional multilineal continuo de W en R, ¢ € L,(W;R), para
todo congunto {p;}_; C B y para todo w € S, siendo S un denso de W,
se verifica que Y(p1(+),...,on(-))w pertenece a B.

Entonces B es denso en C(K;W).

La demostracion consiste en usar el teorema de la particion de la unidad y
el teorema de Stone-Weierstrass.

Dos consecuencias de la Proposicién 8 son, de una parte, que si f pertenece
a Xy entonces || f(-)||%, pertenece a X y por consiguiente existe M{||f(1)|%} v,
por otra, que si se define la funcién T;. : V. — V', con r > 0, como

v si vl <y
T.(v) = v

roop st vl >
(una funcién truncada pero en el caso vectorial), dada f € Xy se verifica que
T-(f) pertenece a Xy .

Con el primer resultado se obtiene facilmente que si f pertenece a Bf,(X),

1

p < +oo, entonces existe M{|f()[[%} y por tanto [fl,yv = M{|F()|L}5.
La segunda consecuencia permite demostrar la reflexividad de BY(X), para
1 < p < 400y H un espacio de Hilbert, siguiendo los pasos de la demostracién
del caso escalar. Demostramos entonces que la aplicacién

F: BY(X) — (By(X))
dada por
< Fg,f>=M{(g,f)u} Vf € BYy(X), ¥g € BY(X)

es un isomorfismo isométrico. Con este resultado se demuestra el teorema de
compacidad para la convergencia en dos escalas:

Teorema 10 Sea {u.} una sucesion acotada en LP(Q;H), 1 < p < +oo.
Entonces, existe una subsucesidon, que sequiremos denotando por {u.}, y una
funcidn u € LP(Q; BY (X)) tal que

i [ (ueo). (e, D))de = [ My{(a(e,p). wle,n)n}de ¥ € 1(@5 K).
Q € Q
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En [12] se aplica la técnica de la doble escala a la Homogeneizacién de una
ecuaciéon de transporte lineal, con campo de velocidades y dato inicial oscilando
casi periédicamente. En concreto, consideramos el problema

u®(z,0) = uo(z, 2), (13)

{ uf + V- (af(z)uf) =0
donde a es un campo vectorial con divergencia nula respecto de x y respecto de
y, a°(v) = (a1(w, £),...,an(x, £)) y tanto las funciones a;(x,y) como uo(z,y)
son casi periddicas en y. El método de la convergencia en dos escalas habia sido
aplicado ya a este problema en [10] cuando los datos eran periédicos.

Se tiene que {u®}, solucién de (13), converge en dos escalas a u, que es una
funcién de tres variables, (x,y,t), que con respecto a = pertenece a LlQOC, con
respecto a y es casi peridédica en el sentido de Besicovitch y con respecto a t

X 0o 9
estd en LS v es la solucién de

2 My {u(w, y,0)} + dive My {a(z, y)u(z,y,6)} = 0,
a(z,y) - Vi yu =0,
My{u(z,y,0)} = My{uo(x,y)}

Abordar otros problemas de evolucién donde aparezcan derivadas respecto
de variables espaciales de orden dos requiere desarrollar con mayor profundidad
la teoria de la convergencia en dos escalas y de los espacios de Besicovitch para
funciones con rango en un espacio de Banach.

Seria interesante obtener un resultado de reflexividad para los espacios
By, (X), sin tener que limitarnos a que V' sea un espacio de Hilbert. Para ello
haria falta formular una propiedad de Radon-Nikodym en este marco y hacer
un estudio como el que se hace en [9] para los espacios Bl (X). Esta es una de
las cuestiones que estoy actualmente estudiando.

Entiendo que desarrollar una teorfa de diferenciacion y caracterizar el
limite en dos escalas de V,u. cuando {u.} estd contenida en LP(;V)
es imprescindible para poder aplicar el método a problemas con derivadas
espaciales de segundo orden.

Y hay otras cuestiones que quedaron aparcadas en el caso escalar. Entre
otras, estudiar la existencia de una “medida de Young en dos escalas” (hay un
trabajo que analiza el caso periddico, véase [10]).
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