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1 Introduccion

En este breve articulo vamos a intentar dar una vision de los polinomios
ortogonales: entes matematicos de gran sencillez y con un sinntimero de
aplicaciones tanto en Mateméticas (ecuaciones diferenciales, combinatoria,
teoria de numeros, algebra computacional, funciones Theta, aproximacién
racional, teorfa de grupos, etc) como en Fisica o Ingenierfa (fisica cudntica,
ecuaciones de Schrédinger, entropias de Shannon, osciladores, compresion de la
informacién, etc).

Aunque no es nuestro objetivo presentar nuevos teoremas, para situarnos en

el contexto vamos a comenzar dando una de las definiciones més sencillas de
familia de polinomios ortogonales.
Definicién: Dada una sucesion de polinomios (Py,),, con grado P, = n, diremos
que es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una medida p st
se cumple que: fR P ()P (x)dp(x) = 6pmKn, n, m =0,1,2,..., donde d,.m
es el simbolo de Kronecker (0pm =1 sin=m y 0 sin#m).

Cuando la medida p es positiva entonces, K, > 0 para todo n, en cuyo
caso se dice que la familia de polinomios es definida positiva, y a d, = VK,
se le denomina norma del polinomio P,. Ejemplos de dichas familias son
los conocidos polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite que introduciremos
en el préoximo apartado. Un caso de especial interés es cuando la medida es
absolutamente continua, es decir, cuando existe una funcién continua p (no
necesariamente positiva) tal que du(z) = p(z)dz. En este caso la funcién p se
denomina funcién peso.

Para mayor claridad vamos a dividir nuestra exposicion en distintos
apartados. Comenzaremos dando una breve introduccién histérica para a con-
tinuacion pasar a describir dos de los aspectos mas llamativos relacionados con
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estos objetos matematicos: el nacimiento de la teoria general y los teoremas
de caracterizaciéon. También veremos dos grandes subclases de polinomios
ortogonales: los g—polinomios y los polinomios matriciales. Culminaremos
presentanto un breve apartado con algunas de las aplicaciones més significativas
de los polinomios ortogonales asi como la descripcion de algunos textos clasicos
sobre el tema.

2 Breve introducciéon historica

2.1 Las familias clasicas

Los polinomios ortogonales corresponden a una pequena parte de una gran
familia de funciones especiales. Su historia se remonta al siglo XVIII y
estd estrechamente relacionada con la resolucion de problemas de inmediata
aplicacién practica. Uno de estos problemas estaba relacionado con la, por
entonces reciente, teoria de la gravedad de Newton. Era bien conocido en el
siglo XVIII que la fuerza de atraccién entre dos cuerpos podia ser determinada
a partir de la funcidn potencial V(x,y, z). Ademds, la misma era facil de calcular
conociendo la distribucién de masa —digamos su densidad p— en el interior del
cuerpo mediante la férmula:

Vi) = [ [ [ 22 agaac )

donde r = \/(z —&)2 + (y — n)2 + (z — {)? y, por tanto, calculando la integral
es posible encontrar la funcién V. Esto, sin embargo, es complicado ya que

es necesario conocer a priori la distribucién de masa de los cuerpos, la cual
es, en general, desconocida. Si a esto unimos el hecho de que el calculo
directo de la integral (1) suele ser muy engorroso —pues se trata de una integral
triple que hay que integrar en un volumen acotado pero con forma arbitraria—.
Otra posibilidad era resolver la ecuacidn del potencial

ara puntos exteriores al cuerpo: 2% + 2y =+ PV _
p p POt iz Oy2 522 — Y-
Esta nocién del potencial y su relacién con las fuerzas

fue tratado por distintos mateméticos de la talla de
Daniel Bernoulli, Euler y Lagrange.

Uno de los problemas mé&s atractivos surgidos
en esos anos fue el de la atraccion de un cuerpo
por una esfera. Este problema interes6 a Adrien—
Marie Legendre (1752-1833). Este, en un articulo de
1782 titulado Sur lattraction des sphéroides (aunque

Adrien M. Legendre

publicado en 1785), probé un teorema muy interesante
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que establece que, si se conoce el valor de la fuerza de atraccién de un cuerpo
de revolucién en un punto exterior situado en su eje, entonces se conoce en
todo punto exterior. Asi redujo el problema al estudio de la componente radial
P(r,0,0), cuya expresion es

P(r,0,0) /// (r—r')cosy ~r'?sin0'df’d¢’ dr’
—2rr' cosy +12)2

donde cosy = cosf cos + senfsend’ cosd’. Ademéas probd que el integrando

. . . /
de ésta se podfa expresar mediante una serie de potencias de ~- de la forma

1 7,,/2 7,/4
{1 + 3P (cos 'y) + 5P4(cos ’y)— +. }

Las funciones Ps, Py, ... son funciones racionales enteras —polinomios— de cos,
que hoy se conocen como polinomios de Legendre.

Dos anos mas tarde en 1784, Legendre dedujo algunas de las propiedades de
las funciones Pa, (x) como la ortogonalidad:

1

1
/0' Pgn(x)PQm(x)d.T = (;mnm,

donde §,,, es el simbolo de Kronecker. Habia nacido la primera familia
de polinomios ortogonales de la historia. En ese mismo trabajo, Legendre
probé que los ceros de P, eran reales, distintos entre si, simétricos respecto
al origen y menores, en valor absoluto que 1. En su cuarto articulo sobre el
tema (escrito en 1790, aunque publicado tres anos més tarde) introdujo los
polinomios de grado impar, asi como los hoy llamados polinomios asociados de
Legendre P(x) que se expresan a través de los polinomios P, de la forma

PT(Lm)(a:) =(1-z%)% dmdi?;fw), y que son soluciones de la ecuacién de Laplace en
coordenadas esféricas tras aplicar el método de separaciéon de variables.
Los polinomios de Legendre fueron considerados

también por Pierre-Simon Laplace (1749-1827) quien .

en 1782 introdujo las funciones esféricas —que estan 3 .
directamente relacionadas con los polinomios de
Legendre— y demostré varios resultados relativos a
ellas. También es destacable otro resultado publicado
en 1826 —Mémoire sur [lattraction des spheroides
(Corresp. sur I'Ecole Royale Polytech. III, 361-

385)— por el francés Olinde Rodrigues (1794-1851). Se

trata de una férmula para expresar los polinomios de Charles Hermite
n 2 n
Legendre, P,(z) = 27}”1%7 conocida hoy dia

como formula de Rodrigues.
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La siguiente familia, en orden de aparicién, fue la de los polinomios de
Hermite H,, llamados asi{ en honor a Charles Hermite (1822-1901) quien los
estudié junto con el caso de varias variables en su ensayo Sur un nouveau
développement en série des fonctions (C. R. Acad. Sci. Paris, I) en 1864 (ver
(Euvres, Gauthier-Villars, 1908, Tome II, 293-308), aunque al parecer el primero
en considerarlos fue Laplace en 1810 en su Mécanique céleste donde los utilizd
en problemas de teoria de las probabilidades. En este caso la ortogonalidad se
expresa respecto a la funcién e soportada en la recta real.

Luego el ruso Pafnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894) realizé un estudio
detallado de los mismos en 1859 —véase su articulo Sur le développement des
fonctions a une seule variable (Oeuvres, Tom I, 501-508, Chelsea Pub. Co.)—.

La préxima familia, conocida como polinomios de
rﬁ Laguerre L&, deben su nombre a Edmond Nicolés
“ = e Laguerre (1834-1886). Estos polinomios ya eran

parcialmente conocidos por Niels Henrik Abel (1802-
\ 1829) y Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), aunque es

ﬂ nuevamente Chebyshev el primero en realizar un estudio
! -

o

detallado de los mismos en 1859 en el trabajo antes

citado y que continué el matematico ruso Konstantin

Nicolas Laguerre ~ Aleksandrovich Posse (1847-1928) en 1873. El caso

general para o > —1 fue estudiado por Yulian Vasilevich

Sojotkin (1842-1827) en 1873, y no es hasta 1879 que Laguerre los introduce

—caso particular a« = 0— cuando estudiaba la integral fzoo e 2~ dx, mediante

su desarrollo en fracciones continuas. En particular, Laguerre, en su memoria

Sur Vintégrale [~ # (Bull. Soc. Math. France, VII, 1879) (ver (Evres,

Gauthier-Villars, 1898, 428-437), prueba, entre otras cosas, la relacién entre la
integral f;o %wdx, y la fraccién continua:

/ Ldl‘ — € 1 = eim ¢m(x) ,
T+3—---

donde los denominadores L,,(z) son las soluciones polindmicas de la ecuacién
diferencial de Laguerre xzy” + (z + 1)y’ — my = 0, m = 0,1,2,..., que no son
més que los hoy conocidos polinomios clasicos de Laguerre.

En este trabajo Laguerre también demostré que los ceros de los L, eran
reales y simples y ademads, probé la propiedad de ortogonalidad que satisfacian
dichos polinomios:

AmeﬂLm@ﬂm@MmzémMMY.
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Anos mas tarde, en 1880, otro estudiante de Chebyshev, Nikolai Yakovlevich
Sonin (1849-1915) continda el estudio comenzado por Sojotkin sobre los
polinomios con o > —1. Es quiza por ello que en algunos sitios a los polinomios
L& (x) se les denomina polinomios de Laguerre-Sonin.

Antes de pasar a nuestra ultima familia cldsica debemos hacer una breve
incursion en la teoria de las ecuaciones diferenciales de segundo orden. El estudio
de las funciones especiales que surgen como soluciones en serie de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales fue desarrollado por Carl Friederich Gauss
(1777-1855) en su famoso ensayo de 1813 Disquisitiones generales circa seriem
infinitam ..., (Werke, IT (1876), 123-162) sobre funciones hipergeométricas. —
las cuales, a su vez, fueron introducidas por Leonhard Euler (1707-1783) en
1769-. En este ensayo Gauss no hizo uso de la ecuacién diferencial que si
utilizé més tarde en material inédito —Disquisitiones generales circa seriem
infinitam..., (Werke, IIT (1876), 207-229)—. Alli introdujo la ecuacién diferencial
(1 —2)y" +[y— (a+ B+ Dz]y’ — afy = 0, cuya solucién es

ala+1)-8(B+1)
124+ 1) 2. (2)

F(a,B;7ylz) =1+ ?:f-ﬁ-ﬁ-

Gauss reconocié que, para ciertos valores de «, 'y
v, la serie incluia, entre otras, casi todas las funciones
elementales. Por ejemplo: (1 + 2)* = F(—a,b;b|—2),
log(142) = 2F(1,1;2}=), etc. También Gauss establecié
la convergencia de la serie e introdujo la notacién
F(a,b;c|z) que convive todavia con la notacién moderna
2F1( a,cb |m) Otro trabajo importante de Gauss fue su
Methodus nova integrali um valores per approrimationen
inveniendi, (Werke III, 163-196) donde demuestra una
féormula de cuadraturas para el célculo aproximado (y

Carl F. Gauss

eficiente) de integrales que constituye una de las aplicaciones mas importantes
de los polinomios ortogonales. En concreto, Gauss “recuperd” los ceros de los
polinomios de Legendre cuando buscaba dénde deberian estar los del polinomio
de interpolacién (de Lagrange) para obtener la mayor precisién posible al
integrar entre 0 y 1, aunque no utilizé6 la ortogonalidad de los polinomios
(hecho que probablemente desconocia) sino la funcién hipergeométrica o Fy. La
construccién de la féormula de cuadraturas, tal y como la conocemos hoy usando
la ortogonalidad, se debe a nuestro préximo personaje, Karl Gustav Jacob
Jacobi —Uever Gauss’ neve Methode die werthe der Integrale ndherungsweise
zu finden J. Reine Angew. Math., 1 (1826) 301-308- (1804-1851), otro de los
grandes matematicos del siglo XIX.
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Jacobi fue uno de los méas grandes matemaéticos del
siglo XIX y no sélo por sus aportaciones puramente
tedricas, sino por su interés por resolver dificiles
problemas de inmediata aplicacién practica —las famosas
ecuaciones de Hamilton y Jacobi de la Mecéanica, o sus
trabajos en Mecanica de Fluidos, por ejemplo—. Es
notable su célebre frase: “FEl senor Fourier opina que

_ la finalidad de las matemdticas consiste en su utilidad
Karl Jacobi publica y en la explicacion de los fenomenos naturales;

pero un filosofo como €l deberia haber sabido que la
finalidad tnica de la ciencia es rendir honor al espiritu humano y que, por
ello, una cuestion de numeros vale tanto como una cuestion sobre el sistema
del mundo, que quiza dié comienzo a esa absurda batalla de hoy dia sobre la
prioridad de la Matematica “platénica” basada en la idea de que la Matemdtica
debe ser independiente de toda utilidad inmediata de la Matematica aplicada de
Fourier.

Fiel a esa idea platénica, Jacobi introduce una nueva familia que generaliza
los polinomios de Legendre a partir de la funcién hipergeométrica de Gauss,
sin importarle sus posibles aplicaciones —recordemos que las familias anteriores
habian aparecido de uno u otro modo relacionadas con aplicaciones fisicas o
matematicas—. Asi, en su articulo péstumo de 1859, Untersunshungen tber die
Differentialgleichung de hypergeometrischen Reihe (J. Reine Angew. Math. 56
149-165), definié la familia de polinomios

r 1 — 1-—
R e R ]

T(a+Dn! 21 a+1 2

para la que demostro, entre otras, una propiedad de ortogonalidad en el intervalo
[—1, 1] con respecto a la funcién peso p(z) = (1—2)*(1+2)?, a > -1, 8> —1,
0 sea,

200 (n+ a+ 1)I(n+ B+ 1)
2n+a+B+1)0(n+a+ 8+ 1)n!’

1
[ PP @) s = b
-1
donde T'(x) denota la funcién Gamma de Euler. Es facil comprobar (ver, por
ejemplo, [12, 40, 42]) que tanto los polinomios de Laguerre como los de Hermite
también se pueden escribir como una funcién hipergeométrica no de Gauss, sino
de las funciones hipergeométricas generalizadas ,F.

Para culminar este apartado mencionaremos que una generalizacién de la
serie hipergeométrica de Gauss (2) fue realizada por Eduard Heine (1821-1881)
en 1846-1847. En sus ensayos Uber die Reihe... (J. Reine Angew. Math. 32
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(1846), 210-212) y Untersuchungen tber die Reihe... (J. Reine Angew. Math.
34 (1847), 285-328), Heine introduce la serie

1-¢)(1-¢")  (1-¢)0-¢*"HA-g)1-¢"") ,
b (I-q)(1—q) o T-ql-@—q)1—q*) ~ A

que obviamente se transforma en (2) cuando ¢ — 1y se conoce como la serie de

Heine 2¢1. Generalizaciones de la serie de Heine han servido para introducir y
estudiar otras familias de polinomios: los g-polinomios a los que nos referiremos

mas adelante.

2.2 Las familias clasicas discretas

Ademas de las familias anteriores, conocidas como familias cldsicas continuas
(va que satisfacen una ecuacién diferencial), existen otras denominadas
comunmente familias “discretas” ya que su ortogonalidad viene dada mediante
sumas, o bien son solucién de una ecuaciéon en diferencias. El caso més
sencillo lo constituyen los polinomios de Chebyshev discretos introducidos por
Chebyshev en 1858 en un breve trabajo titulado Sur une nouvelle série (Oeuvres,
Tom I, 381-384, Chelsea Pub. Co.), y que luego ampli6 en su ensayo Sur
Uinterpolation des valeurs équidistantes (Oeuvres, Tom II, 219-242, Chelsea
Pub. Co.) de 1875, cuyo principal objetivo era construir buenas tablas de
fuego para la artilleria rusa. Siguiendo las ideas expuestas por Chebyshev, M.
P. Kravchuk introdujo en 1929 una nueva familia: los polinomios de Kravchuk.
La idea es la siguiente: interpolar una funcién cuando a los valores dados de
la funcién se les asignan unos pesos de acuerdo con alguna ley determinada
de probabilidad. En otras palabras, sean zg,x1,...,zy diferentes valores
de la variable independiente de una funcién f(z) y sean yo,y1,...,yn los
correspondientes valores de la funcién. Se quiere encontrar los coeficientes A,,
del desarrollo y ~ AgPy(x) + ...+ ApPi(z), (k < N) determinados por la
condicion

N—-1
Z p(xi)ys — AoPo(x;) — - - - — ApPr(z))> = minimo, x441 = x; + 1,
i=0
y donde P,, es un polinomio de grado m determinado por la condicién de
ortogonalidad y normalizacién (polinomios ortonormales)

N-—1 0 k:<m N-—1
}jpm-)Pk(xi)Pm(wi):{ SRS e >0 Y pla =1 (3)
i=0 =0

En el caso p(z) = 1, = 0,1,...N — 1 (distribucién uniforme), este
problema conduce a los polinomios discretos de Chebyshev, mientras que el
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caso p(x) = (”71)(?;%?;'("7w)p$q"’1*$, z = 0,1,2,...,N — 1 (distribucién

binomial) conduce a los polinomios de Kravchuk. Otros casos corresponden a

las distribuciones de Poisson p(z) = Z—T, x=0,1,2,... (polinomios de Charlier),

F(WNTZ')JB!’ x=0,1,2,... (polinomios de Meixner) y de Pdlya

o hipergeométrica p(x) = F(NJF?&\QI;()QTJCH), x=1,2,...,N — 1 (polinomios

de Pascal p(x) =

de Hahn, de los cuales los de Chebyshev son un caso particular). Estas cuatro
familias constituyen lo que hoy conocemos como polinomios clasicos discretos.

Aunque el método descrito nos permite obtener todas las familias de
polinomios discretos no todas se descubrieron de esa manera. Como ejemplo
mostraremos cémo aparecieron los polinomios de Meixner a partir de las
funciones generatrices, muy utiles en la teoria de probabilidades. Por funcion
generatriz de la sucesién de polinomios (P,), se entiende una funcién F de
dos variables que se puede representar mediante una serie formal infinita de
la forma F(z,w) = Y .°;a,Py(z)w™, donde la sucesion (an), es conocida.
J. Meixner, en un articulo publicado en el J. London Math. Soc. (vol
9 pp. 6-13) en 1934, considerd el problema de la determinacién de todos
los sistemas de polinomios ortogonales cuyas funciones generatrices tuvieran
la forma A(w)e*@®) = 5" f (p)w", A(w) = 327 auw”, y Glw) =
Yoo gnw™, donde ag # 0, g1 # 0y f, son polinomios de grado n con
coeficientes principales y (n!)"Lagg} —el coeficiente principal de un polinomio es
el coeficiente de la mayor potencia del mismo, o sea, a,, si p,(z) = apz™ + - - —
Meixner probé que a la sucesién (P, ), le corresponde una funcién generatriz
anterior si y s6lo si los polinomios (P, ), satisfacen una relacién de recurrencia de
la forma P,41(z) = [t—(dn+ f)]Pn(x) —n(gn+h)P,—1(x), n # 0, donde g # 0,
g+ h > 0. Ademds demostré que existian cinco clases distintas de polinomios
ortogonales con una funcién generatriz definida como antes, tres conocidas: los
polinomios de Hermite, los polinomios de Laguerre y los polinomios de Charlier
—introducidos inicialmente por C.V.L. Charlier en 1905-1906 en su articulo en
el Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik. (vol. 2(20) pag. 35) al estudiar
ciertos problemas relacionados con mediciones astronomicas—, y dos nuevas: los
ya mencionados polinomios de Meixner y los polinomios de Meixner de segunda
especie, ortogonales respecto a una funcién peso compleja.

3 Teoria general. Stieltjes y Chebyshev

Como hemos visto en la seccién anterior, los polinomios ortogonales estan
estrechamente relacionados con las ecuaciones diferenciales y teoria de apro-
ximacién (en particular por su relacién con las fracciones continuas). Esta
conexién, y en especial la segunda, conducen al nacimiento, en la segunda mitad
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del siglo XIX, de la teoria general sobre polinomios ortogonales.

Veamos, en primer lugar, la relacién entre los polinomios ortogonales y la
teoria de las fracciones continuas. Comenzaremos con los trabajos de Thomas
Jan Stieltjes Jr. (1856-1894). Stieltjes, en su famoso ensayo Recherches sur les
fractions continues (Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse, 8 (1894) 1-122, 9 (1895)
1-47) publicado péstumamente en dos partes en 1894 y 1895, desarrollf la teoria
general de las S-fracciones definidas por

1

ci1z + i
co + 1
c3z 4 - T
Con +

Con+1Z +

con la condicién ¢ > 0 (k = 1,2,...). Stieltjes probé que haciendo el cambio
aj = 1/ci,by = =1/(c1c2) v ai, = 1/(can—163,02041), bn = —1/(c2ncant1) —
1/(cant1Cant2), n = 1,2,..., esta fraccién se transformaba en una de las
fracciones continuas de Jacobi y, ademas, que si ay = 0, para todo k > n + 1,
entonces la expresién anterior se transformaba en una funcién racional f,(2)
de la forma f,(z) = a—llpi‘;i(lz()z)
5117)1 (%) son soluciones de la relacién de recurrencia a tres términos

, donde los polinomios denominadores p,(z) y los

numeradores p.
2rn(2) = aps1rns1(2) + bprn(2) + anrn—1(2), n>0,

con las condiciones iniciales:

r_1(z) =0,10(2) =1 y r_1(2) = 1,70(2) =0,

respectivamente. A partir de la relacién de recurren-
cia y para el caso de las J-fracciones, Stieltjes demostré
que existia un funcional £, lineal y positivo, tal que,
L(pnpm) = 0 para n # m, lo cual se puede interpre-

tar como una versién primitiva del famoso teorema de
Thomas Stieltjes ~ Favard demostrado antes por O. Perron (1929), A. Wint-
ner (1929) y M. H. Stone (1932), J. Sherman (1935) y L.

P. Natanson (1935) indistintamente que asegura lo siguiente:

Teorema: (Favard 1935 [20]) Supongamos que una sucesion de polinomios
(pn)n satisface una relacién de recurrencia a tres términos de la formas:

2pn(2) = ang1Pnt1(2) + bppn(2) + anpn-1(2), n>0,
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con agy1 >0 yb, e R (k=0,1,2,...) y las condiciones iniciales p_1(z) =0 y
po(z) = 1. Entonces, dichos polinomios p,, son ortonormales en L*(), siendo
a cierta medida positiva sobre la recta Teal, o sea, existe una funcién real no
decreciente o con un numero infinito de puntos de crecimiento efectivo tal que,
para todo n,m = 0,1,2, ... se tiene que:

o0
| pu@pm(@)dala) = b,
—o00
donde, como antes, Oy es el simbolo de Kronecker.

Ademés demostré que tales polinomios tenian ceros con unas propiedades
muy interesantes: todos eran reales y simples, y los ceros de p,, entrelazaban
(1)

n—1
El Recherches de Stieltjes no sélo constituy6 un trabajo esencial en la teoria

con los ceros de p y con los de p,_1.

de fraciones continuas sino que representé el primer trabajo dedicado a la
naciente teoria general de polinomios ortogonales. Adem4s de ello, en él Stieltjes
introduce lo que se conoce actualmente como problema de momentos (dada una
sucesion (g )y, encontrar una medida p(z) tal que pp = [ z™dp(x)) asi como
una extensién de la integral de Riemann —la integral de Riemann-Stieltjes— que
le permitié un tratamiento més general de la ortogonalidad.

Ademéds de los trabajos de Stieltjes debemos
destacar también los del matemético ruso Pafnuti
Lvovich Chebyshev. Chebyshev estudié un ingente
ntmero de problemas relacionados con los polinomios
ortogonales — ya comentamos sus trabajos donde
estudia los polinomios de Hermite y Laguerre y la
introduccién de la primera familia discreta—, llegando
a ellos al tratar de resolver problemas aplicados. Por

ejemplo, sus investigaciones en 1854 sobre algunos
mecanismos que transformaban la energia de rotacién Pafnuti Chebyshev
en energia de traslacion le llevaron al problema de

mejor aproximacion. Asi, en su memoria Théorie des mécanismes connus sous
le nom de parallélogrammes (Oeuvres, Tomo I, Chelsea Pub. Co. 111-145),
Chebyshev planteé el problema de encontrar la mejor aproximacién polinémica
uniforme de una funcién continua f, o sea, dada la funcién continua f definida en
cierto intervalo (a,b), encontrar dentro del conjunto P, de todos los polinomios
de grado a lo sumo n el polinomio p, de grado n tal que el maximo de
|f(z) = pn(z)| sea minimo en dicho intervalo. De esa manera introdujo los hoy
conocidos polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(x) que son la solucién
al problema extremal de encontrar los polinomios ménicos p, (z) = z™+- - - tales
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que max |p,(z)| en el intervalo [—1, 1] sea minimo, encontrando la solucién

1 1

Juin - max Ipn ()| = TSR () = 5

= oni cos(n arcos x).
Estos polinomios forman un sistema ortogonal con respecto a la funciéon peso
p(x) = 1/3/1 — 22 y coinciden con los polinomios de Jacobi Pn_%’_%.

Debemos destacar que Chebyshev obtuvo numerosos resultados sobre los
polinomios ortogonales. FEn 1859, desde diferentes consideraciones, estudid
otros sistemas de polinomios ortogonales como los de Hermite y Laguerre. Sin
embargo, él no los introdujo a partir de la relacion de ortogonalidad sino a partir

del desarrollo en serie de potencias para las fracciones continuas de la forma

fb p(x)dz )

P Chebyshev también estudié el problema de momentos y férmulas

de cuadratura e introdujo la primera familia de polinomios discretos: los ya
mencionados polinomios discretos de Chebyshev.

Por estas razones, tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les considera los
padres de la teoria de polinomios ortogonales que estaba por llegar a principios
del siglo XX, y que se consolidé en 1939 con la aparicién de la monografia
Orthogonal Polynomials de Gabor Szegé [42]. En esta excelente monografia,
aparte de presentar una teoria general sobre polinomios ortogonales, se incluyen
gran cantidad de resultados sobre las familias cldsicas y se inicia la teorfa de
Szegd de polinomios sobre la circunferencia unidad.

4 Los teoremas de caracterizacion

Consideremos ahora uno de los problemas mas importantes en la teoria de los
polinomios ortogonales: los teoremas que nos indican cudles son las principales
propiedades que los caracterizan. En el apartado anterior nos encontramos con
uno de los resultados més generales: El Teorema de Favard. Aqui trataremos
los teoremas de caracterizacién relacionados con las familias clasicas.

La primera caracterizacién que consideraremos fue obtenida por S. Bochner
[13] quien probdé que los tnicos polinomios ortogonales que satisfacian una
ecuacién diferencial del tipo:

d2

Epn(x) + T(I)ipn(fﬂ) + A Pp(z) =0, (4)

o(x) .
donde o y 7 son polinomios de grado a lo sumo 2 y exactamente 1,
respectivamente, y A, es una constante, eran los polinomios clasicos, o sea,
los polinomios de Jacobi (o(x) = (1 — 2?)), Laguerre (o(x) = z) y Hermite
(o(z) = 1) —estas tres familias de polinomios son ortogonales con respecto a
una funcién peso definida en R (ver Tabla 1)- y, aparentemente, una nueva
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familia cuando o(z) = 2%

Estos ultimos, denominados polinomios de Bessel,
a diferencia de las tres familias anteriores no corresponden a un caso definido
positivo, es decir la medida de ortogonalidad no es positiva. Aunque estos
polinomios habian sido considerados por muchos mateméticos (e.g. Burchnall
y Chaundy en 1931 [14]), fueron H. L. Krall y O. Frink quienes los presentaron
formalmente en 1949 en su articulo A new class of orthogonal polynomials
(Trans. Amer. Math. Soc. 65) [33] y les dieron el nombre por su relacién
con las funciones de Bessel. En ese magnifico trabajo estudiaron un sinnimero
de propiedades y probaron la ortogonalidad respecto a una funcién peso en
la circunferencia unidad T. Sin embargo no encontraron ninguna funcién
“peso” (necesariamente signada) sobre la recta real. El problema fue finalmente
resuelto por A. Durdn en 1990 en [17] donde se desarrolla un método general para
encontrar explicitamente funciones muy regulares con momentos dados; como
aplicacién encontré las primeras medidas signadas sobre R y (0, +00) respecto

a las cuales los polinomios de Bessel eran ortogonales.

Tabla 1: Los polinomios ortogonales clasicos.

SPO funcién P, o(z) funcién peso Intervalo de
ortogonalidad
Laguerre olz) == x%e " [0, 00)
Hermite olz)=1 e’ (—00,00)
Jacobi o) =1-22 (1—z)*(1+x)? [—1,1]
Bessel o(x) = 2® 20+l Pﬁio % T

Otra caracterizacién, la mas antigua, se debe a Sonin quien, en 1887, probé
que los tinicos polinomios ortogonales que satisfacian la propiedad de que sus
derivadas P; también eran ortogonales eran los polinomios de Jacobi, Laguerre
y Hermite. Esta propiedad fue redescubierta W. Hahn en 1935 quien también
recuperé los polinomios de Bessel no considerados por Sonin —el caso Bessel
también fue estudiado por H.L.Krall [31]-
Hahn probé un resultado més general que contenia al anterior: si la sucesion de

Dos anos més tarde, el mismo

polinomios ortogonales (P, ), era tal que la sucesién de sus k—ésimas derivadas
(Py(lk))n, para cierto k € N, también era ortogonal, entonces (P,), era alguna
de las sucesiones de polinomios ortogonales clésicos.

La tercera caracterizacion fue propuesta por F. Tricomi [43] quien conjeturd
y parcialmente demostré (para mds detalle ver [1, 12]) que sélo los polinomios

ortogonales clasicos se podian expresar en términos de una férmula tipo
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Rodrigues:

B, d" n _
s @) @], n=012,. (5)

Pp(x) =
donde p es una funcién no negativa en cierto intervalo y o es un polinomio
independiente de n. La demostracion rigurosa de este resultado fue dada por
Cryer en 1969 [15], aunque ya E. H. Hildebrandt en 1931 [27] tenfa varios
resultados en esa direccién. Otra caracterizacién consiste en que los tnicos
polinomios ortogonales respecto a una funcién peso p solucién de la ecuacién

diferencial de Pearson
[p(z)o(z)] = 7(x)p(z), gradoo <2, gradoT =1,

eran los cldsicos (Jacobi, Laguerre y Hermite), que fue probada por Hildebrandt
en 1931 [27]. El caso discreto fue considerado por primera vez también por E.
H. Hildebrandt [27] en 1931 y fue resuelto completamente por P. Lesky [34]
en 1962. Precisamente esta ultima caracterizacién traducida al espacio dual de
los funcionales permitié a F. Marcellan y sus colaboradores obtener una forma
unificada de probar todas las caracterizaciones asi como varias completamente
nuevas, no sélo para los polinomios clésicos [36], sino para el caso “discreto”
[21] (Hahn, Meixner, etc.). Una revisién de los teoremas de caracterizacién la
podemos encontrar en diversos trabajos, por ejemplo, en [1, 10, 12, 36]).

Una extensién de los polinomios clasicos se debe a H.L. Krall quien, en
1938, estudio el problema de la determinacién de soluciones polinémicas de una
ecuacién diferencial de orden 2n (n = 1 conduce a los polinomios cldsicos como
ya vimos), encontrando condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de las mismas. Dos anos mas tarde, en 1940, clasific6 todas las ecuaciones de
cuarto orden con soluciones polinémicas [32]. En 1978, su hijo A.M. Krall [32]
estudié estos nuevos polinomios (no cldsicos) y los denominé polinomios tipo-
Legendre, tipo-Laguerre y tipo-Jacobi (ver tabla 2). Nétese que los polinomios
obtenidos son ortogonales respecto a medidas clésicas “perturbadas” mediante
una o dos masas de Dirac Mé(x), siendo d(z) la funcién § de Dirac (mds detalles
se pueden encontrar en [4, 5]).

Este problema inici6 las investigaciones en un nuevo campo de las funciones
especiales: los polinomios semicldsicos [25]. La generalizacién de este problema
al caso de los polinomios “discretos” desembocd en una conjetura propuesta
por R. Askey en 1990 y resuelta independientemente por H. Bavinck y H. van
Haeringen en 1994 y por R. Alvarez-Nodarse y F. Marcelldn un ano mas tarde
[3]. Un estudio més general de este tipo de polinomios asi como las relaciones
limites entre los distintos polinomios de tipo Krall (tanto continuos como
discretos) fue hecho en [4]. Otra generalizacién de los polinomios ortogonales
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Tabla 2: Los Polinomios de Krall.

o Medida ortogonalidad
tipo Laguerre e " + Md(x) [0, c0)
tipo Legendre | § + @ + @ [-1,1]

tipo Jacobi (1—2)* + Mo(z) [0,1]

clésicos son los polinomios ortogonales respecto a un producto escalar de tipo
Sobolev introducidos por D. C. Lewis (ver e.g. [35]).

5 Los ¢—polinomios

Ademads de la extensién de Krall para los polinomios cldsicos hay otras
posibilidades. Una de ellas fue explotada por W. Hahn en 1949 en su ensayo
[24]. Alli, Hahn propuso el siguiente problema: Sea ©, el operador lineal

flaz+w) = f(z)

@q,wf(x): (q—l)x—i—w

Encontrar todas las sucesiones de polinomios ortogonales (P,,) tales que:
1. (Og.wP)n sea también una sucesion de polinomios ortogonales;

2. ©4.u P () satisfaga una ecuacion de la forma:
U(as)@;an(z) + 7(2)O g, P () + A Pp(x) =0, Yn >0,
donde grado o < 2 y grado 7 = 1.

3. p(z)Pu(z) = O7 ,[Xo(x) - X1(x) -+ Xn(2)p(2)], siendo Xo un polinomio
independiente de n, X;11(x) = X;(qx + w) y p independiente de n.

4. Los momentos p, asociados a la sucesion (Pp),, satisfacen una relacion

. a+b n
de recurrencia de la forma p, = c+d3” fn—1, ad—bc#0.

En ese mismo trabajo, Hahn da la respuesta para el funcional ©, = Oy,
correspondiente al caso ¢ € (0,1) y w = 0. El caso ¢ = 1 y w = 1 conduce
directamente a los polinomios discretos antes mencionados y fue resuelto por
P. Lesky en 1962. El caso w = 0 y ¢ — 1 obviamente se transforma en el
caso clasico estudiado por el mismo Hahn en 1935-1939. Aunque su articulo de
1949 es obscuro y practicamente no contiene ninguna demostracién, en él Hahn
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encuentra la familia més general de polinomios que pertenecian a la clase antes
mencionada (w = 0), que son los hoy conocidos g-polinomios grandes de Jacobi
y, en particular, los g—polinomios que llevan su nombre: g—polinomios de Hahn
y que constituyen una familia finita.

Un hecho sorprendente fue que, aparte de las tres caracterizaciones anterio-
res de Hanh, no se conocia ninguna otra caracterizacién de estas familias. Este
lapso fue cubierto recientemente por J. C. Medem en un trabajo en conjunto
con R. Alvarez-Nodarse y F. Marcelldn [38], donde se prueban ademés de las

cuatro caracterizaciones las siguientes:

Teorema: Sea L un funcional regular y (P,)n la sucesion de polinomios
ortogonales asociada y sea ¢ € C\{q : |g| = 1}. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) L satisface la ecuacion distribucional ©4(¢L) = YL, siendo ¢ y ¢ poli-
nomios con grado(¢) < 2 y grado(yp) =1,

(b) Ezisten dos polinomios ¢®) y ¥ de grados a lo mds 2 y ezactamente 1,
respectivamente, y una sucesion de constantes Ay € C\{0}, n > 1, /):(()k) =0,
tal que (b(k')@q@qle%k) + w(k)@qle%k) = X%k) %k), con Q%k) = an@];Pan
(Cn i es tal que lek) =z"+--),

(c) Existen dos polinomios ¢ y ¢* de grado a lo mds 2, y seis sucesiones

(an)na (bn)’ru (CTL)TL} (a':b)ny (bjl)na (C:I)n7 CnC:L 7é O: tales que ¢®Pn = anpn—i-l +
ann + CnPn—l Yy (b*@q—lpn = a;Pn_,_l =+ b:;Pn =+ C;Pn—l;

(d) Ezisten tres sucesiones (en)n>0, (hn)n>0 tales que P, = Qn + €,Qn_1 +
thn72; con Qn = qnq+_711,1@qpn+1 .

Finalmente, mencionaremos que J.C. Medem en 1996 dio otras caracterizaciones
para una clase méas general: los polinomios g—semiclésicos, basando sus
demostraciones en el marco de los funcionales lineales siguiendo una idea iniciada
por el P. Maroni en los 80 para el caso “continuo”.

Antes de continuar, debemos destacar que aunque los g—polinomios eran
conocidos a finales del siglo XIX —el primer ejemplo de g—polinomios se debe
A. A. Markov, el famoso estudiante de Chebyshev, que en 1884 considerd
un caso particular de los que se conocen como polinomios de ¢—Hahn— es
justamente a partir del trabajo de Hahn en 1949, mencionado anteriormente,
cuando su estudio recobra fuerza debido, fundamentalmente, a su conexiéon con
la teoria de funciones Theta, teoria de particiones, representacién de g—élgebras
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y grupos cuanticos, entre otras involucrandonse un sinnimero de matemédticos
de los que se puede destacar a R. Askey, J. A. Wilson, T. H. Koornwinder,
D. Stanton, M. E. H. Ismail, T. S. Chihara, W. A. Al-Salam, A. F. Nikiforov,
V. B. Uvarov, N. M. Atakishiyev, S. K. Suslov, entre otros (ver, por ejemplo,
[8, 9, 10, 22, 28, 29, 39]).

Existen dos formas generales de tratar a estas familias. La primera,
desarrollada en los afios 80 por los estadounidenses G. E. Andrews y R. Askey
y sus colaboradores, se basa en las series hipergeométricas bésicas 4¢3 —las “q”
generalizaciones de la serie de Gauss de las que ya hemos visto un ejemplo
debido a Heine—, definidas en general por

a1,02, ..., Gr > (@@ (arsq)e 2 (k=) P

o, gz = (—1)*q% :
b1, b2, ..., by peo 0150k (0o Qi (g5 D

con (a;q), = Z;é(l —aq"), 0 < ¢ < 1. En particular, descubrieron que todas
las familias de polinomios ortogonales cldsicos podian obtenerse como casos
limites de los polinomios de Askey-Wilson definidos por

q ", " tabed, e, ae®®

ab, ac, ad %9 , T =cost,

pn(30,b,¢,d) = 403
apareciendo en 1994 [28] la g—Tabla de Askey que clasificaba (presuntamente)
a todas las demas familias de g—polinomios.

Algo més tarde, en 1983, los rusos A. F. Nikiforov y A. V. Uvarov
proponen una aproximacion diferente (y més general) que consiste en considerar
los g—polinomios como soluciones polindmicas —en z(s)— de una ecuacién en

diferencias:

+ ] + Ay(s) =0,
(6)

Vi) =[f(s) = fls=1),  Af(s)=f(s+1)—f(s),

con x(s) = c1¢° + ca(q)g *+¢5(q) = c1(¢° + ¢ ° ) 4¢3, donde ¢ € C, ¢1,¢2,¢3
son constantes que pueden depender de ¢, pero son independientes de s; 6(z(s))
es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en z(s) y 7(z(s)), de grado 1 y A es una
constante. La ecuacién anterior se denomina ecuacion en diferencias de tipo
hipergeométrico y aproxima a la ecuacién (4) en la red no uniforme x(s). Una
propiedad inmediata de esta aproximacién es precisamente que las soluciones
de (6) se pueden expresar como series bdsicas, es decir

e
n 2utn—14P1 s e
P ) _ q ", AT s gsiTs gsitsta ) (7)
n\S)qg = 4¥3 q81+52+u q51+83+u q81+84+u 1459
b b
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En particular, los polinomios de Askey-Wilson son una solucién de la ecuacion
anterior cuando z(s) = %(qs +q¢ %) =x,yq¢" =a,q¢2=b, ¢ =¢, ¢ =d.
Los trabajos de estos dos autores culmina con una clasificacion diferente de los
g—polinomios, basada en la ecuacién (6), aparecida en 1991 [41].

Aparentemente, la clasificacion de los g¢—polinomios segin la g—tabla
de Askey contenia todas las familias posibles de ¢—polinomios. No
obstante quedaba pendiente la cuestién de si realmente la ecuacion de tipo
hipergeométrico (6) tenfa como solucién a todas las familias conocidas de
g—polinomios. Esta cuestién fue parcialmente resuelta en [6], donde se establece
un hecho sorprendente: incluso dentro de la clase de Hahn, lo que equivale
a trabajar en la red exponencial lineal x(s) = c¢1¢® + ¢3, la clasificacién de
Nikiforov-Uvarov contiene dos familias completamente nuevas y no contenidas
en el g—esquema de Askey. Ellas son:

. ", aq" x -0 T
gn(x;a,b) = 2%( ¢ ab) ;Y In(xsa) =2¢o( v ‘q; —a>-

Actualmente continda abierto el problema de caracterizacién en la red general

conociéndose sblo algunos resultados parciales (aunque muy interesantes)
debidos a A. Grunbaum y L. Haine usando técnicas biespectrales [23]. También
esta abierto el problema de clasificacion completa de todas las familias
ortogonales en la red general x(s) = c1(q)q® + c2(q)q™* + c3(q).

6 Polinomios matriciales

Antes de pasar a ver algunas de las principales aplicaciones de los polinomios
ortogonales vamos a comentar brevemente una de las extensiones més
importantes y de mayor actualidad de la teoria de polinomios ortogonales: los
polinomios ortogonales matriciales. Estos objetos matemaéticos son polinomios
cuyos coeficientes son matrices cuadradas e.g. N X N, o equivalentemente, son

matrices cuyas entradas son polinomios, i.e., P,(z) = A 2" 4+ A1zt +
o Ajx+ Ay con A, € RVY k= 0,1,...,n. La ortogonalidad viene dada
en este caso por una matriz de medidas p = (Mi,j)szl definida positiva

(es decir, tal que para todo conjunto de Borel A C R, la matriz nimerica
1(A) = (pij(A))N;=, es semidefinida positiva) con momentos [ t"dW (t) <
400, Vn > 0, tal que

Apn(x)dﬂ(x)Pm(z) =0pmIn, n,m>0, (8)

siendo I';, una matriz definida positiva. Como en el caso escalar, la sucesién de
polinomios matriciales ortogonales (P, ), satisface una férmula de recurrencia



R. ALVAREZ Los polinomios ortogonales: historia y aplicaciones 36

de tres términos:
tP,(t) = Ant1Payi1(t) + Bp(t)Po(t) + Al Pr—1(t), n >0,

donde P_;(t) es la matriz nula 0,, y Py(t) = I,, es la matriz unidad I,,.

La ortogonalidad matricial ha sido estudiada de manera esporadica durante
los tdltimos cincuenta anos. Por ejemplo, M. Krein considera el problema de
momentos matricial y los correspondientes polinomios matriciales en los anos 40.
En los 60 se interesan por ellos F. Atkinson (1968) y Yu. M. Berezansky (1965)
en sus monografias Discrete and continuous boundary problems y Expansions
in eigenfunctions of selfadjoint operators, respectivamente. En los 80, J.S.
Geronimo los usa en la teoria de dispersién (scattering theory), S. Basu y
N. K. Bose (1983) en modelos de redes (networks), etc. No obstante, faltaba
motivacion para desarrollar un estudio sistematico de la teoria; esta motivacion
ha aparecido al principio de esta década a partir de varios trabajos de A. Durdn
[18, 19] donde éste muestra cémo interpretar matricialmente la ortogonalidad
escalar, convirtiendo asi la teoria de polinomios matriciales ortogonales en una
herramienta para resolver problemas de la teoria escalar clasica.

En particular, Duran prueba, usando las medidas matriciales, que

1  wiz({0})

s op - Suptea(0h) - ZrE s

donde W = (w; ;)? ;=1 es el conjunto de todas las medidas matriciales asociadas

: W,

a la sucesion (py)n, problema éste que permanecia abierto desde principios del
siglo XX, porque para darle respuesta era necesario acudir a la ortogonalidad
matricial. Este uso de la ortogonalidad matricial para resolver problemas de la
ortogonalidad escalar clasica ha generado el interés necesario para llevar a cabo
un estudio sistématico de la ortogonalidad matricial, situdndola, adema&s, como
una de las areas mas prometedoras dentro de la teoria de polinomios ortogonales.

7 Aplicaciones

Describamos a continuacién algunas de las aplicaciones de los polinomios or-
togonales.

Equilibrio electrostatico. Una aplicacién muy interesante de los polinomios
ortogonales clésicos de Jacobi, Laguerre y Hermite, fue descubierta por Stieltjes
y estd estrechamente ligada al problema del equilibrio electrostdtico (ver e.g.
[42] y las referencias del mismo). Este problema se divide en dos: cuando el
intervalo donde se encuentran las cargas es un intervalo acotado y cuando no lo
es.
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I. Caso de un sistema de cargas en un intervalo acotado. Supongamos que
tenemos n cargas unitarias xi,xso,...,x, distribuidas en [-1,1] y colocamos
dos cargas extra en los extremos: una carga p > 0 en x = 1y otra ¢ > 0 en
x = —1. Supongamos que la energia de interaccion entre las cargas estd regida
por una ley logaritmica (electrostdtica bidimensional) expresada mediante la
férmula

n 1 n 1
L= —log Dy(z1,72,...,2n) +p210gm + QZIOg m7
i=1 i=1

donde el discriminante D,,(x1, 2, ...,xy,) de x1, s, ..., z, viene dado por

Dy (x1,72,...,0,) = H |zs — 5]

1<i<j<n

Teorema:  (Stieltjes 1885-1889) La energia alcanzard un minimo cuando
Z1,%2, ...,y Sean los ceros del polinomio de Jacobi P,(L2p_1’2q_1)(x).

Este teorema nos da la interpretacién electrostatica de los ceros de los

polinomios para un intervalo acotado. Notemos que, al considerar un sistema de
cargas unitarias del mismo signo, éstas se repeleran. En el caso de un intervalo
acotado, las cargas, al estar ligadas a él, se mantendran en su interior. No ocurre
igual en el caso de que el intervalo no sea acotado, pues las cargas se pueden
ir al infinito (como de hecho ocurriria si se dejaran libres). Por ello, en el caso
de intervalos no acotados se tienen que introducir condiciones adicionales que
aseguren que las cargas no se alejan al infinito.
II. Caso de un sistema de cargas en un intervalo no acotado. Supongamos que
tenemos n cargas unitarias distribuidas en el intervalo [0,00) y colocamos una
carga extra p > 0 en el origen z = 0. Para impedir que las cargas se puedan ir
al infinito exigiremos que se cumpla una condicién extra para el centroide de las
cargas: % Y or_q xr < K, con K cierto ntimero positivo. En este caso la energfa
vendra dada por la expresién

- 1
L= —log Dn(z1,...,7n log —.
og Dy (71 T Hp; og

Teorema: La expresion anterior junto con la condicion para el centroide
tiene un minimo cuando Ti,Ts, ..., T, son los ceros del polinomio de Laguerre
Lgp_l)(cnx), donde ¢, = (n+2p—1)/K.

Si ahora colocamos las n cargas unitarias distribuidas en el intervalo (—oo, 00) e
imponemos la condicién: % ZZ=1 zz < L, L > 0, entonces tenemos el siguiente
resultado:
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Teorema: La expresion —log D, (x1,2a,...,2,) con la condicién sobre el
momento de inercia tendrd un minimo cuando x1,Zs,...,xT, son los ceros del
polinomio de Hermite H,(d,z), donde d,, = \/(n —1)/2L.

Un hecho importante relacionado con esta interpretacion electroestatica es
el siguiente: Si consideramos que la carga total en el caso del intervalo [—1,1]
es 1, y hacemos tender el niimero de dichas cargas a infinito observamos que las
cargas p y ¢q de los extremos es despreciable con respecto a la carga interior y,
por tanto, la distribucion asintética de los ceros de los polinomios de Jacobi es
independiente de los parametros a y § de los mismos, luego podemos obtenerla
a partir de cualquiera de sus “subfamilias”. Asi, por ejemplo, si tomamos los
polinomios de Chebyshev de primera especie (& = § = 1/2) cuyos ceros son
zj = cos(2j — 1)m/(2n), j = 1,2,...,n, tendremos para el nimero de ceros
N, (a,b) en el intervalo [a, b] la siguiente estimacidn:

Na(a,b) 1 1 1
ede Y en [ o),

a<cos 7(”271)” <b
hS S

conocida como la distribucién arcseno y que resulta caracteristica para toda
una amplisima clase de polinomios ortogonales [—1, 1], como, por ejemplo, la
conocida clase de Nevai. En realidad, este hecho no es una casualidad sino que
es una consecuencia de la estrecha interrelacion que existe entre la teoria de
polinomios ortogonales y la teorfa del potencial y es precisamente una de las

principales lineas de investigacion del momento.

Meécanica cuantica. En otra direccién, precisamente la ecuacién diferencial
que las familias clésicas (y otras) satisfacen da pie a una de sus principales
aplicaciones: su utilizacién para describir los mas importantes modelos cuanticos
tanto relativistas como no relativistas. Por citar algunos mencionaremos el
oscilador cudntico (polinomios de Hermite o Laguerre y Jacobi), el dtomo de
hidrégeno y la interacién entre los piones y el nicleo atémico (polinomios de
Laguerre y Jacobi), etc.

Como ejemplo veamos las ecuaciones estacionarias de Schrodinger para el
atomo de hidrégeno (caso no relativista) y de Klein-Gordon para un pién (caso
relativista) en un potencial de Coulomb, i.e.,

1 2
A¢S+2<ES+T> Vs =0, Ang+[(EKG+T) —1] )

respectivamente, donde A es el laplaciano en R3, E representa la energia del
sistema y 1 es la funcién de onda que caracteriza por completo al sistema.
Utilizando que el potencial es central, y por tanto tiene simetria esférica,
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15 20
podemos separar variables en coordenadas esféricas obteniendo las siguientes

soluciones

I+1
2r 2r
0.6) =N, e GFrm) (= ) 2 (28 )y (s
1,[15'(7’, 7¢) 1€ n+l—|—1 n 7’L+l+1 l, ,(a¢)7

n!

con N, = \/(n+l+ D2(n+ 20+ 1)!

para la primera y, para la segunda,

an!
vKG = \/(n+y+ (n+2v+1)!

2
conv=—+/(l+3)?—p?a= \/1— (1—%) y L& los polinomios

clésicos de Laguerre. En ambos casos, n = 0,1,2,..., 1 = 0,1,...,n — 1,

e 2" (2(17‘)VJr1 Ly (2ar) Yim (6, 9),

m = —l,-l+1,...,] e Y}, representa a los arménicos esféricos que son
proporcionales a los polinomios de Jacobi P (cos #). Finalmente, para ambos
sistemas se obtienen los siguientes valores de la energia E:

1 w2

ST o+l 1) K@ 2n—+1+1)?

En ambos casos se tiene un espectro discreto de energia que concuerda muy
bien con los hechos experimentales. Destaquemos que en el caso del dtomo
de hidrégeno estos valores explicaron perfectamente la llamada serie de Balmer,
fisico suizo que en 1885 descubrié que las frecuencias w de las lineas del espectro

1 1
de rayas del a&tomo de hidrégeno se expresaba por la férmula w = R 52 k2> ,
k = 3,4,... y R cierta constante. Precisamente los intentos de explicar este

fenémeno dieron un impulso definitivo a la aparicién de la teorfa cudntica. (Bohr
(1913), Pauli (1929) y Schrodinger (1929)).

Estado fundamental (negro) y exitado (tonos grises) del dtomo de Hidrégeno

Otra aplicacién importante de los polinomios ortogonales relacionada con lo
anterior es en el cédlculo de las entropias de sistemas cuanticos, en particular
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para los osciladores y atomos de hidrogeno. Esta cantidad viene definida por
integrales de la forma

Ey(pn) = — / 22 () In (p2(2)) pla)dac

donde p,, son polinomios ortogonales respecto a la funcién peso p (du(xz) =
p(x)dz), y B € R. En general, el valor para la entropia no se conoce para
casi ninguna familia de polinomios (exceptuando los polinomios de Cheby-
shev de primera y segunda especie), y muchos de los resultados son resultados
asintdticos. Gran parte de esta teoria esta siendo desarrollada por J. S. Dehesa
y sus colaboradores (ver el magnifico survey sobre este tema [16]).

Teoria de representaciéon de g—algebras. Otro ejemplo de aplicacién de
los polinomios ortogonales esta relacionado con la teoria de representacién de
q—algebras. A modo de ejemplo vamos a describir la conexién entre el g—&lgebra
SU4(2) y los polinomios duales de Hahn definidos por [7]

-n ,a—s ,a+s+1
c q 49 "4
Wi () antly =wea (T8 AL ). )
El algebra SU,(2) esté generada por los operadores J, J_, Jy, que satisfacen

las ecuaciones

sh(2J,
o el = s [Tasd ] = (2] = SPCI) o

shry (10)
(Je)t = Jx, (Jo)t = o,

donde [A, B] = AB — BA, [n], = (¢% — ¢ %)/(qg2 — q~2) son los “g-ntimeros”
y [2Jo], se entiende como el correspondiente desarrollo formal en serie de
potencias. Un problema de gran interés es determinar los coeficientes de
Clebsch-Gordan (CCQG) (Jy My JoMs|JM),, definidos mediante el desarrollo

[ JiJa, IM)g = Y (JiMyJoMo| M) g|Jy My)g| JaMa)q , (11)
My, M,
siendo |J1Jo, JM)q, |JiMi)g v |JaMs2)g los vectores de la base de las
representaciones irreducibles de SU,(2) D’, D7t y DY2  respectivamente.
Utilizando las propiedades de estos coeficientes (ver e.g. [7, 45]) es fécil
comprobar que se tiene la igualdad

s)Ax(s—1/2)
2

n

W (s,a,b)

q—l .

(71)J1+J27J<J1M1J2M2|JM>q = \/p(

|J1—J2‘<M, TL:JQ—MQ, S:J, a:M, C:J1—J2, b:J1+J2+].,
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donde p(x) y d,, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios duales
de Hahn, Wnc) (x(s),a,b)4-1, y A es el operador definido en (6). Las relaciones
del tipo anterior son de gran importancia, pues permiten obtener una gran
cantidad de propiedades de los CCG a partir de los polinomios W,EC) (x(s),a,b)qy
viceversa. En particular, en [7], explotando la relacién anterior, se encontré una
expresion desconocida hasta el momento, que identificaba a los ¢g—polinomios
duales de Hahn con los g—polinomios de Hahn.

Antes de concluir esta seccién debemos destacar que también los
polinomios “discretos” estan intrinsecamente ligados con procesos cuanticos,
particularmente los polinomios de Hahn, Meixner, Meixner-Pollaczek y
Kravchuk. También es importante destacar el papel relevante de los polinomios
ortogonales en la teorfa de representacién de grupos [39, Capitulo 5], (en
particular los grupos O(3), SU(2) y SU(1,1); en teoria de compresién de la
informacién [39, Seccién 4.1]; férmulas de cuadratura [39, Seccién 4.1]; para el
reconocimiento de voz [11]; etc.

Apéndice: Un comentario acerca de la literatura.

Existen un sinfin de publicaciones dedicadas a los polinomios ortogonales (por
ejemplo en la bibliografia recopilada J. A. Shohat, E. Hille y J. L. Walsh, —
A bibliography on orthogonal polynomials.  Bulletin of the National Research
Council.(U.S.A.) Number 103, National Academy of Sciences, Washington D.C., 1940—
hasta 1940 habfan aparecido 1952 trabajos de 643 autores). Un simple vistazo a las
bases de datos disponibles nos dan estadisticas mucho mayores.

Hoy en dia tenemos excelentes monografias dedicadas al estudio de los polinomios
ortogonales. Vamos a incluir aqui una breve lista de las mismas —sin pretender que
ésta sea completa—.

e Orthogonal Polynomials por G. Szegd [42], que es la primera monografia de-
dicada por entero a este tema y que recoge las principales ideas y técnicas
matemadticas, estudiando en particular los polinomios de la clase de Szegd, entre
otros muchos.

e Orthogonal Polynomials (Pergamon Press, Oxford, 1971) por G.Freud dedicado
al estudio de los polinomios desde un punto de vista formal, o sea, propiedades
generales, conexién con el problema de momentos, fracciones continuas, etc.

e Special Functions and its Applications, N. N. Lebedev (Dover, Nueva York,
1972). Monograffa clasica que describe gran parte de las funciones especiales y
polinomios clésicos asi como muchas de sus aplicaciones a problemas de fisica
matemadtica e ingenieria.

e An introduction to orthogonal polynomials por T. S. Chihara [12]. Excelente
revisién del tema utilizando técnicas de funcionales lineales. Muy recomendable
para el “principiante”.

e Special Functions of Mathematical Physics por A.F. Nikiforov y V. B. Uvarov
[40], dedicada a las aplicaciones fisicas de los polinomios y donde se introducen
éstos a partir de la ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico. Esta monografia
es una magnifica introduccién al tema.
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Classical Orthogonal Polynomials of a Discrete Variable por A.F. Nikiforov,
S. K. Suslov y V. B. Uvarov [39], la tnica, hasta el momento, dedicada al
estudio detallado de los polinomios ortogonales de variable discreta en redes,
tanto uniformes como no uniformes, y sus aplicaciones.

Special Functions and the Theory of Group Representations por N. Ja. Vilenkin
[44] y Representations of Lie Groups and Special Functions por N. Ja. Vilenkin
vy A. U. Klimyk [45], ambos dedicados al estudio de las funciones especiales,
polinomios clésicos continuos y discretos, asi como los ¢-polinomios utilizando
la teoria de la representacién de grupos y algebras.

General Orthogonal Polynomials por H. Stahl y V. Totik (Cambrige University
Press, 1992) dedicado a los aspectos més generales y formales de la teorfa de
polinomios ortogonales con muchas incursiones en el analisis complejo, teoria
del potencial y propiedades asintéticas.

Fourier Series in Orthogonal Polynomials por B. Osilenker (World Scientific,
Singapore, 1999) dedicado a las series de Fourier de polinomios ortgonales,
teoremas generales de convergencia en L?, LP, etc.

Una colecciéon méas completa de los textos y manuales relacionados con los

polinomios ortogonales se puede encontrar en 0P-SF NET: The Electronic News Net

of the SIAM Activity Group on Orthogonal Polynomials and Special Functions en la

direccién de internet: http://math.nist.gov/opsf/booklist.html
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