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Cabalgando con las matematicas
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Si doce mil ajedrecistas estuvieran ocupados constante-
mente en la bisqueda de las mejores jugadas en todas las
posiciones imaginables, y en cada una de ellas invirtieran
una décima de segundo, necesitarian mds de un trillén de
siglos para analizarlas

(Max Euwe, campedn del mundo de ajedrez 1935-1937)

ntroducci()n

No deja de ser preocupante, por mds que exista total cons-
tancia de ello, la total despreocupacion, falta de interés y de
motivacién por parte de los alumnos de Secundaria o
Bachillerato a la hora de atender a las explicaciones del profe-
sor de cualquier disciplina de estos niveles, si bien este asun-
to parece que se agudiza ain mds cuando esa disciplina son
las Matematicas.

Cudntas veces hemos oido quejarse amargamente a los profe-
sores de Matemadticas de la escasa atencion con la que los
alumnos se disponen a escuchar sus explicaciones, sea cual
sea el tema que en ese momento les esté impartiendo y sea
cual sea la época del afo en la que esto sucede. Obviamente,
siempre se producen excepciones, pero éstas, por poco signi-

ficativas, no sirven ni para atenuar levemente la constataciéon
del hecho descrito.

Los profesores entonces no tienen mds remedio que echar
mano de todos sus recursos pedagdgicos y de todas las “tre-
tas metodoldgicas” que conocen, a fin de conseguir atraer la
atencion de esos alumnos y de intentar crear un clima en la
clase lo suficientemente atractivo para que el alumno, al
menos, se disponga a escucharlo cuando éste empiece su
disertacion.

Es aqui entonces donde aparece uno de los objetivos de este
articulo. Concretamente, el de proporcionarle al profesor de
Matemadticas una informacién habitualmente no muy conoci-
da, por no ser usual, que le permita llevar a los alumnos a su
terreno y despertar en ellos la curiosidad e inquietud por
conocer como las Matematicas pueden ser muy dtiles para
resolver problemas o juegos, aparentemente separados de
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ella, de una forma que en ningiin momento ellos mismos
hubiesen podido llegar a intuir. Si ademas estos juegos permi-
ten la introduccién de determinados temas del curriculo de
Matematicas de Secundaria o Bachillerato, como pueda ser la
Combinatoria en el caso que nos ocupa, entonces, qué mas se
puede pedir.

El juego denominado habitualmente como Juego del Salto del
Caballo del Ajedrez, cuyo nombre alude a su protagonista, un
caballo de ajedrez, consiste en hacer pasar esta pieza por cada
uno de los 64 escaques de un tablero de ajedrez mediante
movimientos vélidos (en ajedrez, el recorrido del caballo, en
forma de L, es ciertamente extrano: consta de un movimiento
horizontal o vertical de dos casillas y de un movimiento hori-
zontal o vertical de un cuadro en la direccion perpendicular)
de forma que no ocupe dos veces la misma posicién. De ahi su
nombre. Cuando de la ultima casilla podamos pasar a la pri-
mera diremos que se trata de un recorrido cerrado.
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Figura 1: Movimiento de un caballo de ajedrez

Nos gustaria aclarar que nosotros hemos seleccionado este
juego porque consideramos que, sin dejar de ser de una difi-
cultad considerable, es muy sencillo de jugar, y por tanto
constituye un atrayente desafio para cualquier persona, sin
importar sus conocimientos de matematicas o ajedrez. Esto lo
hace especialmente indicado para alumnos de educacién
secundaria. Al mismo tiempo, el problema permite al alumno
acercarse a la forma de razonamiento matemética empleada
no sélo para resolver el problema, sino para plantear dicha
resolucion de mdltiples formas, variando la forma de afron-
tarlo e incluso variando las condiciones iniciales del proble-
ma, como puede ser modificando las dimensiones del tablero.

Como veremos a lo largo de este articulo, este juego puede ser
modelado mediante la teoria matematica de grafos. Desde el
punto de vista de esta teoria, este juego tendra solucion si se
consigue un ciclo hamiltoniano en un determinado grafo, que
va a tener como vértices las casillas del tablero y por aristas el
movimiento que hace el caballo (ver la siguiente seccion). Este
nuevo enfoque puede ser también aprovechado por el profesor
para la introduccién en sus clases de algunos otros temas del
curriculo de Matematicas, no solamente de la Combinatoria.

Este juego fue propuesto en forma de problema, alrededor del
afio 1700, por el matematico inglés Brook Taylor (Edmonton,
1685 - Londres, 1731) quien se preguntaba qué recorrido de
un caballo debia existir en un tablero habitual de ajedrez 8x8.
Muchos matematicos, como Abraham de Moivre, Pierre de
Montmort, Leonard Euler o Alexandre-Théophile Vander-
monde, entre otros, expresaron un especial interés por este
problema. Euler y Vandermonde dieron un tratamiento siste-
mdtico al problema y ofrecieron soluciones que serdn analiza-
das mds adelante.

La belleza y la sencillez de este problema han favorecido su
transmisidn a través de las generaciones, y hoy atin supone un
reto dificilmente superable para cualquier persona que
conozca los fundamentos del ajedrez.

Preliminares

Se recuerdan a continuacion en esta seccién aquellos concep-
tos mas basicos y elementales de la Teoria de Grafos a los que
nos referiremos en este articulo. Para una visién mas comple-
ta y detallada de los conceptos propios esta teoria, el lector
puede consultar (Gross and Yellen, 2004), por ejemplo.

Un grafo es un par G = (V, A), donde V es un conjunto nume-
rable (no vacio) y A es un conjunto de pares no ordenados de
elementos de V (eventualmente vacio). Los elementos de V se
denominan vértices (o puntos o nodos) y los de A se denomi-
nan aristas (o lineas).

Por lo general, se considera que en un grafo no pueden exis-
tir aristas repetidas o mdltiples (en cuyo caso se hablaria
mejor de multigrafos) ni lazos: aristas que unan un vértice
consigo mismo (en cuyo caso se hablaria de seudografos).

Dos vértices de un grafo se dicen adyacentes si ambos definen
una arista en el grafo. Una arista se dice que es incidente con
cada uno de sus vértices extremos. Y dos aristas que compar-
ten un extremo se dicen incidentes.

Se denomina grado (anteriormente valencia) de un vértice de
un grafo o bien al numero de aristas del grafo que son inci-
dentes con €l o bien al niimero de vértices del grafo que son
adyacentes con él (por convenio, un vértice no se considera
adyacente consigo mismo).

Sea G = (V, A) un grafo. Un camino en G es una sucesion fini-
ta de vértices y aristas alternados, cuyo primer elemento es un
vértice, tal que dos elementos consecutivos de la misma sean
siempre incidentes. Un recorrido en G es un camino en el cual
todas las aristas que lo forman son distintas. Un arco en G es
un recorrido en el que todos los vértices que lo forman son dis-
tintos y un ciclo en G es un camino cerrado en G que es un arco
salvo el hecho de que el primer y el dltimo vértice coinciden.




Un camino en un grafo se dice euleriano (resp. hamiltoniano)
si en él entran todas las aristas (resp. vértices) y ademds una
sola vez cada una de ellas/os. Los caminos eulerianos pueden
ser abiertos o cerrados. Todo grafo que posea un camino
euleriano (resp. hamiltoniano) se denomina grafo euleriano
(resp. hamiltoniano).
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Figura 2: Grafo con un camino hamiltoniano

El Juego del Salto del Caballo y su relacién con la
teoria de grafos

El Juego del Salto del Caballo repercutié notablemente en el
desarrollo de la Teorfa de Grafos, la cual empezd a gestarse
con la solucién dada por Leonhard Euler al Problema de los
Puentes de Konigsberg, en 1735 (para mayor informacioén
sobre este problema, puede consultarse (Alfonso et al., 2004).
Efectivamente, nuestro problema constituye un caso especial
de un problema general sobre grafos: la cuestién de cuando es
posible, en un grafo dado, encontrar un camino que pase a
través de cada vértice sélo una vez (recuérdese que un cami-
no con esta propiedad es denominado camino hamiltoniano,
y el grafo correspondiente, grafo hamiltoniano). En el caso
particular del juego del caballo, el grafo correspondiente
posee sesenta y cuatro vértices, y dos vértices estdn unidos
por una arista cuando el caballo puede legalmente moverse de
uno a otro.

Histéricamente, el problema de los ciclos hamiltonianos se
remonta al siglo XVIII, cuando Thomas Kirkman (1806 —
1895) propuso averiguar qué grafos admitian un ciclo pasan-
do por todos los vértices. Dos afios después, de la mano de
Hamilton, el problema trascendi6é mas alla de lo imaginario, lo
que le proporcioné un hueco en la historia de los grafos.

Al tener el grafo resultante del recorrido del caballo un ciclo
hamiltoniano, el niumero de casillas ha de ser par. Para ver
esto, dividamos el tablero en dos conjuntos: V1, formado por
los cuadros blancos, y V2, por los negros. Cada arista es inci-
dente con un vértice de V1 y V2, es decir, de una casilla blan-
ca sblo podemos ir a una casilla negra respetando el movi-
miento del caballo, y al contrario. Por esta razén la longitud
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del ciclo hamiltoniano ha de ser par. Luego para que haya
solucién del problema el niimero de casillas ha de ser par.

Es importante distinguir este concepto de grafo hamiltoniano
del de grafo euleriano, en el cudl existe un camino, llamado
camino euleriano, que pasa por cada una de las aristas del
grafo una y sélo una vez. La diferencia entre ambos caminos
puede ser comparada con la distincién entre un explorador y
un pasajero; el explorador examina todas las rutas posibles,
mientras que el pasajero simplemente quiere visitar cada
lugar de interés una sola vez.

La denominacién hamiltoniano procede del matemadtico
irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), que des-
cubrié la existencia de algebras no conmutativas a partir de
un estudio que puede ser interpretado en términos de cami-
nos en el grafo de un dodecaedro regular. Fue el creador del
conocido juego icosaédrico, que consiste, entre otras posibili-
dades, en encontrar un camino que recorra las aristas de un
dodecaedro regular pasando una sola vez por cada vértice (ver
siguiente figura). Para mayor informacion sobre este juego, el
lector puede consultar (Aranda et al., 2007).

Figura3: Imagen del juego icosaédrico

Relacionados con los anteriores, los problemas consistentes
en dibujar una figura sin levantar el lapiz del papel y sin des-
cribir dos veces una misma arista fueron estudiados por
diversos matemaéticos, como el francés Louis Poinsot (1777-
1859) o el alemédn Johann Benedict Listing (1808-1852),
durante el siglo XIX. En un articulo de este tltimo autor, en
1847, encontramos un andlisis de las posibilidades de estos
juegos y se determina que el nimero minimo de trazos para
dibujar una figura dada coincide con p/2, donde p es el nume-
ro de vértices con valencia impar. Asi, por ejemplo, para dibu-
jar los cuatro lados y las diagonales de un cuadrado son nece-
sarios por lo menos dos trazos.

Otro ejemplo mdas complicado puede ser el de recorrer, sin
levantar el lapiz del papel, todos los vértices de los escaques




SUMA 64
Junio 2010

de un tablero de ajedrez, que requiere no menos de catorce
trazos, ya que hay veintiocho vértices con valencia impar.
Louis Poinsot (1777-1859) estudié también el problema que,
en formulacién moderna, consiste en investigar la existencia
de un camino euleriano en un grafo completo de n vértices,
K . Llegé a la conclusién de que esto es imposible para n par
mayor que dos, pues en esos casos habia mas de dos vértices
con valencia impar, y dio un método de construccién cuando
n es impar.

Existe también una interesante interpretacion del resultado
anterior en términos del juego de dominé: Si eliminamos los
dobles (0-0, 1-1 ... 6-6) las restantes veintiin fichas corres-
ponden a las aristas de I, y un camino euleriano representa
una secuencia de las veintiun fichas con todas las uniones
acordes con el juego. Como los dobles pueden ser intercala-
dos en lugares adecuados se deduce que es posible encadenar
todas las fichas de domind en una sola secuencia.

Soluciones dadas por diferentes matematicos al
Juego del Salto del Caballo

Mostramos a continuacidn las soluciones con las que diferen-
tes matemdticos respondieron al desafio planteado por Taylor
referente a la resolucion del Juego del Salto del Caballo:

Solucion de Vandermonde

Una de las primeras soluciones que fue enviada a Taylor tras
su propuesta de resolucién del Juego del Salto del Caballo fue
la del matematico Alexandre-Théophile Vandermonde.
Vandermonde (Paris, 1735—Paris, 1796) fue un matemdtico
francés cuyos trabajos versaron principalmente sobre los
determinantes y sobre la teoria de los grupos de sustitucion.
Indicé que toda ecuacion de la forma x” — 1 = 0, con p primo,
es resoluble por radicales. También se ocupd de temas de
mecanica y metalurgia.

Figura 4: A. T. Vandermonde

En lo que a Teoria de Grafos se refiere, podemos destacar que
Vandermonde emple6 la resolucién del problema como un
modo de ilustrar sus ideas acerca de lo que por entonces se
conocia como Geometria de la Posicion o Analisis Situs, ante-
cedente directo de la rama de las Matematicas actualmente
llamada Topologia. En uno de sus articulos, publicado por la
Academia Real de las Ciencias de Paris en 1771 (Vander-
monde, 1771), Vandermonde explica el procedimiento emple-
ado para hallar la solucién al problema. Es relevante también
este texto porque contiene la formulacién de alguna de las
inquietudes que dieron pie a la investigacién en la Teoria de
Grafos. Los siguientes parrafos estin extraidos de dicho arti-
culo y contienen las ideas mds importantes:

Cualquiera que sea la complicacién de un sistema de line-
as en el espacio, uno puede siempre obtener una expresién
para el cdlculo de su dimensidn, pero esta expresidn serd de
poca utilidad en la prictica. Al artesano que tensa una red
o hace un nudo no le concernirdn cuestiones de medida,
sino de posicién. Lo que él ve es la manera en la que los
hilos estdn entrelazados. Serd ttil, por tanto, disponer de
un sistema de cédlculo mds adecuado a la forma de actuar
del trabajador, una notacién que representaria su forma de
pensar, y que podria ser usada para la reproduccién de
objetos similares.

Mi objetivo aqui es simplemente demostrar la posibilidad
de una notacién asi, y mostrar su uso en cuestiones refe-
rentes a sistemas de lineas. Para ilustrar mis ideas conside-
raré un conocido problema que pertenece a esta categoria,
el de la peregrinacién del caballo en ajedrez, resuelto por
Euler en 1759. El método de aquel gran gedmetra presupo-
ne que tenemos un tablero de ajedrez a mano. Yo he redu-
cido el problema a simple aritmética, usando nimeros que
no representan cantidades en absoluto, sino regiones del
espacio.

Considero el espacio dividido en arbitrarios elementos fini-
tos, distinguidos por su orden. Esto es, el plano estara divi-
dido por lineas paralelas en una serie de bandas, y luego
dividido de nuevo por otro conjunto de paralelas que cor-
tan a las del primer conjunto. Distingo las diferentes ban-
das por la designacién primero, segundo, tercero, cuarto,
etc., en ambas divisiones. Puedo asi describir un punto
dado, perteneciente a alguno de los paralelogramos forma-
do por las divisiones, escribiendo dos niimeros, uno enci-
ma del otro, donde un niimero es le orden de la primera
divisién y el otro el de la segunda. Asi, por ejemplo, 3/4
pertenece al paralelogramo que es comin a la cuarta banda
en la primera divisién y a la tercera en la segunda division.

El problema de cédmo un caballo puede visitar todas las
casillas de un tablero de ajedrez, sin pasar dos veces por la
misma, se reduce a la determinacién de una cierta ruta. O
igualmente, si uno supone que una aguja esta fija en el cen-
tro de cada cuadro, el problema se reduce a la determina-
cién de un camino tomado por un hilo que pasa una vez a
través de cada aguja siguiendo una regla cuya formulacién
buscamos.




Si b/a denota un escaque en el tablero, entonces a y b pue-
den ser cualquiera de los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ,8. Dadas
dos posiciones sucesivas de una pieza, b/a y b’/a’, el movi-
miento de esa pieza representa una condicién en a, a;, b 'y
b’ Por ejemplo, un caballo puede ir desde b/a a b+1/a+1, a
b+1l/a+2, a b-1/a+2, etc.

El problema de la peregrinacién del caballo se convierte en
el de ordenar los 64 términos 1/1, 1/2, 1/3, ..., 2/1, 2/2, 2/3,
3/1, 3/2, ..., 8/8 en cierta forma tal que la siguiente regla
rija para cada dos términos adyacentes: la diferencia entre
los niimeros de arriba es 1 y la diferencia entre los de abajo
es 2, o la diferencia entre los niimeros de arriba es 2 y la
diferencia entre los nimeros de abajo es 1.

Para simplificar la solucién uno puede buscar una ruta simé-
trica para el caballo. Procederé desde este punto de vista.

El camino del caballo serd simétrico si, cuando intercam-
biamos los nimeros 8y 1,7y 2,6y 3,5y 4,y viceversa, asi
en los nimeros de arriba como en los de abajo, o en ambos
a la vez, no hay cambios en la ruta.

Por tanto, se requiere encontrar dieciséis movimientos
consecutivos, o dieciséis términos de la secuencia tales que
si se intercambia 8 y 1,7y 2,6y 3, 5y 4, y viceversa, en la
secuencia inferior, uno no consigue ningtn término que
esté en las dieciséis originales, y lo mismo es cierto si uno
hace los cambios en la secuencia superior o en ambas a la
vez. Después de hacer estas transformaciones, uno tiene
cuatro secuencias que cubren los 64 cuadros sin repeticién
y que forman una figura simétrica; para resolver el proble-
ma dado s6lo queda unir las cuatro secuencias para formar
una sola, de tal forma que la regla rija en las uniones.

Para obtener los 16 términos deseados, empiezo escribien-
do los sesenta y cuatro términos:

1/1,1/2,1/3, ..., 2/1, 2/2, 2/3, 3/1, 3/2, ..., 8/8

en cualquier orden. Después tomo uno de forma aleatoria,
por ejemplo 5/5, y escribo debajo las cuatro transformacio-
nes 4/5, 5/4 y 4/4. Ya que éstas no seran de interés en el
futuro las elimino de las sesenta y cuatro. De las sesenta
restantes tomo una que esté relacionada con 5/5 por un
movimiento de caballo, por ejemplo 4/3. Escribo debajo las
tres correspondientes transformaciones 5/3, 4/6, 5/6 y las
elimino de las sesenta, quedando cincuenta y seis, con las
que repetiré el mismo proceso. Asi obtengo, por ejemplo,
las cuatro secuencias simétricas:

5/4, 4/3, 2/4, 1/2, 3/1, 2/3, 1/1, 3/2, 1/3, 2/1, 4/2, 3/4, 1/5,
2/7,4/8, 3/6

4/5, 5/3, 714, 8/2, 6/1, 7/3, 8/1, 6/2, 8/3, 7/1, 5/2, 6/4, 8/5,
717,518, 6/6

5/4, 4/6, 2/5, 1/7, 3/8, 2/6, 1/8, 3/7, 1/6, 2/8, 4/7, 3/5, 1/4,
2/2, 4/1, 3/3

4/4, 5/6, 715, 817, 6/8, 716, 8/8, 6/7, 8/6, 78, 5/7, 6/5, 8/4,
712, 5/1, 6/3
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De las cuatro secuencias obtenidas, la primera puede unir-
se a la cuarta, y consecuentemente, la segunda a la tercera.
Después de esta yuxtaposicién tenemos dos secuencias
simétricas y cerradas:

5/4, 4/3, 2/4, 1/2, 3/1, 2/3, 1/1, 3/2, 1/3, 2/1, 4/2, 3/4, 1/5,
217, 418, 3/6, 4/4, 5/6, 7/5, 8/7, 6/8, 716, 8/8, 6/7, 8/6, 7/8,
5/7, 6/5, 8/4,7/2, 5/1, 6/3.

4/5, 5/3, 714, 8/2, 6/1, 7/3, 8/1, 6/2, 8/3, 7/1, 5/2, 6/4, 8/5,
717, 518, 6/6, 5/4, 4/6, 2/5, 1/7, 3/8, 2/6, 1/8, 3/7, 1/6, 2/8,
4/7, 315, 1/4, 2/2, 4/1, 3/3.

Para unirlas es necesario destruir un poco la simetria; pero
si, por ejemplo, intercalamos la segunda secuencia entre lo
términos 2/4 y 1/2 de la primera, entonces la secuencia
entera permanece cerrada, y puede empezar, por tanto,
desde cualquier casilla que uno quiera. La figura muestra la
ruta determinada por esta secuencia.

Este articulo de Vandermonde exige pocos comentarios,
puesto que en €l queda reflejado perfectamente el método
seguido para obtener la solucién. Ademas, la estrategia des-
crita permite obtener una ruta cerrada, de forma que sea indi-
ferente el escaque desde el cudl comienza el caballo en su
recorrido. Y nétese que esta condicién no se exigia en un pri-
mer momento en el enunciado del juego.

Solucion de Euler

Otra de las soluciones al Problema del Salto del Caballo que
fueron apareciendo, quizds de las mds ingeniosas, fue la del
matemdtico suizo Leonhard Euler (Basilea, 1707 — San
Petesburgo, 1783). Pueden verse algunos datos biograficos de
Euler en el articulo (Alfonso et al., 2004) escrito por uno de los
autores de éste, en colaboracion con otras comparieras. Euler
ofrece una solucién que no oculta la genialidad de su autor,
puesto que permite construir un cuadrado mdgico de dimen-
siones 8x8 (recuérdese que un cuadrado mégico es la disposi-
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cién de una serie de nimeros enteros en un cuadrado o matriz
de forma tal que la suma de los nimeros por columnas, filas y
diagonales principales sea la misma, la constante magica.
Usualmente los nimeros empleados para rellenar las casillas
son consecutivos, de 1 a #? siendo # el numero de columnas
y filas del cuadrado magico.

Figura5: Leonhard Euler

La solucién dada por Euler es ademds muy importante porque
él tratd el caso general, es decir, no se limito sélo al estudio de
este problema tal como fue planteado, sino que obtuvo la
solucién del Problema del Salto del Caballo siguiendo un
camino cerrado en un tablero de dimensiones arbitrarias nxmn,
llegando a la conclusién de que es necesario que 7 sea un
numero par. Esto puede verse facilmente, ya que el caballo
siempre parte de una casilla de distinto color a la que llega; de
esta forma, el recorrido serd del tipo BNBNBNB...N 6
NBNBNBN...B. Vemos, por tanto, que es necesario que haya
el mismo numero de casillas blancas que negras si se quiere
que la ruta sea cerrada, de forma que el nimero total de cua-
dros ha de ser par. Esto lleva inmediatamente a la imposibili-
dad de que 7 sea impar, pues si no #?también lo seria.

Para encontrar, segun Euler, la ruta seguida por el caballo en
su itinerario en el tablero habitual 8x8, basta solamente
numerar las casillas en el orden en que son ocupadas por el
caballo en su peregrinacion. El resultado son los 64 niimeros
1, 2, 3... 64 distribuidos en el tablero de la siguiente forma:

Como se comprueba ficilmente la suma de los ndmeros en
filas y columnas da siempre como resultado 260, constituyen-
do entonces el tablero un cuadrado magico de orden 8.
Teniendo en cuenta que se dispone de 64 casillas y que en
cada movimiento hay de dos a ocho posiciones posibles para
mover el caballo, podemos hacernos una idea del gran ntime-
ro de posibilidades que hay si ademads se impone que todas las
filas y todas columnas sumen 260. En esto consistio la genia-
lidad de Euler.

Otras soluciones

Otra solucién vino de manos del matemdtico Maurice
Kraitchik (Rusia, 1892 — Bélgica, 1957), que estudi6 el reco-
rrido del caballo suponiendo que uno de los lados del tablero
tiene siete casillas.

Los matemdticos ingleses W. Rouse Ball (1850-1925) y Henry
Dudeney (1857-1930) también presentaron sus aportaciones
al problema, pero ya en su forma habitual de un tablero 8x8.

Se muestran a continuacién dos soluciones mas del problema,
indicadas en los siguientes tableros:

Figura 6




Finalmente, si el lector quiere experimentar por si mismo y no
dispone de un tablero de ajedrez a la mano, puede practicar el
juego en http://www.borderschess.org/KnightTour.htm .

Otros problemas relacionados con el Problema del
Salto del Caballo

Mostramos a continuacién algunos otros problemas que
guardan una cierta relacién con el del Salto del Caballo.
Pueden consultarse mds problemas de este tipo, asi como
practicar on-line con un tablero virtual, en las direcciones

http://www.velucchi.it/mathchess/knight.htm
http://www.velucchi.it/mathchess/knight.htm
http://www.borderschess.org/KnightTour.htm

El salto del caballo infinito

Nos planteamos en primer lugar resolver el Problema del Salto
del Caballo en un tablero de dimensiones infinitas. En princi-
pio, supondremos que dicho tablero es infinito hacia arriba y
hacia la derecha; es decir, que la esquina inferior izquierda es
un extremo de dicho tablero, expandiéndose éste desde ahi.
Una manera de intentar resolver este problema, planteada por
José Ferndndez-Prida, es empezar numerando los cuadros de
un tablero infinito de ajedrez de la siguiente forma:
http://www.albaiges.com/matematicas/saltocaballoinfinito.htm

10
6 11
3 7 12
1 4 8 13
0 2 5 9 14 |
Figura 7

Es decir, correlativamente segun las diagonales, como se hace
cuando quieren ordenarse los numeros fraccionarios.
Seguidamente, partiendo de la casilla 0, un caballo va saltan-
do hacia las demds segtn las reglas habituales, eligiendo siem-
pre la casilla de nimero mas bajo que no haya sido previa-
mente ocupada. Este es el aspecto del tablero tras 39 saltos:

kL] 46 57 69 80 92 103 115
37 18
yi] 37 47 58 70 81 93 104
20 1] 38
i 29 38 48 59 bl 82 94
17 36 18
15 22 30 39 43 B8 12 83
14 2 16 3
i0 16 3 il 40 50 61 73
] 4 13 2 2 34
3 " 17 pi] 32 i 51 62
§ 1 8 31 12 25 2
3 i 12 18 25 33 42 52
3 10 § 2 2 30 33
1 4 8 13 19 6 34 43
] 7 2 1" 32 27 24
1] 2 5 a 14 0 7 35

Figura 8
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Se plantean de inmediato dos preguntas:
-;Habrd siempre una casilla disponible para el caballo?
-;Acabara cada casilla del tablero siendo ocupada alguna
vez?

Todos los aficionados al ajedrez saben que una de las solucio-
nes mas sencillas consiste en procurar saltar siempre hacia
una casilla desde donde el repertorio disponible sea minimo.
Aun con esta guia, resolver el problema suele exigir varios
tanteos, pues es frecuente llegar a algtin callejon sin salida. Se
intuye que otro tanto acabard sucediendo con ese ajedrez infi-
nito, ya que en cada salto el caballo acaba metiéndose en esca-
ques que pueden ser una trampa.

Efectivamente, con cualquier programa de computacion sim-
bélica no excesivamente complicado, por ejemplo, con el
Basic, puede resolverse el problema. En la figura siguiente
mostramos los pasos finales del caballo, que termina su reco-
rrido tras 2401 saltos.

1833 2008 2003 132 2309 2138

1374 (483) | 1427 (49.3) | 1481 803) | 1536 (513) | 1592 52.3) | 1649 533) | 1707 54 3)
1830 1707 1832 1827 2006 2135

1374(48.2) | 1427 (49.2) | 1481 (502) | 1536 (512) | 1592(52.2) | 1650 (53.2)

1825 1828 2007 2004 2133 2400 2137
1273 (48.1) | 1324 (49,1) | 1376 0.1) | 142051,1) | 1482 52.1) | 1538 53,1) | 1594 (54.1)
1706 1831 1826 2401 2136 2005 2134
1224 (480) | 1274 (490) | 1325 (400) | 1377 (51.0) | 1430 (520) | 1484 (530) | 1539 (54.0)
Figura 9

Como era de esperar, el final forzado se produce también con
tableros infinitos por los cuatro cuadrantes y otros sistemas
de numeraciéon de las casillas, como por ejemplo el de la
siguiente figura:

Figura 10

Resulta curiosa la ruta asimétrica del caballo para este siste-
ma, que termina en el movimiento 2015:

Figura 11
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El Problema del Salto del Caballo en otros tableros

Louis Pésa (matemadtico hingaro nacido en la década de los
40 del siglo pasado) demostro, siendo adolescente, que no hay
recorrido cerrado en tableros 4x#, siendo # cualquier nume-
ro natural. Su idea consiste en ver que el grafo no contiene
ciclos hamiltonianos dividiendo el tablero en cuadros exterio-
res, que son los cuadros de la parte superior y la parte inferior;
y cuadros exteriores, que son los restantes.

En esta situacion el caballo debe llegar desde un cuadrado
interior a un cuadrado exterior. Por lo tanto cada cuadrado
exterior va a ir precedido de un cuadro interior y seguido de
uno o varios cuadros interiores. Como existe igual niimero de
cuadros interiores que exteriores, los cuadros interiores y
exteriores han de ir alternidndose al recorrer el ciclo. Sea v(i),
con i impar, los vértices que corresponden a las casillas exte-
riores y v(i), con i par, los vértices que corresponden a las casi-
llas interiores. Al observar los movimientos del caballo vemos
que los v(i), donde i es impar, corresponden a las casillas blan-
cas y los v(i) con i par corresponden a las casillas negras. Por
lo tanto el ciclo no puede ser hamiltoniano. Téngase en cuen-
ta que dicha demostracién es vélida por simetria si en vez de
tomar tableros 4xn tomamos tableros nx4.

Allen J. Schwenk, actualmente en la Universidad de Michigan
Oeste en Kalamazoo, observé que se habia trabajado sobre
tableros concretos, olvidindose de la verdadera intuicién
matematica; la cudl lleva a preguntarse para qué tableros mxn
(rectangulares, es decir, con m distinto de 7, ya que el caso de
los cuadrados es el habitual) es posible el recorrido del caba-
llo. Fue en 1993 cuando este matematico demostré para qué

tableros de mxmn es posible el recorrido del caballo. Veamos un
esbozo de su razonamiento:

Para los casos en que m y n sean ambos impares, ya hemos
visto que no hay recorrido, por ser el nimero de casillas
impar.

Si m = 1, el caballo no tiene casillas para saltar. Si m = 2, el
caballo no tiene casillas para dar la vuelta al tablero, sea quien
sea n. Param = 4 6 n = 4, Louis Pésa demostré que el reco-
rrido no era posible.

Se puede comprobar que para los tableros 3x6 y 6x8 tampo-
co es posible el recorrido.

Nos faltaria comprobar que el recorrido si es posible para el
resto de tableros. Para ello, se basa en que todo recorrido
sobre un tablero mxn puede ampliarse a un recorrido sobre
un tablero mx(n+4). Ademds, por simetria también puede
ampliarse a un tablero (m+4)xn. Por esta razén, si tenemos un
tablero 5 x 8 donde es posible el recorrido del caballo, tam-
bién serd posible para los tableros de tamanos 9x8, 5x12,
9x12, 13x8, 13x12, y asi sucesivamente. Con esto queda
garantizada la existencia de recorridos.

Si encontrdsemos un namero de tableros de diferentes dimen-
siones, los cudles nos asegurasen la existencia de los demas, el
problema del recorrido del caballo quedaria demostrado. Con
todos los tableros de tamarfios 5x6, 5x6, 6x6, 7x6, 7x8, 8x6,
8x8, 10x3y 12x3 es posible generar todos los tableros que nos
faltaban. En las siguientes figuras se muestra el recorrido del
caballo en estos nueve tableros: |
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3x10

3x12
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