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Introduccion

El Diccionario de la Real Academia define el término problema, entre otras acep-
ciones, como: “Cuestion que se trata de aclarar”. Desde el punto de vista matema-
tico, seflala que es: “Proposicién dirigida a averiguar el modo de obtener un resul-
tado cuando ciertos datos son conocidos”.

En esta definicién caben tanto las tareas para las cuales el resolutor dispone de un
algoritmo para conseguir el resultado, como aquellas para las cuales debe descu-
brirlo; las primeras se denominan ejercicios, mientras que las segundas son los
problemas (Schoenfeld, 1985); a estos ultimos nos referiremos. Hemos introducido
al resolutor, con lo que queremos sefialar la naturaleza subjetiva de las tareas.
Schoenfeld (1985) indica que la misma tarea puede ser un rutinario ejercicio para
algunos estudiantes y un verdadero problema para otros.

En la resolucion de un problema es importante el proceso seguido en la busqueda
y validacién de la solucion, puesto que dicha resolucion conlleva un aprendizaje
de los procesos mateméticos tales como conjeturar, particularizar, generalizar,
abstraer, probar, establecer relaciones, tan importantes como el conocer concep-
tos, algoritmos, relaciones y hechos matematicos.

Polya (1965) distingue, entre otros, los siguientes tipos de problemas:

Problemas de rutina: en este tipo se incluye todo problema que se resuelve por la
simple sustitucion de nuevos datos en lugar de los de un problema ya resuelto, o
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bien, siguiendo paso a paso la traza de otro problema, es decir, mediante la aplica-
cién de una receta. Por ejemplo, calcular la suma de 235 + 483, conocido el algo-
ritmo correspondiente.

Problemas por resolver: son aquellos cuya finalidad es descubrir un objeto. Este
objeto puede ser de distinta naturaleza, como una incégnita numérica, o un
elemento o propiedad geométrica, entre otras. Un ejemplo de este tipo de problema
es encontrar la suma de los n primeros nimeros impares.

Problemas por demostrar: se refiere a los problemas cuya meta es mostrar de modo
concluyente la verdad o falsedad de una proposicién enunciada. Se abre asi la
puerta a la refutacién como un elemento demostrativo. Demostrar que la suma de
dos niimeros impares es par, es ejemplo de este tipo de problemas.

El primer tipo se incluye en lo que antes hemos denominado ejercicio, mientras
que los dos ultimos tipos serian problemas. El objetivo de este capitulo son los
problemas, entendidos de esta forma.

Los problemas

En este apartado vamos a analizar un conjunto de problemas seglin distintas varia-
bles. Una de las variables vendra dada por la clasificacién anterior. Otras variables
a considerar seran las siguientes:

Nivel educativo, con el siguiente rango: primaria (P), secundaria (S), bachillerato
(B), universidad (U).

Perspectiva geométrica: sintética, analitica, de transformaciones.
Dimensiones geométricas: plana (2-D) y tridimensional (3-D).

Temas matematicos relacionados: Teoria de Nimeros, Analisis, Probabilidad, etc.

Problema 1

La nocidn de triangulo isdsceles aparece en algunos libros de texto de 4° curso de
la anterior EGB (actual Primaria) (Ramos y otros, 1988). El problema que plantea-
mos segun la clasificacion de Polya es de resolver. Proponemos una “guia de
gestion de la ensefanza”. Nos parece importante hacerlo de esta forma ya que los
alumnos de Primaria estan dando sus primeros pasos en la resolucion de problemas
y el papel del profesor es hacer sugerencias que ayuden a los alumnos. Hacer
buenas sugerencias es un aspecto clave de la gestion y monitorizacion de la resolu-
cion de problemas.
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Es un problema de geometria plana. Y pertenece al campo de la geometria propia-
mente dicha, en concreto al topico de los tridngulos. En relacién a la perspectiva
geométrica podemos sefialar que como el caracter ejercicio/problema es subjetivo,
dependeré de la estrategia de resolucion que se utilice y ésta tiltima de los conoci-
mientos de los resolutores. En este caso, al nivel de Primaria, lo clasificamos
dentro de la perspectiva sintética, pero mostraremos que a niveles superiores puede
abordarse dentro de la perspectiva analitica.

Enunciado: Construir tres tridngulos isdsceles diferentes teniendo por lado un
segmento [AB] y uno de cuyos dngulos estd comprendido entre la semirrecta Ax y
el segmento [AB] (Ilustracién 1)

llustracién 1

En el caso de que los tres lados coincidiesen, el tridngulo seria equilatero, lo cual
exigird que el 4ngulo que forman ambas semirrectas sea de 60°. Estamos utilizando
un criterio de clasificacion de triangulos “inclusivo™, es decir, considera al tridngu-
lo equilatero como un caso particular del isdsceles.

Ademis, si sélo conocemos que el angulo es de 60°, entonces obligatoriamente el
triangulo isosceles pedido debe ser equilatero, sin mas que utilizar la propiedad de
la suma de los 4ngulos interiores de un triangulo. Con regla y compds, la solucién
del problema consiste en trasladar la medida AB sobre la semirrecta Ax. Bastara
con demostrar que el otro segmento (otro lado) coincide con AB. En este caso los
tres triangulos pedidos en el enunciado se confunden en uno.

Por tanto vamos a considerar el caso del triangulo isosceles no equilatero. Utilizan-
do el procedimiento antes descrito para el caso “limite” del tridngulo equilétero,
podemos obtener una solucion al problema en general. Nos planteamos un anélisis
detallado. Para ello tenemos en cuenta lo siguiente:
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— El lado AB puede ser el lado coincidente con otro, en cuyo caso ya lo hemos
resuelto; ahora bien, trasladar AB sobre la semirrecta podemos hacerlo de dos
formas distintas, seglin el centro de giro para trasladar AB. Si el centro de giro
es A, obtenemos un triangulo v si el centro de giro es B obtenemos el otro.

— El lado AB es el lado desigual, como requisito previo para resolverlo es nece-
sario conocer la propiedad relativa a la mediatriz del lado desigual, que dice:
“la mediatriz sobre el lado desigual divide al triangulo is6sceles en dos triangu-
los rectangulos simétricos”. Para resolverlo en esta situacion basta con obtener
el punto de corte entre la semirrecta Ax y la mediatriz de AB. Evidentemente
por la propiedad anterior el tridngulo construido tiene dos lados iguales y por
tanto es isosceles.

La solucion del problema es la siguiente (Ilustracion 2):

llustracién 2

Adoptando una perspectiva analitica podemos resolver el problema teniendo en
cuenta las siguientes consideraciones:

Fijar A como origen de coordenadas, la recta AB como eje de abscisas.

Asignar al punto B coordenadas (b, 0) y a la semirrecta Ax contenida en la recta de

x=t
pendiente m, por lo tanto sus ecuaciones paramétricas son { pa's siendo el para-
metro t>0. =
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En este caso el hecho de que AB sea un lado coincidente con otro, nos permite
traducir la igualdad geométrica de lados a una ecuacion en la que intervienen
distancias euclideas.

P [t mt)

A B (b. 0)

De la condicion d(A, B)=d (A, P), obtenemos por tanto -/’ +m’t* = b= t* + m't* = b* |

P I

resolviendo la ecuaciénent, = .£b 1+ m’)’ y considerando tinicamente la solucion
Y

positiva del parametro obtenemos el tercer vértice. Si consideramos d(B, A)=d(B,
P) obtenemos otra solucién.

Para el caso de que AB sea el lado desigual, el punto P de la semirrecta Ax es el
vértice donde coinciden los dos lados iguales, por lo que la ecuaci6n a resolver es

d(A, P)=d(B, P).

Hay que sefialar que el caso “limite” del tridngulo equildtero aparece cuando m= /3.
Dejamos al lector una discusioén completa.

De igual forma dejamos el estudio de la situacion en la que las semirrectas son
perpendiculares o forman un 4ngulo obtuso, tanto en el caso en que se utilicen
estrategias basadas en la perspectiva sintética como analitica.

Para terminar el analisis de la tarea, a modo de resumen:

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Resolver
Perspectiva Sintética Analitica
Nivel Primaria Post-secundaria
Dimension 2D
Topico Triangulos
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Problema 2

En el problema 1 hemos considerado el tema de los tridngulos, ahora vamos a
considerar la familia de los cuadrilateros, haciendo hincapié en los paralelogramos.
El problema que planteamos segin la clasificacion de Polya es de demostrar.
Como en el caso anterior, damos una guia de gestion.

Es un problema de geometria plana. Y pertenece al campo de la geometria propia-
mente dicha, en concreto al topico de los cuadrilateros. En este caso, al nivel de
Primaria, lo clasificamos dentro de la perspectiva sintética, pero mostraremos que
a niveles superiores puede abordarse dentro de la perspectiva analitica.

Enunciado: dado un cuadrilatero ABCD,
tomemos consecutivamente los puntos
medios de los lados PQRS. Demostrar
que PORS es un paralelogramo (Ilustra-
cion 3).

Construimos dos lineas auxiliares, AC y
BD que triangulan la figura inicial en los
siguientes ftridngulos: ABC, ACD, y
BCD, BDA. Con estos triangulos obser-
vamos que PQ y SR son “paralelas
medias” en los dos primeros y PS y QR
en los segundos. llustracién 3 (Teorema de Varignon)

Las “paralelas medias” tienen la propiedad de ser paralelas y estar en proporcion 1:2.
Para comprobarlo basta con utilizar un criterio de semejanza de triangulos, en concreto
el que se refiere a dos lados proporcionales y el angulo comprendido entre ellos igual.

=SR=(1/2JAC
y PQ paralelo a SR

llustracién 4
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Es posible resolver el problema desde la perspectiva analitica, a nivel universitario.
Para ello es necesario distinguir entre el Espacio Afin (plano afin) y el Espacio
Euclideo.

Fijaremos un sistema de referencia no ortogonal adecuado a las caracteristicas del
problema: el punto A seré el origen de referencia, AD determinara uno de los ejes
y AB el otro. De esta eleccion se sigue que las coordenadas de los puntos son A (0,
0), B (0, b), C (m, n) y D (d, 0).

Los puntos medios tendran las siguientes coordenadas P (0, b/2), Q(m/2, (b+n)/2),
R ((m+d)/2, n/2) y S(d/2, 0). Si construimos los vectores PQ y SR obtenemos que
tienen las mismas componentes ("/,,%/,) y por tanto definen el mismo vector libre
y demuestra el paralelismo de PQ y SR; del mismo modo se obtiene el paralelismo
del otro par de segmentos.

Este problema admite particularizaciones respecto al cuadrilatero inicial ABCD.
Por ejemplo, si consideramos que es un cuadrado ;qué podemos decir del paralelo-
gramo PQRS? Dejamos al lector, ademas de este caso, los casos en que ABCD son
un rectidngulo, un rombo, o una cometa. Una cometa es un cuadrildtero en el que
dos lados consecutivos son iguales y los otros lados también.

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Demostrar
Perspectiva Sintética Analitica
Nivel Primaria Universitaria
Dimension 2D
Tépico Cuadrilateros

Problema 3

En este problema consideramos la geometria espacial.
Como cuerpo geométrico base del problema se utiliza
el cubo. El problema que planteamos segun la clasifi-
cacion de Polya es de encontrar. En este caso, al nivel
de Primaria, lo clasificamos dentro de la perspectiva
sintética, pero al generalizar el problema se establece
una conexion con la aritmética, mediante la busqueda
de un patrén,

Enunciado: Dada la figura, calcular cudntos cubos
hay. llustracién 5
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Para la resolucién del problema, debemos tener presente que pueden considerarse
cubos de distintos tamafios, como se aprecia en las siguientes ilustraciones:

Los cubos “unitarios” son 33.

Para contar los cubos con dos divisiones, hemos de buscar una “estrategia de
conteo”, por ejemplo, contar los cubos que ocupan cada uno de los vértices, y a
partir de cada uno, contar los cubos que son necesarios para alcanzar el otro vértice
en el mismo plano.

La solucion al problema, en este caso, €s 27+8+1=36.

Este problema puede generalizarse, para un cubo con n divisiones y formando (n+1)3
cubos unitarios. En este caso, hay también que generalizar las estrategias de conteo.

A determinados niveles, puede ser necesario hacer un problema similar, pero en
dos dimensiones. Consistiria en contar el nimero de cuadrados de una determinada
rejilla (Mason y otros, 1989)

Para resolverlo, es necesario también establecer alguna estrategia de conteo.

Aunque a nivel elemental, cabe generalizar a rejillas cuadriculadas con mas divi-
siones, lo que obliga a una bisqueda de estrategias de conteo.

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Encontrar
Perspectiva Sintética
Nivel Primaria Universitaria
Dimensién 3D
Topico Cubos Teoria de nimeros
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Problema 4

En este problema consideramos la geometria espacial. Como cuerpo geométrico
base del problema se utiliza el tetraedro. A partir de este problema estableceremos
una conexién con la geometria plana.

El problema que planteamos segtn la clasificacién de Polya es de encontrar. En
este caso, al nivel de Secundaria, lo clasificamos dentro de la perspectiva sintética.

Enunciado: Dado un tetraedro regular (llustracion 6), encontrar una seccion
plana que sea un paralelogramo.

Utilizaremos el hecho de que las paralelas medias de un
tridngulo determinan segmentos en proporcién 1:2. Dado
que el tetraedro regular tiene las caras triangulares basta
con considerar un plano que se determine por los
segmentos menores de dos paralelas medias a dos caras
contiguas.

No hay un unico plano, pero fijado uno de los segmentos llusiracién 5
menores, los tres planos que se construyen con los

segmentos menores de las caras contiguas son el mismo, por tanto dejamos como
cuestion a considerar: jcudntos planos distintos es posible construir?

Por la seleccion de los planos los cuatro lados se obtienen de igual longitud, la
mitad del lado del tetraedro y paralelos, es decir, forman un rombo. Nos podemos
plantear si en alglin caso se obtendra un cuadrado.

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Encontrar
Perspectiva Sintética
Nivel Secundaria
Dimension 3D
Tépico Tetraedros, conexiéon 2D-3D

Problema 5

Vamos a plantear un problema de medida de areas a través del uso de una trama
cuadrada (geoplano). El problema que planteamos segun la clasificacion de Polya
es de encontrar. Adecuado para estudiantes universitarios, la perspectiva sintética
nos permite abordar su solucion.
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Enunciado: Dada la trama cuadrada de la ilustracion, Obtener el drea del
cuadrilatero GHIJ (Ilustracion 7)

Identificamos en la figura que existen segmentos perpendiculares, para ello basta
con tener en cuenta las pendientes de las rectas y que dos rectas de pendientes fini-
tas m y m’ son perpendiculares si y s6lo simx m’= —1.

Utilizamos el teorema de Pick que nos da el drea para una figura del geoplano en
funcion del nimero de puntos interiores y frontera de la misma. El teorema de Pick
determina que el area de un poligono con los vértices sobre el geoplano viene dada
por: i+%-1, donde i es el niimero de puntos interiores y fes el nimero de puntos
frontera del poligono.

La solucién pedida es 12596 unidades cuadradas.

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Encontrar
Perspectiva Sintética
Nivel Universidad
Dimension 2D
Topico Medida de dreas
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Problema 6

Planteamos un problema de semejanza de triangulos que esté adaptado al nivel de
estudiantes de E. Primaria. Es un problema de encontrar y utilizaremos propieda-
des sintéticas de la geometria plana.

Enunciado: Se sabe que O es punto medio de PI, L es punto medio de Ol, y S es
punto medio de EI. Hallar los valores de SL y de SO (Ilustracion 8) (Serra, 1993).

5

42

llustracién 7

Para la resolucion del problema se puede utilizar el siguiente criterio de semejanza
de tridngulos (Ilustracién 9):

llustracién 8

°2]7 e



GEOMETRIA
PARA EL s16LO XXI

Dos tridangulos ABC (lados a, b, ¢ y 4ngulos A, B, C) y A’B’C’( lados a’, b*, ¢’y
angulos A’, B’, C’) son semejantes si tienen dos lados proporcionales, a:a’::b:b’ y
el angulo comprendido entre ellos igual, C=C".

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Encontrar
Perspectiva Sintética
Nivel Universidad
Dimension 2D
Tépico Medida de areas

Problema 7

En el problema que vamos a plantear vamos a considerar las teselaciones del plano.
Una teselacion es un recubrimiento del plano generado por una figura de modo que
no hay superposicion ni huecos. La figura generadora se denomina tesela.

El problema se sittia en el Nivel de E. Primaria y considera como tesela un tridngu-
lo equilatero. Desde el punto de vista de Polya es un problema de demostrar.

Enunciado: Demostrar que es posible teselar el plano con un tridngulo equildtero
(Hlustracion 10)(Musser y otros, 2000).

A partir de un tridngulo equilatero, es posible realizar

determinadas transformaciones geométricas, por ejem-

plo, podemos realizar simetrias centrales o axiales, o

bien, realizar giros con centro en alguno de los vértices.

Podemos plantearnos si es necesario utilizar mas de una

clase de transformaciones geométricas, por ejemplo,
Ilustracién 9 (bastan simetrias para teselar?

El problema planteado se puede generalizar (Musser
y otros, 2000) en un doble sentido; por un lado, el /W\
triangulo generador de la teselacion puede ser isos-
celes e incluso escaleno, por otro lado en lugar de un
triangulo, la tesela podria ser un cuadrilatero, admi-

tiéndose aqui cualquiera (cuadrado, rombo, paralelo-
gramo e irregular). Ilustracién 10

Para niveles superiores educativos, Musser y otros (2000) consideran una nueva
teselacion a partir de la original, teselacion dual, formada uniendo los centros de
los poligonos que tienen un lado comun (Tlustracién 11).
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En el caso del hexagono regular ;cuél es la tesela? ;puedes generalizar el resultado?

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Demostrar
Perspectiva Sintética
Nivel Primaria Secundaria
Dimension 2D
Tépico Teselaciones y transformaciones
Problema 8

El objeto geométrico a considerar en este problema es
el cuadrado, dirigido a estudiantes de E. Secundaria.
Desde la perspectiva de Polya es un problema de
encontrar.

Enunciade: Dado un cuadrado ABCD, se consi-
deran los puntos medios de los lados PQRS. Se 4
construyen los segmentos AR, PC, BS y QD.
Encontrar el drea del cuadrado VXYZ (Ilustracion

12) (Dana, 1987).

llustracion 11

Este problema requiere descomponer el cuadrado y
girar alguna de las partes correspondiente de tal forma que se construyan cuadra-
dos, todos iguales al VXYZ (Ilustraci6n 13).

Hlustracién 12

De esta forma se construyen 5 cuadrados iguales y si el lado del cuadrado original es

a, el area del cuadrado VXYZ es a? unidades cuadradas.
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En el problema podemos cuestionarnos por qué la figura interior es un cuadrado.
Para responder a esta pregunta necesitamos que los pares de lados XY, VZ y XV,
YZ sean paralelos, y que al menos un dngulo sea de 90°, con esto seria un rectén-
gulo; para que sea cuadrado dos lados consecutivos deben ser iguales.

Podemos generalizar el problema del siguiente modo, en lugar de dividir los lados
en dos partes iguales, dividirlo en n partes iguales. Por supuesto en estas condicio-
nes el problema es para estudiantes de Universidad.

CLASIFICACION DE LA TAREA

Criterio Valores
Polya Encontrar
Perspectiva Sintética
Nivel Secundaria
Dimension 2D
Tépico Cuadrado y transformaciones
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