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Resumen

En esta charla analizamos la aproximacién numérica con elementos
finitos en espacio y diferencias finitas en tiempo de un modelo de
cristales liquidos nemadticos (de tipo Eriksen-Leslie) y de un modelo
penalizado de tipo Ginzburg-Landau. Después de describir los principales
antecedentes del tema, se propone un esquema lineal totalmente acoplado
y condicionalmente estable. La convergente (respecto de los pardmetros de
discretizacion y del pardmetro de penalizacién) hacia una solucién débil
del problema de Eriksen-Leslie queda como problema abierto.
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1 Introduccién

Supongamos € C R? un dominio acotado y de frontera I' poliédrica tal que el
problema de Stokes tenga regularidad H?(Q) x L?*(Q) en velocidad y presién.
Denotamos @ = Q2% (0,7)y ¥ =TI'x(0,7T), donde [0, T es el intervalo temporal
de observacién, para T' > 0. Las incégnitas son: u : Q — R3, el campo de
velocidades, p : @ — R, la presién del fluido, y d : @ — R3, el vector orientacién
de las macromoléculas de cristales liquidos, verificando el problema en derivadas
parciales (de tipo Eriksen-Leslie):

d =1, od+u-Vd—~Ad—~|Vd?’d = 0 enQ,

du+u-Vu—vAu+Vp+ AV ((Vd)'Vd) = 0 enQ,
Vu = 0 enQ, (1)

u=0 d = 1 en X,

U|t=0 = Uo, d|t:0 = do en(),
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donde ug : 2 — R3? y dy : Q — R3 son los datos iniciales, I : 0Q — R3 es el
dato de Dirichlet para d, v > 0 es una constante dependiente de la viscosidad
del fluido, A > 0 es una constante de elasticidad y v > 0 es una constante del
tiempo de relajacién. (Vd)' denota la matriz traspuesta de Vd = (9;d;); ;-

Para este trabajo se supone el dato de Dirichlet para d independiente del
tiempo y la condicién de compatibilidad dy ’ 5q = L. En principio los argumentos
que desarrollaremos no son validos para el caso dependiente del tiempo.

Este modelo se estudia a través del modelo penalizado, de tipo Ginzburg-
Landau, que se obtiene de (1) relajando la restriccién |d| = 1 por |d| < 1,
y en el sistema para d cambiando el término més no lineal |Vd|*d (que es el
multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién |d| = 1) por el término de
penalizacién f.(d) = e~2(|d|? — 1)d, asociado al pardmetro ¢ > 0, llegando al
sistema

d| <1, dd+u-Vd+~(f.(d)—Ad) = 0 enQ,
du+u-Vu—vAu+Vp+ AV - ((Vd)'Vd) = 0 enQ, (2)
V-u = 0 enQ,

junto con las condiciones iniciales y de contorno de (1). Obsérvese que f.(d) =
Va(F.(d)) para cada d € R? con F. la funcién potencial:

1

Feld)= 12

(| —1)%.
El problema (2) tiene la siguiente igualdad de energia (usada por F. H. Lin

y C. Liu en [7] para obtener solucién débil de (2)), imponiendo que |dg| = 1 en
Q vy |l| =1 sobre X:

d (1

A
2 2
% (31l + 31Vl 42 [ Fdide)

+1||Vul e ) + Ml fo(d) — Ad|72q) =0,

(3)

que se obtiene eligiendo A(f.(d) — Ad) y u como funciones test en (2), y
(2)p, respectivamente. Esta expresién refleja la relacién entre la energia cinética
%HUH%Q(Q) y la elastica %HVdHQH(Q) + A [, F=(d) e indica que la energfa total
del sistema decrece con el tiempo. Luego, una solucién débil para (1) tendra la
regularidad

de L>0,T; H' (), ueL>®0,T;L*(Q)NL*0,T; H' (). (4

2 Antecedentes

Los primeros autores que tratan desde el punto de vista numérico el modelo
(2) fueron C. Liu y N. J. Walkington en [6]. Proponen un método mixto
para aproximar el sistema de momentos usando un par de elementos finitos
globalmente C° que verifican la condicién de estabilidad de tipo Babuska-
Brezzi, y una aproximacién de elementos finitos globalmente C! para el vector
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de orientacién. Pero resulta que la implementacién de los elementos finitos
globalmente C' es muy complicada.

En un trabajo posterior [9], estos mismos autores construyen un esquema
mixto para el vector de orientacién para evitar los elementos finitos de tipo C*.
Ello lo logran introduciendo una nueva variable w = Vd, la cual incrementa el
numero de grados de libertad a calcular en cada etapa de tiempo.

Ademas, hay que decir que ambos esquemas son no lineales lo cual hacen
aun mas costoso el calculo de la solucién aproximada. Estos esquemas son
analizados usando técnicas de estimaciones de error; suponiendo una solucién
suficientemente regular del problema continuo (2).

En [4], V. Girault y F. Guillén-Gonzélez introducen un esquema (lineal)
con una variable auxiliar w = —Ad para el problema penalizado (2). Dicho
esquema resulta ser incondicionalmente estable, respecto de los parametros de
discretizacién, y convergente hacia (2); obteniéndose ademdas estimaciones de
error Optimales y convergencia de métodos iterativos para desacoplar (u,p)
de (w,d) en cada etapa de tiempo ya que éste resulta totalmente acoplado.
Este esquema reduce los grados de libertad a calcular respecto a los esquemas
anteriores de [6] y [9] para (2) lo que implica una coste computacional menor,
ademas de ser un esquema lineal.

En [8], P. Lin y C. Liu presentan dos esquemas numéricos lineales que sélo
usan elementos finitos globalmente C° y localmente P, para la velocidad y el
vector de orientacién, y elementos finitos P; para la presiéon. El primero de ellos
discretiza la derivada temporal usando diferencias finitas y el segundo con el
método de las caracteristicas. Estos esquemas son justificados observando el
decaimiento de la energia en las experiencias numéricas.

En [2], se proponen un esquema numérico para (2) y otro para (1),
considerando la condicién frontera para el vector de orientaciéon de tipo
Neumann. Para construir el esquema de (2) definen la variable auxiliar w =
—Ad + f.(d) reescribiendo el tensor

AV-((Vd)'Vd) = )\V(%|Vd\2+FE(d))—)\(Vd)t(—Ad+f€(d)) V- A(Vd)'w,

(5)
lo que introduce una presiéon modificada. La discretizacion de la parte no
lineal de f, se realiza de forma implicita, resultando un esquema no lineal. Se
prueba la estabilidad incondicional, respecto de los parametros de dicretizacion
y penalizacion, y convergencia hacia una solucién débil de (2). A posteriori,
hacen tender a cero el parametro de penalizacién obteniendo una solucion débil
en el sentido con valores medidas de (1), debido a que no consiguen compacidad
para Vd. Para (1) desarrollan un esquema no lineal cuya idea principal es la
reescritura del término no lineal

—|Vd|*d — Ad = d x (d x Ad) (usando |d| = 1)

y una discretizacion temporal de punto medio para este término no lineal. Este
esquema es condicionalmente estable, pero la convergencia hacia una solucién
débil de (1) queda como problema abierto.
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Destacamos que ninguno de los esquemas anteriormente descritos para el
problema (2) convergen hacia una solucién débil del problema (1), si (h, k,&) —
0.

3 Esquema numérico

En este trabajo aportamos la construccién un esquema lineal para (2) que sea
estable, en el sentido que se tenga una version discreta de la igualdad de energia
(3). Hasta el momento no se sabe pasar al limite en el sistema de momentos hacia
una solucién débil de (1) con la regularidad (4), haciendo tender € a cero junto
con los pardmetros discretos en espacio y tiempo (h, k). La principal dificultad
es la compacidad de Vd en L*(Q).

Denotaremos por (-, ) al producto escalar en L?(Q).

El esquema que proponemos para aproximar las incégnitas (velocidad,
presién y vector de orientacién) estd basado en la siguiente formulacion
variacional mixta del problema (2): Va € Hy,w € L?,g € L2,d € H},

Sl
I

<8tu,ﬂ> + I/<VU,V’EL> + <(u . V)u,ﬂ) - ((Vd)’%u,ﬂ) - < V-
(atd, a;) + ((u V)d, a;) —|—7(f€(d),ﬁ;) —|—7<'w,

-

u,
(w, Va) _ (w,

donde hemos usado previamente la igualdad (5) e introducido la variable auxiliar
w=—Ad+ f_(d).

Suponemos por simplicidad, una particién uniforme de [0,7] siendo ¢, =
nk, donde k = T/N es el paso de tiempo con N € N. En cada etapa
de tiempo, la velocidad, la presién y el vector de orientaciéon (u,p,d)
son aproximados en espacios de elementos finitos de funciones globalmente
continuas (X, Qn, D) C (H(Q), LE(), H'(Q)) y el laplaciano del vector de
orientacién w es aproximado en un espacio de elementos finitos W, ¢ L*(1).
Los elementos finitos estan asociados a una familia regular y quasi-uniforme
de triangulaciones {75},~0 de Q tales que (Xj,Qp) verifican la condicién
inf-sup discreta y (W, D},) satisfacen D), C Wy,. Por ejemplo, la siguiente
aproximacion verifica las hipdtesis anteriores:

9

g
I

9

0
0
0
0

QW
I

I

Py + bubble/ P, para (Xp,Qn), vy Pi/P1 para (Wy,Dy).

Ademads, suponemos las restricciones (de estabilidad) sobre los pardmetros

(k,h,e):

h
=0 Ii — =0.
Y (h,kl,g)l—@ g2

(S)

Entonces, el algoritmo numérico que presentamos consiste en:

m ——
(h,k,e)—0 h2eb

Inicializacién: Sea (ul,d)) € (X, D) determinadas aproximaciones de
(wo,dy), con dj|sq = I;, para lj, una aproximacién frontera de 1.



Aproximacion numérica para fluidos de cristales nematicos 95

Etapa n + 1: Dado (u},dy) € (Xj,Dp) con djjao = lp, encontrar
(uZH,wZH) € Xh X Wh y ( nt1 dn+1) € Qh X Dh (COH Cln+ |aQ lh)
tal que:

7’L+1 n
(w,ﬁh) —i—c(uh,uZle U )—l—l/(Vu ntl Vuh>

_/\<(Vd2)th+1’ah> _ (pZH,V ' ﬁh) _0 Vi, e X, (6)

(ﬁh,v : UZH) =0 VYpn € Qn, (7)
(M,mh)+<(ug+l-w h,ﬂjh>—|—'y< n1 —h) =0 Y, e Wy, (8)

(w’,;“, v&h>+<fa(d;;), dy) = <w;;+1, Zzh) —0 Vdy, € Doy, := DynHL(9),
(9)

donde hemos introducido la forma trilineal c<~, : ) definida por
1 1
c(’u,,'v,w) = ((u-V)U,w>+§<V-uv,w> Vu,v,we Hy(N),

la cual muestra la propiedad de antisimetria c(u,v,v) = 0 aunque u no

verifique la condicién de incompresibilidad puntualmente. Notar que dZH —dy €
Dy, gracias a que el dato de contorno I para el vector de orientacion no depende
del tiempo.

4 Estabilidad condicional

En lineas generales, tomando primero w;, = 2 ku"“ en (6), pp, = pZH en (7),
y luego wy, = 2/\kw”+1 en (8) conjuntamente con dj, = d;*' — d}' € Dy, en
(9) y usando las 1gualdades

(Ve wp ) + (uptt - v, witt) =0,

(- Vi £old) + (V- it Feld)) =0

llegamos al siguiente resultado (ver [5] para los detalles). Denotamos por | - | a
la norma en L2(92).

Lema 1 (Desigualdad de energia discreta) Supongamos que eziste una
constante Cyq > 0 independiente de (h,k,e) tal que |[u}|?* + N\Vdj|> <
Cyq. Entonces, existen hg > 0, kg > 0 y g9 > 0 tales que para todo
h < ho, k < ko y e < eo satisfaciendo la hipdtesis (S), la solucion
correspondiente (uz+1,d2+1 wi ) del problema discreto (6)-(9) wverifica la
stquiente desigualdad:

(|u”+1\2 |u;;y2) +uk|vUn+1y2+A(den+1|2 v} 12)

10
+2A/ (Fe(dy ™) = Fe(dp) + Myklwy ™2 < 0. "
Q
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Por un proceso de induccién sobre la etapa de tiempo [5] se puede acotar
las aproximaciones (u}*,d}"") en los espacios discretos de (4) y w}*' en

L%(0,T; L*(Q)).

5 Compacidad para u y d. Convergencia del sistema en d

Eligiendo como funcién test w;, = P,w en (8), con w € L*(Q) y P, el proyector
ortogonal en L? sobre W,, y usando las estimaciones del Lema 1 y la estabilidad
en L3(Q) de Py ([3]), obtenemos

n+1 n
d —d <C.

L3/2(Q)

Como consecuencia de esta estimacion y de las estimaciones de estabilidad del
Lema 1, conseguimos la compacidad de la sucesion (dp i) en L9(0,T; L"(2))
conl <r<6yl<gq<oo, dondedy . esla funciéon continua y lineal a trozos
tal que dp k.. (t,) = dj.

Para la compacidad de la velocidad discreta {u} "'} consideramos el espacio
de velocidades de divergencia discreta cero

Vh:{vh e Xy (V-’Uh,qh) :Oth EQh}.

Primero, se llega a las siguientes estimaciones de una derivada fraccionaria para

up ke (la funcién constante a trozos que vale up, i () = uzﬂ en (tn,tn+1)):

T—06
/ Hthm(t + 5) — uh,k,a(t)H%/;L dt < C&'/? v§5:0<5<T.
0

Nétese que la derivada fraccionaria en tiempo para la velocidad discreta ha sido
acotada en la norma V', la cual “se mueve” con respecto al pardmetro de espacio
h, por lo que no podemos aplicar los resultados de compacidad dados por J.
Simon en [10]. La siguiente idea es encontrar una norma, que no dependa de los
parametros de discretizacién, donde la derivada fraccionaria en tiempo pueda
ser acotada. Para ello, consideramos el espacio V = {u € Hy(Q) : V-u =0}

y la proyeccion ortogonal Ry : V), — V' tal que (V(Rhuh — uh),V'v> =
0, Vv € V. Usando este operador Rj se prueba [5] que |Rpuplyv: <
C (h!V cup| + Huthg) y la estimacién

T-6
/ | Ritt ke (t+ 6) — Ry ke (8)||30 dt < C 62+ Ch.
0

Entonces, la convergencia fuerte de una subsucesién (Rpup x.) en L?(L?)
se deduce a partir de un resultado obtenido (de compacidad por perturbacién)
por P. Azérad y F. Guillén-Gonzélez [1].

Finalmente, gracias a la aproximacién (externa) de V', a V/, se tiene [5] la
convergencia fuerte de (up, k) en L?(L*(Q2)). Con las convergencias obtenidas
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hasta el momento es posible pasar al limite en el sistema (8)-(9) y obtener (u, d)
verificando (1);.

La convergencia para el sistema de momentos discreto queda condicionada
a la compacidad del Vd. Sin embargo, es posible obtener una convergencia mas
débil tal y como se hace en [2].

6 Experiencias numéricas

La siguiente experiencia numérica muestra el comportamiento dindmico de
cristales liquidos en presencia de singularidades (o puntos de defectos).
Consideremos Q = (—1,1) x (—1,1), una triangulacién uniforme de Q de talla
h = % y un paso de tiempo k = 41@. Los pardmetros son A =v =y =1y
e = 0,05.

Tomamos las condiciones iniciales wy = 0 y do = d/1/|d|2+ 0,052,

donde d = (2% + y? — 0,25,y). Obsérvese que el vector orientacién tiene dos
singularidades en el tiempo inicial en (£1/2,0) (puntos en los cuales d = (0, 0))
como se muestra en la Figura 1. A continuacién, mostramos la evolucion de las
dos singularidades en t = 0, 0.2, 0.3 y 0.4, respectivamente. Su aniquilacién se
produce en torno a t = 0,33.

Figura 1: Vec- Figura 2: Vec- Figura 3: Vec- Figura 4: Vec-
tor orientacion tor orientaciéon tor orientacién tor orientacion
t=0 t=0.2 t=0.3 t=0.4

En las préximas figuras mostramos el comportamiento de la energia cinética

1 12 ¢ T A n+12 ¢
Ecin = 3|lup™ 172(q)» la energla eldstica Eeias = 5(|Vdy ™ [|72(q), la energfa de
penalizacion Epe, = % fQ Fg(dzﬂ) y la energia total Eiot = Egin + Eeias + Epen
que decae con el tiempo tal y como ocurre para la energia continua (3). En
particular, se puede observar el cambio significativo de las energias que se

produce en torno al tiempo de aniquilacion.
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Figura 6: Energia cinética, de penaliza-

Figura 5: Energia cinética S
cién y total
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