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Resumen

Este trabajo forma parte de una investigacion que aborda la compresién del concepto de sucesion
numérica en los estudiantes de secundaria. La perspectiva proporcionada por la obra de Piaget y
Garcia en relacion con el desarrollo de un esquema a través de varios niveles (intra, inter y trans),
nos proporciona la prueba empirica de cdmo el uso de las progresiones por parte de los
estudiantes en la resolucion de una tarea, proporciona informacién del desarrollo de la
comprension. Este uso nos permite profundizar sobre los niveles en el desarrollo del concepto
sucesion numérica.
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Abstract

The present paper is part of research that addresses the understanding of the concept of numerical
sequence by secondary school students. The perspective provided by the work of Piaget & Garcia
related to the development of a scheme through several levels (intra, inter and trans) provides
empirical evidence of how students’ use of the progressions when solving a task provides
information of the development of understanding. This use allows us to deepen on the stages in the
development of numerical sequence concept.
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INTRODUCCION

El estudio de la comprension de conceptos matematicos ha sido y es un campo de gran interés para
la investigacion en educacién matematica. Camacho (2011) resalta la relevancia en esta
problematica de las investigaciones sobre conceptos de analisis matematico. En este campo, el
analisis de la comprension del concepto de sucesidn ha sido abordado por diferentes investigadores
desde diferentes perspectivas tedricas (Cafiadas, 2007; Gonzélez, Medina, Vilanova y Astiz, 2011;
McDonald, David, y Strobel, 2000; Przenioslo, 2006). McDonald et al. (2000) encontraron que los
estudiantes construian dos objetos cognitivos diferentes en relacién con el concepto de sucesion.
Por una parte, un objeto como listado de nimeros que denominaba Seqlist y por otra parte, otro
objeto como funcién cuyo dominio pertenece al conjunto de los naturales, que llamé Seqfun.
McDonald et al. (2000) y Mamona (1990) consideran que la mayoria de estudiantes de secundaria
comprenden el concepto de sucesion como lista numérica, como un proceso mMas que como un
objeto.
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Przenioslo (2006) también ha identificado, esencialmente, dos formas de concebir las sucesiones en
estudiantes. Sucesiones como lista numérica en estudiantes de secundaria (16-18 afios) y sucesiones
como funcién en estudiantes de ensefianza no obligatoria (18-19 afios). Ademas para Przenioslo el
concepto de sucesion numérica requiere el manejo del mismo en diferentes modos de
representacion. Para esta autora la concepcion como lista numérica del concepto de sucesion es
especialmente interesante por la diversidad de concepciones identificadas en su investigacion.

Sierpinska (1990) identifico diferentes concepciones sobre las sucesiones numéricas. Considerd por
una parte una concepcién de sucesion numérica como lista que se vincula con la existencia de una
formula que permite obtener los términos, y por otra parte una concepcion de sucesion como una
lista larga de nimeros (una secuencia infinita). Por otro lado, Mor, Noss, Hoyles, Kahn y Simpson
(2006) observaron que las intuiciones de los estudiantes en relacion a las secuencias numéricas son
intuitivamente recursivas (es decir, entre valores sucesivos de la secuencia, mas que como una
relacion entre los valores y su posicion).

En este trabajo nos centramos en caracterizar la comprension del concepto de sucesién como lista
numeérica en alumnos de segundo ciclo de Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO), en concreto, en
determinar el papel que desempefia el concepto de progresion (aritmética o geométrica) en la
construccién del esquema del concepto de sucesion como lista numérica.

MARCO TEORICO

Una manera de caracterizar la construccion de la comprensién de un concepto matematico es a
través de la metafora de la construccion de un objeto que se puede manipular en si mismo a partir
de un proceso que generalmente es realizado paso a paso (Arnon, et al., 2014; Dubinsky, 1991).
Estos autores sefialan que el conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder
a situaciones percibidas de problemas matematicos por medio de la reflexion sobre los problemas y
sus soluciones a través de la (re-)construccion de acciones matematicas, procesos y objetos y de la
organizacion de éstos en esquemas usados al tratar con las situaciones. En particular, la
aproximacion al desarrollo de un esquema propuesto por Piaget y Garcia (1983) permite abordar la
cuestion de caracterizar la comprension de conceptos matematicos (Ariza y Llinares, 2009; Vals,
Pons y Llinares, 2011; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008).

Desde esta perspectiva, un esquema puede considerarse “la estructura o la organizacion de acciones,
tales como se transfieren o se generalizan con motivo de la repeticion de una accion determinada en
circunstancias iguales o analogas” (Piaget e Inhelder, 1978, pp. 20). Un esquema se desarrolla
pasando por tres niveles: INTRA — INTER — TRANS, que se suceden segin un orden fijo mediante
un mecanismo denominado “abstraccion reflexiva” (Piaget y Garcia, 1983, pp. 10). Sénchez-
Matamoros, Garcia y Llinares (2006) caracterizan los niveles del desarrollo de un esquema a través
de los elementos matematicos Yy las relaciones l6gicas que llegan a establecer entre ellos cuando los
estudiantes resuelven una tarea:

INTRA: no se establecen relaciones ldgicas, y los posibles esbozos de relacién (del tipo conjuncion
I6gica) se realizaran con errores. Los estudiantes usan los elementos matematicos de forma aislada
(y a veces de forma incorrecta).

INTER: los estudiantes establecen relaciones légicas entre los elementos matematicos, pero con
limitaciones, predominando el uso de la conjuncion légica y relacionando s6lo elementos
matematicos que se encuentren en el mismo modo de representacion. El estudiante es capaz de usar
mas elementos matematicos de forma correcta que en el nivel anterior.

TRANS: aumenta el repertorio de las relaciones l6gicas (y logica, implicaciones: directa, inversa,
reciproca, y equivalencia l6gica) que el estudiante es capaz de establecer entre diferentes elementos
matematicos. En este nivel se produce la sintesis de los modos de representacion que lleva a la
construccién de la estructura matematica. La sintesis se aplica a situaciones en las que hay que
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relacionar (relacién logica) informacion en distintos modos de representacion. Es decir, usar
informacién procedente de varios sistemas de representacion para considerarla conjuntamente y
obtener una informacion que no se conocia. Considerar la informacion conjuntamente lo
entendemos como establecer algun tipo de relacion l6gica para tomar una decision relativa a la
situacion en la que el estudiante se encuentra.

Las investigaciones llevadas a cabo sobre el concepto de sucesion numérica, citadas en la
introduccién de este trabajo, nos han permitido disponer de informacion sobre determinadas
caracteristicas de la comprension de dicho concepto en los estudiantes de secundaria. Por ello nos
hemos planteado como objetivo en este trabajo determinar el papel que desempefia el concepto de
progresion (aritmética o geométrica) en la construccion del esquema del concepto de sucesion como
lista numérica.

METODOLOGIA
Participantes

Los participantes en esta investigacion son 75 estudiantes de segundo ciclo de ESO (14-16 afios). A
dichos estudiantes se les habia introducido el concepto de sucesion numérica segun figura en el
curriculo oficial (BOE, 2007; BOJA 2007). Para nuestra investigacion no es relevante la manera de
introducir el concepto en los estudiantes, por lo que se les paso el cuestionario a distintos grupos de
clase y con profesores diferentes. Es en este ciclo de ESO donde aparece por primera vez este
concepto en el curriculo, motivo por el cual se enmarca este trabajo en este nivel educativo.

Instrumentos de recogida de datos

A partir del analisis de libros de texto de diferentes niveles educativos (ESO, Bachillerato y
Universidad), y de diferentes investigaciones sobre el concepto de sucesién numérica, identificamos
los distintos elementos matematicos que constituyen dicho concepto y dispusimos de una bateria de
tareas para realizar la investigacion. Tras un analisis (Sanchez-Matamoros, 2004) se seleccionaron,
ocho tareas, y se disefi6 el cuestionario. Para el objetivo de este trabajo se escogieron las dos tareas
que se describen mas adelante. Este cuestionario fue contestado por los estudiantes en su horario de
clase. Posteriormente se revisaron las respuestas dadas y elaboramos un segundo cuestionario
personalizado, con el fin de indagar en aquellas respuestas que o no habian sido respondidas
completamente o no estaban lo suficientemente justificadas. Para responder a este segundo
cuestionario, los estudiantes tenian a su disposicion el primer cuestionario contestado. Este segundo
cuestionario fue respondido en horario de clase, un par de semanas después de la realizacion del
primero.

A continuacién describimos dos de las tareas del primer cuestionario, en las que nos centramos en
este trabajo (figura 1), ya que permiten mostrar el papel que desempefian los elementos
matematicos y las relaciones légicas vinculados a las progresiones como indicador de la
comprension del concepto de sucesion numérica. La tarea 1, dada en modo gréfico, es similar a la
utilizada por Gonzélez et al. (2011). La tarea 2, dada en modos numérico y algebraico es similar al
problema 1 de la investigacion de Przenioslo (2006), en la que hemos suprimido aquellos apartados
relacionados con las sucesiones como funciones.
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TAREA 1

Seala sucesidn cuva representacion grafica sobre los ejes cartesianos esla siguiente:

-

12 -
-
R
o | -
1 o
'
- |
a “3‘
4 |
-
iw o
& =
3 -
_h
= 1
=
|
5 3 i 3 ' - =
|| 4 B = A = ) i

a) ;Cuadl es el témmino segundo, es decir, a(2)? . ;Y el cuarto a(4)? ;Y el sexto a(6)?
b) ;Hawalgin témino que valga 167 ;Y 137 Razona las respuestas
TAREA 2

Dadas las siguientes expresiones algebraicas, identifica cuales de ellas son
sucesiones numericas, justificando cada respuesta:

1 1
a) ﬂ(ﬂ):ﬂ by giy=-—g = ¢c) a(n)=-/1-n

e) a,=1,a, =3

d) a(n)=3n—2 £} AEEETA..

ar‘z = If-“r‘i:—l + arz—?

Figura 1. Tareas 1y 2 del cuestionario

La resolucion de ambas tareas conlleva el uso de los elementos matematicos que aparecen en la
figura 2, vinculados a los diferentes modos de representacion (numérico, grafico y algebraico).

ELEMENTOS DE SUCESIONES.

E1 Sucesion (como lista): secuencia de numeros Reales dispuestos enun orden, es decir, Para todo nimero
natural n existe un nimero real.

E2 Términos: se definen como los integrantes de la sucesion, el lugar que ocupa lo determina su posicién
que se denota por un subindice que pertenece a los nimeros naturales.

E3 Término general: se define como el término que dependiendo de su posicion, es decir. subindice sabemos

su valor, y se denota por “ an” (con n perteneciente a los naturales)

E4 Progresion aritmética: sucesion donde cada término se obtiene del anterior sumandole una cantidad fija
que denominamos diferencia.

ES Progresion Geométrica: sucesion donde cada término se obtiene del anterior multiplicandole una
cantidad fija que denominamos razon.

E6 Sucesion Recurrente: una sucesion es recurrente si hay definida sobre ella una ley de recurrencia, es
decir, una relacion entre un término y los anteriores.

Figura 2. Elementos matematicos vinculados a las tareas 1 y 2 del cuestionario
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Procedimiento de analisis

El anélisis llevado a cabo por el grupo de investigadores se centr6é en identificar los elementos
matematicos y las relaciones logicas que se ponian de manifiesto en las respuestas de los
estudiantes en cada una de las tareas. Los resultados que presentamos en este trabajo proceden del
analisis conjunto de los dos cuestionarios contestados por cada uno de los estudiantes. A
continuacion mostramos como hemos realizado este procedimiento a través de un ejemplo.

El estudiante 3b13 en la resolucion del apartado b) de la tarea 2 (figura 1) en el primer cuestionario
consideraba que a, no era sucesion porque establecia una relacion de equivalencia entre sucesién
numérica y progresion (E1, E4 y E5), poniéndose de manifiesto un uso incorrecto de la implicacion
reciproca (no progresion implica no sucesién), como puede verse en la figura 3. Se pone de
manifiesto cuando el estudiante 3b13 escribe que “no seria una sucesién... no se van sumando,
multiplicando, restando o dividiendo por un ndmero fijo”, esta afirmacion que hace el estudiante
pone de manifiesto que identifica sucesién con progresion, ya que es en este tipo de sucesiones
donde el término general se obtiene de la forma que indica el estudiante.
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Figura 3. Respuesta del estudiante 3b13 al apartado b de la tarea 2 del primer cuestionario

Sin embargo, cuando le preguntamos por ello en el segundo cuestionario reflexiona y hace uso del
término general (E3) que le proporciona el enunciado para responder de forma correcta en el
sentido de que a pesar de no ser una progresion (ni aritmética, ni geométrica, “no se multiplique,
sume, reste o divida por un numero fijo”), si es una sucesidn numérica porque ‘“‘sigue un patron
fijo” (refiriéndose al término general de la sucesién proporcionado en el enunciado) (figura 4). Con
esta afirmacion por parte del estudiante se pone de manifiesto el uso correcto de que existen
sucesiones que no son progresiones, es decir, no hace uso incorrecto de la implicacion reciproca.

¢Podrias aclarar la respuesta dada al apartado b: ¢Por qué no es sucesion?
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Figura 4. Respuesta del estudiante 3b13 al apartado b de la tarea 2 del segundo cuestionario

Del analisis conjunto de los dos cuestionarios podemos concluir que el estudiante 3b13 hace uso
correcto de los elementos matematicos relacionados con las progresiones y término general de una
sucesion y de la relacion que se establece entre progresiones y sucesiones.

RESULTADOS

La forma en la que los estudiantes hacen uso de los elementos matematicos vinculados a las
progresiones cuando resuelven las tareas, la hemos considerado un indicador del nivel de
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comprension del concepto de sucesiébn numérica y de la manera en la que los estudiantes
reorganizan y reconstruyen el conocimiento para formar nuevas estructuras.

Esta seccion de resultados la hemos organizado en dos apartados, un primer apartado en el que
mostramos el trabajo de un estudiante que hace un uso incorrecto de las relaciones entre progresion
y sucesion numérica cuando resuelve las tareas 1 y 2 (figura 1). Y un segundo apartado en el que
mostramos el trabajo de otro estudiante que hace uso correcto de dichas relaciones. Estas evidencias
ponen de manifiesto como el uso de los elementos matematicos y las relaciones vinculadas a las
progresiones son un indicador del nivel de comprensién del estudiante sobre el concepto de
sucesion numerica.

Uso incorrecto de las relaciones entre progresiones y sucesiones numéricas

El estudiante 3b2, en los apartados a) y b) de la tarea 1 del primer cuestionario para resolver la tarea
se traslada del modo de representacion grafico al modo algebraico. A partir de los términos a; y a,
calcula la diferencia y obtiene el término general de la progresion aritmética y sustituyendo calcula
as (figura 5) (E2, E3 y E4).
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Figura 5. Respuesta del estudiante 3b2 de la tarea 1 del primer cuestionario

El estudiante ha hecho uso correcto de los elementos matematicos progresion aritmética (E4) y
término general (E3) para resolver los apartados anteriores.

Para responder al apartado b) donde se le pregunta si algin término vale 16 o 13, hace uso correcto
del término general de la progresion aritmética obteniendo el lugar que ocupa el término 16 (figura
5) y que no existe ningun término cuyo valor sea 13 (E2 y E3).

3b2: El término séptimo vale 16. No hay ningln término que valga 13 ya que la sucesion es de nimeros
pares.

Este mismo estudiante, en el apartado b) de la tarea 2 en el primer cuestionario, hace uso correcto
del elemento matematico término general de una sucesion (E3) para hallar los tres primeros
términos a través de la expresion algebraica. Pero no identifica que es una sucesion (E1), ya que
establece una relacion de equivalencia entre sucesion numérica y progresion.

3b2: No es una sucesion ya que la razon de la progresion o la diferencia segin sea una PA (progresion
aritmética) o una PG (progresion geométrica) no es la misma ya que cambia al hallar el
siguiente término.

Para indagar sobre esta respuesta nos apoyamos en el segundo cuestionario, donde le pedimos que
nos aclare dicha respuesta, en relacién a que significa razén o diferencia:

Pregunta: ¢Qué significa que no encuentras la razon o la diferencia en el apartado b)?

3b2: Como del primero al segundo la diferencia es 0,3 y del segundo al tercero es 0,1, la diferencia
cambia por lo que no hay ninguna razon o diferencia que cumpla esa progresion.
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Por la forma de responder 3b2, se infiere que no establece de forma correcta las relaciones entre los
elementos matematicos vinculados a sucesiones y progresiones, ya que identifica las sucesiones con
las progresiones, es decir, para este estudiante no existen sucesiones que no sean progresiones.

El estudiante 3b2 por la forma en que responde a las tareas 1 y 2 nos indica que si la demanda de la
tarea s6lo exige el uso de elementos matematicos y relaciones vinculados a progresiones, es capaz
de resolver de forma correcta la tarea poniendo de manifiesto ademas del uso correcto de elementos
matematicos y relaciones légicas, la traslacion entre los diferentes modos de representacion. Sin
embargo, no sucede lo mismo cuando la tarea requiere el uso de elementos matematicos vinculados
a sucesiones numeéricas que no son progresiones, ya que identifica las progresiones con las
sucesiones, no considerando que existan sucesiones que no sean progresiones, es decir, no es capaz
de reorganizar ni reconstruir el conocimiento vinculado a las sucesiones.

Uso correcto de las relaciones entre progresiones y sucesiones numéricas

El estudiante 3b14, en los apartados a) y b) de la tarea 1 del primer cuestionario, para resolver de
forma correcta la tarea hace uso de los elementos matematicos en el modo de representacion grafico
identificando los puntos (1, 4), (2, 6) y en general (n, a,) para encontrar los términos de la sucesion
(E2, E3), respondiendo en el apartado a) a,=06,... y en el apartado b) pone de manifiesto que
identifica la sucesion del enunciado como una progresion aritmética de diferencia 2 (E4) (figura 6),
de lo que se puede inferir que este estudiante considera que las progresiones son un tipo de
sucesiones numeéricas.

Q“sz.:’-' G’:’. G,;,{';: 40 ; G‘{L:'f({ :

o] Aue WIgE. 16 o @\ U3, P8 13 co Porgue @ pragraih

o —

Figura 6. Respuesta del estudiante 3b14 de la tarea 1 del primer cuestionario

El estudiante 3b14, en el apartado b) de la tarea 2 del primer cuestionario, hace uso correcto de los
elementos matematicos de progresion y sucesion numérica (E1 y E4) y de la relacion entre ellos.
Para ello ha obtenido los ocho primeros términos de la sucesion (E1, E2 y E3) (figura 7).
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Figura 7. Respuesta del estudiante 3b14 al apartado b) de la tarea 2 del primer cuestionario

De las respuestas se puede inferir que este estudiante considera las progresiones como un caso
particular de sucesiones, ya que a veces se refiere a sucesion (tarea 2) y otras veces a progresion
(tarea 1). Para indagar sobre esta cuestion, y confirmar la inferencia anterior, preguntamos en el
segundo cuestionario explicitamente sobre ello:
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Pregunta: Explica la diferencia entre sucesion y progresion

3b14: Una progresion es una secuencia de nameros en el que para hallar sus términos hay que sumar o
multiplicar, en cambio una sucesion sigue una regla por la que se averiguan sus términos.

Por la forma de responder 3b14, se infiere que establece de forma correcta las relaciones entre los
elementos matematicos vinculados a sucesiones y progresiones, es decir, las progresiones son un
caso particular de sucesiones (tarea 1), pero existen sucesiones que no son progresiones (tarea 2),
poniendo de manifiesto la reorganizacion y reconstruccion del conocimiento vinculado a las
progresiones y sucesiones.

La forma en que el estudiante 3b14 responde a las tareas 1 y 2 nos indica que, independientemente
de la demanda de la tarea y de los modos de representacion, es capaz de diferenciar entre sucesiones
y progresiones haciendo uso correcto de los elementos matematicos y de las relaciones entre
progresiones y sucesiones numéricas.

De la caracterizacion de los niveles descritos en el marco teorico, se deduce que el estudiante 3b2
esta en el nivel INTER y el estudiante 3b14 en el nivel TRANS, ya que el primero no utiliza
correctamente todas las relaciones entre elementos matematicos vinculados a progresiones y
sucesiones y el segundo si hace uso correcto de las mismas.

CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo es determinar el papel que desempefia la idea de progresion en la
construccion del esquema del concepto de sucesion como lista numérica. Los resultados obtenidos,
nos permiten concluir que las relaciones entre los elementos matematicos vinculados a progresiones
y sucesiones, ponen de manifiesto el nivel de comprension del esquema del concepto de sucesion
numeérica por parte de los estudiantes de secundaria, y por tanto podemos considerarlo como un
indicador del nivel de desarrollo de la comprension de dicho esquema. El uso correcto de la relacion
I6gica directa entre progresion y sucesion, y el no uso incorrecto de la relacion reciproca son la
manifestacion explicita de este indicador, vinculado al nivel TRANS de desarrollo del esquema del
concepto de sucesion numérica.

Los resultados muestran también como los modos de representacion pueden jugar un papel
relevante para caracterizar el desarrollo de la comprension de las sucesiones numéricas. Asi los dos
estudiantes considerados utilizan de forma diferente los modos de representacion para ambas tareas.
Mientras que uno de ellos se traslada de modo grafico al modo algebraico y trabaja en este modo
para resolver la tarea (nivel INTER), el otro estudiante, resuelve las tareas indistintamente en un
modo o en el otro (nivel TRANS).

Terminamos este trabajo con una consideracion de tipo metodoldgico, la imposibilidad de obtener
informacion complementaria al primer cuestionario a través de una entrevista individualizada nos
Ilevo a la realizacion de un segundo cuestionario personalizado que nos aportara dicha informacion
complementaria. Esta manera de trabajar nos ha permitido tener ese segundo cuestionario
personalizado de la totalidad de la poblacion (75 estudiantes).
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