LABORATORIO VIRTUAL DE MATEMATICAS II

RESUMEN

Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Sevilla. El
ptoducwdelmhjodcvmosabmmngmdohlecnohghquepmpachﬂ"‘
software hemos utilizado Cabri-Géométre) y las posibilidades que ofrece X
paginas web, uso de applets de Java y envio de formularios de respuesta).

ABSTRACT

In this paper we describe the carried out activity with students for

wukofmuﬂymmlhewclmologythnmemmmmu
used Cabri-Géométre) and the possibilities that Internet offers (navigation by
of Java and shipment of answer forms).

CONTEXTO DE LA ACTIVIDAD i

El Proyecto de Ayuda a la Docencia Universitaria “Laboratorio Virtual de Matematicas 11" lo
hemos llevado a cabo durante el curso 2001/2002 con estudiantes del Titulo de Maestro de diferentes
especialidades de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Sevilla.

Nuestro objetivo es familiarizar a los estudiantes con el uso de nuevas tecnologias aplicadas al
nprcndxujedchsmatem!hcuyportantounlespunlaenseﬁmudelumumﬁn“opmlén
este tipo de tecnologias (que integran programas de ordenador con las posibilidades de difusion de
internet) facilitan un aprendizaje, que va mds alld de la memorizacion de conceptos y algoritmos,
acorde con la vision de las matemiticas como materia que se construye vinculando significados a los
conceptos. Seguimos la recomendacion de la NCTM (1989) para la formacién de profesores, “los
profesores deben ser ensefiados de forma parecida a como ellos han de ensefiar”.

Respecto al software especifico de esta Innovacién, Cabri-Géométre, su eleccién influye en el
tipo de tareas que podemos plantear, esencialmente tareas de indagacién, y en ¢l contenido matematico
objeto de las mismas. No obstante a pesar de ser un programa de geometria dindmica es posible
utilizarlo para conceptos matemdticos de otras dreas de las matematicas. Un ejemplo puede ser la tarea
3 (sobre paralelismo analitico) que con poca variacion puede adaptarse a una tarea sobre funciones
afines y lineales.
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DESARROLLO DEL PROYECTO

Para el desarrollo de este proyecto hemos creado un laboratorio virtual, es decir, un
laboratorio accesible a través de internet (http://www.pdipas.us.es/g/gavilan/laboratoriocabri) con el
objeto de facilitar a los estudiantes el acceso al mismo. La idea de incorporar en mateméticas un
laboratorio la comenzamos a utilizar durante el curso 199798 (Gavildan y otros, 1999) con un
programa de célculo simbélico (Derive, http://www.derive.com) y otro de geometria dinamica (Cabri,
http://www.cabri.net ).

Una dificultad que se planteaba a los estudiantes con el laboratorio de matemdticas ubicado en
el aula de informatica de la Facultad de Ciencias de la Educacion era el acceso al mismo, puesto que
se utilizaba para varias asignaturas del Plan de estudios. Esta dificultad la hemos resuelto con el
laboratorio virtual, ya que para utilizarlo los alumnos sélo necesitan disponer de una conexién a
internet. El laboratorio virtual se aloja en el servidor de la Universidad de Sevilla (en la pagina del
coordinador del Proyecto) y por tanto disponemos de un servicio de estadisticas de visitas al mismo. Si
bien, la mayoria de los estudiantes han utilizado el aula de informética para conectarse al laboratorio,
también se tienen accesos desde fuera de la Facultad.

El laboratorio de matemadticas requeria que los estudiantes aprendiesen a utilizar los
programas que se manejaban, entre ellos Cabri. El nuevo laboratorio virtual incorpora un tutorial sobre
Cabri, donde se pueden aprender las nociones basicas de geometria dindmica, vélidas no sélo para este
programa, sino para todos los programas de ordenador basados en los mismos principios (diferenciar
entre dibujos y figuras y el principio de geometria dindmica o de “arrastre” de objetos). La
herramienta basica para el tutorial es utilizar applets de Java para Cabri, en este caso hemos utilizado
CabriJava.jar (disponible en http://www.cabri.net/cabrijava) para ello. Los applets de Java para Cabri
permiten utilizar figuras creadas con Cabri sin necesidad de disponer del programa.

Para poder utilizar un applet hemos utilizado las siguientes etiquetas de HTML (Lenguaje de
Marcas de Hipertexto) dentro de la pagina web, donde se especifica entre otros, el tamafio de la
ventana del applet, el color de fondo y la figura de Cabri que se va a utilizar. El siguiente ejemplo es el
utilizado para la “Definicién de objetos™
<APPLET CODE="CabriJava.class" WIDTH="600" HEIGHT="400" archive="CabriJava jar">

<param name="lang" value="en">
<param name="bgcolor" value="#FOF0CC">
<param name="file" value="defobj2.fig">

El laboratorio tiene varias partes:

- un tutorial, y unas guias para aprender a utilizar el programa, y
- un conjunto de actividades.

Contenido del tutorial.
El tutorial contiene cuatro apartados:

-~ Descripcion del programa, este apartado describe el programa y utilizando enlaces (que
aparecen subrayados) se puede “navegar” a los restantes apartados del tutorial, que incluyen applets.
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El texto en la pagina web es el siguiente:

“La geometria es una parte de la matemdtica que modela el entorno y desarrolla una teoria con sus
propios axiomas, objetos, reglas y problemas y esta dualidad se refleja en el curriculum de algunos
paises europeos, variando desde un punto de vista que destaca los aspectos tebricos y otro mas
descriptivo (Laborde, 1993). El curriculum espafiol no es ajeno a esta dualidad.

Para los Principios y Estandares para las Matemiticas Escolares (NCTM, 2000) la tecnologia
es esencial en la enseflanza y aprendizaje de las matemiticas, influye en las matematicas que se
ensefian y fomenta el aprendizaje de los estudiantes. La tecnologia incluye el uso de muy distintos
programas de ordenador. Entre ellos podemos citar los programas de calculo simbélico (como Derive,
Maple, Mathematica...) que permiten esencialmente realizar manipulaciones algebraicas y numéricas
asi como representaciones graficas; los programas de manejo de datos estadisticos (Excel, SPSS...)y
los programas de geometria dindmica (Cabri-Géométre, Cinderella, Geup...).

Los programas de geometria dindmica permiten realizar construcciones de dos naturalezas,
siguiendo a Laborde (1993) :

-construccién dibujo (dibujo): realizada de la misma forma que los dibujos hechos con lapiz
y papel, es decir, dibujo a mano alzada. Por ejemplo, podemos trazar un segmento y una recta

que aparentemente sea perpendicular. Arrastrando algin punto bésico, se obscrva que la recta
de]ldecumphrllpropledld.

- construccién figura (figura) [enlace con el apartado “Concepto de figura versus dibujo™]:
realizada utilizando las propiedades euclideas que el programa ofrece a través de las
herramientas o bien creadas por el usuario (normalmente denominadas macroconstrucciones).
Por ejemplo, para trazar una recta perpendicular a un segmento debemos utilizar la
herramienta "recta perpendicular”. Cuando se arrastre cualquier punio bdsico de la
construccion, la recta sigue siendo perpendicular (principio de geometria dindmica [enlace con
¢l apartado “Principio de geometria dindmica™]).

Los objetos que se construyen con Cabri (o cualquier otro programa de geometria dindmica)
tienen que ser definidos [enlace con el apartado “Definicion de objetos™] explicitamente para que sean
reconocidos como tales y por tanto manejables por el programa. Por ejemplo: tres segmentos
consecutivos y cerrados no definen un trigngulo para el programa, salvo que sea definido/construido
con la herramienta correspondiente; si no se reconoce como tridngulo, no es posible calcular el
perimetro, el drea, etc.

Para Goldenberg y Cuoco (1998) los programas de geometria dindmica permiten a los
usuarios, después de haber hecho una construccién (figura), mover ciertos elementos arrastrindolos
libremente y observando cémo otros elementos responden dinamicamente al alterar las condiciones.
Para nosotros al utilizar estos programas se establecen relaciones geométricas de tipo explicito del
siguiente modo:

-relaciones explicitas del usuario: para hacer una figura el usuario debe indicar al programa las

propiedades euclideas de la misma.

- relaciones explicitas del programa: dada una figura, ademds de las relaciones establecidas
por el usuario, aparecen otras relaciones que se deducen de las anteriores. Por ejemplo, dado
un trigngulo y sus tres medianas, construidos como figura, se deduce que se cortan en un



punto (baricentro). De esta forma el programa hace explicitas esas relaciones no conocidas, a
priori, por el usuario”,

Grificamente esta situacion es la siguiente (figura 1):

Relaciones dadas
por el programa

- Concepto de figura versus dibujo, usando un applet se puede comprobar la diferencia entre
una figura y un dibujo realizado con Cabri. La figura 2 muestra el applet:




Los applets pueden utilizarse de dos formas:

1.- Moviéndonos con el raton sobre él, disponemos de la figura de Cabri y podemos mover
(arrastar) los puntos bdsicos y/o los objetos independientes. De esta forma se puede hacer uso del
principio de geometria dindmica sin necesidad de muchos conocimientos sobre Cabri.

2.- Una vez situado el ratén en la zona del applet, hacer doble click y se activa un menu (el
meni se desactiva haciendo también doble click) que tiene las siguientes opciones:

A) Dos botones para reconstruir el proceso sobre como se ha realizado la figura paso a
paso, un botén avanza un paso en la construccién y otro lo deshace, junto con una *
bola™ podemos ver en qué punto del proceso nos encontramos. Si la bola esta al
principio (a la izquierda) podemos reconstruir la figura pulsando el boton de avance.
B) Permite “arrastrar” la figura del applet. La zona de trabajo para realizar figuras con
Cabri es mayor que la que aparece en al pantalla del ordenador, por eso Cabri permite
arrastrar la zona de la pantalla en la que se construye para tener acceso a un espacio
mayor. Esta opcion hace posible ampliar la zona de la figura en los applets.

C) Activa la opcibn de traza de un objeto. Esta es una herramienta del programa que
se incorpora al applet.

D) Incorpora al applet la herramienta de animacion de objetos de Cabri.

E) Esta opcién permite bajarse la figura de Cabri al ordenador del usuario. La figura
puede guardarse en un disco como archivo de Cabri, con extension fig.

La figura 3 muestra el applet del apartado “Definicién de objetos”, con el meni de opciones

desplegado:
OBJETO NO DEFINIDO EN CABRI: NO LO OBJETO DEFINIDO:
RECONOCE EL PROGRAMA RECONOCIDO POR EL
PROGRAMA
» an
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- Definicién de objetos, Cabri sélo reconoce los objetos geométricos explicitamente creados,
por ejemplo, dos puntos sobre una recta forman un segmento solamente si se le construye como tal con
la herramienta segmento. Un ejemplo es el que aparece en el applet utilizado (figura 3), si no
definimos el tridngulo como tal no podemos calcular su drea, ni su perimetro.

- Principio de geometria dindmica, este principio es clave para los programas de este tipo.
Permite este principio hacer “visibles” al usuario las propiedades geométricas de la figura, sin mas que
arrastrar algunos objetos de la misma. Este Principio es el que hace de este tipo de programas una
herramienta de descubrimiento, de formulacién y aceptacién/rechazo de conjeturas.

Buhﬂosemeuehnmpwsmmnmcyﬁnyﬂﬂhl(l””hmmmdmldohnocuénde
representaciones  dindmicas para Cabri con el siguiente significado: el “arrastre™ produce
representaciones dindmicas que consisten, de hecho, dennhlmobtaudunmvéade
un cambio en un pardmetro, invitando al observador a reconocer que permanece invariante y qué
cambia en la figura, y de este modo tal vez buscar una categoria abstracta, un objeto matematico.

El ejemplo utilizado en el applet es la propiedad del baricentro de un triangulo. Tenemos un
tridngulo, el baricentro y una mediana. El baricentro divide a la mediana en dos segmentos ;qué
relacién guardan las longitudes de los dos segmentos que se forman? Arrastrando cualquiera de los
vértices del tridgngulo podemos “ver” que estdn en relacion 2:1, para cualquier triangulo.

CONTENIDO DE LAS ACTIVIDADES

Las actividades estan disefiadas utilizando applets con el objetivo de promover el aprendizaje
geométrico en los estudiantes. El marco teérico de referencia en nuestro trabajo es ¢l de Van-Hiele
que modela el razonamiento geométrico en 5 niveles (Hoffer, 1981).

Basindonos en ¢l modelo de Van-Hiele, Cabri permite el disefio de tareas que promuevan el
avance de un nivel a otro. El programa nos permite disefiar tareas desde tres perspectivas diferentes:
perspectiva sintética, perspectiva analitica (con coordenadas) y perspectiva de transformaciones.

Con el objetivo de facilitar a los estudiantes entregar las respuestas en cualquier momento las
tareas disponen de un formulario que se envia a través de internet cuando se rellena y que se recibe por
correo electronico. Este correo identifica la direccién IP del ordenador desde el que se envia.

Dentro del formulario de todas las tareas se posibilita que se envien sugerencias sobre el
laboratorio en general y sobre las tareas en particular. Las dos primeras preguntas de cada tarea versan
sobre el uso de Cabri, la primera cuestién pretende que los estudiantes identifiquen los puntos basicos
de la figura (aquellos que pueden arrastrarse) y de los que no se pueden manipular directamente por el
usuario se pide que justifiquen por qué.

- Tarea |, clasificacién de cuadriliteros. El objetivo de esta tarea es que los alumnos definan y
clasifiquen cuadrilateros. El proceso de definir en geometria no es un proceso sencillo, Barroso (2000)
ha realizado un andlisis de diferentes definiciones del tridgngulo y apunta algunas de las dificultades
que los estudiantes pueden encontrarse segin utilicen una u otra definicién. A partir de ese trabajo nos
planteamos ¢émo disefiar tareas con Cabri para que los estudiantes analizaran las propiedades de
determinados cuadriliteros y los definieran. De esta manera pueden los estudiantes describir las
pmpwd.dudelosduunmcumummymcuﬂammhmmmdeﬁnMuAdmﬂses

posible establecer jerarquias de clasificacién segin las propiedades que caractericen cada figura.



La siguiente figura muestra el applet (figura 4) que utilizamos y que discrimina propiedades de los
cuadriliteros tales como, longitudes de lados, de diagonales, dngulos entre lados, dngulos entre
diagonales.

Algunas de las preguntas incluidas en el formulario de la tarea son las siguientes:

(Qué propiedades relativas a las longitudes de lados y diagonales tienen las distintas figuras?
De las propiedades anteriores, identifica aquellas que son comunes a dos de ellas.

(Qué propiedades relativas a los angulos entre lados y entre diagonales tienen las distintas
figuras?

(Hay alguna propiedad que caracterice a alguna de las figuras diferencidndola de las otras
dos?

i . Dado un tridgngulo y sus cuatro puntos notables
(baricentro, ortoentro, incentro y circuncentro) se les plantean actividades de indagar por su posicién
relativa. Preguntas sobre en qué casos estdn alineados, y por qué; cuéndo son coincidentes, etc.

Tarea 3. paralelismo analitico. El objetivo de esta tarea es caracterizar el paralelismo entre
rectas en forma analitica (coordenadas rectangulares en este caso, ficilmente generalizable a
coordenadas oblicuas). Se les pregunta a los estudiantes sobre los coeficientes de las ecuaciones de dos
rectas paralelas,

Tarea 4, transformaciones geométricas. Su objetivo es estudiar un tipo de transformacién
geométrica como es la simetria axial. Las preguntas versan sobre los invariantes de dicha
transformacién. Cudndo una recta es invariante por una simetria, qué puntos son invariantes. En el
caso de la circunferencia se les pide en qué caso se transforma en ella misma y cuando una
circunferencia y su transformada son tangentes.



CONTENIDOS DE LAS GUIAS

Las guias son documentos que estan disponibles en la pagina web del laboratorio en formato
pdf (se pueden leer con el Reader de Adobe) pueden considerarse un documento para aprender a
utilizar Cabri. Es posible disponer del archivo con la informacién.

Cuando nos planteamos incorporar programas de ordenador para la ensefianza/aprendizaje de
las mateméticas entendemos que es posible distinguir dos aspectos de los mismos:

- gestion del entorno informatico, y
- gestion del entorno matemitico del programa.

En este caso hemos procedido de esta forma y la guia tiene dos partes, la primera parte es una
guia para gestionar ¢l entorno informético y la segunda es una guia de gestion del entono geométrico.

De momento solo estd disponible una guia de cada tipo. Del entormo informdtico estd
disponible Cémo empezar y terminar, que explica los primeros pasos para manejar el programa. De la
gestion del entorno geométrico esta un estudio del cuadro de herramientas Construir.

ALGUNOS RESULTADOS

Aun no disponemos de todos los resultados que podemos obtener del desarrollo de este
Proyecto de Ayuda a la Docencia. Podemos dar algunos resultados que son relativos a las
posibilidades de internet.

En primer lugar pensamos que el uso del ordenador y de internet motiva de manera positiva a
los estudiantes, ya que consideran importante conocer y usar este tipo de herramientas. Hemos
comprobado que los estudiantes se conectan al laboratorio desde sitios diferentes al aula de
informética. De esta forma estamos favoreciendo un cambio de actitud hacia las matematicas, Ademas
la difusion es mayor ya que segun la estadisticas de visitas hay entradas al laboratorio desde distintos
paises.

Desde el punto de vista matemitico, estamos procediendo a un andlisis de las respuestas que
hemos recibido a través del correo electrénico a las tareas propuestas en el laboratorio. Debemos
categorizar las respuestas de los estudiantes basandonos en el marco tedrico que hemos adoptado. Por
¢jemplo queremos identificar los atributos relevantes de los cuadrilateros para los estudiantes y de qué
forma los definen. También queremos analizar qué tipos de clasificaciones realizan los estudiantes
con los mismos, es decir, si clasifican los cuadrilteros de forma exclusiva (por ejemplo cuadrado y
rectingulo son clases disjuntas) o bien de forma inclusiva (los cuadrados son una clase de
rectangulos), elemento éste que permite etiquetar niveles de comprensién geométrica.

Nota: Excel es marca registrada de Microsofl. Derive y Cabri son marcas registradas de Texas Instruments.
Cinderella es marca registrada de Springer. Geup es marca registrada de Ramén Alvarez Galvin. SPSS es marca
registrada de SPSS Inc.
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