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Abstract

Since the nineteenth century nowhere differentiable continuous functions have arou-
sed the interest of both mathematicians and the general public due to its strong
counter-intuitive character. In all this time, it has gone from defending its absence to
show that not only are not “rare” but most continuous functions are nowhere diffe-
rentiable. Throughout this report we will focus on the study of so called “Weierstrass

Monsters”.

This work is divided into four chapters. In the first one, so that reading is self-
contained, we will make a brief review of basic notions and concepts of Mathematical
Analysis, Series of Functions, Functional Analysis and Topology that we will use in

later chapters.

In the second chapter we will see the first example of Weierstrass Monster and we

will study the classic examples of Bolzano and van der Waerden.

In the third chapter we focus on the topological study of Monsters. We show
that they form a set of second category and conclude its residuality in the space of

continuous functions.

Finally, in the fourth chapter, we will see some algebraic structures inside the set
of Monsters such as lineability or algebrability, connecting with some modern results
in this field.

The completion of this work has allowed to introduce us into a line of research
that combines concepts from Functional Analysis, Topology and Linear Algebra. It is
a booming field in recent decades, although its origins date back to the late nineteenth

century.
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The bibliography has been divided into two parts. First we highlight the Main
bibliography, which has collected the references that have been handled with greater
intensity to the performance of work. Furthermore, under the heading Other references
we have included a collection of some of the most important papers in the literature,
both classical and modern, and illustrate the importance that the study of nowhere

continuous functions has purchased.
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Resumen

Desde el siglo XIX las funciones continuas no derivables en ningin punto han
llamado la atencion tanto de los matematicos como del ptiblico en general debido a
su fuerte caracter antiintuitivo. En todo este tiempo, se ha pasado desde la defensa
de su no existencia hasta la demostraciéon de que no solo no son “raras” sino que son
mayoria. A lo largo de la presente memoria nos centraremos en su estudio y llamaremos

“Monstruo de Weierstrass” a toda funciéon continua no derivable en ningtin punto.

Este trabajo se dividira en cuatro capitulos. En el primero de ellos, con el fin de que
la lectura sea autocontenida, realizaremos un breve repaso de las nociones y conceptos
basicos del Analisis Matematico, Series de Funciones, Anélisis Funcional y Topologia

que usaremos en los capitulos posteriores.

En el segundo Capitulo veremos el primer ejemplo de “Monstruo de Weierstrass”
que da nombre a este tipo de funciones. Para finalizar, estudiaremos los ejemplos

clasicos de Bolzano y van der Waerden.

En el Capitulo tercero nos centraremos en el estudio topolégico de los Monstruos.
Demostraremos que conforman un conjunto de segunda categoria y concluiremos la

residualidad del mismo en el espacio de las funciones continuas.

Por dltimo, en el cuarto Capitulo, finalizaremos la memoria buscando algunas
estructuras algebraicas dentro del conjunto de Monstruos, tales como la lineabilidad

o la algebrabilidad, enlazando con algunas resultados modernos en este campo.

La realizacion del presente trabajo nos ha permitido adentrarnos en una linea de
investigacion que conjuga conceptos propios del Anéalisis Funcional, la Topologia o el

Algebra Lineal. Se trata de un campo en auge en las tltimas décadas, aunque sus
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origenes se remonten a finales del siglo XIX.

La bibliografia la hemos dividido en dos partes. En primer lugar destacamos la Bi-
bliografia fundamental, en la que hemos recogido las referencias que se han manejado
con mayor intensidad para la realizacion del trabajo. Por otro lado, bajo el epigrafe de
Otras referencias hemos incluido una colecciéon de algunos de los articulos mas impor-
tantes en la literatura, tanto clésicos como modernos, y que ilustran la importancia

que el estudio de las funciones continuas no derivables en ningtin punto ha adquirido.

VI



Introduccion

Cuando se trabaja con funciones derivables, a menudo se piensa que éstas deben
tener un comportamiento regular, en parte al hecho de que deben ser continuas y en
parte porque en la practica siempre nos hemos encontrado con que esto era asi. Nada

més lejos de la realidad.

El 18 de julio de 1872, el matematico Karl Weierstrass [21] conmocion6 a toda la
comunidad matemaética al presentar, ante la Real Academia de las Ciencias de Berlin,

el primer ejemplo conocido de una funcién continua no derivable en ningin punto de

R.

A pesar de que posteriormente fueron muchos los matemaéticas que siguieron bus-
cando y construyendo ejemplos de funciones con estas caracteristicas, y que incluso
con anterioridad autores como Bolzano conocian de la existencia de las mismas, las
funciones continuas no derivables en ningiin punto han pasado a ser conocidas como

“Monstruos de Weierstrass”.

En el presente Trabajo veremos algunas de estas funciones, y que el conjunto
ND([0,1]) de todas las funciones continuas no derivables en ningtin punto de [0, 1]
es topologicamente grande. En este sentido, los autores Banach [7] y Mazurkiewicz
[15] probaron que N'D([0,1]) es un conjunto residual en el espacio de las funciones
continuas C([0, 1]), convirtiendo asi en algo excepcional el hecho de que una funcion

continua poseyera derivada en algin punto.

A partir de estos resultados se desarrolld una gran atraccion por la bisqueda de
grandes estructuras que cumplieran ciertas propiedades para este tipo de funciones.

A lo largo del Trabajo manejaremos la definicién de lineabilidad acunada por V. I.
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Gurariy [11]. Esta definiciéon se basa en la existencia de un espacio lineal infinito Y
tal que Y € N'D([0, 1]) U {0}.

Aunque Gurariy fue el primero en dar una prueba no constructiva de la Ng-
lineabilidad de N'D([0,1]), la lineabilidad de esta clase de funciones ha sido estu-
diada en profundidad. Los autores V. Fonf, V. Gurariy y V. Kadets [10] probaron en
1999 que el conjunto N'D([0, 1]) era espaciable. Pero podemos afirmar mucho més. L.
Rodriguez-Piazza [17] demostré que el espacio X en [10] puede escogerse isométrica-

mente isomorfo a cualquier espacio de Banach separable.

En este Trabajo haremos una recopilacion de algunos resultados acerca de lo men-
cionado anteriormente. Veremos la demostracion original del propio Weierstrass [21],
haremos un breve recorrido histérico por algunas de las funciones mas importantes y
profundizaremos en el aspecto topoldgico de las mismas. Gracias al Teorema de Baire
seremos capaces de demostrar la residualidad de N'D([0,1]). Pero no nos limitare-
mos a recopilar los resultados existentes, sino que modificaremos alguna demostracion
original y completaremos o mejoraremos otras tantas, con el objetivo de unificar la

notacion utilizada a lo largo del estudio de estos temas.

Comenzaremos viendo en el Capitulo 1 algunas definiciones bésicas y resultados
necesarios relacionados con Series de Funciones, Analisis Funcional o Topologia con
el objetivo de facilitar la comprension de los posteriores capitulos. Daremos diversos
criterios de convergencia uniforme de series de funciones y hablaremos sobre espacios

métricos, de Banach, residualidad y del Teorema de Categoria de Baire.

En el Capitulo 2 empezaremos viendo la demostracion original de Weierstrass, la
cual mejoraremos para hacer méas facil su comprensiéon. Continuaremos con algunos
ejemplos clasicos como la funcion de Bolzano o la funcion de van der Waerden (esta
tltima muy util para demostrar posteriormente la espaciabilidad de N'D([0, 1])), vien-
do al final algunas mejoras a las condiciones del Teorema de Weierstrass (Teorema

2.1) proporcionadas por Hardy [13].

Una vez introducidos los conceptos de residualidad, en el Capitulo 3 usaremos el
Teorema de Categoria de Baire para demostrar, gracias a Banach |7| y Mazurkiewicz

[15], que el conjunto N'D([0,1]) es de segunda categoria, concluyendo ademas que es
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residual en C([0, 1]).

Por tultimo, en el Capitulo 4, estudiaremos el tamano algebraico del conjunto for-
mado por este tipo de funciones, es decir, aquellas estructuras algebraicas que tanto
han fascinado a los mateméticos centrados en este area en las ultimas décadas. Vere-
mos la Ny-lineabilidad de Gurariy y la c¢-lineabilidad. Ademas, no solo conseguiremos
probar la lineabilidad densa, sino que el propio Gurariy junto con V. Fonf y V. Ka-
dets [10] fueron capaces de demostrar la espaciabilidad (e incluso un poco mas alla).
Finalizaremos viendo otro tipo de estructuras algebraicas, como la algebrabilidad, y

algunos resultados importantes.

IX
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Capitulo 1

Preliminares

Con el fin de que el presente trabajo sea autocontenido vamos a ver algunos de
los conceptos bésicos con los que trabajaremos a lo largo del mismo, asi como algunos

resultados que nos seran de gran utilidad a la hora de estudiar ciertas funciones.

1.1. Espacios métricos

La definicién de los espacios métricos y normados, asi como sus propiedades funda-
mentales son conocidas de los cursos basicos de calculo. Vamos a ser breves recordando

algunos conceptos.

Definicion 1.1. Sea X # () un conjunto. Una aplicacion d : X x X — [0,400) se

llama métrica o distancia si y solo si para todo x,y,z € X se verifican:

(i) d(z,y) = d(y, z),

(iii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y).

El par (X,d) se llama entonces espacio métrico.
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Definicion 1.2. Sea K € {R,C} y sea X un espacio lineal (vectorial) sobre K. Una
aplicacion || - || : X — [0, +00) se llama norma sobre X si y solo si se verifican:

(i) ||z|]| =0 <= x =0, siendo 6 el elemento nulo de X,

(i) lloxl| = |af - [lz]| Vo€ K, V2 € X,

(iir) [l +yll < llzl + llyll - vVo,y e X.

El par (X, || - ||) se llama entonces espacio normado (sobre K).

Teorema 1.3. Si (X,| - ||) es un espacio normado, entonces (X,d) es un espacio

métrico con respecto a la métrica

d(l”y) = Hx_yuv VfCaZ/GX-

Todo espacio normado puede ser considerado por lo tanto de forma natural como un
espacio métrico. En lo siguiente, cuando hablemos de espacios normados como espacios
meétricos consideraremos siempre la métrica inducida por la norma. En este sentido,
todas las definiciones y propiedades de espacios métricos inducirdn inmediatamente

los correspondientes equivalentes en espacios normados.

1.2. Convergencia de funciones y series

A lo largo del presente trabajo vamos a estar tratando continuamente con series

infinitas, por lo que nos seran de gran utilidad algunos conceptos sobre convergencia.

Definiciéon 1.4. Sea f, : ACR — R paran = 1,2,... una sucesion de funciones

en A, y sea f: A — R. Diremos que f, converge uniformemente a f en A cuando
Ve >0, 3k = k(e) € N tal que |fo(z) — f(x)]| <e Vn >k y Vx € A.

Teorema 1.5. Sea f, : A — R una sucesion de funciones tales que f, — f unifor-
memente en A. Sea xo € A. Si cada f, es continua en xy, entonces f es continua en

xo. En particular, si cada f,, es continua en A, entonces f es continua en A.
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Definicion 1.6. Dada la sucesion de funciones f, : A C R — R, se dice que la

serie de funciones S = E fn converge uniformemente en A a la funcion f: A — R

n=1
n

cuando la sucesion de las sumas parciales S, = E fr — f converge uniformemente
k=1

en A.

Anélogamente al resultado proporcionado por el Teorema 1.5 se obtiene la conti-

nuidad de S si cada término de la suma f, es continuo.

Teorema 1.7 (Condicién de Cauchy). Sea f, : A C— R una sucesion de fun-

ciones. Son equivalentes:

(a) La serie an = f uniformemente en A para cierta funcion f: A — R.
n=1

m

(b) Para cada € > 0 existe k = k(e) € N tal que fi(x)| <eVoreAVm,neN

j=
con m > n.

Teorema 1.8 (Teorema M de Weierstrass). Sea f, : A C R — R una sucesion

[e.e]

de funciones. Supongamos que existe una serie de términos positivos E a, tal que

n=1

Zan converge y | fo(z)| < a, Yo € A, ¥Yn € N. Entonces la serie an(:v) converge

n:l_ n=1
umformemente en A

1.3. Espacios de Banach clasicos

En esta seccion recordaremos brevemente algunos espacios de Banach clésicos del

Analisis Matematico con los que trabajaremos recurrentemente.

Definimos el espacio de las funciones continuas en el intervalo [a, b] como C([a, b]) :=
{f :|a,b] — R : f es continua en [a,b]}.
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Teorema 1.9. El espacio C([a,b]) dotado de la norma del supremo dada por

[ flloo := sup |f ()]

z€[a,b]

es un espacio de Banach.

Consideremos un intervalo [a, b] C Ry el espacio de las funciones continuas C([a, b))
con la distancia inducida por la norma del supremo. Entonces el conjunto de los

polinomios

P = {p(m) ::Zaixi ; NEN}

es denso en (C([a,b]), ] - |loo)-

1.4. Categoria

Vamos a introducir los conceptos de categoria y residualidad que nos serdn de
gran utilidad a la hora de profundizar en el estudio de la cantidad de “Monstruos”
que existe o podemos encontrar. El Teorema de Baire nos sera de gran ayuda, ya que
estaremos trabajando siempre en espacios métricos. Dado A C X, denotamos por A
a su clausura y por int(A) a su interior. Comenzaremos viendo un par de conceptos

previos.

Definicion 1.10. Sea (X, d) un espacio metrico:

1. Un subconjunto M C X se llama denso en X si M = X.

2. Un subconjunto M C X se llama denso en ninguna parte si int(M) = ().

Definiciéon 1.11. Sea (X,d) un espacio metrico y M C X:

1. M se dice que es de primera categoria si M puede escribirse como la union

numerable de subconjuntos densos en ninguna parte de X.

2. Si M no es de primera categoria se llama entonces de sequnda categoria.
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Definicién 1.12. Decimos que un espacio topologico X es de Baire si todo subconjunto

de X, abierto y no vacio, es de sequnda categoria.

Definiciéon 1.13. Si el espacio topoldgico X es de Baire, decimos que un subconjunto

A C X es residual si su complementario es de primera categoria.

En este aspecto, podemos interpretar que los conjuntos residuales de un espacio

topologico de Baire X son topologicamente grandes.

Teorema 1.14 (Baire). Todo conjunto abierto no vacio de un espacio métrico com-

pleto (X, d) es de sequnda categoria. En particular, X es de Baire.

Demostracion. Sea M # () un conjunto abierto. Por reduccion al absurdo, supongamos
que M no fuera de segunda categoria. Entonces, M serfa de primera categoria, por lo

que existiria una sucesion {M,,} de subconjuntos de X tal que:

M=|JM, y int(M,)=0 VneN
n=1
Dado un elemento o € M, existe ro > 0 tal que B(zg,7) C M, donde B(z,r) denota

a la bola abierta de centro o y radio r y B(x,r) a la bola cerrada.

Debido a que M, es denso en ninguna parte, existe una bola cerrada B(zy,r) C
B(x0,70/2) (por tanto B(xy,7) C M) tal que B(xy,71) N M; = (. De nuevo, debido
a que M, es denso en ninguna parte, existe una bola cerrada B(xy,75) C B(x1,71/2)
con B(xy,75) N My = ). Repitiendo este argumento inductivamente encontramos una

sucesion de puntos {z,} y de radios {r,} (con 0 < r, < 1¢27") satisfaciendo que:

(i) B(zni1,Tns1) C B(wy,m) C M Vn € N.

(ii) nh_}rgo rn, = 0.

(iii) B(zp,m) N M, =0 VneN.

[o.¢]
Por lo tanto, existe un tinico T € ﬂB(xn, rn) C M. Sin embargo, por construccion
n=1

de las bolas B(x,,r,) tenemos que T ¢ M, para todo n € N, luego en particular

T ¢ M, lo cual es una contradiccion. m
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Corolario 1.15. Si M es de primera categoria en un espacio métrico completo (M, d)
entonces X\M es denso en X.

Demostracion. Sea N := X\M, y supongamos que existe a € X\N. Debido a que N
es un conjunto cerrado, tenemos que dist(a, N) > 0. En consecuencia, existe una bola
abierta B(a,¢) tal que B(a,e) N N = (), es decir, B(a,e) C M. Pero por el Teorema
de Baire 1.14, B(a,¢) es de segunda categoria, y por lo tanto también lo seria M, lo

cual es una contradiccion. O]



Capitulo 2

Algunos ejemplos clasicos:

Weierstrass, Bolzano y Van der
Waerden

A principios del siglo XIX, el pensamiento general de la comunidad matematica
era que una funcién continua debia poseer derivada en un conjunto significante de
puntos, en el sentido de que la derivada podia no existir o ser infinita en algunos
puntos aislados del dominio de la funcién, como ocurre por ejemplo con la funciéon

valor absoluto f(x) = |z|.

Esto es debido a que, en general, estaban mas interesados en el calculo explicito
de la derivada de una funciéon que en la hipotética existencia de una funcién continua
que no poseyera derivada en ningin punto, lo cual habia sido posible en la mayoria

de los casos, exceptuando algunos puntos singulares del dominio.

Son estos hechos los que llevaron a la errénea creencia de que toda funcién continua
iba a poseer derivada. Incluso el matematico y fisico francés André-Marie Ampére 6]
trato de consolidar, sin éxito, este pensamiento con una justificacion tedrica en su
articulo de 1806 (sin embargo, no se tiene la certeza de si trataba de probarlo para

toda funcién continua o para algtin subconjunto menor).

Usando la cita que nos proporciona Hermite en una carta dirigida a Stieltjes fechada
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a 20 de mayo de 1893:

“Me alejo con miedo y horror de la lamentable plaga de funciones continuas

que no poseen derivada...”

no es de extranar la reaccién de los matemaéticos del sigo XIX ante la existencia de

este tipo de funciones.

Sin embargo, la respuesta afirmativa a la existencia de funciones continuas no
derivables en ningin punto por parte de K. Weierstrass en 1872 [21] ocasion6 una
reconsideracion del concepto de funcién continua y un incremento del rigor en el
Analisis Matematico, tratando de evitar el engano que podia ocasionar la intuicién

geométrica en estos aspectos.

Tras la publicacion de la funcion de Weierstrass, muchos otros autores han tratado
de construir funciones de similares caracteristicas. Nosotros nos centraremos en la
funcion original de Weierstrass, haremos un breve repaso por la funcién de Bolzano y
finalizaremos viendo el ejemplo construido en el ano 1930 por el matematico B. van
der Waerden [20].

En la actualidad, las funciones continuas no derivables en ningtn punto estan
siendo fundamentales en nuevas areas de investigacion y aplicaciones tales como los

fractales, el caos o las ondas, por ejemplo.

2.1. Monstruos de Weierstrass

El 18 de julio de 1872 el matematico aleman Karl Weierstrass conmocion6 a toda
la comunidad matematica al presentar, durante una conferencia en la Real Academia
de las Ciencias de Berlin, el primer ejemplo de una funciéon continua no derivable en

ningin punto. La funcion en cuestién venia definida por

+oo

W(x) = Z a” cos(brrx),

k=0
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Figura 2.1: Funcién de tipo Weierstrass

siendo ¢ € R con 0 < a < 1 y b un entero impar mayor que 1 verificando que

3
b>1+ —.
a —|—2

Durante su conferencia Weierstrass dijo que:

“Hasta la fecha se ha supuesto en general, que una funcion concreta conti-
nua de variable real siempre posee una primera derivada, cuyo valor podria
ser indeterminado o infinito solo en unos valores aislados. Incluso en los
articulos de Gauss, Cauchy o Dirichlet no se encuentra, por lo que S€,
declaracion alguna de la cual pueda deducirse innegablemente, que estos
matemdticos, los cuales en su conocimiento estaban acostumbrados a rea-
lizar las criticas mds fuertes, fueran de otra opinion. Primero Riemann,
como he podido llegar a saber por algunos de sus pupilos, ha expresado con
sequridad (en el ano 1861 o quizds incluso antes) que toda suposicion es

licita, y que por ejemplo la funcion construida a través de la serie infinita

<X sen(n?z)
>
n=1

no resulta cierta. Lamentablemente la prueba de Riemann de este hecho
no ha sido publicada, y tampoco parece conservarse en sus articulos o por
transimision oral. Es para lamentarlo mds aun, ya que no he podido lle-
gar a saber ni una sola vez con sequridad como Riemann ha sido capaz

de explicar cara a cara a sus pupilos estos hechos con total claridad. Los
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matemdticos que, tras el conocimiento de la hipdtesis de Riemann en mds
circulos, se han ocupado del tema, parecen haber sido de la opinion (al me-
nos en su mayoria) que basta probar la existencia de funciones, las cuales
se puedan representar en un intervalo tan pequeno de los valores de su
argumento, donde no son derivables. Que existen funciones de este tipo
se deja probar de forma extraordinariamente sencilla, y creo por ello, que
Riemann solo tuvo en mente funciones que no poseian un cociente diferen-
cial para ningin valor de su argumento. La prueba para ello, de que la serie
anterior establece una funcion de estas caracteristicas me resulta mientras
tanto bastante complicada; se pueden construir fdcilmente sin embargo fun-
ciones continuas de argumento real x, para las cuales puede demostrarse,
con los medios mds sencillos, que no poseen un cociente diferencial finito

para ningun valor de x. Esto puede ocurrir de la siguiente manera.”

UBER CONTINUIRLICHE FUNCTIONEN EINES REELLEN ARGUMENTS,
DIE FUR KEINEN WERTH DES LETZTEREN EINEN BESTIMMTEN
DIFFERENTIALQUOTIENTEN BESTTZEN.

(Gelesen in der Kinigl. Akademie der Wissenschaften am 18. Juli 1872))

Bis anf die neneste Zeit hat man allgemein angenommen, dass eine ein-
dentige und continuirliche Funetion einer reellen Verimderlichen auch stets
eine erste :\.bl(‘.l‘tlmg‘ habe, deren Werth nur an einzelnen Stellen unbestimmt
oder unendlich gross werden kénne. Selbst in den Schriften von Gauss,
Cauchy, Dirichlet findet sich meines Wissens keine .-{1|»§5|'rung‘ ans der
nnzweifelhaft hervorginge, dass diese Mathematiker, welche in ihrer Wissen-
schaft die strengste Kritik fiberall zu fiben gewohnt waren, anderer Ansicht
gewesen seiem.  Frst Riemann hat, wie ich von L'i'uigt:n seiner Zuhirer
erfuhren, mit Bestimmtheit ausgesprochen (i J. 1861, oder vielleicht auch
schon frither), dass jene Anmahme unzuliissig sei und z I bei der durch die
unendliche Reihe

i E-,'.l:’.u)

n=1i Ll
dargestellten Function sich nicht bewahrheite. Leider ist der Beweis hierfiir
von Riemonn nicht verdffentlicht worden und scheint sich auch nicht in
seinen Papieren oder durch mimdliche Uberlieferung erhalten = haben.
Dieses ist um so mehr zu bedawern, als ich nicht einmal mit Sicherheit habe
erfahren kénnen, wie Riemann seinem Yuhérern gegeniiber sich ansgedriickt
hat. Die Mathematiker, welche sich, nachdem die Riemann'sehe Behauptung
in weiteren Kreisen bekannt geworden war, mit dem Gegenstande beschiftigt
haben, scheinen (wenigstens in ihrer Mehrzahl) der Ansicht gewesen zn sein,

Figura 2.2: Articulo original de K. Weierstrass

10
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Teorema 2.1 (Weierstrass, 1872). La funcion W : R — R dada a través de

“+oo

W(z) = Z a” cos(bFrz)

k=0

3 4 .
donde 0 < a <1, ab>1+ §7T y b es un entero impar mayor que 1, es una funcion

continua no deriwable en ningin punto.

Demostracion. Vamos a comenzar viendo que la funcion W (x) esta bien definida, es
decir, que las sumas parciales de W (z) convergen uniformemente. Para ello, y con el
objetivo de utilizar el Teorema M de Weierstrass (Teorema 1.8) acotamos cada uno

de los términos que aparecen en dicha suma

sup |a” cos(brx)| < |a®| = aF.
z€eR

n

< 400, las sumas parciales E a” cos(b*rx) convergen

— k=0
uniformemente en R. Debido a que el limite uniforme de funciones continuas es una

o0
Como la suma E a" =
—a
k=0

funcion continua, tenemos ademas que W € C(R).

Pasamos a continuacion a la prueba de la no derivabilidad de W (z) en ningin
punto x € R. Demostraremos para ello que dado un punto zy € R arbitrario los

limites de los cocientes incrementales laterales derecho e izquierdo en xy no coinciden.

Dado m € N arbitrario, escojemos «,, € Z de modo que x,,+1 := b"xg — oy, €

11
(—5, 5} , lo cual siempre es posible, ya que basta tomar

O 1=

mel’OJ si {meL’o} < 1/2,
|b"xo] — 1 si{b"xo} > 1/2,

siendo |y, {y} las partes entera y fraccionarias respectivamente de y € R, de modo
que y = |y| + {y}. Definimos los puntos que nos servirdn para estudiar los cocientes

incrementales a derecha e izquierda de x

oy — 1 o,y +1
Ym = > Zm = pm

bm

11
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Observemos que

oy — 1 oy — 1 — 0"z 14+ 2ma
m — — — = = — < O,
Y To b Ty e b
Qpy + 1 O +1—=0"xg 1 —2p1
z Zo bm Zo bm bm

2
Asi, Y < 9 < zp. Por otra parte z,, — y,, = b — 0 porque b > 1. Luego, se
tiene que Y, — Ty Y Zm — Tg -
Comenzaremos estudiando el cociente diferencial lateral izquierdo asociado al pun-

t0 Y,

W (ym) — W (zo) f o cos(bFy,,) — cos(bFmzg)

Ym — Zo oD Ym — Lo
m—1
cos(bFmy,,) — cos(bFma
_ <(ab)k ( g ) ( 0>> +
+oo
cos(b"ory,,) — cos(b"rrx
+Z<am+k ( Ym) ( 0)) — S, + 5.
k= Ym — Lo
Con el objetivo de acotar cada una de las sumas por separado empezaremos por Sj.
sen x
Debido a que ‘ ) < 1 y haciendo uso de la férmula trigonométrica de la conversion
x

de la suma de cosenos en producto de senos

cos(A) — cos(B) = —2sen (A ; B) o (A_TB)

podemos acotar

m—1 , Cos(VFmy,, ) — cos(brmag)\ |
151 (W’) b (4 — 20) ) ' )

k=0

=

m— L sen <bkﬂw)
= (ab)*(—) sen (bkﬂym 0) <

' — &
k=0 2 bkwu

m—1

ab)™ — 1 - m(ab)™

(
W(ab)k:W ab—1 — ab—1"

IN

(2.1)

12
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Por otro lado, para tratar de acotar Sy intentaremos reescribir adecuadamente los

términos que intervienen en dicha suma

m — 1
cos(b"*ry,) = cos (bm+kﬂab—m> = cos(V'm(a, — 1)) =

= cos(bFmayy,) cos(—bFr) — sen (b ray, ) sen(—b*r)

Pero b € N es impar, luego cos(—b*m) = —1 y sen(—b"m) = 0, luego

cos(0" Fry,) = —cos(bray,) = — <(—1)bk>am = —(—=1)*. (2.2)

Anélogamente, usando la férmula trigonométrica del coseno de una suma y que

Qm,b € Z se tiene

cos(b™Frzy) = cos (bm’“kw%) = cos(V"m(Q + Tpy1)) =
= cos(bFmany,) cos(VTxmp1) — sen(bFmay,, ) sen(bFma,, ) =
- ((-1)“)“’” cos(0 1) = (—1)°™ cos(Bmzmar). (2.3)

Por (2.2) y (2.3) tenemos que

+oo
bm-l—k ) — bm+k
S, — Z (am%cos( TYm) — cos( on))

—x
k=0 Ym = Lo

= fawwrk_(—l)am — (=1 cos(V* i) =

N 1+ Tm+1
bm
_ o i . 1+ cos(b¥ 7ra:m+1) (2.4)
1+ Tm41

Debido a que cada término que aparece dentro de la suma es no negativo y que

1
Tm+1 € < 3 2} podemos encontrar la siguiente cota inferior

—+00

Z w1+ cos(bFma,, 1) S 1+ cos(mZyi1) - 1 2
I+ Tpmg I U o T '

13
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Asi
W(ym> B W(l’o) _ Sl + SQ —
Ym — To
_ Qm m Sl (e SQ 2 B
= (=) (ab) (=1)*m7(ab)™ ab — 1 T3 3

L S(=1) ()"

T 2
= v (s g )

: S
donde por (2.1) se tiene & := T r(ab)™ € [—1,1] y por (2.4) tenemos que
g ab—1
=5 2 > 1.
(= 1) (ab)"
Analogamente, estudiamos el cociente diferencial lateral derecho asociado a z,,.
Wi(zm) —Wi(xo) <= akcos(bkﬂzm) — cos(bFmmy)
Zm — Xg B =0 Zm — X0 B
_ s (ab)kcos(bkﬂzm) — cos(bFmrag) N
bk (2 — x0)

k=

_|_

0
+oo m m
Z (am+kcos(b e 2m) — cos(b +’“7Tx0)) T 4T

Zm — L
k=0 m 0

Del mismo modo al realizado para la suma S; llegamos a la acotacion

Z_ ((ab)kcos(b TZp) — cos(b on)>| < W(ab)m. (2.5)

T, =
Tl b* (2 — o)

La diferencia a la hora de estudiar los sumandos de T, como hicimos con S5 es que

ahora tenemos que

1
cos(b" ™ rz,) = cos( (berkW%) = cos(b*m(ay, + 1)) =

= cos(bmayy,) cos(b¥r) — sen(b*mar,, ) sen(bFm) =

= —cos(b'may,) = — ((—1)bk>am = —(—1)*. (2.6)

14
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Esto nos proporciona en este caso la reescritura de la suma dada por 75 del siguiente

modo

T +ZOO s COS(D™ T Fz,) — cos(b™ )
= a
2 k=0 Zm = 20

_ §Gm+k_<_1)am B (_1)am COS(bkﬂxm+1) _

- Tm41
pm
_ Jom i 1+ cos(VFma,y1) 2.7
- Tm41 ’

siendo posible la obtencion de la siguiente cota inferior

Z o1+ cos(V* 1) S 1+ cos(mxma1) S 1 2
I = Zmt1 I e <_1) )
2

Razonando de forma analoga al caso del cociente diferencial izquierdo asociado a
Ym, tenemos ahora para z,, que
W (zm) — W(zo)

Zm — o

= T+ Ty =

T1 m + T2
—(=1)*m7(ab)™ ab — 1 —;(—1)“’"(ab)m

= —(=)*(ab)" =

ab—1
s 2
= —(=1)*(ab)™ =
@) (o™ g )
dond (2.5) se ti = I e [-1,1] (2.7) t
onde por (2.5) se tiene c5 := 1 (ab) .1 vy por (2. enemos que
7 ab—1
= 2 > 1.

— (1) (ab)”

.. 3
Recordemos que las condiciones de nuestro teorema establecian que ab > 1+ 57?,

lo cual es equivalente a decir que
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Esto implica que los limites de los cocientes laterales tienen signo contrario, lo cual
junto con que (ab)™ Y30 debido a que ab > 1, concluimos que la funcién W no
posee derivada en xy. Debido a que el punto zy habia sido arbitrariamente escogido

en R, se sigue que la funcion W (x) no es derivable en ningin punto de R. m

Observaciéon 2.2. A la hora de acotar las sumas Sy y T, podemos tomar n = n; = 1

en la desigualdad, ya que los puntos ¥,,, 2, no aparecen en las expresiones.

Definicién 2.3. Las funciones que verifican las condiciones del Teorema 2.1, es de-
cir, aquellas que son continuas y no derivables en ningin punto de R, se conocen

actualmente como “Monstruos” de Weierstrass.

La funcion de Weierstrass fue publicada en el ano 1875 por Paul du Bois-Reymond
[9], tras una serie de correcciones por parte de Weierstrass, convirtiéndose asi en el
primer ejemplo publicado de una funcién continua no derivable en ningiin punto. Sin
embargo, ni las construcciones de Weierstrass ni de Riemann fueron las primeras en
esta direccion. Ya en el ano 1830 el matematico checo B. Bolzano conocia este tipo
de funciones, aunque sus resultados no fueron publicados hasta 1922. En torno a 1860
el suizo Charles Cellérier descubrié independientemente otro ejemplo, el cual no fue

publicado hasta 1890. Incluso en 1870 H. Hankel proporciona otro ejemplo més.

En un articulo de G.H. Hardy en 1916 [13] el autor cita algunas de las ultimas

mejoras a las condiciones del Teorema 2.1 como la dada por Bromwich:
3
ab>1+ §7r(1 —a),

la cual junto a la del propio Weierstrass restringen la existencia de un cociente di-
ferencial finito o infinito. Para la no existencia de un cociente diferencial finito solo

comenta las proporcionadas por:

(1) Dini: ab > 1y ab* > 1+ 372
(2) Lerch: ab>1y ab* > 1+ 7%

3
(3) Browmich: ab > 1y ab®* > 1+ Z7T2(1 —a).

16
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Todas estas restricciones hacen referencia al caso en que b es un entero mayor
que 1. Sin embargo, segin Hardy comenta en su articulo, Dini nos asegura que si

reemplazamos las condiciones (1) o (2) respectivamente por

1—a
1) ab>1 2> 1+ 15m2——
('Y ab>1ya + W5—21a’
3 1—a
2) ab>1+ =
() ab>1+ om0,

podemos eliminar la restriccion b € Z.

El propio Hardy da una demostraciéon alternativa de la no derivabilidad en ningtn
punto de la funciéon de Weierstrass cuando b es un entero usando series de Fourier y la
Formula de Poisson, la cual es capaz de reemplazar mas adelante escogiendo funciones

adecuadas para probar la no derivabilidad en el caso de que b no sea un entero.

En anos posteriores han sido numerosos los autores que han construido ejemplos de

funciones continuas no derivables en ningtin punto con alguna otra propiedad adicional.

2.2. La funcién de Bolzano

Quizas el primer ejemplo de una funcion continua no derivable en ningin punto
sea debido al matemaético checho Bernard Bolzano. Aunque fue descubierto en el ano
1830, no pudo ser publicado hasta que en 1922 (debido a una larga lista de infortunios,
incluyendo la Primera Guerra Mundial) otro matematico checo, Martin Jasek, hallo

el manuscrito que contenia el ejemplo de Bolzano.

A diferencia de la funcion de Weierstrass o de la mayoria de funciones no derivables
en ningin punto, la funcién de Bolzano se basa en una construccién geométrica en
lugar de una aproximacion mediante una serie infinita. La funcion B de Bolzano esté
construida como el limite de una sucesion {By}ren de funciones continuas lineales a

trozos.

La idea de la construccion se basa en la eleccion del dominio de B;, que sera

también el dominio de B, asi como la eleccion del rango de By y la construccion del

17
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rango de By, a partir del de By. Comencemos denotando [a,b] y [A, B] al dominio y
rango de B respectivamente. Vamos a definir entonces la funciéon B, como la siguiente

funcién continua y lineal

Bi(z) .= A+ fz:aA(:U—a).

A continuacion, para definir la funciéon By dividimos el intervalo [a, b] en cuatro subin-

tervalos
) [ 3
0 1= [aa+ 50-a).

(ii) I, — :a—i—g(b—a),%(cﬂ—b)],

1 7
(i) I3 = _§(a+b),a+§(b—a)},

. [ 7
(iv) Iy = _a—i-g(b—a),b],

y escogemos By como la funcion lineal a trozos definida en cada intervalo que interpola

los extremos con los siguientes valores en los nodos

(i) Ba(a):= A,

(ii) B, (a + gw - a)) — A+ g(B ),

(ili) B, G(a + b)) — A+ %(B A,
(iv) Bs (a + £<b - a)) =B+ é(B —A),
(V) Bg(b) = B.

Observemos que long(l;) = long(I3) = 3/8(b — a) y long(I) = long(ly) = 1/8(b — a).
Ahora, cada una de las funciones By se definiria siguiendo el mismo proceso en cada
subintervalo, con los correspondientes valores para a,b, A, B y la funcién de Bolzano

serfa B(z) := klim By(z).
—00

18
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Teorema 2.4. La funcion de Bolzano B construida anteriormente es continua y de-

rivable en ninin punto del intervalo [a,b] C R.

La demostracion original de Bolzano consiste en ver que el conjunto de puntos
donde la funcion B no es derivable es denso en el intervalo [a, b] donde esté definida la
funcién. Podemos encontrar la historia completa de las circunstancias que rodearon al

hallazgo de la funcion de Bolzano junto con su prueba en el articulo de Hyksova [14].

2.3. La funcién de van der Waerden

El matematico holandés Bartel Leendert van der Waerden [20] publicé en 1930
un articulo donde construia una funcién continua no derivable en ningtin punto muy
similar al ejemplo dado por Takagi [19] en 1903, aunque de forma independiente. Van
der Waerden tenia intenciéon de presentar un ejemplo més simple de funcién continua

no derivable en ningiin punto que el proporcionado Weierstrass.

La definicion de la funcion de van der Waerden se expresa mediante la siguiente

serie infinita

+oo +oo
L. I
V(z) = E 1—0kdlst(10kx,Z) = E 1_()167112fz|10kw —m].
k=0 k=0

Antes de comenzar con la prueba de que la funcion construida por van der Waerden

es no derivable en ningin punto necesitamos ver un lema que nos sera de gran utilidad.

Lema 2.5. Sean a,b,x € R y {a,},{b,} C R tales que a < a, < x < b, < by
an — b, = x. 81 f:[a,b] — R es una funcion continua y existe f'(x) entonces se

verifica que

f(bn) — flan)

lim = f(x).
Demostracion. Por hipotesis tenemos que
b, — bn—an_1 T — ap, b, — an,
b, —a,| ~ b, —a, Y b, —an| ~ b, —a,

19
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Podemos estudiar entonces la diferencia

f(bn) — flan) bn — (f(bn) — /(@)

-1 -

-1@) +

by, — an by, — an b, —x
i (M) -
< [ s [T e
En consecuencia tenemos que efectivamente
tip = = ro)
[

Teorema 2.6. La funcion V(x) de van der Waerden es continua y no derivable en

ningun punto de R.

Demostracion. Comencemos viendo la continuidad de la funcion V(x). Comencemos

definiendo ¢(x) := 1’n2|x — m|. Sabemos que la funcién ¢(x) = inf%|x — m| es una
me me
1
funcién acotada en R con sup 1nf |z — m|‘ =5 Por lo tanto, obtenemos que
zeR
o (105 —ml| < 7
sup |—- 1n r—m
I 10% m =9 108

y como la serie con este término general es convergente, el Teorema M de Weierstrass
nos asegura la convergencia uniforme de la serie, de donde obtenemos en particular la

continuidad de la funcion V(z).

La prueba para la no diferenciabilidad en ningin punto se basa en el argumento
proporcionado por Billingsley. Por reduccion al absurdo, dado x € R arbitrario supon-
gamos que existe V'(x). Con idea de usar el lema anterior, si tuviésemos dos sucesiones

Uy, Uy CON U, < v, tales que u, <z < v,y v, —u, — 0, se cumpliria entonces que

V(Un) - V(”ﬂ)

Un — Up

— V'(x).

20
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Nuestra intencion es construir dos sucesiones que contradigan este hecho. Para ello,

reescribimos la funcién de van der Waerden como sigue

o0 o0

Vi) = ; %mgéfz 10%2 — m| = kz 1(1)k (10%2).

Sea Dy := {j10™™ : jn € Z} el conjunto de los nimeros racionales 10-aditivos,
es decir, aquellos nfimeros racionales cuyo denominador es una potencia de 10. Si
tomamos u € Dy de modo que el orden de u sea n, es decir, u = 1‘% con j € Z,
entonces para cada entero k > n se verifica que 10*u € Z. Como ¢(p) = 0 para cada

p € Z, se deduce que

im(m%).

Sean un,v, € Djy numeros sucesivos de orden n (es decir, existe i € Z tal que
u, = (i —1)/10", v, = i/10™) para los cuales se tiene u,, < z < v,. Entonces v,, —u, =

107" — (1 — 1)107" = 107" — 0, y ademas

n—1

V(vn) — Z 1 ¢(10%v,) — ¢(10%u,)

Up — 10% Uy, — U,

=0

Claramente la funcion ¢(z) es lineal para cada x € [10%u,, 10¥v,] ya que el intervalo

—1
[10%u,,, 10%v,] = {ZT’ %Ol} donde | = n — k € N. En consecuencia, para 0 < k <n
tenemos que
1 ¢(10%v,) — ¢(10%u,)  +107" L
10k Uy, — Uy, T

lo cual nos proporciona

V(v,) —
p— Zil

Observemos que cuando n — oo la serie definida a la derecha no converge, lo
cual contradice la suposicion de que V'(z) existe. Ya que el punto x € R habia sido
escogido arbitrariamente, podemos concluir que la funcion V(x) es no derivable en

ningtn punto. [l
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Capitulo 3
Tamano Topologico

En el Capitulo anterior hemos visto la existencia de varios “Monstruos de Weiers-
(0.)

trass”. En concreto hemos visto que la funcion W(z) = Y a* cos(b*72) es una funcion

k=0
continua en todo R pero no es derivable en ningtin punto cuando 0 < a < 1y b es

. . 3 .
un entero impar mayor que 1 cumpliendo ab > 1 + 57?, y que de hecho no es el tnico

ejemplo de funcién con estas caracteristicas.

En este Capitulo nos preguntamos si estos ejemplos son casos excepcionales o, si
por el contrario, existe una gran cantidad de “Monstruos”. Para ello nos basaremos
en algunas propiedades topodlogicas genéricas y en el concepto de residualidad, donde
gracias al Teorema de Categoria de Baire y debido a que el espacio de las funciones
continuas C([a,b]) es un espacio de Banach, podremos ver que no solo existen muchi-
simos “Monstruos” sino que de hecho dicha cantidad es topologicamente grande, en el

sentido de la residualidad.

Comenzaremos introduciendo algunas definiciones con las cuales trabajaremos a

lo largo del Capitulo.

Definicion 3.1. Denotamos N'D([a,b]), para a < b, al conjunto de todas las funciones

continuas f : [a,b] — R no derivables en ningin punto.

Recordemos que el espacio de las funciones continuas C([a, b]) junto con la norma
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del supremo dada por ||f||s := sup |f(z)| conforma un espacio de Banach. Obser-
z€la,b]

vemos que, aunque claramente el conjunto N'D([a,b]) C C([a,b]) y esta contencion es
estricta, no es un espacio vectorial en si mismo (es claro que W € N'D([a,b]), pero
0=W(x) = W(z) € C([a, b)) \N'D([a, 1])).

Ya en el ano 1931 autores como Banach [7] y Mazurkiewicz |15]| dieron algunos
resultados topologicos acerca del tamano de N'D([0, 1]), en respuesta a las cuestiones
que planteaba el matematico polaco Hugo Steinhaus [18] en su articulo de 1929. Ambos
autores se basaron fuertemente en el Teorema de Categoria de Baire, aunque nosotros
aqui vamos a reproducir y completar la demostracion dada por John C. Oxtoby [16].

Necesitaremos para ello de algunos resultados previos.

Definicion 3.2. Denotamos P([a,b]) al conjunto de todas las poligonales, es decir,
al conjunto de funciones continuas y lineales en un nimero finito de trozos definidas

sobre el intervalo |a,b] con a < b.

Lema 3.3. El conjunto P([a,b]) es denso en C([a,]).

Demostracion. Es evidente que P([a,b]) C C([a,b]). Para ver la densidad basta probar
que dado cualquier e > 0y g € C([a, b]) existe h € P([a,b]) tal que ||g — h|| < e.

Fijemos g € C([a,b]) y € > 0. Por ser g uniformemente continua en [a,b] existe

d > 0 de modo que para zy € [a,b] dado y todo x € [a,b] con |z — xp| < J se tiene

l9(x) = glao)| < 7.

Sea una particion P := {a =ty < t; < ... <t, = b} de modo que

Z-:é?,éif,l [tiv1 — ;] <0,

y sea h(zx) la funcion definida por

h(z) = g(t:) ;—— + g(tin1) . Vo€ [t tia],Vi=0,1,..,n— 1.
tiv1 — t; tiv1 — i
Claramente h es lineal a trozos y es continua para cualquier ¢ € (t;,t;11) con
1=0,1,...,n—1. Para ver la continuidad en cada nodo ¢; con i =1,...,n — 1, basta

tener en cuenta que h(t]) = h(t;) = h(t;) = g(t;). Luego, efectivamente h € P([a, b]).
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Ahora, recordando la eleccién de nuestra particion, tenemos que

1
9(x) — ha(z)] = |g9(x) — m(tmg(h) — tig(ti1) + z(g(tiv1) — g(ti)))’ =
. tiyig(ti) —tig(tiva) mg(tiﬂ) —g(t) _
liv1 — lit1 —
liv1i —
= |g9(x) — g(tiv1) — ﬁ(g(tz) —g(ti+1))] <
i1 — L
tivi — € € €
< — glt; S g(tin) —g(t)| < -+ 10— ==
< lg(e) = gt + | oltn) — gl < T 41 =
En consecuencia hemos obtenido que
lg=hall < _max | sup g(@) = ha(e)] | <5 <.
1=0,...,n—1 TE[ts tig1) 2
lo que concluye la demostracion. O]

Teorema 3.4 (Banach-Mazurkiewicz). El conjunto N'D([a,b]) es de sequnda ca-
tegoria en C([a, b]).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que [a,b] = [0, 1]. Sea
BM_, el conjunto de las funciones continuas que poseen derivada lateral derecha en

algin punto, es decir
BM, :={f €C([0,1]) : Jzo €[0,1) tal que If'(z7) € R}.
Analogamente podemos definir BM_ como el conjunto de las funciones continuas

que poseen derivada lateral izquierda en algiin punto, y consideremos el conjunto
BM := BM, U BM_. Para cada n € N definimos ahora los conjuntos

E, = {fEC([O,lD c do e {0,1—%] tal que

Vh € (0,1 —z) se tiene |f(x + h) — f(x)| < nh}.

Es claro que si una funcion f € C([0,1]) es derivable en algtin punto zy € [0,1),
entonces existe su derivada lateral por la derecha, es decir

m f(xo+h) — f(xo)

h—0t h

— [} e R,
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1
Sea N € N tal que |f'(xd)|+1 < Ny zo € [O, 1- N] Entonces, tomando e = N

existe 0 > 0 con 6 < 1 — xqg tal que

(o +h) = f(zo)l < |f(xg)| +1 < Nh,  Vh€(0,0). (3.1)

es continua en [J, 1 — x|, luego

h) —
Por otra parte, la funcion g(h) = flzo + })Z f (o)
existe M € N tal que |g(h)| < Mh para todo h € [§,1 — x). Por tanto

|f(zo+ h) — f(xo)] < Mh, Vh € [0,1 — zo. (3.2)

1 1 1
Sea Ny = méax{N, M}. Entonces 1 — N <1- N y g € {O, 1— FJ Ademas,

por (3.1) y (3.2) tenemos que

|f(zo+h) — f(wo)] < Noh, Vh € (0,1 — o).

Asi, f € Ey,. Analogamente podemos probar que si existe la derivada lateral por
la izquierda de f para algin xy, € (0, 1] entonces existe N; € N tal que f € Ey,.
Luego, N'D([0,1]) € BM C | JE...

neN
Para concluir la demostracion del teorema basta probar ahora que los conjuntos E,,

son densos en ninguna parte. Para ello veremos que son cerrados y de interior vacio.
e Los conjuntos F,, son cerrados para todo n € N.

Dada f € E,, sabemos que existe una sucesién fi € E, con || fi — f|| — 0 cuando

1

k — oo. Debido a que f, € E,, por definicién existe x; € [0, 1-— —] tal que
n
|fi(zr +h) = fe(@)] <nh,  Vhe(0,1—uxy).

La sucesion {zy}ren estd claramente acotada por 1, luego por el Teorema de

Bolzano-Weierstrass podemos extraer una subsucesion {zy, };en convergente a un cier-
1 : .

to elemento x € {O, 1 — —|. Sea {f e~ la correspondiente subsucesion de { fi }ren.
n

Por construccién tenemos que

|fkl(l’kl+h)—fkl($kl)|th, 0<h<1—$kl,l€N.
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Sea h € (0,1 — z). Como xy, — =, existe Iy € N tal que VI > Iy, h € (0,1 — zy,).
Asi

|f(x+h) = f@)] = |f(z+h)+ fzr +h)— flzg +h)+ fi,(xg +h) —
— fi (2, + ) + fro,(xr,) = fo(2r,) + f2r,) — f(2g,) — f(x)| <

< [flx+h) = flag + )|+ [f (g, +h) = fr(2e, +h)| +
+|sz(xkz + h) - sz<xkz)| + |sz(xkz> - f(xkl)| + |f(xkz) - f(ZL’)‘ <
< [fl@+h) = flag + )+ 1 = full +

+nh 4| fro — fIl + | f(zr) — f(2)].

Por la continuidad de la funciéon f en los puntos x v x + h y la convergencia

uniforme de fj, cuando | — oo obtenemos la desigualdad
|f(x+h)— f(x)]<nh, 0<h<l-ux,

lo que indica que f € E,, y concluye la prueba de que los conjuntos £, son efectiva-

mente cerrados para todo n € N.
e Los conjuntos FE, son densos en ninguna parte.

Consideremos el conjunto P([0,1]), el cual es denso en C([0, 1]) por el Lema 3.3.
Para probar que F,, es denso en ninguna parte basta ver que para cada g € P([0,1])
y cada € > 0 existe una funcion h € C([0,1])\ E, tal que ||g — h|| < ¢, ya que entonces

B(g,¢) ¢ E, para cualquier n y cualquier g € P([0, 1]), por lo que int(E,,) = int(E,) =
0.

Dado € > 0 sea M la pendiente maxima de cualquier trozo de la funcién g (es
decir, consideramos la pendiente de la recta que une los puntos extremos de cualquier

trozo de g). Sea m € N de modo que me > n+ M, y recordemos que
= (nf |z — k| = di 7).
8(x) = fuf |z — k| = dist(z, 2)
La demostracion se basa ahora en escoger la funcion h(x) := g(x)+ep(mz), la cual

claramente es continua en [0, 1] por ser suma de funciones continuas. Entonces, para

cualquier punto x € [0,1) nuestra funcién h(x) posee una derivada lateral derecha
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() de modo que se cumple que

|1 (z7)] = 1g'(a™) + em@(ma™)| = em|d (ma™)| — |g'(«™)| = em — M > n.

Por tanto, nuestra funcion h verifica que h € C([0,1]) pero h ¢ E,. Por tltimo,
h € B(e,g) porque

£
lg=h|l = sup |g(z)=h(z)] = sup |g(z)=(g(x)—ed(mz))| = ¢ sup |p(mz)| =7 <e.
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

Concluimos asi que los conjuntos £, son densos en ningtin punto en C(]0, 1]).

Corolario 3.5. El conjunto N'D([0,1]) es residual en C(]0,1]).

Los matematicos Banach y Mazurkiewicz no probaron realmente lo mismo en sus
articulos, aunque sus resultados coinciden cuando se formulan como en el Teorema
3.4. Mientras que Mazurkiewicz demostré que el conjunto de las funciones continuas
que poseen una derivada lateral finita en algin punto es de primera categoria, Banach
probo6 que el conjunto de las funciones continuas con derivada de Dini acotada en algtin
punto es de primera categoria, lo cual hace que realmente el Teorema de Banach sea

mas potente que el desarrollado por Mazurkiewicz.
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Capitulo 4
Tamano Algebraico

En el Capitulo anterior hemos visto que, en contra de lo que cabria esperar, la
cantidad de “Monstruos” es bastante grande en sentido topologico. Es mas, Banach y
Mazurkiewicz consiguieron demostrar que es algo excepcional que una funciéon continua

tenga derivada al ver que el espacio N'D([a, b]) era residual.

Desde siempre, los grandes mateméticos de todas las épocas se han sentido atraidos
y fascinandos por la existencia de grandes estructuras algebréicas que verifican ciertas
propiedades que contradicen la intuicién matemética. Podriamos destacar las curvas
de Peano, los Monstruos de Weierstrass y algunas de las mas novedosas y recientes

como las funciones derivables no mondtonas en ninguna parte.

Una de las herramientas més tutiles y que han sabido explotar matematicos como
Banach 6 Mazurkiewicz es el Teorema de Categoria de Baire (el cual ya hemos emplea-
do anteriormente), debido a que cuando trabajamos en un espacio métrico completo
E, nos garantiza que el complemento de un conjunto de primera categoria es den-
so en casi todo F, y usualmente dichos complementos son los conjuntos de extranas

caracteristicas que tanto nos atraen.

Sin embargo, esto puede no sernos suficiente si a la hora de ver la densidad de
los conjuntos o algunas otras propiedades se nos vuelve muy complicado. Es por ello
que en las ultimas décadas cada vez mas matematicos se han sentido sumamente

atraidos por la busqueda de estas grandes estructuras algebraicas de nuestros objetos
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especiales.

4.1. Lineabilidad

Por fijar conceptos y notacion a lo largo del presente capitulo, trabajaremos con

la definicion acunada por el matematico ruso Vladimir I. Gurariy [11]:

Definicién 4.1. Dado un espacio vectorial topologico X, decimos que un subconjunto
M C X es lineable (respectivamente espaciable) en X si existe un espacio lineal infinito

dimensional (respectivamente un espacio lineal cerrado infinito dimensional) Y tal que
Y ¢ M U{0}.

Observemos que debemos anadir el elemento neutro o nulo 0 para poder garantizar

la existencia de dicho espacio vectorial.

Uno de los primeros resultados en este campo y de los que més nos interesan a
nosotros en este trabajo es el proporcionado por el propio Gurariy [12]|, quien fue
el primero en dar una prueba no constructiva de la lineabilidad del conjunto de las

funciones continuas no derivables en ningin punto.

Teorema 4.2 (Gurariy, 1966). El espacio N'D([0,1]) es lineable.

En cierto modo estamos viendo que aquello que en un principio podria ser algo
excepcional como nos mostré K. Weierstrass con su ejemplo, no solo es lo normal como
probaron Banach y Mazurkiewicz por separado, sino que ademaés tiene una muy buena

estructura algebraica en este sentido.

4.1.1. c¢-Lineabilidad

Con el fin de mejorar el resultado proporcionado por Gurariy necesitamos una

definicion mas formal y completa de los conceptos con los que vamos a trabajar.

Definicién 4.3. Sea X un espacio vectorial topologico, M un subconjunto de X y p un

cardinal (finito o infinito). Decimos que M es p-lineable (respectivamente u-espaciable)
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si MU{0} contiene un espacio vectorial (respectivamente un espacio vectorial cerrado)
Y de dimension u. Es usual referirnos al conjunto M simplemente como lineable (res-
pectivamente espaciable) en los casos en que la dimension del espacio Y sea infinita.
Cuando el espacio lineal Y anterior pueda escogerse denso en X decimos que M es

p-denso-lineable en X.

Con esta definicion Gurariy demostro realmente la Ro-lineabilidad de N'D(]0, 1])
(donde Ny es la cardinalidad del conjunto de los naturales N). Nuestro objetivo en lo
que resta de capitulo es estudiar en profundidad la demostracién constructiva de la
c-lineabilidad (donde ¢ es la cardinalidad del continuo R) de N'D(R) de P. Jiménez-
Rodriguez, G.A. Munoz-Fernandez y J.B. Seoane-Sepulveda [4], quienes fueron los

primeros en proporcionarla.

Teorema 4.4. El conjunto ND(R) es c-lineable.

4 . 7 .
Demostracion. Vamos a definir para 9 < a < 1 las funciones W, : R — R a través

de
“+o00

Wa(x) == Z a* cos(9Frx).
k=0
Observemos que, en particular, si tomamos b = 9, tenemos que 0 < a < 1,b > 1
. 3T ..
es un entero impar y ab=9a > 7> 1+ > por lo que estamos en las condiciones del
Teorema de Weiestrass (Teorema 2.1) y las funciones W, son continuas y no derivables

en ningin punto.

La demostracion del teorema se basara en probar que dichas W, conformaran la ba-
se de nuestro espacio vectorial buscado. Para ello, en primer lugar veamos que cualquier
conjunto finito de funciones W, es linealmente independiente. Sean asi aq, ao, ..., q;

tales que§<a1 <ag <...<a <1 Sean A\, Ao, ..., N € R tales que

!
g(x) = Z AiWe, (z) = 0.
i=1
Vamos a probar que \; = 0, 0 < ¢ < [. Para ello veamos por induccion sobre n € N
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que

lo cual nos proporcionara el resultado deseado, debido a que si tomamos el sistema
formado por las [ primeras ecuaciones, la matriz de coeficientes de dicho sistema es una
matriz de tipo Vandermonde, luego tiene determinante no nulo, y la tinica soluciéon es
A; = 0 para 0 < i < [. Sin embargo, para ver esto necesitaremos probar también por

induccion sobre n € N que
n+1

l
a; N
;/\il—ai = 0.

Comenzaremos estudiando el caso inicial n = 0. Consideremos entonces para — <

a<l1

w (L) <~ & (9 \ ™ NSk gh—1gk_y _
(9 - Eren(2)-l) Eremrsn-

k=0 k=1 ™
T = T a
COS(3> ;a COS(?,) 1—q

Deducimos por lo tanto que

1(3) =2 (s (3) - 125~ () (Z AZ.) ST o)

i=1

1
De forma analoga obtendriamos ahora para r = 9 que

g (%) = z:l;A (Cos (g) - fa) = cos (g) (Z:l; Ai> - Z;Ail fa —0. (4.2)

Luego, restando ambas ecuaciones (4.1) y (4.2) llegamos a que
l T 7r
Z A <cos (—) — CoS (—)) =0,
— 9 3
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l

por lo que obtenemos efectivamente que Z A; = 0. Sustituyendo en la primera ecua-

1=1
l

cion (4.1) (por ejemplo) llegamos también a que Z i 1 ¢

i=1 g

=0, tal y como queria-

mos.
!
. . . . n
Veamos a continuaciéon el paso inductivo. Supongamos pues que E Na; =0y

=1
Z i

para m + 1, es decir, que Z)\ amH =0y que Z)\
=1 i
lo anterior nos centramos en el calculo de la 51gu1ente expresion

n+1

=0 para 0 < n < m. Nuestro objetivo ahora es probar que se cumple

m+2
= 0. De forma similar a

A/~
—
~—

I
=NA +
r S 8

9k r
k _
gm+2 a; cos (9m+2 -
m “+o00
= ak COS 9k7r + g ak-l—m—l—l CcoS 9k+m—+17r —
- ? 9m+2 i 9m+2 -
k=0 k=1 N J
—1
m+1 400 m+1 2
Z k 9*m 2: k+m+1 Z k 9Fm azm+
= a; Cos — a,; = a; Cos — .
gm+2 ! gm+2 1—a;
=0 k=1 k=0 !

!
Usando ahora la hipotesis Z Aia; =0 para 0 < n < m podemos escribir
i=1

1 l m+1 CL?H_Q
g(W) = Z)‘Waz <9m+2> Z Za cos(9 +2>—1_ai —

=1

- mfcos<9 +2) (Zm ) —~
- () e

=1

(4.3)

n-i—l

l
. . a
Junto con la hipoétesis E A 1 L
i=1

=0 para 0 < n < m podemos reescribir la expre-
i
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sion (4.3) del siguiente modo

0 Ccos ( ) Z ia
m+2 m+1
= cos( )Z/\amH Z/\ -

l m+1

l
_ ™ Cmil Ny G (@1
— cos(g)Z)\zai ;)\Z o =

lo cual equivale a
!
Z )\ia;-"ﬂ =0.
i=1

Por tltimo, volviendo a la ecuacion (4.3) y sustituyendo lo obtenido llegamos a
! m+2
. a,; .
que efectivamente Z /\Z-1 = 0, concluyendo de este modo la prueba de la inde-
. — a;
=1
pendencia lineal de las funciones W,,,.

Debemos ver ahora que efectivamente las funciones g(z ZA W,, son Monstruos

de Weierstrass, es decir, funciones continuas no derivables en nlngun punto. La conti-

nuidad es trivial, por lo que inicamente hay que estudiar la no derivabilidad en ningiin
. 7

punto. Para ello, asumamos \; # 0, para 1 <1 <[y sea 9 <@y <a<...<a <l

Por reducciéon al absurdo, supongamos que existe un punto zo € R en el cual g fuera

derivable.

Al igual que en la demostraciéon del Teorema 2.1 obtenemos 5§7m, ehm € [-1,1]y

nt > 1 para cada 1 <1i <[ tales que

Wa,(Ym) — Wa,(20) o am m (2 i m

Y — T0 - ( 1) (ab) gnm + 5l,m ab— 1 (44)
Waz‘(’zm) B Wai (‘TO) _ am m 2 7 i i

Zm — To - ( 1) (ab) gnm + EQ,m ab—1 . (45)

Como hemos supuesto que la funcion g es derivable en el punto xg, se verifica que
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d (z0) = ¢'(xf) = ¢'(xy ), con lo que en particular se tiene que

/— o m Wal(ym) _ Wal<x0) _
g (ﬂfo) o nl—)oo (Z/\ Ym — Lo )

=1

=, <Z  Haulom) = W“i(‘”(’)) ) (@6)

Zm — o

Sustituyendo en (4.6) las expresiones de (4.4) y (4.5) tenemos

l .
g am . \m éi’mﬂ' i 2 _
o <<—1> D> i(9a) (mJﬂ]mg)) -

=1

l )
o am m Som™ | ;2

i=1

Sumando los limites obtenidos en (4.7) llegamos a que

!
. m Q i i ;4
WILI_EI(l)O (; Ai(9a;) (9% —3 (517m + 527m) + nm§)> = 0. (4.8)

Podemos reescribir la expresion de (4.8) del siguiente modo

l m
. m} : m i i ;4
nll_rgo ( 9a1 )\z ( ) (9(12 1 <€l,m + 52,m) + 77m§)> = 0. (49)
=1

1
Usando ahora que 1+ 41 > 3 junto con (2.5) y (2.8) de la demostracion del

Teorema 2.1 llegamos a

—+00

4 1+ cos(9* Ty 41)
0 <3 =2 K <
"’“3 Z T
“+oo “+o00
<4k2% (1 + cos(9* 1) <8kz%a —81_al<+oo

T . . i
90, — 1 (1m +€om) + 3 S encuentra
1

acotado superior e inferiormente por una cantidad estrictamente positiva para todo

En consecuencia, tenemos que el término
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1 <1< 1. Ademas, ya que 0 < a; < ay para 2 <1 <[y 9a; > 1 obtenemos finalmente

que:

, m ai \" Q i i ;4 o
W%l_rgo ((9(11) Z i (CL_1) (9% — 1(817m +€5,m) + nm§)> = signo(\;) - oo,

=1

lo cual contradice la conclusion (4.9) acerca de que el valor de dicho limite es

nulo. O

4.1.2. Lineabilidad densa

Una vez vista la lineabilidad del conjunto N'Dl[a, b]), nos preguntamos ahora si es
posible escoger el espacio vectorial Y de modo que fuera denso, es decir, si el espacio

de las funciones continuas no derivables en ningtn punto es denso lineable.

Los autores R. M. Aron, F. J. Garcia-Pacheco , D. Pérez-Garcia y J. B. Seoane-
Sepilveda [1]| ofrecen una demostracion de este resultado, para la cual necesitaremos

introducir algunos conceptos y resultados previos.

Definicion 4.5. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio vectorial X. Decimos

que A es mds fuerte que B si A+ B C A.

Observemos que en general no vamos a poder garantizar que el elemento neutro
0 € A. Veremos a continuacién un resultado que nos proporcionara un método para

probar la lineabilidad densa de ciertos conjuntos X lineables.

Teorema 4.6. Sea X un espacio de Banach separable, y consideremos dos subconjun-
tos Ay B de X, de modo que A es lineable y B es denso lineable. Si A es mds fuerte

que B, entonces A es denso lineable en X.

Demostracion. Tenemos por definicién que existen dos espacios vectoriales de dimen-
sion infinita YV y Z tales que Y € AU {0}, Z € B U {0} y ademéas Z es den-
so en X. La idea se basa en tomar la familia infinita de elementos independientes

{yn :llynll =1, n € N} C Y y una sucesion densa dada por {z, : n € N} C Z.
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Definimos entonces W como el espacio generado por los siguientes elementos:
1
W :=spans —y, + 2, : ne€ N,
n

el cual seré nuestro candidato a subespacio vectorial denso contenido en A. Observemos
primero que W C AU{0}. De hecho, si tomamos Ay, ..., A, € R\{0} y nq,...,n, € N

nimeros naturales distintos tenemos que

1 1
A1 (—ym + Zm) +...+ )\p (—ynp + an) =
nq Ny

p p
s
- Z nj.ynj + E Ajzn; = Yo + 20 € (Y\{0}) +Z C A,
j=1 "

j=1
debidoaque Y C A, Z C By A+ B C A por ser A més fuerte que B.

Por ultimo, obtenemos la densidad de W directamente de la construccion realizada,

ya que el conjunto {z, : n € N} habia sido escogido denso en X, luego también lo es

1
el conjunto {—yn +2z, : n€E N} . Para ello, fijemos z € X y € > 0. Por la densidad
n

1
de {z,} existe ng tal que ||z — z,|| < % y — < %. Por tanto:
o

—MNynoll + . — 20 || = — + ||z — 2, e
_noyo 0 ng 0 2 2

1
—Ung t Zng —
ot + 2

Concluimos asi que A es denso lineable en X. O

Teorema 4.7. El conjunto N'D([a,b]) es denso lineable en C([a, b]).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que [a,b] = [0, 1]. Sabe-
mos por el Teorema 4.4 que el conjunto N'D([0, 1]) es lineable, y consideremos ahora
la variedad densa lineable de los polinomios en C([0, 1]), la cual llamaremos P. Clara-
mente el conjunto N'D([0,1]) es més fuerte que P. En efecto, dado W € ND([0,1]) y
p € P, consideremos f(z) = W(x) + p(x) € C([0,1]). Si f(x) fuese derivable en algin

punto o, entonces también lo seria W(x) = f(z) — p(z), lo cual no es posible.

Luego tomando A := N'D([0,1]) y B := P el Teorema 4.6 garantiza que el conjunto
ND([0,1]) es denso lineable en C(]0, 1]). O
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En 2008, Bernal |2| prueba un teorema méas general que el Teorema 4.6, y como
aplicaciéon, es capaz de demostrar varios resultados que veremos a continuacién. De-
notaremos N'D?([a, b]) al conjunto de funciones de clase C? en [a, b] tales que f® no

es derivable en ningun punto de [a, b)].

Teorema 4.8. Sea p € Ny. Entonces, la clase de funciones NDP([0,1]) es denso-
lineable en CP([0, 1]).

Demostracion. Vamos a realizar la demostracion usando el Teorema 4.6 y para el caso

p = 1. El resto de casos se realizan de forma analoga.

Queremos probar que el conjunto
NDY[0,1]) = {f € C*([0,1]) : f' no es derivable en ningun punto x € [0,1]}

es denso lineable en C*(]0,1]).

Como N'D([0,1]) es c-lineable, existe un subespacio lineal A’ con A" € N'D([0, 1])\{0}.

Denotemos

A= {g(a:):/omG(t)dt : GeA’}.

Claramente el conjunto A es un espacio lineal en si mismo. En efecto, dadas g, h €
A, existen G, H € A’ tales que

ola) = /O “Gwdt v h(z) = /O " H(t,
Por lo tanto
ag(z) + Bh(z) = a /0 “Gdt + 8 /0 " H@dt = /0 (aG(t) + BH(D)d € A
debido a que aG + BH € A’

Asi pues, el conjunto A es lineable y usando el Primer Teorema Fundamental del

Calculo Integral obtenemos que para g € A
g (x) =G(z) € A,
es decir, las funciones g € C*([0, 1]) verifican que su derivada ¢’ es una funcioén continua

no derivable en ningun punto de [0, 1]. Por altimo, usando de nuevo que el conjunto
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B := P de los polinomios es un subconjunto denso lineable de C*([0, 1]) y que, de forma
anéloga al teorema anterior, A es mas fuerte que B, el Teorema 4.6 nos garantiza la
lineabilidad densa de A. m

Pero Bernal es capaz de ver mas incluso, demostrando que también se tiene un
resultado similar cuando hacemos tender p — co. Méas concretamente vamos a denotar
ND>([a,b]) al conjunto de funciones de clase C* en [a, b] tales que no son analiticas
en ningin punto de [a,b], es decir, aquellas funciones para las cuales no es posible
encontrar un pequeno entorno de algiin punto de su dominio en el cual poseen un

desarrollo en serie de potencias convergente en dicho entrono.

Teorema 4.9. La clase de las funciones N'D*([a,b]) es denso-lineable en C*°([0, 1]).

4.2. Otros resultados

Por 1ltimo, para cerrar el capitulo y el trabajo veremos algunos resultados mas
en esta linea. Vista ya la lineabilidad densa, nos preguntamos si podemos un pedir
un poco mas y conseguir un subespacio vectorial lineal cerrado, siendo entonces el

conjunto N'D([0, 1]) no solo lineable sino espaciable.

En el ano 1998, el mismo V.I. Gurariy da una respuesta afirmativa a esta cuestion
junto a los autores V.P Fonf y M.I. Kadets [10]. En realidad, en su articulo son capaces

de demostrar un resultado mas fuerte.

Teorema 4.10. Ezxisten un subespacio vectorial cerrado infinito dimensional E de
C([0,1]) y un subconjunto A del intervalo [0,1] de medida uno, tal que si la funcion
[ € E no es idénticamente nula, entonces f es no derivable en ninguna parte en [0, 1]

y ademds tampoco posee derivadas laterales izquierda o derecha en el conjunto A.

La demostracion del Teorema 4.10 esta basada en la construcciéon de unas funciones
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de tipo van der Waerden:

( 1
N<e <=
x si _x_4,
1 1 3
uy(z) = 5—95 si ngSZ,
r—1 si §<x<1,
\ 4 — =

extendiéndose periddicamente en R. A partir de esta funcién construyen las funciones:

Up () 1= 8y (8" 1x) para n = 2,3, ..., es decir:
4 0 1
1 <zr< ——
x si 0<z< —0m,
1 . 1 3
up () == ST si e ngm, paran =23, ...
1 . 3 < 1
\ € 8n71 S1 4 - 8n71 ST 8n71’

las cuales extenderemos periédicamente en R.

Sin embargo podemos afirmar mucho més. Posteriormente, L. Rodriguez-Piazza
[17] generalizé el resultado anterior, probando que el conjunto E del Teorema 4.10

podia escogerse isométricamente isomorfo a cualquier espacio de Banach separable.

Teorema 4.11. Todo espacio de Banach separable es linealmente isométrico a un
subespacio cerrado X del espacio de las funciones continuas en [0,1], tal que cada

elemento no nulo de X es no derivable en ningun punto.

Para finalizar, podemos estudiar otras muchas estructuras algebraicas, tales como
la algebrabilidad.

Definicion 4.12. Dado un dlgebra de Banach A y un subconjunto B C A decimos

que:

(1) B es algebrable si existe un subdlgebra C de A tal que C C BU{0} y la cardinalidad

de cualquier sistema de generadores de C es infinita.
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(2) B es denso-algebrable si C puede escogerse ademds denso en A.

En este ambito Bayart y Quarta [8] nos proporcionan el siguiente resultado, re-
lacionado con la estructura algebraica de N'D([0, 1]), aunque es mas fuerte de lo que
necesitamos. Recordemos que una funcion f € C([0,1]) es Holder continua si existe

una constante « € (0,1) tal que existe M > 0 con |f(x) — f(y)| < M|z — y|*.

Teorema 4.13 (Bayart y Quarta, 2007). El conjunto de las funciones continuas
que no son Hélder en ningin punto en [0,1] (exceptuando la funcion nula) contiene
un dlgebra infinitamente generado. Es mds, dicho dlgebra puede escogerse denso en
C([0,1]). En otras palabras, el conjunto de las funciones continuas que no son Hélder

continuas en ningun punto de [0, 1] es Wo-denso-algebrable.

En particular, como toda funcion derivable es Holder continua, se tiene que N'D([0, 1])

es Ng-denso-algebrable.
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