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Resumen

En este trabajo estudiamos modelos de la dindmica de poblaciones
estructurados en edad con difusién. Construiremos un método de sub-
supersolucién y veremos que, efectivamente, bajo la hipétesis de la
existencia de un par de sub-supersoluciones, encontramos existencia de
solucién entre dicho par. Después, aplicaremos este método a un problema
logistico generalizado y a un modelo de tipo Holling-Tanner.
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1 Introduccién

1.1 Una breve introduccion a los modelos estructurados en edad sin
difusién

En los ultimos doscientos anos se han usado diversas teorias matematicas para

modelar y comprender el comportamiento de poblaciones humanas, animales,

células, epidemias...

La primera contribucién significativa a la teoria de la dindmica de
poblaciones fue la de T. Malthus, quien en 1798 publicé su célebre Ensayo
sobre el principio de la poblacion. Su modelo lineal era satisfactorio siempre que
la poblacién no fuese demasiado grande. Es importante senalar que cuando la
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poblacién es “grande”, los modelos lineales no pueden ser exactos ya que no
contemplan el hecho de que los individuos compiten entre si por los recursos
(como puede ser comida, espacio...). Posteriormente, en 1837, P.F. Verhulst
anadié un término no lineal a la ley de Malthus que tenia en cuenta esta
limitacién de crecimiento, formulando un modelo conocido como la ley logistica.

Mas adelante se introduce la consideracién de la edad de la poblacién, que
es un dato decisivo por ejemplo para las tasas de natalidad y mortalidad de
las especies. F. R. Sharpe, A. Lotka (1911) y A. G. McKendrick (1926) (véanse
[33, 29]) fueron los primeros en introducir la edad en los modelos de dindmica
de poblaciones.

El modelo de Sharpe-Lotka-McKendrick, también llamado modelo de von
Foerster-McKendrick o simplemente ecuacion de McKendrick, supone que una
poblacién asexual puede ser descrita por una funcién de dos variables: edad y
tiempo. En él se denota p(a, t) la densidad de poblacién de edad a en el instante
de tiempo t. Entonces se tiene que

pla+h,t+h) —p(a,t)
h

Dp:=1i
i jin

es la razon con la que la poblacién de edad a cambia en tiempo. Cuando p es
diferenciable, claramente, se tiene que

Dp = pt + pa-

Se denota d(a,t) el nimero de individuos de edad a que mueren en el tiempo ¢.
Se supone que

d(a,t) = p(a) pla, ),

donde p(a) es la tasa de mortalidad para los individuos de edad a. A su vez, se
supone que el proceso de nacimiento es descrito por la ecuacion de renovacién

mmw—Awmwm@wm,

donde ((a) es la tasa de descendencia que tiene un individuo de edad a. Por
iltimo, se anade una condicién inicial

p(a,0) = pola).
El modelo resultante es
Dp(a,t) + p(a)p(a,t) =0,
p(a,0) = po(a),

oo

p0.0)= [ Bla)plat)da.
0

Este modelo es lineal y, como hemos comentado, no es aplicable a muchas
situaciones reales. Asi, como sucede habitualmente, el modelo ha ido mejorando
desde su introduccién, quedando incorporados nuevos aspectos y quedando
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planteadas nuevas dificultades matemédticas. Asi, un modelo méas de acuerdo
con la realidad hace pensar en variar las tasas de mortalidad y fertilidad por
ejemplo con la poblacién total, P (parece l6gico suponer que a mayor poblacién
mayor serd su tasa de mortalidad).

En 1974, Gurtin y MacCamy, [18], introducen una formulacién més realista
de un modelo de dindmica de poblaciones no lineal, determinista y estructurado
en edad. Consideran que tanto la tasa de natalidad como la tasa de mortalidad
son funciones no lineales de P. El resultado es entonces el siguiente:

2 0,1) + 92 0,1) + o, P()plat) =0,
pla,0) = po(a), (1)

(oo}

maw=£ Bla, P(1)) pla, ) da

donde la poblacién total P estd dada por

P(t) := /000 p(a,t) da.

En los dltimos anos se ha avanzado en el estudio de estos modelos. Se tienen
resultados de existencia y unicidad de solucién para distintas expresiones de las
tasas de nacimiento y mortalidad, en particular modelos logisticos [7], modelos
con tasas de natalidad y mortalidad no acotada en tiempo [9], etc.

También se han estudiado otras cuestiones, como la existencia de estados de
equilibrios, su estabilidad, el comportamiento asintético global de las soluciones,
etc.

Las técnicas bésicas para el estudio de este tipo de modelos son las siguientes:

e Para el estudio de la existencia y unicidad de solucién, principalmente,
se utiliza un método de integracién a lo largo de las lineas caracteristicas
a+t = cte. que nos permite reducir el problema a un sistema de ecuaciones
integrales para otras variables, cuya existencia y unicidad de solucién se
sigue de un teorema de punto fijo.

e Para el comportamiento asintdtico, en el caso de procesos lineales, se
suele buscar la existencia de soluciones persistentes, que tienen la forma
pla,t) = T(t) Aa) (cf. [5)).

Para modelos no lineales que no son de ecuaciones separables, los mejores
resultados se siguen de la teoria de semigrupos de operadores no lineales
(véase por ejemplo [32, 35]).

Ya que muchos problemas de poblacién implican interacciones entre
subclases de poblaciones, también se han estudiados modelos de sistemas
con estructura de edad [35]. Esta formulacién de sistemas se ha utilizado,
entre otras muchas, para modelar epidemias. En estos modelos, se divide
habitualmente la poblacién p en tres subpoblaciones s, ¢ y r, individuos
susceptibles de contraer la enfermedad, individuos infectados por la misma
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e individuos inmunes (tras haber contraido la enfermedad y haber sanado),
respectivamente. Evidentemente, se tiene que p = s+ i + r. Se han considerado
modelos denotados en la literatura por SIS (susceptibles-infectados-susceptibles)
donde pasar la enfermedad no implica inmunidad y por SIR (susceptibles-
infectados-inmunes) donde ocurre lo contrario. Modelos como éstos han sido
estudiados por ejemplo en [6] y [20].

También, se han incorporado modelos de dindmicas de poblaciones en el que
interactian dos especies diferentes con estructura de edad, como por ejemplo
modelos de presa-depredador (cf. [17, 34]). En otros modelos introducidos se
mezclan sistemas de presa-depredador con sistemas de epidemias (véase por
ejemplo [8] sin estructura en edad y [4, 11] con estructura en edad en la presa).

Pero, en general, la abundante literatura resulta poco sistematica
(véase [31]), puesto que es bastante complicado desarrollar argumentos que
sirvan para cualquier tipo de problemas con estructura en edad.

1.2 Introduccién a los modelos estructurados en edad con difusion

n [16], Gurtin introduce la edad en los modelos de dindmica de poblaciones
con difusién. Asi, supuso que la evolucién de la poblacién estaba gobernada por
la ley

pt+ pa = —divq + s,

donde p(z,a,t) denota la funcién distribucién de la poblacién, z € Q (2 un
abierto acotado y regular de RY), ¢ el flujo de la poblacién debido a la dispersién
y s representa la variacién neta de los individuos, debida generalmente a la
mortalidad de la especie.

En 1977, Gurtin y MacCamy [19] diferenciaron entre dos clases de difusién:
la difusién debida a una dispersién aleatoria (lineal) y la difusién para evitar
el hacinamiento, es decir aquélla en la que las especies migran de zonas de alta
a baja densidad de poblacién (difusién no lineal). Los autores aplicaron los
resultados que se conocian para el caso sin estructura en edad, a una extension
no lineal de un modelo con estructura en edad aparecido en [16]. Supusieron
que la tasa de variacion de individuos era debida exclusivamente a la muerte en
la poblacién y tomaba la formas:

S(JC,(I, t) = —,LL(CL,P)p,

donde p representa la tasa de mortalidad de la especie y P denota la poblacién
total, es decir

P(z,t) = / p(z,a,t)da.
0
El proceso de nacimiento venia modelado por la siguiente ecuacién:
(oo}
p(z,0,t) = / B(a, P)p(z,a,t)da.
0
Ademais, el flujo de la poblacién debido a la dispersion seguia la ley usual

q=pv,
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siendo v la velocidad de difusién. Puesto que estaban interesados en situaciones
en las que la difusién evitaba la concentracién, asumieron que:

v = —k(a, p, P)VP.

Asi, suponiendo que tanto p como 3y k son independientes de a y ademés
k es independiente de p, obtuvieron el sistema de ecuaciones:

{ pt + pa + p(P)p = div [pk(P)V P]
p(z,0,t) = B(P)P(x,t).

Integrando en la variable edad, se tiene una ecuacién sin estructura en edad.

A partir de la década de los anos 80, estos modelos empiezan a desarrollarse
y asi muchos trabajos aparecen en la literatura [14, 15, 23, 26, 28]. Estudian
modelos lineales y no lineales, a causa de la dependencia de la poblacién total
en las tasas de mortalidad y fertilidad y también consideran distintos tipos de
difusién.

Miés recientemente, Kubo y Langlais [21, 22] introducen en el término de
variacion neta una funcién lineal positiva, es decir, suponen que la densidad de
poblacién puede aumentar por agentes externos. Ademads, bajo ciertas hipdtesis
de periocidad en los datos, dan resultados de existencia y no existencia de
solucion periddica, aplicando los resultados obtenidos a un sistema de epidemias
con difusién.

Pero, que nosotros sepamos, en ninguno de estos modelos se estudia el caso en
el que la tasa de variacion neta de la especie puede deberse tanto a entrada como
a salida de individuos (no sélo natalidad y mortalidad, sino también inmigracién
y emigracién) y ademds es un término no lineal dependiente de la densidad de
poblacién.

Ultimamente, se ha comenzado con el estudio de los problemas de control y
controlabilidad aplicados a problemas lineales y no lineales con difusién (véanse
por ejemplo los trabajos de Ainseba, Langlais y Anita [1, 2, 3] entre otros).

En este trabajo analizaremos modelos evolutivos no lineales con dependencia
en edad y espacio [12]. En la seccién siguiente veremos que un método de sub-
supersolucion para este tipo de problemas funciona y después se lo aplicaremos
a un par de problemas ecoldgicos: a un modelo logistico generalizado y a un
modelo de tipo Holling-Tanner. En la dltima seccién, analizaremos los problemas
estacionarios en tiempo asociados [10].

2 Modelos evolutivos dependientes en edad con difusién

En esta seccién vamos a considerar un modelo semilineal que describe la
dindmica de una especie con dependencia en edad y estructura espacial.

El modelo que estudiamos es una generalizacion de modelos estudiados
anteriormente (véanse por ejemplo los modelos aparecidos en los trabajos de
Langlais [25, 27, 28]). En éstos se supone que la variacién neta de individuos
viene tinicamente dada por la mortalidad de la especie, es decir es un término de
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salida de individuos, mientras que en el modelo que detallaremos a continuacién
aparece ademads un término de reaccién con el medio donde habita la especie no
lineal.

Sea u(z,a,t) la densidad de la poblacién de edad a > 0, en el instante de
tiempo ¢t > 0 y en la posicién = € Q, donde 2 es un dominio acotado de R,
con frontera, 052, regular. Supondremos que la difusién es lineal, i.e. el flujo de
poblacién viene dado por Vu, donde V es el gradiente con respecto a la variable
espacial. Ademads, asumiremos que la entrada-salida de individuos viene dada
por un término de mortalidad y un término de reaccién, i.e.

5= —p(z,a, t)u+ f(z,a,t,u),

donde p(z,a,t) es la tasa de la mortalidad natural de la especie y f describe
el efecto del entorno en la poblacién, es decir migracién e inmigraciéon de la
especie. Tendremos que f es positiva cuando el entorno es favorable y negativa
cuando es hostil.

Ademas, supondremos que los individuos de la poblacién no alcanzan la
edad maxima, A;; es decir, mueren antes de alcanzar dicha edad.

Asumiremos que el proceso de nacimiento viene dado por la ecuacién

Ay
u(x,0,t) = Bz, a,t)u(x,a,t)da,
0

donde ((z, a,t) representa la tasa de fertilidad.
Finalmente, supondremos que la frontera 0f2 del dominio () es inhabitable,
lo que implica una condicién frontera de tipo Dirichlet homogénea.

Sea T' un numero real positivo y denotemos O el abierto (0, A;) x (0,T).
Entonces, el modelo que consideramos es el siguiente:

ou Ou

ot + %0 Au+ p(z,a,t)u=f(z,a,t,u) en Q x O,

u(z,a,t) =0 sobre 082 x O,

u(z,a,0) = ugp(z,a) en Q2 x (0, At), 2)
Ay

u(z,0,t) = B(x,a,t)u(z,a,t)da en 2 x (0,7).

0

En primer lugar vamos a dar el concepto de solucién que emplearemos a lo
largo de la seccion:

Definicién 1 Una funcion u: Q x O — R es una solucion del problema (2) si
u € L2(0; HY(Q)) y ademds verifica

(0 + 0 )u+ pu € L*(O; HH(Q)),
f('7 ) ~,’LL) € L2(03H_1(Q))
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y, para cualquier w € L?(O; HY(Q)), se tiene que

// (O + 0g)u + pu, wyda dt + // Vu - Vwdzdadt
o Qxo

://(9<f(-7a,t7u)7w>dadt,

donde (-,-) denota el producto de dualidad entre H=1(Q) y H}(Q).

(3)

Gracias a la regularidad pedida a una solucién wu, las condiciones iniciales
tienen sentido en L?(2x (0, Ay)) y L*(Q2x (0,T)), respectivamente y, por tanto,
u tiene que verificar:

u(x,a,0) = up(x,a), en LQ(Q x (0,A44))

At
u(x,0,t) = B(x, a,t)u(z,a,t)da, en L*(Q x (0,T)).
0

Vamos a suponer que

(H,) La tasa de mortalidad verifica
e C’(Q x[0,A4;) x [0,7)), wx,a,t) >0en Q2 xO (4)

y su comportamiento en a = A; viene dado por la “condiciéon de
divergencia” (véase por ejemplo [24]):
t
0<t<A;, z€Q, lm wlx,a —t+ 7, 7)dr = 400,

a—A; Oa (5)

Ar<t<T, ze€Q, lirg/u(x,a,t—a+a)da:+m.
a— Ay 0

(Hg) La tasa de natalidad 3, definida en © x O, verifica
BeL>*(x0), B(xz,a,t) >0 ect QxO. (6)

Pondremos

8= sup{B(z,a,1) : (z,0,1) € Q x O} (7)
(Ho) Asumiremos que la condicién inicial, ug, verifica

Ug € LZ(Q X (O,AT)) (8)

Nota 1 La condicién (5) nos garantiza que, bajo ciertas hipdtesis sobre f, la
solucién del problema (2) se anula en a = A;. Es decir, la poblacién muere al
alcanzar la edad a = At (véase por ejemplo [15, teorema 3]).

El siguiente resultado nos da la existencia y unicidad de solucién de (2) bajo
la hipdtesis de lipschitzianidad global de f. La demostracién estd basada en
la definicién de una aplicacién y la bisqueda de su unico punto fijo (basada
en el teorema del punto fijo de Banach), que serd justamente la solucién del
problema.
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Teorema 1 Supongamos (H,), (Hg), (Ho) y ademds

(Hy) f es lipschitziana con respecto a la cuarta variable, i.e. existe una
constante L positiva tal que e.c.t. (x,a,t) € A x O

|f(z,a,t,81) — f(z,a,t,s2)] < L|sy — sa| e.c.t s1,52 € R.

Ademas suponemos que
f(7770) ELZ(QXO) (9)

Entonces existe una dnica solucion, u, del problema (2).

2.1 El método de sub-supersolucion

En una segunda etapa hemos establecido un método de sub-supersolucién para
problemas del tipo (2). Dicho método nos permitird debilitar la hipdtesis de
lipschitzianidad global de f a carédcter Lipschitz en la zona comprendida entre
la sub y la supersolucién. También nos ayudara en el estudio del comportamiento
asintético de la solucién.

Definicién 2 Se dice que una funcién u € L?*(O; HY(Q)) es una subsolucion
del problema (2) si

(9 + Da)u + pu € L2(O; (HY(Q))),
(- u) € LA(Q x O)
y ademds verifica

a) Para toda v € L*(O; HE () positiva

// ((@—i—(’)a)g-i-ug,wdadt—f—// Vu-Vvdrdadt
o Qx0O

< // flz,a,t,u)vdadt,
o

b) u(z,a,t) <0 sobre 0N x O, en el sentido débil,

Ay
¢) u(z,0,t) < B(xz,a,t)u(x,a,t)da en Q x (0,T),
0

d) u(z,a,0) <up(z,a) en Q x (0, A;).

(10)

Andlogamente, se define una supersolucion, u, invirtiendo las desigualdades
antertores.

El siguiente resultado proporciona la existencia y unicidad de solucién de (2)
entre la sub y la supersolucién:
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Teorema 2 Supongamos que existe un par de sub-supersoluciones de (2), u, @,
y que f verifica

|f(z,a,t, 1) — f(xz,a,t,82)] < L|sy — sa| p.c.t. $1,82 € [, u], (11)
con
= inf t),w t
e = om0 E 0. 1), Uz, 0, 1)}, .
= swp {u(wat)a(ea ), 12)
(z,a,t)EQXO
Entonces
u<u
Ademds, (2) posee una tinica solucidn, u, tal que
u<u<u. (13)

La prueba de este resultado estd basada en un principio del maximo y en la
aplicacién de un método de punto fijo; para una demostracién detallada, ver [12,
teoremas 3.2 y 3.4].

2.2 Aplicacién a algunos modelos ecoldégicos

Vamos a aplicar el método de sub-supersoluciéon descrito anteriormente a
algunos modelos ecoldgicos. En concreto, consideraremos el modelo

Opu+ Ogu — Au+ p(a)u = Au+ F(u) en Q x O,

u(z,a,t) =0 sobre 09 x O,

u(z,a,0) = up(z,a) en O x (0, A+), (14)
Ay

u(z,0,t) = (a)u(z,a,t)da en Q x (0,7),
0

con las particularizaciones siguientes:
¢ Un modelo logistico generalizado, es decir
F(s) = —g(s),
donde ¢ satisface la siguiente condicién

(Hg4) g es localmente lipschitziana, g(0) = 0, g(s) > 0 para todo s € R,

1m 45 g (15)
s—0 S
lim 9(s) = 4o0. (16)

s——+00 S
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El caso tipico es g(s) = sP, con p > 1.
e Un modelo de tipo Holling-Tanner, es decir,

F(s)

s
T 1+

Obsérvese que en este caso podemos escribir que
2

As+F(s)=(A+1)s —
S+ F(s) = (0 s — 1

y es trivial comprobar que este caso no estd incluido en el precedente, pues
no se verifica la condicién (16).

En primer lugar, analicemos el problema lineal asociado a (14), es decir el
caso en que F' = 0. El problema es el que sigue:

Ow + Ogw — Aw + p(a)w = dw  en 2 x O,
w(z,a,t)=0 sobre 09 x O,
w(z,a,0) = ug(x,a) en Q x (0, 44), (17)

A
w(z,0,t) = T,B(a)w(ama,t) da en Qx (0,7,
0

donde ( satisface la condicién (Hg), A € Ry ug y p verifican
(H§) wo € L=®(2 x (0,A4)) y uo(z,a) >0 ect. (z,a) € Qx (0,44),

(Hj,) p es una funcién tal que p € L*°(0,7) para r < A; y

Ay
/0 p(a)da = +oo. (18)

Observemos que (18) es equivalente a (5) cuando u = u(a). Este problema
fue estudiado en 1988 por Langlais [28]. Siguiendo la notacién de dicho trabajo,

pondremos
m(a) = exp (—/ w(o) do) )
0

y denotaremos r, la inica solucién real de la ecuacién

Ay
(a)m(a)e” " da = 1. (19)
0
Finalmente, \; denotard el primer autovalor del problema de Dirichlet
homogéneo para el operador —A en €.
Los resultados sobre el comportamiento asintético de (17) son los siguientes
(para una demostracion ver [28, secciones 3 y 4]):
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Teorema 3 Supongamos que se verifican las hipotesis (Hg), (Hg) y (H},) vy
que existe 0 < Ay < A: tal que sop(B) C [0, Ao]. Entonces existe una unica
solucion, wy, de (17). Ademds, fijado T > 0, wy estd acotada en Q x O.
Ademas,

1. Sisop(ug) C Q x (Ao, Ay), la solucién de (17) satisface wy(z,a,t) = 0
parat > a yx € Q. Ademds, para cada A > 0

W+, t) e 0 uniformemente en 0 x [0, AJ.

2. Supongamos que la condicion inicial uy verifica
sop(ug) N (Q x (0, Ag)) # 0.
Entonces
i) St A < A1 — 1y, la solucion de (17) verifica

w5 1) P 0 uniformemente en € x [0, Ay].

ii) Si A= A1 — 1y, la solucion de (17) verifica

wr(z,a,t) N g(w,a) en L*(Q x (0, Ay))

para una cierta funcién g € L3 (Q x (0, Ay)).
iii) Si X > A1 — 1y, la solucion de (17) verifica

wr(z,a,t) — +oo en L2(Q x (0, Ay)).

t——+o0
Para una descripcién de la funciéon g que aparece en este resultado, véase
[28, Teorema 4.9].
2.2.1 Un problema logistico generalizado

Primero aplicaremos los resultados del teorema 2 al problema logistico
generalizado

O + 0qu — Au+ p(a)u = Au— g(u) en Q x O,

u(z,a,t) =0 sobre 9 x O,
u(z,a,0) = up(z,a) en 2 x (0, A;), (20)
u(z,0,t) / Bla)u(z,a,t)da en Q x (0,7),

donde A\ € R.

Teorema 4 Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hg), (H§), (Hg) y
(H3,). Entonces existe una tnica solucion positiva, u, del problema (20).
Supongamos que existe 0 < Ay < Ay tal que sop(5) C [0, Ao]. Entonces
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1. Sisop(ug) C Q x (Ao, Ay), la solucion de (20) satisface u(x,a,t) = 0 para
t>ayx Q. Ademds, para cada A >0

u(-,,t) — 0 uniformemente en Q x [0, AJ.
t——+o0

2. Supongamos que la condicidn inicial, ugy, verifica
sop(ug) N (£ x (0, Ag)) # 0.

FEntonces

i) Si A< A — 1y, la solucion de (20) satisface

u(-, -, t) e 0 uniformemente en Q x [0, A].

i) Si X > A — 1, yuo(z,a) > 0 en Q x (0,A;), entonces el mode-
lo (20) es permanente en el sentido siguiente: existe una subsolu-
cion u y una supersolucion uw de (20) tales que p.c.t. (z,a,t) €
Q% (0,A4) x (0,400):

u(z,a) <ulz,a,t) <u(z,a). (21)

Demostracion. Vamos a dar a continuacion una idea de la demostracién.

Claramente, se tiene que 0 y la solucién wy de (17) son un par de sub-
supersoluciones de (20). Luego una aplicacién directa del teorema 2 nos da
la existencia y unicidad de solucién positiva. Ademads, aplicando el teorema 3,
obtenemos 1 y 2 i).

Para la demostracién de (21), consideramos como subsolucién la funcién:

wlw,a) = cexp (—rua— [ pls)ds ) 1(0)
(crva= [ werae)

con ¢ > 0 suficientemente pequeno y ¢ una autofuncién positiva asociada al
autovalor A;. Y como supersolucién consideramos la funcién:

U(z,a) == K exp (—rma - /Oam(s) ds) Zi(a),

donde ¢ es la autofuncién positiva asociada a A;, el primer autovalor del
problema de Dirichlet homogéneo para —A en el dominio §2, siendo 2 CC Q
y m € C°([0,4+]) tal que m(a) < p(a) para todo a € [0, A;]. Entonces,
aplicando (13) se obtiene (21). O
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2.2.2 Un modelo de tipo Holling-Tanner

Ahora, vamos a aplicar el teorema 2 a un modelo de Holling-Tanner, es decir al
problema

8,:u—|—8au—Au+u(a)u=)\u—|—L en Q x O,

14+u
u(z,a,t) =0 sobre 99 x O,
u(z,a,0) = uo(x,a) en Q2 x (0, Ay), (22)
Ay
u(z,0,t) = (a)u(z,a,t)da en 2 x (0,7),
0

donde A\ € R.

Teorema 5 Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hg), (Hg), (H};) y que
p € C°([0, Ay)) es una funcién creciente. Entonces existe una tnica solucidn
positiva u de (22).

Supongamos ademds que existe 0 < Ay < Ay tal que sop(3) C [0, Ag].
Entonces:

1. Sisop(ug) C Q x (A, Ay), la solucién de (22) verifica u(z,a,t) = 0 para
t>ayx Q. Ademdas, para cada A > 0,

u(-, -, t) — 0 uniformemente Q x [0, A] cuando t — +oc.

2. Supongamos que la condicion inicial ug verifica
sop(ug) N (2 x (0, Ag)) # 0.
Entonces
i) St A< A —r, —1, la solucion de (22) verifica
u(+, - t) — 0 uniformemente en Q x [0, A;] cuando t — +oc.
it) St A > A1 —ry, la solucion de (22) verifica
u(z,a,t) — +oo en L*(Q x (0, Ay)) cuando t — +oo.

iti) Sixe (M —ry—1, A —ry) yuo(z,a) >0 en Q x (0,A4), entonces
(22) es un sistema permanente, en el sentido que se explica en el
teorema 4.

Demostracion. Daremos a continuacién una idea de la prueba.

Primero, para ver la existencia y unicidad de solucién positiva del problema,
tomamos como subsolucion la funcién idénticamente nula y como supersolucion
wxt1, solucién del problema (17) donde en el término de la derecha en vez de
A tenemos A + 1. Con este par de sub-supersoluciones y una aplicacién directa
de los teoremas 2 y 3, se tienen 1 y 2 14).
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Por otra parte, tenemos que la solucién u de (22) es una supersolucién de (17)
y por consiguiente wy < u; y de aqui se sigue 2 ).

Para la demostracién de 2 iii), tomaremos como subsolucién la misma que
en el teorema 4, es decir, la funcién

g%ay_eam(_ma_ZfM@ngn@y

Y tomaremos como supersolucion

a
u(x,a) = K exp (—runa - / Ln(8) ds) P (x)
0
con K > 0 suficientemente grande, donde

_{ ul0) 0<s<1/n,
Hn(s) = { Z(s_ 1/n) 1/n<s< At +1/n,

P, es la autofuncién positiva asociada a A, A; es el primer autovalor del
problema de Dirichlet homogéneo para —A en el dominio 27 y £, estd elegido
de forma que Q CC Q;. Y aplicando (13) se obtiene directamente 2 ).

O

3 Estudio del problema estacionario asociado al modelo
con difusién

Vamos a estudiar el problema estacionario asociado al problema (2). Por tanto,
supondremos que la tasa de mortalidad p es independiente del tiempo. Asi,
conservando la notacién de la seccién anterior, estudiamos el problema no lineal
siguiente:

O — Au+ p(z,a)u = f(z,a,u) en Qx (0,A4),

u(z,a) =0 sobre 0Q x (0, At),
Ay

u(z,0) = B(x,a)u(x,a)da  en Q.
0

(23)

Una de las principales dificultades que nos encontramos en el estudio del
problema (23) es que vamos a suponer que p explota en edad finita, para poder
garantizar que la poblacién se extingue al llegar a la edad maxima A; y ademas
la condicién inicial es no local. Es por ello que no podemos aplicar el método
cldsico de sub-supersoluciones para problemas parabdlicos (véase por ejemplo
[13] v [30]). Por esta razén, en esta seccién, andlogamente a como se ha hecho
en la seccién precedente, vamos a justificar un método de sub-supersolucién.

El concepto de solucién es ahora el siguiente:
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Definicién 3 Diremos que una funcién u es una solucion del problema (23) si
u € L*(0, Ay; HY(2)), se tiene que

dau + pu € L*(0, Ay; H1(Q)),
Fou) € L2(0, Ay HH(Q),

para cualquier v € L*(0, Ay; H} () se tiene que

A;
/ (Oqu + pu, v) da+// Vu-Vuvdzda
0 QX((LAT)

= // f(z,a,u)vdeda,
QX(O,AT)

u(x,a) = 0 sobre 00 x (0, Ay)

A
u(z,0) = T B(x,a)u(x,a)da, en Q.
0

Supondremos que se cumplen las siguientes hipdtesis:

(H,) p es una funcién tal que p € L>°(Q x (0,7)) para r < A,

T Ay
[ m@da<oo v [ e do= 4, (24)
0 0

donde

po(a) o= inf p(x.a) y juar(a) o= sup (e, a).
z€Q z€Q

(7/{3) B € L>®(2 x (0,A+)) es positiva y no trivial.

3.1 El método de sub-supersolucién

Vamos a presentar a continuacién un método de sub-supersolucién que
conducira a la existencia de una solucién minimal y una solucién maximal entre
la subsolucién y la supersoluciéon. Primero, digamos qué entendemos por un par
de sub-supersoluciones:

Definicién 4 Diremos que una funcion u € L*(0,A+; HY(Q)) es una
supersolucion de (23) si

Bou + p € L2(0, Ay; (H())"),

f('a 'aﬂ) € L2(Q X (OvAT))a
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para toda v € L*(0, At; Hi () positiva se tiene que

Ay
/ (Oat + piat, v) da+// Vu - Vudzda
0 QX(O,A]L)

> // f(z,a,w)vdeda,
QX(O,AT)
u(z,a) > 0 sobre 02 x (0, A;)

At
u(x,0) > B(x,a)u(x,a)da en Q.
0
Andlogamente se define el concepto de subsolucion (cambiando las
desigualdades anteriores por sus contrarias).

Recordaremos ahora un resultado de existencia de solucion bajo la hipdtesis
de existencia de un par de sub-supersoluciones. Dicho resultado estda basado
en la construcciéon de un par de sucesiones que arrancan respectivamente en la
subsolucién y supersolucion.

Teorema 6 Supongamos que se verifican las condiciones (7?“) Yy (')?g) Y que
ademds f werifica

|f(x,a,s1)—f(z,a,s2)] < L|si—ss|, e.c.t. (x,a) € 2x(0,A4),s1,s2 € R. (25)

Si eziste un par de sub-supersoluciones de (23) tales que u < W, entonces existe
una solucion minimal u. y una solucién mazimal u* de (23) en el sentido
siguiente: para cualquier otra solucion

u € [u,a) = {u € L*(Q x (0,Ay)) : u < u <7},
se verifica que
u<u, <u<u* <7
3.2 El problema de autovalores

Anélogamente a como hemos hecho en la seccién anterior, queremos aplicar
el teorema 6 a un problema logistico generalizado. Como hicimos en el caso
evolutivo, la primera etapa consistird en estudiar el problema lineal asociado,
es decir,

Oqu — Au~+ p(x,a)u = Au en 2 x (0, At),

u(z,a) =0 sobre 0Q x (0, A;), (26)
Ay

u(z,0) = B(x,a)u(z,a)da en .

0

La situacién no es la misma que la que corresponde al caso parabdlico
cldsico, donde la condicién inicial tiene caracter local (u(z,0) = wug(z) > 0).
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Para el parabdlico cldsico sabemos que el problema (26) posee solucién positiva
para todo A € R. Por el contrario, nos encontramos aqui ante un problema de
autovalores.

Definicién 5 Diremos que A es un autovalor de (26) si existe una solucidn u
de (26). Diremos que A es un autovalor principal si existe una solucion u que
verifica u > 0 en Q x (0, At).

En el siguiente resultado, que reposa sobre el teorema de Krein-Rutman,
queda asegurada la existencia de un tinico autovalor principal:

Teorema 7 Supongamos que se verifican las hipdtesis (7:{;) Yy (%) Entonces
existe un unico autovalor principal de (26), que serd denotado por \o(u), que
es simple y es el unico que tiene asociada una autofuncion positiva. Ademds,
las autofunciones positivas pueden elegirse acotadas. Finalmente, la aplicacion
w— Ao(p) es creciente.

3.3 Aplicacion a un problema logistico generalizado

Ahora vamos a aplicar los teoremas 6 y 7 al problema logistico generalizado
siguiente:

O — Au~+ p(z,a)u = du—g(u) en Q x (0, A;),

u(z,a) =0 sobre 0 x (0, Ay),
Ay
u(z,0) = B(z,a)u(x,a)da en
0

(27)

con A € Ry g verificando las hipdtesis (H,), (15) y (16). Supondremos ademas,
para obtener unicidad, que g(s)/s es una funcién estrictamente creciente.

El siguiente teorema es un resultado de existencia de solucién para ciertos
valores de A donde, de nuevo, observamos un destacable cambio con respecto al
problema parabdlico clasico.

Teorema 8 FEl problema (27) tiene una solucion positiva si y sélo si A > Ao(p).
Ademds, caso de que exista la solucion, ésta es unica.

Demostracion. De nuevo nos limitaremos a dar una idea de la demostracion.

¢ Supongamos en primer lugar que existe u > 0 solucién de (27). Entonces
es facil comprobar que

A= No(u + g(u) /) > dop). (28)

¢ Supongamos ahora que A > Ao(u). Veamos entonces la existencia de
solucién de (27). Para ello, tomamos como subsolucién la funcién

u = ep(z,a)
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con € > ( suficientemente pequeno y ¢ una autofuncién positiva asociada
a Ao(p). Y como supersolucién la funcién

u:= Kg(z,a),

donde K > 0 suficientemente grande y @(x,a) es la autofuncién positiva
asociada a Ag(p), el autovalor principal del problema (26) correspondiente
a un abierto ) tal que Q CC Q.

Para demostrar la unicidad, supongamos que existen dos soluciones
distintas u1,us de (26). Entonces se comprueba que en este caso A >

Ao(p + g(u1)/uq1), lo cual estd en contradiccién con que uy sea solucién
de (26) por (28).

O
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