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Introduccion.

Este trabajo esta dedicado al estudio de la relacion existente entre las distribuciones
condicionadas y la distribucién conjunta de un cierto vector aleatorio
bidimensional. Mas concretamente, nos planteamos si el conocimiento de las
distribuciones condicionadas, determinan completamente la distribucion conjunta
de un vector aleatorio bidimensional. Nos restringiremos al caso en que el vector

aleatorio es discreto y finito.

Los primeros estudios de este problema, para el caso general, pueden encontrarse
en Besag (1972, 1974) y posteriormente, a mediados de la década de los ochenta,
con el surgimiento de los métodos de Monte Carlo basados en Cadenas de Markov,
especialmente el denominado Muestreo de Gibbs, donde la existencia de
distribucion conjunta cuando las condicionadas estan dadas es una condicion
imprescindible para la convergencia del algoritmo, una magnifica introduccion a

este tema es Casella y George (1992).

Por otra parte, una extensa coleccion de trabajos como, Brucker (1979), Gouriroux
y Monfort (1979), Abrahams y Thomas (1984), Arnold y Pourahmadi (1988),
Arnold y Press (1989), Gupta y Vargas (1990), Arnold, Castillo y Sarabia (1992,
1999) tratan el problema en su forma general, lo que le confiere entidad propia.
Pérez-Villalta (2000) trata el problema restringido a variables aleatorias
bidimensionales discretas y finitas, proponiendo el método de extensién a rango
unidad que formaliza y extienden Arnold, Castillo y Sarabia (2004) y Song, Li,
Chen, Jiang y Kuo (2010). Ademas, proliferan trabajos dedicados al estudio del
problema que nos ocupa para variables discretas, sin animo de ser exhaustivos
podemos citar, Hurlimann (1991), Ip y Wang (2009), Tian et al. (2009), Wang y
Kuo (2010), Kuo y Wang (2011), Wang (2012), Ghosh y Balakishan (2013) y
Ghosh y Nadarajah (2014).



El trabajo esta dividido en cinco capitulos y dos anexos. En el capitulo primero
estudiamos el problema de la compatibilidad de distribuciones condicionadas, que
para distribuciones discretas y finitas, caso que nos ocupa, se traducen en dos
matrices no negativas verificando alguna condicion adicional. Nos preguntamos
entonces ¢bajo qué condiciones existe un vector aleatorio que las tenga como
distribuciones condicionadas? Para ello se analizan diversos métodos con especial
énfasis en el método de extension a rango unidad del que, ademas se ofrecen

algunas aplicaciones.

El capitulo dos estudia el problema de la unicidad de soluciones encontradas en el
capitulo uno, caso de que existan. Se utilizan varios argumentos, convexidad,

teoria de grafos ...

El capitulo tres esta dedicado al estudio del caso de incompatibilidad. Esto es si el
problema no tiene solucidn, no existe una distribucién conjunta que tenga a las
condicionadas dadas como sus propias distribuciones condicionadas. En este caso,

podemos encontrar soluciones aproximadas que sean éptimas en algin sentido.

En el capitulo cuatro, se extiende el problema de compatibilidad estudiado a

vectores aleatorios de rango infinito numerable.

En el capitulo cinco se propone una aplicacion. Se trata de modelizar situaciones
que reflejen la posibilidad de que el conocimiento probabilistico de dos agentes,
sobre cierta situacion competitiva, se reduzca a poder modelizar las reacciones de

ambos ante la accion del otro.

En los dos anexos se recoge material que completa nuestro trabajo.



Capitulo 1

Compatibilidad.

Comenzamos desarrollando un tratamiento matricial de la probabilidad
condicionada, que nos lleva a una generalizacion del Teorema de
Bayes. Este tratamiento sera de utilidad en este trabajo. Estudiamos, a
lo largo del capitulo, el problema de la compatibilidad de distribuciones
condicionadas, que para distribuciones discretas y finitas, caso que nos
ocupa, se traducen en dos matrices no negativas verificando alguna
condicion adicional, nos preguntamos entonces ¢bajo qué condiciones
existe un vector aleatorio que las tenga como distribuciones
condicionadas? Tras estudiar los primeros resultados, estudiamos
algunos metodos mas generales, en concreto, la representacion
marginal uniforme, el uso de la formula de Besag y el método de
extension de rango unidad. Finalizamos estudiando algunas

aplicaciones de este tltimo método.

1.- Tratamiento matricial de probabilidades condicionadas.

Consideremos dos sistemas completos de sucesos A, A,...,A,..,A con
probabilidades no nulas y B,B,,..,B,,..,B,con probabilidades
P(B,),P(B,).....P(B)),...P(B,) no nulas.
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Definimos losP(A),P(A,),... P(A),...,P(A,) vectores

P(A)] P(B)]
4o | PR PELCS
P(A). P(B,))

Y las matrices

A=(@) & =P(AIB), i=12..n j=12..m

'P(AIB) P(AIB) .. P(AIB,)]
P(A,1B) P(A|B,) .. P(A|B,)

|P(A/1B) P(A[B,) .. P(AB,)]

B=((b,)) b,=P(B,|A), j=12...m i=12..,n



P(B|A)
P(B,| A)

|P(B[A)

P(B,[A)
P(B,[A)

P(B,[A)

Ambas matrices tienen dimension nxm.

P(B,|A) |
P(B, | A)

P(B, [A)

Compatibilidad.

Denominamos 1, al vector columna de dimension n con todas sus componentes

iguales a uno, y por ﬁnal vector columna de dimension n con todas componentes

iguales a cero.

Definicion: Una matriz se dice que es estocastica por filas (columnas) si es no

negativa y la suma de los elementos de cada fila (columna) vale uno.

Teorema 1.1.1. A es estocastica por columnas y B lo es por filas.

Observemos que 1'A=1} y BI =1.

Teorema 1.1.2 (Teorema de la probabilidad total, forma matricial).

AB=ad

B'a =/

Demostracion: nos basamos en el teorema de la probabilidad total en su forma

habitual:
P(A|B)

aj—| P18
P(A,[B)

P(A|B,)
P(A,|B,)

P(A,B,)

P(A|B,) ]
P(A; | By)

P(A,|By)

P(B) |
P(B,)

_P(ém)_
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S P(A1B,)P(B))
(P(A)]
2. P(AIB)P(B) | | P(A)

1l
R

| P(A) ]

> P(A1B,)P(E)

Analogamente se demuestra B'a =

|

Teorema 1.1.3. Las matrices AB' y B'A tienen autovalor uno con a y f

autovectores asociados a ese valor y, respectivamente, a cada matriz,

Demostracion: combinando las formulas de la proposicion anterior se tiene:

AB=d — AB'G =d

Bla=4—>B'AB=2
Como consecuencia de lo anterior:

AB'G =a — (AB' -1 )a =0 — det(AB'—1)=0

B'AB=8—(B'A-1_)5=0_—det(B'A-1_)=0



Compatibilidad.

Teorema 1.1.4.
arp=lal,  pea=lpf,  avp=lp]
Demostracién: Basta aplicar el teorema 1.1.2
@ Af=d'a=|dl;
prea ==,

Por otra parte, la Ultima igualdad se obtiene trasponiendo la segunda.

Sea M la matriz de las probabilidades de las intersecciones de los dos sistemas

completos de sucesos:

(P(AB) P(AB,) .. P(AB,)]
P(AB) P(AB,) .. P(AB,)

| P(AB) P(AB,) .. P(AB,)

Teorema 1.1.5 (Teorema de la probabilidad total no condicional).

Im=p M'T, = p M1, =d

Demostracion: Basta operar en el primer miembro de cada ecuacion,
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IM=[1 1 ..

1]

| P(AB) P(AB,)

P(A,B) P(AB,) ..

|P(AB) P(AB,) ..

P(AB,) |
P(AB,)

P(AB,)_

:[iP(Asl) iP(ABZ) iP(ABm)}Bt

La segunda igualdad se obtiene por trasposicion de la primera. La Gltima se prueba

como la primera.

|

Definamos ahora las matrices D(&) y D(5) como las matrices diagonales con

diagonal el vector que se indica.

[P(A) 0 ..
D) - o P(:Az)
0 o0

Teorema 1.1.6.

Demostracion:

' P(A|B)

A7) = A<| P B

|P(A[B)

0
0

P(A) ]

P(B) 0
_ 0 P(B
D(f)=| (5 )
00

AD(B)=M =D(a)B

P(A|B,)

P(A,|B,) ..

P(A,|B,) ..

P(AIB,) |
P(A|By,)

P(A,B.) |

P(B) 0 ..
0 P(B,) ..
0 0

P(B,) |

| F’(|.3m)_



Compatibilidad.

(P(A|B)P(B) P(A[B,)P(B,) .. P(A|B,)P(B,)]
P(A,|B)P(B) P(A[B,)P(B,) .. P(A|B,)P(B,)

[ P(AIB)P(B) P(A[B)P(B,) .. P(AB,)P(B,)]
(P(AB) P(AB,) .. P(AB,)]
P(AB) P(AB,) .. P(AB,)

| P(AB) P(AB,)) .. P(AB;)]

La demostracion de la otra igualdad es analoga.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Bayes, forma matricial).

A=D(&)BD(8)™ B = D(a) " AD(f)

Demostracién: Es consecuencia inmediata del teorema 1.1.6

Recuérdese que cualquier variable aleatoria discreta de rango finito X, con rango

Ry ={XX,,...,X, }tiene asociado un sistema completo de sucesos que viene dado

por:
A(:[X :Xk]’ k:1,2,...,n

Este hecho sera utilizado con asiduidad en lo que sigue.
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2. Planteamiento del problema y notacion.

En la seccion anterior se considera el hecho de que dados dos sistemas completos
de sucesos o dos variables aleatorias discretas finitas se pueden construir matrices
Ay By vectores ¢ y S de probabilidades condicionadas y marginales

respectivamente que verifican ciertas propiedades. En esta seccion plantearemos
el problema contrario, es decir, dadas un par de matrices de dimensiones y
propiedades adecuadas ¢cuando pueden ser consideradas como las matrices de
probabilidades condicionadas de un vector aleatorio bidimensional discreto y

finito? Concretemos.

Sean dos matrices A=(ajj) y B =(bij) de orden nxm que verifican a; >0, b;j>0 V

i=1,...n; Vj=1,..mYyademas

En consecuencia, A y B! son matrices estocasticas por columnas.

La cuestion a dilucidar es, bajo qué condiciones dos matrices A y B, de
dimensiones nxm, en las condiciones anteriores, pueden ser consideradas
distribuciones condicionadas de cierto vector aleatorio (X,Y) de variables discretas
con recorrido finito. Esto es si X1, X2, ... ,Xn Son los posibles valores de X e y1, yo,

..,ym los de la variable Y

10



Compatibilidad.

a;=P[X=x|Y=y;] i=l.n
b=P[Y =y;IX =x] j=1..m

Equivalentemente, bajo qué condiciones existen dos vectores « y S, de
dimensiones n 'y m respectivamente, positivos y de forma que
ab; =pa; i=1..,n; j=1..,m pues la version normalizada (la suma de sus
coordenadas es la unidad) de @ y S serian las distribuciones marginales
correspondientes. La condicion anterior indica que Ay a determinan la misma
matriz de probabilidades conjuntas que B y 4. Nétese que podemos suponer
a,B; >0 i=1..,n; j=1..,m yaquesialgin ¢; oalgin $g;es nulo, el valor

Xi 0 yj tiene todas sus probabilidades asociadas nulas en A 'y B y, una vez

identificado, puede ser eliminado del problema.

En forma matricial, la condicion anterior viene dada por D(a@)B = AD(/) .

Esta primera cuestion recibe el nombre de problema de compatibilidad y, en este
contexto, las matrices A y B se denominan candidatas a distribuciones
condicionadas, ademas, si la respuesta al problema es afirmativa se dice que Ay B

son compatibles.

Ejemplo 1: Consideremos las matrices

gl glfw
I
o
Il
1
gl glfw
I

[T T
g ol
gl gl

Wl Wl

11
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Que son compatibles, pues existen vectores, dados por:

Qi
Il
1
Nl N
| |
Ry
Il
o B B

Que verifican la igualdad de las siguientes matrices:

NEEIES FI A ERE
AD(ﬂ):{; 1 ;} 5 0 :|:A 1 L}
3 2 5 0 % 10 10 10
1 ool & 3] 2 2 3
ORI
2 5 5 5 10 10 10

Ejemplo 2: Consideremos las matrices

113 29 3
A_|3 25 s_|5 5
212 212
3 25 5 5 5

Estas matrices son incompatibles pues para cualquier eleccion de los vectores «

y /3 sin componentes nulas, a,b, =,0=0y B,a, #0.

12



Compatibilidad.

Un segundo problema a tratar es, supuesto que existan, la unicidad de estas

variables X e Y o vectores & y . Veremos que los vectores marginales @ y 3,

de existir, no tienen que ser Unicos.

Ejemplo2: Consideremos las matrices

(025 050 0 O (050 050 0 O ]
|o75 050 0 0 |o75 025 0 0
A= 0 0 050 050 5= 0 0 050 050

0 0 050 050 0 0 050 050

Y la familia de vectores,

A 21
31+4 31+4
24 A
5= 31+4 B: 31+4
2 2
31+4 31+4
2 2
34 +4 ] | 34+4

que se han seleccionado con suma unidad. Veamos que para cualquier A >0 hay

compatibilidad.

13
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AD(f) =

D(3)B =

22
B | 34+4
0.25 0.50 0 0
0.75 0.50 0 0
0 0 050 0.50 0
0 0 050 0.50
0
[ 051 0.54 0 |
31+4 31+4
1.54 0.54 0
31+4 31+4
0 1 1
31+4 31+4
0 1 1
B 31+4 31+4]
4 0 0 0
31+4 ~
24 0
31+4
0 2
31+4 i
0 0 2
L 31+4

14

0 0
A 0
31+4
0
3A+4
0 2
31+4 ]
0.50 0.50 0 0 |
0.75 0.25 0 0
0 0 050 0.50
0 0 050 0.50]




Compatibilidad.

051 054 .
31+4 31+4
15, 050 0
_|32+4 31+4
. 1 1
31+4 31+4
0 1 1
! 31+4 31+4]

Para las matrices A y B definimos:

N,={(i.j): a; >0}, Ny={(i,j): b;>0}

Cuando se verifique que Na= Ng los denotaremos, indistintamente, por N.

Asi mismo, denotaremos por N, ={(i,j): i=12,...n; j=12..m}

3.- Compatibilidad. Primeros resultados.

Un primer resultado sobre compatibilidad puede encontrarse en cualquier

referencia sobre este tema y refleja el hecho,
P(X=xY=y)=0cP(X=x|Y=y)=0

P(X=xY=y)=0cP(Y=y|X=x)=0

15
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Teorema 1.3.1 (Condicion Necesaria de Compatibilidad). Si las matrices Ay B,

en las condiciones de la seccion anterior, son compatibles, entonces Na= Ng
Es decir, si A'y B son compatibles, sus ceros estan en las mismas posiciones.

En vista de esta condicion necesaria, salvo mencién expresa de lo contrario

asumiremos que Na= Ng =N
Arnold y Press (1989) presentan el siguiente resultado:

Teorema 1.3.2 (Arnold y Press, 1989). Dos matrices A y B en las condiciones de

la seccion anterior son compatibles si y s6lo si Na = Ns = N y ademas existen dos

vectores, U =(Uy,U,,...,u,) Y V=(V,V,,...,V, ) tales que

1

a; ..
C. :?:uivj v(i,j)eN

]

e . a; . -
Nétese que si (i, j)e N, —N los cocientes c; =—- no estan definidos pero
i

pueden ser calculados bajo hipdtesis de compatibilidad. Si estos valores se

organizan en forma de tabla de doble entrada de forma que para (i, j)e N,

Donde * es un valor desconocido a determinar.

16



Compatibilidad.

Esta tabla se denomina, matriz incompleta de cocientes. NOtese que es una matriz,

en el sentido habitual del término, si N=N_

Por otra parte, el teorema 3.1 de Arnold y Press (1989) afirma:

Dos matrices A y B en las condiciones habituales son compatibles si y s6lo si Na

= Ng =

N y

ademas para cualquier (il J;, J,)

(i, 1), (iy, §p), (iy ), (i, §,) € N se verifica que ¢, xc, |, =c,

iz J2 i

Si bien la condicidn necesaria se verifica, pues:

tales que

Uy

si Ay B son compatibles, existe un vector aleatorio (X,Y) de variables discretas con

recorrido finito. xi, X2, ...

tal que

a;=P[X=x|Y=y;] i=l.n

L]

by=P[Y =y, [X=x | j=1.m

Asi, para (i,1;, J;, J,) tales que (i, J,), (i, J,), (I, J1), (I, J,) €N

Xn son los posibles valores de X e y1, yo, ...

,ym los de Y

C..><C..:(’Jliljl a'zJZZP(X_XW yJ) P(X=x, |Y = y,) P(X—X) P(X=x;)
ko bob, P(Y= y,IX—x) P(Y=y, |X=x) P(Y= y) P(Y=y,)
o oo A By PXX=xY=y) PX=x]Y=y) P(X=x) P(X=x)
ek Ty b,zJ1 CP(Y = yJ|X—x) P(Y=y,|X=x) P(Y= yJ) P(Y=y,)

17
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No se verifica la condicion suficiente, tal y como indican Song, Li, Chen, Jiang y

Kuo (2010), que ofrecen el siguiente ejemplo

Ejemplo 1: (Song, Li, Chen, Jiang y Kuo, 2010)

Consideremos las matrices:

112, 111 ]
2 3 3 2 6 3
acll 2 g1 |t 1 o1
2 3 3 2 3 6
i 3 3. i 6 6
En este caso s6lo hay un (i, ), J,) que verifique

(i 1), G 1) (0§, (s ) €Ny resulta ser (1, 2, 1, 2
11,1,2),(2,1),(2,2) N Para esos indices se verifica la condicion

C,; XCy, =Cy, XC,; Sin embargo son incompatibles.

Si fuesen compatibles existirian vectores @ y A, no nulos y de dimensiones

adecuadas, que verifican la siguiente ecuacidon matricial:

18



Compatibilidad.

11140212 450 _
2 0 o012 6 3 2 33 |[A 0 00
: 11 1] |1 2 10 B8 0 0
0 a, Of|Z =2 0 Z|=|= =2 0 = ?

2 3 6| |2 3 3/o0 0 B 0O
0 0 a 1 5 1 2o 0o 0 g

00 =200 = £|L A

I 6 6| | 3 3

4 a4 g | (A B 28

2 6 3 2 3 3

% % o % |_|A 25 B

2 3 6 2 3 3

0 0 % 2%||g o & 24

] 6 6 | | 3 3|

De ahi, ) =2—§4 —>a, = 454 por la ecuacion de la posicién 3,4

Por otra parte:

@22 AP IAS,
B B % q a  2p
2

Asi, a; =28,y a, = 4—'54 por tanto o, = S, =0 lo que es imposible pues, de ser

asi, la tercera fila de A seria nula (y la cuarta de B). Por tanto, A y B son

incompatibles.
Por tanto, el resultado es la siguiente condicion necesaria.
Teorema 1.3.3 (Arnold y Press , 1989). Dos matrices A y B en las condiciones

habituales son compatibles entonces Na = Ng = N y ademas para cualquier

19
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iy o Jy)  tales que (i i), (i Jo) Gy 1. J) €N se verifica  que

. XC . =C. XC . .
hh C'sz C'1J2 C'2J1

Observemos que la condicion es también suficiente siN_ . =N pues, para este

caso, sobre la condicion ¢;; xc¢; , =¢;; xC, ; sumando en i

iy I bl

n n
DG, XCyjy = 2Cyj, Xy Gy, XCuyy =Gy, XCyy

i,=1 iy=1

Y ahora, sumando en j»

m m
zciljl X C‘jz = Zciﬂz x C‘h - Ciljl XCo = Ci1° X C-h
=1 jo=1

De esta forma ¢; xc,, =c, xc,; Vi,jeN Yy por aplicacion del teorema 1.3.1

se tiene la compatibilidad.
Tenemos por tanto,
Teorema 1.3.4 (Arnold y Press, 2002). Sean A y B dos matrices en las

condiciones habituales con N, =N . Ay B son compatibles si y sélo si para

cualquier (i,1,, J,, J,) tales que (i, j,),(i, J,),(i,, J,).(i,, J,) € N se verifica que

. XC . =C.. XC . .
hh C'sz C'1J2 C'le

La clave de la validez de esta prueba en este caso, y su no validez en el caso en el

que N, . #N, estriba en que las sumas no dependen de los indices que se

pretenden eliminar si los indices de sumacion recorren todos los valores, cosa que

noocurreenelcasode N, . #N.
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En el caso que nos ocupa, variables finitas, es posible utilizar resultados de algebra

matricial para analizar la compatibilidad de las matrices A y B. En efecto,

supongamos que N= {L..,L}x{1..,M} y denotemos por C la matriz de
a; ; . . , ..

elementos c ; :ﬁ, Notequesi N, . =N lamatriz estd completamente definida.
ij

El uso de esta matriz nos permite obtener una condicion necesaria de

compatibilidad.

Teorema 1.3.5. Sean Ay B en las condiciones habituales,con N, =N .SiAyB

son compatibles, entonces Zcijl:l donde ci,zz%. O equivalentemente,
i i
*1 * -1
Zc_j =1 donde c;; :ZC” :
J i

Demostracion: Si las matrices son compatibles, existen dos vectores @ y £, de
dimensiones n y m respectivamente, no negativos, con suma de coordenadas

unidad y de forma que ab,=pa, i=1..n ;j=1..m, entonces

i=1..,n ;j=1..,m lacomprobacion de la férmula es trivial.

O

Teorema 1.3.6 (Pérez Villalta, 2000). Sean A y B en las condiciones habituales,

con N, =N . Ay B son compatibles si y solo si el rango de C es uno.

Demostracion: Si rango de C es uno, existen dos matrices ortogonales U y V de
6rdenes n y m respectivamente, de forma que C =UXV'donde = es una matriz n
xm cuyo elemento (1,1) es no nulo y el resto nulos. Obsérvese que esto no es mas
que la descomposicion en valores singulares de la matriz C y el elemento no nulo
de X el Unico valor singular de C (ver p.e. Schott, 1997). Dada la forma de la
matriz £ podemos escribir C = lGoV' donde G y V son las primeras columnas de

U y V respectivamente. Asi, C

;=Uuov,;, ¥Y(i,j)eN y por tanto, incluyendo el
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valor singular en uno de los vectores U y V, se tiene la factorizacion cij = ui.vj,

v(i,j) e N.

Por otra parte, puesto que U es autovector de CC', que es no negativa, y esta
asociado al autovalor o >0, puede ser elegido con coordenadas no negativas y
puesto que V oc C'li también es no negativo, las matrices A y B son compatibles y,

en este caso, una adecuada eleccion de las distribuciones marginales es

P[X =x]=a, = i=1,.,n

Reciprocamente, si las matrices A y B son compatibles, el rango de C es la unidad

pues, si tomamos un menor de dimension dos cualquiera,

G A
G Gk bi,j by UV UV
= = =uVvuy, —uvuy; =0,
Ci Cix 8 Ay UV UV
b b

vi,l=1,..,nyVvjk=1..m.
O

Observacion: Es obvio que este resultado se puede demostrar facilmente utilizando
el teorema 1.3.2, sin embargo, el uso de la descomposicion en valores singulares

de la matriz de cocientes sera de utilidad en capitulos posteriores.
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Observemos que, en este caso, la condicion de compatibilidad via descomposicion
singular se simplifica notablemente pues, como observan Arnold y Press(1989) y
Arnold, Castillo y Sarabia (1992), se verifica que:

C iC.=¢.C,; V(i,j)eN donde

1,] “ee le e |

ij i j
Y en consecuencia U, o c, yv,cc,, VY(i,j)eN

Noétese que la condicion c;c, =c,.C,; v(i, j) e N es una condicién necesaria y

suficiente de compatibilidad enel caso N, =N .

Teorema 1.3.7 (Arnold y Press, 1989). Sean Ay B dos matrices en las condiciones

habituales con N_.=N. A 'y B son compatibles si y solo

¢ C.=c.C.; V(i,j)eN
En forma matricial, este resultado adopta la siguiente forma:

Teorema 1.3.8. Sean Ay B en las condiciones habituales, con N, . =N.AyB

son compatibles si y solosi C(1,C1,)=Cf,i’C=C1,,C.

Demostracién: Basta observar que
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]T:C:(Col C..
Cl.
- |c
cl, =~
c

Y transformar las condicion ¢, ;c =c,c; V(i,j)eN en C(L.CL,)=CiiC.

Ejemplo 2. Consideremos las matrices:

gald N

La matriz de cocientes es C =

tanto A y B son compatibles

gl N~

15

10
24

20

15

20

10

_3
20

24

|

10
8

Wi Wik

Wik wlN

5/ .. :
4}, tiene rango unidad y por
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15 24 54 15 6 27 15 15 45
Luego v, c ==+ =—=""y v, c —+—=—_ Por otra parte, U, oc — + - =——
10 20 20 20 10 20 10 20 20
24 6 36
Yy U, oc — +—=— podemos tomar por tanto
20 10 20

(V,V,) < (2,1) y (u,,u,)oc(5,4)

El producto (5,4)! (2,1) debe ser una matriz que, elemento a elemento, es

HE s

Multiplicando esta matriz por 2—3Ose obtiene C.

proporcional a C.

Ejemplo 2: Las matrices:

Wik WwliN

glw N~
gln N
Wi Wik

son incompatibles pues la matriz de cocientes C tiene, claramente, rango dos:

15 15

co 10 20 :i{lo 5}
18 12| 20| 6 8
20 10

Definicion. Dada una matriz T de dimensiones 2x2 con elementos positivos. Se

. . t.t
denomina razén de productos cruzados, a 1%,

t12t21
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Teorema 9 (Arnold y Gokhale, 1994, 1998). Sean A y B en las condiciones
habituales, con N, . =N . Ay B son compatibles si y solo si todas las razones de

productos cruzados son iguales en Ay B.

Demostracion: consideremos cualquier menor de orden dos en A:

& ay . :
vi,l=1..,nyVjk=1..m

a; g

Su razén de producto cruzado es %% para B
alka|j

b. b
ij ik - .
vi,l=1..,nyVvj,k=1..m.
|:blj bnj

bu bIk

Su razén de producto cruzado es
ik ™lj

Dividiendo ambas razones, obtenemos:

aijal
Ay GGy
ﬂ - CikCy
bikblj

Suponiendo que N, . =N tenemos
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Ay B compatibles si y s6lo si rang C =1 «<»c;c, —¢,c; =0

Vil =L ny Vi k=Lom >% —1 Vil =1,y Vj,k =1,..,me>

CicC;
a;ay,
a,a, . . L
blkbu =1Vi,l=1..,nyVjk=1..,m siysolosilas razones de los productos
iiPik
bikblj

cruzados son iguales en Ay B.

|

Es importante sefialar que la condicion de positividad N, . =N es imprescindible,

vease Arnold y Gokhale (1994).

El siguiente resultado relaja la condicion de positividad de Ay B,

Teorema 1.3.9 (Guptay Vargas, 1990). Sean Ay B dos matrices en las condiciones
habituales Na = Ng = N y supongamos que 3 (io,jo) € N tal que, paracadaj=1,...,
M (io,j) € N yqueparacadai=1, ..., L (i,jo) € N. Entonces, Ay B son compatibles

si y solosi

b

, b .
% a2 Y(i,j)eN

ij bijo ij a

donde x es una constante que depende Unicamente de ip y de jo Y es distinta para

cada eleccion de estos indices.

Puede comprobarse que si Ay B son compatibles la igualdad se tiene tomando
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mientras que el reciproco se obtiene tomando la distribucion conjunta

P =K'bij% para (i,j)eN

1o

p; =0 para (i,j)e N

L -1
siendo K'= {Zc%}
1

Ejemplo 6. Consideramos las matrices

0o 11 oo L2
3 2 3 3
a=lo o 2 1]y Bojo o 11l
3 4 2 2

11 11 2211
I 3 4 5 5 5 5

entonces, N, =Ng =N ={(1,3),(14),(2.3),(2.4).(32),(3.2),(33).(3.4)}

La eleccion de io Y jo en este caso ofrece dos posibilidades. (io , jo) = (3,3) 0 bien

(i, Jo) = (3,4); tomemos la primera posibilidad
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Comprobar las igualdades es trivial.

La distribucion conjunta sera:

1 ai3 .. , 3 3
Py =K bijb_ para (i,j)eN con x'= Zcis ==

i3

Obteniéndose, entonces,
. 0 01 2
J)=—0 0 1 1
(p;) 10
1 211

Ejemplo 7: Las siguientes matrices no pueden ser estudiadas utilizando el resultado

anterior ya que en cada fila y columna hay, al menos un elemento nulo.

05 0125 0 0 | 05 05 0 0

|05 0875 0 0 |0.125 0875 0 0
A= 0 0 05 0125 5= 0 0 05 05

0 0 05 0.125] 0 0 0125 0.875]

4.- Representacion marginal uniforme.

En el contexto del estudio de tablas de contingencia, Mosteller (1968) introduce la
representacion marginal uniforme (UMR), y la utiliza para estudiar los patrones de
asociacion entre las variables cualitativas que son dificiles de ver, posiblemente

por accion de las marginales, en la tabla inicial.
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La UMR se calcula sobre tablas de contingencia, con frecuencias absolutas o
relativas y, obviamente, sobre matrices no negativas. Suponemos que en cada fila
o0 columna hay, al menos, una entrada positiva. El procedimiento de célculo para
el caso de tablas de contingencia con frecuencias relativas o matrices con

elementos en el intervalo unidad, es el siguiente:

Dada una tabla de contingencia 0 matriz no negativa, de dimensiones nxm, y

elementos en el intervalo unidad,

M Normalizar cada fila de forma que sumen 1/n: si SF(i) representa la
suma de todos los elementos de la fila i, dividir cada elemento de esa
fila entre nSF(i) (i=1,2,...,n).

(i) Normalizar cada columna de forma que sumen 1/m: si SC(j) representa
la suma de todos los elementos de la columna j, dividir cada elemento

de esa columna entre mSC(j) (j=1,2,...,m).

(iii)  Repetir los pasos anteriores hasta que el procedimiento converja (si es

que lo hace).

No existen estudios sobre la convergencia del método.

Ejemplo 1:

) 0.10.10.20.1
Sea lamatriz D =
0.1 010.2 0.2

La suma de las filas y columnas son SF = [0.5, 0.6] , SC= [0.2, 0.2, 0.4, 0.3]
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Procedamos a aplicar el algoritmo para encontrar la representacion marginal
uniforme. En cada iteracion aparece, como resultado una matriz, que corresponde
a la normalizacion de filas y columnas, también aparece la suma de filas y

columnas.

IT | Matriz. Suma fila'y columnas.

1 |0.1363636 0.1363636 0.1363636 0.09375 SF=0.5028409 0.4971591

0.1136364 0.1136364 0.1136364 0.15625 SC=0.250.25 0.25 0.25

2 |0.1356589 0.1356589 0.1356589 SF=0.5000619 0.4999381

0.09308511 SC=0.250.250.25 0.25

0.1143411 0.1143411 0.1143411
0.15691489

3 10.1356436 0.1356436 0.1356436 SF=10.5000013 0.499998

0.09307065 SC=10.250.250.25 0.25

0.1143564 0.1143564 0.1143564
0.15692935

4 10.1356432 0.1356432 0.1356432 SF=0.50.5

0.09307034 SC=0.250.25 0.25 0.25

0.1143568 0.1143568 0.1143568
0.15692966
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Con el nivel de precision utilizado. En definitiva, la representacion de marginales

uniformes es

[0.1356432 0.1356432 0.1356432 0.09307034
RMU 1 0.1143568 0.1143568 0.1143568 0.15692966

Una interpretacion de la RMU de una matriz de probabilidad puede encontrarse en
Arnold y Gokhale (1994). Se define la funcion de informacion de Kullback-Liebler
como a la pseudo distancia entre dos distribuciones (bidimensionales) con matrices

de probabilidad conjunta P y Q ( de la misma dimension) como:
pij

1(P,Q)= Z Pij In[q_J
i ij

La representacion marginal uniforme de P, es la distribucion con marginales

uniformes que minimiza | (P,Q), es decir
I(P,RMU)=min {I (P,Q): Q distribucion con marginales uniformes}

Ademés, Arnold y Gokhale (1994) relaciona la URM de las matrices candidatas a

condicionadas con el problema de compatibilidad.

Teorema 1.4.1 (Arnold y Gokhale, 1994). Sean A y B en las condiciones
habituales, con N, =N. Ay B son compatibles si y solo las URM de AyB

coinciden.
Ejemplo 2.

Sean las siguientes matrices
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>

I
NI N
co|lo1 0| w
ol M
olol MW

Tras cuatro iteraciones para A y cinco para B ambas matrices presentan la

representacion de marginales uniformes (con el nivel de precision utilizado):

MU

0.2817542 0.21824587
0.2182458 0.2817542 | ™V

Por lo que las matrices son compatibles.

La hipdtesis de positividad de A y B es indispensable. Arnold y Gokhale (2002)

ofrecen ejemplosen losque N, .. #N y:

e UMR no existe, pero son compatibles.
e UMR no existe, pero son incompatibles.

e UMR existe y son iguales, pero son incompatibles.

5.- Uso de la formula de Besag.

Besag (1972, 1974) presenta una férmula que relaciona los valores de la funcién

de densidad o cuantia en dos puntos del rango de un vector aleatorio, a través de
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densidades o cuantias condicionadas. Nosotros nos ocuparemos del caso

bidimensional discreto, que es pertinente para este trabajo.
Supondremos que las probabilidades que intervienen son no nulas.

Sean (x,,¥,),(%,,Y,) € R« v, distintos. Relacionaremos en primer lugar la funcion

de cuantia en dos puntos en los que se ha cambiado una sola coordenada.

Desplazamiento horizontal: los puntos varian en la primera componente, es decir

los puntos son de la forma (x,y,),(X;, ¥;) € R« v,

Puesto que:

P(X=x,Y=y)=P(X=x[Y =y,)P(Y =Y,)
P(X =X2,Y = yl): P(X =X, |Y = yl)P(Y = yl)

Se tiene que:

PX=x,Y=y) PX=x[Y=V)
P(X :X2’Y = yl) P(X =X, |Y = yl)

Desplazamiento vertical: los puntos varian en la segunda componente, es decir los

puntos son de la forma (x,,¥,),(X,,¥,) € Rix v,

Puesto que:

P(X :XziY = yl): P(Y :yllx :Xz)P(X :Xz)
P(X =X2,Y = yz): P(Y =Y, | X :Xz)P(X :Xz)

Se tiene que:

P(X=x%,Y=y) PN=y[X=x)
P(X =X%,,Y :yz) P(Y :y2|X :X2)

Desplazamiento diagonal: los puntos varian en ambas componentes, es decir los

puntos son de la forma (X, y;),(X,,¥,) €Rx vy
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Descomponiendo en desplazamientos horizontales y verticales:

P(X = X1’Y = yl) _ P(X = X1’Y = yl) P(X = X2’Y = yl)
P(X = Xz’Y = Y2) P(X = X21Y = Y1) P(X = Xz’Y = yz)

Se obtienen:

P(XZX11Y:y1) _ P(X:X1|Y:y1) P(Y:y1|X:x2)
P(szz’YZYZ) P(szzlYZY1) P(Y:y2|X=x2)

Que es la version bidimensional de la férmula que encontramos en Besag (1972 y
1974).

Utilizando esta misma técnica, se puede relacionar cualquier par de puntos
mediante un numero finito de desplazamientos horizontales y verticales,
seleccionando asi, un camino en el que se cumpla la condicién de positividad de
las probabilidades implicadas. Indiquemos, ademas, que las posiciones de los
caminos no tienen por qué ser adyacentes, siendo la condicion basica, que las

posiciones correspondan a desplazamientos horizontales y/o verticales.

Ejemplo 1:

Consideremos las matrices de probabilidad condicionadas de las variables

aleatorias X e Y que toman valores X=1, 2, 3e Y=1,2,3,4.

1 0 06 O 04 0 06 O
A= 0 04 04 0.75 B={ 0 02 02 06
0 06 0 025 0O 06 0 04

Podemos relacionar las probabilidades de los puntos (1,1) y (2,3), para ello
debemos encontrar un camino que los una de forma que entre cada punto y el

anterior solo exista un desplazamiento vertical u horizontal, por ejemplo

(1,1) — (1,3) — (2,3)
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Graficamente, si representamos en una matriz las posiciones de cada elemento no

nulo, el camino seguido entre las posiciones en negrilla es

1,1 1,34
2,2 23 24
3,2 3,4

Asi la relacion de probabilidades es:

P(X=1Y=1) P(X=1Y=1) P(X=1Y=3)

P(X=2Y=3) P(X=1Y=3)P(X=2Y=3)

_P(Y=1|X =) P(X =1]Y=3) 0406 _,
P(Y=3|X =1) P(X =2|Y =3) 0.60.4

De la misma manera, se podria relacionar probabilidades utilizando caminos méas

largos, por ejemplo para relacionar (1,1) con (3,2) debemos usar el camino:
(L,H—-(13)—(23)—(2,2) > (3,2

P(X =1Y =1) P(X=1Y=1) P(X =LY =3) P(X=2Y =3) P(X =2,Y =2) _
P(X=3Y=3) P(X=LY=3)P(X=2Y=3)P(X=2Y=2)P(X=3Y=2)
CP(Y =1|X =1) P(X =1]Y =3) P(Y =3|X =2) P(X =2|Y =2) 0.40.60.20.4 2
TP(Y =3[X =) P(X=2|Y=3)P(Y=2|X=2)P(X =3]Y=2) 06040206 3

Podemos utilizar caminos alternativos, por ejemplo:

(1,1) - (1,3) > (2,3) > (2,4) — (3,4) — (3,2)
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P(X =1Y =1) _
P(X =3Y=2)

CP(X=LY=1) P(X=1Y=3) P(X=2Y=3) P(X=2Y =4) P(X =3Y =4) _
CP(X =LY =3)P(X=2Y=3)P(X=2Y=4)P(X=3Y=4)P(X=3Y=2)
CP(Y=1]X =1) P(X =1]Y =3) P(Y =3|X =2) P(X =2|Y =4) P(Y =4| X =3) _
CP(Y =3|X =) P(X=2|Y=3)P(Y =4|X =2) P(X =3|Y =4) P(Y =2| X =3)
04060207504 2

Como cabia esperar, este valor coincide con el obtenido con anterioridad.

Graficamente los dos caminos utilizados han sido;

1,1 1,34 1,1 1,3y
22 «23 24 22 23> 124
3,2 3,4 3,2 34

Notese que este método permite reconstruir la matriz de probabilidades conjuntas.

Para ello, basta con relacionar todos los valores (x;,y;) que tengan probabilidades

no nulas con uno de ellos, el valor de esta relacién es independiente del camino
utilizado para obtenerla. Ademas, las probabilidades condicionadas nulas implican

la conjunta nula.

Ejemplo 1 (continuacion): continuando con el ejemplo anterior, observemos que

P(X =1Y =2)=P(X =1Y =4)=P(X =2,Y =) =P(X =3)Y =1)=P(X =3,Y =3) =0
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Relacionaremos todas las probabilidades conjuntas no nulas con la del punto
(1,1). Note que algunas ya han sido calculadas. Unicamente indicaremos el

camino Yy el resultado.

(1,1) — (1,3) P(X :1,Y:3):§P(x =1Y =1)
(1,1) = (1,3) = (2,3) — (2,2) P(X =2,Y =2)=P(X =1Y =1)
(1,1) > (1,3) > (2,3) P(X =2,Y =3)=P(X =1Y =1)
(1,1) = (1,3) = (2,3) — (2,4) P(X =2,Y =4)=3P(X =1Y =1)

(1,1) » (1,3) > (2,3) > (2,4) —» (3,4) — (3,2)

P(X =3,Y =3):§P(x =1Y =1)
(1,1) > (1,3) > (2,3) = (2,4) —> (3,4) P(X =3Y =4)=P(X =1Y =1)

Puesto que > P(X =x,Y =y) =1 setiene P(X =1,Y =1)=0.1 y de ahi

X,y

01 0 015 O
M=0 01 01 03
0 015 0 01

Estas ideas se utilizan para estudiar y resolver el problema de la compatibilidad de
dos matrices en Wang y Kuo (2010) y Kuo y Wang (2011).

Dadas matrices A=(a;;) y B =(bj;) de orden nxm que verifican aj> 0, b;j>0
Vi=1,...n; Vj=1,..m, N,=Ng; =N yen las condiciones habituales, observan

que
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(i) Sitodo (i, j) € N se puede unir mediante, al menos, un camino con una
posicion fija, y los cocientes son iguales a traves de cualquier camino
que una la posicion fija y cualquier otra, entonces las matrices son
compatibles.

(i)  Sitodo (i, J)e N se puede unir mediante un camino con una posicion
fija, y al menos dos cocientes son distintos, entonces las matrices son

incompatibles.

A partir de ahi, el calculo de la distribucion conjunta siguen los mismos pasos que

vimos en el ejemplo anterior.
Ejemplo 2:
Consideremos las siguientes matrices

1 04 05 02 04 04

A: B =

0 06 05 0O 06 04
A partir de la posicion (1,1) es posible construir caminos que la conecte con el
resto de las posiciones de la matriz. Comprobaremos la compatibilidad de las
matrices consideradas y calcularemos las distribuciones conjuntas y marginales de

las variables aleatorias asociadas al problema. Supondremos que X toma los

valores 1,2 e Y los valores 1,2,3.
(1,1)—(1,2) [Gnico]

P(X=1Y=1) P(Y=1]X=1) 02 1
P(X=1Y=2) P(Y=2|X=1 04 2

(1,1)—(1,2)—(1,3) [1 de 2]

P(X=1Y=1) 0204 1

P(X=1Y=3) 0404 2

(1,1)—(1,2)—(2,2)—(2,3)—(1,3) [2 de 2]
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P(X=1Y=1) 02040605 1

P(X =1Y =3) 04060405 2

(1,1)—(1,2)—(2,2)[1 de 2]

P(X=1Y=1) 0204 1

P(X=2Y=2) 0406 3

(1,1)—(1,2)—(1,3)—(2,3)—(2,2) [2 de 2]

P(X=1Y=1) 02040504 1

P(X=2)Y=2) 04040506 3

(1,1)—(1,2)—(1,3)—(2,3) [1 de 2]

P(X=1Y=1) 020405 1

P(X=2Y=3) 040405 2

(1,1)—(1,2)—(2,2)—(2,3)[2 de 2]

P(X=1Y=1) 020406 1

P(X=2Y=3) 040604 2

De lo anterior se deduce que las matrices son compatibles. Para el calculo de las

probabilidades conjuntas observemos que,

P(X =2Y =1)=0, P(X =1Y =2)=2P(X =1Y =1),
P(X =1Y =3)=2P(X =1Y =1), P(X =2,Y =2)=3P(X =1Y =1),
P(X =2,Y =3)=2P(X =1Y =1)

Puesto que ZP(X =i,Y = j)=1 se tiene P(X=1Y =1)=0.1 y la matriz de
ij

probabilidades conjuntas es:
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01 0.2 0.2
M:
{o 0.3 o.2}

las marginales son, por tanto,

0.5 0L
a = {0'5} B=]05
' 0.4
Ejemplo 4: Consideremos las siguientes matrices
1 04 05 0.2 0.7 01
A= B=
0 06 05 0 09 01
Y calculemos el valor del cociente P(X=1Y=1) a través de los caminos:
P(X=2Y=2)

(1,1H)—(1,2)—(2,2)

P(X=1Y=1) 0204 4

P(X=2Y=2) 0706 21

(1,1)—(1,2)—(1,3)—(2,3)—(2,2)

P(X=1Y=1) 02070501 2

P(X=2Y=2) 07010509 9

Puesto que los valores obtenidos son distintos, las matrices son incompatibles.

En relacion a la condicion “Si todo (i, j) € N se puede unir mediante un camino

con una posicion fija” sefialemos que en ocasiones existe un elemento que se puede

unir con el resto de elementos de N mediante un Unico camino, en ese caso las
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matrices son compatibles. Y por otra parte, en ocasiones tal elemento no existe.

Veamos ejemplos de ambas situaciones.

Ejemplo 3:
1 04 0 02 08 0
A= B=
{0 0.6 1} { 0 06 0.4}
Note que la situacion de los ceros, hace que para cada par de elementos de N exista

un unico camino que los une.

Ejemplo 4:
(05 0125 0 0 ] (05 05 0 0
A 05 0875 0 0 5 0.125 0.875 0 0
1o 0 05 0.125 10 0 05 05
0 0 05 0.125] 0 0 0125 0.875]

En este caso no existe ninguna posicion que pueda unirse con todas las demas. Asi,
por ejemplo, la posicién (1, 1) no puede unirse con las posiciones del segundo
blogue de la diagonal. Sin embargo son compatibles. Volveremos sobre esta

cuestion en el proximo capitulo, obteniendo todas las soluciones.

Un algoritmo mas pragmaético que el que hemos discutido, puede encontrarse en
Kuo y Wang (2011), al que denominan onepath. Basicamente consiste en utilizar
un Uanico camino para cada elemento de N y con posterioridad, comprobar las

soluciones:

(i) Unir cada (i, j))e N mediante un camino con una posicion fija, y

calcular los cocientes de probabilidad.
(i)  Calcular la matriz de probabilidades conjuntas a partir de los cocientes

obtenidos en (i).
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(ili)  Comprobar que las distribuciones condicionadas de (ii) coinciden con
las iniciales.

Ejemplo 2 (continuacion)

A_|1 04 05 g_[0:2 04 04
|0 06 05 | 0 06 04
A partir de la posicién (1,1) es posible construir caminos que lo una con el resto

de las posiciones de la matriz. Supondremos que X toma valores 1,2eY 1,2, 3.

(1,1)—(1,2)

P(X=1Y=1) P(Y=1]X=1) 02 1
P(X=1Y=2) P(Y=2|X=1 04 2

(1,1H)—(1,2)—(1,3)

P(X=1Y=1) 0204 1

P(X =1Y =3) 0404 2

(1,1)—(1,2)—(2,2)

P(X=1Y=1) 0204 1

P(X=2Y=2) 0406 3

(1,1)—(1,2)—(1,3)—(2,3)

P(X=1Y=1) 020405 1

P(X=2Y=3) 040405 2

43



R.A. Pérez Villalta

Con los datos obtenidos se pueden calcular las probabilidades conjuntas, tal y

como se hizo en el ejemplo 2, resultando
0.1 02 02
M =
0 03 02
El calculo de las matrices de probabilidades condicionadas nos conduce a las

matrices iniciales:
1 04 05 02 04 04
A: B:
0 06 05 0 06 04
6.- Extension de rango unidad.

El objetivo de esta seccion es mostrar la generalizacion del teorema 1.3.6 al caso

en el quee N,=N;=N=N__ . Salvo mencion expresa de lo contrario,
supondremos, a lo largo de toda la seccion que N,=N; =N sin asumir la

condicion de positividad de las matrices A'y B.

Observemos que si N,=N;=N=N la matriz de cocientes C no esta

nxm ?

completamente determinada por las matrices candidatas a distribuciones

condicionadas A y B. Asi si, por ejemplo, en

025 025 O 05 05 O
A=l 05 025 05 B=| 05 025 025
025 05 05 025 05 0.25
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el elemento c13 de C esta indeterminado, al ser cociente de dos elementos nulos.
Pérez-Villalta (2000) observa que, bajo la hipotesis de compatibilidad, ese
elemento indeterminado de C esta definido, pues es cociente de probabilidades
marginales no nulas (pues, en otro caso el elemento se elimina), y puede ser
determinado, bajo ciertas condiciones sobre C, a partir de A y B. En efecto, bajo
hipdtesis de compatibilidad, existen un vector aleatorio (X, Y) cuyas condicionadas
son las matrices dadas y por tanto:

Ci_:ﬁ:P(X=Xi|Y=yi):P(X=Xi) i e N
' by P(Y=y;IX=x) P(Y=y)

1

Y, también,

= P(X =x)
! P(Y :yj)

V(i, ) €Ny,

Se trata, por tanto, de encontrar métodos para calcular C.

Teorema 1.6.1 (Pérez-Villalta, 2000). Sean A y B dos matrices en las condiciones
habituales con N, =N; =N . Si Ay B son compatibles entonces, la matriz C

puede completarse de forma que tenga rango 1.

Demostracion: Si las matrices dadas determinan la distribucion conjunta de un

vector (X,Y) discreto y finito, para cada (i,j) ¢ N nos basta tomar
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a
B

—

Obsérvese que estos cj; estan definidos pues P[Y=y;j] # O pues, en otro caso, y; se

habria eliminado del problema.
[

Notese que si C puede completarse de forma que tenga rango unidad podremos

aplicarle el teorema 1.3.6 y tenemos el siguiente

Teorema 1.6.2 (Pérez-Villalta, 2000). En las condiciones anteriores, si C puede

completarse de forma que tenga rango unidad entonces, A y B son compatibles.

Demostracién: Basta aplicar la técnica del teorema 1.3.6 para obtener

distribuciones marginales.

Ejemplol: Considérese

1 211 21 6 1

4,10 4 2 2 410 4 2 4
A=10 y B=10

5 0 2 4 4 0 3 3

4 4 5 3 1 2 3 4

Entonces, la matriz C viene dada (parcialmente) por
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1,1
2 6
* 1 1 1
C= 2
5.2 4
4 3 3
4 2 > 3
L 3 4
A'y B son incompatibles pues, por ejemplo
1
2 =
6|#0
11
Ejemplo 2.
1,33
2 8 4
A= 13 0 0
4 4
1151
|4 4 8 4
Matriz de cocientes (incompleta) es:
2 * 1 2
C=|1 1 * *
2 21 2
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Calculemos una extension positiva de rango uno de C, para ello calcularemos los
elementos que faltan en C obligando que ciertos determinantes sean nulos,

perfilando la posibilidad de que la matriz resultante sea uno.

2 21 2
‘2 a‘:o—>a:2 C=[1 1 * *
b 2 21 2
22 1 2
‘2 No0a=t C,=[1 1 1 =
1 a 2 2212
221 2
; §=0—>a:l C,=1 111
2 2212

Note que es posible utilizar valores obtenidos en pasos anteriores. Una vez que se
ha obtenido los valores faltantes, la matriz resultante debe ser de rango uno, si no

lo es, las matrices A y B son incompatibles. En nuestro caso, puesto que

rang(C,) =1se tiene C,=C.

2 2 1 2
. : 1 5
Célculo de marginales: 1 1 1){1 1 > 11=6 5 > 5)
2 2 1 2
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1
5
1
Invirtiendo elemento a elemento S = 2 . La otra marginal se puede obtener, por
5
1
LS
_2_
5
ejemplo, A =a'y, en este caso se obtiene @ = % :
2
5]
Ejemplo 3. Consideramos las matrices:
0 201 0o 2ot
3 3 5 5
1ol ol
A-|® 1 ) 2 5-|° 1 ’ 1
0O = 0 = 0 = 0 =
3 3 2 2
102 o2y
| 2 4 L4 4 ]

La matriz (parcial) de cocientes es
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x 2 4 O
6 3
1
1 * = *
C= 2
« 2 4 4
3 3
2 * 3 *
Si hacemos c11= 4 # 0 obtenemos
. 2 A5
6 2 3
1 2 1 5
“7l4 6; 22 3;1
-2 =2 £, =
5 3 5 3
, 5
L 34 31

sin méas que imponer que tenga rango 1. Para cada valor de A se obtienen distintas
C y por tanto esta matriz no se puede completar de manera unica de forma que
tenga rango unidad. Ademas, para cada A se tendran distintos vectores U y V

(donde c; =uyv; V(i, j) € N). En este caso,

U oc §+§/1,§+i,2+§/1,3+E V oc 3+g/1,—+——,—+—l,3+—
2 2 2 24 5 A 5

El caso de no unicidad sera estudiado en el préximo capitulo.

La idea de completar la matriz de cocientes C puede ser formalizada como sigue
(Arnold, Castillo y Sarabia, 2004)
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Definicion: Una matriz C se dice que es una extension positiva de la matriz C

(incompleta) si todos los elementos de C son positivos y los elementos C

coinciden con los de C sobre N, es decir, T; =¢; V(i,j)eN

De esta forma, los teoremas 1.6.1 y 1.6.2 adoptan la forma:

Teorema 1.6.3 (Pérez-Villalta, 2000; reformulado). Sean A y B dos matrices en las

condiciones habituales con N, =N; =N . Entonces, A y B son compatibles si y

solo si, la matriz C admite una extension positiva de rango 1.

Notese que si A 'y B son compatibles, una extension positiva de rango unidad es
~ _ P(X=x)

C. = V(@,j))eN_ .
ij P(Y :yj) (I J)G nxm

A partir del resultado anterior, Arnold, Castillo y Sarabia (2004), proporcionan los

dos resultados siguientes, que son consecuencias inmediatas del anterior.

Teorema 1.6.4 (Arnold, Castillo y Sarabia, 2004). Sean A y B dos matrices en las

condiciones habituales. A y B son compatibles si y solo si N, = N; = Ny existe

una matriz positiva C tal que

im

O
]

a.
=0i=12..,n-1j=12..,j-1y ¢ =b—” v(i,j)eN

1

nj nm

Teorema 1.6.5 (Arnold, Castillo y Sarabia, 2004): Sean A y B dos matrices en las

condiciones habituales tales que N, = N, = N y existe una matriz positiva C tal
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a. C.C.
que C”:b_” v(@i,))eN 'y G =—=>V(i,j)eN,, entonces A y B son
C.

ij
compatibles.

Donde T —Zcu, anﬁij yc.= >, G V@i.DeN,,
i=1

(1,1)eNm

Si la extension positiva C de C tiene rango unidad, sus filas y columnas son
proporcionales y es posible considerar las matrices de las constantes de

proporcionalidad por filas y por columnas

Definimos la matriz de constantes de proporcionalidad por filas F como la matriz

ol |_O|

=5

nxn dada por f, =—. Notese que esta bien definida si las matrices A y B son

compatibles

P(X =
f_f‘:_,_ /(Y ¥;) P(X=x) —12 n
"t P(X=x P(X=x) T
%(Y:yj)

La matriz es, por tanto
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P(X=%) P(X=x,) P(X=x,) ]
P(X = Xl) P(X = 1) P(X = 1)
P(X=x) P(X=x,) P(X =Xx,)
F=|P(X=X%,) P(X=x,) P(X =X,)
P(X=x) P(X=x,) P(X =x,)
P(X=x,) P(X=x,) P(X =x,) |

Compatibilidad.

El siguiente resultado resume las propiedades de F y, por tanto, las de las

constantes de proporcionalidad por filas:

Teorema 1.6.7. Sean A y B dos matrices en las condiciones habituales y

compatibles (por lo tanto existe C) y sea F la matriz de constantes de

proporcionalidad por filas, entonces:

a.- F esta bien definida.

b- f. =1 f, =fil=12..n

c.- rang(F) =1
_ L
P(X =x)
_ 1
d- F1 =| P(X =x,)
1
P(X'=x,) |
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_ 1
P(X =x)
1
e- F=| P(X=Xx) [[P(X=x) P(X=Xx,)

1
| P(X'=x,)

(descomposicion en valores singulares).

La demostracion es evidente.

Ejemplo 2 (continuacion)

o | o1 o olw
o MW

Al B NP
AL, Mlw O

N

Matriz de cocientes (incompleta) es:

2 * 1 2
C=11 * *
2 21 2

Una extension positiva de rango uno de C,
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La matriz de constantes de proporcionalidad por filas bien dada por:

C.
f, =—%, por ejemplo, f, =
c

ij

O

221
Clj

=% por tanto F =

R N

NI, P N~

Compatibilidad.

Podemos utilizar el apartado del teorema anterior para calcular una de las

marginales.

Invirtiendo elemento a elemento a =

mediante B'a = 3.

'I'I
=

N

|

Nl P N

gl gl ol N
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De la misma forma, definimos la matriz de constantes de proporcionalidad por

filas G como la matriz mxm dada por g, =

matrices A y B son compatibles

P(Y:yi)
i %(Y:yk)_P(Y:yj)

O||<'>|
=

ij

. Note que esta bien definida si las

C .
g'k :__k: - ' J!k
KTg TP =) P =y,
%(Y ) Y =y,
La matriz es, por tanto
i P(Y = Y1) P(Y = yl)
P(Y = yl) P(Y = Y2)
P(Y = yz) P(Y = yz)
G= P(Y = yl) P(Y = Y2)
P(Y¥=y,) P{=y.)
L P(Y = yl) P(Y = yz)

El siguiente resultado resume las propiedades de G y, por tanto, las de las

constantes de proporcionalidad por columnas:

Teorema 1.6.8. Sean A y B dos matrices en las condiciones habituales y

compatibles (por lo tanto existe C) y sea G

proporcionalidad por columnas, entonces:

a.- G esta bien definida.
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b.- 9ji =1 9y = g;l<1 J,k=12,...,.m

c.- rang(G) =1

d.-.i;e{ ! 11 }
PY=y) P =y, PY =Y,)

_P(Y = yl)_
PW=w){ 1 1 1 }
: P(Y=y) P(Y=y,) =~ P(Y=yY,)

PY =Y,)]

(descomposicion en valores singulares).
La demostracion es evidente.

Ejemplo 2 (continuacion)

1,33 14,33
2 8 4 4 8 8
A:1§00 B=£§OO
4 4 4 4
1151 1151
|4 4 8 4 |8 8 8 8]

Matriz de cocientes (incompleta) es:

2 * 1 2
C=|1 1 * *
2 21 2
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Una extensiéon positiva de rango uno de C,

@]

I
N
N
R N~ -

|_\

La matriz G de constantes de proporcionalidad por columnas puede ser calculada

11 1 1
2
= c. 2 11 1 1
mediante g :(ii, por ejemplo, g,, =—2===1, por tanto G = 2
i € 2 2 2 1 2
11 1 1
L 2

Y utilizando el apartado d del teorema anterior, podemos calcular la marginal

11 l 1
2
11 l 1 5
g 11 gt 2 :{5 5 2 5}
2 2 1 2
11 E 1
G2

Los reciprocos de esos elementos forman el vector la marginal £ =

gl g ol - ol -

[
L
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Los siguientes resultados (Song, Li, Chen, Jiang y Kuo, 2010), seran de gran
importancia en el proximo capitulo, representan un avance en el método que

tratamos.

Definicion. Con la notacién habitual, una matriz de cocientes C se dice que es
reducible si después de intercambiar algunas filas y algunas columnas se puede

escribir como la siguiente matriz por bloques:

* T2

Donde las entradas fuera de la diagonal por bloques son todos elementos
desconocidos (*) y las entradas de los bloques diagonales no son todas

desconocidas. Una matriz de cocientes es irreducible si no es reducible.

Lema 1.6.1 (Song, Li, Chen, Jiang y Kuo, 2010). Para cualquier matriz de
cocientes C, por intercambio de filas y/o columnas se puede reescribir como una
matriz irreducible con M >1bloques en la diagonal irreducibles y bloque fuera de

la diagonal formados por elementos desconocidos.

__I_l « %
* -|'2 *
T(C)= . :
_* * TM |

Notacion: T(C) = Diag(T,,T,,...,T,;), M >1 a esta descomposicion la llamaremos

descomposicién en bloques irreducibles (DBI)
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Esta descomposicion no es Unica

Ejemplo 4:

Consideremos las matrices

0.6

o O O O
o O O »r O O

La matriz de cocientes es

0.8

60
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0 09
03 0
0.7 0
0 01

03 0 0.2
0 03

0.7
0 01

0]

0
0.4
0.6

0

0

0
0
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* 2 * 1 2

C-=
* ok Kk x| *x 9
* *

Intercambiando las filas 2 y 6

S
05 * * 1 * * x
* Q% k1 % D
N
% ] % % ] *
% ] * x| *

Intercambiamos las columnas 2 y 4

* * 2 1 * 2
C, =

* * % 1 * 2

* * * * *

* * * * *

Y finalmente, intercambiamos las columnas 3y 7,
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ﬁ_ 2 * * * * *
05 1

*
*
*
*
*

* %
* %
NNl
N
=
* %
* %

En vista de la forma de C, concluimos que C,=T(C) siendo los bloques

diagonales

1 2 2 21 11
T, = T, = T, =
05 1 2 * 1 11

Por otra parte es claro que se puede hacer otras transformaciones para obtener otra

matriz que siendo DBI de C no es la que hemos obtenido, por ejemplo se puede

obtener
0 ﬁ_ 2 x ok x % * | _|0_5 1 * * * * * |
0_5 ]J * Kx X Kk K 1 a * * K X %
* * ﬁ_ 1 * * * * * ﬁ_ 1 * * *
* * 1 ]J EE S 0 bien * * 1 ]J * *  *
* * x  *x |§ 2 1 * * *x % E 2
* * *x  * 2 :IJ * EEE 2 ﬂ
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Llegados a este punto, debemos recordar (ver por ejemplo Schott, 1997) que las
transformaciones de filas y columnas se pueden almacenar en matrices de

dimensiones adecuadas y tendriamos
T(C)=U,CU,

Donde U, y U, almacenan las transformaciones filas y columnas que se han

realizado en C. Admitiendo las siguientes reglas para las operaciones con el

simbolo *

0+*=*40=% 0x*=*x0=0, Ix*=*x1=*

Ejemplo 4 (continuacidn)

En nuestro caso, se ha realizado una transformacion por filas, intercambio de la
fila dos por la seis. Realizando esta misma transformacion en filas y columnas a la

matriz identidad del mismo numero de filas que C, se obtiene U,

. O O O O O
o O B O O O
O B O O O O

o O O o o -
o O O »r O O
o O O o ~» O

Hemos realizado dos transformaciones por columnas, intercambios de la dos y la
cuatro e intercambio de la tres y la siete. Realizando esta misma transformacion en
las columnas de la matriz identidad del mismo namero de columnas que C, se

obtiene U,
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O O O O O O k-

o O O O O O

R, O O O O O O

OO O O o o+~ O

o O b O O O O

O r O O O O O

o O O o O O

Obtenemos T(C) por multiplicacion de estas matrices:

_ /1 0 0 00 0O

1 00 0O0O0|l1 *»=*2 * * *

0 001O0O00O

ooo0oo0O0 1 1)* *1 * *1 *

0 00 0O O0O0O1

O 01 0O0O0)}|* 2 *=*1=*2

01 000O0O0DO

0001 O0O0O)* *»=*=*1%*2

0 000100

O 00O0OI1O0)|* *1=*=*1*

0 00O O0OO0OT10

01000 O0}05 *»*1 * * =*

- 10010000
_ﬁ_z*****_
O.SJJ*****
**521**
**Z*JJ**
*****ﬁ.l
_*****1]J_

Lema 1.6.2 (Song, Li, Chen, Jiang y Kuo, 2010). Una matriz de cocientes C es de
rango uno si y solo si en cualquier DBI T(C) = Diag(T,,T,,...,T,,), M =1 de ella,

cada T, k=1,2,...,M es de rango uno.

64



Compatibilidad.

Teorema 1.6.9 (Song, Li, Chen, Jiang y Kuo, 2010). Sea C la matriz de cocientes
de Ay By T(C)=Diag(T,T,,...,Ty,), M =1 una DBI de ella entonces A y B son

compatibles si y sélosi N,=N;=N ycada T, k=12,..,M es de rango uno

mejor tiene una extension positiva de rango uno.

Ejemplo 4 (continuacion):

Consideremos, de nuevo

ﬁ_z*****
O.SJJ*****

**|_221**
T(C):**z ]J**

cuyos bloques diagonales (incompletos) son

1 2 2 21 11
T, = T, = T,=
05 1 2 * 1 11

Notemos que los bloque diagonales de T(C) pueden tener elementos
desconocidos, de hecho los tienen, y debemos calcular una extension positiva de

rango uno. En este caso, puesto que T, debe tener rango dos, las filas deben ser

proporcionales y, de esta forma, el elemento desconocido vale 2.

T__12_221 1 1
"los 1] % |2 2 1] * |11
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Puesto que todos los bloques diagonales tienen rango unidad, concluimos que A'y

B son compatibles.

7.- Aplicaciones del método de extension a rango uno.

La potencia del método de extension positiva de C con rango uno puede verse en
las siguientes aplicaciones, no solo a nivel practico, también en términos teoricos.
i.- Especificacion incompleta.

Arnold, Castillo y Sarabia (2004) estudia el caso en el que las matrices Ay B no
estan completamente especificadas, tengan o no ceros, en este Gltimo caso deben
ser conocidos. La idea béasica del tratamiento de esta situacion consiste en construir
la matriz de cocientes C y deducir el valor de los parametros bajo la condicién
rang(C) =1.

Ejemplo 1:

Consideremos las matrices dadas parcialmente por

1 2 1
1 3 a3 b, by, 1
A = B =
1 1 1
a21 § a23 E E b23

El problema consiste en encontrar esos valores de forma que las matrices sean

compatibles.
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Observemos, en primer lugar, que A es estocastica por columnas, por lo que

a21:% y al ser B estocastica por filas b23=%. Ademas a,+a,,=1y

1
b11+b12+Z:1

Construimos la matriz C de cocientes:

1 2
b, By,
ol 4y 3,
3
> 2 3ay,
De aqui, puesto que rang(C) =1 tenemos:
1 2 1
b, %, a,
1 210 1 -0
3 3
> 2 2 3a,,

Quejuntoa a;+a,=1y b, +h, +%:1 forman un sistema de ecuaciones cuya

- 1
soluciones a, ==,

=5 Ay =§ y b, =%, b, =%Io que nos permite obtener Ay B.

Un caso particular de este problema no requiere la particion del método de
extension a rango unidad, se trata del caso en el que una de las matrices es
completamente conocida y la otro lo es parcialmente. Aqui es interesante la

reduccion del nimero de incognitas al pasar por la distribucién conjunta del vector
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(supongamos A completamente conocida) mediante a;f;a partir de ahi

8,/

b; = -———. Veamos un ejemplo.
285,
j=1

Ejemplo 2:

Supongamos que la matriz A esta completamente especificada y viene dada por

Wik WwliN

Nlw M|
Wi Wl

Mientras que de la matriz B s6lo conocemos b, :% y b, :%

La matriz M de la distribucion conjunta viene dada por

1 2 1
m- R aemenn
2181 5182 Eﬁg
Y la matriz B es
%ﬂl %ﬂZ %ﬂS |
a_| HATEBAA SBTAB AR IAHEIB A
%ﬂl %ﬂz %ﬂs
BB AES B LB BB tES

Ahora bien, nuestro conocimiento de B, nos lleva a

51
RSy RSy
15, 1
1B+1B, 138, 6

68



Compatibilidad.

Que junto a g, + B, + B, =1 forman un sistema de ecuaciones lineales que tiene

. 4 3
solucion Unicayes B =—, B, = B, =—. De esta forma
yes f 0 By =P, 10
1 2 1
M = 10 10 10
3 1 2
10 10 10
Y la matriz B viene dada por
111
B 4 2 4
111
2 6 3

Los siguientes resultados muestran la potencia del método rango unidad en la
demostracion de resultados tedricos. Concretamente estudiaremos condiciones
sobre las matrices A y B para que las marginales tengan alguna propiedad

probabilistica de intereés.

ii.- Distribuciones condicionalmente especificadas con marginales uniformes.

Teorema 1.7.1 (marginales uniformes). Sean A y B dos matrices nxm en las
condiciones habituales. Entonces A y B son compatibles y admiten marginales

uniformes si y sélo si nA=mB.
Demostracion:

Si A'y B son compatibles y admiten marginales uniformes, entonces admite una

extension de rango unidad que verifica,
aij _ P(X =X |Y :yj)_ P(X :Xi)_ %

6 == - =2 =2 vi,j)eN,,
J bij P(Y:yj|X:Xi) P(Y:yj) Yoo N

Por lo tanto na; =mb; V(i, j)eN,  —nA=mB
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Reciprocamente, supongamos nA=mB
nAﬂm—H%:mqv@DeNa%:%\MJkN
Y por tanto C admite una extension de rango unidad definida por:
6, == V0. ) eN,.,

De esta forma, las matrices A y B son compatibles y se tiene,

= =M m - m -
‘C=1—1,, =—11 =—nI
]TI n nxm nlh nxm n ]Tﬂ
1 1
m n
1 1
Y portanto f=| m | y de la misma manera ¢ =| n |.
1 1
m n

|

Corolario 1.7.1. Sean A y B dos matrices nxn en las condiciones habituales.

Entonces A y B son compatibles y admiten marginales uniformes si y sélo si A=B.

iii.- Distribuciones condicionalmente especificadas con marginales

idénticamente distribuidas.

Los siguientes resultados exploran el caso en el que las marginales estan

idénticamente distribuidas, por tanto supondremos que n=m Yy que, los rango de

las variables aleatorias son, sin pérdida de generalidad, R, =R, = {1,2,..., n} )
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Teorema 1.7.2 (marginales idénticamente distribuidas). Sean A y B dos matrices
nxn en las condiciones habituales. Supongamos ademas, que las matrices son

compatibles y admiten marginales idénticamente distribuidas, entonces
(i) diag(A) =diag(B)

. b.
(ii) —Z” = v, j),(j,)eN
ij aji

Demostracion:

Supongamos que las matrices admiten marginales idénticamente distribuidas, sean

estas Xe.
Probaremos que diag(A) =diag(B). Para cada i=1,2,..,n

P(X =i.Y =i) _ P(X =i, =i)

a; =P(X =ilY =i)= P(Y =i) P(X =i)

:P(Y:”)(:i):bii

a. b.
Probaremos que — =2 V(i, j),(j,i)e N
by, a;

& _POX=ilY=0) P(X=D)_PO=D) PX=iX=0)_bBi i inyen
b, P(Y=jIX=0) P(Y=j) P(X=]j) P(X=jlY=i) T

ji

|

Teorema 1.7.3 (marginales idénticamente distribuidas). Sean A y B dos matrices
nxn en las condiciones habituales, tales que ningin elemento de la diagonal es
nulo y compatibles. Si diag(A)=diag(B) entonces las marginales estan

idénticamente distribuidas.

Demostracion:
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Si diag(A) =diag(B) y los elementos son no nulos entonces ¢, =1Vi=12,...,ny
por tanto

. _P(X=0)_P(r=i)
"TP(Y =i) P(X=i)

=1Vi=12,...,n—P(X =i)=P(Y =i) Vi=12,..,n

Y las marginales estan idénticamente distribuidas.

|

Corolario 1.7.2. Sean A'y B dos matrices nxn en las condiciones habituales, tales
que admiten una extension positiva de rango unidad de su matriz de cocientes con
elementos de la diagonal iguales a uno entonces son compatibles y las marginales

estan idénticamente distribuidas
La condicion sobre la diagonal en el teorema anterior es esencial
Ejemplo:

Sean las matrices

Il
Bl N B
O N
O N N
o
Il
N~ N B
O~
O N N

N[~
N[~

Son compatibles, tienen diagonales iguales, sin embargo no estan idénticamente

distribuidas pues su matriz de cocientes es

o

2

|_\
B P

1
2

Y s6lo admite la extension positiva de rango unidad, que tiene elementos distintos

de unos en la diagonal
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@]

Il
o
e

N[~
= N
N[

Las marginales son:

R
I
gl g gl
!
Il
gl gl aN

Denotemos por N, ={(i,j))e N, :i=j} y Ny={@,j)eN,, :i=]j} estoes, los

elementos extra diagonales o diagonalesde N .

Teorema 1.7.4 (marginales idénticamente distribuidas). Sean A y B dos matrices
nxn en las condiciones habituales, tales que N, N y compatibles. Si

a b. . , s -
b—”zi V(i,j),(j,i)eN entonces las marginales estan idénticamente

1 N

distribuidas.
Demostracion:

Por ser compatibles, la matriz de cocientes admite una extension positiva de rango

unidad. Probaremos que esa extension tiene unos en la diagonal.

S %l g 5c 6E,—05C8, -1=05CC, <1
=U—C,Cyp —C,C, =U—CCp —1=U—C1Cpp, =

Ol
Ol

21 22

De la misma forma €,,Cy; =1, C,;C,y =1, T, _1y(n0)Cn =1 Y CONsiderando ahora el

C, C, L.
menor | *|=0-T,T,, —Cy Tz =0 — T, T, —1=0—T,,C,;, =1 es facil ver que
C31 C33
€,=C,=..=C, =1, por tanto, aplicando el corolario anterior se tiene el
resultado.
O
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Corolario 1.7.3. Sean A y B dos matrices nxn en las condiciones habituales,

supongamos ademas, que N =N_ yson compatibles. Son equivalentes:

(i) diag(A) =diag(B)
() Z—=2— Vi, D). (1) e N
(iii) Las marginales estan identicamente distribuidas.
Demostracion:
(1)—(ii1) basta aplicar el teorema 3
(i11)—(i1) basta aplicar el teorema 2

(i1)—(1) esta probado en la demostracion del teorema 4.

iv.- Distribuciones condicionalmente especificadas con marginales

independientes.

Recordemos que en este trabajo suponemos que en cada fila y columna de Ay B
hay al menos un elemento no nulo, esto implica que, de ser compatibles, las

distribuciones marginales no producen probabilidades nulas.

Teorema 1.7.5 (condicion necesaria de independencia). Sean A y B dos matrices
nxm en las condiciones habituales. Supongamos ademas, que las matrices son

compatibles. Si A y B admiten marginales independientes entonces ..
Demostracion:

Denotamos por X e Y las marginales independientes. Supongamos que N = N_

entonces existe
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8;=0>P(X=x]Y=Yy,)=0>P(X=xY=y,)=0>P(X=x)P(Y=y,)=0
Y en consecuencia P(X =x)=0 0 P(Y =y,)=0 lo que es absurdo.

O
En consecuencia, s6lo nos plantearemos la independencia de las marginales si

N = Nnxm

Teorema 1.7.6 (marginales independientes). Sean A 'y B dos matrices nxm en las

condiciones habituales con N =N_ . Estas matrices son compatibles y admiten

marginales independientes, si y solo si las columnas A son iguales entre si y las

filas de B son iguales entre si.
Demostracion:

Supongamos que las matrices son compatibles y admiten marginales

independientes, entonces

a; = P(X =X |Y = yj): P(X :Xi) V(i j)e N
By =POY =3, 1X =X)=P(Y =y) ¥ )N,

Y las matrices son

P(X=x) P(X=x) .. P(X=x)]
A P(X=x,) P(X=X,) .. P(X=x,)
P(X=x) P(X=x,) .. P(X=x)
P(Y=y) P(Y=y,) .. P(Y=y,)]
o |POY=Y) PY=y) .. P(Y=y,)

PY=y) P(V=y,) .. P(¥=y,)
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Reciprocamente, si las columnas A son iguales entre si y las columnas de B son

iguales entre si, estas matrices adoptan la forma

i a:l. bl bZ m
A a.2 a‘2 oA, 8- b1 b, b.m
L an a‘n an n L bl b2 bm n

a a
Y lamatrizCes c; = b—” = % V(i, j) € N. Veamos su rango,

ij i

Sean i,i,=12,...,.ny }, ], =12,....,mentonces el menor de la matriz C vale

a3
i G| _ b, b, 0
b G| (%, &,

b, b,

Y por tanto, las matrices son compatibles y existe (X,Y) que verifica,

8; =P(X =x]Y =yj):ai =P(X =x]Y =yj):
=P(X=x]Y=y,)=...=P(X=x,[Y=Yy;) Vi=12,.,m

Luego X e Y son independientes.
O

v.- Distribuciones condicionalmente especificadas con marginales independientes

e idénticamente distribuidas.

Combinemos las condiciones obtenidas mas arriba.

Condiciones derivadas de la idéntica distribucion:
n=m

diag(A) =diag(B)
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a. b, C oy
b_J:—' v(i, j).(j,i)eN
N a.

ij ji
Condiciones derivadas de la independencia:
N=N

Las columnas A son iguales entre si y las columnas de B son iguales entre

si, es decir:
a a 3, | b b, by, |
A= a2 a‘2 aZ B: bl b2 m
_an a‘n an_ _bl b2 bm_

Con a,b >0,i=12,..,n

a b.
Partiendo de las condiciones de independencia, — =% V(i, j),(j.i) € N equivale
ij ji

a %:ﬂ V(i,j)eN,,, <> aa; =bb, v(,j).(j,)eN,, y la condicién
g
diag(A) =diag(B) equivale a a, =b. 1=1,2,...,n, por tanto la condicion anterior

es superflua.

En definitiva la estructura de las matrices A y B que verifican todas las condiciones

es
I a | 8, a, o
a, a, a, | a a, . a,]

Con a >0, i=12,...,n. La matriz A tiene todas sus columnas igualesy B=A'.
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En definitiva, por aplicacion del teorema 6, el corolario 3 y las observaciones

anteriores, se tiene:
Teorema 1.7.7 (Marginales independientes e idénticamente distribuidas)

Sean A y B dos matrices nxn en las condiciones habituales con N =N, . Estas
matrices son compatibles y admiten marginales independientes e idénticamente

distribuidas, si y sélo si las columnas A son iguales entre siy B=A'.
vi.- Especificacion de modelos: condicionadas binomiales.

Existe una extensa literatura sobre especificacion de modelos mediante
condicionadas, en especial modelos continuos. La idea es fijar las condicionadas,
en alguna familia de modelos (suficientemente amplia) y estudiar las condiciones
para que sean compatibles, a titulo de ejemplo, estudiamos el caso en el que ambas
condicionadas son binomiales, para ello utilizaremos el método de extension a

rango unidad.

Sean A y B dos matrices en las condiciones habituales y supongamos que
corresponden a distribuciones condicionadas binomiales, esto es, para la matriz A

sus elementos son

n X n—Xx . H H H
a, =[XJ p(Y)*@-p(y)™™, y=01..,n;  x=0,1,..,n es decir si las matrices
fuesen ~ compatibles,  entonces XY =y~B(n,p(y)) y=0,1..,n.
Anélogamente, para B, b,, =(njq(x)y(1—q(x))“y x=0,1,...,n; y=01..n .
y

Si las matrices fuesen compatibles, Y | X =x~B(n,q(x)) x=0,1,...,n.
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Queremos encontrar condiciones sobre p(y) y q(x) que hagan que las matrices sean

compatibles. Utilizaremos el método de extension a rango unidad.

En este caso, puesto que las matrices A y B no tienen elementos nulos, basta

encontrar condiciones sobre p(y) y g(x) que hagan que el rango de la matriz de

cocientes sea uno.

Donde p=1-py g=1-q.

) [”j (YY" = P(Y)) (”J (YY" Py

o By X _ X
[”Jq(x)ya—q(x»“-y [”jq(x)ya(x)“-y

y y

Para que la condicion sobre el rango se verifique, todos los menores de orden

dos deben ser nulos.

Cxl Y1 CXlYZ

sz Y2

)z

szy1

POY) PO ™ (V)" P(Y)"  PY,) " P(YL)" ™ p(yy) ™ Py ™

q(x) " ()" q(%,) "2 q(x,)" ™

HAl

Lo que ocurre si,

a(x,) g (x)"2a(x) " q(x,)"™"

PCYD™ POV ™ P(Y,)" P(Y.) ™ _ PCY.)" P(Y.) " P(Y)™ P(y,) ™

a(x) ™ g(x) a(x,) 2 a(x,) "
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Que operando se obtiene que el rango de la matriz de cocientes C tiene rango

unidad si y solo si

{ﬁ(yl) p(yg):| {q()%) q(XZ)i| para todo X, X, Y1, Yo I

. _ . a b
Que para el caso n=1 (Bernoulli) la condicion se convierte en % = % donde
2 2

0<a,,a,,b,b, <1y se ha utilizado la parametrizacion de Hurlimann (1993),

Véase Arnold, Castillo y Sarabia (1999) y Hirlimann (1993) para mas informacion

sobre condicionadas binomiales, Bernoulli y dicotomicas.

80



Capitulo 2

Unicidad.

Dadas dos matrices A=(aij) y B =(bjj) de orden nxm que verifican:

ai>0,bi>0 Vi=1,..,n Vj=1,..mYyademas

Sabemos que pueden ser compatibles 0 no. Ademas, se han visto
ejemplos en los que son compatibles y tiene una unica solucion y en los
que la solucién no es Unica. Recordar los ejemplos de la seccion dos del
capitulo anterior, entre otros. Aqui entendemos por solucién al
problema, bien la distribucion de probabilidad conjunta o la pareja de

marginales compatibles con las matrices condicionadas.

En el capitulo anterior proporcionamos métodos para dilucidar cuando
un par de matrices, en las condiciones anteriores, tiene solucion. En este
capitulo daremos métodos que nos permitan distinguir cuando A y B

proporcionan una o varias soluciones al problema de compatibilidad.

En la primera seccion estudiamos la estructura topologica de las
soluciones, en las siguientes, estudiaremos diversos métodos para

discutir la unicidad de la solucién, en particula r, volveremos sobre la
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formula de Besag y la extension de rango uno. También obtendremos

algunos resultados basados en teorias de grafos.
1.- Estructura de las soluciones.

El principal resultado de esta seccion comprueba el caracter convexo del conjunto

de soluciones.

Definicion 1: Sean A y B dos matrices en las condiciones anteriores. Llamaremos

conjunto de soluciones del problema de compatibilidad entre Ay B a
a -
S(A,B) = {(,5’) e R™™ :a y f son marginales compatibles con Ay B}

O equivalentemente,

i=1

a ~ : N -
S(A’ B) :{[ﬁj ERer D(&)B = AD(ﬂ) y Zai :ll Zﬁj :1’ ai!ﬂj >O! vll J}
=1
Si no hay lugar a confusién, denotaremos S(A,B) =S

Es claro que, Ay B son compatibles si y solo si S(A,B) #

Teorema 1.2.1. Dadas dos matrices A y B en las condiciones habituales, S(A,B)

€S convexo.
Demostracion:

Si las matrices son incompatibles S(A,B) =Jy por lo tanto convexo.

- - 7 - -7 &
Si las matrices producen una Unica solucion entonces S(A, B):{[ ﬁol} es
0

unitario y por lo tanto convexo.
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Unicidad.

Supongamos que el cardinal de S(AB), card(S(AB))=2 y sean
a ) (@ - .

= I,| = |eS(AB) distintos y Ae[0,1] notemos, en primer lugar, que
1 2
a a,).. . .
A 7 +(1-1) 7 tiene todas sus coordenadas positivas. Por otra parte, se tiene:

1 2

5, )\ B, D(&,)B = AD(5,) <> (1~ 2)D(&,)B = (1- 1) AD(5,)

m(a} <S(AB) o { D(¢)B = AD(f,) <> AD(d,)B = 1AD(j3,)

o D(4¢,)B = AD(14,)
D((1-4)d,)B = AD((L- 1) 3,)

— D(1@,)B + D((1- A)@,)B = AD(A5) + AD((L- 1) 5,) <>
© (D(2d)+D((L-2)d,))B = A(D(44) + D((L- 1) 3,)) ¢>
< D(Ad, +(1-1)d,)B = AD(ﬂBl + (1—/1);52)

Ao, +(@1-A)a, _
Por tanto . _~ |e S(A,B)y evidentemente cada componente de ese
AP, +(1-A)p,

vector es una distribucion de probabilidad. En consecuencia S(A, B) es convexo.
O

Corolario 1.2.1. Un problema de compatibilidad puede no tener solucion, tener

exactamente una o tener infinitas.
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3.- Primeros resultados.

Sean dos matrices A= (a;;) y B = (bjj) de orden nxm que verifican:

aj>0,b;j>0 Vi=1,..,n Vj=1,..mYyademas

En esta seccién, salvo mencion expresa de lo contrario, supondremos que son
compatibles lo que implica, en particular que sus elementos nulos estan situados

en las mismas posiciones, Na= Ng =N.
Un primer resultado de unicidad, por otra parte trivial, es el siguiente:

Teorema 2.3.1: Sean A y B dos matrices en las condiciones anteriores.

Supongamos ademas que A y B son compatibles. Si N =N__ entonces, la

nxm

solucién es Unica.
Su contrarreciproco puede ser de utilidad.

Corolario 2.3.1: Sean A y B dos matrices en las condiciones anteriores.
Supongamos ademas que A y B son compatibles. Si la solucidén no es Unica,

entonces N #N_ .
En otras palabras, para que la solucion no sea Unica, debe ocurrir N = N_ .

Lacondicion N = N, puede relajarse, por ejemplo, tal y como indica el siguiente

resultado.

Teorema 2.3.2 (Gupta y Varga 1990): Si A y B tienen al menos una fila y una
columna de elementos no nulos, la distribucion conjunta que determinan Ay B es

Unica.
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Ejemplo 1: Las siguientes matrices fueron estudiadas en el capitulo anterior y se

obtuvo que son compatibles.

3 2 3 3
a=lo o 2 1y B-joo il
3 4 2 2

11 11 2211
i 3 4] 5 5 5 5|

Al tener una fila y una columna formada con elementos no nulos, podemos

concluir que la distribucion conjunta que definen (o pares de marginales) es Unica.

4.- Uso de la formula de Besag.

Es posible utilizar el método basado en la formula de Besag para estudiar la

unicidad de la distribucién conjunta (o de la marginales), observemos que

Teorema 2.4.3 (Wang y Kuo, 2010). Sean A y B dos matrices en las condiciones
anteriores. Supongamos ademas que Ay B son compatibles. Si existe una posicion
que puede ser unida mediante, al menos, un camino de recorrido horizontal y/o
vertical con el resto de posiciones que tienen probabilidades no nulas, la

distribucién conjunta es Unica.

Como ejemplo puede verse cualquiera de los estudiados por este método en el

capitulo anterior.
Ejemplo 3:

Consideremos las matrices
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05 05 0 025 075 0
A=(05 05 O B=1025 0.75 0
0 0 1 0 0 1

Estas matrices son compatibles pues proceden de la distribucion conjunta dada por

la matriz,
01 03 O
M=/01 03 O
0O 0 0.2

Observe que no es aplicable el método basado en la férmula de Besag, pues el
elemento 3,3 de la matriz no se puede conectar con ninguno mediante caminos de
recorrido horizontal y/o vertical. Observemos sin embargo que es posible
modificar el método de forma que se puedan obtener la(s) distribucion(es)

conjunta(s).

Supondremos, sin pérdida de generalidad que los rangos de X e Y son 1,2,3
Comencemos desde la posicion 1,1 que trataremos de unir con el resto de

posiciones de probabilidades no nulas.

P(X=1Y=2) P(Y=2|X=1)_075_,

11,2 =2
P(X=1Y =1) P(Y=1|X=1) 0.25
1oy PX=2Y=D) P(X=2]Y=1) 05 _,
P(X=1Y =1 P(X=1|]Y=1) 05
L1y  PX=2Y=2) P(X=2|Y=DP(Y=2|X=2) 05075 ,

P(X =LY =1) P(X=1|Y=1) P(Y =1|X=2) 05025

No hay un camino de recorrido vertical/horizontal que una la posicion 1,1 con la

3,3 a través de posiciones con probabilidad no nula, sin embargo el cociente
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P(X =3,Y =3)
P(X =LY =1)

existe pues tanto numerador como denominador son no nulos,

denotémoslo A >0. Asi,

P(X=3Y=3)_,

1,1—-3,3
P(X =LY =1)

Si p=P(X =1Y =1), tenemos
P(X =LY =2)=3p P(X=2Y=1)=p

P(X =2,Y =2) =3p P(X =3,Y =3)=Ap

Sumando e igualando a uno obtenemos que p = ﬁ
+

Podemos obtener la matriz de las distribuciones conjuntas compatibles con A y B:

— 0
8+1 8+4
M=t 3
8+1 8+4
i 8+ 1 |
Note que para A =2se obtiene la distribucion M.
Ejemplo 4:
Sean las matrices
50304 2030
A=0 1 0 0 B=|0 3 0 % O
30303 20303
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Partiendo de la posicion 1,1 es facil, como en el ejemplo precedente, obtener las

siguientes relaciones:

P(X=1Y=3) , P(X=1Y=4) _, P(X=3Y=1) _,
P(X =1Y =1) P(X =LY =1) P(X =1Y =1)
P(X=3Y=3) _, P(X=3Y=4)_,
P(X =1Y =1) P(X =1Y =1)

No es posible unir la posicion 1,1 con la 2,2 por un camino en las condiciones

) . P(X=2Y=2) ) i
requeridas, pero la razdn existe, aunque es desconocida,
P(X =1Y =1)
pongamos P(X=2Y=2) =A1>0, en este caso diremos que la posicion 2,2 se
P(X =LY =1)

usa como posicion puente. A partir de ahi se puede conectar 1,1 con 2,4, aunque
el camino no tenga las condiciones requeridas, pero la posicion 2,2 hace, digamos
de puente,

P(X=2Y=4) P(X=2Y=2)P(X=2Y=4)

P(X =1Y =l) P(X =1Y :1) P(X —2Y :2) =A

VRN NI

Haciendo p=P(X =1Y =1), tenemos

P(X =LY =3)=p P(X =LY =4)=2p
P(X =3Y =1)=2p

P(X =3)Y =3)=2p P(X =3Y =4)=4p
P(X =2,Y =2)=Ap

P(X =2,Y =4)=Ap

Sumando e igualando a uno obtenemos que p =
12+22

Y la matriz de las distribuciones conjuntas es
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1 0 1 0 2
12+ 24 12+ 24 12+ 24
M, = 0 4 0 4 0
* 12+22 12+ 24
2 0 2 0 4
112+ 24 12+24 12+ 24 |

Es facil ver que para cada A, las distribuciones condicionadas coinciden con A'y

B, por tanto A y B son compatibles y las distribuciones que determinan no son

unicas.
Ejemplo 5:
(110 0 0 0] L1 1 0 0 0 O]
£ 20000 210000
A=/0 0 § 3 0 O B=/0 0 £ ; 00O
00 2 100 00 3% £ 00
0000 1 1] 0000 3 3
Comencemos por 1,1 y, como en los ejemplos anteriores.
P(X =1,Y:2)_1 P(X:Z,Yzl)_2 P(X:Z,Y:Z)_1
P(X =1Y =1) P(X =1Y =1) P(X =1Y =1)
Puesto que no podemos unir 1,1 con 3,3 pongamos P(X=3Y=3) =4>0 (3,3
P(X =1Y =1)

posicion puente) y a partir de ahi,

P(X=3Y=4) P(X=3Y=3)P(X=3Y=4) 4
P(X=1Y =1) P(X=1Y=1) P(X=3Y=3) 2

De la misma forma
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P(X:4,Y:3)_2/1 P(X=4Y=4) 4
P(X =1Y =1) P(X=1L4Y=1) 2
Para acceder al ultimo bloque de la matriz, pongamos P(X=5Y =5) =u>0
P(X =1Y =1)
Y, a partir de él, se obtiene que P(X=5Y =6) = 1 (5,6 nueva posicién puente)
P(X =1Y =1)

y como en otros ejemplos, sumando e igualando a uno, se tiene

P(X =1Y =) =— ~ ydeahr
S+4A+2u
1 L 0 0 0 0
S+4A+2u S+4A+2u
2 L 0 0 0 0
S+4A+2u S5+4A+2u
1
M, = 0 0 4 24 0 0
H 5+44+2u 5+41+2u
1
0 4 24 0 0
S+4A+2u 5+44+2u
0 0 0 0 2 2
i S+A4A+2u S5+4A+2u |

Es facil ver que para cada A, las distribuciones condicionadas coinciden con A'y
B, por tanto A y B son compatibles y las distribuciones que determinan no son

Unicas. Observe que, en esta ocasion, la familia de soluciones es biparamétrica.
De la seccién 5 del capitulo anterior, asi como de lo anterior se deduce.
Teorema 2.4.4. Dadas dos matrices A y B en las condiciones habituales.

I.- Todas las posiciones de N, pueden unirse mediante, al menos, un camino
de recorrido horizontal y/o vertical o0 mediante el uso de un nimero finito de

posiciones puente.
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Supongamos ademas que las matrices A y B son compatibles.

ii.- Si existe una posicién que puede ser unida mediante, al menos, un
camino de recorrido horizontal y/o vertical con el resto de posiciones que tienen

probabilidades no nulas, la distribucion conjunta es Unica.

iii.- Si no existe una posicion que puede ser unida mediante, al menos, un
camino de recorrido horizontal y/o vertical con el resto de posiciones que tienen
probabilidades no nulas, entonces es necesario el uso de posiciones puente y la

distribucion conjunta no es Unica.

5.- Uso de Teoria de Grafos.

Una lectura detallada de la seccidn 5 del capitulo uno y de la seccion anterior,
sugiere una conexion entre el problema unicidad con la Teoria de Grafos, mas
concretamente, definiremos un grafo bipartito asociado al problema vy

conectaremos las propiedades de ambos.

Recordemos que un grafo es un par (V, E), donde V es un conjunto finito a cuyos
elementos Ilamamos vértices y E, es un conjunto de pares no ordenados con
elementos en V, estos pares se denominan aristas y exigiremos que sus veértices
sean distintos. Un grafo se dice que es bipartito si V se puede descomponer como

V=R UR,, RynR, =0 de forma que no existe ninguna arista que une
elementos de R, entre si, ni ninguna arista que une elementos de R, entre si. Un

camino entre dos veértices v,w es una sucesion de aristas y vértices de la forma:
V=V VY bV VY bV Y LY v, = w diremos que el camino une a

vy w. Lo denotaremos VW y diremos que v y w estan conectados. Un grafo se dice

que es conexo si para cualquier par de vértices existe un camino que los une. Es
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claro que si existe un vértice v tal que, para cualquier w eV existe un camino que

los une, el grafo es conexo y reciprocamente.

Dadas dos matrices A y B en las condiciones habituales, definimos su grafo

asociado como el grafo bipartito con R, ={X,%,,....X,}, R, ={¥;.Y,,.... ¥,, } todos
esos valores distintos y el conjunto de aristas E :{{xi,yj}:(i, j)e N}es decir

{x.y;} es unaarista si y s6lo si el elemento (i,j) esnonuloen AyenB.

Lema 25.1. A y B en las condiciones habituales. Dos posiciones con
probabilidades no nulas i,j y |,k pueden ser unidas mediante, al menos, un camino
de recorrido horizontal y/o vertical si y solo si existe un camino en el grafo

asociado que une x; con Yy, .

Demostracion:
ILj—>i,k—>lkes un camino en la matriz si y solo si

Vi 1% Y3 1% (%0 Vi Vi {4 Vi b %, es un camino en el grafo bipartito.

Analogamente, i,j—1,j—>1,k es un camino en la matriz si y so6lo si

X% Y1 1Y {40 Y5 1% (%, Vi } Yy s un camino en el grafo bipartito.

Para caminos de mayor longitud, basta repetir lo anterior un nimero finito de

Veces.

En todo caso tenemos que i,j y |,k pueden ser unidos como posiciones de la matriz

si y solosi X; e y, estan unidos como Vvértices del grafo.

En vista del lema y de los teoremas 3 y 4 de la seccion anterior,
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Teorema 2.5.1. Dadas dos matrices A y B en las condiciones habituales y

compatibles. La solucion es Unica si y solo si el grafo asociado es conexo.
Demostracion:

Si la solucidn es Unica, cada posicion de elementos de probabilidad no nula puede
unirse mediante caminos adecuados con una posicién fija, entonces, en el grafo

bipartito puede unirse mediante un camino cualquier Yy, con un X, fijo. Por tanto

€S Conexo.

Si el grafo asociado es conexo, se puede unir Y, con X;. Seani,j y |,k dos posiciones

de las matrices con probabilidades no nulas, en virtud del lema 1 existe un camino,
en la matriz, que los une, tomando uno de ellos, por ejemplo, i,j fijo y haciendo
que |,k recorran N, tendremos una posicién que puede ser unida mediante, al
menos, un camino de recorrido horizontal y/o vertical con el resto de posiciones

que tienen probabilidades no nulas, por tanto la solucion es Unica.

Se llama matriz de adyacencia de un grafo a la matriz sxs:

Ke() k 1 si vy, eE
o siovy, ¢E

donde s es el cardinal de V.

Cuando el grafo es bipartito, que supondremos asociado a un problema de

compatibilidad, la matriz de adyacencia puede describirse por bloques, y es de la

Onxn anm
K=l .
H 0

mxn mxm

forma:

Donde la matriz H esta definida por:
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1=12,...,n; j=12,...m

ij

1 si xy eE
o si xy, ¢E

Es conocido que si un grafo con s vertices tiene matriz de adyacencia K, entonces

s-1
es conexo si y solo si ZKres una matriz positiva (ver por ejemplo Noble y
r=1

Daniels, 1989). En el caso que nos ocupa basta estudiar el comportamiento del
bloque 1,2 de la matriz K. Por induccion puede probarse sin dificultad que, para
r>0 vale

KZ =0

nxm Klzerrl = ( HH t )r H
y por tanto debemos comprobar la positividad de
ent(™3") ent(™3")
Z K122I’+l: Z (HHt)I’H
r=0

r=0

Donde ent(.) es la funcion parte entera.

Ejemplo 1:
1200 1200
A=l2 £+ 0 0 B=|2 £ 0 O
0 011 0 0 2 %

Puede demostrarse, usando métodos del capitulo anterior, que son compatibles. Su

matriz de adyacencia viene dada por:

0001100
0001100

1100 0000011

H={1 1 0 0 K=/1 100000
0011 1100000

0010000

001000 0]
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Calculamos (HH")"H parar=0,1,2,3

r (HHY)'H

0 1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1

1 4 4 0 0
4 4 0 0
00 2 2

2 16 16 0 0
16 16 0 0
0 0 4 4

3 64 64 0 0
64 64 0 0
0 0 8 8

Suma: |85 85 0 O
85 85 0 0
0 0 15
15

Como puede observarse, la matriz suma no tiene todas sus entradas positivas, por
lo que el grafo asociado al problema no es conexo y existen infinitas distribuciones

conjuntas compatibles con las matrices A y B.
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Ejemplo 2:

Consideremos las matrices:
A 1 0 0.25 B 0.5 0 0.5
|0 1 075 | 0 0625 0.375
Que puede comprobarse que son compatibles.

Sus matrices de adyacencia son

P , O O O
o O O O k-
o O O —» O
o O O - B

0

1 01 0

H{ } <=1
011

0

1

Calculamos (HH") Hparar=0,1,2

r (HHYH
0 1 0 1
0 1 1
1 2 1 3
1 2 3
2 5 4 9
4 5 9
Suma: |8 5 13
5 8 13

Como puede observarse, la matriz suma tiene todas sus entradas positivas, por lo

que el grafo asociado al problema es conexo y existe una unica distribucion
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conjunta compatible con las matrices A y B. Notese que, para nuestros propasitos,
nos podriamos haber detenido en el paso r=1 pues la matriz resultante ya tiene

todos sus elementos positivos.

6.- Método de extension a rango unidad.

Otro enfoque de este problema es el siguiente. Supongase que C puede ser
completada de manera Unica y de forma que tenga rango unidad, entonces

aplicando la descomposicion singular obtenemos

donde el valor singular lo hemos incluido en uno de los vectores U 0 V. Puesto

que el vector U es autovector asociado al tinico autovalor no nulo de C'C, y puesto
que este autovector es simple, U es Unico salvo proporcionalidad (recordar que se
toma no negativo) pero, la marginal que corresponde a U esta obviamente
normalizada y por consiguiente es Unica, de ahi que la distribucion conjunta

también. En definitiva se ha establecido el siguiente

Teorema 2.6.1 (Pérez-Villalta, 2000). Sean A y B dos matrices compatibles. Si la
matriz de cocientes puede ser completada de manera Unica de forma que tenga

rango unidad, entonces, la distribucion que determinan Ay B es Unica.
En el lenguaje de Arnold, Castillo y Sarabia (2004) este resultado queda:

Teorema 2.6.1 (Pérez-Villalta, 2000; reformulado). Sean A y B dos matrices
compatibles. Si existe una Unica extension positiva de rango uno de la matriz de

cocientes entonces, la distribucidn que determinan Ay B es Unica.
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Ejemplo 1:

El siguiente ejemplo se utiliz6 en el capitulo anterior (ejemplo 2 de la seccién 3)

1 3 3 1 3 3
2 05 3 705 3
-1 3 -1 3
A=t 2 0 0 B=|1 2 0 0
1 1 5 1 1 1 5 1
4 4 8 4 8 8 8 8

Matriz de cocientes (incompleta) es:

La extension positiva de rango uno de C,

@]

[l
N P DN
N P DN
= N

y vimos que es compatible. Ahora podemos afirmar, ademas, que la distribucion

conjunta es unica.

Como ya vimos en la seccidn precedente no siempre es posible completar C de
manera unica con la condicion rang(C) =1. Asi pues, llegados a este punto, parece

evidente la necesidad de caracterizar dichas matrices. Para ello, y con el fin de
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aligerar la notacién, supondremos que mediante cambios de filas y columnas se
han llevado el mayor nimero posible de elementos desconocidos de C a una
submatriz de ella situada en la esquina superior izquierda. Obsérvese que esto no
conlleva ninguna pérdida de generalidad supone Unicamente una reordenacion de

los valores del vector aleatorio.

Supondremos ademas, que todos aquellos valores desconocidos de C que se

puedan calcular univocamente via la condicion rang(C) =1, han sido calculados.

Esto implica que esos elementos han sido determinados mediante menores de
dimensién dos con un unico elemento desconocido. Estos elementos seran

denominados determinables o calculables. En definitiva, la forma de la matriz C

C= |:C11 ClZ :|
C21 C22

Donde, C,; esuna matriz de orden r xs, con todos sus elementos indeterminados.

€S

Ademés de los elementos de C, , es posible que existan otros elementos

indeterminadosen C, ,C,, y C,,. En estas condiciones se tiene

Teorema 2.6.2 (Pérez-Villalta, 2000). Si C,, y C,, tiene todos sus elementos

indeterminados y C,, y C,, tienen todos sus elementos determinados, entonces,

la distribucién que determinan A y B no es unica.
Demostracion. Utilizando la descomposicion singular para la matriz C,, (
rang(C,,)=1) se puede determinar un par de vectores (U, U, .. ur)ty

(v, V, .. V,) deformaque
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ul
u
C,= ;2 (Vl vV, Vm)
un
pero también, si A > O:
Au,
AU, (1 1 1
C12_ 3 ’ (EVHPZVHZ’MZVMJ
Au

Analogamente utilizando C2:

r+1

Co=|. " |(ViVprensVy)

un
Pero tambien si u >0
luur+1
u
CZl Hor (lvl’ivzi ..,EVSJ
H 7
HUy,

Ahora los vectores
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_ t
U=(AU, AUy, AUy, LU, (U, e (U,

son proporcionales a las distribuciones marginales y si 4 = 1 es evidente que no
son Unicos aun normalizandolos. En consecuencia la distribucién conjunta no es

Unica.
[]

Teorema 2.6.3 (Pérez-Villalta, 2000). Si la distribucion conjunta que determinan
Ay B no es unica, la matriz de cocientes C puede escribirse, permutando filas y

columnas, como

con C,, y C,, matrices de elementos indeterminados.

Demostracion. Supongamos que por permutacion de filas y columnas la matriz C

C — |:C11 C:12 }
C21 C22

con C,; de elementos desconocidos. Esta forma de escribir C no es Unica, nosotros

se ha escrito en la forma

seleccionaremos la siguiente: C,; tiene el mayor niumero posible de columnas de
entre todas las particiones de C del tipo anterior y, para ese nimero de columnas,
el mayor numero de filas posibles. Supongamos que las dimensiones resultantes

son r xs. Probaremos que entonces, C,, esta formada por elementos desconocidos.

En efecto, supongamos, sin pérdida de generalidad, que el elemento ¢ es

r+1,5+1
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conocido (o ha sido calculado en algun paso anterior) entonces, algun elemento de

su columna ¢;i = 1,...,r j=s + 1,...,n es conocido pues, si no, las dimensiones de

C,, no serian méaximas. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que es ¢

rs+l*
Analogamente trabajando con la fila r+1 tendremos que podemos suponer que

Cr+1s €5 conocido. Asi pues son conocidosc Cr+1,5+1, PEIO entonces como

r+ls’ Cr,s+1 !

el determinante

C C

rs rs+l
C

C

=0

r+l,s r+1,s+1

tenemos que c, , es conocido, lo que es absurdo.

Obsérvese que C,; existe realmente (i.e. r >0y s> 0) pues la distribucién conjunta

no es unica y en consecuencia existe, al menos, un elemento no determinable ya
que de no ser asi, todos los elementos de C se pueden determinar y en

consecuencia, aplicando resultados anteriores la distribucion conjunta es Unica.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 8: Retomando el ejemplo 3 de la seccidn 3 en el capitulo anterior, donde

ningun elemento desconocido es determinable, y permutando filas y columnas

x 2 % 2 x % 2 2 x % 2 2

6 3 6 3 6 3

1*1* 11** **gﬂ

C= 2 |—= 2 — 3 3

*z*ﬂ **Eﬂ 12**
3 3 3 3 2

2 * 3 * 2 3 * * 2 3 * *

con lo que, aplicando resultados anteriores, se concluye que, aun siendo

compatibles, la distribucidn conjunta no es Gnica.
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El siguiente ejemplo muestra la utilizacion de la descomposicién singular en

submatrices para obtener las distribuciones marginales.

Ejemplo 9. Las siguientes matrices pueden considerarse como distribuciones

condicionadas de un vector aleatorio finito:

0000 o
2 2
11 1% 000
A:3331 1
00000 =
2 2
T oloooo
2 2 |
00 0 011 0]
1110000
g_|2 = 2
0001001
Toloooo
2 " 2 |

La matriz de cocientes viene dada por:
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****11*
2 2
213****
C=/3 3 3
***l**l
2 2
1 * 1 * * * *

Intercambiando la 22 y 32 filay las columnas 5% y 72 obtenemaos:

* * * * * 1 1
2 2
* *  *x 1 l *  *
C-—> 2 2
g 1 z * *x *x *x
3 3 3
1 * 1 * * * *

El elemento c42 es determinable mediante la condicion rang(C) =1, obteniéendose
que c,, =+. Los elementos conocidos forman menores de orden dos nulo y, en

consecuencia, las matrices A y B se pueden considerar distribuciones
condicionadas si C se puede completar de forma que tenga rango unidad. La matriz
C1,2 reproduce la estructura por cajas que estudiamos en el teorema 3 y ademas C

también la reproduce.

Completaremos en primer lugar las submatrices de la submatriz Cy:

La submatriz que ocupa el lugar 1,2 en Cz2 es (%é) . Aplicando la descomposicion

en valores singulares (como siempre incluimos el valor singular en los vectores)

obtenemos:
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donde podemos tomar U'=A4, V'= para cualquier numero real A > 0.
22
Observamos que u"' es la componente up del vector U que resuelve el problema

en la matriz C y v' contiene los componentes V,,V, del vector v que resuelve el

problema en la matriz C, asi se tiene:

U1=ﬂ, V6:_ V7:—

1 S
2 L 2u
1 1
2 2u
y como antes se tiene
L=y V= =
2= H 4 21 5 21
con estos vectores es posible reconstruir Cq .
A 4 101
u Alf1 1 1 1 2u 2 2 2
C12: 1 (V4V5V6V7):|: :|(_’_’_’_j_ H H
5 Wi\ 2u 2u 24 24 1 1 u pu
2 2 21 22

En consecuencia, la matriz C adopta la forma
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« % o A A 11

2u 2u 2 2

C= 2 2 24 22

212 o . o«
3 3 3

131****

L2 i

Para completar U y vV necesitamos us, U4, V1, V2, Y V3, los obtendremos de la

descomposicidn en valores singulares de la matriz Cy,1.

2 1 2011 1,
233|130 37|(21.2)
1 = 1] |= o @

2 2
) 1 2 1 2
en consecuencia, U, ==, U, ==, V,=—, V, =—, y V;=—
2 w 10} 0]
1 1
U= L u-w~-o|,
( #3972 j

- o o o 2u 2u 21" 2

Asi se obtiene:

106



Unicidad.

204 22 4 2 1 1]
2] o o o 2u 2u 2 2
¢ po2p 1L
1 (212 1 1 2 2 o o o 2 2 21 22
C: — Ty Ty T v L v v | T
3 \wowow2u2u2i20) |2 1 2 o o o o
1 3 3 3 6u 6u 64 64
—w
L2 ] 1 1 1 L @ 9 o
i 2 4y 4uy 44 44 ]

Para obtener distribuciones marginales, basta con normalizar los vectores U y V,
sin embargo, aun en ese caso, dando valores positivos a A, u Yy @ obtenemos

distintas distribuciones compatibles, con lo que se tiene la no unicidad.

Song et al. (2010) aplican la descomposicion en bloques irreducibles al estudio de

la unicidad del problema de unicidad,

Teorema 2.6.4 (Song et al, 2010). Sea C la matriz de cocientes de dos matrices

nxm Ay B compatibles. Son equivalentes,

i.- M=1 para cualquier descomposicién por bloque irreducibles (DBI)
T(C) =Diag(T,,T,,...Ty)

ii.- C es irreducible.
iii.- C tiene una Unica extension positiva.

iv.- Existe una Gnica distribucion de conjunta con matriz de cocientes C y

condicionadas Ay B.

Ademas, asocia biunivocamente a cada extension positiva de rango unidad, una

distribucion conjunta que tiene a A y B como condicionadas.

Teorema 2.6.5 (Song et al, 2010). Sea C la matriz de cocientes de dos matrices

nxm, Ay B en las condiciones habituales y compatibles. Denotamos C al conjunto
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de todas las extensiones positivas de rango uno de C y F el conjunto de todas las

posibles distribuciones de probabilidad conjuntas que tienen a A y B por

condicionadas. Entonces, la aplicacion ®:C—F definida por @®(C)= f con

_ b.u.
C=w'y f(x,y;)=—— paratodo (i, j)e N esta bien definida y es biyectiva.

n

En virtud del resultado anterior, el cardinal de las extensiones positivas de rango
unidad de una matriz de cocientes C es el mismo del de las distribuciones que

tienen a A y B como condicionadas tenemos, por tanto, el siguiente,

Corolario 2.6.1. Sea C la matriz de cocientes de dos matrices nxm, Ay B en las
condiciones habituales. El cardinal del conjunto de extensiones positivas de rango

uno es, cero, uno o infinito (no numerable).

En el mismo trabajo, proporcionan un metodo para calcular todas las distribuciones

conjuntas que tienen a A y B como condicionadas

Teorema 2.6.6 (Song et al, 2010). Sea C la matriz de cocientes de dos matrices
nxm Ay B compatibles, y T(C)=Diag(T,,T,,...,T,;) una descomposicion por
blogue irreducibles (DBI) de C para alguna matrices de permutacién E y F. Para

cada s=1,2,...,M, consideremos T, =0.V. una extension positiva de rango unidad

deT,. Para cada k = (k,k,,....ky, )" € R" con k, >0y sea Gt = (kdj, K, ..., Uy, )

=t

b. p.
Definamos ahora p, =E't. y f.(X.y;) :n"—pk'donde B = (Peys Peyreen ) -

_2_1: plZi

Entonces, la familia {fE K = (kg Ky, Ky, ), k>0 1< < M}es el conjunto de

todas las posibles distribuciones de probabilidad conjunta de (X,Y) para una C
dada.
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Notese que este método requiere M pardmetros, sin embargo, a nuestro parecer,
Unicamente se requieren M-1, pues basta observar la evolucion de la extensién

positiva cuando se van introduciendo pardmetros en T(C):

Consideremos la siguiente DBI de C, para M =4

T

Supongamos que introducimos un parametro en la esquina inferior izquierda del

bloque 1,2; entonces, podemos completar los bloques 1,2y 2,1

Si introducimos un nuevo parametro en la esquina inferior izquierda del blogue

2,3; entonces, podemos completar los bloques que marcamos,
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Haciendo lo mismo con el bloque 3,4 completamos la extension positiva

Lo gue supone tres parametros y constituyen todas las extensiones posibles.

A titulo de ejemplo mostraremos otra estrategia de extensién de T(C).
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Unicidad.

Comenzando, como anteriormente introduciendo un parametro en la esquina
inferior izquierda del bloque 1,2

Tl

Introduciendo un nuevo pardmetro en la esquina inferior izquierda del bloque 1,4

Aln se necesita otro parametro para completar la extensién y basta con uno,
cualquier situacion nos lleva a completar la extensién. Es facil, aunque tedioso,

probar que ocurre lo mismo para cualquier M.

7.- Mas sobre grafos.

Un grafo (V',E") se dice que es un subgrafo de (V,E) siysolosiV'cV yE'cE
Una componente conexa de un vértice v, es el subgrafo que se obtiene tomando

todos los vértices conectados con v y todas las aristas que conectan con dichos
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vertices. Una componente conexa de un grafo (V,E)es la componente conexa de
un vertice. Una componente conexa de un grafo (V, E) es, en si misma conexa. Un

grafo es conexo si solo tiene una componente conexa.

Consideremos una DBI de la matriz C en un problema de compatibilidad y sean H
y K las matrices de adyacencia del grafo bipartito asociado, supongamos ademas,
que estan en la forma dictada por T(C) y que se ha extendido cada bloque diagonal,

es decir a partir de

Tl * *
* T *
T(C)= !
| * * . TM |
Construimos
_T_l . .
* 'r *
T(C)= ?
i * * '|7M |

Hl * *
H_ * |_|2 *
_* * HM_

Observemos que al haberse construido H a partir de la extension de cada bloque
de T(C), sus bloques diagonales estdn formado por unos, por tanto, todos los
vértices que estan involucrados en un bloque estan conectados entre si (subgrafo
completo) y por tanto el subgrafo que definen es conexo. Esto se puede repetir con
todos los bloque diagonales de H. Y, en vista de la forma de H, no existe ningun

camino entre pares de vértices que conciernen a cada blogue, en consecuencia cada

112



Unicidad.

bloque define una componente conexa del grafo asociado al problema de

compatibilidad.

Para conectar dos componentes conexas, basta afiadir una arista (arista puente), asi
para conectar el grafo asociado a un problema de compatibilidad con M
componentes conexas (M bloques en T(C)) debemos afiadir M-1 aristas. Cada
arista afiadida se corresponde con un parametro en la extension de T(C) por tanto,

las soluciones de un problema de compatibilidad con T(C) = Diag(T,,T,,...,T,,)

depende de M-1 parametros.
Ejemplo 1:

Consideremos la matriz T(C) del ejemplo 4, seccion 3 en el capitulo anterior.

1 2 > * » %= =x
05 1 * * * * =

* *

~ol

()

N
*
*

T(C)=

* *

N
=
*
*

* * * * * ﬁ- 1

Completando los bloques,
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1 \\ ////// 1
e
///>/\\
22
B
05 1
_ *
TC)=| |
*
*
5 |~ —
\>(/////
— ///// \\\\\\
6 [ 7
La matriz de adyacencia del problema es
110000 0
11 000O00O0
H_|0 O 1110 0
0011100
00000O0TMNT1
0 0 00 0 1 1]

En el grafo asociado hay tres componentes conexas que corresponden a

{X, %Y1, Y,}que son los vértices del primer bloque, las aristas son todas las
posibles, el segundo blogue tiene vértices {x3,x4, Yar Ya ys}, y en el tercer blogque

{x5,x6,y6,y7} , con el mismo comentario sobre las aristas. Para conectar los dos
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Unicidad.

primeros bloque podemos usar la arista {xz, y3}que corresponde a la posicién 2,3

en T(C)y se traduce en

1 1 ﬁ_ 2 * * * * *
0.5 ]J A * x k%
_ * * *  *
(o) 2 2 1
2 2 * * 2 2 ]J * *
* * * * * ﬁ_ 1
* * * * * 1 1
3 i 1]
3
4
4
5 i * *—
N 2 21 24 A
051 4 A4 4 =* *
5 6 1 2 *  *
- 122t
L 22 2 1
6 7 * * * * * ﬁ_ l
_* * * * * 1 ]J_

Y para conectar los bloques dos y tres usamos la arista {x4, y6} que corresponde a

posicion 4,6 de T (C)y se traduce en
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ﬁ_ 2 * * * * *

0.5]J2****
**IE 1**
T(C)=
**2 ]JILI*
*****ﬁ_l
1 1 *****1]J
2 2
‘1 2 24 224 4 * x|
3 05 1 4 4 4 * =
3 T(C):%§|§21**
4 T 22 2 Y4
4 *****ﬁ_l
5 *****l]J
5 6
(1 2 22 24 A Au Au]
6 ! 05 4 4 2 4 % %
_ 12 2 2 1
TE)=| 7 7 HoA
T 5 2 21 p ou
Loz o2l
o A o+ 7 o+ 14

Con esas aristas puente es suficiente para conectar el grafo, y con esos dos

parametros es suficiente para encontrar una extension positiva de rango uno para

T (C). Note que el grafo bipartito obtenido es conexo.

Note la relacion entre el nimero de bloque y el nimero de parametros.
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N° de parametros = N° de Bloques -1
Y puesto que el nimero de bloque es el nUmero de componentes conexas,

N° de parametros = N° de comp. conexas -1

8.- Uso de Cadenas de Markov.

Una via alternativa en el estudio de la unicidad es el uso de las cadenas de Markov
tal y como proponen Arnold y Press (1989). Este enfoque surge de la siguiente

observacion:
a=Af B=B'd
Combinando lo anterior
a=Ap=AB'q

puesto que AB! es una matriz estocastica por columnas, al serlo A y B!, AB! puede
ser considerada como la matriz de transicion de una cadena de Markov de n estados
y, consecuentemente, « se interpreta como una distribuciéon invariante o

estacionaria de la cadena.

Arnold, y Press (1989) observan que si A y por tanto B tienen sus elementos no
nulos se tiene la unicidad, resultado que obtuvimos anteriormente. Por su parte,

Nervole y Press (1986) prueban que la distribucion estacionaria es Unica si y solo

n k+i . ..
si existe k>0 tal que Z(BAt) tiene todos sus elementos positivos.
i=1
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Capitulo 3

Incompatibilidad

En este capitulo se estudia el caso de incompatibilidad, concretamente
se dan métodos para obtener soluciones aproximadas, en algun sentido
que se precisara, al problema que nos ocupa. Se estudia la &-
compatibilidad y la compatibilidad aproximada o cuasi compatibilidad.
Para finalizar, utilizaremos la descomposicién en valores singulares
para encontrar soluciones aproximadas al problema, esta forma de
proceder se basa en el método, ya estudiado, de extensidén a rango
unidad.

1.- Uso de sistemas lineales con restricciones en compatibilidad.

Arnold, Castillo y Sarabia (2002) utilizan sistemas lineales para calcular las

probabilidades conjuntas o las marginales asociadas a las matrices Ay B.

Método A. Buscando las probabilidades conjuntas, p; >0 V(i, j)e N
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pij_aijzpkao’ pij_bljzpikzo’ v(,j)eN Z pij:]'
k=1 k=1 (i,j)eN
NUmero de ecuaciones: 2card(N)+1, nimero de incognitas card(N)
Método B. Buscando los dos vectores de probabilidades marginales, @ y 8 no

negativos.

B2y —eufi; =0, V(0. ) eN Ya=1 B =1
i=1 j=1

NUmero de ecuaciones: card(N)+ 2, nimero de incognitas n+m

Meétodo C. Buscando un unico vector de probabilidad marginal, & no negativo.
a; > by —ab, =0, V(i j)eN o =1
k=1 i=1

Numero de ecuaciones: card(N)+1, numero de incognitas n

Notese que todos los métodos requieren la identificacion de soluciones no

negativas.

Teorema 3.1.1 (Arnold, Castillo y Sarabia, 2002). Las probabilidades conjuntas y

marginales obtenidas por los métodos A, B y C coinciden.
Seguimos a Castillo et al. (2002)

Definicion. Sea A una matriz real de dimensiones nxm. El cono poliédrico

convexo engendrado por A, que denotamos por z(A), es el conjunto de todos los

vectores de IR" que pueden expresarse como combinacion lineal, con coeficientes

no negativos, de las columnas de A.

Definicion. Para cada cono poliédrico convexo z(A), definimos su dual o cono

polar Q(7z(A)) como el conjunto

Q(z(A) ={ieR":V'i <0, Wer(A)}={ieR":A'i<0}
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Incompatibilidad.

Se puede comprobar que Q(z(A)) es, en si mismo, un cono poliédrico convexo.

Asi se puede ver como generado por algun conjunto finito de vectores de R". En
cualquier cono =z pueden existir algunos vectores tales que ez y —lgx y

algunos vectores tales que U,—U e .

Un cono polar admite la representacion Q(z(A))=pV)+z(W) donde p(V)
denota el espacio lineal generado por las columnas de una matriz de dimensiones

nxk, V. y z(W)es el cono generado por las columnas de una matriz de
dimensiones nxk,, W. Las matrices V y W se denominan generadores del cono

Q(z(A)). Juegan un papel crucial en la solucion de la clase de soluciones del

sistema lineal de ecuaciones e inecuaciones. El calculo de estas matrices no es
facil, ver Castillo et al (2002) para detalles y algoritmos.

Teorema 3.1.2. Sea C una matriz real de dimensiones mxn, acR™ y X un vector
columna de n incognitas. El sistema de ecuaciones lineales sujeto a % >0 tiene
alguna solucion siy solosi V'a=0 y W'a<0 donde V y W son los generadores
de Q(z(C)).

Los sistemas que hemos considerado méetodos A, B y C tienen la particularidad de
que el vector de términos independientes es de la forma &' = (00...01) para Ay C
a' =(00...11) para B. Se tiene entonces,

El método A, tiene solucion si la ultima fila de V es nula y la ultima fila de

W es no positiva.

El método B, tiene solucion si la suma de las dos ultimas V es nula y la misma

suma en las filas de W es no positiva.

El método C, tiene solucion si la dltima fila de V es nula y la Gltima fila de

W es no positiva.
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Ejemplo (Rodrigues Correia, 2007):

Consideremos las matrices,

0o 11 00 L 2
3 2 3 3
aloo L2y slo ol
3 4 2 2
11 11 2211
I 3 4] 5 5 5 5]
Utilizando el método C, para @ >0,
0 0 0]
0 0 0
11 1 °
3 4 10 0
0 0 0 0
0O 0 0 0
1 1 1 ||| |0
9 3 15 || |=|0
1 3 1 |jla] |0
6 8 20 0
0 0 0 0
0 0 0 0
11 2 0
9 6 15 )
11 3 o
6 8 20
11 1|

Para determinar los generadores V y W del cono polar, utiliza el algoritmo
gamma (Castillo et al, 1999, Castillo et al, 2002) y obtiene,
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0 000 O0O00O0GO0GO1 0 0 0
0 001 0 00000 0 0 0
-3 000 2 00120 12 2 -8
1 000 0 00000 0 0 0
0 100000000 0 0 0
0 010000000 0 0 0
V={0 000 -10011 0| W=l3 13 -7
0 000 1 00000 0 0 0
0 0000 10000 0 0 0
0 000001000 0 0 0
0 000000100 0 0 0
0 000 O0O00O00O0T10 0 0 0
0 000 0 0000 O -1 -1 -1

La ultima filade V es nula, y la Gltima fila de W es negativa, por tanto, las matrices

son compatibles.

Resolviendo el sistema se obtiene que « =

INY[ENS 11N '5‘|w

y premultiplicando por B,

o O
o O
S

S
Elb—‘ Bll—‘ (3211

8l
gl
I

Notese la dificultad del método frente a otros estudiados.

Pueden verse més ejemplos en Arnold y Gokhale (1998) y Arnold, Castillo y
Sarabia (1999 y 2002).
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2.- ¢-compatibilidad.

En esta seccion se estudia un concepto alternativo al de la compatibilidad,
siguiendo a Arnold, Castillo y Sarabia (1999, 2002). La idea que subyace es la
posibilidad de aceptar una suerte de compatibilidad aproximada, en el sentido que
se precisard. Supongamos que se tiene una matriz nxm, W que indica la

importancia de la acuracidad relativa del valor de cada elemento p; de M en la
determinacion de p;, de forma que un w; pequefio indica que se desea una alta
acuracidad en el calculo de p;;, y un w; grande indica que es suficiente una baja

acuracidad en dicho calculo. EI método consiste en utilizar los sistemas de
ecuaciones de la seccién anterior y resolverlos de forma aproximada. Se tienen

entonces, las tres opciones siguientes.

Opcién 1. Usando el método A, encontrar la matriz de probabilidad conjunta

M = (p;) que verifica,

By >0 V(i,j)eN

< 5Wij ,

v(i,j)eN

P — & Z Py
k1

Pi _bijz Pu| < Wy, V(i j)eN
ket

Z p; =1

(i,J)eN
p, =0 (i, j) eN

Opcidn 2. Usando el método B, encontrar los vectores de probabilidad marginal

@y B que verifican,
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‘ﬂjaij _aiﬂj‘g

Zn:ai =1
i=1

EW,

V@, j)eN

Incompatibilidad.

Opcion 3. Usando el método C, encontrar un unico vector de probabilidad

marginal, a no negativo.

Suponga conocida la matriz W de elementos w; .

n
k=1

ngvij,

v(@i,j)eN

Definicion. Sean A 'y B dos matrices en las condiciones habituales. Se dice que A

y B son &, -compatibles, si y solo si los sistemas definidos en las opciones 1, 2 0 3

tienen solucion para todo € = g,y no la tiene para € <¢,. Es decir &, es el menor

£ para el que los sistemas de inecuaciones anteriores tienen solucion.

Note que A y B son compatibles si y solo si son 0-compatibles.

Esto no agota las posibilidades de opciones, Arnold, Castillo y Sarabia (2002)

proporcionan otras posibilidades.
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Para analizar la &-compatibilidad caben diversas metodologias, algunas
involucran conos polares lo que dificulta enormemente la practica. Aqui
utilizaremos otra, basada en programacién lineal. Consideremos &como una

variable y decidamos la opcion a utilizar. Resolver

min £ Sujeto a la opcidn elegida.
Asi, si seleccionamos la opcion tres, y W =1_ el programa es:
min

S.A.
i™ij

n
aijZakbkj —ab; <e¢,
k=1

a;b; —aijZakbkj <& V(,j))eN
k=1

Zn:ai =1
i=1

a 20, 1=1..n

Ejemplo:

Consideremos las matrices:

>

Il
NI N~
o~
agln ol w
gl o1l w
o1 N
g O

Estas matrices son incompatibles, pues la matriz, incompleta, de cocientes,
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Incompatibilidad.

N|Oo1T o | o1
P Nw

N | o1

no puede completarse de forma que tenga rango unidad pues

#0

N|Oo1T ool
P N|w

: X : o :
Si denotamos { 1}, el conjunto de restricciones viene dado por:

2

X +X, =1, X, =0, X, =20
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2
‘g(xlg'FXz—j—Xz— <&
Operando, se reduce a
X + X, =1, X, 20, X, =20
—3% + X, <10¢ 3%, — X, <10¢
—4X, +6X, < 25¢ 4x, —6X, < 25¢
3%, — X, <10¢ —3X%, + X, <10¢
>0
4x, —6x, < 25¢ —4x +6X, < 25¢
En definitiva, se tiene el programa lineal:
min &
SA: X +X,=1 X, >0, X, >0 £2>0
-3, + X, <10¢ 3%, — X, <10&
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—4X, +6X, < 25¢ 4x, —6X, < 25¢

3%, — X, <10¢ —3%, + X, <10¢

Resolviendo (se ha utilizado el programa WINQSB 2.0):

min

_[0.425
10575

} c=0.07

3.- Minima incompatibilidad.

Dadas dos matrices en las condiciones habituales, no compatibles. Trataremos de

encontrar una matriz M = (p;) de dimension nxm, no negativa, cuyos elementos

suman uno y de forma que estén préxima, en algun sentido a las matrices A y B,

esto es
> py=1  p, 20V j)eN
(i,j)eN
Bij

Z P;;
j=1

Pij ~a

; Pj;

=b  V(,j)eN

ij ij

Para precisar esto, necesitaremos una medida de la discrepancia (via distancia o
pseudo distancia) entre las matrices M, Ay B, 6(M; A,B) que se minimizara entre

las matrices M no negativas cuyos elementos sumen uno.
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mino(M; A,B)

SA. > p;=1

(i.J)eN

p, =0 V(i, j) eN

Denotaremos M “a ese minimo, y (M ; A, B) puede ser utilizado como medida de
incompatibilidad, de forma que si S(M";AB)es una medida del grado de
proximidad entre M"y el par (A,B). Por otra parte, si (A,B) y (A',B") son pares
de matrices de la misma dimension y 5(M,; A,B) <5(M,"; A',B") diremos que
(A, B)son menos incompatibles que (A',B").

La primera medida de discrepancia (Arnold y Gokhale, 1998) utilizada fue la

divergencia de Kullback-Leiber aprovechando que es una pseudo distancia entre

distribuciones .

i=1 j=1 i

D(M:AB)=Y b, |og£bii P..

n m a. .
+> > a;log GiPy
i=1 j=1 pJ p
Convenimos que 0log0=0
Asi el problema quedaria

minD(M; A,B)

SA. Y p=1

(i, ))eN
p; 20 Vv(i,j)eN
Teorema 3.3.1 (Arnold y Gokhale, 1998).

Con la notacién anterior, la matriz M~ = (p;) que minimiza D(M; A, B) verifica:

IO—i‘;+ﬁ—aij +bij, 1=12,..,n; j=12,...m

T =

Pi. B
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Un algoritmo iterado para resolver el sistema viene dado por:

-1
1 1
(ai'+bi') ORI
j j pi(.) pfj)

izj:(aij + bij)|::.!-n) + 1}

(n+1)
ij

(n)
P P
Tomando como valores iniciales, p{” = i, i=12,..,n; j=12,...,m

nm

Este método iterado parece converger rapidamente, aunque no se dispone de
prueba de convergencia. Puede verse una solucion alternativa en Arnold y Gokhale
(1998) y Arnold, Castillo y Sarabia (1999). En esas referencias pueden verse

ejemplos.

Existen otras medidas de discrepancia que pueden ser utilizada en el mismo sentido

que se ha utilizado D, por ejemplo,

Q(M P A, B) = izm:[( pij _bij pi-)2 +(pij _aij p-j)2i|

i=1 j=1

Los valores p; que minimizan Q. puede obtenerse resolviendo el sistema:

P.=2> P&, i=12..,n
j-1

p.j = 22 pi.bij1 J :1121""m
j=1
Una vez calculados p;, y p,; basta aplicar:

1 -
Pij :E(p.jaij + pi.bij) Vi, )
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Pueden verse mas medidas de discrepancia y su aplicacion a este problema en
Arnold y Gokhale (1998), Arnold, Castillo y Sarabia (1999) y Ghosh y
Balakrishnan (2013).

4.- Formula de Besag e incompatibilidad.

En el capitulo 1, estudiamos un método basado en la formula de Besag para
comprobar la compatibilidad o incompatibilidad de dos matrices A y B, posibles
distribuciones condicionadas de un vector aleatorio bidimensional. Este metodo
también puede utilizarse (Wang y Kuo, 2010) para encontrar una distribucién que
podamos considerar proxima a la compatibilidad. La idea es asignar a cada
cociente de probabilidad la media geométrica de su valor a través de todos los
caminos posibles, entre la posicion indicada por el denominador, y la posicion

indicada por el denominador.

Es claro, que si las matrices son compatibles, existe un vector aleatorio cuyas
distribuciones condicionadas coinciden con A y B, y este método obtendria la

distribucion conjunta de dicho vector.
Ejemplo 1:

Consideremos las siguientes matrices,

‘4 :
4 3 5

Todos los caminos que utilizaremos comenzaran en la posicion (1,1) y utilizaremos

gllw o~

la notacion habitual, es decir la notacion que se utilizaria si fuesen compatibles.
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Unimos (1,1) con (1,2). Existen dos caminos, cuyos cocientes de probabilidad

valen:
(1,1)—(1,2)

P(X=1Y=2) P(r=2|X=9)_¢§_,
P(X=1Y=1) P(=1X=1) 1}

(1,1)—(2,1)—(2,2)—(1,2)

P(X=1Y=2) P(X=2Y=1)P(X=2Y=2) P(X=1Y=2) _,
P(X =LY =1) P(X=LY=1) P(X=2Y=1)P(X=2Y=2)

Asignamos el valor

PX=1Y=2) =
P(X =1Y =1) =Va1=2

Unimos (1,1) con (2,1). Existen dos caminos, cuyos cocientes de probabilidad

valen:

(1.)—Q.1) F;‘(i j: :11)) _3
P(X=2Y=1) 16

(1LD—(1,2)>(22)-(2,1) P(X=1Y=1) 3

Asignamos el valor:

P(X=2Y=0)_[,16_,
P(X =1Y =1) 3

Unimos (1,1) con (2,2). Existen dos caminos, cuyos cocientes de probabilidad

valen:
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P(X=2Y=2) _,

(LD—(1,2)>(2,2) P(X=1Y=1)

P(X=2Y=2) 4

(1,1)—(2,1)—(2.,2) P(X =1Y =1)

Asignamos el valor:

Haciendo P(X =1Y =1)=py obligando a que la suma de todas las
probabilidades sea la unidad, obtenemos p :%Io que nos lleva a la matriz de

probabilidad conjunta,

111 2
Ma fOX — a4n
P 1114 4

Y las matrices de probabilidad condicionada,

1 1 1 2

|5 3 |3 3
Aaprox - 4 2 Baprox - 1 1
5 3 2 2

Uno de las dificultades del método, es que no se tiene una medida adecuada de la
bondad de la distribucion conjunta obtenida. Una posibilidad, que puede ser
aplicada para la comparacion de la bondad de la aproximacion de otros pares de

matrices incompatibles, es la medida

+HB—B

)

0= %(HA— Aspros

aprox

Donde, podemos utilizar cualquier norma de matriz.

Ejemplol (continuacion)
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Utilizaremos el ejemplo anterior y la norma de Frobenius.

1 s 1 2] 1 e

(D_E(H _AaprOXFJFH B aproxp)_i 3 2 Tla o2l Tfle 2|72
4 3 5 3 = 5 5 2

_Aflm O Ll E A |12 gss.

2|3 of| Ly #],) 120

5.- Uso de la descomposicion en valores singulares.

En esta seccion aplicaremos los teoremas de aproximacion de rango bajo a la
matriz de cocientes C para encontrar distribuciones marginales que, combinadas
con las matrices condicionadas nos permitan obtener una distribucion conjunta
aproximada, en algun sentido que precisaremos. En la primera parte de esta seccion
seguimos a Schot (1997).

En virtud de la descomposicion en valores singulares de una matriz, toda matriz T

de dimensiones nxm y rango r, puede escribirse como

T =UDV' :Zrlaiﬁivi

i=1

Donde U; y V, son los vectores columnas de las matrices U y V respectivamente y
los valores singulares de T estan ordenados o, =2 0, >...2 o, . Es decir, toda matriz

puede escribirse como suma de matrices de rango uno.

Se llama aproximacion de rango k<r de la matriz T a la matriz

T, :Zk‘,aiuivi :Tzk‘,vivit
i1

i=1
Se tiene

(a) El rango de T, es k.

135

N~ wlN

E



R.A. Pérez Villalta

(b) T, es la matriz de rango k méas proxima en el sentido de la norma matricial

euclidea (norma matricial inducida por la norma vectorial euclidea), es

decir

P, =T =S, 55 S, rarg(5) | ot

(c) T, es la matriz de rango k mas préxima en el sentido de la norma matricial

de Frobenius , T|_= /Zt"? s decir
0

[T, =min{[T 5], :5 =

rang(S) = k} = \/Gk2+1 +02, ot ol

nxm?

Estos resultados pueden ser aplicados a la matriz de cocientes C para obtener
distribuciones proximas en el caso de incompatibilidad. Evidentemente, las
aproximaciones gque usaremos seran de rango unidad. Nétese que es necesario que
N=N,_..

Ejemplo 1.

Sean las matrices
0.2 0.6 0.25 0.75
A= B=
{0.8 0.4} {0.25 0.75}

Se tienen los siguientes resultados obtenidos con MATLAB,

~ [0.8000 0.8000 . 0.2829 o 0.9758
| 3.2000 0.5333 1 0.9591 10.2185

Los valores singulares son 3.3772 y 0.6317

; : : L , 0.9324 0.2088
De ahi, se obtiene la matriz aproximacion de rango unidad C, = 31610 07077

que tiene rango unidad y esta a una distancia euclidea (en este caso a la misma
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distancia de Frobenius) |C—C,|| =[C—C,| =0.6317 nos permitira obtener las

marginales proximas, utilizando UG y vV obteniendo:

~ 10.2278 - 10.1829
a = ﬂ =
0.7722 0.8171
Es claro que ||C—C,[| =[C—C,[|_=0.6317 tiene una dificil interpretacion en

término de las distribuciones que hemos denominado préximas, sin embargo,
puede servir para comparar el grado de incompatibilidad de pares de matrices

incompatibles Ay B.

Puesto que las matrices A y B son incompatibles la condicion N, = N, no tiene por

qué verificarse. En este caso, podemos extender el método al caso en que A tenga
elementos nulos y B no los tenga, si fuese al revés basta cambiar el papel de las

variables para poder aplicarlos.
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Capitulo 4

Rango infinito numerable.

En este capitulo discutimos el caso en el que al menos una de las
variables aleatorias discretas implicadas, tiene rango infinito
numerable. Este es el caso menos estudiado en la literatura. Apenas se
cuentan con fuentes sobre el tema. Aqui daremos una breve
introduccion al tema, modificando el método de extension positiva de

rango unidad.
Estudiamos, separadamente dos casos:

Caso finita vs infinita, en el que una de las variables tiene rango finito
y la otra rango infinito. Sin pérdida de generalidad, supondremos que

es X la que tiene rango finito.

Caso infinita vs infinita, en el que ambas variables tiene rango infinito.
1.- Caso finita vs infinita.

Dadas las colecciones de nimeros

A:{aij:izl,...,n; j=1,2,...} y Bz{b,j:izl....n; j:1,2,...}
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Todos ellos no negativosy » a, =1y D b, =1.
i=1 =1

Supondremos que estos conjuntos son compatibles, en el sentido de que existen

dos variables aleatorias discretas, X e Y, cuyos valores posibles son

Ry ={X. X1 X, } Ry ={¥1, Y.} y tales que:

a..:P[X:xi|Y:yj] 1=12,..,n; ]=12,..

L]

by =P[Y=y;IX=x] i=12..n j=12,..

supondremos ademas que ninguna distribucién condicionada es idénticamente
nula pues, en otro caso, el valor de X (o de Y) correspondiente tiene probabilidad
nula en cualquier distribucion y, consecuentemente, puede ser eliminado del
problema. Y ademads, se sigue verificando la condicidon necesaria de

compatibilidad, esto es, si los conjuntos numéricos son compatibles,

A:{aij:izl,...,n; j=1,2,...} y Bz{b,j:izl....n; j:1,2,...}

Entonces, los  conjuntos, NA={(i,j):aij>0 i=1..n j=1,2,...} y

NB={(i,j):bij >0 i=1..n j=L2,...}verifican N,=N; en cuyo caso lo

denominamos N.

La condicién de unicidad de Gupta y Vargas (1990) queda, en este contexto, como

sigue:

Existe (i, J,) € N tal que:
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Vje Ng, (i, j)eN estoes a ;>0 y b >0

VieN,, (i,jp)eN estoesa, >0 y b >0

Esto quiere decir que, al menos, una distribucién condicionada de cada tipo tiene

todas sus probabilidades no nulas.

En particular si a; >0 Vi=12,..,n Vj=12... setiene la unicidad.

Por otra parte, el uso de la matriz de cocientes y la metodologia utilizada en la
seccion 5 del primer capitulo, no es directamente aplicable aqui, sin embargo, es
posible su generalizacion en el caso en que el nimero de ceros en las

distribuciones condicionadas es finito. En efecto, supongamos que

. . . a;; ..
a; >0 Vj=r y consideramos los cocientes c; =-—L para aquellos (i,j)eN

construyamos ahora la siguiente tabla:

Cy Cppeeeees C, Cipeeeees Cpjrrenne
Cpy Coperene Cpp Coppgenenes Cojrvenn
Cy Co,  Cp  Cipgeeeees Cjovenee
C.i Coo Gy Cpeveee Cojreeee
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Las primeras r columnas, forman una matriz C, de orden n x r, con algunos de sus
elementos desconocidos, mientras que las restantes columnas (que son infinitas)

contiene todos sus elementos conocidos.

Obsérvese que la columna r de C es de elementos conocidos. Con esta notacion
es evidente que A y B determinan una Unica distribucion conjunta si y solo si C se

puede completar de manera Unica de forma que su rango sea la unidad.

Para verificar esta condicion se pueden usar los resultados expuestos en el primer

capitulo.

Respecto a la determinacion efectiva de la distribucion conjunta es recomendable

determinar la sucesion vi, Vo, ... mediante la conocida condicion
L
V=26

i=1

de ahi la distribucion marginal de Y, f;, pasa por la normalizacién de la sucesion

Vij.
vt
ﬂj: w] j:1,2,...
2V
j=1
y la distribucién conjunta viene dada por
P =85, i=1..,n; j=12,.

La razon por la que se elige esta forma de trabajar es que la serie .Zcij .puede ser
j=1

divergente, aunque también puede serlo Zvj‘l , €N CUyO caso no existe la marginal,
j=1

y no serian compatibles.

142



Rango Infinito Numerable.

Ejemplo:

Consideremos los siguientes conjuntos que, puede probarse sin dificultad

que son compatibles.

aij:% , azj:% . =73 para j >4
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B={b;: =123 j=12..]

=% . b,=% , B=0

b,, =0,

bzzz}/’ b23=%,

bBl:}/’

b;, =0,

b33=}/,

b; = WY para j>4
1 Lo
1 .
b3j=§><F para =>4

Como puede observarse el nimero de probabilidades nulas es finito e igual a tres.

. . a;
La tabla (incompleta) de los cocientes c; = — queda:

3 1 * 2 4...
2
« 4, 8 16
3 3 3
3 3 5 4l
2 2
Aqui r =4y lamatriz C incompleta es
2
3
cofx A
3
3 &
| 2

completando via rang C =1
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29 3
3 2
C=|2 4 2 8
3 3
3 3,
|2 2
El calculo de los vj es ahora inmediato
10 10,5 .
v, =5, Vz:§’ vV, =5, vj=§2J j=>4
de ahi es inmediata la obtencion de la marginal
1 3 1 3 1 .
ﬂl 5 ﬂZ 10 ﬂ?) 5 ﬂ] 102]_31

y utilizando el conjunto aj; se obtiene la siguiente distribucion conjunta que es

Unica
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1 2 3 4 5 )
)y ¢+ 011 11 1.1
0 10 102 1022 1027
21 1t 11 11 11
5 10 102 1028 1027

Es importante sefialar que merced a la estructura de la matriz C, cuya ultima
columna es de elementos no nulos, se tiene que si los conjuntos de A 'y B son
compatibles y el niumero de probabilidades condicionadas nulas es finito,
entonces, la distribucion conjunta que determinan es Unica. El reciproco es

falso, como tendremos ocasion de comprobar.

La metodologia de los cocientes no es, en general, viable para el caso en que el

numero de probabilidades condicionadas nulas sea infinito.
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Si el nimero de probabilidades condicionadas nulas es infinito, es posible utilizar

la teoria de Cadenas de Markov para resolver el problema. En efecto, sea

a., 1=12,..,n ladistribucién marginal de la variable aleatoria X, entonces

0 L o L

CRDICVIEDIDIIED IR
j=1

i j=L k=1 j=1 k=1

Intercambiando el orden de sumacion (ver, por ejemplo, Isaacson y Madsen,
1976).

k=1| j=1

en consecuencia los ndmeros d, =) ab, pueden ser considerados
j=1

probabilidades de transicidn de una cadena de Markov con n estados.

L L o o L 0

D di=22 b => > aby :Zbkj =1

i=1 i=1l j=1 j=1 i=1 j=1

y @ es una distribucion estacionaria de dicha cadena; al ser una cadena de Markov

finita, la cuestion de la unicidad se reduce a un problema de céalculo de autovalores.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1 (Ng, 1997):
Este ejemplo muestra una tabla con infinitos ceros.

Supongamos que se tienen repeticiones independientes de un experimento de

Bernoulli de parametro p. Es sabido que esto se puede visualizar como una
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sucesion de unos (éxito) y ceros (fracaso). Consideremos las sucesiones finitas que
terminan en uno. Sean X el namero de unos en la sucesion y N la longitud de la
misma. Es claro que, excluyendo el tltimo uno, podemos modelizar la distribucion
condicionada X —1|(N -1=n-1)~B(n-1,p). Por otra parte, es natural

modelizar el nimero de elementos de la  sucesion como

N|(X=x)~B (x,p), n=xXx+1,...

n-1 X1 A\n-X

) _P(X:xIN:n)_P(X—1:X_1|N:n)_(X_JD (- p)
xn T _ — = - - _ ~

P(N=n|X =X) P(N=n|X =Xx) (Z_Jpx(l—p)”‘x

1
=—,n=>X
p

Y, por tanto, se tiene que

Con una adecuada eleccion de los valores X, X,,1;,1, .

Obsérvese que, Zi diverge y por lo tanto, no existen marginales compatibles

n=Xx

con las condicionadas anteriores.

Ejemplo 2:

Consideremos los siguientes conjuntos compatibles:
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0 sijespar

AT si j esimpar’
1+r
r .
—— Sijespar

1+

—— Sij esimpar
1+r
L Si j es par

0 sijesimpar
con j=12,...y runnimeroreal,0<r<1.
Asi obtenemos el conjunto A=daiji=123j=12,..r
Por su parte el conjunto  B=1bij;:i=1,2,3;j=1,2,... r esta definido por:

- 0 si j es par
Pt (a-r?)  sijes impar

b,; =r’*(1-r) para todo j

- r72(1-r*)  sijespar
¥ 0 si j es impar
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Calculemos las probabilidades di I,k =1,2,3.

_N _Nenf(qop2\ T
dl'l_;ai‘jbl’j_hzz(:‘r (1 ' )1+r 1+r

g - 1 i+l or
2o 14r 2 (1+r)? S

r 1
dy =0 32:(1+r)2 d33:1+r

Obteniéndose asi la matriz:
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r r
= 0
1+r (@Q+r)
2
D— 1 r +12 r
1+r (@+r)° 1+r
0 r : 1
i (L+r)" 1+r |
Cuya ecuacion caracteristica es
2 2
_r+12 N r+12+1/12_/13:0
(r+2) (r+2)

y los autovalores son:

puesto que A2 < 1 para r > 0 se tiene que la cadena de Markov con matriz de
transicion D tiene una unica distribucion estacionaria, esta es proporcional al

autovector asociado al uno, éste es

Q{ roo1 1 }t
a= y
20+r) 2 2(1+r)

y asi, la distribucion conjunta viene dada por la siguiente tabla:

151



R.A. Pérez Villalta

1 2 3 4.. 2h 2h+1 2h+2 ...
1 arz 0 ar4 O O ar2h+2 O
2 |lar arz ars ar“... OCI'Zh arZh” ar2h+2
310 ar 0 grf L gr™ 0 gt

1-r
donde la constante o. toma el valor o = 2— .
r

El siguiente ejemplo, es de no unicidad.

Ejemplo 3:

Los conjuntos de nimeros A y B vienen dados por

B si j es par
% si j es impar
Q= 1 Si j es par

200 si j es impar
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0 Si j es par
blj Y1 2y it AR
@-ror Si j es impar

0 si j es impar

A-r?)ri-? si j es par
b, =

donde j=1,2,...yresunnumeroreal 0 < r <1,

Calculamos la matriz D

c S1-17 s
dy = 3l =) =" =1

j-1 ho I
d12 :Zaiijj =0
j=1

d21 :ZaZjblj =0
j=1

2
1-r r2h+l

3

d22 :ZaZijj =

o0
-1 b T

Asi
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y cualquier distribucion es estacionaria, es decir

a= (B1-p) con0< g<1
es una posible distribucién marginal, y la distribucién conjunta que se obtiene es

0 si j es par
plj = (1 2 .. .
pr (1 r ) Sl J es impar

; :{(l—ﬂ)(l—rz)r” si j es par

0 Si J es impar

2.- Caso infinita vs infinita.

En el caso en que tanto X como Y son discretas e infinitas, algunos resultados
particulares pueden deducirse del trabajo de Gupta y Vargas (1990). Asi mismo,

es posible el uso de cadenas de Markov.

Con la notacion e hipoétesis habituales, recordemos la condicion necesaria, los

conjuntos,
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N, ={(,]):3;>0 i=12.; j=12.}

Ng ={(i,}):b; >0 i=12..; j=12.}

verifican N, = N; en cuyo caso lo denominamos N.

El resultado de Gupta y Vargas (1990) puede escribirse de la siguiente forma:

Sean A y B dos conjuntos compatibles, si existe un (io,jo) € N tal que:

Vj e Ng, (i, j)eN  estoesa ;>0 yb ;>0

VieN,, (i,jop)eN estoesa, >0 yhb, >0

Vj e Ng, (i, j)eN  estoesa, ;>0 yh >0

VieN,, (i,jo))eN estoesa; >0 yhb, >0

Entonces, la distribucion conjunta que definen Ay B es Unica.

Esto quiere decir que existen, al menos, dos distribuciones condicionadas, una de

cada tipo, con todas sus probabilidades no nulas, en particular si aijbij #0 para

cualesquiera enteros positivos i y j, se tiene la unicidad. Méas audn, si el namero de
probabilidades condicionadas nulas es finito, entonces, los conjuntos Ay B definen

una Unica distribucion de probabilidad conjunta. El reciproco no es cierto.
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Ejemplo 1:

Sea pij una sucesion de nameros reales verificando

(i) >pyj=1 0<p;<1 i j=12..
i
(ii) Parai,j pares p; =0 yparaio jimpar p; #0 coni,j>1

(i) pup,#0 Vi=23.. Vj=23..

pio:jz_l:pij p.j :iz_llpij

Definimos
8, =L i j=12,..
P.;
Pjj -
bi]. =1 L,j=L12,..
pi-

Los conjuntos A y B estan formados por los elementos ajj y bij respectivamente y
son compatibles por construccién. Estos conjuntos, definen una Unica distribucion
conjunta, por aplicacion de Gupta y Vargas (1990), y hay una cantidad infinita de
probabilidades nulas.
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El siguiente ejemplo muestra el caso de no unicidad.

Ejemplo 2: (Arnold, Castillo y Sarabia 1992).
Considérese los conjuntos A y B dados por

a; =b, =1 Si =]

a, =h, =0 i i

Son compatibles y no definen una distribucion conjunta Unica pues si

consideramos la distribucion bidimensional

D, = P, si i=j=012..

p, =0 si %]

siendo P; una sucesion real que verifica

0<p <1 ipizl

i=0

Tiene por distribuciones condicionadas a los conjuntos A y B.

El estudio de la unicidad, via cadenas de Markov, tiene un interés tedrico
innegable, aunque su operatividad es sumamente restringida. La justificacion del

uso de estos conceptos es como sigue:

Paracadai=1,2,...

[>'e) 0 L ©
o= a0 =28, by =D > abye
= [

j=1 k=1
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Puesto que la serie doble es absolutamente convergente podemos cambiar, por
aplicacion del teorema de Fubini, el orden de sumacion (ver Isaacsen y Madsen,
1976).

Asi obtenemos:

k=1] j=1

y los nimeros
dik = Zaijbkj
j=1

pueden considerarse las probabilidades de transicion de una cadena de Markov con

espacio de estados {1,2,...} puesto que

o0 o0 00 o0 00 o0 o0 o0

D di=>2aby=>>ab;=>b>a=>b =1

i=1 i=1 j=1 j=1i=1 =1 =l j=1

De esta forma, la distribucion marginal n es una distribucion estacionaria de la
cadena de Markov. Sin embargo, las condiciones bajo las cuales una cadena de
Markov posee una Unica distribucion estacionaria es dificil de comprobar en la

practica.

En el caso en que la tabla no tenga ceros, es posible utilizar la matriz de cocientes.
Los siguientes ejemplos muestran como podemos deducir si dos condicionadas,
procederian de un vector aleatorio. Los siguientes son especificaciones

condicionales de modelos, que ya comentamos anteriormente.
Ejemplo 3 (Condicionadas de Poisson):

Sean X e Y dos variables aleatorias, que verifican,

XY =y~PA(Y)), y=0,1,.... YY | X =x~P(u(x)), x=01,....
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_P(X=x]Y=y) e”P(y)y!
YR =y X =x) e ®u(x)’x!

C

X1 CX1 Y2

| g0 y1!y2!{/1(y1)xll(yz)xz A AY,)"

c e e ()" (%) (%) pa(%,)"

X2 Y1 X2Y>

Que es nulo si y sélo si

AWY)AY,)" AR AY)

()" (%)% (%) (%) "

Operando, es nulo si y sélo si

{Myl)r“ {u(m}“
l(Yz) ,U(Xz)

Por tanto las condicionadas son compatibles si y sélo si

A [ w0 " o Vi Y, =012, X EX, Y, #Y
L(yz)} Lz(x»} ) AT

Ejemplo 4 (Condicionadas geométricas):

Sean X eY dos variables aleatorias, que verifican,
XY =y~G(p(y), y=12,... Y Y| X =x~G(q(x)), x=12,... dondepyq

son funciones que toman valores en (0,1).
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¢ PXX=x]Y=y)_(@-py)p(y)
YOP(Y=yIX=x  (@1-a(x)""a(x)

Denominamos p=1-p, g=1-qY tenemos,

Cxlyl CX1Y2

:pWJMw{EMﬁlmwwl_mmﬁlmwﬁl
q0)a(x,) | G)* 1 a0x)= " gx)=7a(x,)"

CXz Y1 CXz Y2

-1

Es nulo si y solo si ?Eylij_f((yz))yle — ?Eyliiz_f((y%)yxrj =0 si y solo si
qix)™ "qx;)™ = qlx)™ "q(X)"

Por tanto las variables condicionadas son compatibles si y sélo si

F(yl)rz {M} XX Y ¥o =L 20 X E X V%Y,
p(Y.) q(x,)
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Capitulo 5

Accion y Reaccion Probabilistica.

En este capitulo, se ponen las bases para una aplicacion del problema
estudiado. Concretamente se estudia el problema de la compatibilidad
y unicidad para el caso en que dos agentes (personas, empresas,...)
enfrentados en algan sentido, pueden tener cierto conocimiento de las
probabilidades de las distintas opciones de que dispongan, cuando
suponen que ya ha actuado la otra, las preguntas que se plantean son
por ejemplo ¢existe coherencia en los agentes? (compatibilidad) ¢existe
una unica distribucion de probabilidad que ha generado las

probabilidades condicionadas? (unicidad)

1.- Modelo de accidn y reaccion.

Consideremos dos agentes (empresas, organizaciones, personas...) o Y /3 que en

cierta situacion competitiva pueden realizar diferentes acciones. Sean

A,A,...A,.. A con probabilidades P(A),P(A),....P(A),...,P(A)las acciones
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que puede realizar « 'y B;,B,,.,B;..,B con probabilidades

P(B,),P(B,).....P(B,),....P(B,) las acciones para 23 .

Asumimos que, para cada agente, el conjunto de acciones forman un sistema
completo de sucesos con probabilidades no nulas, es decir, A,A,,...A,... A

cubren todas las posibilidades para « y no se pueden realizar dos acciones

simultaneamente, ademas las probabilidades de realizar cualquier accion es

positiva. Analogamente para las acciones B,B,,...,B;,...,B, del agente 3.

Las probabilidades definidas en los parrafos anteriores dependen, entre otras, del

agente y de las condiciones externas.

Supongamos que la situacion estudiada admite respuesta por parte de cada agente

ante una accién del otro, a estas respuestas se les denominara reacciones y estaran
dentro del conjunto de acciones. Asi, si « realiza A, el agente g reaccionara
efectuando una de las acciones B,,B,,...,B;,...,B,. De esta forma se pueden
considerar, las probabilidades condicionadas P(Bj [A), j=12,..m;i=12,...,n

que denominaremos probabilidades de reacciéon. De la misma forma, para una

accion de B las probabilidades de las reacciones de aseran

P(AIB)), 1=12,...,n; j=12,.,m.

Como hemos visto con anterioridad, estas probabilidades pueden ordenarse en

forma matricial:

A=(@) 3 =P(AIB), i=12..n j=12..m
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B=((o,)) b;=P(B,|A) j=12..m i=12..n

Ambas matrices tienen dimension nxm y A es estocastica por columnas y B lo es
por filas.

Ejemplo 1: Supongamos que los agentes «y /2 son dos empresas competidoras

que producen el mismo producto. En un determinado momento, las acciones para
aSon

Subir el precio de su producto (A))
Bajar el precio de su producto (A,)

No efectuar modificacion en el precio (Ay).

Las acciones para la empresa 2 son las mismas aplicada a su producto.

Subir el precio de su producto ( B,)
Bajar el precio de su producto (B,)

No efectuar modificacion en el precio ( B,).

Asi las acciones y sus probabilidades vienen dadas en la siguiente tabla.
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Empresa « Empresa g3
Probabilidad Probabilidad
Accion | de laaccion. Accion | de la accion.
A P(A) B, P(B)
A P(A,) B, P(B,)
Ay P(A) B, P(B,)

Por otra parte, si & decide subir el precio de su producto (A, ), laempresa 2 tiene
las siguientes opciones sobre el precio de su producto: subir el precio (B, ), bajar
el precio ( B,), o no efectuar modificacion en el precio (B;,). Estas son las posibles

reaccionesde g a A de a.

Las probabilidades de las posibles reacciones vienen dadas por la siguiente tabla.

Reacciones Acciones de g

de «

B, B, B,

A P(AIB) | P(AIB) | P(A[B)
P(AIB) | P(A|B,) | P(A[B,)
A P(AIB) | P(AB,) | P(ABy)

=
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Acciones Reacciones de
de «
B, B, B,
A P(B.IA) | P(B[A) | P(BIA)
A P(B,[A) | P(B,|A) | P(B,| A)
A P(B,|A) | P(B;|A) | P(Bi[A)

Notese que los cuerpos de las tablas son las matrices Ay B .

Es sabido que conocidas las probabilidades de las acciones (probabilidades
marginales) P(A), i=12,..,n y P(B), j=12..,m
de
P(AB;), 1=12,..,n; j=12,.,m (probabilidades conjuntas) de forma que, a

siempre podemos

determinar probabilidades las intersecciones

su vez, reproduzcan las marginales, es decir

Zn:P(A\Bj) =P(B)) j=12..m

S P(AB)=P(A) 1=12..n

si bien esta determinacion de probabilidades conjunta no es Unica. El estudio de

este problema entra de lleno en la teoria de cdpulas, tépico que no abordamos aqui.
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A partir de las probabilidades conjuntas podemos determinar probabilidades de

reaccion.

Supongamos ahora que conocemos las probabilidades de reaccion,
P(A|B])l i:l!2!"'!n; j:]‘lzl"'lm y P(BJ|A)1 j:lizl"'l m iﬂﬂzl"'l n

como sabemos, es posible determinar, bajo ciertas condiciones, las probabilidades
de las acciones bajo ciertas circunstancias, mas aun, las probabilidades de las

acciones no tienen que ser unicas.

La compatibilidad entre las probabilidades de las reacciones revelaria que, entre
los agentes, existe cierta coherencia respecto a las condiciones externas, digamos
que revelaria cierta empatia entre ello, en cuanto a su percepcién de la situacion

estudiada. Coherencia que no existe cuando las probabilidades son incompatibles.

La no unicidad de las acciones, revela el hecho de que distintas acciones pueden

provocar las mismas reacciones.

Ejemplo 2:

Supongamos que en el ejemplo 1, se tienen las siguientes matrices de

probabilidades de reaccion.

025 0.25 0.25 0.20 0.40 0.40
A=|025 025 0.25 B={0.20 0.40 0.40
0.50 0.50 0.50 0.20 0.40 0.40
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A partir de ahi, la matriz de cocientes viene dada por,

1.250 0.625 0.625
C=|1250 0.625 0.625
2.500 1.250 1.250

Es facil ver que rang(C) =1y por lo tanto las reacciones son compatibles.

Siguiendo cualquiera de los métodos expuestos en los capitulos anteriores, se

puede obtener que, las probabilidades de las acciones para o y 3 son:

0.25 0.20
a=0.25 £ ={0.20
0.50 0.40

Ejemplo 3:

Suponga que las probabilidades de reaccién han sido,

0.30 0.30 0.20 0.20 0.40 0.40
A=/0.20 0.20 0.20 B=/0.20 0.40 0.40
0.50 0.50 0.60 0.20 0.40 0.40

La matriz C es ahora,
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1.50 0.75 0.50
C=|1.00 0.50 0.50
250 1.25 1.50

Cuyo rango es dos, por lo que no son compatibles. No existen probabilidades de

las acciones compatibles con las probabilidades de reaccion propuestas.

2.- Algunos casos particulares.
i.- Modelos 2x2

Pese a su sencillez, de todos es conocido, la enorme utilidad de los modelos
definidos recurriendo a tablas dos por dos. En este contexto tendriamos, dos

sucesos Sy T y sus negaciones. Y las matrices Ay B son

b, by,
b21 b22

Caso 1.- Supongamos que todas las entradas de estas matrices son positivas,

A {aﬂ au} .
aZl a‘22

entonces la condicion de compatibilidad es det(C) =0
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G
det(C) = Co G| [P B 0ol % _
Ca Cof |8 8y b, b, b,Db,
b, Db,

0 equivalentemente,

&8, _ b,,b,,
a8y by,by,

que es la condicion de productos cruzados, estudiada en el primer capitulo.

Bajo el supuesto de compatibilidad, se tiene también la unicidad pues estamos
suponiendo que las matrices A y B son estrictamente positivas, entonces se puede

obtener facilmente y por métodos elementales las probabilidades de las acciones:

P(S[T) _P(S)
P(T[s) P()

P(S[T)P(T)=P(ST)=P(T|S)P(S) >
Anélogamente,

< e - o lsvpra . PEM) _PES)
P(S[T)P(T)=P(ST)=P(T|S)P(S) - P15 P

Sumando ambas igualdades:
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PGSIT), PSM) _P(S) P(S)__1
P(T|S) P(T[s) P(T) P(T) P()

Y por tanto,

[reim, P
Pm{ P(T|S) " P(T|S)}

Una vez obtenido P(T), la probabilidad P(S) puede obtenerse de la siguiente

manera

P(ST)=P(S|T)P(T)
de ahi

_ _PEIT)
P(ST) = P(T|S)P(S) —>P(S) = P(I'|S) P(T)
p(s)= PEIDI PEIT)  PGIT)

P(T|S)| P(T|S) P(T[S)

Ejemplo 4:

Suponga que se tienen las matrices A y B correspondiente a un modelo 2x2

170



Accion y Reaccion Probabilistica.

A 0.20 0.20 o 0.50 0.50
~10.80 0.80 ~10.50 050

La matriz C de cocientes puede comprobarse que tiene rango uno.

El calculo de las probabilidades de las acciones se pueden calcular, utilizando
métodos discutidos en capitulos anteriores, o bien por métodos elementales,

utilizando las formulas que acabamos de deducir, para ello debemos observar:

A_| PGIT) P(SIT)|_[0.20 020
“IPGE|T) PGE|T)| |080 0.80

P(T|S) P(T|S) {0.50 0.50}
P(T|S) P(T|S)| [0.50 0.50

Sustituyendo en las férmulas anteriores, obtenemos P(S) =0.2, P(T) =0.5.

Caso 2.- Una Unica entrada de A es nula. Sin pérdida de generalidad supondremos

que &, =0 y el resto de elementos de A son no nulos.
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La condicién necesaria de compatibilidad obliga a que b, =0 y el resto de

elementos de B sean no nulos. Asi obtenemos:
0 1 0
a21 1 b21 b22

Por su parte, la matriz C tiene un elemento indeterminado

Ca Cp

Completando de forma que tenga rango uno,

O
Il

det[cﬂ ¢ } —0o A=tz
CZl 022 C21

Para ese valor, las probabilidades de las reacciones son compatibles y las

probabilidades de las acciones Unicas.

Bajo las hipétesis anteriores, P(S|T)=P(T|S)=0 vy el calculo de las

probabilidades de las acciones, siguiendo métodos elementales, verificaran:
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P(S)=P(SIT)P(T)

P(T)=P(T[S)P(S)+P(T|S)

De donde:
P(T)=(1-P(TIS)P(T|S)) P(T|S)
P(S)=(1-P(T|S)P(T| 5))’l P(T |S)P(S|T)

Ejemplo 5:

Suponga que se tienen las matrices A y B correspondiente a un modelo 2x2
0.40 0 1.000 0
A == B =
0.60 1.00 0.375 0.625
La matriz C de cocientes

[040 *
“11.60 1.60

puede ampliarse de manera Unica de forma que tenga rango unidad:

0.40 0.40
1.60 1.60

Por tanto A y B son compatibles.
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El célculo de las probabilidades de las acciones se pueden efectuarse, utilizando

métodos discutidos en capitulos anteriores, o bien por meétodos elementales,

utilizando las formulas que acabamos de deducir, para ello debemos observar:

A P(S|T) P(S|T) _{0.40
IPGS|T) P(S|T)| |0.60

0.375

B{ng) P(T‘|§)}
PTIS) P(TIS)

{1.000

0
0.625

Sustituyendo en las férmulas anteriores, obtenemos P(S) =0.2, P(T) =0.5.

Caso 3.- Dos elementos nulos. Los Unicos casos posibles tienen los elementos

nulos en distinta linea pues, en otro caso, las matrices A y B no serian estocasticas.

Asi, los Unicos casos son:

O bien,
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Sin embargo, cada caso se obtiene del otro por intercambio de filas y columnas,

por lo que, desde un punto de vista teérico, son iguales. Analizamos el primero de
ellos.

La matriz C esta incompleta

Puede ser completada con elementos positivos de forma que tenga rango unidad.

@

[l
Nk e
N

Por lo que se tiene compatibilidad, aunque no se tiene unicidad. Es interesante

hacer notar que, necesariamente se tiene: P(S) = P(T) pues, bajo compatibilidad,

P(S)=P(S|T)P(T)+P(S|T)P(T)=P(T).  Cualquier  distribucién  de
probabilidad de las acciones es compatible con las probabilidades de la reaccion

propuestas. Obteniéndose la matriz M de las intersecciones:
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M P(ST) P(ST) {P(r) 0 }
|P@ST) PST)| | 0 PO

ii.- Modelo de comportamiento independiente

La siguiente situacion corresponde, como es obvio, al caso en el que las acciones

de los agentes son independientes.

P(A | Bj):ai, 1=12,..,n; j=12..m

P®B,|A)=b, j=12..m; i=12,.,n

I 8 b b b,
Azl %o R g=|® % B
an an an bl bZ bm

Esas probabilidades serian no nulas, pues en otro caso, las matrices tendrian una
columna y una fila nulas (condicion necesaria de compatibilidad) y la marginal, de

existir, tendria un elemento con probabilidad nula y hubiese sido eliminado del

problema.
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Por otra parte, la compatibilidad estd garantizada porque, la matriz C tiene rango

uno, en efecto:

& & &
b b, by,
% & a
C=/b b b,
a, a, a,
b b, 7 b,

Cualquier menor de orden dos tiene determinante nulo:

O

a4 &
¢ Gl P b a . : :
1 ik _ | k :ﬁﬁ_ﬁizo para |,| :1’2’_“’n; j,k=1,2,...,m
Ci Gl (& & bbb b
bk

La unicidad es consecuencia de que los elementos de A y B no tienen elementos

nulos.

Las probabilidades de las acciones son, obviamente:
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P(A)=a, i=12..,n;

P(B,)=b, j=12,..m

iii.- Modelo espejo.

Con la notacién anterior, supongamos que n=m y ademés que losA y B,

representan las mismas opciones para los dos agentes. Diremos que dos agentes
siguen un modelo espejo si las reacciones de cada agente son coincidentes con las

acciones del otro, esto es:

1 i=]
P B.)= 1=12,..,n
(A1B)) {o oy
Si exigimos compatibilidad debe ser
1 i=]
P(B [A)= o 1=12,..,n
0 1#]

Note que, en este caso, A=B =1,

Las hipotesis anteriores implican que las distribuciones condicionadas son

compatibles. En efecto, la matriz de cocientes en este caso tiene unos en la diagonal
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principal, mientras que el resto de elementos son desconocidos, pues los elementos
correspondientes en las matrices A y B son nulos, para completar C, basta sustituir

los elementos de la linea por encima de la diagonal principal por elementos no

nulos desconocidos x, e R™ i=12,..,n-1

1 Xj_ * * *
1 X2 * *
* 1 * *
C= ,
* * * 1 Xn_]_
_* * * * 1 1

a partir de aqui completar la matriz bajo la condicion de que tenga rango unidad.

Se obtiene que los elementos de C verifican

Por tanto las condicionadas son compatibles. Por otra parte, puesto que son

compatibles,

P(A)= Y P(AIB,)P(B,) = P(A |B)P(E) = P(B)
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Es decir, las probabilidades de accion son iguales para ambos agentes.

Las probabilidades conjuntas quedan:

P(AB ) C(P@®) si i=] _ .

AB)=P(AIB)PB) =" (V' o L Vil j=12.
oAl o

P(ABj)zP(BjM)P(A):{ ((f‘) z: :;tj Vi, j=12,..n

Que obviamente coinciden.

Asi, en el modelo espejo, las probabilidades de las reacciones son compatibles,
aunque no determinan las probabilidades de accion de manera unica, cualquier

distribucién de probabilidad sobre el conjunto de acciones es vélida.

Ejemplo 6:

Consideremos el caso n=4, entonces las matrices A y B son la identidad 4x4. La

matriz de cocientes inicial es
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Completando a rango 1, para X, Y, z positivos:

1 X Xy Xxyz|
1 1 vy vz
X
c=1t 4 4
Xy 'y
R
Xyz yz oz |

Cualquier distribucion de probabilidad definida sobre las acciones puede ser

considerada marginal.

Este modelo representa un comportamiento determinista de los agentes, siendo

este, idéntico.

Observe que el caso en el que uno de los agentes tiene comportamiento espejo y el

otro no, por ejemplo,

= ]

T 1=12,...n
i#j

(4 18)=

P(B,|A)=b,, i,j=12,..n;

donde alguna de las probabilidades anteriores verifica b,j (1—b,j) #0 tendriamos

un modelo incompatible.
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En caso de que el comportamiento sea determinista, aunque sobre acciones
distintas, bastard permutar adecuadamente la numeracion de las acciones para

obtener los mismos resultados

iv.- Modelo de reaccion 2-uniforme.

P(A[B)) :%, 1=12,..,n; j=12,...,m

P(B;|A) :%, j=12,...m; i=12,..n

Veamos bajo qué condiciones son compatibles:

11 1 1 1 1
nonn on mm " om
11 1 11 1
A=[n n T n B={m m " m
11 1 1 1 1
ln n 7 nl m m 7 oml
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m m m
P
m m m
C=ln n 7 n
m m m
n n 7 ng

Puesto que rang(C)=1 para todo n y m, el modelo 2-uniforme es compatible.

Calculamos las probabilidades de accion:

P(ABJ.):P(/-\|Bj)P(Bj):%P(Bj) Vi, j=12,..,n

Sumando en j, P(A)z% Vi=12,..,n
Por otra parte, P(ABJ-):P(BJ.M)P(A):%P(A) Vi, j=12,.,n

1 .
Sumando en i, P(Bj):a Vji=12,..,n

11 ..
Note que P(AB;) e Vi, ] =1,2,...,n lo que constituye un comportamiento

independiente
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Este modelo representa el caso en el que cada agente no esta influenciado por las

acciones del otro, reaccionando al azar.

v.- Modelo de reaccion 1-uniforme.

P(A|Bj):1, i=12,..,n j=12,..,m
n

P(B,|A)=b;, §=L12...m; i=12,.,n

Note que una condicion necesaria para que estas distribuciones sean compatibles

es que b,j;tO, 1=12,...m; i=12,..,n

Por otra parte, las matrices A, B y C quedan:

11 1

non i b, b, .. by,

11 1 b. b b
A= n n n B— :21 ?2 2m

l 1 1 bnl bn2 bnm

LN N n_|
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1 1 1
nb, nb, nb,,
1
C=|nb, nb, nb,,
1 1 1
| nb, nb, m_

Observemos que rang(C) =1« rang(B) =1, por tanto esa ultima es la condicion

de compatibilidad.

Suponiendo que esa condicién se verifica, calculemos las probabilidades de las

acciones:

P(ABJ.):P(A|Bj)P(Bj):%P(Bj) Vi, j=12,..n

1 .
Sumando en j, P(A) = Vi=12,..,n

Por otra parte,
P(B)) :iP(Bj | A)P(A) =iP(Bj | A)% =%ib” Vj=12,..m

Que resulta ser la media de las filas de B.

185



R.A. Pérez Villalta

Este modelo representa el caso en el que un agente no esta influenciado por las

acciones del otro, reaccionando al azar, mientras que el otro si lo esta.

vi.- Modelo de comportamiento probabilistico idéntico.

Supongamos que n=m y ademas que los A y Bj representan las mismas opciones

para los dos agentes. Diremos que dos agentes siguen un modelo de
comportamiento probabilistico idéntico si las reacciones de cada agente ocurren

con igual probabilidad ante las acciones del otro.

P(A\ | Bj) = P(Bj | A) :bij’ i’ J =12,..,m

En este caso la condicion necesaria de compatibilidad se verifica trivialmente.
Ademaés, A=B y por tanto, estas matrices son biestocasticas. Los elementos de la
matriz C que se pueden calcular son la unidad. Las distribuciones son compatibles
pues, C admite, al menos, una extension de rango uno que coincide con la matriz
formada por unos. Este caso nos proporciona las siguientes probabilidades de las

acciones:

P(A):P(Bi):%, i=12,...N
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Sin méas que observar que la matriz de constantes de proporcionalidad por filas K

estd formada por unos.

La unicidad debera ser estudiada en cada caso pues, como sabemos, dependera de
la posicion de los ceros si los hay, ya que es obvio que este modelo proporciona
un unico par de conjuntos de probabilidades de acciones si no hay ceros.

Ejemplo 7:

Consideremos las matrices de reacciones:

(01 06 03 0 O]
05 01 04 0 O
A=B=/04 03 03 0 O
0O 0 O 02 08
0O 0 0 08 02]

Notese que es biestocastica.

La matriz (incompleta) de cocientes C es:
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* B R
* B B
* B R
*
)(.

*
*
*

Que puede ser completada de manera que tenga rango unidad como

11 1 A4 A
1 1 1 1 A
1 1 1 1 A
C:
111,
A A A
111,
A A A |

para cada A >0. Por lo tanto, no es Unica y tampoco lo son las marginales. El
calculo de las marginales proporciona que las probabilidades de las acciones de s

Y « Vienen dadas por los vectores:

1 A
3+21 2+31
1 A
3+21 2+31
B= 1 P A
3+ 24 2+31
A 1
3+21 2+31
A 1
| 3+24 ] 1 2+31 ]
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Para A=1 se obtienen las distribuciones uniformes en cada agente.

Observemos que corresponde al caso general del comportamiento espejo.

3.- Algunas aplicaciones.

El modelo propuesto, puede aplicarse a gran variedad de situaciones practicas.

a.- Publicidad de respuesta directa.

Recordemos que la publicidad de respuesta es un tipo de camparia publicitaria en
el que se requiere cierto tipo de respuesta. En él, las acciones son, por un lado el
visionado del spot, y por otro la reaccion inmediata del cliente. Se trata por tanto

de un modelo dos por dos.

b.- Fijacion de estrategia de precios.

Véase los ejemplos de la seccion uno.

c.- Formacién de equipos.
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Se trata de estudiar la inclusion en un equipo de dos individuos determinados A 'y
B.

d.- Pruebas diagndsticas generalizadas.

El analisis de pruebas diagndsticas estudia las probabilidades de los modelos dos
por dos cuando las acciones son, por un lado enfermo, sano y por otro test positivo,
test negativo. Esto es susceptible de ser generalizado para el caso en el test puede

presentar mas niveles.
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Conclusiones y Futuras Lineas de
Investigacion.

Conclusiones.

En este trabajo, se ha abordado el problema de la compatibilidad de dos
distribuciones de probabilidad para el caso de vectores bidimensionales, discretos
y finitos. Encontramos una fuerte relacion existente con el rango de cierta matriz
(completa o0 no) de cocientes. Esta relacion nos proporciona, no sélo informaciéon
sobre la compatibilidad de las distribuciones condicionadas si no, ademas, métodos
de calculo de tal distribucion, bien directamente o mediante otras matrices, que
hemos denominado matrices de constantes de proporcionalidad. Este método
puede aplicarse al estudio de la estructura de las matrices condicionadas que
indican ciertas propiedades probabilisticas de las distribuciones marginales. Se han

revisado, también, algunos métodos alternativos.

Respecto a la unicidad, se ha mostrado que el conjunto de soluciones de un
problema de compatibilidad, es convexo. A continuacion se mostro que la unicidad
estd relacionada con la situacion de los ceros en las matrices de probabilidad
condicionadas. Resultando que tanto teoria de grafos, como la estructura de la

matriz de cocientes son poderosas herramientas para estudiar esta cuestion.

La descomposicion en valores singulares de la matriz de cocientes, puede ser
utilizada para para encontrar de minima incompatibilidad, en el sentido de ciertas

normas matriciales.

Se ha propuesto una aplicacion de las cuestiones que nos ocupan al estudio de la
coherencia entre las decisiones de dos agentes que reacciones ante acciones del

otro.
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Futuras Lineas de Investigacion.

1.- Aplicacion de las diversas propiedades de los conjuntos convexos al estudio de
las propiedades probabilisticas de las distribuciones marginales y conjuntas

asociadas al problema que nos ocupa, supuesta la compatibilidad.
2.- Extension de resultados a problemas de mayor dimension.

3.- Célculo de distribuciones de minima compatibilidad, utilizando la descompo-

sicion en valores singulares de la matriz de cocientes al caso general.
5.- Aplicaciones reales del modelo teérico de accién y reaccion.

6.- Extension de los métodos estudiados al caso de variables discretas de rango

infinito.
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Otros métodos.

Este anexo contiene material complementario. Concretamente tres
enfoques para el analisis de los problemas de compatibilidad, unicidad

e incompatibilidad que no han sido tratados en este trabajos.
1.- Uso de programacion lineal en problemas de compatibilidad.
El uso de sistemas lineales y métodos de programacién lineal para estudiar la
compatibilidad y unicidad de matrices, ha sido estudiado en el capitulo 3,
completamos aqui ese estudio mostrando el trabajo de Ghosh y Nadarajah (2014).
Calculo de distribuciones marginales:

Supongamos que N<M (si n>m entonces reemplaza A 'y B por sus transpuestas).

Supongamos que A y B son compatibles, entonces, con la notacion habitual, la

probabilidad conjunta p; verifica, p; =By, 1=12,..,n; j=12,..,m y ademés,
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Pij bijai

j =~ =~
Z psj stjas
s=1 S=

,Bj :stjas 1=12,...m

a.

, 1=12,..,n; j=12,...,.m

Por tanto la marginal B puede calcularse a partir de a
a;, > bya,—by, =0, i=12..n j=12,.m

El sistema lineal anterior puede escribirse en forma matricial como D& =0__,

donde D es una matriz nmxn. 6nm denota, como en otras ocasiones, el vector

columna nulo de dimensién nm.

Por otra parte, D& =0, es un sistema homogéneo de nm ecuaciones con n

incognitas, que se puede reducir a un sistema de r ecuaciones linealmente

independientes, utilizando, por ejemplo su forma escalonada reducida por filas

(ver, por ejemplo, Lay, 2007) o por cualquier otro método, obteniendo D.a = ﬁnm

Observacion: en rigor, segln el método utilizado para la reduccion de D a D, es

posible que las coordenadas de & cambien respecto a su posicion inicial, en lo que

sigue, supondremos que no.

Consideramos el sistema de ecuaciones lineales D,7 =0, donde 7es un vector

columna de n incognitas.

194



Anexo I.

Cuando A y B son compatibles, existe una solucion no negativa con, al menos un

elemento no nulo 77*que puede normalizarse para obtener un vector de

probabilidad que coincidira con la marginal « .

Cuando Ay B son incompatibles, la solucién de D,7 =0, _ es el vector nulo.

Para estudiar si existe la solucion y podemos usar métodos de programacion

lineal. Consideremos el siguiente programa:

SA. Da=0
>

Si el maximo de la funcion objetivo es estrictamente positivo entonces, por
normalizacién del vector solucidon se obtiene la marginal «, y por tanto, Ay B son
compatibles.

Si el maximo es cero, Ay B son incompatibles

Teorema I.1.1. (Ghosh y Nadarajah, 2014). Las matrices A y B son compatibles si

rang(D) <n-1, se tiene la igualdad cuando existe una Unica solucion.

Célculo de la distribucién conjunta.

Supongamos que A y B son compatibles y P la distribucion condicionada

compatible con Ay B. El sistema a utilizar se deduce de:
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a;p,;=hyp., i=12..,n j=12..,m

8> Py —b; > Py =0, i=12...n j=12,.,m
s=1 k=1

Y supongamos que, en forma matricial adopta la forma Hp = ﬁnm donde H es una
matriznmxnmy p=(p,, Py Pon) €S UN Vector, de dimension nm, que contiene

las probabilidades conjuntas, escritas en orden lexicografico de sus subindices.
Ghosh y Nadarajah (2014) prueban,

Teorema 1.1.2 (Ghosh y Nadarajah, 2014). El espacio de soluciones € del
sistema Hr):f)nm es (1—M)zZ, donde M es idempotente (M?>=M) y Zes un

vector columna de dimensién nm.

La matriz del M del teorema anterior viene dada por M =H H donde H™ es la

g-inversa de C.

Teorema 1.1.3 (Ghosh y Nadarajah, 2014). Si existe un vector del espacio de
soluciones €2 tal que todos sus elementos son no negativos y al menos uno es

positivo, entonces A y B son compatibles.

Teorema 1.1.4 (Ghosh y Nadarajah, 2014). Si cualquier vector del espacio de
soluciones €2 es no positivo, entonces A y B son incompatibles.

Consideremos el siguiente programa lineal.
max > p;
ij

SA. Hp=0,
0< p; <1, 1=12,..n; j=12,..m

Entonces se tiene:
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Teorema 1.1.5 (Ghosh y Nadarajah, 2014). El valor méaximo del programa lineal

anterior es estrictamente positivo si y solo si las matrices A y B son compatibles.

2.- Uso de Grafos Ponderados. El método gréafico.

El siguiente método, basicamente, una formalizacién del método basado en la

formula de Bessag, que estudiamos en los capitulos 1, 2 y 3.

Consideremos un grafo (V,E) donde la arista de vértices u y v se denota {u,v} A

: : : . r(u,v
cada arista {u,v} le asociamos un cociente o ratio % donde r(u,v) Y r(v,u)
r(v,u

son numeros positivos. Sea R=R(E) el conjunto de ratios.

De esta forma (V,E,R) es un grafo ponderado que Yao, Chen y Wang (2014)

[laman representacion grafica.

Sean A y B dos matrices en las condiciones habituales y que verifican la condicion
necesaria de compatibilidad N, =N; =N . El conjunto de vérticeses V =N . El

conjunto de aristas se define como sigue. Sean (x,y),(x',y") eV distintos

{(xy),(x,y)}€E siysolosi x=X"0 y=y"
Los ratios se construyen de la siguiente forma

r(x,y), (0 y) _ by
r((X, y')!(X! y)) bxy' ’

y#=y

r((X, y)!(xl’ y)) _ aXy

()Y ay
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Al grafo ponderado (V,E,R) se le denomina representacion grafica del problema de

compatibilidad.

Definicion 1. Diremos que el conjunto de ratios R es compatible si y solo si existe

una distribucién de probabilidad positiva sobre V tal que

p(xy) _ r((xy).(x,y))
p(x,y)  r((x,y)(xy)’

V(X y),(x,y)eE

Diremos asi mismo que p satisface R.

Teorema 1.2.1. (Yao, Chen y Wang, 2014) Sean A y B dos matrices en las
condiciones habituales y que verifican la condicidn necesaria de compatibilidad y
sea (V,E,R) la representacion grafica asociada. Entonces, una distribucién con

soporte V tiene condicionadas A y B si y s6lo su conjunto de ratios es R.
En consecuencia, A y B son compatibles si y sélo si R lo es.

Definicion 2. Dos representaciones graficas (V,E,R) y (V,E’,R’) con el mismo

conjunto de vértices se dicen equivalentes sii
i.- RYyR’coinciden sobre ENE",
ii.- Paratodo {U,V} € E —E'existe un camino de E’,U=V,V;...V, ,V, =V con

V.V, }€E", 1=01...,k—-1 tales que

ruv) 43 v, v)
r(v,u) B o F'(v,,v, )

iii.- Para {u,v}eE'-E existe un camino de E, U=VyVy..V,V, =V con
{V\.V..} €E, 1=01,..,k—1 tales que

FUY) (W)

r'ev,u) o r(v,v,,,)
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Informalmente, (V,E,R) y (V,E’,R’) con el mismo conjunto de vértices se dicen
equivalentes si los conjuntos de ratios coinciden en las aristas comunes y los ratios
en un mismo conjunto de vértices E (E’) pueden obtenerse a partir de ratios en el

otro conjunto. Puede utilizarse para simplificar representaciones.

Lema 1.2.1 (Yao, Cheny Wang, 2014). Suponga que (V,E,R) y (V,E’,R’) con el
mismo conjunto de vértices son equivalentes. Entonces una distribuciéon de

probabilidad positiva sobre V satisface R si y s6lo si satisface R .

En consecuencia, R es compatible si y solo si R’ es compatible.
Denotamos H a la union disjunta de grafos, esto es, los grafos que se unen no

tienen ni vértices ni aristas comunes.
Teorema 1.2.2 (Yao, Chen y Wang, 2014) . Se considera la representacion grafica

k
(V,E,R)=] J(V;.E,,R) donde cada (V;,E;) es un subgrafo conexo de (v,E)y

i=1
R, es la restriccion de R a E;. Entonces, R es compatibles si los R son
compatibles i=1,2,...,n.

Observacion. Las relaciones entre las distribuciones de probabilidad que hacen

compatibles a R y Ri son las siguientes.
Si R es compatible y p es la distribucion de probabilidad sobre V que satisface R,

las distribuciones de probabilidad sobre V, pi(v):ﬂ i=12,..k

> p(v,)’

vieV;
satisfacen R;.

Si Ri son compatibles y las distribuciones de probabilidad sobre V., p; satisfacen

k
Ri, entonces, para cada /4,4,...4 20con > 4 =1, la distribucion de

i=1

K
probabilidad sobre V, p,(v) = Zﬂ,, pi (V) (v), verifica R.

i=1
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Notese que si k>1 la solucion, si existe no es Unica.

Teorema 1.2.3 (Yao, Cheny Wang, 2014). Para cada representacién (V,E,R), las

siguientes condiciones son equivalentes.
i.- R es compatible.

Ii.- Para cualquier par de caminos VyViV,...V, y WyWW,..W; con V, =W, y V| =W,

se verifica que

= r(Vi+11Vi) = r( |+11W)
[l 1_[f( )

i=0 r(Vi,VHl) i=0

iii.- Para cualquier camino VyVjV,...V|Vy,

|
H r(VH—l’V ) 1 donde V|+1 = VO
i=0 r(VI Vi

i+1

La condicidn ii indica que los productos de ratios a través de caminos que unan los
mismos vértices coinciden. La condicidn iii indica que el producto de los ratios a

través de cualquier camino cerrado (ciclo) vale uno.

Este método puede ser extendido sin dificultad a mas de dos variables.
3.- Soluciones aproximadas. Muestreo de Gibbs.

Una de las técnicas de simulacion més relacionadas con la especificacion

condicional es el denominado Muestreo de Gibbs.

El muestreo de Gibbs es un algoritmo que permite generar muestras de la variable
aleatoria X, componente de un vector aleatorio, utilizando las distribuciones

condicionadas univariantes de dicho vector.
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En el caso de un vector bidimensional, caso que aqui nos interesa, obtenemos una

muestra de X a partir de f(x|y) y f(y|x).
Estas lineas estan basadas en el trabajo de Casella y George (1992).

Sea ( X,Y ) un vector aleatorio bidimensional, y supongamos conocidas f(x|y)
f(y|x) las funciones de densidad o probabilidad de las variables X|Y=y y Y|X=x.
Generaremos un valor de la variable aleatoria X a partir de estas distribuciones

condicionadas. Para ello, construimos la sucesion (sucesion de Gibbs)
Y, X, Y, X, Y, X5, X,

de la siguiente forma:

0.-j=0
1.- Considerar un valor cualquiera y} de la variable Y.

2.- Generar un valor X; de la variable aleatoria X |Y =Y; utilizando
F(x1y}).
3.- Generar un valor Y;, de la variable aleatoria Y |X =X; utilizando
F(ylx;).

4.- Para j: = j+1 volver al paso 2.

Puede probarse que bajo condiciones razonables (Geman y Geman 1984), X,
tiende en distribucion a X. Asi, para k suficientemente grande, podemos suponer

que X, =X, es una realizacion muestral de X. La eleccién de k , es decir, de la

longitud de la sucesién de Gibbs que haga aceptable que X, y X son idénticamente
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distribuidas es un problema complicado que ha recibido varias propuestas de
soluciones (Geffand y Smith (1990), Tanner (1991)).

Para la formacion de una muestra de tamafio m usando este algoritmo, se han
propuesto diversas soluciones. A nuestro entender, la mas razonable, es generar m

sucesiones de Gibbs, indepencdientes,

y(()l)’x(()l)!yfl)lel)ﬂl-’ylgl)xs) I :1...m

Es decir, realizar las elecciones de los valores iniciales de forma aleatoria e

independiente y('), | =1...m, la muestra estaria formada por xﬁl),xf),...,xl((m).

Es claro, que toda inferencia basada en el muestreo de Gibbs, pasa por un estudio
previo, de la convergencia del método y de la compatibilidad de las distribuciones

condicionadas en las que se basa.

Chen, Ip y Wang (2011) utilizan el muestreo de Gibbs para estudiar la
compatibilidad de las distribuciones condicionadas y obtener una solucion
aproximada a la distribucién conjunta. Utilizaremos la misma notacion que los
autores aunque su construccién se realiza para vectores aleatorios discretos de

cualquier dimension.

Sean P, y P, las distribuciones condicionadas de las variables X, | X,y X, | X,

respectivamente. Se llama conjunto de Gibbs al conjunto formado por las

distribuciones z*?y 7z donde:

R o . 2ho+l | 2horly . .
#%2es la distribucién empirica de {(X1 "X T)1<h< |} donde | es el nimero

de ciclos completos generados segun el siguiente esquema: generar x§°’ , Yy a partir

de él obtener:

@ _ (0 @ —_v® (2) —_v® (2) —_ v
X ~X1|X2—X2 X ~X2|X1—X1 — X ~X1|x2_x2 — X, ~X2|X1—X1 -
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) o, .- 2h 2hwtly . g
#®Pes la distribucion empirica de {(x1 o xSy 1<h < I} donde I es el nimero

de ciclos completos generados segun el siguiente esquema: generar xl(o) , Y a partir
de €l obtener:

1) _ v 1) _ O (2) _yO (2) _ @
X5 ~X2|X1—X1 =X ~X1|X2—X2 =X ~X2|x1_xl =X ~x1|X2—Xz >

donde @ es un valor entero positivo, que nos permite saltar ciclos.

A partir de las distribuciones empiricas anteriores, obtenemos las condicionadas

~(1,2) ~(12) 21)

;. A A A~(21
empiricas, 73, y #y” para 2*? y 70 @1

y 7y~ para z#%% y el grado de
separacion mediante una medida de discrepancia D (ver mas abajo), como

eb? =D(73”,R)+D(#y”,P,), que se interpreta como el error (segiin D) entre
#&2y la distribucion conjunta cuyas condicionadas son P y P,.

e =D(z3”,R)+D(#5",P,), que se interpreta como el error (seglin D) entre

#@Yy la distribucion conjunta cuyas condicionadas son P y P,.

Definimos los pesos, para #*?y #®Yvienen dados por

1,2) (2.1)
e e
8[(31,2) — D 8(2,1) — D

ED 1 ° ED
. 1 1
Respectivamente. Donde Ej :e“_'Z)JFW’
D D

Notese que a mayor error, menor peso. Una aproximacion a la distribucion

conjunta, que se conoce con el nombre de solucion de Gibbs es:

S (12202 | 420 A1)
o =€y m 7 +eyw
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Entre las medidas D, utilizadas habitualmente para medir la discrepancia entre dos
distribuciones de probabilidad finitas P=(P,, Pps- B) Y P'=(P'L P P'y) SE

encuentran:

L>=>(p-p) Euclidea

F2=>([p-/p) Freemann-Tuckey

7= Z—(pli;ipi)z Pearson

N? = Z% Neyman
12=>"p'log % Informacion
G?=>p,log pﬂl Kullback- Leibler.

Asi mismo, si no se quiere tener en cuenta el error, puede utilizarse como solucion

de Gibbs viene dada por:

- 1. .
Foo == (752 + 73D
EQ 2

Este método puede ser extendido sin dificultad a mas de dos variables.
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Algoritmos y codigos.

Este anexo contiene las algunas referencias que contienen algoritmos,
en algunos casos con el cddigo correspondiente, que resuelven varios
problemas tratados en este trabajo.

Compatibilidad.

Arnold, Castillo y Sarabia (1994) y con mas detalles, Arnold, Castillo y Sarabia
(1999) pg. 22, proporciona un algoritmo de célculo de la representacién marginal
uniforme de una matriz.

Arnold, Castillo y Sarabia (2004), proporcionan un algoritmo para chequear la
compatibilidad e vectores tridimensionales utilizando el método de extension de
rango unidad.

Song et al. (2010), proporciona algoritmo de compatibilidad usando Ila
descomposicién en bloques irreducibles de la matriz de cocientes C y, asumiendo
la compatibilidad, obtener la distribucion conjunta. También proporcionan un
algoritmo para calcular la descomposicion en blogues irreducibles y, a partir de
ella obtener la extension positiva de C.

Tian et al (2009) ofrecen el codigo de una funcion S-Plus que calcula la estimacion
de minimos cuadrados restringidos al cubo unidad.

Wang y Kuo (2010) obtiene algoritmos para comprobar compatibilidad y, en su
caso, calcula la distribucion conjunta (basados en la formula de Besag). Asi mismo
proporciona codigo MATLAB.
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Unicidad.

Song et al. (2010), proporciona algoritmo para comprobar la unicidad usando la
descomposicion en bloques irreducibles de la matriz de cocientes C.

Incompatibilidad.

Arnold, Castillo y Sarabia (1999) pg. 33 proporciona un algoritmo que proporciona
la distribucién de minima incompatibilidad basada en la divergencia de Kullback-
Leibler.

Castillo et al. (2002) contiene, entre otros, el algoritmo gamma para el calculo del
cono dual.

Wang y Kuo (2010) obtiene algoritmos para calcular una distribucion préxima a
la compatibilidad en el caso de incompatibilidad. Esta distribucion se basa en la
férmula de Besag. Asi mismo proporciona cédigo MATLAB.

Yao, Chen, Wang (2014), ofrecen un algoritmo para estudiar la compatibilidad
utilizando grafos ponderados.
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