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Resumen

Estudiamos la dindmica de una ecuacion de reaccién difusién que presenta una dis-
continuidad. En primer lugar probamos la semicontinuidad superior del atractor con
respecto a aproximaciones suaves del término no lineal. Después damos una descrip-
ci’on precisa del conjunto de puntos fijos y su estabilidad. Finalmente, analizamos las
posibles conexiones heteroclinicas entre los puntos fijos, obteniendo asi informacién
sobre la estructura del atractor.

1. Introduccion

En este trabajo consideramos una ecuacion de reaccion difusion con un término no
lineal discontinuo. El método usual de tratar este tipo de ecuaciones consiste en unir
los puntos de la discontinuidad con una linea vertical, transformando la ecuacién en una
inclusion diferencial. En particular, estudiamos la siguiente inclusion differential:

ou

— — Au+ f(u) € Hy(u) +wu, en Q x (0,7),

ot (1)

u loo=0, u(x,0) =up (z),
donde 2 C R" es un abierto acotado con frontera suave, w > 0, f : R — R es una funcién

continua no decreciente y

—1,si u <0,
HO (U) = [—1,1],SiU:0,
1, siu>0
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es la funcién de Heaviside.

Notemos que en este tipo de ecuaciones no podemos asegurar la unicidad del problema
de Cauchy. Sin embargo, usando la teoria de semiflujos multivaluados es posible estudiar
el comportamiento asintético de la soluciones. La existencia del atractor global para la
inclusién (1), bajo determinadas condiciones, ha sido probada en [4], [5].

El trabajo se compone de dos partes. Por un lado, si asumimos que w < A1, donde
A1 es el primer valor propio de —A en H} (£2), podemos aproximar la funcién Hy por
funciones suaves H. y estudiar la convergencia de las soluciones cuando € — 0. De esta
forma, probamos la semicontinuidad superior de los atractores de la ecuacion aproximativa
A, con respecto al atractor de la inclusién inicial Ag.

Por otro lado, en el caso f =0, w = 0, n = 1, estudiamos la estructura del atractor
global, obteniendo una respuesta parcial al problema. Probamos en primer lugar que existe
una cantidad infinita, pero numerable, de puntos fijos, que se pueden ordenar usando una
funcién de energia apropiada. Después estudiamos su estabilidad, obteniendo que dos
de ellos (los de menor energia) son asintéticamente estables, mientras que el resto son
inestables.

Finalmente, notemos que la existencia de una funcién de Lyapunov implica que el
atractor global puede ser totalmente caracterizado usando los puntos fijos y las trayectorias
heteroclinicas. Por tanto, nos interesa saber qué heteroclinicas existen entre los puntos
fijos. Para este problema hemos obtenido una respuesta parcial, quedando sin resolver una
parte de las posibles conexiones.

2. Semicontinuidad superior del atractor

Sea ||-]| la norma del espacio L? (£2). Podemos reescribir la inclusién (1) en la forma
Ou + 0Pt (u) — 0% (u) 30
{ ot ’ (2)
u (0) = uo,

donde 9%, i = 1,2, son los subdiferenciales de las funciones propias, convexas y semicon-
tinuas inferiormente 1 : L? (Q) — ]—o0, +00] (ver [3]):

Wt (u) = { L oIVl da + [o, Jof f(s)dsdz, siu€ HE(Q), [, f(s)ds € L' (Q),

+oo, en otro caso,
awl(u) = —-Au+ f(u),
Y2 (u) = { Jo (w &+ Jo Ho (s ds) dz, si [y Ho(s)ds € L' (),

+00, en otro caso,

OY*(u) ={y € L*(Q) : y(z) € Hy (u(x)) + wu(z), en c.t.p. x € Q},

donde D (8¢') = {u € H*(Q) N H () : f(u) € L*()}, D (9¢?) = L? Q). Podemos
ver facilmente que [y Ho (s)ds = |ul.

Definicién 1 La funcién u(-) € C ([0,T],L*(Q)) es una solucion fuerte de (2) si:
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1. u(0) = up;
2. u(-) es absolutamente continua en compactos de (0,T);
3. Eriste una funcion g (t) € 0v? (u(t)), en c.t.p. t € (0,T), tal que

du (t)
dt

—Au+ f(u) —g(t) =0, en c.t.p. t € (0,7). (3)

Para todo ug € L?(Q), T > 0, existe al menos una solucién fuerte u (-) de (1) tal
que g (-) € L? (O,T; L? (Q)) Toda solucién puede ser extendida a todo el semieje ¢ > 0,
es decir, a una solucién global. Sin embargo, la solucién correspondiente a una condicién
inicial puede no ser unica.

A partir de las soluciones vamos a definir un semiflujo multivaluado. Sea D (ug) el
conjunto de todas las soluciones fuertes definidas en [0, +00) (con condicién inicial ug) y
tales que g (-) € L*(0,T;L?(Q)) para todo T > 0. Entonces el operador multivaluado
Go:Ry xL*(Q)— P (L2 (Q)) , dado por

Go(t,up) = U ul(t),
es un semiflujo multivaluado estricto, es decir, para todo t; > 0,7 = 1,2, Go (t1 + t2,ug) =
Go (t2,Go (t1,u9)) y Go (0,-) = Id. Ademas, el conjunto Gy (t,up) es compacto para todo
ug € L%(2), t > 0. La demostracién de estos resultados se puede consultar en [4, Teorema
4, Lemas 1, 2 y 6].

Recordemos ahora el concepto de atractor global. El conjunto A es una atractor global
para el semiflujo multivaluado Gy si atrae cada acotado B de L? (Q), i.e.

dist (Go (t,B), A) — 0, cuando t — o0,

donde dist (C, A) = sup,cc infaea ||c — a| es la semi-distancia de Hausdorff, y ademas es
negativamente semi-invariante, i.e.

AC Go(t,A), vt > 0.

Observemos que por la monotonia de f tenemos que (f(s) — f(0))s > 0, para todo
s € R. Por tanto, para todo ys € Hy (s), s € R,

—f(5)s + yas + ws® < ws? + D|s|, (4)
donde D = |f(0)| 4+ 1. Si asumimos ademé&s que
w < A1, (5)

donde A; es el primer valor propio de —A en H& (Q), entonces deducimos del Teorema
4 en [4] que Gy posee un atractor global compacto, que es es estrictamente invariante
(i.e. A =Gy (t,A), Vt > 0). Ademds, A es un conjunto conexo [5]. El caso de ecuaciones
univaluadas ha sido estudiado, por ejemplo, en [1].

Vamos a estudiar a continuacién aproximaciones suaves de la inclusién (1). Sea H, €
C!' (R), e > 0, una familia de funciones no decreciente tal que

|He (s) — Ho (s)] <&, i |s| > ¢,
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—1 < H.(s) <1, para todo s.

Ademds, H. es no creciente para u > 0, y no decreciente para u < 0.

Consideramos la ecuacion

aauts — Au, + f (ua) — H, (ua) = WlUg,
Ue ‘BQ: 0, (6)
ue (0) = up.

Es facil ver que f (u) — He (u) = f: (u) — weu, para cierto w, > 0, siendo f. una funcién
no decreciente. Entonces (6) posee una tinica solucién fuerte u () para todo ug € L? ()
(ver [3, p.189]). Por tanto, podemos definir un semigrupo G, : Ry x L% () — L* ().

Veamos que los atractores de esta ecuacién convergen al atractor de (1) en la semi-
distancia de Hausdorff.

Teorema 2 Sea 1 < p < oo yd > 0. Suponemos que (5) se cumple. Entonces:

1. (6) posee un atractor global compacto e invariante A. en L* ().

2. Los atractores A de (6) y Ay de (1) atraen los acotados de L? (Q) en la norma del
espacio W270P(Q).

8. La union Jyc <., As C W2-9P(Q) es precompacta en W2~%P(Q).

4. dist (Ae, Ag) — 0, sie — 0, donde la semi-distancia se toma con respecto a la norma
del espacio W?~P(Q).

3. Puntos fijos y su estabilidad

Consideremos a partir de ahora la ecuacién (1) conn =1, Q2 = (0,1) y f =0, es decir,

ou  O%u

i @—Ho(u) S wu, en (0,1) x (0,7),

w(0,t) = u(1,t) =0, (7)
u(z,0) = ug (x).

Asumiremos a partir de este momento que 0 < w < 72. Observamos que esta condicién
implica que el atractor global existe, como se ha visto en la Seccién 2.

Vamos a obtener una descripcién completa de los puntos fijos de esta ecuaciéon en
particular. En este caso, hemos demostrado que existe una cantidad infinita pero numerable
de puntos de equilibrio, que ademas se pueden calcular explicitamente. Estos vienen dados
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por:
Vo =V, (8)
1 1 —cos 1
v (z) = = cos (Vwz) + wsecn (i/\/af) sen (Vwz) — —,
vl_ (l’) = —’Ui’— (l’) )
Vo
L cos ( ng)«‘rl COS( 2lsen(Vwz)— L [si 0<az<i
w w w 2
1— yw

—Lcos(Vw(z—1)) - w:;?:u) sen(Vw(z—3))+2,sii <2<,

vy (@) = vy (2),
_ Ve
L cos (vwz) + lwsclis(<7;>) sen(Vwz)—2 . si 0<a<i
1—cos( X2
I R é} sen (45 (&~ ) - 3
" si%ﬁxﬁ#,kespar
1—cos( X*
Loon (V6 (- 4)) - S en (v o ) +
si % <z< %,k es impar,
k=0,...,m—1,

vy (@) = —vy (2),

donde n =10,1,2, ...
Los puntos fijos tienen las siguientes interesantes propiedades:

1. Para todo n > 1 los puntos v},
(0,1).

v,, poseen exactamente n — 1 ceros en el intervalo

2. Si w = 0 para todo v,f, k > 1, y cualquier n > 2, se cumple la siguiente propiedad
de auto-similaridad:

%v,f(nz), si IL‘E[O,%]
=) —mE ety & selb2],

A continuacién definiremos la funcién E : Hg (0,1) — R dada por

oul /0 (Il + Su?) do = ! (w) = v (w). ©)

Para una solucién arbitraria u (t) de la inclusién (6) se verifican las siguientes propiedades:
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E(u(t)

E(u(t) < E(u(s)),sit>s>0;
(
)

es continua en (0, +00);

3. Si E(u(t)) = E(u(0)), para cierto t > 0, entonces u (7) = u (0) para todo 7 € [0, ],
i.e. 4 (0) = v es un punto fijo.

Llamaremos a F funcién de Lyapunov o también funcién de energia. Los puntos fijos
vienen ordenados segin la funciéon de energia, ya que

E()=E(w)<E{)=E(v;)<..<E(vf)=E(v;) <..<E(0)=0. (10)

Ademis,
lim E( ) 0.

n—-4oo

La existencia de la funcién de Lyapunov E implica que el conjunto omega-limite de
cualquier solucién u (t), definido por

w{u(t)}) = {y cu(ty) — yin L? (0,1), where t;, — —1—00} ,
se compone de un tnico punto fijo.

Lema 3 Para una solucion arbitraria u (t) de la inclusion (7) w ({u (t)}) = z € Z, donde
Z es el conjunto de puntos fijos. Ademds, u(t) — z, sit — +oo, en HE (0,1).

Por tanto, cualquier solucién de nuestra ecuacién converge a un punto fijo en la norma
de H{ (0,1).

Otra cuestion relevante es el estudio de las propiedades de estabilidad de los puntos
de equilibrio en el espacio de fases L? (0,1). Resumimos en varios teoremas los resultados
obtenidos.

Teorema 4 Siw =0 los puntos fijos v, v son estables. Ademds:
i) La solucion u (t) = v (respectivamente vi ) correspondiente a ug = v{" (respectiva-
mente vy ) es dnica.

i1) Los puntos vli son asintoticamente estables.

Teorema 5 Siw = 0 para todo n > 2 los puntos fijos v, v, son inestables.

n
El punto vg = 0 también es inestable, pero en este caso tenemos un resultado mas
fuerte:

Teorema 6 Si w = 0 para todo v (respectivamente v; ) existe una solucién uj (res-
pectivamente u;, ) con u; (0) = vo = 0 tal que u}; (t) — v en L*(0,1) (respectivamente
uy (t) — v, ), cuando t — +oo.

Por tanto, hemos obtenido que ’Uit son los unicos puntos de equilibrio estables. Se
deduce del tltimo teorema que existen infinitas soluciones correspondientes a la condicién

inicial vy = 0. Ademas, entre vg = 0 y cualquier v,j, v), existe una conexién heteroclinica.
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4. Conexiones heteroclinicas

Consideremos ahora la siguiente cuestién: ;qué trayectorias heteroclinicas existen entre
los puntos fijos de la inclusién (7)? Vamos a estudiar este problema en el caso particular
en el cual w = 0. El conocimiento de estas conexiones nos proporciona una importante
informacién sobre la estructura del atractor.

Recordemos que una trayectoria completa es una funcién u (¢) definida en (—oo, 00)
tal que u (+) es una solucién fuerte de (7) en cualquier intervalo (=7, 7). Usando la inva-
rianza estricta del atractor no es dificil ver que éste se compone de la unién de todas las
trayectorias completas acotadas de la inclusién.

Anteriormente hemos definido el conjunto w-limite. Para una trayectoria completa
definiremos también el conjunto a-limite:

af{u®)})={y:u(ty) > yen L%(0,1), donde tj, — —o0},
que es no vacio.

Lema 7 Sea u (t) una trayectoria completa acotada de (7). Entonces o ({u(t)}) =z € Z,
yu(t)— 2, sit— —oo, en HE(0,1).

Hemos obtenido en los Lemas 3 y 7 que cualquier trayectoria completa acotada satisface

u(t) — =meZ ult) — zn €z
t—-+o00 t——o00
En este caso decimos que existe una conexién heteroclinica desde z; hasta z5. Denotaremos
esta propiedad por z; ~~ z9. Notemos que, aunque la convergencia se entiende en el sentido
del espacio L?(0,1), tenemos convergencia en normas mas fuertes (como por ejemplo
H} (0,1)).

De todos estos resultados deducimos que el atractor global se compone de los puntos
fijos y las trayectorias heteroclinicas entre ellos. Asi, conocer las posibles trayectorias
heteroclinicas implica tener una descripcién completa de la estructura del atractor.

Ya hemos visto en el Teorema 6 que

vy~ v,f, para todo k£ > 1.
Tenemos el siguiente resultado parcial:
Teorema 8 Sea w = 0. Entonces:

1. Para todo n > 2 tenemos que

+ + + —
Un ~ Uy 1, Up ™ Up_1s
- + J— —
Up ~ Uy 1, Up ~ Uy 1,
Yy
+ + +
Up ~ U1, Up ™ Up,
— + —
Up ~ V1, Up MU
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2. Sivg ~ v, k>1>1, entonces vy ~ vy, para todo n € N.

Notemos que el iltimo resultado permite obtener nuevas conexiones a partir de las
anteriores. Por ejemplo, de vy ~» v1 obtenemos vy ~~ v, vg ~> v3, etc.

Finalmente, como la funcién de energia E es decreciente en todas las soluciones que
no son puntos fijos, las conexiones heteroclinicas de un punto v a otro v* no se puede
producir si F (v) < E (v*). Es decir, s6lo puede existir una trayectoria heteroclinica de un
punto de mayor energia a otro de energia menor. Nuestra conjetura es que siempre que
E (v) > E (v*) debe existir alguna conexion heteroclinica desde v hasta v*. Sin embargo,
por el momento, sélo hemos podido demostrar la parte de estas conexiones que hemos
visto.

Las demostraciones de los resultados enunciados en este articulo se pueden consultar
en [2].
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