XX CONGRESO DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y APLICACIONES
X CONGRESO DE MATEMATICA APLICADA

Sevilla, 24-28 septiembre 2007

(pp. 1-8)

Ecuacion hiperbdlica de transmisién del calor para el
estudio de la ablacion corneal

E. J. BErjano!, J. A. Léprez MoLiNa?, M. J. RIVERAZ,
M. TRUJILLO?

L Dpto. de Ingenieria Electrénica, Centro de Investigacién e Innovacidn en Bioingenieria, Universidad
Politécnica de Valencia, Camino de Vera s/n, 46022, Valencia. E-mail: eberjano@eln.upv.es.
2 Dpto. Matemdtica Aplicada, Instituto de Matemdtica Pura y Aplicada, Universidad Politécnica de
Valencia, Camino de Vera s/n, 46022, Valencia. E-mails: mjrivera@mat.upv.es, jalopez@mat.upv.es,
matrugui@mat.upv.es .

Palabras clave: ecuacion hiperbdlica del calor, cornea, ablacién

Resumen

En este trabajo presentamos el estudio del problema de transmision del calor que
se produce en el proceso de ablacién de la cérnea humana por radiofrecuencia, tal es
el caso de la queratoplastia conductiva para la correccién de la hipermetropia y/o el
astigmatismo mediante el empleo de electrodos intracorneales de muy pequenas di-
mensiones. En estos casos, las distancias de interés son lo suficientemente pequenas y
los tiempos de excitacién lo suficientemente cortos, como para que el estudio de mode-
lado de la transmision de calor deba contemplar la ecuacion hiperbélica de transmisién
del calor en lugar de la parabdlica o clasica.

1. Introduccion

Es cada vez mayor el nimero de trabajos en los que para abordar el estudio de un
problema de transmision del calor se utiliza el modelo hiperbdlico, en lugar del clasico o
parabdlico. El modelo clasico de Fourier supone una velocidad infinita de transmisién del
calor y la existencia de flujos de valor infinito. Aunque estos inconvenientes fisicos no han
supuesto una barrera para utilizar el modelo en multitud de aplicaciones ordinarias a la
Ingenieria, si que se encuentran disparidades entre los resultados tedricos obtenidos con el
modelo y la experiencia en situaciones fisicas en las que se aplican grandes cantidades de
calor en pequenos intervalos de tiempo.

Con el creciente desarrollo de nuevas tecnologias es cada vez mayor el nimero de
situaciones fisicas de estas caracteristicas (como por ejemplo el procesado de materiales
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mediante pulsos de laser o la irradiacién electromagnética de sélidos). En estos casos el
empleo del modelo hiperbdlico subsana los errores del clasico. El modelo hiperbélico supone
una velocidad finita de transmision del calor y la existencia de flujos de valor finito. La
ecuacién hiperbdlica del calor en el caso de materiales isétropos es (ver [3])

oT 0T oQ

1
E(X’t) + 7 W(X’t) =a AT(x,t) + % (Q(x,t) + 7 ('%(X’t)> , (1)

donde T es la temperatura, x y t la variables espacial y temporal, respectivamente, 7 el
parametro de relajacién, p la densidad, ¢ el calor especifico, « la difusividad y @ las fuentes
internas de calor.

Estamos interesados en el estudio del problema de transmisién del calor que se produce
en el proceso de ablacién de la cérnea humana mediante radiofrecuencia, tal es el caso de
la queratoplastia conductiva para la correccién de la hipermetropia y/o el astigmatismo
mediante el empleo de electrodos intracorneales de dimensiones muy pequenas. En estos
casos, las distancias de interés son lo suficientemente pequenas, y los tiempos de excitacién
lo suficientemente cortos, como para que el estudio de modelado de la transmision de
calor deba contemplar la ecuacién hiperbdlica. Asi, el objetivo de esta comunicacién
es obtener la solucién analitica del problema de ablacién en la cornea bajo el punto de
vista del modelo hiperbdlico y compararla con la obtenida con el modelo parabdlico. El
interés de este trabajo se basa en que los modelos mateméticos propuestos hasta la fecha
para la prediccién de la temperatura corneal durante el calentamiento con radiofrecuencia
no contemplan la transferencia de calor con velocidad finita. El modelo que presentamos
permitird una mejor estimacién de la temperatura, y por lo tanto, una mejora en la
comprension de los fendmenos biofisicos implicados en estas terapias.

2. Planteamiento del problema

Con objeto de poder abordar el problema de forma analitica hemos considerado un
modelo que supone una simplificacién del escenario real. En concreto hemos considerado
un electrodo activo esférico de radio 45 micras, incrustado en el tejido corneal que se
supone de extensién infinita. En un punto en el infinito se situaria el electrodo dispersivo.

Es natural en el problema que vamos a estudiar el empleo de coordenadas esféricas
en la ecuacién (1), siendo todas las variables independientes de los dngulos esféricos. La
fuente de calor viene dada por la expresion

QUrt) = 1% Fi(t) |

4t

donde H(t) es la funcién de Heaviside, P la energia aplicada y r¢ el radio del electrodo.
Asi, la ecuacién de gobierno del problema es

O*T 20T or o*T Parg

siendo k la conductividad térmica (a = %) y 0(t) la distribucién de Dirac.
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Las condiciones de iniciales y de contorno son

T
T(r,0)=1Tp, 8875(7“,0):0 Vr > rg

, B Tpocro (1 orT o*T _or
tm Tt =Ty, TR ( o+ Sr o)) = oty vis0. (3)

Para obtener la tltima condicién de (3), junto con la expresién del flujo hiperbélico (ver
[3]), se ha hecho una simplificacién adicional consistente en suponer que la temperatura
del electrodo es constante en todos sus puntos, con lo que el calor que entra en él por
unidad de tiempo se puede calcular mediante la férmula elemental

47r1“8’ oT

3 a(rﬂat) )

PoCo

siendo ¢o y po el calor especifico y la densidad del electrodo. Adimensionalizamos el pro-
blema utilizando las siguientes variables

r at aT dnkr r2 &
pi=—s {=—5; A=—75; V(p§= PO<T<rop,‘;>—To);

donde Tj es la temperatura ambiente. La formulacién del problema adimensional es

OV 20V 9V PV 1
0
V(p,0) =0, 5 (00 =0 vo>1  (5)
, B ov oV 30V

siendo m = %. Tomando transformadas de Laplace £(p,s) := £¢[V (p,£](p, s) respecto
a & obtenemos

0’ 208 5 1 /1
—<ap2+pap>+(8+)\8)£—p4(s+)\) (7)
lim £(p,s) =0 (s + As?)L(1 s)—ia—g(l s) (8)
P00 p7 - b 9 _map bl .

Utilizando la nueva funcién z(p,s) := p £(p,s) y el método de variacién de las cons-
tantes llegamos a la solucién general de (7)

eVA(s) p
p

1 p ef\/A(s)u
; +>\> / —_— du+M1(s)
1

ud

1
= (m(
) 1 P oV/AS) u e~ VAE) p
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donde A(s) = s+ A s y Mi(s) y Ma(s) son funciones que verifican las condiciones de
contorno (8)

1 1 0 o A(s) u
Ml(S):W <8+)\>/1 Tdu
VA <1+)\> mA(s)—?’mw/we-m“

2 /A(s) \s mA(s) +3y/A(s)+3 J1

Introduciendo el valor de estas funciones en (9), la temperatura adimensional serd la
transformada inversa de Laplace
du +
Als)

Vip.£): =g [21p (i + A) w3 A(s)

X (/pemu du—QQWWA(S)_?’\/A(S)‘F?’ /OO e VAR du)]
1 1

Ms(s) = du.

u3

e A(s) p /oo e*\/A(s) u e*\/A(s) P
p

u? mA(s) + 3y/A(s) + 3 u?
= ¢ R+ 7R - 7). (10)

Asi, tenemos que calcular la transformada inversa de Fy, F» y F3. En primer lugar
e\/A(s)p (1 N )\) /oo e~ A(s)u p
— — e — u
2p\/A(s) \'8 p u?
0 1 eVAB) (p—u) VA(s)(p—u)
- / U A Y du_
p s A(s) A(s) 2pu

y por el teorema de traslacién de las transformadas de Laplace y la férmula (36) de la
secci6én 5.6 del capitulo 5 de [2]

= [T~ Vi) (e 1 (5 VAP
i /\;mp) i <21A v = Mu = o)t dv>> 2x/qupuf5 -

o
:/ v <)\e2i Iy <1 €2 Au— p)2>
] 22

- fﬂh(;v@—xwﬂwm))Qg@ﬁ- )

VA(u—p)

gl =21

Procediendo de forma anéaloga al célculo de la inversa de F} obtenemos

em = [ (e Vil - w) (A 1 (3 VE G- o)

—i—/E e~ ax I < ! v2 = Xp u)2> dv _du
0 — p— —_— pu—
VA(p—u) 22 2V pu?
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) [ (ot

V5
§ v 1 du
+ Iy [ =2 = Ap— 2> d _
/ﬁ(p_u)e 0<2)\ v (p—wu) U) 2\ﬂpu3
+H<€—p+l> /p <)\e2€A Iy <1 fQ—A(p—u)2>
VA 1 2\

+/£ —ax [ < 1 2 A )2> d du (12)
e — — U v —_—
VA(p—u) "\2 g 2V pud

donde Iy(z) denota la funcién modificada de Bessel de orden 0.
El célculo de £71[F3] resulta ser el mas complicado y sutil del articulo. Para ello se
utiliza el teorema de convolucién en la forma

e IR _/002_1 <1 A) e VA WHr=2) 1 A(s) — 3y /A(s) + 3| du
3] = + 3
1 s A(s) s)+3y/A(s)+3]| 2pu

0 B e—\/A(s)(u-&—p—Q) B 1 6\/@
_ 1 e N _
a /1 (2 [ A(s) ] < (s * A) (1 mA(s) + 3v/A(s) + 3)

La primera inversa que aparece en la expresion anterior es

du
2pu3

G(p.&u) =27

o= VA (utp—2)
A(s)

:H(&—\f)\(u+p—2)>e\/§_fo<2>\\/§2 u+p—2)2)
— H(g— Va(u+p - 2))G1(p £,u) . (13)

Para calcular la segunda inversa

1 6/ A(s)

-+A)[1-

s mA(s) + 3y/A(s) + 3
<1 N )\> 64/ A(s)

5 s)+ 3/ A(s)+3
utilizamos la férmula de Bromwich, mediante el circuito habitual en el caso de tener puntos

de ramificacién. En nuestro caso tales puntos son s =0y s = —1/)\ y ademads existen dos
polos simples

271

= (1+26() — 27!

1
1= 5y <—m— \/m2+2)\ (9 —6m + /81— 108m))

2m

by = (—m - \/m2 +2X (9 —6m — V81 — 108m)) :
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interiores al contorno de Bromwich. Obsérvese que s1 y s5 son ntimeros reales si 0 < m < %.
Como las situaciones practicas mas frecuentes estan cubiertas con este caso, a partir de
ahora supondremos que el valor de m esta en este intervalo. Llamando

1 1
7\/9—6m+\/81—108m; rgzﬁ\/96m\/81108m
m m

y utilizando el teorema de los residuos se obtiene
2
(1 >\> 64/ A(s) T Z€Sk ¢ (1+ X sp)ry
s)+ 3 A(s)+3 — 1+2)\ sk)(2rpm — 3)

B 6/0 6551+)‘5 (m(s+ As?) + 3)V—s — As?
s (m(s+As?)+3)2— (s + As?)

ds .

>

e (13) se tiene que
G(p, & u) * (L+X6(8) — R(E) / G(p, & —v,u)(1+ Xo(v) — R(v)) dv

= A\G(p, &, u) /Gp, —v,u)(1 = R(v))dv

y por tanto

S—l[Fg}z/loo(AGpg, /Gpa w)(1- <))dv)2‘;§jg

:H<\%—p+1>/1f p+2(>\G1(PafaU)

E—V A (u+p—-2)
- Gr(p,&u) (1 - R(v) dv> — (14)

Concluyendo, la temperatura adimensional que querfamos calcular V' (p, £, A, m) se ob-
tiene a partir de (10), (11), (12) y (14).

3. Comparacion con el modelo parabdlico

Para comparar los resultados anteriores con los obtenidos con el modelo cldsico de
Fourier calculamos la temperatura parabdlica Tg(r,t,m) para el mismo problema. Uti-
lizando las mismas variables adimensionales p y &, la temperatura adimensional de Fourier
Vr(p, &, m) es la solucién del problema

(Vv 2ovy oV 1
a2 pap) T aE T
1%
V(p,0)=0, Tf(p’()):() Vp>1
1% 3 oV
1f = —(L,6)===201 :
Jim V(p,£) =0, 65( &)= ap( 3] Vi>0
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Utilizando los mismos métodos que en el caso hiperbélico obtenemos (si 0 < m < %)

v ( . ) /oo 1 /5 e (u15)2 ] ]
y U, M) = v U
F\p 1 2pu3 0 A/ TTU

o 2)2
(o mene ) S,

1 2pud |\ Jo T Jo y(m2y?+ (9 —6m)y +9) 4 N )
4. Resultados y conclusiones

En las simulaciones empleamos la caracteristicas eléctricas y técnicas de la cornea de
un trabajo previo [1] y el tiempo de relajacién térmica de 0,1 s. Suponemos un electrodo
de platino [4]. La potencia aplicada fue de 30 mW durante 600 ms y la temperatura inicial
35°C.

La figura 1 muestra que al comienzo del calentamiento con la ecuacion parabdlica se
obtienen valores méas bajos de temperatura que con la hiperbdlica, lo cual es altamente re-
levante en las aplicaciones quirirgicas. Desde el punto de vista matematico, es significativa
la presencia de singularidades de la solucién localizadas a lo largo de la recta (en variables
adimensionales) ¢ = vA(p — 1), que refleja la naturaleza hiperbélica de la ecuacién de
gobierno (2).
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Figura 1: Temperaturas de la cérnea (hiperbdlica trazo continuo, Fourier discontinuo)
desde r = 45 1075 m hasta r = 185 107® m en diferentes tiempos.
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