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Resumen

En este trabajo analizamos una formulacion BEM-FEM simétrica para resolver el
problema tridimensional de magnetostatica utilizando potenciales escalares magnéticos.

1. Introduccion

El problema de magnetostdtica consiste en calcular el campo magnético creado por
una corriente dada que no depende del tiempo. Concretamente, suponiendo conocida la
densidad de corriente J, el problema consiste en encontrar el campo magnético H definido
en R3 y cumpliendo

rotH = J, (1)
div(pH) = 0, (2)
H(x) = O(x|™Y) cuando |x| — oo, (3)

donde p es la permeabilidad magnética. Para resolver este modelo, en ingenieria eléctrica
se utilizan distintos métodos numéricos, cuya diferencia fundamental son las incégnitas
principales del problema; véase por ejemplo [5]. Los resultados numéricos de la literatura
indican que las formulaciones en términos de potenciales escalares son las mas eficientes
desde un punto de vista computacional. En particular, la combinacién de los denominados
potencial escalar reducido y potencial total parece ser la mas eficiente. Esta estrategia,
que combina el potencial total en los materiales magnéticos sin corriente y el potential
reducido en el aire y en los materiales no magnéticos que transportan corriente, fue intro-
ducida en 1979 por Simkin y Trowbridge [9] para dominios bidimensionales y extendida
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posteriormente a dominios tridimensionales. Sin embargo, el andlisis matematico de esta
formulacién y de su resolucién numérica con un método de elementos finitos no se ha
realizado hasta fechas muy recientes en [2].

Es importante senialar que el andlisis desarrollado en [2] es para dominios tridimen-
sionales acotados y por tanto requiere anadir al problema (1-2) condiciones de contorno
aproximadas, dado que el dominio natural del problema es todo el espacio. Ahora bien,
las ecuaciones son homogéneas con coeficientes constantes en el exterior de una regién
acotada, propiedad que permite combinar un método de elementos finitos (FEM) con un
método de elementos de contorno (BEM). Asi, en este trabajo analizaremos una formu-
lacién en términos de los potenciales total y reducido planteada en R? y propondremos un
método BEM-FEM para su resolucién numérica. Cabe senalar que estudiaremos el prob-
lema considerando un dominio magnético que puede ser maltiplemente conexo, lo cual
conduce a trabajar con un potencial total multivaluado. Seguiremos las ideas de [2] para
el tratamiento del potencial multivaluado, evitando de este modo, las costosas aproxima-
ciones numéricas de las funciones de base del espacio de campos arménicos de Neumann,
que se construyen por ejemplo en [6] para un problema cuasi—estacionario. Describiremos
la discretizacién del problema y mostraremos la convergencia del método propuesto.

2. El problema en términos de potenciales escalares

Sea ) la regién ocupada por los materiales magnéticos; i.e. Q :={x€R3; u(x)#uo},
donde pg denota la permeabilidad magnética del vacio. El dominio {2 se supone abierto,
acotado y conexo, con frontera I' := 02 conexa y Lipschitz continua, pero no necesaria-
mente simplemente conexo; véase la Figura 1.

Supongamos que la densidad de corriente J € L?(R?) cumple J|o = 0 y divJ = 0 en
R3. Entonces el campo vectorial T definido a partir de la Ley de Biot-Savart,

At Jgs |z —y|?

pertenece al espacio H!(R?) y satisface

rotT = J  enR3 (4)
divT = 0  enR? (5)
[Tl rs < ClJIogs, (6)

siendo C' > 0 una constante independiente de J; cf. [7, Lemma 2.2(b)].
En particular, rot H = rot T en R3, luego existe un tinico potencial ot € W(R?) :=

{4 distribucién en R3; \/ﬁ\TP € L*(R?), Vi € L2(R%)}, tal que

H=T-Vye' enR’ (7)

El escalar ¢ se conoce como potencial reducido y permite representar H segiin (7) en
todo el espacio R3. Sin embargo, para evitar errores de aproximacién en los materiales
magnéticos (consecuencia de que T y Vo® son grandes y de magnitud similar en ellos)
introduciremos otro potencial escalar definido en €.
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En general, 2 no es simplemente conexo, pero suponemos que existe un ntmero finito
de superficies 3; (j = 1,...,J) tales que ¥; C Q, 0%, C 90, ¥, Ny = 0 (para j # k)
y de modo que el conjunto Q:=0 \ (szlﬁj) es simplemente conexo y pseudo—Lipschitz.
También suponemos que para cada j = 1,...,J existe una curva 7; C I' que corta a X;
una tinica vez y que es la frontera de una superficie abierta S; C R\ Q; cf. [1] y véase la
Figura 1.

Soporte de J

Figura 1: Esquema del dominio.

Para cada j = 1,...,J, fijamos un vector n; unitario normal a ¥;. Denotamos las dos
caras de X, por E;r y Ej_, de modo que n; tenga la orientaciéon normal exterior a {2 sobre

E}'. Dada una funcién ¢ € H'(Q2), sea Vi) € L2() la extensién de Vi) € L%(Q) a todo

Oy [@Z]gj = J\Ef — 1;\2_+ el salto de 1 a través de ¥; a lo largo de la direccién de n;.
J J

Introducimos el espacio

Vi={Y e H(Q); [J]s, eERVj=1,....J},

que permite caracterizar las funciones con rotacional nulo; concretamente, si q € L2(Q)
con rotq = 0 en (2, entonces existe 1) € V tal que q = Vi); véase por ejemplo [1]. En
particular, dado que rotH = 0 en €2, existe un tnico ¢ € V/R tal que

H=-V§ en(, (8)

y © se conoce como potencial total.
Nétese que, aplicando el Teorema de Stokes se deduce que [gﬂgj =/ s, J-ng, dS =: I

(j=1,...,J), que son datos del problema. En consecuencia, podemos reescribir ¢ como
J ~
=0+ Id, 9)
j=1

donde % es el tinico elemento de H*(Q\ ¥;) que cumple
Gls, =15 [ u96;-Ve—0 wweH'Q)
o\,

y ¢ =Py e H(Q), con P:V — H'(Q) el operador de proyeccién asociado a la suma
directa V = H'(Q) & ({¢; 5]:1>.



P. Salgado and V. Selgas

Anslogamente, como el campo T € L?(2) también tiene rotacional nulo en {2, existe
un tnico potencial 37 € V/R tal que

T=-V§" en . (10)

En virtud de (7), (8) y (10), sabemos que —V¥|q = H|g — T|g = —V(¢ — &%),
luego los potenciales ¢ — @7 y ¢f|q coinciden salvo constante aditiva. En particular,
¢ — ol € HY(Q) y, aplicando la representacién (9), deducimos

J

G-Pp=¢"-P3" =Y Li¢ enQ (11)
j=1

A continuacién, reescribimos las ecuaciones (1-2) como un problema de transmisién usando
la siguiente representacion del campo magnético:

V@ en €,
H — _ (12)
T — Vol en R3\ Q.

Para esta representacion, la continuidad de las trazas tangencial y normal de H y uH a
través de I se traduce en las siguientes condiciones de transmision:

—V@éxn = Txn-—Vefxn sobre T, (13)
—M%Q' n = peT -n— Vet -n sobre T'. (14)

Con el fin de estudiar la condicién (13), para cada potencial regular 1 € H'() introduci-
mos rotriy := Vi X n, que se denomina rotacional vectorial de 1) sobre la superficie I'. El
siguiente resultado puede consultarse en [3, Corollary 3.7].

Lema 2.1 El operador diferencial
rotr : HY(Q) — H/2(I),

estd bien definido y es lineal continuo. Ademds, su nicleo es el conjunto de las funciones
de H' () con traza constante sobre T,

En virtud de (11) y del Lema 2.1, la condicién de transmisién (13) es equivalente a
P@—-gl)—pfteR  sobreT. (15)

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, proponemos la siguiente formulacion del
problema de magnetostética.

Problema 2.2 Hallar los potenciales ¢ € V/R y o € WHR3\ Q), con [@]g, = I

(j=1,...,J), que cumplan las siguientes ecuaciones en sentido débil:
—div(uV@) = 0 en Q,
A = 0 en R3\ Q,
Pr+R = P+ 4R sobre T,
op oplt
—M—SO = ,uoT-n—,uoi sobre T'.
on on
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3. Una formulacion variacional BEM—-FEM simétrica

En primer lugar, estudiamos el Problema 2.2 en la region no acotada R3 \ Q. En esta
region, el potencial ¢! es arménico y, por tanto, admite la representacién integral

T — R =
o) = [ (T o) - o - y) L)) dSw) e eRAR (19

donde ®(x) := _%Iml (x € R3\ {0}) denota la solucién fundamental del operador lapla-

ciano en R3. A partir de la representacién (16) y de las relaciones de salto de los operadores
de simple y doble capa, se deducen las ecuaciones integrales (cf. [4], [8, Theorem 3.1.2])

(EI—IC)gp +VGT_O y (§I+K)GT+N¢ =0 sobre T, (17)
donde V y K denotan los operadores de simple y doble capa:
0Pb(x —
Vn(x) = / (e —y)n(y)dS(y) vy Kn(z):= 2z~ y) n(y) dS(y).
r r On(y)

Ademas, en (17), K£* e Z representan el operador adjunto de K y la identidad, respectiva-
mente, y N es el operador hipersingular:

L 0 0% (x — y)
Mo i= - g ([ 252 ) asta) ).

A continuacién senialamos las propiedades fundamentales de V y K; cf. [6, Lemmas 3.3-3.4].

Lema 3.1 Dado s € [—1/2,1/2], los operadores integrales
Vi HTV2T) - B2y K HSPYA(D) — HETVA(D),
son lineales y continuos. Ademds, el operador V es H*I/Q(I‘)—elz’ptico.

Con el fin de estudiar las propiedades del operador N, introducimos el espacio LZ(T) :=
{qe L?('); q-n =0 sobre '}, y la traza tangencial 7r: HY/?(T') — L2(I') dada por

mrq:=n X (q|r X n) Vq € C™(Q)°.

Denotamos su imagen por Vi := 7. (H'/2(T)), que es densa en L2(T") y en consecuencia
podemos definir V/_ el espacio dual de V, con espacio pivote L2(T). Consideramos r, :
v — HY 2(T") el operador adjunto de 7, y sea rotr: V — V’_ el operador diferencial

F&?pizzﬁixn VJEV.

Puede comprobarse que la imagen de una funcién ¢ € H'(Q) a través del operador
rotr depende tinicamente de la traza ¢|r € HY/2(T). Por lo tanto, podemos introducir el
operador diferencial de superficie rotp : H'/2(T') — V’_ de modo que

rotr(yp|r) = rotpy :=Vi) xn Vo € HY(Q).

Representamos por V : H™1/2(I') — H'/2(I") el operador de simple capa V actuando por

~

componentes y definimos V := V o w7 : V.. — HY2(I'). El siguiente resultado queda
probado en [6, Lemma 3.3].
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Lema 3.2 El operador N : HY?(T') — 0_1/2(F) es lineal y continuo. Ademds, para

cualesquiera Y, Yo € H1/2(F), se cumple la identidad
(Nap1, )1 o1 = (rotrips, WT\A)rotrlbDV;, XV
En particular, el operador N cancela las constantes y es Hl/Q(F)/Rfelz’ptico.

Introducimos la incégnita auxiliar

L
A= gin e Hy A1)

Entonces, teniendo en cuenta la condicién de transmisién (15) junto con la propiedad
K1=1/2y el Lema 3.2, reescribimos las ecuaciones integrales (17) como

1 ~ 1 " _
(n, (51 - K)P(P>1/2,F + (n, V)‘>1/2,F = (n, (51 - ’C)PSDT>1/2,F vneH 1/2(F)7 (18)
1

(Ao = (A, (51 — K))1jor — (NPG, )1 jor + NPET ) o1 Vb € HY(I). (19)

En segundo lugar, hacemos una formulacién variacional estdndar del Problema 2.2 en
el dominio acotado €, aplicando las propiedades (14) y (19):

~ _ 1 _
BV, Vioa = Ho(A, (51 = K)o + poNPE, )12 = (20)
:#0<NP<APJT,¢>1/2,F—M0<T‘n,¢>1/2,r Vi € H'(Q).

Consideramos las formas bilineales a;: V xV — R | ay: Hglﬂ(l“) X Hgl/2(F) — R
yb: Hgl/Q(I’) x V' — R, definidas como

ar(P1,92) = (uVer1, Viba)oa + po(N P, 7’@2)1/2@

1
az(n1,m2) = po(n2, Vm)ijer; b(n,¢) == poln, (51* K)YPY)1/2,r-

Introducimos ademas las aplicaciones lineales l1: V — Ry la: H 1/ 2(F) — R, dadas por

h(Y) = NO<NP{5T7PTZ>1/2,F —M0<T‘n;731;>1/2,r; lo(n) = b(n,@").

Con esta notacién y teniendo en cuenta las ecuaciones (11), (18) y (20), proponemos la
siguiente formulacién variacional BEM—FEM simétrica del Problema 2.2.

Problema 3.3 Hallar p € V/R y )\ € H(;l/2(f‘), con [@ls; =1; (j=1,...,J), tales que

a1(5»¢)—b(>\7¢) = ll(’lﬁ),
az(A,m) +b(n, @) = la(n),

para cualesquiera QZE VIR yne HO_I/Q(I‘), con [Yls. =0 (j=1,...,J).
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Lema 3.4 El Problema 3.3 tiene una unica solucion. Ademds, si p € V/R, X € Ho_l/z(F)
es la solucion del Problema 3.8 y definimos el potencial

o) = [ (8‘“""’” (PE(y) — PF(y) — Bz — y) A<y>) iS(y) Ve R\ Q.

On(y)
entonces el siguiente campo satisface las ecuaciones (1-2):
-V@ en €2,
H:={ © 7 (21)
T — Vol en R3\ Q.

Nétese que a partir del campo H se obtiene la induccién magnética B = yH en R3.

4. Resolucion numérica mediante un método BEM-FEM

En todo lo que sigue supondremos que €2 es un poliedro de Lipschitz. Consideramos
una familia {7, },~0 de mallas tetraédricas del dominio §2; asumimos también que cada
superficie de corte X; es poliédrica y formada por la unién de caras de tetraedros, por lo

que 7, es también una malla de Q. Ademas, para cada h > 0 denotamos por ’Thr la malla
triangular inducida por 7 sobre la superficie I'. Entonces aproximamos las funciones de

los espacios V'y Hj, 1 2(F) utilizando los subespacios de dimensién finita

Vi = {eCQ); dlx ePI(K) VK €Ty, [U]s, eRYj=1,...,J},
Ap = {neL*T); nlr eRVT €T}, [-ndS =0}

Proponemos asi la siguiente version discreta del Problema 3.3.

Problema 4.1 Hallar ¢y, € Vi /R y Ay, € Ay, con [pp]s, = 1; (j=1,...,J), tales que

ar(Pn, ) — b(Ap,¥) = 1i(2),
az(Ansm) +0(n, on) = la(n),

para cualesquiera 1 € Vi, /R yn € Ay, con [J]gj =0@G=1,...,J)

Noétese que la definicién de b involucra el cédlculo explicito de los potenciales qAb/j. Para
evitar esta complicacion practica, aprovecharemos que las funciones test presentan la regu-
laridad adicional A, C L(T") C Hy 1/2 (T"). Concretamente, esta regularidad da sentido al
producto (7, (%I - IC)J)O,F para cualesquiera n € Ay y 1; € V; véase el Lema 3.1. En
consecuencia, podemos introducir la forma bilineal b: L3(T) x V. — R y el operador
lo: Lg (I') — R como las siguientes versiones de b y l2 que no involucran la proyeccién P:

~ ~ ~ ~

1 S
b(n, ) = po (0, (GT = K)¥)ors  la(n) := b(n, §").
Asimismo, definimos la forma bilineal a;: V x V — R y el operador l1: V — R como

a1 (Y1, 02) = (,u%{/jl,ﬁ%)o,g+Mo<ﬁrlz2,ﬂff)ﬁrlz1>vngw,

h(y) = MO<EEFJ’W79;6EF@T>V;XVW_,U0<T'nﬂz>0,1“-

7
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Finalmente, seguimos la estrategia propuesta en [2] para aproximar las trazas tangen-
cial y normal del campo T. De este modo, consideramos T{LVD y TﬁT, las interpoladas de
T en los espacios de elementos finitos de Nédelec y de Raviart—Thomas de primer orden,
respectivamente; entonces tenemos las aproximaciones T x n &2 ThND xny T -n= TfT ‘n.

Ademas, si fpj}{ denota la interpolada de 3” en V},, entonces ThND :—ﬁfpj,{ y, en particular,
TNP x n = —rotr@] sobre T,
propiedad que nos permite determinar fp{ reescribiendo el campo T}]LW? en términos de la
base dada en [6, Proposition 4.2]. Por lo tanto, aproximamos l1(¢) y l2(n) por
() = —po(T 0, 6)1 o0 o (rotrd, V(TR sm)hvpves By (n) = b, &).
Proponemos el siguiente esquema para resolver numéricamente el Problema 3.3.

Problema 4.2 Hallar ¢y, € Vi /R y Ay, € Ay, con [pp]s, =1; (7 =1,...,J), tales que

a1 (Bn, ) — b, ) = 1),
as(Mny ) +b(n, &n) = 15 (n),

para cualesquiera ) € Vi/R yn € Ay, con [1;]2]. =0(@G=1,...,J).

Proposicién 4.3 El Problema 4.2 tiene una unica solucion. Ademds, si la solucion (, \)
del Problema 3.3 es tal que el campo H definido en (21) presenta la reqularidad H|g €
H"(Q) y Hlgs\g € WT(R3\ Q)3, con r € (0,1], entonces

18~ Bhllne + 1A = Mllorjor < CH (1l + (Bl gongys + 1 loge) -
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