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Resumen

Los compactones son ondas solitarias con soporte compacto resultado de un equi-
librio entre efectos no lineales y dispersién no lineal, por ejemplo, de la ecuacién de
Rosenau-Hyman. Se presentan métodos numéricos para esta ecuacion basados en ecua-
ciones modificadas que consiguen disminuir el error en la propagacién de un compactén
mediante la correccién de los términos de error de truncado del método de diferencias
finitas de Ismail-Taha. La calidad de los métodos resultantes se estudia mediante la
evaluacién del error en los invariantes y la solucién respecto a sus valores exactos.

1. Introduccion

Los compactones son soluciones de tipo onda solitaria que se caracterizan por tener
soporte compacto y que aparecen en ecuaciones de evolucién que incluyen dispersién no
lineal y otros efectos no lineales. Rosenau y Hyman [6] encontraron estas soluciones en
una ecuacién Korteweg-de Vries generalizada llamada K (p, p), dada por
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donde u(z,t) es la amplitud de la onda, z es la coordenada espacial, ¢ es la coordenada
temporal, y ¢y es una velocidad constante.
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Los compactones son soluciones cldsicas de la ecuacién K (p,p) para 1 < p < 3, que se
pueden escribir como [7]
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donde ¢ es la velocidad del compactén y zg la posicién de su maximo en ¢ = 0. La
ecuacién (1) tiene cuatro invariantes I; = [ ¢;(u)dz, donde ¢1 = u, ¢g = u"l, ¢35 =
u cos(x), y ¢4 = u sin(z).

La resolucién numérica de la ecuacién K (p,p) presenta gran nimero de dificultades
asociadas a que el compactén sélo tiene k derivadas continuas en sus extremos para p =
(2+k)/k, con lo que los métodos numéricos introducen oscilaciones “ficticias” que conducen
a inestabilidades numéricas. Para la solucién de la ecuacién K (p,p) se han introducido
métodos pseudoespectrales que requieren disipacién artificial mediante filtrado paso alto
que reduce las oscilaciones ficticias [1, 6]. También se han usado métodos de elementos
finitos de tipo Petrov-Galerkin [2], métodos de Padé de alto orden [8], y métodos en
diferencias finitas [3, 5].

El método de ecuaciones modificadas es una técnica utilizada en fisica computacional de
fluidos para el analisis de la consistencia y estabilidad de métodos numeéricos, asi como para
el desarrollo de métodos de mayor orden mediante la correccién de los términos del error de
truncado [4, 9]. La técnica mds directa para esto dltimo es la correccién diferida (deferred)
del error [9]. En este trabajo aplicaremos dicha técnica al método de diferencias finitas de
segundo orden de Ismail-Taha [5] para la ecuacién K (p,p). La correccién diferida permite
obtener métodos de orden arbitrariamente grande, aunque nosotros nos centraremos en
métodos de cuarto, sexto y octavo orden de consistencia. Nuestro objetivo es determinar
el orden éptimo de la correccién buscando un compromiso entre exactitud y eficiencia
computacional.

En la siguiente seccién se desarrollan varios métodos mediante la técnica de ecuaciones
modificadas. Los resultados de nuestro estudio se presentan en la seccién 3. La tltima
seccion presenta las principales conclusiones obtenidas y algunas lineas de trabajo futuro.

2. Métodos Numéricos de Ecuaciones Modificadas

Consideremos el método de diferencias finitas presentado por Ismail y Taha [5] para la
resolucién numérica de la ecuacién K(p,p) que usa la regla del punto medio implicita en
tiempo y una aproximacién de diferencias finitas centradas de segundo orden en espacio.
Generalizaremos dicho método mediante la correccion de los términos del error de truncado
de su ecuaciéon modificada obteniendo métodos de mayor orden. En general, los métodos
resultantes para la ecuacién (1) toman la forma

dUp,

o Bi(E) (Un) + B;(E) (Un)? + Cr(E) (Uy,)? =0, (3)

donde se usa la ecuacién (1) con condiciones de contorno periédicas en el intervalo = €
[0, L], una malla de espaciado fijo Ax = L/M cuyos nodos son z,, = m Az, para m =
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0,1,...,M, Uy = u(zp), E es el operador de desplazamiento (EU,, = Upt1), v Bi(E)
y Cr(E) son operadores en diferencias finitas que aproximan, respectivamente, la primera
y la tercera derivadas. El método (3) se denotara (i, j,k), siendo el método propuesto
originalmente por Ismail y Taha [5] el método (2,2,2), en el que
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son aproximaciones para la primera y tercera derivadas de segundo orden cuyos términos

de error de truncado son
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respectivamente.

La ecuacién modificada para el método de Ismail-Taha o método (2,2, 2) se obtiene si
se introducen los términos de error de truncado (5) y (6) en la ecuacién (3). La correccién
diferida de dichos términos permite obtener métodos de mayor orden. Un método de cuarto
orden para la primera y tercera derivadas se puede obtener utilizando

Az? Az?

B4(E) = Ba(E) — 5 Dy(E)Ba(E),  Cu(E) =Co(E) — e Dy(E)C2(E),  (7)

donde se ha usado una aproximacién de segundo orden centrada para la segunda derivada

-1 1 2 2 g4
DQ(E):%, DQ(E)u:gé‘JrAl;g;jJrO(Ax‘*). (8)
La misma técnica se puede emplear para derivar métodos de orden arbitrario, corri-
giendo términos sucesivos en las ecuaciones (5) y (6). Sin embargo, es importante notar
que dichas correcciones adicionales tienen que tener en cuenta los términos de truncado
introducidos por la ecuacién (8). De esta forma, aproximaciones de sexto orden para la
primera y tercera derivadas se escriben como

7 Azt
120

Bo(E) = Bu(E) + 22 (Dy(B)? Bo(E),  ColE) = Ca(E) +

30 (D2(E))? C2(E). (9)

Este procedimiento puede extenderse facilmente para obtener Bg(E) y Cs(E).

Los compactones de la ecuaciéon K (p,p) son originados por un equilibrio entre los
términos no lineales de la ecuacién (1) por lo que hemos desarrollado una nueva técnica
de correccion que permite compensar simultaneamente los términos de error de truncado
introducidos por los operadores B;(E) y Ci(E). Para obtener un método de cuarto orden
con esta técnica usaremos un operador By (E) cuyo error de truncado sea
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que compensara a la ecuacién (6). El resultado es

(15 — 2 Az?)E™3 + (=60 + 18 Az?)E~2 4 (75 — 90 Az?)E~!
120 Az3

(75 — 90 Az?)E! + (=60 + 18 Az?)E? + (15 — 2 Az?)E?
120 Az3 ‘

3[4] (E) =

La nueva técnica de correccién también permite introducir un nuevo operador Bg (E)
que compensa simultdneamente los términos de segundo y cuarto orden en Az en la
ecuacién (6), aproximando la primera derivada con sexto orden. En concreto, se obtiene

(=49 4+ 6 Az2)E~* + (294 — 64 Az2)E~3 + (—686 + 336 Az2)E~2

B (E) = 1680 Az?
(686 — 1344 Az®)E~! — (686 — 1344 Az?)E!
* 1680 Ax3
(—686 + 336 Ax?)E? + (294 — 64 Az?)E? + (49 + 6 Az?)E?
B 1680 Az3 ‘

Para la integracién en tiempo de la ecuacién (3) en el intervalo ¢ € [0, 7], aproximada
en espacio utilizando los métodos (4,7, k) e (i,[j], k), se ha utilizado la regla del punto
medio implicita
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donde t" = n Aty U = u(zy,,t"). Este método representa una aproximacién de segundo
orden en tiempo y produce una ecuacién implicita que resolvemos numéricamente mediante
el método de Newton.

Para el estudio de la estabilidad en colisiones entre compactones de los métodos pre-
sentados es necesario anadirle al lado izquierdo de la ecuacién (1) un término lineal de
viscosidad artificial [5] de tipo —e d%u/0z*. Este término ha sido numéricamente aproxi-
mado por el operador de segundo orden D(E) dado por

E2-4E'46—-4E' + E? *u  Az? Ou

D(E) = A v DE)u= g+ —— 55+ O(Aaz'). (12)

3. Presentacion de Resultados

Se han comparado los métodos (i, 7, k) desarrollados en la seccién anterior usando
correcciones diferidas con 4,5 € {2,4,6,8} y k € {2,4,6}, y la nueva técnica de correc-
cién simultdnea con i € {2,4,6}, j € {[4],[6]}, vy k € {2,4}, lo que totaliza 60 métodos
diferentes, incluido entre ellos el método de Ismail-Taha.

En la tabla 2 se presentan el error en la solucién y en los dos primeros invariantes,
comparados con los valores exactos, para la propagacion de un compacton para los 34
métodos (i,7, k) en los que se ha obtenido una solucién estable, para el resto no se ha
podido terminar la simulacién en el intervalo ¢ € [0,200]. Como se observa en la tabla 2, los
métodos (i,2,2), con i € {2,4,6,8}, entre los que se encuentra el método Ismail-Taha, son
estables. Los métodos (7,7, k) con j > 4 y k > 4 también son estables para i € {2,4,6, 8}.
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Figura 1: Error en la soluciéon, en funcién de At, con Az = 0,05, ¢co =c=1,¢ =0, L =80
y T'= 200 para un compactén de la ecuacién K(2,2).

En el caso de los métodos obtenidos con la técnica de correcciéon simultanea, sélo son
estables los métodos (i, [4],2) e (i,[6],4), con i € {2,4,6}.

Como se puede apreciar en la tabla 2, el orden de la aproximacioén a la derivada primera
del término lineal no afecta a la estabilidad del método en la evoluciéon de un compacton,
pero si afecta al error de la soluciéon. De hecho, los métodos que aproximan al menos una
derivada con orden dos presentan errores del orden de 1072, mientras que para el resto
son de orden de 107%. Nétese que el método (4,[4],2) muestra un error en la solucién
de 8,83 x 1079, ya que es un método de cuarto orden gracias al uso de la correccién
simultdnea. Entre los métodos con error del orden de 1079, los que tienen k =6 (o k = 4
si es un método de correccién simultdnea) reducen aproximadamente a la mitad el error
en comparacién con los que utilizan £ = 4 orden (o k = 2 si es un método de correccién
simulténea).

El error en el primer invariante es similar para todos los métodos estables debido a
que dicho invariante es conservado cuando se usa aritmética exacta (con lo que los errores
observados son debidos al método de Newton). Los métodos (i, 7, k) con i = 2 son los
que presentan el mayor error en el segundo invariante, del orden de 10~7. El resto de los
métodos, con i > 2, presentan un error en el segundo invariante del orden de 10719, en el
limite de tolerancia utilizado para el método de Newton.

Los métodos de correcciones diferidas que mejor resultado han dado son los métodos
(4,4,6), (4,6,6) y (4,8,6), con un error de 4,5 x 107%. Entre los métodos de correccién
simultédnea el mejor es, con el error similar a los anteriores, el método (4, [6],4). Todos estos
métodos tienen en comun una aproximacién del orden mas alto a la tercera derivada, no
importando el orden de la primera derivada para el término no lineal. Como resumen
de nuestro anélisis de la simulacién de la propagacién de un solo compactén, el método
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mas eficiente, que presenta mejor equilibrio entre error y coste de ejecucién, es el método

(4,4,6).

La figura 1 muestra efecto de reducir el paso de tiempo, variando el pardmetro At,
en el error de la solucién para los 10 mejores métodos estudiados. La figura 1 muestra la
norma del error en funcién de At para los métodos de correcciones diferidas (izquierda)
y los métodos de correccién simultdnea (derecha). En esta figura se hace visible que una
disminucién importante de At no mejora apreciablemente el error, hecho que coincide con
los resultados obtenidos con otros métodos desarrollados por los autores [8].

Una solucion mucho mas dificil de resolver numéricamente es la interaccién entre varios
compactones. La tabla 1 muestra los resultados de un estudio de la estabilidad de los
métodos desarrollados en colisiones entre compactones en funcién del término de viscosidad
artificial (12). En la tabla 1 se han marcado con una x los métodos que son estables
para el correspondiente valor de e. Como se puede apreciar, los métodos que presentan
un menor error no son los que permiten menor viscosidad artificial ante una colisién
entre dos compactones. Los mejores métodos, en el sentido de necesitar menor aporte de
viscosidad artificial para ser estables en la colisién de dos compactones, son los que usan
una aproximacion de segundo orden a las derivadas primera y tercera de los términos no
lineales.
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Tabla 1: Estabilidad de los métodos desarrollados en funcién del valor de € para la colision
de dos compactones con ¢; = 1,25 y ¢ = 1 respectivamente, para Az = 0,05, At = 0,1,
L =100, co =1y T = 120 (tiempo suficiente para que se finalice una colisién completa).



Métodos numéricos para compactones basados en ecuaciones modificadas

4. Conclusiones y trabajo futuro

Se han presentado y analizado 59 nuevos métodos numéricos para la ecuacién de
Rosenau-Hyman basados en ecuaciones modificadas, de los cuales 48 hacen correcciones
de términos de error de truncado para cada derivada de forma independiente (correccién
diferida) y los 11 restantes hacen correcciones simultdneas de términos de error de truncado
de la primera y tercera derivadas.

Se han estudiado la estabilidad y los errores de la solucién y de los dos primeros
invariantes en la propagacién de un solo compactén de la ecuacién K(2,2) utilizando
todos los métodos numéricos. El andlisis empirico de la estabilidad de estos métodos ha
mostrado que solo 33 son estables. La comparacién del error entre la solucion numérica y
la exacta ha mostrado que algunos de los nuevos métodos obtenidos por correccién de la
ecuacién modificada del método de diferencias finitas original de Ismail-Taha son mucho
mas exactos que éste, siendo el método mas eficiente, que presenta mejor equilibrio entre
error y coste de ejecucién, el método (4,4, 6).

Se ha analizando la estabilidad de todos los métodos numéricos para colisiones entre
dos compactones, lo que requiere la adicién de un término de viscosidad artificial. Cuando
el coeficiente de este término es suficientemente grande, todos los métodos son estables.
Para valores mas pequenos del coeficiente son mas estables los métodos con un orden
inferior en la aproximacion a las derivadas de los términos no lineales.

En la actualidad se estédn disenando otros métodos basados también en la técnica de
ecuaciones modificadas que corrigen errores de truncado no sélo para la parte espacial,
también para la temporal.
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Tabla 2: Errores en la solucién y los dos primeros invariantes para los 34 métodos (i, j, k)
estables utilizando Az = 0,05, At = 0,1, e =0, L =80 y T = 200 para un compacton de
la ecuacién K(2,2) con ¢g =c = 1.



