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Resumen

En este trabajo consideramos procesos iterativos tipo Newton de dos puntos para
aproximar una solucién de una ecuacién no lineal en espacios de Banach. A partir de
una expresion general que caracteriza estos procesos iterativos, obtenemos resultados
de convergencia semilocal, estableciendo una teoria unificada para el anélisis de este
tipo de procesos.

1. Introduccion

Uno de los procesos iterativos més utilizados para la aproximacion de una solucion de
la ecuacién no lineal

F(r) =0, (1)

es el método de Newton. Si consideramos F' un operador no lineal F': 2 C X — Y, siendo
X e Y dos espacios de Banach y €2 un dominio abierto y convexo, el algoritmo que define
el citado método viene dado por

Tt = 2n — (F'(20)) ' F(z), n>0, €. (2)

Pese a ser un proceso iterativo eficiente, tiene el inconveniente de necesitar la evaluacion
del operador I’ en el punto z,,. Un procedimiento para evitar este problema es aproximar
este operador por una diferencia dividida. Recordemos que un operador lineal y acotado
[z,y; F]: Q@ C X — Y se dice una diferencia dividida de primer orden para F' en los puntos
distintos x e y si cumple

[z,y; F] (z —y) = F(x) — F(y). (3)
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Entonces aproximamos F'(x,,) por [Z,_1,x,; F| y as{ obtenemos el conocido método de la
Secante [4]:

Tpi1 = Tp — [Tn_1,20; F] ' F(2,), n>0, z_1,20€Q dados. (4)

Este es un método de dos puntos, ya que cada paso del algoritmo necesita de dos puntos,
y es el mas conocido de los tipo Newton. Una generalizacion de este proceso iterativo la
proporciona la familia uniparamétrica de procesos iterativos tipo Secante [2], dada por

r_1, o € Q
Yn = ATy + (1 - /\)$n—17 A€ [07 1)) (5)
Tntl = Tp — [yn,:nn;F]_lF(wn), n > 0.

que también es un método de dos puntos tipo Newton. Otra situacién de este tipo se
presenta en el conocido método de Steffensen [3] (¢, F': @ C X — X)

Tpil = Ty — [xn,g(a:n);F]le(azn), 0 €, n>0, (6)

Todos estos métodos de dos puntos tipo Newton no necesitan evaluar F’ pero pierden
velocidad de convergencia respecto de la convergencia cuadratica del método de Newton,
aunque tienen convergencia superlineal. Al no necesitar de la existencia de F’, pueden ser
utilizados para aproximar soluciones de operadores no diferenciables.

Se han utilizado otros procesos iterativos de dos pasos tipo Newton, construidos a
partir de la descomposicién del operador no diferenciable F' como

F(z) =G(z) + H(x),

siendo G, H : 2 C X —,Y, donde G es un operador diferenciable y H es continuo pero no
diferenciable. Asi, por ejemplo E. Catinas [1] propone el siguiente algoritmo

Tnt+l1l = Tp — (G/(xn) + [xnflvxn; H])_l

F(zp), n>0, z_1,x0€ . (7)
Pues bien, en este trabajo tratamos de conseguir una teoria unificada para el estudio de
todos estos procesos iterativos considerando el algoritmo

Tni1 = Tp — (A(zp_1,2,)) " Flzn), n>0, z_1,20€Q (8)

donde A(z,y) es un operador lineal y acotado de Q2 C X en Y, es decir, A(z,y) € L(X,Y)
para x,y € Q. Es claro que estos procesos iterativos dados en (8) generalizan los algoritmos
(2), (4), (5), (6 )y (7).

Asi, en la seccién 2 estudiamos resultados de convergencia semilocal para (8) utili-
zando relaciones de recurrencia. En la seccién 3, utilizando la descomposicién en partes
diferenciable y no diferenciable para el operador F', obtenemos otro resultado de conver-
gencia semilocal, en esta ocasion aplicable al caso en que (1) represente una ecuacién no
diferenciable.
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2. Relaciones de recurrencia. Convergencia semilocal

En esta seccién, haremos un estudio de la convergencia semilocal del algoritmo (8)
considerando condiciones de tipo Lipschitz para los operadores involucrados. En primer
lugar, suponemos que F' diferenciable y se verifican las condiciones

1F'(x) = F'(y)ll < kalle =y,

(9)
1F(2) = A(u, ) || < Fa(llz —ull + [l —oll); 2, y,u,0 € Q

y consideramos k = max{ki, ka}

A continuacién, estableceremos un conjunto de relaciones de recurrencia que nos per-
mitirdn demostrar dicha convergencia. Sean x_1,x¢ € €2 y suponemos que existe el inverso
del operador lineal Ay = A(z_1,x0) cumpliéndose las condiciones iniciales:

@ A@_1,20) | <8, o1 — w0l =, [|[Ao ' F(zo)| <7 (10)
Definimos
aflzain, ao = Bk(a+1n)

y la sucesion real {a,} dada por
an = f(an—1)2 Gn-1 Qp—2, n=>1, (11)

donde f es la funcién

que es creciente y f(x) > 1 para z € (0,1).
Como z; esta bien definido por existir Ag™!, se sigue

21— xoll = Ao F(wo)| <n v |40~ || kllzs — zoll < Bkn = aga_.
Probaremos por induccion sobre n las siguientes relaciones para n > 1:
(in) Existe A, = A(wn,l,xn)_l tal que ||An_1|| < flan-1) HAnfl_lna
(iin) N#ns1 = znll < flan-1) a1 [lzn — zn-1ll;
(i) ||An71||k [2n — 2n-1l| < flan-1) an—1 an—2,
[An & (|2nt1 — @l < @ an—1.
Suponiendo que ag < 1, z1 € Q y (9), tenemos
17— Ao~ Aul] < [|[A0™ ] [ Ao — Al
< Ao (1A (z-1,20) = F' (o)l + || F'(x0) — A (0, z1)]])

< Bk(a+mn) =ap <1,
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y por el lema de Banach existe A; 7'y

140~

A < - < f(ag) [[ A0
1—[|[ Ao~ k(lz—1 — @oll + |lzo — z1]])

lo que prueba (i1).
Utilizando la formula de Taylor, tenemos

1
F(z1) = (F'(z0) — Ao)(21 — 20) +/o (F' (o + t(x1 — x0)) — F'(20)) (21 — x0) dt.

Por (9) se sigue
IF (@)l < K llzo — 21|l a1 = zol| + kllz1 — o* < k(a +n) [lo1 — o]
Como x5 estd bien definido por estarlo A1, se obtiene

lz2 — 21]| < f(ao)[|[ Ao || [1F(x1)]| < f(ao)aollzr — woll,

y se cumple (7i).
Notar que, por (i1) y (ii1), se sigue

A1~ | kll@1 — 2oll < f(ao)Bkn = f(ao)aoa—1.
Por otro lado,
[AL7 | K [lze — 21| < flao)Bk f(ao)aollz1 — 2ol < arap.

Suponiendo a, < 1y z, € €2, para n > 1, se prueban de forma andloga (in1)-(%1%n+1)-

Para establecer la convergencia de la sucesion {z,}, serd suficiente probar que {a,} es
decreciente.

Lema 2.1  Si (Bkn)Y/? <n/(a+n) < (3 —/5)/2, entonces la sucesion {a,} dada
por (11) es decreciente.

Teorema 2.1  Supongamos que se satisfacen las condiciones (9), (10) y las hipdtesis
del Lema 2.1. Si B(xo,70) C Q, donde ro =15 y A= T2~ < 1, entonces la sucesion
{zn} dada por (8) estd bien definida y converge a x* solucion de (1). Ademds la solucion

x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xo,T0).

Ahora nos planteamos generalizar al caso cuando el operador F' no sea diferenciable.
Para ello hemos de sustituir las condiciones (9) dadas sobre F’. Esta generalizacion la
llevamos a cabo considerando que para cada par de puntos distintos z,y € {2, existe la
diferencia dividida de primer orden en ellos [z,y; F] € L(X,Y) y que se verifica:

Iz, y; Fl = A(u, 0)[| < k(2 —ull + [z = vll); 2,y,u,0 €9, (12)

Con esta nueva condicién siguen cumpliéndose las relaciones de recurrencia planteadas
al inicio de esta seccién, obteniéndose la misma sucesién {a, }. En efecto, lo comprobamos
para el primer paso, ya que el proceso inductivo no ofrece dificultad.
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Para la existencia del inverso A; !, procedemos como sigue:
11— Ao Al < [[Ag™ | 1140 — A4

< [ Ao (1A (@—1, 20) — [w—1, 03 FII| + |[[x—1, 0; F] — A (0, 21)|)
< Bk(a+n) =ag <1,

lo que demuestra (i1).
Para comprobar (ii1), en lugar de utilizar la formula de Taylor, aplicamos (3) y (8)
para expresar F(z1) de la siguiente forma:

F(l’l) = F(wo) — [xo,xl;F](a:o — xl) = (A() — [xo,ml;F]) (1‘0 — 231).
Entonces, por (12), se obtiene
[E(z1)[| < [[[zo, z1; F] = Aol| [[#1 — ol < K ([[xo — 21| + [[#1 — o)) [[21 — 20|

< k(a+mn)|zr = o

y trivialmente se cumple (#ii7).
Estamos ya en condiciones de poder dar un nuevo teorema de convergencia semilocal,
valido ahora para operadores no diferenciables

Teorema 2.2  Supongamos que se satisfacen las condiciones (10), (12) y las hipdte-

sis del Lema 2.1. Si B(wg,r9) € Q, donde ro = %x y A= %, entonces la

sucesion {xy,} dada por (8) estd bien definida y converge a x* solucion de (1). Ademds la
solucion x* y las iteraciones x, pertenecen a B(xzg,ro).

3. Operadores no diferenciables

De nuevo, en esta seccién, analizaremos la convergencia semilocal de (8) en las condi-
ciones iniciales consideradas en (10), dados x_1,z¢ €

M) JA@-,z0) <8 e —aoll =a, [Ag ' Flao)l <7
y supondremos ademas

(1) [|G'(z) = G"(W < wrlllz = yl); =,y € Q, siendo

w1 : Ry — R continua y no decreciente,
(III) Existe una funcién continua y no decreciente h : [0,1] — R4, tal que wq(tz) < h(t)wi(2),
1
conte[0,1] y z € [0,00). Escribimos T = / h(t) dt.
0
(IV) [[H(z) = Hy)|| < cllz —yll; =,y €,

V) IG'(z) — Ay, 2)|| < wa(llxz —yll, |l — =z]]); =z,y,z € Q, siendo ws : Ry xRy — Ry
continua y no decreciente en ambas componentes
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Notar que la condicién (IIT) no supone ninguna restricciéon porque siempre existe h
tal que h(t) = 1, como consecuencia de ser wy no decreciente.

Teorema 3  En las condiciones (I)-(V), denotamos por
m = max{[ (w2(a,0) + Twi (n) + ¢), B (w2(n,0) + Tw;y (n) +¢)}
y suponemos que la ecuacion

' (1 1 —ﬂm(a,rg) +wz<r,r>>> “n=0

tiene al menos una solucion positiva. Sea R la solucion positiva mds pequeria. Denotando
pord = [ (w2, 0) + wa(R, R)), st B(zog, R) C Q ym+d < 1, entonces, la sucesion {zy}
dada por (8) estd bien definida, pertenece a B(xg, R) y converge a una solucion x* de la
ecuacion F(x) =0 en B(xo, R).

(13)

Demostracion. Para simplificar la notacién, como hemos hecho antes, denotaremos
A(zp—1,Ty) = An. En primer lugar probaremos, por induccién, que la sucesién generada
por (8) estd bien definida, es decir, que en cada paso el operador A, posee inverso y el
punto obtenido z,1 estd en (2.

De las hipétesis iniciales se sigue que 1 estd bien definido y ||z1 — zo|| < 1 < R. Por
tanto, x1 € B(xg, R) C Q.

Utilizando (V) y que ws es no decrecientes, resulta

11— Ao~ Aull < Ao~ 140 — Ad
< [ A0 (| A(z—1, 0) — F'(wo)|| + || F' (z0) — A(wo, z1)]|
< B (wa(a,0) + we(R,R)) < 1,
por el lema de Banach existe A; 'y ademads

g g

| A1

1
s e tmER) 1-d

Como G es diferenciable, por la formula de Taylor, se tiene

1
G(x1) = G(z0) + G'(x0) (21 — T0) +/ (G/(azo +t(xy — o)) — G’(xg)) (z1 — x0) dt.
0
Por otro lado, utilizando H(z1) = H(xo) + H(x1) — H(zg), podemos escribir

F(.%'l) = G(l‘l) + H(wl) = F($0) + G,($0)($1 — .%'0) + H(.%'l) — H(l’o)

1
+/ (G'(wo + t(x1 — x0)) — G'(20)) (21 — w0) dt.
0
Entonces, por (8)
1
F(a1) = (G'(w0) — Ale-1,20)) (xl_x0)+/0 (G'(o + t(z1 — x0)) — G'(20)) (x1~0) dt-+H (z1)—H (zo).

Tomando normas y aplicando (IT)-(V), se sigue que

[F(z1)|] < (w2 (@, 0) + Twi (n) +¢) |21 — o],
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entonces se obtiene que xo € {2 considerando:

m
1-d

lz2 — @1l < [ ALTH] [[F (1)) < 1 = zol| = M[z1 — zoll <,

m
donde M = 1-a Por otro lado, teniendo en cuenta que R satisface (13), entonces

lz2 — @0l < [|w2 — 21| + (|1 — @o| < (M + 1)[|21 — 20| < (M + 1) < R.

Es facil probar por induccién sobre n las siguientes relaciones para n > 2:

(in) 3A,7 = A(xn_l,xn)fl tal que ||A4,7Y < % ,

(i) Nenss = 2all € Ml — 20| < MPJer =20l S0 ¥ @ar1 € Blao, R) C 2.

En segundo lugar, probaremos que {z,} es sucesién de Cauchy. Para k > 1 se tiene

[Zntk = 2l < ll@nk = nprall + |2nsr—1 = Tnpr—all + - + 201 — 2l

_ _ 1— M*
< |MEL 4 MR 2+~~-+1] [Zn+1 — Tnll Sm”%ﬂ—l—xn”<

1_ MMnHa,’l - .730”

en consecuencia, {x,} es una sucesién de Cauchy y converge a z* € B(xo, R).
Por dltimo, veamos que x* es una raiz de F. Como

[ ()|l < (w2 (0,0) + Twr () +¢) |z = 2nl]

y ||Zn — Zn—1|| — 0 cuando n — oo, se tiene F(z*) = 0.

4. Aplicacion

Sea el siguiente sistema

Por tanto, tenemos el operador F : R? — R2 con F = (F, F3). Para = (21,72) € R?

tomamos Fi(x1,x2) = 113/? — 1y — % + é]ml — 1], Fa(z1,x0) = x93/ + %3:1 — % + %\xgl
Aplicaremos el método de la Secante para aproximar F(z) = 0. Dados u,v € R2,

tomamos [u,v; F] € L(R?,R?) como

Fi(uy,v2) — Fi(v1,v2) [, s Flig = Fi(uy,uz) — Fi(uy,v2) =12

up — 1 Uz — V2

[u,v; Fljn =

Luego

luz| v
2 0 s

w?ow” A I TR
[u,v; F] = t W32 302 +§ t
2 2

9 U9 —v2
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Entonces, con la norma del maximo, se sigue

53 F) = o3 F < iz =2 4y = o2 4
Por tanto no se verifica la condicién Lipschitz (12) y estamos en la situacién descrita en la
seccién 2. Establecemos la descomposicién de F' en su parte diferenciable G = (G1,G2) y
no diferenciable H = (Hy, Hs). Para x = (71, 22) € R? tenemos G (1, 22) = :1513/2—@'2—%,
Gg(xl,xz) = x23/2 + %xl - %, H1($1,$2) = %]wl - 1|, Hg(xl,xg) = %‘:132’
Por tanto, se tiene

/ %xiﬂ -1 ’ / 3 1/2
G)={*y 412 I6G@)-GHI<lz-yl
9 22

Asi como

) =5 (751 ) v M@ - HO < glle -

Ahora aplicamos el método de la Secante para aproximar la solucién de (14). Elegimos
z_1=1(5,5) y z0 = (1,0). Después de tres iteraciones conseguimos

2z = (1,06157,0,329438) vy 23 = (1,00309, 0,253723) .

Entonces, tomamos x_; = 29 y xg = 23. y resulta

2
a=0,0757149, (B =1,15189, 7 =0,00371354, T = 3

Por tanto, la sucesién generada por el método dicho converge a una solucién x* de la
ecuacién F(z) = 0 en B(zg, R). Obtenemos el vector z* = (1,0,25) como solucién del
sistema (14).
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