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Resumen

Presentamos en esta comunicacién, en primer lugar, un mecanismo para explicar la
aparicion de un ciclo limite bizonal en un circuito en puente de Wien polarizado de for-
ma asimétrica modelado mediante funciones lineales a trozos. Damos expresiones para
la amplitud y el periodo de la oscilacién bizonal y las comparamos con las obtenidas
experimentalmente. Seguidamente, mostramos, modificando el valor de una resisten-
cia en el circuito, la continuacion del ciclo limite bizonal cuando ocupa las tres zonas
de linealidad. El ciclo limite continta existiendo hasta un determinado valor de la
resistencia. En ese momento, desaparece con amplitud finita y periodo infinito debido
a una bifurcacién de cardcter global que ocurre cuando el tinico punto de equilibrio
estd sobre una de las lineas de separacion.

1. Introduccion

Frente al uso habitual de aproximaciones lineales en el estudio de problemas en inge-
nieria, es cada vez mas patente la necesidad de recurrir a modelos no lineales para dar una
explicacion rigurosa de la complejidad dindmica que presentan los sistemas fisicos en la
practica. En este sentido, el andlisis de sistemas no lineales ha recibido un fuerte impulso
en los ultimos decenios gracias, entre otras disciplinas, a la consolidacién de la moderna
teoria geométrica y de bifurcaciones de sistemas dinamicos.

Uno de los osciladores electrénicos mas comunes, util para una gran gama de frecuen-
cias, es el oscilador en puente de Wien. Debe su nombre al fisico aleman M. Wien que lo
inventé en 1891. Se trata de un sistema que presenta simetria al cambio de signo de sus
variables de estado. Aqui estudiaremos una variante sin simetria, tal como se muestra en la
Figura 1. Fue implementado con éxito, desde el punto de vista oscilatorio, por Bill Hewlett
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Figura 1: Esquema del circuito electrénico puente de Wien asimétrico.

y Dave Packard (fundadores de HP) en 1939, siendo el primer producto comercializado
por la multinacional HP bajo el nombre HP200A.
Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de la Figura 1 obtenemos las ecuaciones

VCQ - EB

RICIVC1 = _VC1 - VCQ + ‘/bu Clvcl - CQVCQ = R2

(1)
donde, las variables de estado Vi, v Vi, son las tensiones en los condensadores C; y Ca,
mientras que Vp = f (V) es la tension de salida del amplificador operacional y V denota
la derivada con respecto a la variable temporal s.

Se han formulado diversas propuestas para modelar la no linealidad del amplificador
operacional. En [11] se considera la funcién diferenciable

2K T
Vo=f(Ve,) = — arctan (EV@) ,

donde E es el voltaje de saturacion del amplificador operacional y a = 1 + %’; es la
ganancia del circuito equivalente al amplificador operacional. Otro modelo es el lineal a
trozos propuesto por Kriegsmann en [9] basado en la formulacién

E sgn(aVe, — E), si |aVe,| > E,
aVe,, si |[aVe,| < E.

Vb:f(VCQ):{

Esta formulacién es la que se considera en este trabajo por ser la que se ajusta maés
fielmente al comportamiento real del circuito.
Realizando en (1) el reescalado z1 = Vi, /E, x2 = Vo, /E y teniendo en cuenta que

%f <fazl> = sat (1) := { sgn(z) i [z| > 1,

x si |z| <1,
llegamos al sistema no simétrico lineal a trozos con tres zonas

7( Loy 1 ) 1 a o Ep
i = R1C2 ) R2Co R1102 x_|_< Rlacz >sat ($1)+< RyCy E > (2)

TR B G 0

En lo que sigue pretendemos analizar la existencia de ciclos limite en el sistema (2).
En primer lugar, nos centraremos en las oscilaciones bizonales, dando expresiones para
la amplitud y periodo del ciclo limite resultante. Para ello, la segunda seccién de este
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trabajo estd dedicada al estudio de los sistemas lineales a trozos con dos zonas y al andlisis
de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite. Utilizando la teoria desarrollada en la segunda
seccion justificaremos, en la tercera, el nacimiento de la oscilacién bizonal en el circuito,
dando expresiones para la amplitud y el periodo de esta oscilacién. En la tltima seccion,
mostramos, modificando el valor de una resistencia en el circuito, la continuacién del
ciclo limite bizonal cuando ocupa las tres zonas de linealidad. Entonces, las expresiones
de amplitud y periodo obtenidas dejan de tener validez, aunque el ciclo limite continta
existiendo hasta un determinado valor de la resistencia. En ese momento, el ciclo limite
desaparece, debido a una bifurcacién de caracter global que ocurre cuando el tnico punto
de equilibrio del sistema estd sobre una de las lineas de separacién entre las diferentes
regiones lineales. Para este valor de la resistencia, el punto de equilibrio es globalmente
atractivo, no estable, y el sistema posee un continuo de homoclinas, lo que explica la
desaparicion del ciclo limite con amplitud finita y periodo infinito.

2. Sistemas lineales a trozos con dos zonas de linealidad

Realizaremos en esta seccién un breve repaso sobre las formas més simple de escribir
(formas canénicas) las ecuaciones de los sistemas continuos lineales bizonales. También
daremos a conocer aquellos resultados que predicen la existencia de un tdnico ciclo limite
asintoticamente estable, proporcionando expresiones analiticas para la amplitud y el pe-
riodo del ciclo limite.

Comenzamos recordando que, sin pérdida de generalidad, cualquier sistema dindmico
continuo lineal a trozos plano con dos zonas puede escribirse en la forma:

. Bix+c si 21 <0
X:{ng+c si 1 >0 (3)

T . s

donde x = (z1,72)", ¢ € R? y las matrices By, By comparten sus dos ltimos columnas.

Ahora presentamos una de las formas candénicas mas comunes para los sistemas bi-
zonales. La prueba del siguiente resultado puede verse, por ejemplo, en [3].

Teorema 1 Si las primeras componentes de las sequndas columnas de las matrices By y
By son no nulas, entonces existe un cambio lineal de variables que transforma el sistema
(8) en la forma candnica de Liénard

t —1 0 .
<
<d 0>X+<a> st x1 <0

X = ac{-1,0,1}. (4)

T -1 n 0 . <0
D 0 X a st T

La hipdtesis requerida en el Teorema 1 garantiza, desde el punto de vista de la teoria
de control (ver [1] y [2]), la observabilidad del sistema (3).

Observemos que, fijado el signo de a en la forma canénica (4), el sistema lineal a
trozos con dos zonas queda definido a partir de los cuatro parametros T', D, t y d (trazas
y determinantes de las matrices que definen al sistema). No obstante, si el signo de alguno
de éstos esta determinado, ain podemos reducir el ntimero de parametros. En el siguiente
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resultado suponemos que el signo de D es conocido y con ayuda de un reescalado en el
tiempo, y un cambio lineal de variable conseguimos eliminar dicho parametro. Ademads, es
directo ver que el sistema (4) posee un tnico punto de equilibrio si y sélo si D - d > 0.

Proposicion 2 Supongamos que D > 0. Entonces, realizando un adecuado reescalado en
el tiempo y un cambio lineal de variables, el sistema (4) puede reescribirse en la forma:

t —1 0 )
(d O)x—i—(@), st 1 <0

% = ac{-1,0,1}. (5)
T -1 " 0 . S0
1 0 )X I

El sistema (5) siempre tiene un punto de equilibrio (Z1,Z2) = (1,T"). Tendra un segundo
punto de equilibrio (Z1,Z2) = (é, %) sid < 0.

A continuacién, presentamos un resultado que caracteriza la existencia de ciclos limite
en el sistema (5). Nos remitimos a los trabajos [2], [6] o [12] para lectura de su demostracion.
Sélo presentamos el caso a < 0, pero obviamente un cambio natural permitiria dar el
resultado para a > 0. Nétese que si a = 0, entonces (5) no posee ciclos limite.

Teorema 3 Sid >0,a=—1,t <0, T >0, entonces (5) posee ciclos limite si y sélo si
t2/d >T yT < 2. Ademds, el ciclo limite es tinico y asintéticamente estable.

El Teorema 3 proporciona las condiciones para la existencia de una oscilacién estable,
pero no contempla la explicaciéon del por qué de la aparicién del ciclo limite estable (es
decir, de la oscilacién). Nosotros intentaremos explicar en las siguientes paginas uno de
los mecanismos que justifican la aparicién del ciclo limite estable.

Puesto que los resultados que a continuacién se irdn enunciado tendran su aplicacion
directa sobre las ecuaciones que modelan nuestro circuito en puente de Wien, realizaremos
algunos cambios adecuados en el sistema (5) para que la aplicacién de los resultados al
circuito se realice de la forma mas directa posible. Realizaremos el conveniente cambio de
variables para trasladar la recta de separacion x; = 0 a la de ecuacién x1 = —1 y el punto
de equilibrio del sistema al origen.

Proposicién 4 Supongamos que a = —1 para el sistema (5). Entonces, existe un cambio
de variables que transforma al sistema (5) en la forma:

t —1 I t—T .
(o) (5)+ (Gh) wmen

7 T -1 T )
(T() e

Asi, es directo observar que el punto de equilibrio es estable si T' < 0 (asintdticamente
estable si T < 0) e inestable si T > 0. Ademads, el punto de equilibrio es un foco si y sélo
siT? -4 <0y T+#0;y es un centro cuando T = 0.

Si ahora suponemos que |T| < 2, entonces T2 — 4 < 0 y el origen es un foco o un
centro. Si ademas T < 0, entonces nos encontramos con un foco asintéticamente estable.
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Cuando T = 0, el foco se convierte en un centro (estable, pero no asintéticamente estable)
y al pasar a T' > 0 el origen es un foco inestable (el punto de equilibrio ha perdido la
estabilidad).

Asi, nos encontramos con una bifurcacién en T = 0 y por tanto, con un cambio
cualitativo en la dindmica del sistema. Si suponemos que |T'| es suficientemente pequefio,
entonces, cuando 7' > 0, el Teorema 3 garantiza la existencia de una érbita periddica
aislada asintéticamente estable, pues T2 — 4 < 0 y t/d > T?. Este ciclo limite nace
de la ultima oOrbita periddica de centro lineal que es tangente a la recta de separacién
x1 = —1. Se conoce, por tanto, esta bifurcacién con el nombre de foco-centro-ciclo limite y
ha sido explotada con éxito en sistema planos trizonales con simetria [7], tridimensionales
trizonales con simetria (ver [8]) y en sistemas tridimensionales con dos zonas (ver [4]).

La existencia del ciclo limite estd garantizada por el Teorema 3, pero su nacimiento
desde la érbita periddica tangente a la recta x1 = —1 cuando T' = 0 requiere el uso y
andlisis de las denominadas ecuaciones de cierre. Supongamos que el ciclo limite existente
interseca a la recta de separacién en los puntos (—1,yp) y (—1,%1) con y; > yo. Entonces,
la solucién del sistema lineal homogéneo de la zona derecha con condicién inicial (—1, yO)T
alcanzard en un tiempo s; el punto (—1,y;). Es decir,

o [(7 )4 (3)-(2)

De forma anéloga, la solucién del sistema lineal en la zona derecha con condicién inicial
(=1,y1)7 deberd alcanzar el punto (—1,yg) en un tiempo sg. Asi,

ol ) der) (o er)

Las ecuaciones (7)-(8) conforman las denominadas ecuaciones de cierre. Sus soluciones,
cuando se imponen algunas condiciones naturales nos proporcionan las orbitas periodicas
bizonales del sistema (6).

Para la resolucién de las ecuaciones de cierre (7)-(8) se aplica, después de una adecuada
simplificacion, el Teorema de la Funcién Implicita. Para ello, se toman como incognitas las
variables (T, s1, Yo, S0,%1) y se comprueba trivialmente que (0, 27,0,0,0) es una solucién
de las ecuaciones de cierre, que corresponde a la orbita periddica méas externa del centro
lineal tangente a la recta de separaciéon x; = —1. Se puede probar que al mover T hacia
valores T' > (0 aparece una rama de soluciones de las ecuaciones de cierre que parten
del punto (0,27,0,0,0) y que se corresponden con ciclos limites del sistema (6). Por este
motivo, se dice que el ciclo limite nace de la érbita periddica méas externa del centro lineal.
Enunciamos estas consecuencias en el siguiente resultado que resume algunas ya dadas.

Ul
Q-

Teorema 5 Asumamos quet <0, d >0, |T| < 2. Entonces:
(a) El origen es el inico punto de equilibrio del sistema (6).
(b) SiT <0, el origen es un equilibrio globalmente asintoticamente estable de (6).

(c) SiT =0, el sistema (6) posee una configuracion de centro lineal restringido a la zona
x1 > —1. De la orbita periddica mds externa de este centro surge un ciclo limite para



V. Carmona, E. Ponce, J. Ros

T > 0 suficientemente pequenio que continua existiendo si 0 < T < min {2, \_72}

La amplitud A (medida como el mdzimo de x1) y el periodo P tienen los siguientes
desarrollos en serie de potencias de T5:

1
A = 14 (28 gays | (1205 (15424d4282) s (am)S sys
83 | 480¢3 12¢3
253 [(d—1)2 112
P = 27T+7r(dt_1)T— (12°7°) [(d5 D) +t]T5/3+‘_,
1063

3. Oscilacién bizonal para el circuito: expresiones de la am-
plitud y el periodo.

En esta seccién analizaremos la oscilaciéon bizonal en el circuito de la Figura 1. Para
ello, necesitamos realizar unos adecuados cambios de variables en el sistema de ecuaciones
(2). La idea es considerar que el circuito es bizonal y escribirlo en la forma (6) para aplicar
el Teorema 5.

. . _ _ x _ xm __ _aFp
El cambio de variables u; = x1, us = Rt RO T BB transforma (2) en

(i )= (7 5 ) G )+ (0 st (el )

1 1 1 de 1
R Cy * R,y * RCy ¥ T RiR,CiCy
Para asegurar que el punto de equilibrio del sistema (9) se encuentra en la zona central
y mas cerca de la frontera izquierda debemos imponer —1 < aEp/E < 0.
Ahora bien, puesto que el fendmeno que queremos analizar inicialmente sélo involucra
a las zonas central e izquierda, podemos suponer que el comportamiento del circuito es

donde t=

bizonal y la frontera de linealidad es la recta u; = —1. El siguiente cambio de variables
ab
- — /s xl:Em—aEB 2_i“2_t+3fcl_RgcfE_t+R1aCz

Etabp ' " Vi  1+%& Vi

transforma el sistema (9), restringido a las zonas izquierda y central, en el sistema

([ =t _ &
(ﬂ 1>($1>+< \/ERIC2> siz < -1
1 0 ) 0
dx
ar Sas i
( Vi _1><x1) siz > —1
1 0 L2

La condicién de bifurcacién para el sistema (10) es Ry = Rs (% + 1%) .

Si ahora elegimos el amplificador operacional LF412CN con una alimentacién de 9
voltios, de manera que el voltaje de saturacién es £ = 8,2 voltios, y Fp = —1V, Ry = Ry =
2,2k, C1 = Cy = 320 kpF, Ry = 9,78 k(, entonces el valor critico de bifurcacién es Ry =
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19560 (2. Por tanto, la aplicacién del Teorema 5 nos asegura la aparicién en el circuito de
una oscilacion periédica bizonal automantenida para valores de la resistencia R superiores
al valor critico y suficientemente cercanos a él. Ademés, teniendo en cuenta los cambios
anteriores es posible dar expresiones para la amplitud y periodo de esta oscilacién. En la
Figura 2 se muestra la amplitud y el periodo de la oscilacién con dos y tres términos no
nulos de las series y su comparacién con los datos experimentales medidos en el laboratorio.
De las dos graficas expuestas queda patente la bondad del modelo lineal a trozos elegido
y la aproximacion de las series obtenidas. Evidentemente, nuestros célculos y conclusiones
son validas porque la oscilacién no invade la tercera zona de linealidad.

3 T T T T T T 0.032
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>
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N
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18p * ] 2T
- 0028} R
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Figura 2: Amplitud y periodo de la oscilacién periédica al variar Ry. Se muestra la com-
paracién entre los resultados experimentales medidos en el laboratorio (x x x), y los re-
sultados cuando se toman sélo dos (- - -) o tres (- - -) términos no nulos de las series
obtenidas.

4. Oscilacion en las tres zonas y bifurcacion global

La bifurcaciéon foco-centro-ciclo limite presentada en el Teorema 5 justifica el nacimien-
to de la oscilacion periddica en el circuito viviendo en las zonas izquierda y central. Hemos
observado que al aumentar el pardmetro de bifurcaciéon R; el ciclo limite aumenta de
tamano, llegando a invadir la zona derecha de linealidad. Esto sucede para Ry ~ 24,8 k2,
por lo que a partir de este valor las expresiones de amplitud y periodo obtenidas dejan de
tener validez. Si seguimos aumentando el pardmetro de bifurcacion, la oscilacién continua
ocupando las tres zonas de linealidad y el punto de equilibrio del sistema pasa de foco
a nodo para Ry = 39,12 k(, siguiendo en la zona central y moviéndose hacia la fron-
tera izquierda. En la simulacién realizada se observa la desaparicién de la oscilacion para
Ry ~ 69,7 kQ con amplitud finita y periodo infinito. Este comportamiento puede asocia-
rse al cambio de estabilidad del equilibrio y, en este caso, dicho cambio sucede cuando el
punto de equilibrio toca la frontera izquierda. En el modelo matematico este fenémeno se
produce cuando se satisface la condicién E + aFEp = 0, lo que nos lleva a predecir el valor
Ry = 70,416 k2 y esto confirma la precisién del modelo lineal a trozos adoptado.

La desaparicién de la orbita periddica esta relacionada con una bifurcacién de caracter
global asociada a una de las denominadas boundary equilibrium bifurcations (ver [5]).
En este caso particular, el punto de equilibrio es globalmente atractivo, no estable, y el
sistema posee un continuo de homoclinas asociadas al punto de equilibrio. Naturalmente,
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esto explica la desaparicion del ciclo limite con amplitud finita y periodo infinito. En la
Figura 3 hemos representado algunas de las 6rbitas del sistema adimensional cuando el
punto de equilibrio se encuentra en la frontera.

Figura 3: Retrato de fases del sistema cuando el equilibrio estd en una frontera.
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