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Resumen

Este articulo versa sobre la resolucién numérica eficiente de problemas parabdlicos
semilineales que describen fenémenos de flujo en medios porosos anisétropos. Para
la integracién en tiempo de tales problemas, proponemos usar un método de pasos
fraccionarios linealmente implicito que considere particiones del operador y el térmi-
no fuente relacionadas con una descomposicién del dominio de flujo. La familia de
problemas elipticos asi obtenida se discretiza en espacio por medio de la técnica del
operador-soporte con lo que obtenemos un esquema en diferencias finitas centrado
en celdas sobre un mallado rectangular 16gico. Debido a las particiones elegidas para
el operador y el término fuente, el esquema totalmente discreto resultante involucra
conjuntos de sistemas lineales desacoplados que pueden ser resueltos en paralelo. Fi-
nalmente, mostramos un ensayo numeérico con el fin de ilustrar el comportamiento
incondicionalmente convergente del método.

1. Introduccion

El movimiento de agua a través de un medio poroso no expansivo puede modelizarse
mediante la ecuacién de Richards (véase [4, 2]). Considerando un medio anisétropo sujeto
a condiciones isotermas, dicha ecuacion admite la siguiente formulacién simplificada

Ip(x, t)

ot
a la que anadiremos condiciones iniciales y de contorno adecuadas para que el problema
esté bien planteado. Se asume que el dominio de flujo 2 C R? es un conjunto abierto y

=div(K(x)grad ¢(x,t)) + g(¥(x,t)) + f(x,t), (x,t) € Q2 x (0,T], (1)
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acotado, 1 denota la presién capilar, K(x) es un tensor simétrico y definido positivo de

la forma
- Kll(x) K12(X)
(x) ( K(x) K2(x) )
que modeliza la conductividad hidrdulica, g(1) es una funcién no lineal suave que describe
la absorcién radicular (véase [9]) y f es un término fuente/sumidero.

En este trabajo proponemos una técnica eficiente para la resolucién numérica de (1)
que consta de dos procesos de discretizaciéon. En primer lugar, introducimos en la seccién
2 la familia de métodos Runge-Kutta de pasos fraccionarios linealmente implicitos que
usamos como integradores temporales. Tal y como alli se explica, las particiones necesa-
rias para el término fuente y para el operador diferencial eliptico estan subordinadas a
una descomposicién de €2 en un conjunto de subdominios solapados. A continuacién, la
seccion 3 aborda la discretizacion en espacio que consiste en un esquema de diferencias
finitas centrado en celdas deducido a partir del método de operador-soporte. Estos nuevos
algoritmos se formulan para mallados rectangulares 16gicos que aparecen de forma natural
en la descripcién de ciertas geometrias, por ejemplo, aquéllas relacionadas con problemas
de flujo en medios porosos estratificados. En la ltima seccién incluimos un experimento
numérico que ilustra el comportamiento del método propuesto.

2. Semidiscretizacion en tiempo

Consideremos €2 descompuesto como la uniéon de m subdominios solapados que a su
vez se subdividen en un cierto nimero de componentes conexas disjuntas, es decir,

Q= U Q;, donde ; = U Q5 tal que Q5 N Qi =0 if j # k.
i=1 j=1

Asociada a esta descomposicién, construimos una particiéon de la unidad suave formada
por m funciones {p;(x)}™,, donde cada p; : Q@ — [0, 1] viene definida como sigue:

(0, sixeQ\Q,
hi(x), sixe [ (unQy),
P = 2,
1, six e\ (N Qy),
T
siendo 0 < h;(x) <1y Zhi(x) =1Vxe U (Q2; N 8y).
=1 =1
J7#i

Usando esta particiéon de la unidad, definimos las siguientes particiones para el operador
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diferencial A(x) = div(K(x)grad) y la funcién f(x,t) (véase [3])

A(x) =) A(x), donde A;(x)= div(K;(x)grad) y K;(x) = pi(x)K(x),
=1
m (2)
Fx,t) = filx,t), donde fi(x,t) = pi(x) f(x,1).
=1

Un método Runge-Kutta de pasos fraccionarios linealmente implicito con m niveles
y s etapas internas (véase [1]), combinado con las particiones dadas por (2), reduce el
problema parabdlico semilineal de origen (1) al siguiente conjunto de problemas elipticos
lineales, uno por etapa interna:

k
1/Jﬁ(x) = Yp(x)+7 Z affz (Aig (x) wﬁ(x) + fi, (X, tn + C[I’))
/=1
k—1
+Tzakmz+19(¢fl(x)), para k=1,2,...,s,
(=1

¢n+1 (X)

Un(x) +7 Db (A () Uh ) + fi, (5 b+ o)) + 7 3 0 g(vh (%),
=1

=1

(3)

donde n = 0,1,2,..., Np, siendo Ny = [T/7] — 1, e iy € {1,2,...,m} para todo ¢ =

1,2,...,s. La solucién semidiscreta 1, +1(x) aproxima a ¢ (X, t,+1), para t,+1 = (n+1) 7,

donde 7 denota el paso en tiempo constante. Finalmente, los coeficientes aﬁcﬁ, b;€ y Ck, para
1<t<k<seie{l,2,...,m+ 1}, dependen del método elegido.

Notar que el uso de un método linealmente implicito conlleva un tratamiento explicito
de la funcién no lineal g(v) y, por ello, los problemas elipticos que aparecen en (3) son
lineales. Por otro lado, la eleccién de un método de pasos fraccionarios hace que sélo una
parte A;(x) del operador A(x) actie implicitamente en cada etapa interna.

3. Discretizacion espacial y esquema totalmente discreto

A continuacién aplicaremos una discretizacién espacial de tipo diferencias finitas basa-
da en el método de operador-soporte sobre el esquema semidiscreto (3) con el fin de llegar
a un esquema totalmente discreto. El método de operador-soporte, inicialmente propuesto
en [5] y posteriormente desarrollado en [6], proporciona una metodologia para la construc-
cién de andlogos discretos de los operadores diferenciales de primer orden divergencia y
gradiente.

En primer lugar discretizamos €2 por medio de un mallado rectangular 1égico €2, donde
h denota el grosor de dicho mallado. La estructura de €, es la siguiente: dados N, y N, dos
enteros positivos, el nodo (i, j) viene dado por sus coordenadas (Z; j, ¥;,j), para 1 < i < N,
y 1 < j < Ny. Ademds, llamaremos celda (7, j) al cuadrilatero definido por los nodos (4, j),
(i+1,5), (4,7 +1) y (¢+1,7+ 1) cuyo centro viene dado por las coordenadas (z; ;, ¥i ;).
que se calculan como sigue

Tij = 0,25(Zij + Tit1,j + Tij+1 + Tit1,41),
Yij = 0,25 (Fij + Giv1,5 + Tij+1 + Jit1,541)

3
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parai e {1,2,..., N, -1} yje{1,2,...,N, — 1}.

En este contexto, el método de operador-soporte considera aproximaciones en los cen-
tros de las celdas para las funciones escalares v, (x), V¥ (x), g(vk(x)) v fi(x,t,) da-
das por ¢, p, 1/12,;1, gh(i/)s,h) y fin(tn), respectivamente, donde k € {1,2,...,s} e i €
{1,2,...,m}. Por otro lado, considera discretizaciones nodales para funciones vectoriales
genéricas wp(x) = (wj(x), wn(x)) que denotaremos con W, j, = (Wj; ,, @y, 1)

Tal y como se describe en [8], es natural tomar la divergencia como el o;t;emdor Primario
de primer orden. Basdndonos en la definicién invariante de la divergencia, podemos deducir

un analogo discreto de la divergencia que llamaremos
divy, : ‘N/h X ‘N/h — Vi

{’h — divh \~7h,

donde v;, = (97, vh) Se tiene que Vj y V3, son espacios finito dimensionales de funciones
discretas definidas en los nodos y en los centros de las celdas de €2y, respectivamente. Asi,
la divergencia discreta de un vector discreto w,, ;, admite la siguiente expresion:

1

(divy Wi p)ij = 5 (g p)iv1,j+1 — Wy p)ig) (ij+1 — Pit1,5)

(l( wigr1 — (@ p)i+1,5) (Fit1,541 — Uij) (4)
—((@y, p)i+1,5+1 — (@) 1)ig) (Fi g1 — Tig1,5)
—((w

w h) g+l — ( nh)H-L])( Tit1,541 — Tij))s

paratodoi=1,2,...,N,—1yj=1,2,...,N,—1, donde 0; ; es el drea de la celda (i, j) y
(w7, 1)i,; denota la componente ((i —1)(Ny — 1) +j) de wy;, ;, que aproxima a wy, (%, ¥ij),
para z = x,y. Asimismo, considerando una version discreta del teorema de Gauss junto
con la expresién de divy, se construye el operador secundario grad; como el andlogo
discreto de grad . )

grﬁdh : Vh — Vh X Vh

Up — grad, up,.

Las componentes del gradiente discreto, actuando sobre la funcién discreta v, j,, quedan
definidas de la siguiente forma:

- 1 - - . .
(gradj, ¥np)ij = W((ZJ@'JH — Jit15) Wnn)ij + (Gim1; — Gij+1) (Unp)i-1,)
Z?]
H(Git1,5 — Gij—1) Wnp)ij—1 + @ij—1 — Ti—1,5) WUnn)i-1,4-1); )
" 1 - - N N
(gradj ¥nn)ij = W((l’i,ﬂl = Ziv15) Wnn)ig + (Tic1j — Tij+1) (Ynn)i-1j
Z?]

H(Zit1,5 — Tig—1) (Ynp)ig—1 + (Fij-1 — Tim15) (Ynp)i-14-1),

parai =2,...,N,—1yj=2,... ,Ny—l, donde Mij = 0,25 (Ui,j+0i—1,j +055-1 +Ui—1,j—l)
¥ (¥n,1)i,j es la componente ((i—1)(Ny—1)+7) de 1y, , que aproxima a 1y, (z; j, y; ;). Es facil
ver que las ecuaciones (5) se pueden extender a i € {1, N,}, j € {1, Ny} si introducimos
los siguientes nodos ficticios

Ti0 = Ti1, ¥i,0 = Vi1, Ti N, +1 = Ti N, Ui, Ny+1 = Yi,Ny>
Toj =T1j5,  Yoj = Yj  TNe+1j = TNyjs  YUNg+15 = UNoj>

4
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Figura 1: Molécula computacional de nueve puntos correspondiente a
(divy(Kp grady ¥nn))i -

para i € {1,2,..., N} y j € {1,2,..., Ny}, asi como las evaluaciones de las condicién de
contorno Dirichlet ¢¥)p(x,t) en los puntos medios de los segmentos de la frontera, es decir,

(Ynn)oy = (&1, 915, tn), (Vnp)N,j = UD(EN, 5, UN, Gy tn)s

donde #1; = 0,5(Z1; + Z1,j+1), U15 = 0,5 (01,5 + U1,j+1), TN,; = 05 (TN, j + TN, j41) ¥
yANz,j = Oa5 (gNz,] + gNz,j+1)a para ] € {17 2’ cee 7Ny - 1}7 y

(Yn,n)io = Y0 (Zi1, i1, tn), (Yn,n)iN, = UD(Zi Ny, Ji,N,» tn),

donde Z;1 = 0,5 (%31 + Tit1,1), Ui = 0,5 (Pi1 + Fiv1,1), Tin, = 0,5 (Tin, + Tiz1n,) Y
Zgi,Ny =0,5 (ﬂ@Ny + ?ji—&-l,Ny), parai € {1,2,...,N, — 1}.

A continuacién, considerando las ecuaciones (5) junto con las evaluaciones nodales
de las componentes de K(x) a las que denotaremos por (K}');;, (K}?)i; v (K2)ij,
obtenemos la siguiente discretizacién espacial para K(x)gradiy, (x)

(K} j (grady ¢ p)ij + (K}2)ij (grady ¥ p)i;

K; erad o= - - - -
(Knegrady Vun)is = | g2y - (gradl ) + (K2):, (@r8d? bn)iy

(6)

Finalmente, usando (4)-(6), es inmediato obtener discretizaciones para los operadores
elipticos de segundo orden A;(x) a las que denotaremos por A; j, = divy, (K; j, grad;,), don-
de ¢+ = 1,2,..., m. En particular se tiene que la molécula computacional de

(divy, (K, grady, ¢y 1))i j involucra aproximaciones de la incégnita 1) en los centros de nue-
ve celdas: (Vnn)i-1,j-1, (Unn)ij—-1 Unp)it1j—1, (Unp)i-1js Wnn)igs (Ynn)itis
(Ynn)i-1,j+1, Wnn)ij+1 Y (Unn)it1,j+1, asi como evaluaciones de las componentes de
K en los nodos (i,7), (i+1,7), (i,7+ 1)y (i+ 1,5+ 1) (véase figura 1).
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En este contexto, el esquema totalmente discreto admite la siguiente formulacién:

;

k
djz,h = wn,h +7 Z a;fg (Aig,h d)’fl,h + figyh(tn + CKT))

(=1

+7’Zam+1 nh) para k =1,2,...,s, (7)

S
Vntlh = Ynp+T Z byt (Aig,h Gip + Lion(tn + CeT)) +7> b gn(wh ),
=1

(=1

paran =0,1,2,..., Ny, donde iy € {1,2,...,m} paratodo £ =1,2,... s

Teniendo en cuenta el tipo de particién (2) considerada en la seccién anterior, el siste-
ma lineal obtenido para cada etapa interna involucra tnicamente a las incégnitas que se
encuentran en uno de los subdominios {£2;}1",. Ademds, como cada subdominio €2; cons-
ta de m; componentes conexas disjuntas, este sistema es en realidad un conjunto de m;
subsistemas desacoplados cuya resoluciéon puede llevarse a cabo en paralelo. Notar que, a
diferencia de los métodos clasicos de descomposicién de dominios, esta técnica no precisa
de ningun proceso iterativo para el ajuste de las condiciones de contorno ficticias en las
nuevas fronteras de los subdominios (p.ej., iteraciones de Schwarz).

4. Experimento numérico

En esta seccién estudiamos el comportamiento del algoritmo numérico propuesto sobre
mallas pseudo-aleatorias. Un estudio similar aparece en [7] donde se usa el método de Euler
implicito clasico junto con la técnica de operador-soporte para la resolucién de una clase
de problemas parabdlicos lineales mas sencillos.

Consideremos una ecuacién del tipo (1) planteada sobre  x (0, 7] = (0,1)% x (0,0.01].
El tensor K(x) se define como K(x) = R(6)D(x)R(0)T, donde R(f) es una matriz de
rotacién 2 x 2 con angulo § = 57/12 y D(x) = diag(1 + 2z% + y2,1 + 22 + 2y?). La
funcién no lineal g(v)) = 1/(1 + 93) es la funcién de absorcién de agua correspondiente
al modelo de infiltracion en suelos de Van Genuchten. Por ultimo, tanto la funciéon f
como la condicién inicial y la condicién de contorno Dirichlet se definen de tal forma que
W(z,y,t) = e 2 sin(mz) sin(my) es la solucién exacta del problema.

Consideramos una descomposiciéon de 2 en m = 4 subdominios solapados, cada uno
de los cuales formado por m; = 4 componentes conexas disjuntas, para ¢ = 1,2,3,4
(véase figura 2, dibujo central). Las funciones definidas a trozos {p;(x)}{_, asociadas a
dicha particién vienen dadas, en las zonas de solapamiento de subdominios, por ciertas
funciones exponenciales que nos permiten obtener una particién de la unidad C* (véase
figura 2, dibujos de las esquinas).

A continuacién usamos una variante linealmente implicita del método de Euler im-
plicito fraccionario con cuatro niveles (m = 4) y cuatro etapas internas (s = 4) para la
integracién en tiempo del problema (1). El esquema semidiscreto resultante es

vh(x) = +TZ (A0 ¥ (0) + folx, tas) ) +7 (6 (x), para k= 1,2,3,4,

Pna1(x) = ¥i(x), paran—O 1,2,...,Np.
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p3(z,y) pa(z,y)

Figura 2: Descomposicién de Q en m = 4 subdominios solapados (dibujo central) y fun-
ciones p;(z,y) correspondientes, para i = 1,2, 3,4 (dibujos de las esquinas).

Figura 3: Mallas rectangulares légicas usadas en el ensayo numérico.

La discretizacion espacial empleada a continuacion estd basada en el método de diferencias
finitas descrito en la seccién 3. Para esto, el dominio de flujo 2 se discretiza por medio
de una malla rectangular légica pseudo-aleatoria Qy = {(x; , yi’j)}fyj:l con coordenadas
zij = (i—1)h—025h+05hR; eyi; = (j—1)h—025h+ 0,5hR,, donde h =
1/(N —1) y Ry, R, son numeros aleatorios generados en el intervalo (0,1). La figura
3(a) muestra un ejemplo de este tipo de mallas para N = 17. Con el fin de estudiar
el comportamiento asintético del error, hemos refinado sucesivamente la malla pseudo-
aleatoria original usando el siguiente procedimento: partiendo de una malla dada, anadimos
los segmentos que conectan, en cada celda, los puntos medios de sus lados opuestos. Las
figuras 3(b) y 3(c) muestran los dos primeros refinamientos para la malla de la figura 3(a).
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Hemos incluido dos tablas que contienen los errores globales (fila superior) y los érdenes
numéricos de convergencia (fila inferior) obtenidos para distintos valores de N y 7 al usar
la norma del maximo en tiempo y la norma L? en espacio. Se aprecia que el método
muestra convergencia incondicional de primer order en tiempo (véase tabla 1) y segundo
orden en espacio (véase tabla 2).

Tabla 1: Errores globales y érdenes numéricos de convergencia en tiempo para N = 129 y
0 = 1073,

T ) To/2 To/4 T0/8 T0/16 T0/32

I Nl oriz2c) | 3430E —2 2,066 —2 1,178E—2 6497E —3 3498E —3 1,847 — 3

D2 0,7315 0,8103 0,8582 0,8932 0,9213 —

Tabla 2: Errores globales y 6rdenes numéricos de convergencia en espacio para 7 = 107".

N 17 33 65 129 257
Il omrzz) | 4639E -3 1911E -3 4650E -4 1158E —4 2893E —5
P2 1,2795 2,0390 2,0056 2,0010 -
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